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Resumo

Neste trabalho, abordamos o estudo de estabilidade da equacao de reacao e difusao em dois
dominios distintos: em uma familia de superficies de revolugao sem fronteira e em um intervalo
aberto limitado cuja funcao difusao se anula em um ponto no interior deste intervalo.

No primeiro problema, além de provarmos a existéncia de solugoes estacionarias nao cons-
tantes estaveis para a equacao de Allen-Cahn em uma familia de superficies de revolucao sem
fronteira, analisamos o comportamento assintotico e a instabilidade das solucoes estacionarias
quando A\ — oo, onde A é um parametro positivo cujo inverso pode ser interpretado como
coeficiente de difusibilidade.

Enquanto, no segundo problema, denominado problema de Allen-Cahn degenerado, por
lidarmos com uma funcao de difusao que se anula em um ponto no interior do intervalo, o ope-
rador principal nao é uniformemente eliptico e por essa razao, nao é possivel utilizar resultados
da literatura e nem os espacos habituais. Para este caso, provamos que uma funcao especifica, a
saber, uma func¢ao escada assumindo apenas dois valores — os zeros estaveis da fungao bi-estavel

f —, é uma solugao estaciondaria nao constante estavel do problema degenerado.
Palavras-chave: Problema de Allen-Cahn, Superficie de revolucao sem fronteira, Problema

degenerado, Caso fortemente degenerado, Equacao de reacao e difusao, Estabilidade no sentido

de Lyapunov, Comportamento assintético.
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Abstract

In this work, we adress the study of stability of a reaction-difusion equation in two domains:
in a family of surfaces of revolution without boundary and in a bounded open interval whose
diffusion function vanishes at a point inside this interval.

In the first problem, in addition to proving the existence of stable non-constant stationary
solutions for the Allen-Cahn equation in a family of surfaces of revolution without boundary,
we analyze the asymptotic behavior and the instability of solutions when A — oo, where A is a
positive parameter whose inverse can be interpreted as a difusibility coefficient.

While in the second problem, called degenerate Allen-Cahn problem, because we are dealing
with a difusion function that vanishes at a point inside the interval, the main operator is not
uniformly elliptical and for this reason, it is not possible to use results of the related literature
nor the usual spaces. In this case, we prove that a specific function, namely a step function
taking only two values — the stable zeros of the bistable function f —, is a stable non-constant

stationary solution of degenerate problem.

Keywords: Allen-Cahn equation, Surface of revolution without boundary, Degenerate pro-
blem, Strongly degenerate case, Reaction and difusion equation, Lyapunov stability, Asympto-

tic behavior.
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CAPITULO 1

Introducao

Vérios modelos matematicos de processos evolutivos de reacao e difusao podem ser repre-

sentados por equacgoes diferenciais parciais do tipo parabdlico.

No estudo da teoria qualitativa de tais equacoes a questao de existéncia de solugoes esta-
ciondrias desempenha um papel importante, pois frequentemente se tem um fluxo gradiente
e em muitos destes casos a dinamica global do fluxo serd em grande parte determinada pelo
carater de estabilidade ou instabilidade das solugoes estacionarias. A importancia das solucoes
estaciondarias estaveis advém do fato de que nos modelos fisicos associados, as mesmas corres-
pondem aos tunicos estados observaveis e persistentes no tempo. J& as solugoes estacionarias
instaveis possuem um papel matematico importante na determinacao da dinamica do fluxo no
atrator global mas nao sao tao interessantes do ponto de vista fisico, uma vez que raramente

sao observaveis e quando o sao, nao persistem no tempo.

Em dominios Euclidianos, estes fenomenos tém sido mais estudados e, portanto, melhor
compreendidos. Ja em superficies, a geometria dos dominios aparece como um novo elemento
na analise e geralmente é expressa através dos diferentes conceitos de curvaturas, e em um
intervalo limitado, onde a fungao de difusibilidade se anula em um ponto no interior deste
intervalo — denominado isolante perfeito —, é necessario utilizar novos espagos, diferentes dos
espacos de Sobolev usuais; estes dois problemas podem ser bastante comuns em fenomenos

naturais.

No Capitulo [2], estudamos a equacao de reagao e difusdo em uma familia de superficies de

revolucao sem fronteira

uy = Ag_u+Af(u) em (0,00) xS,
{ u(0,) = (") em S,., (L)

onde S, é uma superficie de revolugao sem fronteira gerada por uma curva 7. = (¢., ., 0) :

[a,b] — R3 como descrita na Fig. ; Ag. _, o operador Laplace-Beltrami em relacao a métrica



2 Introducao

Riemanniana de S,_; A > 0, um parametro fixo e f : R — R, uma funcao bi-estdvel da forma
fu) = —u(u —a)(u—p), YueR,

com

a<0<—a<f.

Através de técnicas de Célculo Variacional, introduzimos um funcional de energia

E(u; S,.) = / B Vs, ul* + AF(u)| do, Yue H(S,.),
e
provamos a existéncia de L'-minimos locais desse funcional e que tais minimos sao padroes, ou
seja, solugoes estacionarias nao constantes estaveis, da equacao desejada, onde F' : R — R €
um potencial de poco duplo tal que F' = —f.

Além disso, ao fixarmos uma superficie S,_, foram feitos estudos referentes ao comporta-
mento assintotico e a instabilidade das solugoes estacionarias do problema quando A — oo, cujo
inverso, 1/, pode ser interpretado como coeficiente de difusibilidade.

Em uma linguagem mais técnica, utilizando a parametrizacao de S,_, ao considerarmos
u(s,0) = u(.(s), .(s) cos B, (s) sen ), V(s,6) € a,8] x [0, 27),
os principais resultados podem ser descritos como:

e Fxistencia de uma familia de padroes monotonicamente crescentes: Para A > 0 fixo e
f nao satisfazendo necessariamente a condigao de igualdade de &area, existe uma familia
de solugoes estaciondrias estaveis (ue)c<., do problema (2.1 associada a familia de su-
perficies {5, }e<c,, tal que u. (s, ) é monotonica crescente em s € [a,b] e independe de

0 € [0,27), para todo € < £1. Além disso,

||uer — O‘HLI(SA&) —0 e [Juex — Bllzr(s,,) quando e — 0.

e Fenomeno de concentracao quando f nao satisfaz a condicao de igualdade de drea: Fi-
xados A\g > 0 e uma superficie de revolugdo sem fronteira S, € {5, }.<.,, como f nao
satisfaz a condigao de igualdade de drea, temos [ f f(&)dE > 0 e existe 5y € (0,0) tal
que ffo f(&)dé = 0. Seja (uy)a>r, uma familia de solugbes estaciondrias de em S,

entao

(i) ux — « uniformemente em todo compacto de S, \ Fp;
(11) UJ)\(P()) — 60,

onde Py = (¢(b),0,0) e ¢ é uma das fungdes coordenadas de ~.
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Essa familia de solugbes estaciondrias (u))a>y, terda um comportamento como descrito na
Fig. , justamente porque a funcao reacao f nao satisfaz a condicao de igualdade de

area.

uy = By

Figura 1.1: Quando f nao satisfaz a condicao de igualdade de area, a familia de solucoes
estaciondrias (ux)x>x, de (2.1)em S, se concentra a direita da superficie S,, quando A — oo,
em torno do ponto F,. Além disso, para A > )\ suficientemente grande, u, é uma solugao
instavel, conforme o terceiro item.

Em contrapartida, no caso em que f satisfaz a condicao de igualdade de area, fixados
Ao > 0 e uma superficie de revolucao sem fronteira S, € {95, }.<.,, os autores de [2§],
através de técnicas de I'-convergéncia, provaram a existéncia de uma familia de solucoes
estaciondrias estaveis (uy)x>», de em S, que desenvolve camada de transicao interna,
isto é,

lux — oL@y = 0 e |lux = B0 — 0 quando X — 0
e, portanto, possui um comportamento como descrito na Fig. . Tal estudo nao sera

abordado aqui, mas pode ser encontrado na referéncia supracitada.

Figura 1.2: Quando f satisfaz a condicao de igualdade de édrea, existe uma familia de solugoes
estacionarias estaveis (uy)a>», de (2.1) em S, que desenvolve camada de transicao interna.

1Crédito da figura: Gabriel Clemente
2Crédito da figura: Gabriel Clemente
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e Instabilidade das solugoes para X > 0 suficientemente grande quando f nao satisfaz a
condi¢ao de igualdade de drea: Fixados Ay > 0 e uma superficie de revolugao sem fronteira
S, € {S,. }ecers s€ja (un)asy, uma familia de solugdes estaciondrias de em S, tal
que uy, ¢ estavel segundo o primeiro item. Entao, para A > ) suficientemente grande,
uy sera uma solucao instavel de .

Ja no Capitulo , abordamos a equagao de reagao e difusao no intervalo I = (0, 1), onde a

funcao de difusao k se anula em um 1nico ponto xg € I, dada por

u = (kug), + f(u), para (t,z) € (0,00) x [

;) =u’(:) (1.2)
t,0) = u,(t,1) =0, t>0,

onde k : [0,1] — R e f: R — R satisfazem as seguintes hipdteses:

(hy) k€ Whe(I).

(he) Jzo € (0,1): k(zg) =0e k(z) > 0, Vo # x.

(h3) Jce[1,2): (x — o)k < ck qtp em [0, 1].

(hy) f € CYR) e bi-estavel, isto é, existem a, 8 € R (a < 0 < f3) tais que

=
-
I
=
=
I
=
™
~—
I

0, (a) <0,f(B) <0 e f(0)>0.

(h5) ElCl >0:
fw)]<e e |ff(u)<e, VueR.

Tal problema é denominado problema fortemente degenerado devido ao fato da constante
¢ > 0 pertencer ao intervalo [1,2) definida na hipGtese (hs). Caso ¢ € [0,1), o problema é
chamado de fracamente degenerado e sob esta condi¢ao, Sonego, em [33], garante apenas a
existéncia de uma solugao estacionéria semiestdvel (isto é, o primeiro autovalor do problema
linearizado em torno da solugao é maior ou igual a zero), o que nao garante a estabilidade no
sentido de Lyapunov.

O fato de k se anular em z( faz com o que o operador principal (ku,), seja um operador
eliptico degenerado e os métodos e resultados ja existentes na literatura nao possam ser uti-
lizados nesse problema e devido a degenerescéncia forte de k foi necessério introduzirmos um

novo espacgo

H(I) = {ue L*(I) : u localmente absolutamente continua em [0, zo) U (z, 1]

e Vku, € L*(I)},

que por definicao, contém funcoes descontinuas em x.
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Novamente, utilizando um potencial de poco duplo F': R — R tal que F’' = —f, definimos
um funcional de energia
'k
E(u) = / {Eui + F(u)} dr, Vu € HH(I),
0
e utilizando as teorias de Célculo Variacional, Semigrupos, Operadores Setoriais e Poténcias
Fracionarias de Operadores, provamos a estabilidade de uma funcao especifica, cuja imagem
consiste dos zeros da funcao reagao do problema, @ : I — R dada por
_ a, em (0,x)
u =
B, em (z,1)
e, como em nenhum resultado obtido foi levado em consideracao o fato de u ser definida como
aem (0,z9) e 5 em (xg, 1), a fungdo @ : I — R definida por
~ 57 e1m (07 170)
u =
a, em (xg,1)
também é um padrao de (|1.2]).
Além dos resultados referentes a existéncia de padroes para ((1.2), hd um breve estudo do
comportamento das solugoes u(t, -;ug) de (1.2]) em [0, 1].
Por fim, no Apéndice [A] podem ser encontrados os resultados menos comuns utilizados ao

longo deste trabalho.
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CAPITULO 2

Estabilidade da equacao de reacao e
difusao em superficies de revolucao sem
fronteira

As equacoes de reacao e difusao em dominios Euclidianos limitados foram e sdao muito
estudados. No entanto, o mesmo tipo de estudo em superficies é relativamente recente. Pode-
se dizer que a diferenca entre ambos é o fato de que no caso da superficie, a sua geometria,
geralmente expressa através de algum tipo de curvatura, desempenha um papel determinante
na dinamica do processo de difusao.

Alguns processos evolutivos em Dinamica Populacional, Bioquimica, Termodinamica, Filo-
taxia, Quemotaxia, entre outros, que sao modelados por equacoes de reacao e difusao em um
dominio Euclidiano de R? podem ser estudados em uma superficie de R®. Em [10], por exem-
plo, os autores fizeram um estudo sobre a difusao ao longo de membranas bioldgicas utilizando
superficies.

Equacoes de reacgao e difusao em superficies de revolugao ou de forma mais geral, em varie-
dades Riemannianas, vem sendo estudadas ao longo dos anos. As referéncias [2, [11], 27, 28] 32],
por exemplo, fazem uma analise a respeito de estabilidade ou instabilidade de solucoes esta-
ciondrias de suas equagoes. Em [2], os autores estudaram equagoes tanto em superficies de
revolucao quanto em variedades Riemannianas, ja em [28, [32], foram estudadas equagdes em

superficies de revolugao e em [11], 27], em variedades Riemannianas.

Definigao 2.1. Uma funcao f : R — R de classe C' é denominada funcdo bi-estdvel se possui

somente trés zeros a < ¢ < [ e satisfaz

fll@) <0 e f(B) <0.

Defini¢ao 2.2. Uma fungao @ é dita padrdo de (2.1]) se w for uma solugao estacionaria estavel

nao constante de (2.1)), cujo problema esta descrito logo adiante.

7



8 Capitulo 2. Problema em superficies de revolugcao sem fronteira

Um dos objetivos deste capitulo é provar a existéncia de padroes para o problema

{ w = Ag, u+Af(u) em (0,00) x S, (2.1)

u(0,) = u°(") em S,

onde S, é uma superficie de revolugao sem fronteira gerada por uma curva vy do R?; Ag,, 0
operador Laplace-Beltrami em relagao a métrica Riemanniana de S,; A > 0, um parametro fixo

e f: R — R, uma funcgao bi-estavel da forma
fu) =—u(u—a)(u—p), YueR, (2.2)

sendo

a<0<f e B>—a. (2.3)

Neste caso, os pontos a e  sao solucoes estaveis constantes do problema e chamados
de zeros estdveis de f.

Note que como > —a, a fungao f pode satisfazer a condicao de igualdade de érea, isto é,
S (& de =o.

Além de conseguirmos a existéncia de padroes para uma familia especifica de superficies,
gostariamos que essas solucoes estacionarias estaveis fossem monotonicas em relagao a variavel
espacial. Ou seja, se v = (¢,1,0) : I — R? for a curva geratriz da superficie S,, entao
existe uma padrao u € H'(S,) para tal que u(p(s),1(s)cosh, (s) sen f) é monotonico
em relacao a s € I. Tal caracteristica ird ajudar nos estudos de comportamento assintdtico e
de instabilidade das solugoes quando A — oo, no caso em que f nao satisfaz a condicao de
igualdade de area.

Em [29], o autor trata de uma familia de solugdes estaciondrias estaveis decrescente em sua
variavel espacial que se concentram, a medida que o coeficiente de difusibilidade (inverso do
parametro \) tende a zero, no ponto mais a esquerda da superficie de revolucao, enquanto que
aqui, tratamos de uma familia de solugoes estacionarias estaveis crescente que se concentram a
direita da superficie.

A outra distingdo, e a mais importante, diz respeito a fungao reagao: em [29], por uma
razao técnica, o autor supoe que f : R — R seja uma funcao impar em torno de uma
vizinhancga arbitrariamente pequena da origem. Apesar de nao generalizarmos esta situagao
com as hipoteses consideradas aqui, apresentamos resultados que permitem considerar fungoes
reacao diferentes das abordadas em [29], além de, é claro, fungdes que se encaixam em ambas
as hipéteses, como por exemplo, f(u) = u — u>.

A eliminagao dessa hipdtese, técnica e incomoda, tornou o resultado buscado mais geral e
elegante. No entanto, essa generalizacao requer uma andlise longa e cuidadosa com a necessidade

de novos argumentos.



Apesar do estudo de existéncia de padroes para superficies de revolucao ser algo recente, os
autores de [2], provaram a inexisténcia de padroes para (2.1) quando

d "\

onde v = (¢,4,0) : [a,b] — R3 é a curva geratriz de S, e k, a curvatura geodésica de S,.
Além disso, os mesmos autores provaram que, quando S, possui fronteira com fluxo zero e
existe so € (a,b) tal que

d
Elﬂg(SO) > O,

o problema ([2.1]) possui padrao para alguma funcao f, que depende de v; e caso S, nao possua
fronteira, foi provado a existéncia de padroes quando v é analitica em [a, b].
Se a superficie S, nao possui fronteira e sua curvatura de Ricci é nao negativa, isto é,
V()
K S (S) = —
! U(s)
foi provado em [27] que apenas fungoes constantes podem ser solugoes estaciondrias estaveis do

problema ([2.1)).

Ja em [28], os autores estudaram o problema

>0, Vs € (a,b),

u = edivy(k(-)Vgeu) + f(u) em (0,00) x M,

onde M é uma superficie de revolucao e f é uma funcao bi-estavel com raizes a < ( < f3
satisfazendo a condigao de igualdade de area, isto é, ff f(&)d¢ = 0. Utilizando técnicas de
I'-convergéncia, foi provado que se a func¢ao ¥+/k possui minimo local isolado em sy € (0,1),
entao existe uma familia de padroes (u.).s., que desenvolve camada de transi¢ao interna com
interface em sg, ou seja, u. converge para ax(o,s,) + 3X(so,)) na topologia de L', quando € — 0.

Observe que no trabalho aqui desenvolvido nao exigimos a condi¢ao de igualdade de area
sobre f em relacao a o e 3, ou seja, a fungao f nao satisfaz necessariamente ff f(&)d¢ =o.
Portanto, a teoria de I'-convergéncia nao pode ser utilizada neste problema, uma vez que a
condicao de igualdade de area é fundamental para seu uso, ja que gera um potencial do tipo
poco duplo de mesma profundidade. Além disso, estamos interessados em provar a existéncia
de padrdes de ([2.1)) para uma familia de superficies suficientemente proximas de uma superficie
limite, enquanto que a teoria de I'-convergéncia garante a existéncia de padroes em dominios
fixos. Por essas razoes supracitadas, recorreremos ao Calculo Variacional: definiremos um
funcional de energia associado a , provaremos a existéncia de L'-minimos locais deste
funcional e por fim, mostraremos que tais minimos sao padroes de .

Ha diversos estudos que utilizam Célculo Variacional para garantir a existéncia de minimos
locais de funcionais de energia. Nos artigos [20], [23] e [24], por exemplo, os autores estudaram

o funcional de energia

E(u;QE):/ %|Vu]2+/ F(u), Yue€ H' (),
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a fim de provar a existéncia de L'-minimos locais de E(-;€).), onde F' é uma funcao de classe
C? com um nimero finito de minimos locais e €. é um dominio aberto de R? ou R3.

Em [20], os autores trabalharam com dominios €. tridimensionais em formato de haltere
com lados idénticos, onde a medida do gargalo tende a zero quando ¢ — 0. Sob algumas
condicoes, provaram a existéncia de uma familia de L!'-minimos locais para o funcional de
energia F(-;).) com o potencial de pogo duplo simétrico F(u) = (u? — 1)

Ja em [23], Morini e Slastikov, provaram, sob as mesmas condigoes, a existéncia de uma
familia de L'-minimos locais para o funcional de energia E(-;(.), onde €. é um dominio bidi-
mensional em formato de haltere com lados idénticos. Ademais, esses mesmos autores notaram
a possibilidade de se obter resultados andlogos para dominios bidimensionais em formato de
haltere de lados distintos, trabalho realizado em [24].

Apds esses artigos, indagamos se tais fenomenos também ocorreriam na fronteira de um
dominio tridimensional em formato de haltere de lados distintos. Ao longo da nossa pesquisa,
notamos que para a existéncia de padroes para esse tipo de superficies nao era necessario que a
fronteira fosse em formato de haltere, e por esse motivo, estudamos uma superficie gerada pela

curva descrita na Fig. [2.1]

Figura 2.1: Curva geratriz 7. no plano Og,.

Com a finalidade de definirmos a familia de superficies {S,.}__, do problema (2.1)), que
serao os dominios onde se dara o fenomeno de difusao, para € > 0 suficientemente pequeno,

defina a curva geratriz I'; : [ag, by] — R? por
[.(s) = (P(s), V(s),0), Vs € [ao, bol,
cujas funcoes coordenadas ®., U, : [ag, by] — R sdo funcoes de classe C? definidas por
¢o— e, em [ag, —€) 1o, em [ag, —¢)

D.(s) = ¢ we, em [—¢,¢] e U.(s) =1 Jj., em [—¢,¢]
$o+e, em (g, b Yo, em (&, bol,
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onde ag < 0 < by, as fungoes w., j. : [—¢,6] — R s@o positivas tais que w.(0) = 0,j. > 0
em [—¢,¢],j.(0) = 0,57(0) > 0 e ¢, %0 : [ag,bo] — R, fungdes coordenadas da superficie
limiteﬂ S, sao definidas por

0, s € [a, ¢

~ ‘f” s € [Cl7cr}
¢o(s), caso contrario

1o(s), caso contrério,

onls) = { o) = {

com @g e 1y funcoes de classe C? em [ag,0], [0,bg] € ag < ¢ < 0 < ¢, < by, onde ¢ e ¢,
sdo constantes fixas e ¢g, Uy € C2(a, ¢;) N C2(c;, b).

Neste caso, iremos trabalhar com a familia de superficies {S,_}, para ¢ < min{—¢, ¢},
como na Fig. 2.1 Destacamos que o trago da curva I'. foi tomado como um segmento vertical
nos intervalos [¢;, —¢] e [e, ¢,] apenas para facilitar os cédlculos feitos neste trabalho.

As fungoes ¢g e 1y foram tomadas de modo que a curva vy = (¢, %o, 0) : [ag, bo] — R> no

plano O, seja descrita como na Fig. [2.2]

cr

q_bn(ﬂ,n) @ﬂ(bﬂ)

Figura 2.2: Curva limite 7y no plano O,,.

Sem perda de generalidade, podemos supor 7, parametrizada pelo comprimento de arco em
(ap,0) e (0,by), mas note que a curva I'. ndo necessariamente possui essa mesma propriedade.
Por esse motivo, considere ¢. : [ag, by] — [ae, b.] a fungao comprimento de arco de I'; a partir do
ponto 0 € (ag,by) e sua inversa h. = (¢.)~' : [ac, b.] — [ao, bg]. Defina a curva parametrizada

pelo comprimento de arco 7. : [ac, b.] — R?® por
Ve = [0 ha-
Sejam ¢, . : [ac,b.] — R as fungdes coordenadas de classe C? de . definidas por

¢ :=®D.0h. e .=V, 0h,.

10 modo como vy estd definida em 0 faz com que S,, nao seja uma superficie, mas utilizaremos a nomen-
clatura superficie limite para nos referirmos a mesma.
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Podemos supor 7. com a mesma orientacao da curva I'.. Caso isso nao ocorra, basta
considerar a curva 7. (b: + a. — s), com s € |ac, b], que por definicdo possui a mesma orientacao

de I'. e é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

De modo geral, as parametrizacoes das curvas vy, ['. e 7. sao dadas por:

e Y0(s) = (po(s),1o(s),0), para s € [ag, bo] (Fig. [2.2)).

o I'.(s) = (D.(s),¥.(s),0), para s € [ag, by].

e 7.(s) = (¢-(5),%:(s),0), para s € [a., b (Fig. [2.1)).

Usaremos as notagoes ¢ e ¢ (reciprocamente, I'! e I'") quando nos referirmos a curva o
(reciprocamente, I'.) restrita aos intervalos [ag, 0] e [0, by, respectivamente. J4 no caso de 7,
como ela estd definida em um intervalo que pode ser distinto de [ag, b], a fim de manter os

tracos de suas restrigoes iguais a I'! e I'7, usaremos ~y! e 7" para denotar a curva -, restrita

e
aos intervalos [a., ¢-(0)] e [¢-(0), b.], respectivamente, onde ¢. é a fungao comprimento de arco

de I'..

Dada uma curva geratriz v qualquer, as superficies de revolucao consideradas aqui sao
rotacoes de v em torno do eixo O,, denotadas por S,. Por exemplo, a superficie S, ¢ a

superficie de revolugao gerada pela rotagao de 7. em torno do eixo O,.

Nosso principal interesse é mostrar que como o problema limite
uy = Ag, u+ Af(u) em (0,00) X Sy,

possui solugoes estaveis u = a em S%z ev = [ em S, -, onde a e [ sao os zeros estaveis de f,

entao existem solucoes estacionarias nao constantes u. em superficies suficientemente proximas,

S

+-» que gozam da propriedade de estabilidade.
Além disso, se fixarmos € > 0 e supusermos que f nao satisfaz a condi¢ao de igualdade de
area, ao considerarmos uma familia de solugoes estaciondrias de (2.1), denotada por (ue x)xso,

queremos estudar o comportamento assintético e a estabilidade de u. y quando A — oo.

Este capitulo sera dividido em quatro secoes. Na primeira secao, exporemos resultados pre-
liminares que serao utilizados nas secoes seguintes, enquanto na segunda, exibiremos a prova de
existéncia de padroes para problema . Nas Secoes e faremos um estudo do compor-
tamento assintotico e uma analise da estabilidade, respectivamente, das solugoes estacionarias
de , quando o parametro A > 0 tende ao infinito.
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2.1 Resultados preliminares e notacoes

Para ¢ > 0, como S, ¢é uma superficie de revolucdo, os pontos (z,y,z) € S, podem ser

expressos por

T = ¢(s)
y = v(s)cosf , para (s,0) € [ac,b.] x [0,2m). (2.4)
z = 1(s)senf

Entao, dada uma fungao v : S,. — R, podemos definir @ : [a., b:] X [0,27) — R por
i(s5,6) /= u(gu(s), ve(s) cos 0, 4o (s) senB), ¥ (5,6) € [acb] x [0.20).  (25)

As funcgoes u e u definidas na superficie e no cartesiano de intervalos, respectivamente, serao
denotadas apenas por u, pois deixaremos claro com qual funcao estamos lidando através dos
seus dominios ou variaveis utilizadas.

A superficie de revolucao S, é uma variedade Riemanniana bidimensional suave com a
métrica

ge := ds® + 2do? (2.6)

e, consequentemente, o gradiente em S, ¢ dado por

1
Vs, u:= (us, Ew) ) (2.7)
Além disso, como 7. é parametrizada pelo comprimento de arco, o elemento de area em S._
é dado por
do = 1. dsdb (2.8)
e sua curvatura geodésica por
/
kg, = Ve em (a.,be). (2.9)
Ve
Note que, como th.(a) = .(b.) = 0 e . (a) = —,(b.) = 1, temos
lim kg (s) =00 e lim k4 (s) = —o0.
s—a~ s—bt

Sabemos que da Geometria Riemmaniana e das hipdteses anteriores, o operador Laplace-

Beltrami de S, é dado por
1

AS U = Uss + kggus + —5 U
Bk

Ye

e devido a suavidade da superficie S,_, o problema (2.1)) torna-se

1
Uy = Ugs + kg us + Eu(;g + Af(u) em (0,00) X (ac,b.) x [0,2m)

u(0,5,0) = u9(s,0) em (a,b.) x [0, 27)
us(t, a.,0) = us(t, b, 0) =0, (t,0) € (0,00) x [0,27).

(2.10)
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Definigao 2.3. Uma solucao estaciondria w de (2.10) é dita estdvel no sentido de Lyapunov
(ou apenas estdvel) se para todo n > 0, existe § > 0 tais que, para todo valor inicial u°
em (2.10) com [[u® — @l|p~(s,.) < 6, a solugao u(t,-;u’) de (2.10), existe para todo ¢ > 0
e satisfaz [Ju(t,-;u’) — Tl|p=~(s,.) < 71, para todo t > 0, onde u(t, ;u’) é a solugdo tal que
u(0,-;u’) = u°(-).

Dizemos que u ¢é instdvel se ela nao for estavel no sentido de Lyapunov.

Portanto, um padrao de ([2.1)) ¢ uma solugao de

1
Uss + kg us + ¢—§U99 + Af(u) =0 em (ac,b.) x [0,27)
us(ae, 0) = ug(be,0) = 0, g € [0,2m)

que é uma solugao estaciondria estavel de (2.10)) no sentido de Lyapunov.
Como estamos procurando padroes de (2.1]), o resultado seguinte é importante para o nosso
estudo de estabilidade.

Lema 2.4 (Proposicao 3.2 [2]). Toda solugao estaciondria u do problema em Sy que

depende do angulo 6 ¢é instdvel.

O Lema garante que padroes de (2.10)) ndo dependem do angulo. Deste modo, podemos
restringir a nossa analise a fungoes que independem de 6 e provar a existéncia de padroes para
o problema

U = Uss + kgus + Af(u) em (0,00) x (ac,b.)
U(O, ) = u()() €m (GE, bz—:) (211)
us(t,a.) = us(t,b:) =0, t>0.

Como os padroes u independem de 0, podemos tomar 6 = 0 em ([2.5)) e entao, lidarmos com

fungoes u : [a.,b.] — R definidas por
ﬂ(S) = U(S, 0) = u(¢6(s)7 we(SL 0)7 para s € [asa bs]

Novamente, iremos denotar as fungoes u e u definidas na superficie e no intervalo, respecti-
vamente, apenas por u, uma vez que ficara explicito as funcoes que estaremos lidando através

dos seus dominios ou variaveis utilizadas. Além disso, iremos utilizar as notacoes

du
—, u' ou ug

ds

quando nos referirmos a derivada de u em relagao a variavel espacial, a depender da situacao
que estivermos trabalhando.

Apesar de termos citado apenas as superficies de revolugao S, , todas as caracterizagoes
1}1} sao vélidas para as superficies S, 1 e Sy, fazendo suas respectivas substitui¢oes.
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Como dito anteriormente, utilizaremos Célculo Variacional para provar a existéncia de

padroes para (2.1)). Deste modo, para encontrar padroes de (2.1)) é suficiente encontrar L!-

minimos locais do funcional de energia

B(uw:S,,) ;:/ B}V%uf%—/\F(u)} do, Vue H'(S,),

Ye

e mostrar que esses minimos sdo padroes de (2.11)), onde A > 0 é um parametro fixo e F :

R — R é o potencial de poco duplo definido por

F(u)——/ouf(g)df, VueR.

Figura 2.3: Exemplo de potencial de poco duplo assimétrico F'.

Imediatamente, de e , obtemos as seguintes propriedades de F':
(c1) F e C*R);
(co) a e f sdo os unicos minimos locais isolados de F' e F(f3) < F(a);
(c3) F(u) < F(—u),Yu € [0, —al;
(ca) F'=—F;
(c5) F ¢ estritamente crescente em [a, 0] U [, 00);
(cg) F ¢ estritamente decrescente em (—oo, o] U [0, A].

Observacao 2.5. A funcao F pode ser tomada nao negativa, pois ao considerarmos

F(u) = F(u) —min{F(«), F(8)}, Yu€R,

temos F' nao negativa e as propriedades (c1)-(cg) sdo validas, uma vez que os pontos criticos

de F' e I sao 0s mesmos.
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Como o intuito € encontrar padroes monotonicos de , inicialmente vamos trabalhar com
os espagos LP e de Sobolev, restritos as funcoes monotonicas crescentes. Deste modo, sejam
LL.(S,) e H} (S,) subconjuntos de L'(S,) e H'(S,), respectivamente, definidos por

L, (Sy) = {u e L'(S,) : u(s) monotonica crescente em I}

H, (S,) = {ue H'(S,) : u(s) monotonica crescente em I},

onde I denota um intervalo aberto limitado, v = (¢, %, 0) : I — R? uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco e u(s) = u(s,0).

Agora que ja foram introduzidos o funcional de poco duplo F' e suas propriedades, as curvas
e superficies de revolucao que serao estudadas e os espacos que iremos trabalhar, comegaremos
com as demonstragoes de resultados que ajudarao a provar a existéncia de padroes para o
problema inicial , através do problema derivado . No decorrer das proximas demons-
tragoes serdo usados fatos a respeito de variedades Riemannianas como, por exemplo, H'(S,)
ser um espago de Banach reflexivo, a imersdao compacta de H'(S,) em L*(S,) e a desigualdade
de Poincaré em H'(S,), que podem ser encontrados em [15] [16} [30, [31].

O resultado a seguir serd utilizado no Teorema [2.9|aplicado em uma familia de curvas geratri-
zes (Ve )es0- Por esta razao, iremos utilizar uma curva genérica parametrizada pelo comprimento

de arco v = (¢,,0) : [a,b] — R3 tal que

> 0em (a,b) e (a)=1(b)=0. (2.12)

Lema 2.6. Sejam v = (¢,1,0) : [a,b] — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco que satisfaz (2.19), uo € L1, (S,) e
By (uo) = {v € HL(S,) ¢ v = wllus(s,) < d.
Se B7(ug) # 0, entao
Su € B (ug) : E(us S,) = min {E(v; 5,) : v € By (uo)}
para A > 0 fizo.

Demonstracao. Seja
T =inf{E(v;9,) : v € By (ug)}.

Como F' é nao negativa, temos 7 > 0.
Se 7 = o0, o funcional de energia E(-;S,) aplicado em qualquer funcdo pertencente a
B7'(up) atinge T e o resultado segue.

Analisemos o caso onde 7 < co. Seja (ug)ren C BYJ'(up) uma sequéncia minimizante, isto é,

E(ug; S,) LN (2.13)
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Uma vez que F' > 0, segue de ([2.13]) que

ilelg HVSVUICHLQ(SA,) < 00. (2.14)

Pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante ¢ = ¢(S,) > 0 tal que, para todo
ke N,

lllzzs.y < llue = Tllizs,) + [@llezes,) < e ([ Vsurll s ) + [Tl (2.15)
_ 1 , J
onde up = ——— up do é a média integral de u, em S, para todo k € N.
1(S5) s,
Como |luy — uo||z1(s,) < d, segue que
sup [T 2 ) < ——cs sup/ gl s dor < o. (2.16)
keN P = 0(8,)? ke S, s

De ([2.16)), (2.15)) e (2.14)), obtemos

sup [|lug | r2(s,) < oo. (2.17)
keN

De (2.14)) e (2.17)), temos (ug)ren € H'(S,) limitada e da reflexividade de H'(.S,), passando

a uma subsequéncia se necessario, segue que
Ju e HY(S,) : up, — u em H'(S,). (2.18)
Uma vez que E(-;S,) é um operador fracamente semicontinuo inferiormente, temos
E(u; S,) < hr&%\;nfE(uk; Sy) =T. (2.19)

Para concluirmos a prova ¢ suficiente mostrar que u € Bj*(ug). Para isso, basta provar que

u é monotodnica crescente em |[a, b, visto que
||U - uOHLl(S»y) S 11I]§l€%\lnf ||U]€ - UOHLl(Sa,) S d.

De (2.14) e (2.17), temos

keN

b
sup/ [(up)? + ui] Y ds < oc.

Como % se anula nos extremos do intervalo [a,b] ndo podemos garantir que (uy)ren seja
limitada em H'(a,b). Mas podemos afirmar que (ux)reny ¢ uma sequéncia limitada em H*'(Iy),
para todo d > 0, onde Is = (a+d,b— ) C (a,b), uma vez que 1 é estritamente positiva em /.

Deste modo, passando a uma subsequéncia (a menos de notagao), segue que

Jvs € HY(I5) : up — vs em H'(I5). (2.20)
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Note que a fungao vs € H*(I5) nao necessariamente é da forma u(¢,,0), onde u esté defi-
nida em ([2.18)). Contudo, através das inclusoes compactas H'(S,) << L'(S,) e H'(I5) —
L(Is) e da unicidade do limite em L*(Is), obtemos

vs(s) = u(s), Vsels, Vo >0. (2.21)

De (2.20) e (2.21)), temos
up — uem H'(I5), V6> 0. (2.22)

Observe que a sequéncia (uy)ren obtida em depende de 6 > 0, ou seja, para cada
d > 0, existe uma subsequéncia (ux)ren que satisfaz ((2.22)).

Sejam s1,$2 € (a,b) tais que s; < so. Ent@o existe 6y > 0 tal que s1,$0 € I5,. Segue
da inclusdo compacta H'(I;,) < C(Is,) e de que, passando a uma subsequéncia se

necessario,

uk(s) = u(s), Vs e Is,. (2.23)

De (2.23) e da monotonicidade crescente de uy, para todo k € N, temos
u(s1) = lim ug(sy) < Hm wug(sg) = u(sq).
k—o0 k—oo

Consequentemente, u ¢ monotonica crescente em (a,b). Vejamos essa propriedade em
relacao aos extremos do intervalo.

Seja § > a. Da monotonicidade de u em (a,b) e de sua continuidade, temos

u(a) = lim u(s) < u(s), para s < §.
s—at

De modo anélogo, obtemos

u(8) < wu(b), para § <b.
Portanto, u ¢ monotonica crescente em |a, b], e consequentemente, u € BJ*(ug). O
O préximo resultado também serd utilizado no Teorema [2.9]

Lema 2.7. Sejam uw uwm minimo local isolado de F', ou sejauw = o ouuw = . Entao, a func¢ao

u € um L'-minimo local isolado dos funcionais E(-; Svol) e E(-;5,), para X >0 fizo.

Demonstragdo. Demonstraremos este lema apenas para o funcional de energia E(-;S,r), pois
a prova para E(-; S%z) é andloga.

Seja F:R—Ro potencial definido por

F(u) = —/Ou f(e)de, VueR,
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onde f: R — R é uma funcio de classe C* definida por

fa)(u—a), ue(-00,a)
flu) = [flu), u € |a, f]
f,(ﬁ)(u_ﬂ)a uE( 700)'

Note que F € C%(R), F” € L®(R) e

Em particular, F(7) = F(a).
Seja E(-; Syr) : H'(S,;) — R o funcional de energia definido por

~ 1 2 ~
E(u;s%r):/S Hv% u( +)\F(u)} do, Yue H'(S,;).

Segue da definicao de F que

E(u; Sy5) < E(u; Syg), Yu € Sy (2.24)

E(W;S,;) = E(®@ Syy). (2.25)

Nosso intuito é mostrar que através da Afirmagao [I} feita a seguir, e de uma cadeia de
desigualdades, E (; Syg) € estritamente menor que o funcional de energia E (+;Sy) aplicado
em um vizinhanga de @ e devido as relagoes expressas em ([2.24)) e ([2.25)), provar que o mesmo

ocorre com o funcional E(-;S,r).

Afirmagao 1. dny > 0: B
— F”(ﬂ)
Pl > A D elags

Vi€ HY(Sy), Yo € H'(Sy) : o = allzis,,) < mo.

0""
Suponha por contradigao que isso ndo ocorra. Entdo, existem sequéncias (vg)ken, (@ )ren C
H'(S,r) tais que

r
0

v — U em LI(S,YOT-)

F" (@)
2

P E(vi: Syp)len] <A~ llenllias ), YEEN, (2.26)

onde
- 2
0*E(vg; Syg) ] 32/ UVSWOTSOIC‘ +)\F”(Uk)804 do, VkeN
Sy

Seja o primeiro autovalor associado a vy definido por

ul(vk) = min{@zﬁ(vk; S,yor)[(p] s € Hl(S,yOr) (§ ||90||L2(S'YOT) = 1}
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Sem perda de generalidade, podemos supor ;. primeira autofuncao associada ao primeiro

autovalor p4(vg), para todo k € N. Segue de ([2.26) que

F"(a)
-

lim inf yi (v) < A

Afirmagao 1.1. (@r)ren C H'(S,;) ¢ limitada.

De fato, para todo k£ € N, temos

2

2
||90k||%2(570r) + Hvsvor @k) =1 +/S ‘VSWOT SOk‘ do
i

— Ttm) - [ Flaetdo

g

< 1+ (k) 4 AEF" || oo m)-

L2(S,7)

Consequentemente, de l} e F" € L*>*(R), obtemos
sup [|oxl (s, ) < 00,
keN 0

concluindo a Afirmagao [L.1]
Como H'(S,;) é um espaco reflexivo, existem uma subsequéncia (@x)ren C
po € H'(S,;) tais que
©r — o em H'(S,r).
Da imersao compacta de H'(S,;) em L?(S,s), obtemos

Pr — Yo em LQ(S’YO’">7

a menos de uma subsequeéencia.
De ([2.28)) e do Teorema da Convergéncia Dominada segue que

leollz2(s, gy = 1.

Da convergéncia v, — @ em L'(S,;) e de (2.29)), temos

(2.27)

(2.28)

(2.29)

lirgl ian pa(vg) > lim inf)\/ F"(03)} do = )\ﬁ"(ﬂ)/ 2do = A\ F" (),
S S'y

keN
7 SA/OT

contradizendo (2.27)) e validando a Afirmacao [1]
Fixado v € H'(S,;) tal que 0 < [Jv — @[ 1(s, ) < 1o, defina
0

9u(s) = E(u+ s(v —u); Syr), Vs€eR.

Para s € (0, 1), segue da Afirmagao (1| que

Fr@), .
9 v — UHL2(5WOT)~

g!(s) = PPE(u+ s(v —1); Syr)[o — 1) > A

T
0
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Uma vez que ¢,(0) = 0, temos

Bw;Sy) = go(1) = 0.(0) + / (1 5)gl(s) ds

~ ﬁ“(ﬂ) B
> B8, + A D~

Como T é um zero estével de f, temos F”(u) = —f'(7) > 0 e, portanto,  é um L'-minimo

local isolado do funcional de energia E (+;8¢), isto &,

E(@;S,5) < E(v; Syy), (2.30)

para v € H'(S,;) tal que 0 < [|v — [ 11(s, ) < no-
0

T
0

De ([2.24), (2.25) e (2.30]), segue que

E(@; Sy5) = E(W; Sy5) < E(v; Syp) < E(v; Sy9),

para v € H'(S,r) tal que 0 < ||v — Ly, ) < 1o-
0

T
0

Consequentemente, 7 é L'-minimo local isolado do funcional E(-; S, ). O]

Corolario 2.8. Seja uw minimo local isolado de F. Entdo, a fun¢io u é um L} -minimo local
isolado dos funcionais E(-;S,1) e E(-;Sy;), para A >0 fizo.

Demonstragao. Segue imediatamente da cadeia de inclusoes

{u} C L,,(S,1) € L'(S,1),

!
0 Yo

que também ¢é valida para S, ;. O]

2.2 Estudo de estabilidade das solucoes estacionarias do pro-
blema de Allen-Cahn

Utilizando os resultados da se¢ao anterior e os artigos [24], 28] como inspiragao, provaremos,

para A > 0 fixo, a existéncia de L'-minimos locais do funcional E(-;S,.) e que tais minimos
sao padroes de (2.10) e, consequentemente, padroes de (2.1)).

O resultado a seguir garante a existéncia de uma familia de L, -minimos locais de E(-;S,,_).

Teorema 2.9. Sejam « e [ minimos locais isolados de F. FEntao, existem ey > 0, 19 > 0

(independente de €) e u. € H'(S,.) tais que
(a) B(u; Sy.) < E(v;8,.), Vv € Hy(Sy) « [lue = vllpys,.) <o, Ve € (0,€0).
(b) u. € monoténica crescente em [a.,b.|, para e € (0,&p).

(¢) [Jue — oz||Ll(S7 )y =0 e [ue = Bllrys,,) = 0 quando e — 0,

.
4 ¢



22 Capitulo 2. Problema em superficies de revolugcao sem fronteira

(d) a <u.<p,Ve e (0,e).

Demonstra¢ao. Como « e 8 sao minimos locais isolados de F', segue do Corolério [2.8 que existe

d > 0 tal que

E(a;Sy) < B(v;Sy), Yv € Hy(Sy) : lu—alrs ) <d
70

E(5:5,¢) < E(v:8,), Vv € HA(S) : llu— Bllias,p) < d (2:31)

Considere as divisdes de 7" e 7! como descritas na Fig. :

1 T
m— Y1 U

n‘! ~T
m Yo U7

2y

m

A=)
m
—
=
m
—
|
m
(0]
=
m
—
=
m
~—

Figura 2.4: Curva geratriz 7. no plano O,,,.

Seja ugp . : S,. — R uma fungao em L; (S,.) definida por

a, em 57812
_ atp :
Uy = 5o, em Své,l U S%r,l

B, em Sy

.
6,27

onde 761,1- e 7/;(i = 1,2) estdo descritas na Fig. [2.4
Seja B'(up.) a bola fechada definida por

B (uoe) = {v € Hy,(Sy.) t v —uoellzis,.) < d}.

Afirmagao 1. 3 > 0: B (up.) # 0, Ve € (0,€).
Para provarmos esta afirmacao, iremos construir uma familia de funcgoes teste §. : S,, — R

e provar que

Li(s,.) = 0. (2.32)

ll_{% ||§E — Up,e

Vejamos a construgao de & em S, r, pois a construcao segue andloga em S, .
Note que 0 € [ag, bg] é o ponto de interseccao das curvas v} e ¢ e, por defini¢ao, é o tnico

ponto tal que I'.(0) esta sobre o eixo O, (isto é, ®.(0) = 0). Além disso, justamente pelo fato de
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I'.(0) estar sobre o eixo O,,, usamos este ponto para decompor a curva I'. em duas curvas: I'! e
I'", para todo € > 0. Devido & parametrizacao feita sobre I'., o ponto que decompde as curvas 7.
el é q-(0), uma vez que 7:(¢:(0)) = I'-(0). Deste modo, para qualquer ponto (z,y, 2) € S,r,
o seu ponto correspondente, ou seja, o ponto que satisfaz 7.(s) = (x,y, z), pertence a [¢-(0), b.]
e 0 mesmo ocorre para Sy e [ac, ¢=(0)].

Seja p € (0,1) tal que e < ef. Para € > 0 suficientemente pequeno, temos
e? < min{—¢, ¢, }.

Para os pontos (¢,¢,0), (¢,e”,0) € S,r, existem s7, 2/ € [¢-(0), b.] tais que s/ < z/ (pois 7z

e I'. tém a mesma orientagao) e
e(sl) = (6,6,0) e () = (,¢",0).
Veja que, do fato de I'.(¢) = (e,¢,0) e ['.(e?) = (¢,”,0), temos
¢:(e) = s e q(e) = 2.
De modo anélogo, existem s!, z! € [a., ¢-(0)] tais que
G(—e") = 2 < sl = (=€), () = (~2,5,0) e (=) = (~2,2,0).

Defina a funcao teste & : S,. — R por

@, em S (ja..2)
atf l S
5 T Gc, €M Oy (12ls])
§ = +;%ﬁv em S, (s11)) (2.33)
aT + gg’ em S’YE([ngzer )
B, em  S. (21 b))

onde g!: [z}, sl] — Reg! :[s,27] — R satisfazem, respectivamente, os seguintes problemas

de fronteira:

(99)" + k- (92) =0 (9)" + ke (90) =0
I/ 1 _04—5 ( ')=0
gl(sh =0 9c (2) = ——

Por célculo direto, obtemos

l

gﬁ(s)za;ﬁ+6;a</seids> /—ds
=152 ([ Jas) /Sr—ds
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Observe que as familias (g!).-0 e (g7)e>0 530 fungdes monotonicas crescentes e limitadas por

ﬁ%. Portanto, a fungao teste £. é monotonica crescente em [a., b.] e obtemos & € H} (S,.).

Resta, apenas, provarmos (2.32)).
De fato, como I'. = (¢ £e, 1y, 0) em [ag, —e]U[e, bo| e vy é parametrizada pelo comprimento
de arco, temos

IT.| =1 em [ag, —&] U [e, b

Além disso, note que 872,1 U Svgfl = S, ([sL,s2])-

Entao, segue do Teorema de Mudanga de Varidveis e de ¢, = |I'| que

er - UO,SHLl(S»YE) = / |§s - U0,6| do + / |€e - U0,5| do
S S

Ye ’Yer
= / ﬁT*l'ggl d0+/ — +g!| do
ez sh) Se (s =)

Sl ZT‘

€ J— £ a J—
= 27r/l 5T+gel ¢€d8+2ﬁ/ Tﬁ—i_g! Ve ds

g=(—¢) qe(e”)
< up-a)| [ wdst [ s
q:(—€”) = ()

= a-a) [ e s+ | ") o |

= 27(8 — «a) [/ \IJE\F’E|d8+/ \IJE|F’E\d51

= 27(8 — «) [ Ewoals—i-/E wods}
< An(f — «) <[mzzx] ¢0> (ef —¢) =%,

confirmando a Afirmagao [T}

Aplicando o Lema em BJ'(ug.), para € < €, seja u. solugdo do problema
min {E(v;S,.) v e By (upe)} -

Nosso intuito é mostrar a existéncia de uma subfamilia de (u.).<z tal que a funcao u. seja
um L} -minimo local do funcional de energia E(-;S,.). Como u. j& minimiza o funcional de
energia em BJ'(uo ), basta provar que u. estd no interior desta bola, para € > 0 suficientemente

pequeno. Para tal, provemos que
li — = 0. 2.34
tm . — o, .. = 0 (234
Com efeito, através de célculo direto, das propriedades (c5) e (cg), temos

a<u, <B. (2.35)
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Para provarmos que (2.34)) é vilida, iremos utilizar a familia de fungdes teste, (& )c<e,

definida em (22.33)).

Devido ao fato das demonstragoes referentes a S, e S, serem analogas, todas as afirmagoes

feitas, a partir de agora, serao apenas para a superficie S,
Afirmagao 2. hH(l) E(&;8,r) = E(3;Sy;).
e—

Para provarmos esta afirmacao, iremos decompor o funcional de energia E(-;S,r) em trés

partes. Vejamos.

¢ S’YET,I :

E(6:S,,,) = /\/S F (O“;B> do = \F (O“;ﬁ) p(Si) =50 (230

Ye,1

® Sy (fsr,22))

Do fato de (g).<z ser uma familia de fun¢oes monotonicas crescentes tal que 0 < g < B =2

para todo € > 0, e F' é decrescente em [0, 5], temos

F (a—;—ﬁ —i—g;) < F(0) em [s], 2] (2.37)

Logo, do Teorema de Mudanga de Variaveis, de (2.37) e de [I.| =1 em (e, by), temos

+5 r
E(fe;syg([sg“,z;})) = /S |: }vs'ys 6‘ ‘I’)\F( 5 ):| do

ve([sd52d])

zJ 1
= on [T g1y Paar (S50 o) s

= TS (L) e [T (M )
([ ) oo [

_ W(ﬁTﬂOZ (/ |\11/J ds) B +27AF(0) / W [T ds

- TR ([T La) omre) [ v

< W{%—FZ\F(O) (ﬁ%%)( —s)] =0, (2.38)

uma vez que p € (0,1).

¢ S’YS([ZervbGD:
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Novamente, utilizando o Teorema de Mudanga de Varidveis e [I'.| = 1 em [, by, temos

be

B(&: S, rny) = A /S F(8) do = 2\ / F(B). ds

e ([zd,be]) <

e (b()) bo

Ve ds = 27\ F(B) / .|| ds

ep

— 2mAF(B) / .

qsbo6 bo

— 2\ F(B) ¢0dsﬂ>2m/ F(B)ods = B(8;S,y). (2.39)
0

epP

A Afirmagao [2] segue de (2.36)), (2.38) e (2.39)).

Seja (e )ken uma sequéncia que tende a zero quando k — oco. Pela minimalidade de u,, em

B (uo, ) e da Afirmacao , segue que

limsup E(u,;S,. ) <limsup E(E,; S,

) = E(a; S,1) + E(8; Syg)- (2.40)
keN keN

€k

Como (F(ue,))ey € limitada, de (2.40) temos, a menos de uma subsequéncia,

/ ‘ VS’YEk uEk
S

Yep

2
do < oo. (2.41)

Sejam I, = {ex} x [0,¢;] (Fig. um subconjunto de R* e Sz, sua rotagao em torno do

eixo O,.

b (b)

[

Figura 2.5: Curva 7. e o conjunto /..
Seja s! € (¢, (0),b,) tal que v, (sl ) = (ex, €k, 0). Defina 4., : Sz, USL, — Rpor

i us(2,y,2), se (,y,2) €57,
UE(.Z',y,Z) = k>
Dey> se (xaya Z) € Slak,

onde Dej, = Ug,, (¢Ek(8gk)7 wak (Sark)7 0) = Ug, (5k7 €k O)
Note que ., estd bem definida, pois a funcao u., (de,, Ve, ,0) € H'(q.,(0),b., — J), para

y Veg

algum o > 0, e portanto, pode ser tomada continua de modo que p., exista e seja finito. Além
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disso, pela definigao de ., , garantimos que ela ¢ uma funcao monotonica crescente em relacao
N .7 . ~ 1
a variavel espacial e u., € H (S%Tw U stk) )

Seja vy : S, — R definida por
v (2,Y,2) = Ue, (T + €r, Y, 2), V(2,9,2) € Sy

Afirmagao 3. (v )ken C H'(S,y) é limitada.
Primeiramente, note que S, e (S%Tk us f%) sao iguais a menos de uma translacao na

primeira coordenada. Logo, de ([2.35) e § > —a, temos

/ U,:(x,y,z)2 do = / ask<x+gk7y’ 2)2 do = / afk(‘r7yu 2)2 do
S’YT S,Y’V‘ S,Yr US]E
0 0 €pr2 k
= [ ot [ eyt < #asy,)
SIek S'Ysrk,Q

+ (Sw;w) = % (stk U 57;]“2) = B (Syy) < oo.  (2.42)

De ([2.41)), aplicando o Teorema de Mudanga de Varidveis, obtemos

2
o el =
s, S,

b

_ 27r/ i, (o + <00, 0)|* o ds
0
b

= 27 [ |l (¢ + ek, 10, 0)[ o ds

2

do

r ~
VSA/JU,C VSWOTUE,C(' —’_87'7.)

T T
0 0

€k
b
- 27T/ |l (e, ey, ) W, [T | ds
€k
o)

qe
_ gn/ [l (Beys ey 0)] ey s
q

€k
/sw

€2

De (2.42) e (2.43), concluimos a Afirmagao [3|

Segue da Afirmagao [3| que existem uma subsequéncia de (v})ren C H'(S,;), manteremos a

2
do < oo. (2.43)

VSA,r uék
€k,2

mesma notagao, e v; € H'(S,,), tais que

v = v/ em H'(S,r). (2.44)

0

Afirmagao 4. ||v] — BHLl(S’yJ) <d.

Com efeito, do fato de u., € BJ'(uge,), temos

ey = Blloxs, ) < ey = o ls,.,, < (2.45)
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De (12.35)), (2.45)), da definigao da fungao v; e do fato de S, e (S%rk U SI%) serem iguais a

menos de uma translagao, obtemos
[0 = Blleics,g) = llue, = BHLl(S”Jk,? + llpe. = Bllvs,.,) < d+ (8 —a)u(Se,). (2.46)
Da imersio compacta de H'(S,r) em L'(S,;) e de (2.44)), temos
v — ) em L'(S,r), (2.47)

a menos de uma subsequencia.
Passando o limite em 1) segue de 1' que ||v] = Bl S,0) < d, encerrando a prova
da Afirmacao [
De modo anélogo ao que foi feito no Lema , ¢ possivel provar que v, € L}n(S%r), uma
vez que (v] )ken C L}n(S,yOr). Consequentemente, de (2.31)) e da Afirmagao , segue que
E(ﬁ? S’YOT) S E(”I’ S’Y()T)' (248)
Afirmagao 5. lir]?eil\]nf E(ue,; S%rk) > E(v];Syr)-

De fato, como F' é nao negativa, temos

1 2
E(usk;S%rk) = / [5 ’VS%TkuEk +)\F(u5k)} do

-
Sy
_ /S
_ /S
:/S [%’ngow,:

i

= E(u; SWO’") — E(pe,; Slsk)'

1
|:§ ‘ VS’YET;C usk

2
+ )\F(uek)] do

s
€2

1 2
{— ‘str e, +)\F(ﬂ€k)1 do
2u515k 2 €k

r
€k

1 _
|:§ ‘VS’YET]C uEk

2
+ A F(ﬂak)] do

2+AF(U,§)1 da—/S AF(p.,)do

Iey,

k—oo , . ; . .
Como E(pe,,Sr.,) — 0 e E(-;S,r) é um operador fracamente semicontinuo inferior-

mente, temos
liminf E(u,; Sy, ) > E(v];5,), (2.49)

T
keN k
concluindo a Afirmagao [5

De modo analogo, agora, referente a S,: e S%z, existe v! € Hl(Sﬂ/Oz) tal que

E(a;S,) < E(v);S,1) (2.50)
€
lirlgle%\]nfE(ugk; Syi) > E(v5; S,0)- (2.51)
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De ([2.40), (2.51), (2.49), (2.50) e (2.48), temos

E(o; Sy0) + E(8;Sy) = hr’?egnfE(uak;S%k)
> lirgleil\lnf E(ue,; Svs’k) + 1irg1€§nf E(ue,; Syz)
> E(v;S,)+ E(!;Sy) = E(a; S,1) + E(B; Sy )

Consequentemente,

B(v};8,g) = Bles S,y) e B(ol5Sy;) = B(B; 5,¢).

Yo

Como a e 3 sdo L, -minimos locais isolados de E(-;S,1) e E(-; S,r), respectivamente, temos
0 0
l

v, = a ewv] = e, consequentemente,
e—0
Hufk - uO,EkHLl(SVEk) > 0,
concluindo o desejado.
Portanto, u. é L} -minimo local de E(-;S..), para € > 0 suficientemente pequeno. O

O Teorema assegura a existéncia de uma familia limitada de L) -minimos locais mo-
notonicos crescentes em [a, b], denotada por (u).<,, que possui uma rela¢ao de convergéncia
entre os zeros estaveis de f.

Sabemos que dadas duas bolas B7*(ug) e By(ug) de mesmo raio d > 0 contidas em L, (S,)
e L'(S,), respectivamente, obtemos por defini¢ao, B"(ug) C By(ug). Além de By(ug) conter
funcoes monotonicas crescentes, esta bola contém funcgoes nao-monotonicas e monotonicas de-
crescentes. Por essa razao, para obtermos a existéncia de padroes monotonicos de em
uma familia especifica de superficies S,_, precisamos estabelecer a existéncia de uma subfamilia

(Ue)e<e,, onde u, é um L'-minimo local do funcional E(-; S,.), para todo € € (0,).

Teorema 2.10. Seja u. o L}, -minimo local de E(-;S..) obtido no Teorema para € < €.
Entao, existe 1 < gg tal que u. € um L'-minimo local de E(-;S,.), para todo € < €1, isto €, u.

serd minimo nao somente em uma bola de L' restrita a fungoes monotonicas crescentes, mas
E(ug; S,.) = min{E(v;S,.) : v € By(ue)},
onde B,(u:) C L*(S..), para algum raio r > 0.

Demonstracao. Como iremos lidar com funcoes monotonicas crescentes e nao-monotonicas,
acrescentaremos o exponente m em u. para distinguir a fungao monotonica crescente das outras.
Para ficar claro, a fungao u™ é o L} -minimo local de E(-;S.,.), obtido no Teorema . Além
disso, como a prova é feita para € > 0 fixo, com o intuito de deixar a prova visualmente
mais limpa, omitiremos a dependéncia de ¢ > 0 nas constantes 1, § e no intervalo [a,b] (que

representa o intervalo [ac, b.]) que serdo utilizados no decorrer da demonstragao.
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Fixado € € (0,¢9), seja n = n(e) > 0 tal que

. "o o
77<m1n{ ,——}, (2.52
W5, 2 )
onde 79 > 0 ¢ o raio da bola obtido no Teorema [2.9,
Além disso, seja z1 € [a, b] tal que
2 = min{s € [a, b] : u*(s) = 0}. (2.53)

Da defini¢ao de continuidade de u* em z;, existe § > 0 tal que

—g <ul' < g em [z — d, 21 + 0]. (2.54)

Afirmacao 1. ey < ¢ :
u(a) <0 e wu(b) >0,
Vue HY(S,.): max lu(s) —ul*(s)| <n, Ve < e;.
s€|a,
De fato, provemos que u(b) > 0, uma vez que a prova de u(a) < 0 é similar.

Sabemos que u™ <% 3 em L'(S,r), entdo

b
q-(0)

Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis, W, =g e |I.| =1 em |[c,, b], temos

Cr +60 bO b 0
[ s < [ prvrias= [ - prveds 5o
r 0 q:(0)

para algum &y > 0 tal que ¢, + dy < bg.

Como ¢y > 0 em [c,, ¢, + g, temos u”” =0 B em L' (c,, c, + &) e, consequentemente,
ul* — B qtp em (¢, ¢ + ) quando € — 0. (2.55)
De e da monotonicidade crescente de ul’, segue que
ul'(bo) — B, quando € — 0.
Como, por definicao,
ul'(b) := uZ(¢e(b), 1c(b),0) e ul(bo) := ul(Pe(bo), We(bo), 0)

sao iguais, temos

ul'(b) — B, quando € — 0. (2.56)

£

De (2.56)), da hipétese que > —a e de (2.52)), obtemos &1 < &g tal que para u € H'(S,,)
que satisfaz |u" — u| < n em [a,b], temos

M®>Uﬂ®—n>§—n2—%—n>a
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encerrando a prova da Afirmagao [I}
Seja C,(ul") a vizinhanca descrita por
Cy(ul") = {u € H'Y(S,.) : |[u —u| <nem [a,b,u <0 em [a,2 — &),
u > —g em [21 — 0,21+ 6] eu>0em (21+(5,b]}.

Seja
By (u") = {u € Cy(ul) : [Ju —ul*|r1s,.) <71} (2.57)

onde r = nu(S.,.).
Da definicao de r > 0, temos
Cy(u') C Br(u).

Afirmacdo 2. Ju. € B.(ul") :
E(ug; S,.) = inf{E(v; S,.) : v € B.(u")}.

Com efeito, aplicando um raciocinio analogo ao Lema [2.6] existem uma sequéncia minimi-

zante (ug)ren C Br(u) e u. € H'(S,,) tais que
u, — u. em H'(S,.) quando k — oo,

E(ug; S,.) <inf{E(v;S,.) : v € B, (ul")} (2.58)

V7> 0,3 (up)ren € HY(L) : up(s) = u.(s), Vs €I, = (a—T7,b+7), (2.59)

equivalentes as equagoes (2.18), ([2.19) e (2.23) do Lema 2.6
Para obtermos a igualdade em (2.58)), basta provar que u. € C,(ul*). Vejamos.

o [u" —u.| <nem la,b.

Como (ug)ken C Cp(ul), temos
[ul'(s) —uk(s)| <n, Vs € a,bl. (2.60)

Para s € (a,b), seja ¢y > 0 tal que s € I,. Passando o limite em (2.60)), segue de (2.59)

aplicado em [, que
|ug(s) — ue(s)] < .

Logo,
|u£n(s> —UE(S)’ < R Vs e (a> b)

Como u, é continua no ponto b, através do limite lateral, obtemos

u"(0) — ue(b)| = lim ful"(s) — ue(s)| <7,

s—bt
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De modo andlogo, temos |[u(a) — uc(a)| < n.

Portanto, |u* — u.| < n em [a,b].

° uez%nem (21 — 0,21 + 0]

Decorre imediatamente de (2.59)).
e u. <0emfa,z; —d) eu>0em (2 + 9,0
De ([2.59)), temos que u. < 0 em (a,z; — ) e uc > 0 em (z; + 6,b).

Da continuidade de u. em a e b através dos limites laterais, segue que

us(a) = lim u.(s) <0 e w.(b) = lim u.(s) > 0.

s—a~ s—bt

Portanto, u, € C’n(u;”) e, consequentemente,
inf{E(v;9,.) :v € By (ul")} < E(uc;S,.). (2.61)

De (2.58) e (2.61), obtemos a Afirmagao 2]
Decorre da Afirmacao , da defini¢ao de u*, do Teorema e de (2.52) que

E(ue; S,.) = inf{E(v;S,.) 1 v € B(u")}
< inf{E(v;S,.) : v € B,(ul') e v é monotdnica crescente em |a, b] }

— B(ul:S,). (2.62)

Queremos provar que u™ é minimo local em uma vizinhanga completa de L' e nao apenas
restrita a fungdes monotonicas crescentes. Para isto, provaremos que a energia de u* é igual a

de u. e devido a cadeia de desigualdades (2.62)), basta provarmos que
E(um S’Ye) S E(u&" S’Ys)'

Para essa prova, iremos supor que u. nao é uma fun¢ao monotonica crescente, construir uma
funcao relacionada a wu. que pertenga a B,(ul') e possua energia menor que u.. Essa funcao
ird contradizer a minimalidade de u. em B,(ul") e, consequentemente, teremos u. uma fungao
monotonica crescente.

Para ¢ < ¢, segue da Afirmagao (1] que u.(a) < 0 e u.(b) > 0 e como u. é uma fungao

continua, existe, pelo menos um ponto em (a, b) que a anule. Sejam
Sm = min{s € [a,b] : u.(s) =0} e sy =max{s € [a,b] : u(s) =0}.

Afirmagao 3. o < u. < 5 em |a,bl.
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Suponha que exista s* € [a, b] tal que u.(s*) < a. Como u. é continua, existe um intervalo
I C [a,b] tal que u. < a em 1.
Defina

- o, em [
Uy = .
Ue, Caso contrario.

Afirmagao 3.1. @, € C,(ul).

o [u" — .| <nem la,b.

Do Teorema 2.9}(d), temos a < u™ e, portanto,

—n<0<u'—a<u—u<n eml.

Como u, = u. em [¢ o resultado segue.

® U, > —7 em [z — 6,2 +0].
Para s € I N[z — §, z; + 0], temos

Ui
5 < ue(s) < a = u.(s).

Enquanto que, para s € I¢, temos 4. (s) = u.($).

o u. <0Oema,z; —0)eu:>0em (2 +70|.

Como u. < a < 0 em I, temos I C [a, z; +9). Logo, 4. <0 em [a, z; — 0), pois €. é igual

a u, ou a e ambos sao nao positivos neste intervalo.

Ademais, . = u. > 0 em (21 + 9, 0].
Com isso, temos @, € C,(ul"), encerrando a prova da Afirmagao e concluindo que
U. € B.(ul").

Agora, vejamos as energias de u. e .. Como u. < . = awem [ e F' é estritamente decrescente

!/

em (—o0,al, temos F(a.) < F(u.) em I. Além disso, (@.)> =0 < (u.)? em I, implicando em

E(a€7 S’Y&) < E(Ug, S’Ys)

e contradizendo a minimalidade de u. em B, (ul").

Portanto, u. > « em [a, b]. De modo similar, obtemos u. < § em [a, b], completando a prova
da Afirmacao [3
Afirmagdo 4. u. é monotonica crescente em |a, S,,] U [sar, b].

De fato, suponha que u. possui um ponto de méximo local em (a,s,,). Denote tal ponto
por s*. Do fato de s, ser o primeiro ponto a anular u., segue que u.(s*) < 0. Nesse caso,

s* € [a,z1 + J) e existe um intervalo I = (5,38) C [a, z; + ) tal que

u(3) = u(8) e u(3) <wue(s) <wuc(s*) <0, para todo s € I.
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Defina
a _{ us(s), em [

Ug, caso contrario.

Afirmamos que . € C,(ul*). De fato,

o |u' —a.| <nemla,b].

Do fato de u* ser monotonica crescente e da definicao de @, temos, para s € I,

< uE) — ue(3) < ul(s) — ue(3) = wl(s) — ()
< ul(8) — fi(s) = ul(3) — ua(8) < .

® . > —7Zem [z — 6,2 +0] et <0em [a,z —9).

Existem dois casos: s* € [a, 21 —J) ou s* € [z1 —J, 21 +0). Em ambos os casos, é possivel

escolher o intervalo I de tal modo que % > —% em [2; — 0, 21 + ] e G- < 0 em [a, 2, —0).

e 4. >0em (2 +9,0b].

Como I C [a, 2z + ), temos @ = u. > 0 em (21 + 0, b].

Portanto, . € C,(ul") e, consequentemente, 4. € B,.(u").

Da definigao de @. e da Afirmagao [3] temos
a<t <u. <0em .

Como F ¢ estritamente crescente em [o, 0], temos F(4.) < F(u.). Novamente, da defini¢ao

!

de . segue que (u.)*> =0 < (ul)? em I e, portanto,

E(ue; S,.) < E(ue; S5.),

contradizendo a minimalidade de u. em B, (ul").

Para provar que u. é monotonica crescente em [s,, b], basta supor que existe um minimo lo-
cal nesse intervalo e prosseguir de forma semelhante a prova anterior. Deste modo, a Afirmacao
4 esté4 concluida.

Note que, se s, = sy ou u. = 0 em [s,,,, S|, segue da Afirmacgao 4| que u. é uma fungao
monotonica crescente. O nosso proposito, a partir de agora, é provar que s6 umas dessas opgoes

ocorre. Entao, suponha, por contradicao, que
35 € (S, Smr) = us(s) # 0. (2.63)

Afirmagao 5. [Spm, sy C [z1 — 6, 21 + 9.
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Com efeito, suponha que [s;,, sy| € [z1 — 0, 21 + ). Portanto, ou s, ¢ [21 — 4,21 + d] ou
SMm ¢ [21 — (5,21 —|—5]

Novamente, faremos a prova dessa afirmacao apenas para s,,, visto que os calculos sao
similares para s,;.

Os tipos de comportamento da fungao u. podem ser resumidos a cinco casos. Os estudo dos
trés casos a seguir possuem procedimentos iguais, enquanto que os Casos 4! e |5| necessitam de

uma analise mais detalhada.
Caso 1. 35" € (a,z — 0) : u(s*) = 0 (Fig. [2.6(a)).
Caso 2. 31 C (a,z1 — ) : ue = 0 em I (Fig. [2.6(b)).

Caso 3. Js1 € (a,21 —9),82 € [21 — 0,21 +0) : uc = 0 em [s1,89] e uc(s) < 0 para s > 9
suficientemente préximo (Fig. [2.6(c))).

é/s\_ 5 V \_ )
U,

U,

(a) Caso 1. (b) Caso 2.

Vzl— 5 Ywd
Us

(¢) Caso 3.

Figura 2.6: Casos 1, 2 e 3.

Esses trés casos possuem a mesma prova: seja s* € (a,z; + 0) tal que u.(s*) = 0. Tome

5 < s* < 5 tais que u (3) = uc(8) e us(3) < us(s) < uc(s*), para s € (8, 5). Defina

. u:(3), em (5,3)
c Ue, caso contrario.
De modo andalogo a Afirmagao {4} temos 4. € B,(u").
Além disso, o < 4. < u. < 0 em [ e como F é estritamente crescente em [«, 0], temos

F(a.) < F(u.) em I, enquanto que (u.)* =0 < (u.)? em I. Portanto,

E(a€7 S’YE) < E<u57 S’Ya)7

m

™) e provando que os Casos 1, 2 e 3 ndo podem

contradizendo a minimalidade de u. em B, (u

ocorrer.
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Caso 4. ds1 € (a,21 —0), 82,83 € [21 — 0,b) : ue. = 0 em [sq, S2],us > 0 em (s2,3),u:(s3) =0

e u:(s) > 0 para s > s3 suficientemente préximo (Fig. [2.7)).

/\ Ue
7 21— 52 53

Figura 2.7: Caso 4.

Observe que nao podemos garantir que sy < 21 + 0 e nem que s3 < z; + 0, ja que u. > 0 a
partir de s,.
Nesse caso, note que s3 é um ponto de minimo local de u.. Sejam § < s3 < § tais que

u:(5) = us(8) > 0 e us(s3) < u-(s) < u:(3s), para todo s € (3, 5). Defina

{0 )

Ug, caso contrario.
Afirmagao 5.1. u. € Cy(ul).
De fato,
o |u" —u.| <nem a,b].

De modo andlogo a Afirmagao [4} obtemos |[u* — u.| < n em [a, b].
e u.>—lem [z — 8,21+ 8] e >0em (2 + 9,0

2

E possivel escolher 5 e § de modo que (3,3) C (2 — 6,b) e como temos
i B U
Ue > us(s3) =0 > —5 em [21 — 6, D],
o resultado segue.
e 4. <0ema,z —9).
Da definigao de 1., temos 4. = u. < 0 em [a, z; — 9).

Assim, 4. € C,(ul"), confirmando a Afirmacao e, portanto, 4. € B,(ul").
Como
0<u.<u <pem 33

e I é estritamente decrescente em [0, 5], obtemos

F(d.) < F(u) em (5, 3).



2.2. Estudo de estabilidade 37

/

Ademais, (a.)? =0 < (u.)? em (3, §). Deste modo, temos

E(ug; S,.) < E(ue; S5.),

contrariando a minimalidade de u. em B,(ul") e provando que esse caso também nao pode
ocorrer.

Caso 5. ds; € (a,21 — 0),89,83,84 € [21 — 0,21 + 0] : u. = 0 em [s1,8],uc > 0 em
(82,83),uc(s3) =0 =wus(s4), u <0em (s3,84) e uw >0 em (s4,b). (Fig. [2.8)).

Ao contrario do Caso |4 podemos afirmar que s4 < 2z + 0, uma vez que u. < 0 em (83, S4)
e u. > 0 para pontos maiores que z; + 9.

Esse caso é o mais complexo dentre todos, pois sera necessario fazermos dois processos para
exibir uma funcao que possua energia menor que u.. O primeiro passo é refletir a corcova ne-
gativa em torno do eixo O, (Fig. e, em seguida, fazer o corte da funcao igual aos outros
casos (Fig. [2.10)).

Uz

[\

sif z1—4 52 S3 )

Figura 2.8: Caso 5.

Seja
o _§ ~ue em [s3, S4]
¢ Ue, caso contrario.

Novamente, afirmamos que @, € C,(u!"). Com efeito,
o |u" —u.| <nem [a,b].
Como . = u. fora de [s3, s4], entdo
|ul" — .| < mem [a,s3) U (sq,b].
Para s € [s3,54] tal que s < 21, temos u"(s) < 0. Segue de (2.54), de u. > —% em

[21 — d, 21 + 0], da monotonicidade de u”* e de . > 0 em [s3, 4] que

—n = =2 —J <l (s - 0) +ucls) < ul'(s) + ucls)
u(s) = [~ue(s)] = ul'(s) = () <0 <.

€
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Para s € [s3,54] tal que s > 21, temos u"(s) > 0. Segue de u. > —7 em [z, — 6, 21 + J],
de 4. > 0 em [s3, s4], da monotonicidade de u”* e de (2.54]) que

()]

<.

< ug(s) < ue(s) +ul(s) = u(s) —
= ul(s) —u(s) <ul(s) <ul(z +9) <

£

N3

N

[—u
T
2
® U, > —7 em [z — 6,2 +0].

Para s € [z, — 0, 21 + d], temos .(s) > 0 > —1.

e u. <0Oemfa,z; —0) et >0em (2 + 49,0

Por defini¢ao de u,., temos [s3, s4] C [21 — 0,21 + J]. Portanto, 4. = u. em [a,z; — §] U

(21 + 9, 0], obtendo o desejado.

Logo, 4. € C,(u") e, consequentemente, @, € B, (u*). Como o < u, < 0 em [s3, s4], segue
da propriedade (c3) que F(@.) < F(u.) em [s3,s4], enquanto que (@.)? = (ul)? em [a,b] e
portanto,

E(u.; S,.) < E(uc; S,,). (2.64)

51 S S3 Sq/ 51

Figura 2.9: Funcao .. Figura 2.10: Funcao ..
Seja s € [a,b] o minimo entre os maximos das duas corcovas positivas de ., isto é,

Ue(S) = min < max ., max . p > 0.
[s2,53] [53,54]

Suponha, sem perda de generalidade, 5 € [sq, s3]. Seja § € [s3, s4] tal que 4.(5) = u.(3).

Defina

5 {E0 m @

g, caso contrario.

Veja que @, € C,(ul"). De fato,
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o |u" —u.| <nem [a,b].
Do fato de ul* ser uma fungdo monotonica crescente, temos, para s € (3, 3),

=1 S ul(8) = 4e(5) < ul(s) —u(s) < ul'(5) — e (8) <.

Além disso, para s ¢ (3, §), temos u. = . e portanto,

[a.(s) — ul*(s)| <n, para s € [a,b].

® U, > —7em [z — 6,2 +0].

Para s € [z21 — 0,21 + ] tal que s ¢ (5, 5), temos U.(s) = u.(s) >

—7, pois 1. € Cy(ul").
Para s € (3,5) C [s2,54], temos u.(s) > 0 > —1.

o . <0Oem[a,z; —0) et >0em (2 + 9,0
Como (5, 38) C [se,84) C [21 — 9, 21 + 6], temos U, = U, em [a,z; — ) U (21 + 0, b].

Com isso, provamos que . € C,(ul") e, portanto, u. € B,(ul").

Como 0 < 1. < 7. < f em (35,38) e F é estritamente decrescente em [0, 3], temos
F(u.) < F(u.) em (8, 5).

Além disso, () =0 < (u.)? em (5, 5). Por conseguinte, de (2.64), temos

E(ES;S'YE) < E(ﬂ57S'Ys) S E(ua;s’)’e)?

contradizendo o fato de u. ser L'-minimo de E(-;S,.) em B,(u) e provando que esse caso
também nao pode ocorrer.

Em todos os casos anteriores onde hd um ponto que anula u. fora de [z; — 4, 21 + 0], en-
contramos uma fungao que possui energia menor que u., contradizendo sua minimalidade em
B"(ul"). Deste modo, provamos que nao existem pontos fora de [z1 — §, 21 + §] que anulam wu,,
comprovando a Afirmagao [f

Apesar de nao ter sido citado no decorrer das demonstracoes das afirmacoes anteriores,
todas as modificagoes feitas em u., denotadas por ., pertencem a H'(S,_), inclusive a fungao
e descrita no Caso [5] da Afirmacao [f]

Agora, estamos aptos a provar que a suposi¢ao estd, de fato, incorreta. Ou seja,
qualquer ponto de [s,,, Sy], obrigatoriamente, terd de anular u..

Supondo a hipétese (2.63) valida, isto é,
35 € [Sm, Sm| : ue(s) # 0.

H& apenas dois casos possiveis: u. se anula em dois ou trés pontos, uma vez que outros
casos sao combinacgoes desses.
Caso A. u. se anula em dois pontos.

Aqui, temos dois subcasos:
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(1) ds1,82 € [21 — 6,21+ 0] s ue(s1) =0 =1wuc(s2),u <0em [z; —J,59) e u>0em (9,2 + ]
(Fig. P.11).

(17) 31,82 € [21 — 0,21+ 6] 1 uc(s1) =0 =wuc(s2),u <0em [29 —0,81) eu>0em (s1,2 + I

(Fig. 2.12).

U,
U €

-39 51 S2 1+ 4 Z1—4[51 Sa 21+ 4

Figura 2.11: Caso A (i). Figura 2.12: Caso A (ii).

Caso B. u. se anula em trés pontos: 351, 89,83 € [21 — 0,21 + 0] : us(s;) = 0,0 =1,2,3, u. <

0 em [z —d,81) U (S2,83) € ue >0 em (s1,52) U (s3,21 + ] (Fig. [2.13).

51

PN 7 52 s3f 2144

Figura 2.13: Caso B.

O caso A é andlogo ao Caso |1} para o subcaso (i), o procedimento deve ser aplicado em s,
enquanto que no subcaso (it), em ss. J4 no Caso B, a demonstragao é similar ao Caso .

Deste modo, qualquer ponto em [s,,, s)] tem de anular u., ou seja, a suposi¢ao (2.63) nao
pode ocorrer.

Com isso, provamos que 1, ¢ monotonica crescente e, portanto, u, € B:{;(u?‘) Logo, segue
do Teorema [2.9 que

De (Z62) e (Z63). temos
E(um S’Ys) = E(UE’ S’Ys)'

[l

Consequentemente, v é um L'-minimo local de E(-;S..) em B,(u™). O
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Observagao 2.11. Quando f for uma fungao da forma f(u) = —u(u —«)(u—f) com f < —a,

é possivel obter todos os resultados anteriores (e posteriores, também), uma vez que
F(—u) < F(u), Yu €[0,8].

Nesse caso, sao necessarios alguns ajustes. No Teorema [2.10], deve-se fazer pequenas modi-

ficacOes nas definicoes de n > 0, da vizinhanca C,(ul") e na andlise do Caso [5| (e, consequen-

temente, na do Caso B): em vez de limitarmos as fung¢oes em [z; — d, z; + ] inferiormente por
—n/2 e refletirmos a corcova negativa em torno do eixo O,, agora as limitaremos superiormente

por 7/2 e refletiremos a corcova positiva.

Observagao 2.12. Se f for uma funcao bi-estavel e impar em [—¢, €] para algum € > 0, entao
F serd uma funcao par em [—¢, €| e é possivel obter todos os resultados anteriores. Nesse
caso, a vizinhanca tubular nao possui restrigoes, nao sendo necessério lidar com um intervalo

[21 — d, 21 + 0] (trabalho realizado em [29]).

Através dos resultados anteriores, podemos provar que u., para € < £, ¢ um padrao do
problema (2.10)), ou seja, solucao estacionaria ndo constante estével de ({2.1]).

Teorema 2.13. Seja (u.).<., a familia de L*-minimos locais obtida no Teorema|2.1(. Entdio,
para cada ¢ € (0,e1),u. € um padrao para o problema . Além disso, u. € uma funcao

estritamente crescente em [a, be).
Demonstracao. Pelo Teorema [2.10], existe €1 > 0, tal que
E(u;S,.) =min{E(v;S,.) :v € B.(ul')}, Ve <ey,

onde B, (u”") esta definido em ([2.57)).
Dado pp > 0, seja
v = Ul e,

com p € (0,pu0) e p € H'(S,.) tal que

(i) ¢l < L em [ag,be],
Ho

(17) p < Uz = 9) em [a.,z — 0),
Ho
(1i) @ > _n2+ et = 9) em [z — 0, z1 + 0],
Ho
(iv) ¢ > w1 +9) em (z1 + 0, b],

o
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onde 7, z; e § estao definidos em (2.52)), (2.53)) e (2.54)), respectivamente.
Pelas condigoes impostas em p > 0 e ¢ € H'(S.,.), temos v € C,(u™) e, consequentemente,
v € B,(u™). Como u™ é L'-minimo local de E(-;S,.) em B,(u™), temos

E!;S,.) < E(v; S,.),

fol)

onde v = u” + pp,0 < u < g e p € H'(S,,) satisfaz (i)-(iv).
A minimalidade é suficiente para utilizar o argumento de Calculo Variacional, mesmo com

as restri¢coes impostas sobre ¢, para concluir que u!* satisfaz

OcEW; S, )[p] =0 e OZE;S,)p] >0, Vo € H'(S,.) satisfazendo ()-(iv), (2.66)

E”YE

onde Jg denota a derivada de Gateaux.

Consequentemente, para € < &1, u” é uma solugao estacionaria do problema (2.11)) e,

13
consequentemente uma solugao estaciondaria de (2.10)), pois u* independe de 6.

Para provarmos a estabilidade de u!*, considere o problema linearizado em torno de ul"

{ Vss + kovs + N (u)v + pv = 0 em (a, b.)

vs(ae) = vs(be) 6 (2.67)

De ([2.66)), temos que o primeiro autovalor associado a u!* satisfaz

() = inf {ORE( S, )] < 0 € H'(S,.), ellags,) = 1} = 0.

Se pp(ul") > 0, o resultado segue de imediato.

Vejamos o caso onde pq(ul) = 0. Nesse caso, o autovalor é simples e existe uma variedade
local invariante W (u") tangente ao autoespago tal que se ul" é estavel em W (ul"), entao ela
também é estdvel em H'(S,.). A garantia da estabilidade de v em W (u™) segue da existéncia
de uma fungao de Lyapunov e do fato de W(u") ter dimensdo 1. Com isso, concluimos que
u™ é um padrao de . A estabilidade de u* em (2.10) e, consequentemente, em ([2.1)),

&€
decorre do fato de que a primeira autofuncao associada a py(u?*) de (2.67)) nao depende de 6 e
da aplicacao do Teorema de Krein-Rutman.
Para encerrarmos a prova, falta mostrar que u?* é estritamente crescente em [a., b.]. Vejamos.
Devido a natureza de u*, sabemos que ela é uma funcao monotonicamente crescente. Basta

provarmos que essa relacgao é estrita. De fato, como u* é uma solugao estaciondria de ([2.11]),

remos d*u™ L du™
?28 + == 0. ds + Af(u) =0 em (a.,b.) (2.68)
¢ m
N ) = Y ) = 0 (2.69)
Através de , e de calculo direto, temos
W)= - (2o dE, Vs € (a0, 22), (2.70)
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onde z; = min{s € [a., b] : u*(s) = 0}.

Do Principio do Maximo e da definicao de z;, temos
a<ul(s) <0, Vs € (a,z). (2.71)
Além disso, note que

f<0em (a,0) e . >0em (ac,z). (2.72)

De (2.70), (2.71), (2.72) e A > 0, segue que

m
du?

ds

>0 em (ae,21),

ou seja, ul* é estritamente crescente em [a., z1].

De modo analogo, prova-se que u”" é estritamente crescente em [z9, b, onde
29 = max{s € [a., b.] : u’*(s) = 0}.

Portanto, temos u!" estritamente crescente em [a., 21]U][z2, b.]. Provemos entao, que z; = 2.
Afirmacao 1. z; = 2.

Suponha z; # z;. Como ! é monotonica crescente, temos u* = 0 em [21, z5]. Portanto,

existe § € (21, 22) tal que

Segue da unicidade da solu¢ao que u* = 0 em [3,b.]. Absurdo, pois u”* > 0 em pontos
préximos a b., comprovando a Afirmacao [1| e por fim, provando que u!* é uma funcao estrita-

mente crescente. O

Com os resultados obtidos nesta secao, podemos garantir que, para cada A > 0 fixo, existe
um padrao . do problema (2.1]) estritamente crescente. Como dito inicialmente, a monotoni-
cidade desses padroes ajudara nos estudos de comportamento assintotico e de estabilidade das

solugoes quando A — oo, feitos nas préximas segoes.

2.3 Estudo do comportamento assintético quando f nao satis-
faz a condicao de igualdade de area

Aqui, trabalharemos com o termo de reacao f : R — R definido por

(H) f(u) = —u(u—a)(u—p), com f>—a,
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Figura 2.14: Exemplo de funcao f que nao satisfaz a condicao de igualdade de &area, onde

[ f(e)de = 0.

ou seja, f nao satisfaz a condi¢cao de igualdade de drea.

Como as provas desta secao serao feitas para cada superficie S,_, sem depender do parametro
€ > 0, fixaremos € € (0,¢;) e o omitiremos das notagoes da solucao u. », do intervalo [a., b.], da
curva 7., da funcdo coordenada . e da curvatura geodésica k,_ e, utilizaremos wy, [a, b], 7, ¢ e
k4, respectivamente, para uma visualizacao mais limpa. Além disso, sem perda de generalidade,
podemos supor que o ponto ¢.(0) é a origem, onde ¢. é a fungdo de comprimento de arco de T'..

Em [28], quando f satisfaz a condi¢do de igualdade de area (neste caso, § = —«), utilizando
técnicas de I'-convergéncia, os autores provaram que existe A\; > 0 tal que o problema

{ uy = Ag u+ Af(u) em (0,00) x S,

u(0,) =u°(") em S, (2.73)

possui solucdo estaciondria estavel uy, para todo A > A; e que essa familia (uy)y>, desenvolve

camada de transicao interna com interface em s = 0, isto é,
||U)\ — a||L1(a,0) —0 e ||u,\ — BHLl(O,b) — 0 quando A — 00. (274)

Nesse mesmo artigo, foi provado que a condicao de igualdade de area é uma hipdtese ne-
cessaria para a formagcao de camada interna (Fig. . Portanto, se retirarmos essa condicao,
qualquer familia de solugoes estacionarias de nao pode satisfazer , 0 que acarreta
em uma mudanca no comportamento assintotico das solugoes quando A — oo.

Como aqui nao exigimos que f satisfaca a condicao de igualdade de area, ao supor f
satisfazendo (H), fica claro que nenhuma familia de solugoes estacionarias de tera um
comportamento como descrito em ([2.74)), pois a familia de solugoes nao desenvolve camada de
transicao interna. Por essa razao, seria interessante estudarmos o que acontece com as solucoes
estacionarias de quando A — oo.

Sob a hipdtese (H), seja uy solucao estaciondria de (2.1). Provaremos, baseado nas re-
feréncias [26], 29], que uy(b) converge para 5y € (0, ), ponto o qual satisfaz ffo f(&)d¢ =0,

e uy converge uniformemente para o em [a, 5|, para qualquer s € (a,b), quando A — oo (Fig.

11).
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Da hipétese (H), temos
B
NG (2.75)

e devido a continuidade de f, podemos garantir a existéncia de um tnico fy € (0, 5) tal que

Bo
f(§)d¢ =0.

«

Fixado A\g > 0, vimos na se¢ao anterior, a existéncia de um padrao monotonico crescente

uy, de (2.1)). Seja A > Ag e considere o problema

{ s + Kgtis + Af(u) =0 em (a,b) (2.76)

ug(a) = us(b) = 0.

Da continuidade e suavidade do fluxo em relagao a A e da unicidade de solucao de ,

podemos garantir a existéncia de solucoes monotonicas crescentes uy, para A > \g, do problema
, que se anula em um tnico ponto, denotado por z;(\).

E importante salientar que todos calculos subsequentes nao utilizam o conceito de estabili-

dade, uma vez que nao podemos garantir que uy é estavel, para A > \y. Usaremos apenas, os

seguintes fatos: as solucoes sao funcoes monotonicas crescentes que se anulam em tinico ponto

z1(A\) e que, para todo A > A, segundo o Principio do Maximo,
a<uy(s) < B, Vs € la,bl. (2.77)
Seja s € (a,b) e considere o problema linearizado:

{ VUss + kgvs + pf'(0)uv =0 em (3,0) (2.78)

v(s) = v(b) = 0.

Sejam fi; e vy o8 primeiros autovalor e autofuncao de (2.78)).
Para a andlise do comportamento assintotico de (uy)x>», quando A — oo, precisaremos dos

seguintes lemas auxiliares.

Lema 2.14. Se ezistem 5 € (a,b) e uma sequéncia (A, )nen tais que A, ——— 00 e
dng € N:ia < z(\,) <3, ¥Vn > ny.
Entao,

(a) vy <wuy, em [s,b].
b
(b) lim [ wvyf(up,)vds =0.

n—oo 3

(¢) un, == B em medida em [3,b].

(d) un, (b)) = B.
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Demonstra¢ao. (a) Como 5 > z1(\,), para n suficientemente grande, e u,, é monotonica
crescente, temos

uy,(s) >0, Vs >3, Vn > ng. (2.79)

Do fato de v; ser autofungao de (2.78)), podemos supor, sem perda de generalidade, que

0<vi(s) < O‘—;Fﬁ Vs >3, (2.80)
onde & ; b € (0,3) é o ponto de inflexao de f, isto é, f’ (#) = f" (QTW) =0.

Para provar o desejado, suponha por contradicao, que para todo A > 0, existe n € N tal
que:

para A, > A, 35(\,) € (5,0) : 0 <y, (5(\n)) < v1(8(An)).

Da continuidade e informagoes sobre uy, e vy, existem 51(A,), S2(A,) € (5,b) tais que

v (GEOW) = uy, (5i(\), i=1,2

uy, < vp em (51(A\y), S2(An)). (2.81)
Seja &y, : [51(An), S2(A\)] — R definida por

%2)7 para s € (51(An), 52(An))-

En(s) =

Note que &), satisfaz

ot (B 222 ) et (100 = 2D Y gm0 e 610, 5200)

Uu
U An (2.82)

Como &y, (5i(A\n)) = 1,0 = 1,2, e &, (5(\n)) > 1, segue que &, atinge seu maximo no
interior do intervalo [5;(\,), S2(A\n)]-
De (2.79), (2.81) e (2.80), temos

0<uy <o <28 em (500, 5200)). (2.83)

Como f é uma funcao convexa em (—oo, M) , segue de 1) que

fua,)

Uy

> 1(0) = —af >0 em (51(\n), 52(\n))

n

e, consequentemente,
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uma vez que (f(uy,)/ux, )Jneny ¢ uma sequéncia limitada inferiormente por uma constante f/(0)
estritamente positiva.

Tomando A > 0 suficientemente grande tal que o coeficiente de &), em ([2.82)) seja negativo
em (51(A\n), S2(A\n)), segue do fato de &, atingir seu maximo no interior de [$;(\,), S2(\,)] e do
Teorema do Principio do Méximo que &), é uma constante. Absurdo.

Portanto, v; < u,, em [3,b].
(b) Como u,, ¢ solugao de ([2.76)), segue que

(Yuy,) = =Auf(ur, ). (2.84)

Multiplicando ([2.84)) por vy, obtemos

vi(Yuy,) = =M f(un, )Y (2.85)
Além disso, temos
(v, ) = vighuy | + v (Yuh,) (2.86)
e
(iuy,) = (V) uy, + vy, = = f(0)viguy, +vigu) (2.87)

uma vez que v; satisfaz (2.78]) com p = p;.
Segue de ([2.85]), (2.86]) e (2.87) que

(vl ) — (ur, ¥))" — pa f1(0)vrun, o = —Apvr f(un, )2, (2.88)

Integrando (2.88)) em [3, b], obtemos

b b
/ [(vﬂ[)u')\n)' — (up, ¥vy) — ulf'(())vlu)\nw} ds = —/\n/ v1f(uy, ) ds.

Do fato de vy (5) = v1(b) = 0, temos

1

ol [

b b
. z+,u1f/(0)/s mmnwds} :/S v1 f(un, ) ds. (2.89)

Como vy e ¢ independem de )\, e a sequéncia (uy, )nen € limitada, o termo entre colchetes

de (2.89) ¢ limitado e, portanto,
b
lim / v1f(uy, ) ds = 0.
n—oo Jo

(c) Seja I, ={s € [5,b] :5+e<s<b—¢}.
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Seja m(vy) = inf{wvi(s) : s € I.}. Segue dos itens (a) e (b) que

0<me(v) <wvp <y, <P em

lim [ vy f(uy,)¢ds =0. (2.90)
n—oo [1

Queremos provar que uy, — [ em medida em [3, b]. Para isso, suponha por contradigao que
nao ocorra. Entao, existem 0 > 0 e uma subsequéncia (A, ) tais que A,, — 0o, quando k — oo
e pu(le ) > 6, onde

Ie,k = {3 € l.: ‘u)\nk(s) - B| > 77} .
Como wuy,, ¢ monotonica crescente e devido a defini¢ao de 1, temos f (u,\nk) e v limitadas

inferiormente em I, por constantes estritamente positivas, denotadas por f,, e v,,, respectiva-

mente. Logo,
/ v1f(un,, ) ds > me(v1) fnPmd > 0, Yk €N. (2.91)

Ie,k
Como me(v1), fm, ¥m € 0 independem de k, ao fazer k — oo em ([2.91]) temos uma contradigao
com (2.90)). Logo, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

k—o0

[L(IGJQ) — 0.

(d) Segue do item (c) que existe uma subsequéncia (\,),en, manteremos a mesma notagao,
tal que
uy, — [ qtp em [3, b].

Seja sg € [3,b] tal que uy, (sg) — 8. Pela monotonicidade crescente de uy, e (2.77)), temos

uy, (b) = B quando n — co.

De modo analogo, obtemos o resultado seguinte.
Lema 2.15. Se ezistem 5 € (a,b) e uma sequéncia (A, )nen tais que A, —— 0o e
dng € N:35 < z1(\y) < b, Y > ny.
Entdo, uy, — a em medida em [a,3] e uy, (a) 2= a.

Por fim, obtemos o resultado principal desta secao:

Teorema 2.16. Sejam (uy)a>y, uma familia de solugoes monoténicas crescentes de (2.76]) e
z1(A\) o unico zero de uy, para todo X > Xg. Entao, existe uma subfamilia (\)x>»,, de mesma

notacao, tal que:
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(@) lim z;(\) =b.

A—00

(b) uy — a uniformemente em [a,3], paras € (a,b).

(¢) lim wuy(b) = Bo.

A—00

Demonstragao. (a) Como a familia (z1(\))a>y, C (a,b) é limitada, possui uma subfamilia
convergente.

Suponha, por absurdo, que z;(\,) — so € (a,b). Entao,
V35 € (s0,b), Ing =no(3) € N:a < z1(\,) <3, Vn > ng.

Segue do Lema que
uy, ~— § em medida em [3, b]
e do fato de (uy, )nen ser uma sequéncia limitada, temos

uy, > B em L*(3,D). (2.92)

Afirmacao 1. uy, 27 B em L!(s9,b), para alguma subsequéncia.

Suponha que isso nao ocorra. Entao,

b
EIeO>O,Vn€N,EIn02n:/ (,B—u,\no)dszeo. (2.93)

S0

De (2.93)) e da monotonicidade crescente de u Ang s tomando 5 = sg+

n grande, temos

/b(ﬁ‘“%)ds - /b(ﬁ_“%o)dS—/s(ﬁ—uAnO)ds

S S0 S0

> eo—/s(ﬁ—a)ds:eo—(ﬁ—oa)(E—So):%07

0

contradizendo (2.92)) e concluindo a Afirmagao [1]

Analogamente, obtemos uma subsequéncia (A, )nen tal que
uy, — o em L'(a, sg). (2.94)

Da Afirmacao (1] e de (2.94), temos uy, — ®X(a,s0) T FX(s0,0) €M L(a,b), ou seja, (uy, )nen
desenvolve camada de transi¢do interna com interface em sy € (a,b). Segue do Teorema

que
B
JRGEE
contradizendo ([2.75)).



50 Capitulo 2. Problema em superficies de revolugcao sem fronteira

Deste modo, z1(\,;) — a ou z1(\,) — b. Suponha, por absurdo, que z;(\,) — a. Entao,
Vs >a,dng=np(5) € N:a < z(\,) <35, Vn > ny.
Do Lema , uy, — [ em medida em [3,b] e
uy, (b) — B. (2.95)

De modo andlogo a Afirmagao |1} prova-se que uy, — (3 em L'(a,b) e, consequentemente,

em medida em (a,b).
Afirmagdo 2. uy, — ( uniformemente em qualquer intervalo (s —€,s+€) C (a,b).

De fato, suponha que ndo. Entdo, existem d,€¢y > 0 e s¢ € (a, b) tais que
Vn €N, Ing >n, 35 € (so — €, 80 + €0) C (a,b) : B =6 > uy, (5).
Como uy, é monotonica crescente em (a, b), temos
B —06>uy,(s), Vs € (a,5), para n grande,

contradizendo a convergéncia em medida uy, — £ em (a,b).

Portanto, uy, — ( uniformemente em qualquer intervalo (s—¢, s+€) C (a,b). Em particular,
uy,(s) = B, Vs € (a,b). (2.96)

Seja (0p.m)n.men @ dupla sequéncia definida por

DR (uAn <a + i)) — F(uy, (b)), ¥n,meN.

m

Como (uy, )nen € limitada e F' é continua, temos (0, .m)nmen Uma sequéncia limitada e,

portanto, possui subsequéncia convergente, que manteremos a mesma notacao. Além disso,

seguie de (295) e [296) que

e fixado my € N:
nh_)r{)lo Snmy = nh—{go [F (ukn (a + mi())) — F (uy, (b))} =F(p)— F(p)=0.
e fixado ng € N :
lim 4, = lim [F (u;mo (a + %)) F (u, (b))] = Flus, () — Flus,, (5)).
Devido ao fato dos limites serem iguais, temos

0= lim (lim 5n,m> — lim <F(uxn(a)) - F(U,\n(b)))a

n—oo \m—oo n—o0
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ou seja,
lim F(uy,(a)) = lim F(uy,(b)). (2.97)

n—oo n—oo
Como a < uy, (a) < 0, para n suficientemente grande, segue de (2.97)) e das definigdes de f

e F' que
F(a) < lim F(uy,(a)) = lim F(uy, (b)) = F(p),

isto é,
B8
/ F(€) de <0,

contradizendo ([2.75)).

Consequentemente, z1(A,) — b quando n — oc.

(b) Note que uy, — « em medida em [a,b). De fato, como z;(\,) — b (item (a)), para

qualquer s < b, temos
dng =np(5) e N:5 < z1(\,) < b, Vn >ng
e, segue do Lema que uy, — « em medida em [a, 5.
De modo andlogo ao que foi feito no item (a), prova-se que
uy, — « em medida em [a, b). (2.98)

Mostremos agora que uy, — « uniformemente em [a, 3|, para todo 3§ € (a,b). Para tal,

suponha, por absurdo, que isso ndo ocorra, ou seja, que existem § € (a,b) e € > 0 tais que
Vn eN, dng >n, 359 € (a,8] : a+ € < uy, (s0)
Como u,,, ¢ uma fungao monotonica crescente, temos
a+e<uy, (s), Vs € [s,b), para n suficientemente grande,

contradizendo ([2.98|).

Logo, uy, — « uniformemente em |[a, 3], para todo 5 € (a,b).

(c) Seja (6nm)nmen a dupla sequéncia definida por
1
Opm = Fluy,(a)) — F (u,\n (b - E)) , Vn,m e N.

Do item (b), temos
uy,(s) = a, Vs € a,b). (2.99)
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De modo similar ao que foi feito no item (b) e utilizando (2.99)), temos

lim [F(uy,(a)) — F(uy,(b)] = lim [lim (5n7m} = lim [lim 5n7m}

n—oo n—oo Lm—oo m—0o0 Ln—oo

=ttt =7 (o (5 3))

— lim (F(a) . F(a)) ~0.

m—0o0
Ou seja,
Tim Flun, (@) = lim Flun, (5). 2.100)
Do item (b) e de (2.100)), obtemos
lim F(uy, (b)) = F(a). (2.101)
n—oo

Como (uy, (b))nen ¢ uma sequéncia limitada por 0 e 3, existem uma subsequéncia (mante-

remos a mesma notagao) e d € [0, 4] tais que
U)\n(b) — d.
Segue da continuidade de F' que

lim F(uy, (b)) = F(d). (2.102)

n—oo

De ([2.101)) e (2.102)), temos F(d) = F(«), ou seja,

/jf(&) dé = 0.

Portanto, d = (. O

2.4 Analise de estabilidade das solucoes para A > 0 suficien-
temente grande quando f nao satisfaz a condicao de igualdade
de area

Aqui, como na secao anterior, também trabalharemos com o termo de reacao f: R — R

definido por
fu) = —u(u —a)(u— ), com > —a,

ou seja, f nao satisfaz a condi¢ao de igualdade de drea.

Podemos afirmar que

B
o [ s@ds >0

Bo

e NBe(0,8): [ [f(§)dE=0.

[0}
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Visto que o resultado obtido nesta secao ¢ referente a cada superficie S, independente do
parametro ¢ > 0, fixaremos ¢ € (0,¢;) e o omitiremos das notagoes da solugao u. », da funcao
coordenada 1., da curvatura geodésica k,_, da superficie de revolucao S, e do intervalo [a., b.]
e utilizaremos wuy, ¥, kg, Sy € [a,b], igual & secdo anterior, a fim de deixar a visualizacdo do
resultado mais limpa. Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor que ¢.(0) é a
origem, onde ¢. é a funcao de comprimento de arco de T'..

Quando f satisfaz a condi¢ao de igualdade de drea (neste caso, § = —«), em [28], utilizando
a Teoria de I'-convergéncia, foi provado a existéncia de um parametro A\; > 0 e de uma familia
de padroes (uy)a>a, do problema

{ uy = Ag u+ Af(u) em (0,00) x S, (2.103)
u(0, ) = u’(") em S,.

Portanto, para esse caso, podemos garantir que as solugoes estacionarias u, de Sao
estaveis, para qualquer A > A;.

No caso que f nao satisfaz a condicao de igualdade de area, para Ay fixo, provamos a
existéncia de uma solugdo estaciondria estavel uy, de (2.1), mas nao hd informagoes que ga-
rantam a estabilidade de uy, para X\ > Ag. Na verdade, ird ocorrer justamente o contrario: ao
considerarmos (uy)y>y, uma familia de solugées estaciondrias monotonicas crescentes de (2.1]),
as solugoes uy serao instaveis, para A > \g suficientemente grande.

Para provarmos esse fato, baseado em [29], serd necessario impormos duas hipdteses: a
primeira, suporemos que o traco de 7y tenha o formato de haltere de lados distintos (como, por
exemplo, na Fig. , e a segunda, que 3 esteja suficientemente préximo de —« para garantir

que [ seja maior que o ponto que maximiza f em [0, 5]. Para isso, tome

8 <— (%) a. (2.104)

Figura 2.15: Curva geratriz v no plano O,,.
Sejam s!,s" € (a,b) tais que

Y(s') = max{y(s) : s € [a,0]}

¥(s") = max{u(s) : s € [0,b]}.
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Como ¢'(b) = —1, para facilitar os préximos célculos, podemos considerar a parametrizacao

local préximo ao ponto b por
P(s)=b—s, Vs e (b—dy,b), (2.105)

para algum &g > 0 suficientemente pequeno.
Uma vez que k,(0) > 0 e k}(s) — —oo quando s — a e s — b, segue que k, se anula em um
tnico ponto em cada intervalo (a,0) e (0,b). Denote tais pontos por s; e s, respectivamente.

Como kj(s') <0 e k)(s") <0, visto que s

e s” sao maximos locais de 1, podemos afirmar
que

a<sl<s;<0<sy,<s" <b

k;(Sl) = O,Z = 1, 2.

Logo,
ki, <0 em (a,s1)
kj, >0 em (s1,s2) (2.106)
K, <0 em (s2,b).

Sejam u,, uy € (o, §) tais que

f(um) =min{f(u) : u € [a,0]} <0 (2.107)
e
f(up) = max{f(u) : u € [0,5]} > 0. (2.108)
Note que, pela definigdo de f e (2.104), temos
a< U, <0<uy < pBy<p. (2.109)
Seja uy solucao do problema
¢/
Uss + Eus +Af(u) =0 em (a,b) (2.110)
us(a) = ug(b) =0,
para A > Ag.
Por célculo direto, temos
A b
£Ms) = —— s, v b). 2.111
w(s) = 575 [ F)ids, Vs e ) (2111)

Com as notacoes e informacoes introduzidas, podemos provar a instabilidade de u) quando

A — 00.
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Teorema 2.17. Sejam Ao > 0, uy, padrao de , obtido no Teorema e (Un)asr, UMa

familia de solucoes estaciondrias, monotonicas crescentes e independentes do angulo 6, de

{ u = Agu+ Af(u) em (0,00) x 8,
u(0,) = u°(") em S,.

Entao, para A > \g suficientemente grande, uy € instdvel.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigdo, que exista uma sequéncia (A,)nen tal que A, >
Aoy A —5 0 e uy, € estavel, para todo n € N.

Seja o coeficiente de Raylegh R, ~definido por

/ () = Auf'(un, )] o ds

b
/ o ds

Como uy, € estavel, para todo n € N, temos

Ry, (@) = , Vo e H'(S,).

pi(uy,) = Ry, (v1,,) =inf{Ry, (¢):p € H'(S,),p#0} >0, VneN,

onde p(uy,) € v1, s80 os primeiros autovalor e autofungao, respectivamente, do problema
linearizado de (2.11]) em torno de u,,,.

Aplicando o coeficiente de Raylegh em ) ¢ possivel obter

1 b
Ry, (u),) = 5/ ki(uy,)?ds, ¥YneN,

e da definicao de primeiro autofuncao, segue que

Ry, (u),) > Ry, (Vi) = pa(uy,) >0, Vn €N,

Consequentemente,
nh_}n;@ Ry, (uy, ) > 0. (2.112)
Para completarmos essa prova, mostraremos que lim R, (u’)\n) = —o00, contradizendo
B119). i
Como

1 b 1 [ [ 1
3 [ s =5 [ a5 [T a5 [ s, s
a a 51

52
e sabemos, de , que a primeira integral do lado direito é negativa; se provarmos que
[k (u),)?ds — 0 e fst ky(uy,)? ds — —o0, quando n — oo, iremos obter lim R, (u)y,) =
—00.
Antes de provarmos essas afirmagoes, do Teorema [2.16| segue que, existe uma subsequéncia
(An)nen tal que

sy < st <57 (M) < zi(\n) < 5T (M) <, (2.113)
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onde
uy, (5~ (A\n)) = um e uy, (sT(\n)) = uar, (2.114)

com u,, e uy definidos em (2.107) e (2.108)), respectivamente.

Note que a garantia de w,, e uys serem atingidos por algum ponto uy,, (s) decorre do fato de

Bo > uyy, que foi obtido através de (2.104]).
Como z1(A,) — b (Teorema (a)), segue de (2.113]) que

sT(\,) = b.

Logo,
b— 8y < s (\,) < b, para n grande,

e de (2.105]), temos
P(s)=b—s, Vse[sT(\),b].

Portanto, )
k/ (S) _ w (5)?/1(5) - w (S) o 1 Vs e [S+()\n),b]

¥3(s) (=)

2

K (s) (@ /ng) :—%, Vs € [s* (), bl. (2.115)

b
Afirmagao 1. / ki (ub, )? ds 7% .

52

Como £ < 0 em (sg,b), segue de (2.111) e (2.115) que

b b b \ b 2
/ ki(uy,)?ds < / ky(uly,)? ds = / ky (i/ fux,)v d§> ds
So st (An) st (An) s

b 1 b 2
A2 F2 b K= ds d
< 2P (un >>/M) (w/ v ) .

= A, )0 - () (2116)

uma vez que 0 < f2(uy, (b)) < f2(uy,) < f2(unr), pois upr < uy, < uy,(b) < B em [sT(N,),b].

Além disso, como uy, é monotonica crescente, de (2.114)), (2.111)) e (2.105)), temos

b
0 < uy,(b) —uy =uy, (b) —uy, (sT(\,)) = / u)y ds

*(An)
b 1 b i
= )\n/er()\n) (E/s f(u,\n)wds) ds

< Aflun) /() (3 [ vas)as=2rmo -2 eag

uma vez que 0 < uy, < fem [sT(\,),b] C [21(\n),]] e, consequentemente, f(uy,) < f(u).
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De (2.117]), temos

2 U)\n(b) —Umpm
b—st(\,) > 2.118
T AT ) .
De (2.116)) e (2.118]), temos
b A3/2 g2 b

/52 ki (uy,)?ds < — 5 / JE?;L())) uy, (b) — uay. (2.119)

Do fato de uy, (b) = By (Teorema[2.16}(c)), obtemos
P2 (ur, (0)) = f*(Bo) > 0 (2.120)

Vs, (0) — upr 2225 /By — ups > 0, (2.121)
devido a ([2.109)).

Como U, upsr € f independem de n € N, segue de (2.119)), (2.120) e (2.121)) que

b
/ ki (uly,)? ds 1%, o0,

52
comprovando a Afirmagao [I}
82
~ —
Afirmagao 2. / ky(uly,)? ds =—= 0.
S1
Como Fk;, é continua e positiva em [sy, 5o}, temos

/ ki (u), ) ds < (maX k') / (uy, ) ds. (2.122)
S1

1 [s1,52] 7

Seja 5 € (s2,21(\,)). Pelo item (b) do Teorema [2.16] existe uma subsequéncia (Ay,)nen,

manteremos a mesma notacao, tal que

uy, — a uniformemente em [a, 3| (2.123)
e, portanto,
/ uh, = ux, (8) = up, (@) = @ —a = 0. (2.124)

Como uy, ¢ monotonica crescente, temos uy > 0 em [a, 5] e segue de (2.124) que v} — 0
em L'(a,s). Consequentemente, existe uma subsequéncia (uy,, )nen, de mesma notagao, tal que

uy — 0 qtp em [a,3]. Sejam s3 € (a,s1) e 54 € (52,5) tais que

n—00

uh (s1) 22250, i =3, 4. (2.125)
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Logo,

s2 ) s4 ) 4 54
/ / o "

/ (uy ) ds < / (uy )" ds = u) uy, —/ uy uy, ds

s1 s3 $3 s3

Sq 54
+ / [k:gu’/\n + )\nf(u,\n)}u)\n ds

83 s3

s S4 S4
T4 (max |k, \)/ ul\ ds+)\n/ f(u,\n)\dsl . (2.126)
83 [53,54] 83 " 53

uma vez que uy, < e uy >0 em [a,b], para todo n € N.

Segue de ([2.125)) que

/

< B {u&n

Uy | = b (s4) — Ul (s3) 0. (2.127)
S3
De (2.123)), temos
84
/ iy ds = un, (1) — i, (53) "2 0, (2.128)
83
ja que s3, 84 € [a,3].
Como uy, € solugao de ([2.110)), temos
!/ /
Ao l,) = - E5) (2.120)
(8
Além disso, segue de (2.123]) que
|f(uyr,)| = —f(uy,) > 0 em [s3, s4], para n grande. (2.130)

Portanto, de (2.130]), (2.129)) e (2.125)), obtemos

)\n/84|f(uAn)|ds = —/\/ Fluy,) ds—/ %ds

83 < (o) [ oy (uusg) o]
< ({max}%) (max¢>( (s) — i) (s3)) P20, (2.131)

[a,b]

S4

3

Segue de (2.122)), (2.126]), (2.127)), (2.128) e (2.131]) que

s2
n—oo
/ K ()2 ds "% 0,
S1
encerrando a prova da Afirmacao 2] e, provando que

lim R,, (u), )= —o0.

n—o0

Isso contradiz ([2.112)) e portanto, concluimos que u) se torna instavel para A > )\ suficien-

temente grande. O



CAPITULO 3

Estabilidade da equacao de reacao e
difusao degenerada em um intervalo

Considere o seguinte problema de reagao e difusao degenerado

ur = (kug). + f(u), para (t,z) € (0,00) x I

onde I :=(0,1),k:[0,1] — R e f: R — R satisfazem as seguintes hipéteses:
(hy) ke WhHe(I).
(he) Jxo € (0,1) : k(zg) =0 e k(x) >0, Va # x.
(h3) Jce[1,2): (x — o)k’ < ck qtp em [0, 1].

(hy) f € CYHR) e bi-estavel, isto é, existem a, 3 € R (a < 0 < f3) tais que

&h
L
I
=
2
I
g
™
S—
I

0, f'(a) <0,f(8) <0 e f(0)>0.
Neste caso, a e [ sao denominados de zeros estaveis de f.

(h5) de; >0
fWl<e e [f(W)]<a, VueR.

O tipo de solucao que consideraremos para , assim como para o problema eliptico
associado a solugoes estaciondrias, serd especificado na Defini¢ao [3.15

O problema parabdlico sob as condigbes (hy) — (hg) é chamado problema fortemente
degenerado com degeneragao no interior do dominio. Ha dois tipos de problema: fortemente

degenerado e fracamente degenerado. Aqui, estudaremos o problema fortemente degenerado,

29
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enquanto que o fracamente degenerado, onde a fungao k satisfaz (h;) — (hs), mas a constante
c €10,1), é abordado em [33].

Em ambos os casos, o operador principal, (ku, )., apresenta dificuldades que nao sao encon-
tradas em operadores uniformemente elipticos.

Como exemplo de funcao k£ que gera um problema fortemente degenerado, podemos consi-
derar k : [0, 1] — R definida por k(x) = |z — z¢|", com r € [1,2). No caso em que r € [0, 1),
temos um exemplo de funcao difusao k£ que gera um problema fracamente degenerado.

A funcao f : R — R descrita na Fig. é um exemplo de funcao reacao que satisfaz as
hipéteses (hy) e (hs).

Figura 3.1: Exemplo de fungao f.

Definigao 3.1. Uma solucao estacionaria u de (3.1) é dita estdvel no sentido de Lyapunov
(quando conveniente, chamaremos apenas de estdvel) se para todo € > 0, existe 6 > 0 tais que,
para todo valor inicial u” em (3.1) com [|u® — |5y < 0, a solugdo u(t,-;u’) de (3.1)) existe

para todo ¢ > 0 e satisfaz [lu(t,-;u°) — ;) < €, para todo ¢ > 0, onde u( cyul) = ul(s).

O espacgo H{(I) serd definido em breve e observamos aqui que ele comporta fungoes des-
continuas em zy € I e devido a degenerescéncia de k neste ponto (resultado provado adiante,

mas especificamente na Proposigao [3.4]), o problema (3.1)) pode ser considerado do seguinte

modo:
up = (kug), + fu), para (t,x) € (0,00) x I
u(0,-) = u’(")
U (t,0) = k(zo)u(t, zo) = uy(t,1) =0, ¢t >0,

Definigao 3.2. Uma funcao u é denominada padrao de (3.1)) se @ for uma solucao estaciondria
estdavel nao constante de (3.1).

Nosso objetivo é provar a existéncia de padroes para o problema (3.1]). Ou seja, encontrar

solugoes nao constantes de

{ (kug), + flu) = em [
+(0) = (ku)(z )—um(l)zo
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que sejam estaveis no sentido de Lyapunov.

Sonego, em [33], provou a existéncia de solugoes estaciondrias estaveis — uma estabilidade
mais fraca que a de Lyapunov, a qual a segunda variacao do funcional de energia na solugao
é nao negativa — do problema fracamente degenerado, enquanto aqui, provaremos a existéncia
de padroes do problema fortemente degenerado. No problema fortemente degenerado, o ponto
xo, onde k se anula, é denominado isolante perfeito, pois nao permite que haja fluxo através
desse ponto. O fato de k se anular nesse ponto faz com que o operador principal (ku,), seja um
operador eliptico degenerado, ou seja, nao uniformemente eliptico, e os métodos e resultados
ja conhecidos na literatura, como por exemplo, Principio do Maximo e Teoria Espectral, nao
podem ser aplicados a esse problema e, portanto, sao necessarias modificacoes, novas ferramen-
tas e novos resultados. Além disso, apesar dos problemas fortemente e fracamente degenerados
parecerem similares, o intervalo onde a constante ¢ > 0 (que difere um caso do outro) pertence,
impede que os métodos utilizados para obter os resultados sejam analogos. Um exemplo dessa
distincao de problemas é que no caso fracamente degenerado temos 1/k € L(0,1), mas isso
nao ocorre no fortemente degenerado (resultado provado adiante).

Observe que do fato de estarmos lidando com uma funcao difusao que se anula em um
ponto xy no interior de um intervalo limitado sugere que o processo de difusao ocorre de maneira
independente em cada componente conexa de I'\{xy} — razao pela qual xy é denominado isolante
perfeito —, uma vez que de acordo com a Lei de Fick da difusao, a condicao matematica que

reflete a condicao de fluxo zero é
k(xo)uz(xo,t) =0, Vit > 0.

Tal fato nos fez questionar se o problema poderia possuir um padrao descontinuo em
xg. Com este estudo, pretendemos contribuir para uma melhor compreensao desse fenomeno
de difusao no caso fortemente degenerado.

Neste capitulo, ressaltamos que nao é exigido a condicao de igualdade de area para a funcao

reacao, ou seja, f nao satisfaz necessariamente a condigao de igualdade de area e, portanto, o
B
caso onde / f(&) d¢ # 0 também é abordado.
«

Como dito anteriormente, o nosso objetivo é estudar a existéncia de padroes de . Para
tal estudo, utilizaremos ferramentas do Calculo Variacional e devido a condicao de degeneragao
de k no interior do intervalo I serd necessdrio introduzirmos um novo espago, H}(I), definido
mais a frente. Além do Calculo Variacional, também iremos utilizar resultados das teorias de
Semigrupos, Operadores Setoriais e Poténcias Fracionarias de Operadores.

O estudo de problemas parabdlicos e elipticos degenerados é tema de diversos autores e
diferentes tipos de equagoes. Esse tipo de funcao de difusibilidade é abordada em diversos
modelos fisicos, quimicos, biolégicos e economicos. Por exemplo, em Aerondutica temos a

equagao de Crocco estudada em [22], em Fisica existem as equagoes de Ginzburg-Landau e do
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calor abordadas em [19] e [13], respectivamente, e em Matematica Financeira temos a equagao
de Black-Scholes apresentada em [9]. Além disso, é possivel encontrar estudos com operadores
degenerados da forma (ku,), em [4, 12, [33] 34], cuja funcao degenerada se anula em um tnico
ponto no interior do dominio e nos artigos [Il [7, 8], onde a funcao degenerada se anula na
fronteira.

Aqui, trabalhamos com a equacao de Allen-Cahn que é muito utilizada em processos de
reacao e difusao. Esse tipo de equagao, por exemplo, pode modelar a evolugao no tempo da
concentracao u de uma substancia que se dissemina em um meio cuja difusibilidade é dada por
k(x),z € I, sob efeito de um termo f, chamado de reagao.

Antes de iniciarmos a prova dos resultados, considere os espagos de Hilbert H](I) e HZ(I)

definidos do seguinte modo:

H(I) := {ue L*() : u localmente absolutamente continua em [0, o) U (z, 1]

e Vku, € L*(I)}

HYI) :={uec HI) : ku, € H'(I)},

com as seguintes normas, respectivamente,

lallFrn iy = Nl + 1VRualFay, Vu € Hi(T)

Fullary <=l + k)l Y € HRD).

Note que a cadeia de inclusoes continuas
HR(I) = Hy(I) = L*(I)

é valida e além disso, o espago H}(I) contém fungdes descontinuas em .

Este capitulo sera dividido em quatro secoes. Na primeira, serao apresentados resultados
preliminares que serao usados nas se¢oes posteriores. Na Secao [3.2] serd provado a existéncia
de solucao u(t,-;u’) de , para todo t > 0. Na terceira secao, provaremos a estabilidade
de uma funcao u, definida mais adiante, candidata a padrao de (3.1)), enquanto na dltima,

abordaremos brevemente o comportamento das solugoes de ((3.1)).

3.1 Resultados preliminares e notacoes

Por estarmos lidando com novos espacos, suas caracterizagoes sao essenciais para obter os
resultados desejados. O propdsito desta segao é apresentar resultados, baseados nos artigos

[4, 12], que irao auxiliar nas segoes subsequentes.
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O lema a seguir evidencia a principal diferenca entre os problemas fracamente e fortemente
degenerados. Isso ocorre devido ao intervalo onde a constante definida em (hs3) pertence. No
caso fracamente degenerado, tem-se 1/k € L'(I), o que nao ocorre no fortemente degenerado,

resultado provado a seguir.

Lema 3.3. Seja k : [0, 1] — R satisfazendo as hipdteses (hy) — (hs). Entao, paran > 0, temos
1
A ¢ L'(xo —n,20) U L' (20, 0 + n).

1
Demonstracao. Provemos que % ¢ L'(xg — 1n,m0), para n > 0, j4 que o outro caso segue de
modo analogo.

Como k € Wh>°(I), seja k' (xy) € R a derivada lateral esquerda de k em zg, definida por

K- (o) = lim k(z) = k(zo) (3.2)

T—Ty r — To
Segue de (3.2]) que, para ¢ = 1, existe ; > 0 tal que
k(x) — k(o)

p— — K (xo)| <1, Y € (xg — 01, T0).

Para ¢ < min{dy,n}, temos
k(x) < k(xo) + [1 + K" () |] |z — x|, Y€ (xg— 6, x0). (3.3)

De (3.3)) e k(zg) = 0, obtemos

k(z) < [1+ |k (xo)]] & — @) < [1+ kanm(,)}\x—xd, V€ (2o — 0, a0).

1
Logo, para d = —————, temos
P T+ W e
/ dr < / ——dx < / ——dx.
90— |JI - .To‘ T0—08 k(l‘) zo—" k’(l‘)
1
Como | | ¢ L'(xg — 6, 10), entdo % ¢ L'(xg —n,x0), para n > 0. O
Tr — 2y

Obviamente, do lema anterior, temos 1/k ¢ L'(I). Esse resultado ¢ um fator importante
para obtermos as caracterizagoes de alguns espacos e resultados relevantes para o estudo de
(3.1)). Inicialmente, iremos caracterizar o espago H}(I).

Proposicao 3.4. Seja

X = {ue€ L*(I): u localmente absolutamente continua em [0,z) U (20, 1],

Vku, € L*(I), ku continua em xo e (ku)(zo) = 0}.

Entio, X = HL(I).
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Demonstragdo. Claramente, X C H}(I). Para provarmos a outra inclusao, precisamos mostrar
que ku é continua em zg e (ku)(xg) = 0.

Como k € Whe(I), sabemos que
(ku), = K'u+ ku, € L*(I).
Para x < z(, temos N
(ku)(x) = (ku)(0) +/0 (ku), dy. (3.4)
Como (ku)(0) € R e (ku), € L'(I), segue de (3.4) que

(ku)(zo) = lim (ku)(z) = (ku)(0) + /Oxo(ku)y dy=1L€R.

T—=T(
Afirmacao 1. L = 0.
Suponha L # 0. Entao, existem d,d > 0 tais que

|(ku)(z)| > d, Ya € (xg—0,0).

2
Para d; =

> 0, temos
max
[0,1]

Logo,

1 )

d
uxde>/ L dx
o M= )

e do Lema , temos u ¢ L*(I). Absurdo, consequentemente, L = 0, comprovando a Afirmacao
1l

De modo andlogo, prova-se que (ku)(zg) = lim+(ku) (x) = 0.
Z’—>x0

Portanto, ku é continua em zg e (ku)(zg) = 0. O

Para provar a existéncia de solucoes u(t,-;u") de (3.1)), para todo t > 0, utilizaremos a
teoria de Semigrupos. Com esse intuito, seja A : D(A) C L*(I) — L*(I) o operador eliptico

degenerado definido por
Au = (kuy),, parau e D(A). (3.5)

A fim de encontrar solugdes para (3.1]), considere
D(A) = {u € H}(I) : u,(0) = u,(1) = 0}.
Além disso, seja D C L?(I) o subespaco definido por

D := {u€ L*(I) : u localmente absolutamente continua em [0, z¢) U (o, 1],
ku € H'(I), ku, € H'(I), ku continua em x, e
(ku)(xo) = (kug)(xo) = u.(0) = u,(1) = 0}. (3.6)
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Com o objetivo de caracterizar o subespago D(A), mostremos que D = D(A). Para tal,

iremos precisar do seguinte lema.

Lema 3.5. Dadosu € D e x € [0,1], temos

| (k) (@) < [[(ku)el| 20y V2 = o

|(Fug) ()] < || (Kt ) ol L2y V/ |2 — ol (3.7)

Demonstracao. Seja u € D, entdo (ku)(xg) = 0 e, pela da Desigualdade de Hélder, segue que

|(ku)(2)] =

[ o] < ko VTl e e 1L
zo

De modo andlogo, utilizando (ku,)(z¢) = 0, obtemos

|(Rug) ()] =

T
0

[ )y dy] < Nkl o=zl v € 0.1

Com o lema anterior, podemos caracterizar D(A).
Teorema 3.6. Seja D C L*(I) definido em . Entao, D = D(A).

Demonstracao.

Afirmagdo 1. D C D(A).
Dado u € D, basta provar que vVku, € LA(I).
Como ku, € HY(I), uy(1) =0 e k > 0 em (x¢, 1), temos, para x > x,

1 1 1
/ (kuy)yudy = (k:u:cu)‘glC - / k:uz dy = —(kuzu)(z) — / k:uz dy.
Ou seja,
1 1
(kuyu)(x) = —/ (kuy)yu dy —/ kel dy. (3.8)

Como u € D, segue que (ku,),u € L'(I) e, portanto, existe L € [—o0,00) tal que

lim (ku,u)(z) = L. (3.9)

+

Afirmagao 1.1. L = 0.

Suponha que L # 0. Entao, existem d, > 0 tais que

|(kugu)(z)| > d, Va € (xg,x0+0).
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Segue de ([3.7)) que

d d
u(z)| > ‘ -

) @) = o =zl

Va e (xg,x0+ 0),

d

onded; = ————.
' ”(kux)xHLz(I)

Deste modo, temos

1 zo+9 d2
/ lu(z)* dx > / L dx
0 x0 ’x - .’L'Ol

e segue do Lema [3.3 que u ¢ L*(I). Absurdo. Portanto, L = 0, confirmando a Afirmacdo [1.1]
Segue de (3.8)), (3.9) e da Afirmacao que

1 1
/ (kug) udr = —/ ku? d. (3.10)
xo o

Fazendo o mesmo procedimento para z < z e utilizando o fato de que u,(0) = 0 (nesse

caso, L € (—o0,o0]), temos

y) o
/ (kuy) udr = —/ ku? dx. (3.11)
0 0
De (3.10) e (3.11)), segue que

1 1
/ (kug ) udr = —/ ku? da.
0 0

Como (ku,).u € L*(I), temos ku? € L'(I) e, consequentemente, vku, € L*().
Com isso, provamos que D C D(A), confirmando a Afirmagao .
Afirmagao 2. D(A) C D.
e (kug)(zo) = 0.
Note que ku € L*(I) e (ku), = K'u + ku, € L*(I). Portanto, ku € H'(I). Resta provar
apenas que (ku,)(xo) = 0.

Seja u € D(A), precisamos provar que ku € H'(I)

Com efeito, como ku, € H'(I), existe L € R tal que

lim (ku,)(x) = L.

T—T0

Se L # 0, existem d,d > 0 tais que
|(kug)(z)| > d, Yo € (xg— 9,20+ 9).

Em particular,
|(kug)(x)| > d, Yo € (vg—0d,x0+0), x# xo
e, portanto,

Ve ($’0—5,1‘0+5), l‘?él'o.
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1 ) :E0+§ d2
ku,(z)dx > / dz
ez [

e do Lema , segue que Vi, ¢ L*(I). Absurdo. Portanto, L = 0 e, consequentemente,

Logo,

(kug)(xo) = lim (kug)(x) =0,

T—T0

encerrando a prova da Afirmacao [2| e concluindo que D(A) = D. O

Claramente, o Lema foi crucial para obtermos os resultados anteriores referentes a
caracterizacao dos espacos. No caso onde o problema é fracamente degenerado, nao temos essa
condicao mas, também nao é necessario utilizar caracterizacoes para os espacos além de suas
defini¢oes usuais.

Por estarmos lidando com um espaco onde o peso k se anula em um ponto, é necessario pro-
varmos a validade da integragao por partes em HZ(I) x H}(I) de modo a garantir os resultados

feitos neste capitulo.

Lema 3.7 (Integracio por partes). Sejam (u,v) € HZ(I) x H}(I). Entdao,

1 1
/ (kug)zvde = (kumv)|(1] — / ku,v, dx.
0 0

Demonstragdo. Sejam (u,v) € HZ(I) x H}(I). Dado § > 0, do fato de k > 0 em (0,29 — 6) U
(xo+9,1), temos

1 zo—0 zo+0 1
/ (kug)zvde = / (kuy) v dx —i—/ (k) v dx +/ (kug) v dr
0 0 T

0—0 zo+9
Ct()-i-(s

= (un)eo—8) = (hu)0) = [ huvdat [ (hu)ods

+  (kugv)(1) — (kuyv)(zo + 0) — / y kugv, dz.

Ou seja,

1 xo—0
/0 (kug),vde = (k;umv)hl) + (kugv)(zog — 0) — /0 kugv, dx

1

zo+0
+ / (kug)zvde — (kugv)(zo + 0) — / ku,v, dz. (3.12)

0—9 z0+9

Para obtermos o desejado, precisamos provar os seguintes itens:

zo—9

z0
(7) lim kg vy da::/ kuyv, dx.
0

6—0 0

1

1
(73) lim kg vy dx:/ ku,v, dx.

6—0 1,0+5 xo
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zo+9
(74i) lim (kug),vdx = 0.

6—0 (EQ—6

(iv) (lsi_rf(l)(k:uzv)(xo —4§)=0.
(v) (lsiir(l)(kuxv)(xo +9)=0.

Para (i), sabemos que

ro—9 o o
/ kugv, dx = / kuyv, do — / kugv, d. (3.13)
0 0 r0—09

Como ku,v, € L'(I), da continuidade absoluta da integral aplicada no tltimo termo de
(3.13)), segue que dado € > 0, existe d; > 0 tal que

xo
/ ku,v, dx
zo—01

O mesmo ocorre para a integral do item (4i7), uma vez que (kuy),v € L*(I). Ou seja, dado

zo
< / \kugv,| de < e.
X

0—01

e > 0, existe 65 > 0 tal que

zo+02
/ (kug)zvdz

0—02

0+02
< / |(kug),v|de < e.

0—02

Tomando § > 0 de (3.12)) menor que min{d, J}, seguem os itens (i) e (4i7). O item (i7) é
andlogo ao item (7). Para encerrarmos a prova, resta apenas os itens (iv) e (v). Provaremos
(1v), uma vez que (v) é andlogo.

Para (iv), temos

zo—0
(kuyv)(zg — 6) = / (kuyv), dz — (ku,v)(0).
0
Como (ku,v), € L'(I) e (ku,v)(0) € R, existe L € R tal que
(lsin%(kuxv)(:co —0) = L.

Se L # 0, entao existem d,n > 0 tais que
|(kugyv)(x)| > d, Yo € (xg—n,x0).

De (3.7)), existe d; > 0 tal que
d S dy
(kug)(z) — \/lo — x|

1 To+n d2
/ lv(x)|? do > / L dr.
0 To—"n ’.%’ - $0|

Segue do Lema [3.3| que v ¢ L*(I). Absurdo. Portanto, L = 0.

Do mesmo modo, obtemos (lsin[l)(kuxv)(xo +60) = 0. Portanto, os itens (7), (i1), (1), (iv) e (v)
—

lv(z)] > , Vo € (xg —n,z0).

Logo,

estao provados e o resultado segue. O]
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Observe que, em particular, para (u,v) € D(A) x H}(I) C HE(I) x Hj(I), temos

1 1
/ (kug)vdr = —/ kugv, dx.
0 0

Através dos resultados anteriores e da teoria de Semigrupos (vide, por exemplo, [3], 14]), o

operador eliptico degenerado A gera o seguinte semigrupo.

Teorema 3.8. O operador A : D(A) — L*(I), definido em , € autoadjunto, nao positivo

em L*(I) e gera um semigrupo analitico de angulo 5 e de contragao.

Demonstragao. Note que D(A) é denso em L?(I), em vista das Afirmacoes [2| e 3| provadas a
seguir. Para provarmos que A é um operador autoadjunto e nao positivo, basta provar que
A é simétrico, nao positivo e o operador (Id — A) é sobrejetor, onde Id denota o operador
identidade.

Afirmacao 1. A simétrico.

Dados u,v € D(A), segue do Lema |3.7| que

1 1 1
(v, Au) 2y = / v(kug), dv = —/ ku,v, de = / (kv)udr = (Av,u) 2 (p).
0 0 0

Afirmacao 2. A nao positivo.

Dado u € D(A), do Lema temos

1 1
(Au,u) 2y = / (kug) udr = —/ ku? dx < 0.
0 0

Afirmacao 3. (Id — A)(D(A)) = L*(I).
Seja f € L*(I). Precisamos encontrar u € D(A) tal que (Id — A)u = f.

Sabemos que H}(I) é um espaco de Hilbert com a norma induzida pelo produto interno
1
(w,v) () = /0 (uv + kugyv,) dz, Yu,v € HH(I).
Seja F': H(I) — R definido por
1
Fv) = / fvdr, Yv e H.(I).
0

E evidente que F € (H-(I))*, onde (H)(I))* denota o dual de H}(I). Pelo Teorema de

Representagao de Riesz-Fréchet, existe um tnico u € H}(I) tal que
1 1
/ fode = F(v) = (u,v)g gy = / [uv + kugv,] dv, Yo € H.(I). (3.14)
0 0
Como C*(I) C H}(I), a igualdade ([3.14]) é valida para v € C>°(I), ou seja,

1 1
/ kugv, do = / (f —uw)vdx, Yve CX (). (3.15)
0 0
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Provemos que u € D(A), isto é, u € H?(I) e u,(0) = u,(1) = 0. A igualdade ([3.15)) mostra
que a derivada distribucional de ku, existe e é uma fungao em L?(I). Portanto, ku, € H'(I)
e, consequentemente, u € HZ(I), uma vez que u € Hl(I).

Pela definicao de derivada distribucional, segue que

/Ol(kux)xv de = — /01 kugyv, dx, Yv e CX(I). (3.16)
De e (3.16)), temos

/Ol(k:ux)xvdx = /Ol(u — flvdz, Yv e C(I)

e, consequentemente,
(kug)z = (u— f) qtp em (0, 1). (3.17)
Se provarmos que u,(0) = u,(1) = 0, entdo u € D(A) e de (3.17)), teremos (Id — A)u = f.
Com efeito, segue do Lema e de (3.14) que

1 1
/O(kux)xvdx = kuzv‘é—/o ku,v, dx
1
= kuxv’é—/ (f —uw)vdr, Vv e HL(I). (3.18)
0

De (3.17) e (3.18), temos
ku$v|é =0, Yve H.(I).

Desde que k(0) e k(1) sdo nao nulos e v(0) e v(1) sao arbitrarios, concluimos que u,(0) =
u.(1) = 0.

Logo, u € D(A) e (Id — A)u = f. Ou seja, o operador (Id — A) ¢é sobrejetor, comprovando
a Afirmacao 3|

Segue das Afirmagoes [1, 2] e 3] que o operador A é autoadjunto e nao positivo.

Como A é um operador autoadjunto e nao positivo em um espaco de Hilbert, concluimos

™

que A gera um semigrupo analitico de angulo § e de contragao. O

O fato de A gerar um semigrupo analitico e de contragao ird garantir a existéncia de solug¢ao
fraca para um problema associado a que auxiliard na prova da existéncia da solucao
u(t, ;u’), para t > 0, na Secao . Além dos resultados obtidos até o momento, serao ne-
cessarios resultados que envolvam a compacidade de inclusoes continuas. Apesar de estarmos
trabalhando com espacos distintos dos espacos de Sobolev, H'(I) e H?(I), as relagoes de com-

pacidade se mantém, isto é,
HE(I) < H}(I) < L*(I). (3.19)

Comegaremos provando a segunda inclusao de (3.19)) e através dela, iremos obter a primeira.

Como o ponto que anula a funcao k pertence ao interior do intervalo, nao foi possivel provar essa



3.1. Resultados preliminares e notacgoes 71

inclusao compacta diretamente em I. Para essa prova foi necessirio decompormos o intervalo
I em (0,¢) e (xg,1), provarmos as inclusdes compactas referentes a esses subintervalos e por
fim, utilizando outros resultados, obter a compacidade da inclusao referente ao intervalo I.

Para iniciarmos as provas da compacidade das inclusoes, precisaremos do seguinte lema.
Lema 3.9. Seja ¢ € [1,2), a constante da hipdtese (hs), tal que (x — xo)k" < ck qtp em [0, 1].
Entao, existe uma constante ¢ > 0 tal que

|z — x0|°
k()

Demonstragao. Dividiremos esta prova em dois intervalos, [0, z¢) e (x, 1].

< ¢ gqtp em [0,1].

Sejam ¢ : [0,29) — R e h: (x, 1] — R funcgoes definidas por

(w0 —2)°

(x — x)°

, Vo e [0,z0) e h(z) = )

, V€ (x,1].

Se mostrarmos que g ¢ decrescente e h é crescente, entao as fungoes serao limitadas superi-
ormente por g(0) e h(1) qtp, respectivamente. Fagamos isto.

Derivando g e h, temos

—c(wg — ) k(z) — (o — 2)°K ()

g(z) = K2(2)
= % — ck(z) + (x — z0)K' (z)| <0 qtp em (0, zo) (3.20)
W) = c(x — o) k(:Q)(;) (x — x0)°K' ()
(Q? - xO)C_l /
= T [ck(az) — (z — o)k (a:)] >0 qtp em (g, 1). (3.21)

Segue de (3.20) e (3.21)) que g e h sao fungoes decrescente e crescente, respectivamente.
Logo,

C 1 _ c
o) < gl awem 0an) e he) < S gty em (oo, 1)
Consequentemente,
| — zol°

< ¢ := max

EORID) }qtpem[O,l].

Através do Lema [3.9] podemos provar as inclusoes compactas seguintes.

Teorema 3.10. As inclusoes H}(0,z0) C L*(0,x0) e H(xo,1) C L?*(x0,1) sao compactas.
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Demonstragdo. Provaremos a compacidade da inclusao H} (0, x) C L*(0, zy), usando o critério
de compacidade descrito no Coroldrio [A.5] A outra inclusdo segue de modo andlogo.

E evidente que a inclusdo H}(0,20) C L2(0, zy) é continua. Dado M > 0, seja

Fay = {u € HY0.20) : ulldy gy < M}

(073:0) -
Para provarmos que a inclusao é compacta, devemos mostrar que
Fre2 = {u € L*(0,2¢) s u € ]:H;}

possui fecho compacto em L%(0,z0). A fim de utilizar o Coroldrio , provaremos que dado
e > 0, existe 0 > 0 tal que para u € Fr2 e |h| < §, temos

zo—0
/ lu(z + B) — u(z)2dz < ¢ (3.22)
5
¢ § o
/ |u(x)|2dx+/ lu(z) 2 d < . (3.23)
0 )
De fato, seja u € Fr2, consequentemente, HuH?{l(O o) < M. Dado € > 0, inicialmente tome
E\Y
0 > 0 tal que

. k(0)2%e k(0)%e
5 < n(e) = min : ) 3.24
77( ) {18M||k/‘|200(1) 18M||k||L°°(I) ( )

Para = < z(, temos

uz)| =

u(0) / “uy(v) dy‘ < Ju(0)] + / g (9)] dy. (3.25)

A fim de limitar u(z), limitaremos cada termo do lado direito de (3.25)). Primeiro, vejamos

a integral. Segue da Desigualdade de Holder que

[y = [ [VRG )]

1 1

T 2 S| 2
< Whwlion | [ 5] < Wl | [ 5o 0] @20
< Wil | [ e tr] < Wlnou | [ 5] G20

Para a limitagao de |u(0)|, usaremos a Desigualdade de Holder e (ku)(zo) = 0. Logo,

1 Zo 1 xo o
k(0) | Jo Y k() | Jo . y
1
< 0y U o o + L0
1 1
< W0 (P e L N IV Py
HUHH;( 0)

1K oo ry + Rl Zoo ) ) - (3.27)
(1)
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Para x < xq, de (3.25) , (3.26) e (3.27)), temos

ey WElie (77 1\
s e 1Kl z=( m /—d
el = eloe | 0 20 UL B ™
4113 :
||k/HL°°(I) lgf”(f) (/m 1 )2
< M |3max ) J dy
k(0) k(0) o k()
1 ey Bl Lo / 1
< 9M max ) ’ dy
{ k0)2 7 k(0)2 7)) K(y)

MK [Ty OM ||| o1y / M
_ max 7 ’ dy p . 3.28
{ k(0)>2 k(0)2 o k(y) 529

2

2

Se limitarmos a integral dos trés termos do méaximo em (3.28)) nos intervalos (0,9) e (xy —

d, o) por £/2, obtemos (|3.23)).
Em (0,0), de (3.24)), temos

0 9M||k/||%oo(1) € * IM|E| e (1) €
P de < 2 ———dr < —. 2
/0 OE r <y e /0 5(0)2 T <3 (3.29)

Para o ltimo termo do maximo em (3.28)), segue do Lema que

9M/06/0$@dyda: - 9M/06/0x (x(;c(_yf)c(xoiy)cdydx

) T 1
< 9M6/ / ———dydx, (3.30)
o Jo (zo—y)e

onde ¢ € [1,2) tal que (y — zo)k’ < ck qtp em [0, 1].
De ([3.30)), temos

9]\/[6{(1’0—6)111(%_5)4—5], sec=1
d T 1 To
0 o k() 9Me [(xo — 62 — gl c 1_6}
—dzy ¢, sec> 1.
c—1 c—2
Como (lsir% g1(0) = 0, segue que
Ve>0,3m(e) >0:¢:(9) < g, para 0 < d < ny(e). (3.32)
De ({3.28)), (3.29), (3.31) e (3.32), obtemos
0 £
[ )P < S, para s <o) = minfn(e)m ), (3.33)
0

onde 7(g) e ni(e) estao definidos em (3.24) e (3.32)), respectivamente.
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No caso da integragao de |u(x)[* em (x¢ — , 1), utilizando (3.24)) e (3.28)), temos

w0 OM|IK |7 1y € 0 IM |kl ey 3
———dr < = e / ———dr < —=. 3.34
/ k(0)2 2 w5 R(0)? 2 (3:34)

No ultimo termo do méaximo de (3.28)), através do Lema , obtemos

o L | To T o c 1
/ 9M/  _dydr = 9M/ / (20 —y) dy dz
zro—9 0 k(y> zo—9 J O k(:g) (.’,UO - y)c

o T 1
< 9M6/ / ———dydu. (3.35)
z0—06 J0 (:Eo_y)c
De ([3.35)), temos
~ Lo _
. - 9Mc[5ln(7>+6}, sec=1
9M/ ——dydx < g3(0) = 3.36
/xoa o K M EEOY g ISR R (330
c—1| e¢=2 "° ’ '
Como lim g2(9) = 0, segue que
d—0
Ve>0,3m(e) >0:¢9) < g, para 0 < § < na(e). (3.37)
De (3.28)), (3.34)), (3.36) e (3.37), obtemos
zo
[ P s <5, para s <ife) = minfn(e). ), (3.33)
xo—0

onde 7(g) e ny(e) estao definidos em e (8.37)), respectivamente.

Portanto, para § < min{7(¢),7(e)}, com 7(e) e 7(e) definidos em e (3.38), obtemos
(13-23)).

Provemos agora, a desigualdade . Seja |h| < 0. Assuma h > 0, pois para h < 0 o

resultado é andlogo. Da Desigualdade de Holder e calculo direto, obtemos

lu(z + h) —u(z)]* = /Hhu(y)dy2<M/m+hLdy<M/m+6Ldy
s L k) T k) T

Do Lema [3.9] temos

xo—0 ) zo—0 z+0 1
u(z+h) —u(z)|"der < M/ / ——dydx
| e ) = o) %

:130—5 x40 1
Mé / / — dyde < gs(d), (339
] i (20 — y)° Y 93(9) ( )

- 1’0—2(5 I0—2(5 .
Mc{éln( 5 )+(5_xo)ln(x0—5)1’ sec=1

93(9) == (3.40)
ME[—6%¢ — (2 — 26)>° + (20 — 0)*]

(c—=1)(c—2) ’

IN

onde

sec> 1.
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Como lim g3(9) = 0, segue que
6—0

Ve>0,3ns(e) >0:g5(5) <e, para0<d <mns(e). (3.41)

De (3.39), (3.40) e (3.41), dado 0 < h < 4, temos

xo—0
/ lu(x 4+ h) —u(z)*dr < e, parad < ns(e),
5

onde n3(g) esté definido em (3.41)).

Logo, para 0 < min{7j(e),n(¢),n3()}, as desigualdades (3.22) e (3.23) ocorrem, onde
7(€),M(e) e n3(e) estao definidos em (3.33)), (3.38)) e (3.41)), respectivamente. Como dito ante-

riormente, a compacidade segue do Coroldrio [A.5]

Recordamos que a prova da compacidade da inclusao H}(zg,1) C L?(xo, 1) segue de modo
andlogo, utilizando (z¢ + 0,1 — §) em (3.22)), (z,xo + ) e (1 —4,1) em (3.23), k(1) em (3.24))
e u(l) em (3.25)). O

O Teorema ¢ uma adaptacdo de [I, Teorema 6.1] e as inclusdes compactas obtidas
através dele, garantem a compacidade da inclusao H}(I) C L?*(I). Para provarmos esse fato,

precisaremos dos seguintes lemas auxiliares.

Lema 3.11. Sejam J C I um subintervalo, (u,)nen C Hi(J) e uw € Hi(J). Entdo,

Uy — U

U, —u em Hp(J) <= { \/E(un)x_\\/gua: em L*(J).
Demonstragdo. (=) Sejam 4, j : H}(J) — L*(J) operadores lineares continuos definidos por
iv)y=v e jl)=Vku,, YveH(J).
Como operadores lineares continuos preservam convergéncia fraca, obtemos
Uy = i(un) = i(u) =u e VE(un)z = j(un) = j(u) = Vku, em L*(J).

(<) Seja g € HL(J), entdo g, Vkg, € L*(J). Segue das convergéncias fracas que

/gun d:c—>/gudx e /kgm(un)gC dw—)/kgxux dx.
J J J J

/ [gun + kge(uy)s| de — / [gu + kg,u,] dx,
J J

Portanto,

ou seja, u, — u em Hl(J). O

Lema 3.12. Se u,, — u em H}(I), entdo u, —u em H}(0,70) e u, — u em H}(xg,1).



76 Capitulo 3. Problema fortemente degenerado

Demonstragdo. A prova serd feita apenas para H} (0, zg), ji que o resultado para o subintervalo
(x0, 1) é anélogo.

A fim de utilizar o lema anterior, iremos provar que u, — u e Vk(uy, )z — Vku, em L*(0, zo).
Vejamos.

Dados g, h € L?*(0, ), sejam g, h: I — R funcoes definidas por

- g, em(0,z) o i h, em (0,x)
9= 0, em [xg,1) 1 0, em [zg,1).

Claramente, §,h € L2(I). Segue da convergéncia fraca u, — u em H}(I) e do Lema m

xo 1 1 x0
/ Upg dx :/ Upg dx —>/ ug dx :/ ug dx (3.42)
0 0 0 0

te) 1 5 1 5 x0
/ \/E(un)xh de = / \/%(un)wh dz — / Vikughdx = / Vikuyh dx. (3.43)
0 0 0 0
De (3.42)), (3.43) e do Lema [3.11] obtemos u, — u em H}(0, z). O

Com os trés resultados anteriores, obtemos a compacidade da inclusao de H}(I) em L*(I).

que

Teorema 3.13 (Imersao compacta). A inclusio H}-(I) C L*(I) é compacta.

Demonstragdo. Seja (u,)nen C H}(I) uma sequéncia limitada. Mostremos que (u, )neny C L*(1)
possui uma subsequéncia convergente. De fato, segue da limitagao de (u,)nen € da reflexividade
de H}(I) que

Ju € Hi(I) : u, — uem H(I), (3.44)

a menos de uma subsequéncia, que serda mantida com a mesma notagao.

De ([3.44), do Lema e do Teorema [3.10| temos

u, — uem L*(0, ), (3.45)

para uma subsequéncia, se necessario.

Note que, a subsequéncia (u,),en obtida em (3.45)) satisfaz (3.44]). Novamente, de ([3.44)),
do Lema e do Teorema [3.10, obtemos

U, — u em L%(x0, 1), (3.46)

se necessario, passando a uma subsequéncia.

Claramente, a subsequéncia (u,),eny obtida em (3.46)) satisfaz (3.44) e (3.45). Com isso,

temos

n—oo

[wn — U||%2(1) = [Jun — U||%2(o,xo) + flun — U||%2(x0,1) — 0,

ou seja, (U, )nen C L?(I) possui uma subsequéncia convergente. O
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Essa compacidade é parte fundamental para a prova da existéncia de solucao, para todo
t > 0, do problema (3.1). Além disso, futuramente, através dela, poderemos garantir que o
primeiro autovalor do problema linearizado de (3.1)) é atingido.

Com este resultado, garantimos a compacidade da inclusao HZ(I) C H}(I).
Teorema 3.14 (Imersiao Compacta). A inclusao HE(I) C HL(I) é compacta.

Demonstragdo. Seja (u,)neny C H?(I) uma sequéncia limitada, provemos que (uy,)nen C HL (1)
possui subsequéncia convergente.

Como H?(I) é reflexivo, existem u € HZ(I) e uma subsequéncia de (uy,),ecn, manteremos a
mesma notacao, tais que

u, — u em HZ(I) quando n — oo. (3.47)

Da inclusao continua HZ(I) < H}(I), temos
u, — uem Hp(I).

Do Teorema|3.13| passando a uma subsequéncia, se necessario, a menos de notagao, obtemos
u, — uem L*(I). (3.48)

Para obtermos u, — u em H}(I), basta mostrar que ||v/k(u, — u),||z2() — 0. Com efeito,

da integragao por partes (Lema [3.7]), temos
1 1
1V (u, — u)z||%z([) = / E(up — ) dr = / [k (uy —w)g] (uy, — u), do
0 0

= k(uy — w)o(uy —u)|, — /0 (k(un —u)y), (tn — u)dz.  (3.49)

Se provarmos que os dois termos do lado direito de (3.49)) tendem ao zero quando n — oo,

provamos o resultado.

1
Afirmagao 1. / (k(tp — w)z), (U — u) dz Z=>5 0.
0

Note que <(k(un — u)m):,;) C L?(I). Segue da definigao da norma de HZ(I) e de (3.47

neN

que

sup || (k(un — u)z)z|| 2201y < sug [tn = ul[ 21y < o0 (3.50)
ne
Da Desigualdade de Holder, de (3.50) e (3.48]), temos

n—oo

< ([ (un = we)all 2 llun = wll 20y —= 0,

/ (ks — u).), (o — ) d

comprovando a Afirmagao [T}

1 n—oo
0

Afirmagdo 2. k(un — u)z(u, — u)|,
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. . 1 e
Para provarmos essa afirmagao, mostraremos que a sequéncia <k:(un — u)z‘()) é limitada
neN

e a sequéncia ((un —u) ‘é) converge para zero.
neN
Segue do Lema que

1 1
/ VEk(un)pw de — / Vkugwdz, Yw e L*(I). (3.51)
0 0
Para v € HL(I), temos Vkv, € L*(I). Tomando w = vkv, em (3.51), obtemos

1 1
/ k(up)zv, do — / kugv, do, Yv € HL(I).
0 0

Em particular,
1
/ k(ty, — u)v, dv — 0, Yv € HE(I)
0
e, consequentemente,

1 1
kvg(u, — u)|(1) — /0 (kvg)z(un —u) de = /0 k(t, — u)pvpdv — 0, Yv € HY(I).  (3.52)

Para cada v € H?(I) fixo, segue da Desigualdade de Holder, de (kv,), € L*(I) e de (3.48))
que
1 1
/ (kvg)z(up —u)dx| < / |(kvg) o (ty — u)| do < ||(Kvg)el z2(n||un — wllr2(y — 0. (3.53)
0 0

De (B52) e (853), temos

kv, (u, — u)|(1) — 0, para cada v € Hp(I) fixo.

Seja v € HZ(I) tal que v,(0) = k(0) ™ e v,(1) = k(1)~*. Como k(0) e k(1) sdo ndo nulos,
segue que

(un—u)émo.

Agora, resta provar apenas que (k(un — u)x|(l)> ¢ uma sequéncia limitada em R. Como
neN
k(u, —u), € H'(I), temos

L H I R A [T

< k(= wa)allz2ay < llun — ullmza)-

Devido a (3.47)), temos |lu, — ul| 27y < 00 e, portanto,

1
sup |k(u, — u)x‘o) < sup ||u, — U||H,§(I) < 00,
neN neN

comprovando a Afirmagao [2|

Das Afirmacoes (1| e , segue que ||[VE(u, — )| mi(ry — 0, encerrando a prova. O
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Portanto, equivalentemente aos espacos de Sobolev, obtemos a cadeia de inclusoes compactas
HY(I) —— HYI) —— L*(I).

Tal cadeia de inclusdes serd utilizada tanto na prova de existéncia de solugoes u(t,-;u°) de

-, para todo ¢ > 0, quanto para garantir que o primeiro autovalor do problema linearizado

associado a (2.1]) serd atingido.

3.2 Existéncia de solucoes para o problema degenerado de
Allen-Cahn

Com os resultados da segao anterior, baseado nos artigos [12} [33], iremos provar a existéncia

de solucao u(t, - ;u’), para todo ¢t > 0, de
(3.54)

onde k e f satisfazem as hip6teses (hy) — (hs).
Para isso, provaremos alguns resultados relevantes, além de utilizar resultados existentes,

como por exemplo, existéncia e unicidade de solucao fraca para um determinado problema.
Definigao 3.15. Seja u® € L*(I). Uma fungao u é dita solu¢do fraca do problema (3.54)) se
u e C([0,T; L*(I)) N L*(0, T Hy (1))

e, para toda ¢ € H'(0,T; L*(I)) N L*(0,T; H.(I)), temos

/1 (T, 2)p (T:zc)dx—/ 0(z) Oxdx—// (t, 2)pu(t, ) da dt
//kuxm%mdde//f (t,2))p(t, z) dz dt.

Dado g € L*((0,00) x I), seja B(t) um operador linear definido por

Através de algumas técnicas referentes a teoria de Semigrupos (veja, por exemplo, [12, [14]),

o problema
uilt,2) = (B(@)ualt, 2))e + g(t, 2)ult, ), (1) € (0,00) x T
u(0,x) = u’(x), rel (3.55)
uz(t,0) = u,(t,1) =0, t € (0,00)

esta bem posto no sentido dessa teoria.

Fixado T" > 0, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.16. Sejam u® € L*(I) e g(-,z) € C*(0,00), para todo x € [0,1]. Entdo (3.55),

referente ao intervalo (0,T), possui uma unica solugdo fraca

w e C(0,T); L(1)) N L*(0, T; HA(I))

T
sup (O + [ [0y dt < el
te[0,T 0

para alguma constante cp > 0.

Além disso, se u’ € D(A), entao
we HY(0,T; L*(1)) N L*(0,T; Hy (1)) N C([0,T]; Hy(I))

e existe uma constante Ay > 0 tal que

T
tS[%PT] ||U(t)||§{;(1) +/0 [HutH%m) + H(kux)xH%?(I)} dt < )\THU(]H?{;(I)-
€0,

Observagao 3.17. Como D(A) é denso em H}(I), o Teorema é valido se u® € HL(I).

A demonstracao do resultado a seguir pode se encontrado em [2I]. Utilizaremos o Teorema

de Aubin-Lions para mostrar uma inclusao compacta que sera utilizada no decorrer desta secao.

Teorema 3.18 (Teorema de Aubin-Lions). [21] Sejam Xy, C X; C X3 espagos de Banach tais
que Xy e Xy sao reflexivos e a inclusao Xo C Xy € compacta. Sejam ro,r1 € (1,00) e a,b € R

com a < b. Entao,
L™ (a,b; Xo) N W (a,b; X5) estd contido compactamente em L™ (a,b; X,).
Através do Teorema de Aubin-Lions, obtemos o resultado:
Lema 3.19. A inclusao
HY(0,T; L*(1)) 0 L*(0,T; Hy (1)) € C([0,T); L*(1)) N L*(0, T; Hy (1))
€ compacta.

Demonstragdo. Utilizando o Teorema de Aubin comrg =r; = 2,a =0,b=T, X, = H}(I), X; =
H(I) e Xy = L*(I), temos

HY0,7T; L*(I)) N L*(0, T; HZ(I)) —— L*(0,T; H.(I)). (3.56)
Além disso, como

HY0,T; L*(I)) N L*(0,T; HZ(I)) € H'(0,T; L*(1))



3.2. Existéncia de solucoes 81

e
HI(0,T; 12(I)) > C((0,T}; IA(1),
temos
H'(0,T; L*(I)) N L*(0, T3 Hy (1)) < C([0, T}; L*(1)). (3.57)
A inclusdo compacta desejada segue de (3.56|) e (3.57)). O

Munido de todos os resultados necessdrios, podemos provar a existéncia de solugao u(t, - ; u"),
para t > 0, do problema (3.54)). Para isso, note que do fato de f € C1(R) e f(0) = 0, obtemos

1
f(u):/oldi)\f(/\u)d/\:u/o f(Au)d\, YueR.

Seja X = C([0, T]; L*(I)) N L*(0, T; H)(I)), defina
1
gt ) = / FOult,2) dA, ¥ (¢ 2,u) € (0,00) x T x X. (3.58)
0
Para (t,z,u) € (0,00) x I x X, temos:
o f(u(t,z)) = g(t,x,u)u(t, ).
e |g(t,z,u)| < ¢, onde ¢; é a constante mencionada em (hs).
Além disso, o resultado seguinte é vélido.

Lema 3.20. Se v, — v em X, entao
lim g(t, 2,v) = g(t, 2, v) atp em (0,T) x I,
n—0o0

onde g estd definida em .

Provemos agora, o resultado principal desta secao.
Teorema 3.21. Se u’ € H}(I), entdo possui solugdo
w€ HY0,T; L*(I)) N L*(0, T; HA(I)).
Demonstragdo. Sejam X = C([0,T]; L*(I)) N L*(0,T; HL(I)) e
g’ (t,x) = g(t,z,v(t,z)), V(t,z,v) € (0,T) x I x X,

onde g estd definida em (|3.58]).
Defina o operador A : X — X por

Alv) =u’, Vv e X,
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onde u" é a Unica solucao fraca de

ue(t, x) = (k(2)ue(t, x))e + 9" (¢, x)ult,z), (t,x) € (0,T) x 1
u(0,z) = u’(x), rel (3.59)
Uz (t,0) = uy(t,1) =0, te(0,7).

O Teorema [3.16| garante a existéncia e a unicidade de u” e, consequentemente, o operador
A estd bem definido. Para provarmos a existéncia de solugao de ([3.54)), iremos mostrar que
o operador A possui ponto fixo u”, isto é, A(u”) = u", que serd solugao de (3.54). Para tal,

utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Entao, é suficiente provar:
(1) A: Bx — By,
(7i) A é uma operador compacto,

(737) A é um operador continuo,

onde

BXI{U€X3HUHXST}7

com 7 = cpl[u’||7z ) €

T
[v]x = sup Hv(t)||%2(1)+/0 () 773y .

t€[0,T]

Vejamos. Para o item (i), note que o Teorema m garante que A(X) C Bx e, portanto,
A(Bx) C Bx.

Para o item (i), seja (v, )nen C X limitada e defina
Y := H*0,T; L*(1)) N L*(0,T; HZ(I)).

Segue da Observagao que (u")peny C Y e do Lema , a sequéncia (U )peny C X
possui uma subsequéncia convergente e, portanto, A é um operador compacto.

Provemos agora, o item (iiz). Para provarmos que A é um operador continuo, dados
(Un)neny C X e v € X tais que v, — v em X, mostremos que A(v,) — A(v) em X.

Por definicao, u” e u"", para todo n € N, sao solugoes fracas de associados a v
e v, respectivamente. Novamente, da Observacao [3.17, temos (u""),eny C Y limitada e da
reflexividade de Y, existe u € Y tal que u"* — w em Y e do Lema [3.19, passando a uma
subsequeéncia, se necessario,

u’ — wem X. (3.60)

Provemos que w = u”. Multiplicando a equagao

up" = (kug")e + g™ (8 x)u™
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por uma fungao teste ¢ € H'(0,T; L*(I))NL*(0,T; H.(I)), integrando em (0, T) x I e utilizando
u(t,0) = uyn(t,1) =0,

temos:

/1 (T, z)p (Ta:)da:—/ O(x) O:z:dx—/ / "(t, x)e(t, x) do dt
/ /k:u”"txgpxtxdxdt—l—/ / ,x)o(t, x) de dt.

1 1
Afirmagao 1. / u(T,x)p(T, z)dx — / u(T,x)p(T, z) dx.
0 0

Como u’» — u em X, temos u'"(T) — u(T) em L*(I) e do fato de p € H*(0,T; L*(I)),
obtemos p(T) € L*(I). Segue, da convergéncia fraca u'"(T) — u(T) em L*(I) que

/1 (T, 2)¢ (Tx)da:—>/ (T, 2)e(T, z) dz.

Afirmagao 2. / / " (t,x)p(t, ) do dt —>/ / (t,x)p(t, x) dx dt.

Pela Desigualdade de Holder, célculo direto, de (3.60) e de o € H'(0,T; L*(I)), temos

T
a(t, 1)) oilt, ) dxdt] < / '™ () = G0 2o e (D) 2y

T 1 T
< sup a6 = w(Ollay [ IOl e < Ju = alld [ i@l dt — 0.
0 0

t€[0,T]

T 1 T 1
Afirmagao 3. / / kulr (t, z)p.(t, x) de dt H/ / kKt (t, z)p.(t, z) dx dt.
o Jo o Jo

T 2
De (]3.60)), temos / H\/Euz” (t) — \/Eﬂm(t)HLm) dt — 0, entdo
0

VEiu' — Vi, em L*((0,T) x I).

Por outro lado, como ¢ € L*(0,T; HL(I)), temos Vkp, € L*((0,T) x I). Portanto, da
convergéncia fraca vku — ki, em L*((0,T) x I), segue que

T 1 T 1
/ / kulr (t, z)p.(t, ) de dt — / / k. (t, z)p.(t, z) dx dt.
o Jo o Jo

Afirmagao 4. / / " (t, x)u (t, z)p (txdxdt—)/ / (t,x)u(t, z)p(t, x) dx dt.
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Temos

/OT /01 g (t, z)u (t, z)p(t, x) — g°(t, x)u(t, z)p(t, ) dz dt‘

<

/OT /0 | [ (. 2) = (@) g (1 @)t o) da dt‘

. /0 ! /0 1 [ () — g (1. ) |t ) ot ) dxdt’.

Se provarmos que cada parcela do lado direito da desigualdade tende a zero, provamos a

Afirmacao [4] Facamos isso.

Afirmacao 4.1.

Seja ¢; > 0 a constante da hipdtese (hs). Logo, da Desigualdade de Holder e de (3.60)),

temos

/oT /01 [“ (¢, ) —at, f)]g”"(t, z)p(t, x) du dt’

T 1 T
<o / ™ (6) — w0 sz e Ol sz dt < eallu™ — ] / o)l 22 dt — 0.
0 0

Afirmagao 4.2.

/OT /01 [gvn (t,x) — g”(t,x)}ﬂ(t,x)np(t,x) dx dt‘ — 0.

Comou € X e p € L*(0,T; H.(I)), temos u, p € L*((0,T) x I).
Da convergeéncia v,, — v em X e do Lema |3.20} segue que

g (t,x) — ¢°(t,x) qtp em (0,T) x I.

Logo,
g (t,x)u(t, x)p(t, z) — ¢°(t, x)u(t, x)e(t, ) qtp em (0,7) x I. (3.61)

Além disso,
lg" (t, z)u(t, z)p(t, 2)| < ci|u(t, z)p(t, x)| € L*((0,T) x I) qtp em (0,T) x I. (3.62)
De , e do Teorema da Convergéncia Dominada, segue que
g — ¢'tp em LY((0,T) x I),

comprovando a Afirmagao [4.2]

Através das Afirmagoes [£.1] e [£.2] concluimos a Afirmacao [4

Segue das Afirmagoes [I}, 2] 8] e 4] que o operador A é continuo. Portanto, A possui ponto
fixo u", que por sua vez é solucao de em (0,7). ]



3.53. Estudo de estabilidade 85

A existéncia de solugao u(t, - ;u®) de (3.54), ou equivalentemente, de (3.1)), para todo ¢ > 0,
decorre do Teorema [A.3]

3.3 Estudo de estabilidade da solucao estacionaria do problema
degenerado de Allen-Cahn

Nesta secao, nosso objetivo é mostrar que @ : I — R definida por

_ [ a, em (0,
(B gty 6%
é um padrao de
ur = (kug), + f(u) em (0,00) x [
u(0, ) = u’(

) (3.64)
(

onde k e f satisfazem as hipdteses (h1) — (hs) e « e 3 sdo os zeros estaveis de f.

Do fato de H}(I) conter fungoes descontinuas em g, a fungio u ¢ uma forte candidata a
padrao de , justamente por que os valores que definem sua imagem sao os zeros de f e
ambos sao solugoes estacionarias constantes desse problema.

O préximo resultado garante que @ é solugao estaciondria de (3.64) ou equivalentemente, de

B1).
Proposicao 3.22. A funcao u, definida em , € solucao estaciondria de .

Demonstragao. Como u é constante em (0, zg) e (xo, 1), segue que (ku,), = 0 em I\{zo}.
Além disso, @ independe do tempo t e f(u) = f(a) = f(8) =0 em I.

Logo, u satisfaz

{ (kug)e + f(u)=0 em I
u;(0) = uy (1) = 0.

]

Para prosseguirmos com a prova da estabilidade de u, utilizaremos o conceito de operador

de Nemitski. Tal operador é definido do seguinte modo:

Definigao 3.23. Seja M ([) a classe das fungoes reais u : I — R mensurdveis em /. Dada
uma fungao g : R — R, o operador de Nemitski associado a g é o operador definido em M (1)
por

u(x) — g(u(z)).

Usaremos a mesma notagao de g para o operador de Nemitski, mas deixaremos explicito

através do dominio de g, quando necessario, se g é a funcao real ou o operador.
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Neste trabalho, utilizaremos apenas dois operadores de Nemitski: f e F, onde f é a funcao
reagao e F' = —f.
Vejamos algumas propriedades sobre o operador de Nemitski f : H}(I) — L*(I). A partir

de agora, iremos lidar com as derivadas de Fréchet e de Gateaux do operador f, denotadas por

df € de7

respectivamente. Os operadores que forem Fréchet-diferenciaveis serao chamados apenas de

diferencidveis.

Teorema 3.24. Seja f: R — R sob as hipdteses (hg) e (hs). Entao, as sequintes condigoes

estao satisfeitas:

(i) o operador de Nemitski f : H}(I) — L*(I) estd bem definido, é diferencidvel e sua

derivada df € continua.
(it) f: H(I) — L*(I) € um operador de Lipschitz, isto €, existe d > 0 tal que

1£ () = f)llz2y < dllu = vllmyay, Yu,v € Hy(D).

(17i) Seja u a fungdo definida em . Entao,
f@+v) = f(v) +df (@]v] +r(v),

onde
lr(@)llz2@y Mlapon=0

||U||H;(1)

Demonstragdo. (i) A boa definigdo do operador f : H}(I) — L*(I) decorre imediatamente

da hipétese (hs), uma vez que

1 1
”f(U)H%m): i f(u)2da:§/0 Adr = ct < oo, Yue€ H(I).

Para mostrarmos que f é Fréchet-diferencidvel, provaremos que o operador dg f : H(I) —
L(H}(I), L*(I)) existe e é continuo, onde L(H}(I),L*(I)) denota o espago dos operadores
lineares continuos de H} (I) em L*(I). Para tal, fixados u, p € H}(I), mostremos que

f(u+ 390) - f(u) 5—0

S

f'(w)g em L*(I),

ou seja,

S

‘f(quSso)—f(U)

De fato, para s # 0, seja gs : I — R definida por
_ flut sp) — f(u)

s =
S
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Afirmacao 1. g 520, f'(u)p em L*(I).

Para provarmos essa afirmacao, aplicaremos o Teorema da Convergéncia Dominada em
(gs)s20- Note que, a convergéncia qtp gs =0 f'(u)p decorre imediatamente da definigao de
derivada de f em u(x), para x € I.

Agora, provemos a existéncia de uma fungao h € L*(I) tal que
Vs #0,|gs(x)| < h(z) qtp em I.
Fixado x € I, para s # 0, sejam

ms(z) = min{u(x) + sp(z),u(zr)} e My(z) :=max{u(z) + sp(z),u(z)}.

Como f € C'(R), pelo Teorema do Valor Médio, existe ys(z) € (ms(x), M(x)) tal que

FM(2)) = Fma(w)) = F'(gs()) [Mi () = my(a)].

Logo,

|95 ()| = = ' (gs(2))lle(2)] < erleo(@)| € L*(D),

F(u(e) + sp(r)) ~ F(u(o))

s

onde a constante ¢; estd definida em (hs).
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que g, — f’(u)e em L?*(I), concluindo a

Afirmacao [1] e, portanto, dg f existe e é dada por

def(u)e] = f'(u)e, Vu, o€ Hy(I).

Para completarmos a prova desse item, basta verificarmos a continuidade de dgf. Isto é,

dados u,v € H}(I), provar que

HUHHI}:([)_K)
lde f(u+v) = def (W)L ny,e2y) —— 0,

onde

lda f(u+wv) — de(U)”L(H;(I),m([)) = SUP( : |da f(u+v)[p] —daf(u) MHL?(I)- (3.65)
pEH} (I
111 (1 <1

Para cada v € Hj(I), temos

lde f(u+v)[e] = daf(Welll2my = /O (f'(u+v)p = f(w)p)’ dw}

NI

= [ (resn - 1) e

1
1 2
= / 93902011:] : (3.66)
0

N
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onde g, = f'(u+v) — f(u)
Para ¢ € Hj (1) tal que [[¢[|g1(;) < 1, temos
1 2
l/ gop” dx] < 2aillellm ) < 2e1, (3.67)
0

uma vez que f’ é limitada por ¢; (constante da hipdtese (hs)). Segue de (3.67) que existe
7(v) € [0,2¢] tal que

[SIE

T(v) = Sup) [/0193902(1;1:} : (3.68)

peH(I
HﬁollHi([)Sl
De ([3.65)), (3.66|) e (3.68)), temos
lde f(u+v) —daf(u)llLm L2y = 7(v)- (3.69)

Para provarmos o desejado, mostraremos que 7(v) é atingido e em seguida, que 7(v) — 0
quando [[v][g1 ¢y = 0.
Afirmagao 1. 7(v) é atingido, para todo v € H}(I).

Com efeito, seja (¢, )neny C Hi(I) uma sequéncia maximizante, isto é lenllziry < 1, para

todon € N, e

lim l /0 e dxr — (o). (3.70)

n—o0
Como (pn)nen ¢ limitada em H}(I) e H}(I) é reflexivo, existem ¢, € H}(I) e uma sub-

sequéncia, se necessario, tais que
©On — @, em H.(I), quando n — co.
Devido a inclusao compacta de H}(I) em L?(I), temos, a menos de uma subsequéncia,
n—00 2
On — @, em L*(1). (3.71)

Do fato de f’ ser limitada, segue de (3.71]) e do Teorema da Convergéncia Dominada que

1 2 1 2
{/ gggpi dx} e, {/ gggoz dx} ) (3.72)
0 0

ol () < lirgle%\]nf lonllmry < 1. (3.73)

Segue de (3.70)), (3.72]) e (3.73)) que

Além disso, temos

1 3
r(v) = [ | et das] - com [lgllaey < 1 (3.74)
0

completando a Afirmagao [I}

Para completarmos a demonstracao, provemos que 7(v) — 0, quando v — 0 em H}(I).
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”U”H%([)_)[)

Afirmagao 2. 7(v)
Para isso, basta provarmos que

—0

De fato, sejam (h,), (j,) C L*(I) sequéncias definidas por
he = gy, e Ju = 4cipy, Vv € Hi(I).

A fim de aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado, resta provar a existéncia
de jo € L'(I) tal que j, — jo em L'(I) e h, — 0 qtp em I quando [[v||g1 ) — 0. Para ambos
os casos, basta provar que a sequéncia (¢?) C L'(I) é convergente.

Como (¢,) C HL(I) é limitada, existe ¢y € H}(I) tal que
v — o em HA(I) quando [[ofl sy = 0.
Devido a inclusao compacta de H}(I) em L?(I), temos, a menos de uma subsequéncia,
0o — o em L*(I)

e, consequentemente,

iy = 5 em LY(I).

Com isso, h, — 0 qtp em I, uma vez que g, — 0 qtp em I, e tomando j, = 4cipZ,
segue a convergéncia de j, — jo em L'(I). Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada

Generalizado em (h,) e (j,), temos

1
R et
gy, dr| ———— 0,
0
concluindo a Afirmacao [2|

De (3.74) e da Afirmacao [2 obtemos

HUHH]}:([)%O
lde f(u+v) = def (W)L ny,e2y) —— 0,

ou seja, df existe, df = dgf e, portanto, f é diferencidvel.
(i7) No item (), vimos que f é Gateaux-diferenciavel. E sabido que, para u, v € H}(I), temos

1£(0) = F@)zny < sup {lde f (@)l nmyony zaary = w € o]} llw = vllgery, (3.75)

onde [u, v] denota o segmento {su + (1 — s)v:s € [0,1]}.
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Para provarmos que f é Lipschitz, mostremos que [|dg f(w)|| 1 1 (1),L2(1)) € limitado por uma

constante, para todo w € H}(I). De fato,

e f (w)l]lz2(r)

peHL(I) ||90HH;(1)
p#0

= sup [/ I (w }
peHL(I) ||90HH1 (I

w#O

lda f(w) ||L(H,§(1),L2(1))

lellz2a
sup cl—
peHL(I) ||<v0||H1
p#0

S C1, (376)

onde ¢; é a constante da hip6tese (hs).

Segue de e (3.76) que
1f () = @)z < ellu = vllmpy, Yu,v € Hy(I).
(ii1) Seja u definida em (3.63). Dado v € H}(I), defina
r(v) = f(@+v) — f(u) — df (@)[v].
Como f ¢ diferenciavel, em particular, diferenciavel em u, temos

Ir@)llzeay Whepen =

[0l

/

O

Como dito inicialmente, para provarmos a estabilidade da funcao wu, serao necessérios alguns
conceitos e resultados que serao introduzidos no decorrer desta secao. Considere o seguinte

problema de autovalor linearizado em torno de u :

(kpz)e + f'(@)e + =0 em/
{ 6050) = (1) ci O,W (3.77)

onde ¢ € H}(I) e p € R sao denominados de autofungao e autovalor associados a u, respecti-
vamente.

Salientamos que i € R, pois o operador eliptico degenerado A, definido em , é um
operador autoadjunto.

Além das propriedades do operador de Nemitski f feitas anteriormente, precisamos provar
que os autovalores de estao contidos na semirreta positiva (0,00). O caminho que utili-
zaremos para esta prova ¢ definir um funcional de energia £ € C*(H}(I),R) associado a (3.64)
e, através dele, provar que o primeiro autovalor de é maior que zero, uma vez que todos

os autovalores de ([3.77) sao maiores que o primeiro autovalor. Facamos isto.
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Seja £ : H}(I) — R um funcional de energia definido por

E(u) = /0 1 Ezﬂ +F(u)} dr, Yu e H.(I), (3.78)

onde k é a fungao de difusibilidade que satisfaz (hy) — (hs) e F': R — R é um potencial duplo
definido por

Flu) = —/Ouf(f) ¢, Yu € R.

Observe que F' € C?*(R) e a e 8 sao minimos locais isolados de F', visto que f satisfaz as
hipéteses (hg) e (hs). Além disso, veja que o operador E pode ser tomado nao negativo, pois

se F' nao for uma funcao nao negativa em R, podemos considerar sua translacao nao negativa
F=F —min{F(a), F(8)}.
Entao, temos os seguintes resultados:

Proposicao 3.25. O funcional de energia E definido em esta bem defimido, E €

C?*(HL(I),R) e suas derivadas sdo definidas do sequinte modo:

8E@0Mﬂ—ll ks — Fu)g] da, Y, o HA(T)

1
PE)lp ] = [ Ibpah, — f(wh] de, Yuoh € HAU,
0
onde O denota a derivada de Fréchet.

Demonstracao. A prova sera dividida em trés partes. Primeiro, mostraremos que E estd bem

definido.
Afirmacao 1. E estd bem definido.
Dado u € H}(I), segue da hipétese (hs) que

1 1 pu 1
/ F(u)dxg/ / cldfdx:cl/ | dz = erllullan < edllulliz < 0o (3.79)
0 0 Jo 0
De 1} e de ||[Vkug||r2(r) < oo, para todo u € Hi(I), temos
YTk
E(u):/ [§Ui+F(u)] dr < oo, Yu € HL(I),
0

confirmando a Afirmagao [T}
Afirmacao 2. E é diferenciavel.

Para provarmos que E é diferencidvel (ou seja, Fréchet-diferenciavel), provaremos que o
funcional é Gateaux-diferenciavel com derivada continua.
De modo a facilitar as contas, dividiremos o operador E' em dois operadores. Sejam D, W :

H}(I) — R definidos por

D(u):/o gugdg; e W(u):/o F(u)de, Yue H(I).
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Afirmacgao 2.1. D é diferencidvel.

Fixados u, ¢ € H}(I), provemos que
D — D(u) 4 !
(u+ sp) (u) s—o0, / Kty d.
0

S

De fato, para s # 0, temos

Dl =D0) [
S 0

_ Il 11<;2czg;<@|| 12,0, =50
~ 2 ), TPt = g Wl '

Portanto, gD : H}(I) — (H}(I))* existe e é dado por

1
JeD(u)[g] = / kg, dv, Yu,p € Hy(I). (3.80)
0

Para concluirmos a Afirmacao [2.1 provemos que o operador dgD é continuo. Com efeito,

dados u,v € H}(I), temos

OcD(u+ v — 0aD(u
HagD<u+U) _aGD(u)H(H;(I))* _ sup | G ( )[30] G ( )[QOH
peHL(I) HSDHH;(I)
»#0

||v||H]£(I)_>O

< Wkvallzzm < vl
Deste modo, concluimos que D é Fréchet-diferenciavel e 0D = 0D, encerrando a prova da
Afirmacao [2.1]
Afirmacao 2.2. W é diferenciavel.

Fixados u, ¢ € H}(I), provemos que

/0 F(u+ sp) — F(u) PN _/O Fluw)pda. (3.81)

S

Seja s # 0 e considere g, : I — R definida por
_ F(u+sp) — F(u)

s
S

Se g, =% —f(u)p = F'(u)p em L*(I), entao (3.81) ocorre. Perceba que tal demonstragao

é analoga ao que foi feito na Afirmacao |1|do Teorema m -(4), trocando F' por f e, apenas por
este motivo, omitiremos tal prova.
De (3.81]), concluimos que o operador oW : HL(I) — (H}(I))* existe ¢ dado do seguinte

modo: .

O6W ()] = — / f(u)gdz, Yu,p € HYI). (3.82)
Dados u,v € H}(I), a continuidade de 9gW segue de
|0cW (u + v) (] = O W (u)[¢]|

H@C;W(u -+ ’U) — ac;W('LL)H(Hi(I))* = sup
peHL(I) ||90HH,1(1)
»#0
”UHHI%(])—}O
< f(utv) = fW)llr2q) ——0
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Portanto, OgW : Hl(I) — (HL(I))* é continuo e, consequentemente, o operador W ¢ dife-

renciavel com OW = 0gW, encerrando a Afirmacao [2.2

Das Afirmacoes e[2.2] obtemos a Afirmagao[2] Além disso, de (3.80) e (3.82)), temos
1
OB (Wl = [ Ihusps — f(u)e] do, Vuio € HAD).
0

Afirmacdo 3. 0*E existe e é um operador continuo.

Vimos nas Afirmagoes [2.1] e [2.2] que 9D e W existem. Caso 9°D e 9*W existam, teremos
0*D(u),*W (u) € L(HL(I), (H}(I))*), paraw € HL(I). Do isomorfismo entre L(H(I), (H}(I))*)

e L?(H\(I),R), espago dos operadores bilineares continuos de H}(I) x H}(I) em R, teremos

(9*Dw)le]) 1] = G*D(w)li, bl Yu, i,k € HL(T)

(0°W ([l ) 0] = *W (w)[ip, ), Vu, 0,k € HLD).
Para esta prova, utilizaremos o mesmo método usado na Afirmacao[2} provar que os opera-
dores 0D e OW sao Gateaux-diferencidveis e que os operadores 92D e 0%W sdo continuos.
Afirmacao 3.1. 9*D existe e é um operador continuo.

Fixados u, ¢ € H}(I), mostremos que

H OD(u + sp) — 0D(u) =20, (3.83)

S

1
onde J(¢)[h] = / koph, dr, ¥ h € H(I).
0

Note que
OD(u+ sp)[h] — 0D (u)[h]

— J(p)[h] =0, Vh e H(I),

validando (3.83) e, portanto,
1
D()lp.h] = [ Kpaheds, Vuo,h € HYL) (3.84)
0

Observe que 0% D(u) = 0%D(v), para quaisquer u,v € H}(I). Portanto,

”v”H%(I)*)O

108D (u+ v) — ag:D(U)||L(H,i(1),(}1,1(1))*) —0,

ou seja, 04D é um operador continuo e consequentemente, D é Fréchet-diferencidvel com

9*D = 92D, encerrando a Afirmacdo [3.1]

Afirmacdo 3.2. 0°W existe e é um operador continuo.
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Fixados u, ¢ € H}(I), provemos que

H OW(u+s5p) = OW(W) _ ;o

S

(Hj (1))

1

onde J(p)[h] = — / F(w)puha dz, ¥h € HA(I).
0
Para h € H}(I) tal que Al 2y < 1, da Desigualdade de Hélder, temos

OW (u+ s@)[h] — OW (u)[h YT fu+sp) — f(u )
AV OV ) | [ A0 =10 ]
0
flu+sp) — f(u , flu+sp) — f(u ,
< ol | DI | < [T pgy) sy
iy L2(1) iy L2(1)
Segue da definigao da norma em (H(I))* e de (3.85) que
oW (u+ sp) — oW (u u+sp) — flu , s
8 (H(D)" ° LA(D)
uma vez que a convergencia
f(u+si)_f(u) —>f’(u)gp em LQ(I)
estd provada na Afirmagao [I] do Teorema [3.24]-(z).
Portanto, 94W existe e é dado por
1
W Wleh) =~ [ Fwphds, Vuoh e HD), (3.56)
0

Para encerrarmos a prova da Afirmagao , basta mostrar que %W é um operador continuo.

Dados u,v € H}(I), temos

10W (u + v) = W () a1y, (1)) = SUP( | 10ZW (u+v)[e] — OGW (w)[]ll a1 (1~
peH,; (I
=

— sup sup |RW (o)l h] — W (W)l Bl (3.87)
peHL(I) heHE(I)
”‘P”Hi(mél HhHHé(I)Sl

Para ¢, h € H}(I) tais que \|90||Hé(1), ||h||H;(1) < 1, da Desigualdade de Holder, temos

ORI (o)) = Wil = | [ 1t o) = ] ohda
llzen 1f (a4 v) = £ (@) el

I (w+v) = f(w)] el

1 3
= { / 9390261:61 : (3.88)
0

IN

IN
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onde g, = f/(u+v) — /().
Definindo
1 3
)= | [ @] voe i,
0
segue das Afirmacoes[I] e [2 do Teorema que

|0EW (u+v) — a(2;W(u)||L(H,g(lr),(H,g(1))*) < sup ||[f(u+v) = f(u)]ellem — 0,
pEH(I)
IltpHHé(I)Sl

quando ||v|| g1y — 0.
Portanto, 0%2W é continuo, W ¢ Fréchet-diferencidvel e 0*°W = 9%W, comprovando a
Afirmacao [3.2

Das Afirmacoes e segue a Afirmagao 3 e de (3.84) e (3.86)), temos
1
Bl = [ Ikpaha = F(u)oshs] d, Yo he HLD)
0
Das Afirmacoes [2] e [3] temos E € C*(HH(I),R). O

Dado u € H(I), ao utilizarmos a mesma funcao ¢ € H}(I) em ambas as coordenadas de
0?E(u), temos

1

PE(u)lg] == *E(w)[p.¢] = / kg — fu)? de, V€ HMI).

Além disso, através da compacidade da inclusao H}(I) em L*(I), garantimos, de modo

analogo ao caso regular, que o primeiro autovalor associado a uma solucao estacionaria u €
H}(I) do problema ([3.64)), é atingido e definido por

pa(u) == inf{OGE ()] : ¢ € Hy(I), | pllzacy = 1},

onde Jg denota a derivada de Gateaux.
Deste modo, o primeiro autovalor p; () de (3.77) é dado por

pn () = inf {/0 ks — f(@¢°| da € Hy(I), ¢z = 1} :

Até o momento, definimos um funcional de energia E € C*(H}(I),R). O préximo passo é

garantir que o primeiro autovalor p (@) > 0.
Proposicao 3.26. Eziste p > 0 tal que pui(w) > p.

Demonstragdo. Seja ¢ € H(I) tal que ||¢|| 2 = 1.
Como f'(a) <0e f'(B) <0, temos Temos

/0 ke — P de > — /0 @) de = —f'(a) /0 " P de - f(8) / 2 d
> min{—f'(@), — ' (B)}lelZe = — max{f'(a). £ (8)} > 0.

Tomando p = — max{f'(«), f'(5)}, temos o resultado. O
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Esse resultado sera de grande valia para garantirmos a estabilidade de u, provada adiante.
Com esse intuito, agora introduziremos alguns resultados e defini¢oes das teorias de Operado-
res Setoriais e Poténcias Fracionarias de Operadores necessarios para darmos continuidade a
prova de estabilidade de . Destacamos que tais resultados e defini¢oes enunciados aqui estao
adaptados ao nosso problema. Para uma analise mais profunda dessa teoria, recomendamos
[1].

Definicao 3.27. Um operador T é setorial em um espaco de Banach X se T for um operador
fechado, densamente definido e existem ¢ € (O, %], M > 1 e uma constante real d, tais que o

setor
Sap ={N 1 ¢ <Jarg(A—d)| <7, A # d}

esta contido no resolvente de T e

|A=T)71| < VA€ 540

M
A —d|’
Como o operador eliptico degenerado A, definido em ({3.5)), gera um semigrupo analitico de

angulo 7, temos o seguinte resultado.
Proposicao 3.28. [18, Teorema 12.8.1] O operador —A é um operador setorial.

Para completarmos nosso objetivo, sera necessario trabalharmos com o operador transladado

de —A. Seja Ay : D(A;) C L*(I) — L*(I) definido por
Ayu=(Id— A)u =u — (kug),, parau € D(A;) = D(A).
Como A; é uma translacao do operador setorial —A, temos:
Proposicao 3.29. O operador Ay = Id — A € um operador setorial.

Demonstracao. Decorre de [I7, Teorema 1.3.2]. O

Por estamos lidando apenas com operadores setoriais, os resultados e defini¢coes seguintes
sao feitos apenas para essa classe de operadores. Ressaltamos que o espectro de A; esta contido

em (0,00) e, portanto, os resultados e definigdes subsequentes sao vélidos para esse operador.

Definicao 3.30. Seja T um operador setorial tal que Re o(T") > 0, onde o(T") denota o espectro

1 o
T77 = —/ s te™sT (s,
I'(v) Jo

O operador T'7 é definido como a inversa do operador T~7, ou seja, 17 = (T‘“’)_1 .

de T'. Para v > 0, seja

onde I' denota a fungao gama.

Vejamos algumas propriedades a respeito desses operadores e seus dominios.
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Teorema 3.31. [17, Teorema 1.4.2] Se T é um operador setorial em um espago de Banach
X com Re o(T) > 0, entao T~7 é um operador linear limitado em X, para todo v > 0, e
T-NT=%2 = TN para quaisquer v1,ve > 0. Além disso, para v € (0,1), temos

T = M/ AN Id+T)~'d). (3.89)
0

™

Para alcangarmos o nosso objetivo, que é garantir a estabilidade de u, estamos interessados
apenas no operador A], quando v = % Por essa razao, a partir de agora, os resultados seguintes
serao voltados apenas para os operadores Al_% e A% .

A fim de caracterizarmos A% eD (A%), seja (en)neny C D(A1) a base ortonormal de L?(I)
definida por

Aje, = A\pe, com A1 >N, > A1 >0, VneN, (3.90)

que advém do fato do operador A; possuir resolvente compacto.

Utilizando os resultados anteriores, as seguintes caracterizacoes sao obtidas.

Proposicao 3.32. Seja (e,)nen base ortonormal de L*(I) definida em (3.90). Entdo, o opera-
dor A? : D (Af) C L*(I) — L*(I) ¢ definido por

Al%u = i Aé(u, en)r2(neén; YU € D (A%) : (3.91)

n=1

_1 1
Demonstragao. Inicialmente, iremos encontrar a caracterizagao de A, ? e em seguida, a de A7.

De ([3.89)), temos
AE = —/ A"2(AId+ A"t dA. (3.92)
0

™

Como Aie, = \,e,, para todo n € N, temos

1

()\ Id+ Al)_len = m@n, Vn e N. (393)
Segue de (3.92) e (3.93) que
-1 en [ A2 e S A2
A?e, = — d\ = " li d\
1€ T Jo At T s o A+ A
2e, -1 . 1
= i)\n2 lim arctg ( Vs ) = An’en, VneN. (3.94)
T 5—00 vV,

Dado u € D (Al_%> C L*(I), temos

<u, en)LQ(I)en-

I
WK

3
Il
i
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T _1
Seja s, = Z(u, €n)r2(1)en- Como A; * é um operador continuo (Teorema [3.31)), segue de

n=1
(3-94) que

L2(I)

_1 1
Ay u—E An 2 uean = HA12u—A12sm’

LQ(I)

_1
= HA]-Q(U/_SWL>‘L2(I)

< d|lu— sz, (3.95)

para alguma constante d > 0. Como $,, ——» u em L*(I), segue de 1) que

1

Z)\ 2(u, en) r2(nyen ——— Ay *uem L*(I)

e, portanto,
1

1 _1
A Qu—Z)\ 2(u, e,) L2(1)€n; Vu€D<A12>.

Tomando A =0e T = —AF no Lema [A.6, temos

1 =1 1
Adu = ZA%(u,en>L2(1)en, YueD (Af) :

n=1

]

Proposigao 3.33. Sejam (e,)nen base ortonormal de L*(I) e o operador A} definidos em

e , respectivamente. Entado,
i 00
D (Af) = due L2I) 0 Y At en)iagy <00 p - (3.96)

Demonstragao. Seja

Y = {u - L2([) . Z)\n<u, €n>%2(1) < 0
Afirmagao 1. D <A1%> cY.

1 1 1
Seja u € D <A12), entdao u € L*(I) e A?u € L?*(I). Logo, a série Z)\%<u>€n>L2(I)en é

n=1

convergente em L?(I) e, consequentemente,

Z)\n(u,enﬁzm < 00
n=1

Portanto, u € Y, comprovando a Afirmacao [1}
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Afirmagao 2. Y C D (Af) .

o o0 1
Seja u € Y, entdao u € L*(I) e Z/\n<u,en>%2(1) < oo. Logo, ZA% (U, en)r2(ren € conver-
n=1 n=1

1
gente em L*(I) e, portanto, u € D (Af) , concluindo a Aﬁrmagéo
Das Afirmagées [1] e 2| concluimos (3.96)). O

1 1
Além das caracterizacoes de A7 e D (Af), obtemos as seguintes propriedades.

1

Teorema 3.34. [17, Teorema 1.4.8] O espago LQ(I)% =D (Af) ¢ um espaco de Banach com
a norma
1
_ 142 2(7\%
lull; = HAIUHLQU), Yue L}I)3.

Além disso, D(Ay) € denso em L2(I)? e a inclusdo L*(I)2 C L2(I) € continua.
Em decorréncia do teorema anterior, temos:

Proposigao 3.35. O espaco L2(I1)2 ¢ um espago de Hilbert com a norma || - ||% induzida do
produto interno

{u, v)

_ (42 A%> v L2(1)3.
< luv 1’U L2(I)7 U,UG ( )

1
2
Além disso, se u; — u em L2(I), entdo ||u]||% — ||u||%

Demonstracio.  evidente que LA(I )% ¢ um espaco de Hilbert, utilizando o Teorema M

Vejamos a convergéncia em norma. Sabemos que

lusl13 =l = wll} + 2oy, ), — [l (3.97)

1
2

Basta provarmos que o termo a direita da igualdade de (3.97) tende a |lul|3. De fato, o
2

primeiro termo decorre da convergéncia u; — u em L*(1 )%, ou seja,
Juj —ul|i — 0. (3.98)
2
Para o segundo termo. Considere o funcional linear ® : L2(I)2 —s R definido por

O(v) = (v,u)1, Yv e LQ(I)%.

1
3
. ~ . 1 N .
Devido a convergéncia fraca u; — uem L?(I)2 (decorrente da convergéncia forte) e operador

®: L2(I)2 —> R ser continuo, temos

(uj,u)y = (u;) — S(u) = (u,ups = fulli. (3.99)

De (3.97), (3.98)) e (3.99), obtemos

leaglly = Jlul.



100 Capitulo 3. Problema fortemente degenerado

Além de L*(1 )% ser um espaco de Hilbert, ainda temos a seguinte propriedade em relacao

1
ao operador A7:
1
Proposicao 3.36. O operador A} € um operador autoadjunto e
11
AFA? = Ay em D(Ay) = D(A). (3.100)

_1 1
Demonstragao. Como A, * é um operador continuo, temos D <A1 2> = L?(I), através de Teo-

_1
rema|A.7, Além disso, A, ? é um operador autoadjunto, uma vez que (A, ),en € uma sequéncia
1 1

de nimeros reais (Coroldrio [A.8)) e como A, ? possui inversa A?, segue da Proposigao [A.9| que

1
A7 é um operador autoadjunto.

Provemos (3.100). Seja A;" a inversa de 4;. Em D(A), do Teorema temos
A (A%A%) _ (AI%AI%> (A%A%) — AL (A;%A%) A= ATTAT = 1d. (3.101)

De (3.101),
APA? = (A7) AZA? = A, (A;%%A%) — Add = A,

]

1 1
Através das caracterizagoes de A7 e D (Af) feitas nas Proposicoes |3.32| e |3.33, respectiva-

mente, e de todas as propriedades descritas anteriormente, temos

N|=

LA(I)2 = Hy(I)

e as normas destes espacos coincidem. Tais fatos sao demonstrados a seguir.

1

Teorema 3.37. Seja L2(I)2 := D (Af), definido em (3.96). Entio, L2(I)z2 = HX(I) e as

normas || - ||% e |l - @y coincidem.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, utilizando a integragao por partes (Lema [3.7) e a Proposigao

3.36] observe que, dado u € D(A;) = D(A), temos

1 1 1 1
Hu||§11(1) = / u2dx+/ kuidx:/ u2dm—/ (kug)u dz
i 0 0 0 0

1 1
= / ulu— (kug),] de = / uAyudr = (Aju, u)r2(p
0 0

2

_ <A%A%u,u> =<A1%U,A1%u> :HA%U (3.102)

L2(I)

L2(I) L2(I)

Iremos utilizar (3.102]) nas afirmagoes seguintes.

Afirmagio 1. L*(I)2 C H(I).
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Seja u € L2(I)2. Essa prova serd dividida em dois casos: u € D(A;) e u ¢ D(A).
Inicialmente, suponha u € D(A;), logo Aju existe e de (3.102)), temos

12 e
HuH%Ié(]) = HAlQuHL2([) = Z)\n<ua en)%Q(I) < o0,
n=1

isto é, u € HE(I).

Agora, vejamos o caso onde u ¢ D(A;). Como D(A;) é denso em L2(I)%, entao

N

J(uj)jen C D(Ay) tuj —u em L*(I)2. (3.103)

Aplicando (3.102)) em u;, para todo j € N, de (3.103)) e da Proposigao |3.35| obtemos

= lim [y} = fluf}?

1 2
. 112 o . 3.
Jlim gl ;) = lim HAluJ A

Jj—00

1 2
‘Aqu 0 E )\n(u,en>%2(1) < 00. (3.104)
L2(1
n=1

De (3.104)), segue que (u;);en C Hj(I) é limitada e da reflexividade de H}(I), passando a

uma subsequéncia, se necessario, temos
Jve Hy(I):u; —v e H(I) (3.105)
e, consequentemente, de (3.104]), segue que
||U||H;(I) < liﬁgnf ||Uj||H;(I) = ||U||% : (3.106)
Além disso, da inclusao continua L2(1)2 < L%(I) e de (3.103), temos

u; — u € L*(I). (3.107)

Portanto, segue de (3.105)), (3.107) e (3.106]) que

w=ve HNI) o lulma < Jull.
Com isto, demonstramos que L(1)z C HX(I) e
1
Jullmgen < lully, V€ 2D (3.108)

Afirmagdo 2. H}(I) C L2(])z.
Para provarmos esta inclusdo, observe que D(A;) é denso em H}(I), uma vez que D(A) é
denso em H](I) (Observagao [3.17) e D(A;) = D(A). Logo, para u € H}(I), segue que

I (uj)jen C D(Ay) s uj — u € HL(I). (3.109)
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Aplicando (3.102) em u;, para cada j € N, de (3.109)), temos
sup g1y = sup sl ) < o0,
jeN jEN

Deste modo, (u;) C LQ(I)% é limitada e, como L%(I)z é um espaco de Hilbert, portanto,

um espago reflexivo, segue que
v € L*(I)? :u; — v em LA(1)2. (3.110)
Da inclusao continua de L2(I)z < L2(I), temos

u; — v em L*(I). (3.111)

De (3.109)), (3.110) e (3.111)), temos

uw=ve LX)z (3.112)

Agora, resta provarmos a desigualdade entre as normas |[|-|[1 e ||+ || z1(r)- De fato, novamente,
2

utilizando a igualdade (3.102)) para u;, para todo j € N, de (3.109), (3.110]) e (3.112)), temos

l . .
ol < B ine [ = Vot || Af | = Voot g1y 0y = ol
ou seja,
lully < llullmp, Yue Hy(I), (3.113)

encerrando a prova da Afirmagao 2]
Das Afirmacoes [1| e , segue que L2(1)z = H}(I).
De (3.108)) e (3.113)), temos

lully = llulls ), Yu € Hy(D).
[l

Com os resultados provados até o momento, estamos aptos a provar a estabilidade de u
definida em ({3.63)). Para tal, iremos utilizar o teorema a seguir que é um caso particular do [17,
Teorema 5.1.1]. Pelo fato da prova desse teorema precisar de diversas propriedades acerca de
operadores setoriais e poténcias fracionéarias de operadores, tal resultado nao sera demonstrado

aqui, mas pode ser encontrado na referéncia supracitada.

Teorema 3.38. Sejam T um operador setorial em um espac¢o de Banach X, f : X7 — X,

para algum v < 1, e u solug¢ao estaciondria de

u + Tu = f(u), (3.114)
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isto €, Tu = f(a). Suponha
fa+v) = f(a) + Bv+ g(v), (3.115)

onde B € L(X",X),|lg(v)llx = o(||v|l,) quando ||v||, — 0 e f € um operador localmente
Lipschitz em X7. Se o espectro de T — B estd contido em {Re u > p}, para algum p >
0, entdo: dado € > 0, existe § = d(g) > 0 tais que, para todo valor inicial v’ € X7 em

3.114) com |[u® — @, < 6, a solugdo u(t,-;u’) de (3.114)) existe para todo t > to e satisfaz

|u(t,;u) —a(-)|l, < e, para todo t > to.
A estabilidade de @ segue do teorema anterior. Vejamos.

Teorema 3.39. A funcio u € H(I) definida por

{3 o

¢ um padrdo — solugcdo estaciondria nao constante estavel — de

up = (kug). + fu) em (0,00) x T
) =u"(") (3.117)

Demonstracao. Para tal prova, utilizaremos o Teorema [3.38

Tomando ¢ty = 0,X = L*(I),y = s,a =we T = —A, com A definido em , temos
T setorial (Proposicao , Xz = H}(I) (Teorema , u solugao estacionaria de (3.117))
(Proposicao[3.22) e f : H}(I) — L*(I) um operador de Lipschitz satisfazendo (3.115)), através
do Teorema [3.24] com B = df () e g(v) = r(v).

Para completarmos a prova, basta apenas provarmos a afirmacao referente ao espectro de
T —B=—(A+ B), onde

(T — B)v = — [(kvy). + f'(@)v], Vv e D(A).

Como A e B sdo operadores autoadjuntos, entao o espectro de —(A + B) estd contido na
reta real. Basta provarmos que o(—(A + B)) estd contido em {y > p}, para algum p > 0, ou
seja, que os autovalores de —(A+ B) sao estritamente maiores que p. Segue da Proposicao m

que existe p > 0 tal que

pa(u) > p >0,

onde i (u) denota o primeiro autovalor de ((3.77)).
Consequentemente, o espectro de (7' — B) estd contido em {y > p}.

Do Teorema [3.38 temos w padrao de (3.117)), ou equivalentemente, u é um padrao de

B1). =
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Com o teorema anterior, garantimos a estabilidade de @ definida em (3.63)) para o problema
(3.1]). Perceba que a fungao u : I — R definida por

- 0

a={ P omOx (3.118)
«, em (xg,1)

é uma padrao de (3.1)). Além disso, a definigao das fungoes de H}(I) no ponto zy nio interfere

em nenhum dos resultados expostos, pois os mesmos consideram apenas o que ocorre nos

intervalos (0,z9) e (zo,1). Dito isso, as variagdes de u e @, que diferem apenas no ponto x,

também sao padroes de (3.1)), isto é, as fungoes v, 0 : I — R definidas por

Q, T E (vaO) /87 LS (071'0)
u(r) =< d, x=x e i(x) =14 d, x=ux
B, =€ (x0,1) a, x € (xg,1)

onde d € R, sao padroes de (3.1).

3.4 Comportamento das solucoes de (3.1)

Nas secoes anteriores, provamos a existéncia de solucao u(t, -;u°) do problema (3.1]), para
t > 0, e a existéncia de padroes de (3.1]), onde os padroes encontrados foram @ e @ definidos em
(3.116) e (3.118)), respectivamente, e suas variagoes, v e v, definidas em (3.119)).

Na anélise de um problema em H'(I), utiliza-se a inclusdo continua H*(I) < C°(I) para

estudar o comportamento das solugoes desse problema. No nosso caso, devido a degenera¢ao

forte de k, isto nao pode ser feito, uma vez que as inclusoes
HL(0,29) € C°(0,70) e H(xo,1) C C%xp,1)

nao sao necessariamente continuas.

Um exemplo da nao continuidade de ambas as inclusdes é a fungao k(z) = |z — xo|",
com r € (1,2), pois tomando u(z) = In|x — x|, temos u € H(0,z¢) N C°0,2z0) e u €
H}(x,1) N C°(xp, 1). Mas

zh—g;lo u(z) =—oo e |ullg < oo

Logo, nao existe constante positiva d > 0 tal que

HUHCO(OJ»’O) < dHU|’H,1(o,a:0) € HUHCO(xo,l) < d”UHH;(zOJ)

e, portanto, as inclusoes H(0,x¢) C C°(0,z0) e H(xo,1) C C°(xp,b) ndo sdo continuas.
Apesar de nao obtermos as inclusoes continuas supracitadas e, consequentemente, nao ter-

mos uma relagao entre as normas dos respectivos espagos, podemos ter uma ideia do que ocorre
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com as solugoes fora de uma vizinhanga de xy € I. Isso ocorre devido as cadeias de inclusoes

continuas
Hli<07 o — 77) — H1(07 o — 77) — OO([Ou o — 77])

Hy(wo +1,1) = H' (w0 +n,1) = C%([z0 + 1, 1]),

para algum n > 0.
Vejamos como.

Seja n > 0 suficientemente pequeno tal que

; :
m(n) := min {( min k:(x)) ) < min k(m)) } < 1.
z€[0,z0—1) z€[zo+n,1]

Para u € Hl(I), temos

lull g1 0,00—m < Null20.0—n) + [t L20.00—n)
1
< Jullz20.20—m) + WH\/E%HL%Om—n)
< 1 <L (3.120)
—||U _ —||U . .
= m(n) HE(0,20—n) = m(n) Hi(I)

De HY(0,29 — 1) = C°([0, 29 — 1)) e de (3.120]), obtemos
1

sup |u(z)| < || g2y, Vu € HYT). (3.121)
z€[0,z0—7)] m(n) Hih) g
De modo anélogo, temos
1
sup u(z)] < || g2y, Yu € HY(T). (3.122)
x€[zo+n,1] m(n) () g

Segue de (3.121)) e (3.122)) que, para todo u € H}(I),

1
lu(z)] < () lull 2 s Vo € 0,20 —n] U [z + m, 1. (3.123)
Da estabilidade de u, temos
VE>0,30>0: lult, ;u°) —allma <& se v’ —allma <0 (3.124)

Portanto, dado ¢ > 0, tomando € = m(n)e em (3.124) e aplicando (3.123) em u =

u(t, - ;u’) — u, temos:
36 >0 |ut,r;u’) —u(z)] <e se |u’ — Ul <6, Yo €[0,20 —n] U [zo +n,1]. (3.125)

Ressaltamos que este processo vale para n > 0 fixo, pois quando n — 0, temos m(n) — oo.
Deste modo, podemos garantir apenas o comportamento das solugoes fora de (zo — n, xg + 1),

para algum n > 0.
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3
_T/\T/

Top—Mn To xgt+1 1

1 1 - u(t,z;u’)

Figura 3.2: Comportamento da solucao u(t,-;u°) de (3.1) em [0, 2o — n] U [z + n, 1].

De , podemos afirmar que a solucao u(t,-;u") de se comportara fora da vizi-
nhanga (:Uo — 1,29+ n) como na Fig. (3.2

Além de estudarmos o comportamento da solucao u(t,-;u°) de fora da vizinhanca
(xo—n, To+n), podemos estudar o comportamento de ku(t, - ; u®). Como u(t, u®),uwe D(A) =
D, onde D esta definido em , temos

ku(t, ;u®), ku € H'(I)

e neste caso, podemos utilizar a inclusdo continua H'(I) — C°(I). Vejamos de que modo.
Dado u € D(A), temos

ISEI[})I’?” [(ku)(z)] < |kullmay < kullpeay + [|(Bw)zl 2
< Nkl lullzzay + 16w + kuel r2r
< Nkllzeen llullzzay + 1K wll 2y + kvl 2y
< <||k‘||L°°<I) + ||’€'||L°o(1)> llull 2y + ||k:||[%/°°(1)||\/EuJ:HL2(I)

1
e llwrsoe oy llall 2ty + 12112 ) 1V R0 | 22r)
1
L L ([ P R Py
1
< e { llwroe oy, 1Kl e ) bl (3.126)

Da estabilidade de @, dado € > 0, tomando € > 0 apropriado em (]3.124)) e aplicando ((3.126)

em u = u(t,-;u’) —u, temos

IN

36 >0: sup |k(x)u(t,v;u’) — k(z)u(z)| <e se |[ju’— Ul 21y < 6.

z€[0,1]
Consequentemente, devido & estabilidade de @, ku(t, - ;u°) se comportara como na Fig. [3.3]
onde u(t, - ;u’) é solugao de (3.1). Vale ressaltar que k(xo)u(t, zo; u’) = k(zo)u(z) = 0, devido

a definicao do subespaco D.
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Figura 3.3: Comportamento da fungao ku(t, -;u°), onde u(t,-;u") é solucao de (3.1)).

Embora esse estudo do comportamento tenha sido feito apenas para o padrao 7, o mesmo

pode ser aplicado, de forma analoga, ao padrao .
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APENDICE A

Resultados utilizados

Neste apéndice, exporemos os resultados que foram utilizados no decorrer deste trabalho.
Suas demonstragoes foram omitidas, mas poderao ser encontradas em [B, 6, [1'7, 25 28, 35], que

serao referenciadas em seus devidos resultados.

A.1 Familia de solucoes que desenvolve camada de transicao
interna

Considere o problema
e(aus)s + ¢ f(u) =0, s €(0,1), (A1)

onde € > 0, a € C(0,1) positiva, 1 € C?(0,1) tal que (0) = (1) =0 e f € C'(R) que possui
tnicos zeros a < 0 < f com f'(a) <0e f'(5) < 0.

Definigao A.1. Dizemos que uma familia (v.)..., de solugoes de (A.1)) em C?(0,1) desenvolve

camada de transigao interna com interface em um ponto p € (0,1), quando € — 0, se
0
ve ax(op) + Bx@ay em LH(0,1).

Teorema A.2. [28, Teorema 6.2] Seja (v:)ece, uma famdlia limitada de solugoes de (A.1]) que

desenvolve camada de transi¢ao interna com interface em p € (0,1). Entao,

/jf(f) dé = 0.

A.2 Existéncia de solucéo u(t, - ; u") de (3.1), para todo ¢ > 0

Utilizando as defini¢oes usadas na Secao [3.3], considere o seguinte problema

w +Tu = f(t,u), t>t
u(ty) = u®,

109
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onde T': D(T') C X — X é um operador setorial, X espago de Banach e T} = T + a,/d, com
a; € R uma constante tal que Re o(T}) > 0. Seja X* = D(T}) com a norma ||z||, = ||[T{z],
para a > 0 e para qualquer z € X¢. Suponha f : U — X uma func¢ao, onde U C R x X¢
é um conjunto aberto, para algum « € [0,1), f localmente Hélder continua em ¢ e localmente

lipschitziana em u em U.

Teorema A.3. [17, Teorema 3.3.4] Suponha T e f com as hipdteses anteriores. Além disso,

suponha que para todo fechado limitado B C U, a imagem f(B) € limitado em X. Se u é uma
solucao de em (to,t1) e t1 € maximal, isto €, nao existe solugao de em (to,t2),

com ty > ty, entdo ou t; = oo ou existe uma sequéncia (t,) C (to,t1) tal que t, — t; e

(tns u(ty)) — OU.

A.3 Compacidade de conjuntos limitados em L”

Sejam 2 C R” um abertoe p € R, comn >1e 1 <p < oco. Temos:

Teorema A.4 (Teorema de Kolmogorov, Riesz-Fréchet). [5, Teorema IV. 25] Sejam w C Q e
F C LP(Q2) um conjunto limitado. Suponha que dado € > 0, existe 6 > 0 com § < dist(w,0Q))
tal que

HThf - fHLP(w) <e, VheR", ’h’ <o, VfeF,

onde T, f (1) = f(- + h).

Entao, F possui fecho compacto em LP(w).
Corolario A.5. [5, Coroldrio 1V.26] Seja F C LP(2) um conjunto limitado. Suponha que
(a) Ve >0,Yw CC Q,3d € (0, dist(w,0N)) :
|7nf — fllirw) <&, YheR" |h| <0, VfeF,
onde f() = £+ h).
(b)) Ve>0,3w CCQ: ||fllrw <& VfeF.

Entao, F possui fecho compacto em LP(S2).

A.4 Espacos de Hilbert e operadores como soma de projecoes

Seja H = &,C,, um espago de Hilbert, onde {C,},en é uma sequéncia de subespagos
fechados de H. Seja T': D(T) C H — H um operador linear (pode ou nao ser limitado)
definido por

Tu=> g, Pou, Yue D(T), (A.3)

onde P, é a projecao de H em C,,, para todo n € N. Temos:
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Lema A.6. [25, Lema 6.9.10] Se X\ # p,, para todo n € N, entdo (AMd — T') possui inversa e
(Md—=T) u=> (A=) " Pou, Yu € Im(Ad —T).
Teorema A.7. [25, Teorema 6.9.6] O operador T é continuo se, e somente se, D(T) = H.

Corolario A.8. [25, Coroldrio 6.9.12] Suponha T um operador limitado. Entdo, T é autoad-

junto se, e somente se, (fin)nen € uma sequéncia de nimeros reais.

Para o resultado a seguir, nao é necessario supor o espaco de Hilbert H como uma soma

direta e nem o operador T definido como em (A.3)).

Proposicao A.9. [35, Proposicio A.8.2] Se T : D(T) C H — H ¢ autoadjunto e injetivo,

entao T~', com dominio Im T denso em H, é autoadjunto.
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