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equações de reação e difusão: uma abordagem geométrica

Carolinne Stefane de Souza

São Carlos-SP

Dezembro de 2022





UNIVERSIDADE FEDERAL DE SÃO CARLOS
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em equações de reação e difusão: uma abordagem

geométrica

Carolinne Stefane de Souza

Orientador(a): Prof(a). Dr(a). Arnaldo Simal do Nascimento

Tese apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Matemática da Universidade
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trabalho.

i





Resumo

Neste trabalho, abordamos o estudo de estabilidade da equação de reação e difusão em dois

domı́nios distintos: em uma famı́lia de superf́ıcies de revolução sem fronteira e em um intervalo

aberto limitado cuja função difusão se anula em um ponto no interior deste intervalo.

No primeiro problema, além de provarmos a existência de soluções estacionárias não cons-

tantes estáveis para a equação de Allen-Cahn em uma famı́lia de superf́ıcies de revolução sem

fronteira, analisamos o comportamento assintótico e a instabilidade das soluções estacionárias

quando λ → ∞, onde λ é um parâmetro positivo cujo inverso pode ser interpretado como

coeficiente de difusibilidade.

Enquanto, no segundo problema, denominado problema de Allen-Cahn degenerado, por

lidarmos com uma função de difusão que se anula em um ponto no interior do intervalo, o ope-

rador principal não é uniformemente eĺıptico e por essa razão, não é posśıvel utilizar resultados

da literatura e nem os espaços habituais. Para este caso, provamos que uma função espećıfica, a

saber, uma função escada assumindo apenas dois valores – os zeros estáveis da função bi-estável

f –, é uma solução estacionária não constante estável do problema degenerado.

Palavras-chave: Problema de Allen-Cahn, Superf́ıcie de revolução sem fronteira, Problema

degenerado, Caso fortemente degenerado, Equação de reação e difusão, Estabilidade no sentido

de Lyapunov, Comportamento assintótico.
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Abstract

In this work, we adress the study of stability of a reaction-difusion equation in two domains:

in a family of surfaces of revolution without boundary and in a bounded open interval whose

diffusion function vanishes at a point inside this interval.

In the first problem, in addition to proving the existence of stable non-constant stationary

solutions for the Allen-Cahn equation in a family of surfaces of revolution without boundary,

we analyze the asymptotic behavior and the instability of solutions when λ→ ∞, where λ is a

positive parameter whose inverse can be interpreted as a difusibility coefficient.

While in the second problem, called degenerate Allen-Cahn problem, because we are dealing

with a difusion function that vanishes at a point inside the interval, the main operator is not

uniformly elliptical and for this reason, it is not possible to use results of the related literature

nor the usual spaces. In this case, we prove that a specific function, namely a step function

taking only two values – the stable zeros of the bistable function f –, is a stable non-constant

stationary solution of degenerate problem.

Keywords: Allen-Cahn equation, Surface of revolution without boundary, Degenerate pro-

blem, Strongly degenerate case, Reaction and difusion equation, Lyapunov stability, Asympto-

tic behavior.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Vários modelos matemáticos de processos evolutivos de reação e difusão podem ser repre-

sentados por equações diferenciais parciais do tipo parabólico.

No estudo da teoria qualitativa de tais equações a questão de existência de soluções esta-

cionárias desempenha um papel importante, pois frequentemente se tem um fluxo gradiente

e em muitos destes casos a dinâmica global do fluxo será em grande parte determinada pelo

caráter de estabilidade ou instabilidade das soluções estacionárias. A importância das soluções

estacionárias estáveis advém do fato de que nos modelos f́ısicos associados, as mesmas corres-

pondem aos únicos estados observáveis e persistentes no tempo. Já as soluções estacionárias

instáveis possuem um papel matemático importante na determinação da dinâmica do fluxo no

atrator global mas não são tão interessantes do ponto de vista f́ısico, uma vez que raramente

são observáveis e quando o são, não persistem no tempo.

Em domı́nios Euclidianos, estes fenômenos têm sido mais estudados e, portanto, melhor

compreendidos. Já em superf́ıcies, a geometria dos domı́nios aparece como um novo elemento

na análise e geralmente é expressa através dos diferentes conceitos de curvaturas, e em um

intervalo limitado, onde a função de difusibilidade se anula em um ponto no interior deste

intervalo – denominado isolante perfeito –, é necessário utilizar novos espaços, diferentes dos

espaços de Sobolev usuais; estes dois problemas podem ser bastante comuns em fenômenos

naturais.

No Caṕıtulo 2, estudamos a equação de reação e difusão em uma famı́lia de superf́ıcies de

revolução sem fronteira {
ut = ∆Sγε

u+ λf(u) em (0,∞)× Sγε

u(0, ·) = u0(·) em Sγε ,
(1.1)

onde Sγε é uma superf́ıcie de revolução sem fronteira gerada por uma curva γε = (ϕε, ψε, 0) :

[a, b] −→ R3 como descrita na Fig. 1.2; ∆Sγε
, o operador Laplace-Beltrami em relação a métrica

1



2 Introdução

Riemanniana de Sγε ; λ > 0, um parâmetro fixo e f : R −→ R, uma função bi-estável da forma

f(u) = −u(u− α)(u− β), ∀u ∈ R,

com

α < 0 < −α ≤ β.

Através de técnicas de Cálculo Variacional, introduzimos um funcional de energia

E(u;Sγε) :=

∫
Sγε

[
1

2

∣∣∇Sγε
u
∣∣2 + λF (u)

]
dσ, ∀u ∈ H1(Sγε),

provamos a existência de L1-mı́nimos locais desse funcional e que tais mı́nimos são padrões, ou

seja, soluções estacionárias não constantes estáveis, da equação desejada, onde F : R −→ R é

um potencial de poço duplo tal que F ′ = −f.
Além disso, ao fixarmos uma superf́ıcie Sγε , foram feitos estudos referentes ao comporta-

mento assintótico e à instabilidade das soluções estacionárias do problema quando λ→ ∞, cujo

inverso, 1/λ, pode ser interpretado como coeficiente de difusibilidade.

Em uma linguagem mais técnica, utilizando a parametrização de Sγε , ao considerarmos

u(s, θ) := u(ϕε(s), ψε(s) cos θ, ψε(s) sen θ), ∀(s, θ) ∈ [a, b]× [0, 2π),

os principais resultados podem ser descritos como:

� Existência de uma famı́lia de padrões monotonicamente crescentes : Para λ > 0 fixo e

f não satisfazendo necessariamente a condição de igualdade de área, existe uma famı́lia

de soluções estacionárias estáveis (uε,λ)ε<ε1 do problema (2.1) associada à famı́lia de su-

perf́ıcies {Sγε}ε<ε1 , tal que uε,λ(s, θ) é monotônica crescente em s ∈ [a, b] e independe de

θ ∈ [0, 2π), para todo ε < ε1. Além disso,

∥uε,λ − α∥L1(S
γlε

) → 0 e ∥uε,λ − β∥L1(Sγrε
) quando ε→ 0.

� Fenômeno de concentração quando f não satisfaz a condição de igualdade de área: Fi-

xados λ0 > 0 e uma superf́ıcie de revolução sem fronteira Sγ ∈ {Sγε}ε<ε1 , como f não

satisfaz a condição de igualdade de área, temos
∫ β

α
f(ξ) dξ > 0 e existe β0 ∈ (0, β) tal

que
∫ β0

α
f(ξ) dξ = 0. Seja (uλ)λ≥λ0 uma famı́lia de soluções estacionárias de (2.1) em Sγ,

então

(i) uλ → α uniformemente em todo compacto de Sγ\P0;

(ii) uλ(P0) → β0,

onde P0 = (ϕ(b), 0, 0) e ϕ é uma das funções coordenadas de γ.
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Essa famı́lia de soluções estacionárias (uλ)λ≥λ0 terá um comportamento como descrito na

Fig. 1.11, justamente porque a função reação f não satisfaz a condição de igualdade de

área.

Figura 1.1: Quando f não satisfaz a condição de igualdade de área, a famı́lia de soluções
estacionárias (uλ)λ≥λ0 de (2.1)em Sγ se concentra à direita da superf́ıcie Sγ, quando λ → ∞,
em torno do ponto P0. Além disso, para λ > λ0 suficientemente grande, uλ é uma solução
instável, conforme o terceiro item.

Em contrapartida, no caso em que f satisfaz a condição de igualdade de área, fixados

λ0 > 0 e uma superf́ıcie de revolução sem fronteira Sγ ∈ {Sγε}ε<ε1 , os autores de [28],

através de técnicas de Γ-convergência, provaram a existência de uma famı́lia de soluções

estacionárias estáveis (uλ)λ≥λ0 de (2.1) em Sγ, que desenvolve camada de transição interna,

isto é,

∥uλ − α∥L1(a,0) → 0 e ∥uλ − β∥L1(0,b) → 0 quando λ→ 0

e, portanto, possui um comportamento como descrito na Fig. 1.22. Tal estudo não será

abordado aqui, mas pode ser encontrado na referência supracitada.

Figura 1.2: Quando f satisfaz a condição de igualdade de área, existe uma famı́lia de soluções
estacionárias estáveis (uλ)λ≥λ0 de (2.1) em Sγ que desenvolve camada de transição interna.

1Crédito da figura: Gabriel Clemente
2Crédito da figura: Gabriel Clemente



4 Introdução

� Instabilidade das soluções para λ > 0 suficientemente grande quando f não satisfaz a

condição de igualdade de área: Fixados λ0 > 0 e uma superf́ıcie de revolução sem fronteira

Sγ ∈ {Sγε}ε<ε1 , seja (uλ)λ≥λ0 uma famı́lia de soluções estacionárias de (2.1) em Sγ, tal

que uλ0 é estável segundo o primeiro item. Então, para λ > λ0 suficientemente grande,

uλ será uma solução instável de (2.1).

Já no Caṕıtulo 3, abordamos a equação de reação e difusão no intervalo I = (0, 1), onde a

função de difusão k se anula em um único ponto x0 ∈ I, dada por
ut = (kux)x + f(u), para (t, x) ∈ (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t > 0,

(1.2)

onde k : [0, 1] −→ R e f : R −→ R satisfazem as seguintes hipóteses:

(h1) k ∈ W 1,∞(I).

(h2) ∃x0 ∈ (0, 1) : k(x0) = 0 e k(x) > 0, ∀x ̸= x0.

(h3) ∃ c ∈ [1, 2) : (x− x0)k
′ ≤ c k qtp em [0, 1].

(h4) f ∈ C1(R) e bi-estável, isto é, existem α, β ∈ R (α < 0 < β) tais que

f(α) = f(0) = f(β) = 0, f ′(α) < 0, f ′(β) < 0 e f ′(0) > 0.

(h5) ∃ c1 > 0 :

|f(u)| ≤ c1 e |f ′(u)| ≤ c1, ∀u ∈ R.

Tal problema é denominado problema fortemente degenerado devido ao fato da constante

c > 0 pertencer ao intervalo [1, 2) definida na hipótese (h3). Caso c ∈ [0, 1), o problema é

chamado de fracamente degenerado e sob esta condição, Sônego, em [33], garante apenas a

existência de uma solução estacionária semiestável (isto é, o primeiro autovalor do problema

linearizado em torno da solução é maior ou igual a zero), o que não garante a estabilidade no

sentido de Lyapunov.

O fato de k se anular em x0 faz com o que o operador principal (kux)x seja um operador

eĺıptico degenerado e os métodos e resultados já existentes na literatura não possam ser uti-

lizados nesse problema e devido a degenerescência forte de k foi necessário introduzirmos um

novo espaço

H1
k(I) := {u ∈ L2(I) : u localmente absolutamente cont́ınua em [0, x0) ∪ (x0, 1]

e
√
kux ∈ L2(I)},

que por definição, contém funções descont́ınuas em x0.
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Novamente, utilizando um potencial de poço duplo F : R −→ R tal que F ′ = −f , definimos

um funcional de energia

E(u) =

∫ 1

0

[
k

2
u2x + F (u)

]
dx, ∀u ∈ H1

k(I),

e utilizando as teorias de Cálculo Variacional, Semigrupos, Operadores Setoriais e Potências

Fracionárias de Operadores, provamos a estabilidade de uma função espećıfica, cuja imagem

consiste dos zeros da função reação do problema, u : I −→ R dada por

u =

{
α, em (0, x0)
β, em (x0, 1)

e, como em nenhum resultado obtido foi levado em consideração o fato de u ser definida como

α em (0, x0) e β em (x0, 1), a função ũ : I −→ R definida por

ũ =

{
β, em (0, x0)
α, em (x0, 1)

também é um padrão de (1.2).

Além dos resultados referentes à existência de padrões para (1.2), há um breve estudo do

comportamento das soluções u(t, ·;u0) de (1.2) em [0, 1].

Por fim, no Apêndice A podem ser encontrados os resultados menos comuns utilizados ao

longo deste trabalho.
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CAPÍTULO 2

Estabilidade da equação de reação e
difusão em superfı́cies de revolução sem

fronteira

As equações de reação e difusão em domı́nios Euclidianos limitados foram e são muito

estudados. No entanto, o mesmo tipo de estudo em superf́ıcies é relativamente recente. Pode-

se dizer que a diferença entre ambos é o fato de que no caso da superf́ıcie, a sua geometria,

geralmente expressa através de algum tipo de curvatura, desempenha um papel determinante

na dinâmica do processo de difusão.

Alguns processos evolutivos em Dinâmica Populacional, Bioqúımica, Termodinâmica, Filo-

taxia, Quemotaxia, entre outros, que são modelados por equações de reação e difusão em um

domı́nio Euclidiano de R2 podem ser estudados em uma superf́ıcie de R3. Em [10], por exem-

plo, os autores fizeram um estudo sobre a difusão ao longo de membranas biológicas utilizando

superf́ıcies.

Equações de reação e difusão em superf́ıcies de revolução ou de forma mais geral, em varie-

dades Riemannianas, vem sendo estudadas ao longo dos anos. As referências [2, 11, 27, 28, 32],

por exemplo, fazem uma análise a respeito de estabilidade ou instabilidade de soluções esta-

cionárias de suas equações. Em [2], os autores estudaram equações tanto em superf́ıcies de

revolução quanto em variedades Riemannianas, já em [28, 32], foram estudadas equações em

superf́ıcies de revolução e em [11, 27], em variedades Riemannianas.

Definição 2.1. Uma função f : R −→ R de classe C1 é denominada função bi-estável se possui

somente três zeros α < ζ < β e satisfaz

f ′(α) < 0 e f ′(β) < 0.

Definição 2.2. Uma função u é dita padrão de (2.1) se u for uma solução estacionária estável

não constante de (2.1), cujo problema está descrito logo adiante.

7



8 Caṕıtulo 2. Problema em superf́ıcies de revolução sem fronteira

Um dos objetivos deste caṕıtulo é provar a existência de padrões para o problema{
ut = ∆Sγ u+ λf(u) em (0,∞)× Sγ

u(0, ·) = u0(·) em Sγ,
(2.1)

onde Sγ é uma superf́ıcie de revolução sem fronteira gerada por uma curva γ do R2; ∆Sγ , o

operador Laplace-Beltrami em relação a métrica Riemanniana de Sγ; λ > 0, um parâmetro fixo

e f : R −→ R, uma função bi-estável da forma

f(u) = −u(u− α)(u− β), ∀u ∈ R, (2.2)

sendo

α < 0 < β e β ≥ −α. (2.3)

Neste caso, os pontos α e β são soluções estáveis constantes do problema (2.1) e chamados

de zeros estáveis de f .

Note que como β ≥ −α, a função f pode satisfazer a condição de igualdade de área, isto é,∫ β

α
f(ξ) dξ = 0.

Além de conseguirmos a existência de padrões para uma famı́lia espećıfica de superf́ıcies,

gostaŕıamos que essas soluções estacionárias estáveis fossem monotônicas em relação à variável

espacial. Ou seja, se γ = (ϕ, ψ, 0) : I −→ R3 for a curva geratriz da superf́ıcie Sγ, então

existe uma padrão u ∈ H1(Sγ) para (2.1) tal que u(ϕ(s), ψ(s) cos θ, ψ(s) sen θ) é monotônico

em relação a s ∈ I. Tal caracteŕıstica irá ajudar nos estudos de comportamento assintótico e

de instabilidade das soluções quando λ → ∞, no caso em que f não satisfaz a condição de

igualdade de área.

Em [29], o autor trata de uma famı́lia de soluções estacionárias estáveis decrescente em sua

variável espacial que se concentram, à medida que o coeficiente de difusibilidade (inverso do

parâmetro λ) tende a zero, no ponto mais à esquerda da superf́ıcie de revolução, enquanto que

aqui, tratamos de uma famı́lia de soluções estacionárias estáveis crescente que se concentram à

direita da superf́ıcie.

A outra distinção, e a mais importante, diz respeito à função reação: em [29], por uma

razão técnica, o autor supõe que f : R −→ R seja uma função ı́mpar em torno de uma

vizinhança arbitrariamente pequena da origem. Apesar de não generalizarmos esta situação

com as hipóteses consideradas aqui, apresentamos resultados que permitem considerar funções

reação diferentes das abordadas em [29], além de, é claro, funções que se encaixam em ambas

as hipóteses, como por exemplo, f(u) = u− u3.

A eliminação dessa hipótese, técnica e incômoda, tornou o resultado buscado mais geral e

elegante. No entanto, essa generalização requer uma análise longa e cuidadosa com a necessidade

de novos argumentos.
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Apesar do estudo de existência de padrões para superf́ıcies de revolução ser algo recente, os

autores de [2], provaram a inexistência de padrões para (2.1) quando

d

ds
kg :=

(
ψ′

ψ

)′

< 0 em (a, b),

onde γ = (ϕ, ψ, 0) : [a, b] −→ R3 é a curva geratriz de Sγ e kg a curvatura geodésica de Sγ.

Além disso, os mesmos autores provaram que, quando Sγ possui fronteira com fluxo zero e

existe s0 ∈ (a, b) tal que
d

ds
kg(s0) > 0,

o problema (2.1) possui padrão para alguma função f , que depende de ψ; e caso Sγ não possua

fronteira, foi provado a existência de padrões quando ψ é anaĺıtica em [a, b].

Se a superf́ıcie Sγ não possui fronteira e sua curvatura de Ricci é não negativa, isto é,

KSγ (s) := −ψ
′′(s)

ψ(s)
≥ 0, ∀ s ∈ (a, b),

foi provado em [27] que apenas funções constantes podem ser soluções estacionárias estáveis do

problema (2.1).

Já em [28], os autores estudaram o problema

ut = ε divg(κ(·)∇gu) + f(u) em (0,∞)×M,

onde M é uma superf́ıcie de revolução e f é uma função bi-estável com ráızes α < ζ < β

satisfazendo a condição de igualdade de área, isto é,
∫ β

α
f(ξ) dξ = 0. Utilizando técnicas de

Γ-convergência, foi provado que se a função ψ
√
κ possui mı́nimo local isolado em s0 ∈ (0, l),

então existe uma famı́lia de padrões (uε)ε>ε0 que desenvolve camada de transição interna com

interface em s0, ou seja, uε converge para αχ(0,s0) + βχ(s0,l) na topologia de L1, quando ε→ 0.

Observe que no trabalho aqui desenvolvido não exigimos a condição de igualdade de área

sobre f em relação a α e β, ou seja, a função f não satisfaz necessariamente
∫ β

α
f(ξ) dξ = 0.

Portanto, a teoria de Γ-convergência não pode ser utilizada neste problema, uma vez que a

condição de igualdade de área é fundamental para seu uso, já que gera um potencial do tipo

poço duplo de mesma profundidade. Além disso, estamos interessados em provar a existência

de padrões de (2.1) para uma famı́lia de superf́ıcies suficientemente próximas de uma superf́ıcie

limite, enquanto que a teoria de Γ-convergência garante a existência de padrões em domı́nios

fixos. Por essas razões supracitadas, recorreremos ao Cálculo Variacional: definiremos um

funcional de energia associado à (2.1), provaremos a existência de L1-mı́nimos locais deste

funcional e por fim, mostraremos que tais mı́nimos são padrões de (2.1).

Há diversos estudos que utilizam Cálculo Variacional para garantir a existência de mı́nimos

locais de funcionais de energia. Nos artigos [20], [23] e [24], por exemplo, os autores estudaram

o funcional de energia

E(u; Ωε) =

∫
Ωε

1

2
|∇u|2 +

∫
Ωε

F (u), ∀u ∈ H1(Ωε),
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a fim de provar a existência de L1-mı́nimos locais de E(· ; Ωε), onde F é uma função de classe

C2 com um número finito de mı́nimos locais e Ωε é um domı́nio aberto de R2 ou R3.

Em [20], os autores trabalharam com domı́nios Ωε tridimensionais em formato de haltere

com lados idênticos, onde a medida do gargalo tende a zero quando ε → 0. Sob algumas

condições, provaram a existência de uma famı́lia de L1-mı́nimos locais para o funcional de

energia E(· ; Ωε) com o potencial de poço duplo simétrico F (u) = (u2 − 1)2.

Já em [23], Morini e Slastikov, provaram, sob as mesmas condições, a existência de uma

famı́lia de L1-mı́nimos locais para o funcional de energia E(· ; Ωε), onde Ωε é um domı́nio bidi-

mensional em formato de haltere com lados idênticos. Ademais, esses mesmos autores notaram

a possibilidade de se obter resultados análogos para domı́nios bidimensionais em formato de

haltere de lados distintos, trabalho realizado em [24].

Após esses artigos, indagamos se tais fenômenos também ocorreriam na fronteira de um

domı́nio tridimensional em formato de haltere de lados distintos. Ao longo da nossa pesquisa,

notamos que para a existência de padrões para esse tipo de superf́ıcies não era necessário que a

fronteira fosse em formato de haltere, e por esse motivo, estudamos uma superf́ıcie gerada pela

curva descrita na Fig. 2.1.

Figura 2.1: Curva geratriz γε no plano Oxy.

Com a finalidade de definirmos a famı́lia de superf́ıcies {Sγε}ε>0 do problema (2.1), que

serão os domı́nios onde se dará o fenômeno de difusão, para ε > 0 suficientemente pequeno,

defina a curva geratriz Γε : [a0, b0] −→ R3 por

Γε(s) = (Φε(s),Ψε(s), 0), ∀ s ∈ [a0, b0],

cujas funções coordenadas Φε,Ψε : [a0, b0] −→ R são funções de classe C2 definidas por

Φε(s) =


ϕ0 − ε, em [a0,−ε)
ωε, em [−ε, ε]
ϕ0 + ε, em (ε, b0]

e Ψε(s) =


ψ0, em [a0,−ε)
jε, em [−ε, ε]
ψ0, em (ε, b0],
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onde a0 < 0 < b0, as funções ωε, jε : [−ε, ε] −→ R são positivas tais que ωε(0) = 0, jε > 0

em [−ε, ε], j′ε(0) = 0, j′′ε (0) > 0 e ϕ0, ψ0 : [a0, b0] −→ R, funções coordenadas da superf́ıcie

limite1 Sγ0 , são definidas por

ϕ0(s) =

{
0, s ∈ [cl, cr]

ϕ̃0(s), caso contrário
e ψ0(s) =

{
|s|, s ∈ [cl, cr]

ψ̃0(s), caso contrário,

com ϕ0 e ψ0 funções de classe C2 em [a0, 0], [0, b0] e a0 < cl < 0 < cr < b0, onde cl e cr

são constantes fixas e ϕ̃0, ψ̃0 ∈ C2(a, cl) ∩ C2(cr, b).

Neste caso, iremos trabalhar com a famı́lia de superf́ıcies {Sγε}, para ε < min{−cl, cr},
como na Fig. 2.1. Destacamos que o traço da curva Γε foi tomado como um segmento vertical

nos intervalos [cl,−ε] e [ε, cr] apenas para facilitar os cálculos feitos neste trabalho.

As funções ϕ0 e ψ0 foram tomadas de modo que a curva γ0 = (ϕ0, ψ0, 0) : [a0, b0] −→ R3 no

plano Oxy seja descrita como na Fig. 2.2.

Figura 2.2: Curva limite γ0 no plano Oxy.

Sem perda de generalidade, podemos supor γ0 parametrizada pelo comprimento de arco em

(a0, 0) e (0, b0), mas note que a curva Γε não necessariamente possui essa mesma propriedade.

Por esse motivo, considere qε : [a0, b0] −→ [aε, bε] a função comprimento de arco de Γε a partir do

ponto 0 ∈ (a0, b0) e sua inversa hε = (qε)
−1 : [aε, bε] −→ [a0, b0]. Defina a curva parametrizada

pelo comprimento de arco γε : [aε, bε] −→ R3 por

γε := Γε ◦ hε.

Sejam ϕε, ψε : [aε, bε] −→ R as funções coordenadas de classe C2 de γε definidas por

ϕε := Φε ◦ hε e ψε := Ψε ◦ hε.

1O modo como γ0 está definida em 0 faz com que Sγ0
não seja uma superf́ıcie, mas utilizaremos a nomen-

clatura superf́ıcie limite para nos referirmos a mesma.
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Podemos supor γε com a mesma orientação da curva Γε. Caso isso não ocorra, basta

considerar a curva γε(bε+aε− s), com s ∈ [aε, bε], que por definição possui a mesma orientação

de Γε e é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

De modo geral, as parametrizações das curvas γ0,Γε e γε são dadas por:

� γ0(s) = (ϕ0(s), ψ0(s), 0), para s ∈ [a0, b0] (Fig. 2.2).

� Γε(s) = (Φε(s),Ψε(s), 0), para s ∈ [a0, b0].

� γε(s) = (ϕε(s), ψε(s), 0), para s ∈ [aε, bε] (Fig. 2.1).

Usaremos as notações γ l
0 e γ r

0 (reciprocamente, Γ l
ε e Γ r

ε ) quando nos referirmos à curva γ0

(reciprocamente, Γε) restrita aos intervalos [a0, 0] e [0, b0], respectivamente. Já no caso de γε,

como ela está definida em um intervalo que pode ser distinto de [a0, b0], a fim de manter os

traços de suas restrições iguais a Γ l
ε e Γ r

ε , usaremos γ l
ε e γ r

ε para denotar a curva γε restrita

aos intervalos [aε, qε(0)] e [qε(0), bε], respectivamente, onde qε é a função comprimento de arco

de Γε.

Dada uma curva geratriz γ qualquer, as superf́ıcies de revolução consideradas aqui são

rotações de γ em torno do eixo Ox, denotadas por Sγ. Por exemplo, a superf́ıcie Sγε é a

superf́ıcie de revolução gerada pela rotação de γε em torno do eixo Ox.

Nosso principal interesse é mostrar que como o problema limite

ut = ∆Sγ0
u+ λf(u) em (0,∞)× Sγ0

possui soluções estáveis u ≡ α em Sγ l
0
e v ≡ β em Sγ r

0
, onde α e β são os zeros estáveis de f ,

então existem soluções estacionárias não constantes uε em superf́ıcies suficientemente próximas,

Sγε , que gozam da propriedade de estabilidade.

Além disso, se fixarmos ε > 0 e supusermos que f não satisfaz a condição de igualdade de

área, ao considerarmos uma famı́lia de soluções estacionárias de (2.1), denotada por (uε,λ)λ>0,

queremos estudar o comportamento assintótico e a estabilidade de uε,λ quando λ→ ∞.

Este caṕıtulo será dividido em quatro seções. Na primeira seção, exporemos resultados pre-

liminares que serão utilizados nas seções seguintes, enquanto na segunda, exibiremos a prova de

existência de padrões para problema (2.1). Nas Seções 2.3 e 2.4, faremos um estudo do compor-

tamento assintótico e uma análise da estabilidade, respectivamente, das soluções estacionárias

de (2.1), quando o parâmetro λ > 0 tende ao infinito.
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2.1 Resultados preliminares e notações

Para ε > 0, como Sγε é uma superf́ıcie de revolução, os pontos (x, y, z) ∈ Sγε podem ser

expressos por 
x = ϕε(s)
y = ψε(s) cos θ
z = ψε(s) sen θ

, para (s, θ) ∈ [aε, bε]× [0, 2π). (2.4)

Então, dada uma função u : Sγε −→ R, podemos definir ũ : [aε, bε]× [0, 2π) −→ R por

ũ(s, θ) := u(ϕε(s), ψε(s) cos θ, ψε(s) sen θ), ∀ (s, θ) ∈ [aε, bε]× [0, 2π). (2.5)

As funções u e ũ definidas na superf́ıcie e no cartesiano de intervalos, respectivamente, serão

denotadas apenas por u, pois deixaremos claro com qual função estamos lidando através dos

seus domı́nios ou variáveis utilizadas.

A superf́ıcie de revolução Sγε é uma variedade Riemanniana bidimensional suave com a

métrica

gε := ds2 + ψ2
εdθ

2 (2.6)

e, consequentemente, o gradiente em Sγε é dado por

∇Sγε
u :=

(
us,

1

ψ2
ε

uθ

)
. (2.7)

Além disso, como γε é parametrizada pelo comprimento de arco, o elemento de área em Sγε

é dado por

dσ = ψε ds dθ (2.8)

e sua curvatura geodésica por

kgε :=
ψ′
ε

ψε

em (aε, bε). (2.9)

Note que, como ψε(aε) = ψε(bε) = 0 e ψ′
ε(aε) = −ψ′

ε(bε) = 1, temos

lim
s→a−

kgε(s) = ∞ e lim
s→b+

kgε(s) = −∞.

Sabemos que da Geometria Riemmaniana e das hipóteses anteriores, o operador Laplace-

Beltrami de Sγε é dado por

∆Sγε
u = uss + kgεus +

1

ψ2
ε

uθθ

e devido a suavidade da superf́ıcie Sγε , o problema (2.1) torna-se
ut = uss + kgεus +

1

ψ2
ε

uθθ + λf(u) em (0,∞)× (aε, bε)× [0, 2π)

u(0, s, θ) = u0(s, θ) em (aε, bε)× [0, 2π)
us(t, aε, θ) = us(t, bε, θ) = 0, (t, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π).

(2.10)
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Definição 2.3. Uma solução estacionária u de (2.10) é dita estável no sentido de Lyapunov

(ou apenas estável) se para todo η > 0, existe δ > 0 tais que, para todo valor inicial u0

em (2.10) com ∥u0 − u∥L∞(Sγε ) < δ, a solução u(t, · ;u0) de (2.10), existe para todo t > 0

e satisfaz ∥u(t, · ;u0) − u∥L∞(Sγε ) < η, para todo t > 0, onde u(t, · ;u0) é a solução tal que

u(0, · ;u0) = u0(·).
Dizemos que u é instável se ela não for estável no sentido de Lyapunov.

Portanto, um padrão de (2.1) é uma solução de uss + kgεus +
1

ψ2
ε

uθθ + λf(u) = 0 em (aε, bε)× [0, 2π)

us(aε, θ) = us(bε, θ) = 0, θ ∈ [0, 2π)

que é uma solução estacionária estável de (2.10) no sentido de Lyapunov.

Como estamos procurando padrões de (2.1), o resultado seguinte é importante para o nosso

estudo de estabilidade.

Lema 2.4 (Proposição 3.2 [2]). Toda solução estacionária u do problema (2.1) em Sγ que

depende do ângulo θ é instável.

O Lema 2.4 garante que padrões de (2.10) não dependem do ângulo. Deste modo, podemos

restringir a nossa análise a funções que independem de θ e provar a existência de padrões para

o problema 
ut = uss + kgεus + λf(u) em (0,∞)× (aε, bε)
u(0, ·) = u0(·) em (aε, bε)
us(t, aε) = us(t, bε) = 0, t > 0.

(2.11)

Como os padrões u independem de θ, podemos tomar θ = 0 em (2.5) e então, lidarmos com

funções ũ : [aε, bε] −→ R definidas por

ũ(s) := u(s, 0) = u(ϕε(s), ψε(s), 0), para s ∈ [aε, bε].

Novamente, iremos denotar as funções u e ũ definidas na superf́ıcie e no intervalo, respecti-

vamente, apenas por u, uma vez que ficará expĺıcito as funções que estaremos lidando através

dos seus domı́nios ou variáveis utilizadas. Além disso, iremos utilizar as notações

du

ds
, u′ ou us

quando nos referirmos à derivada de u em relação à variável espacial, a depender da situação

que estivermos trabalhando.

Apesar de termos citado apenas as superf́ıcies de revolução Sγε , todas as caracterizações

(2.4)-(2.9) são válidas para as superf́ıcies Sγ l
0
e Sγ r

0
, fazendo suas respectivas substituições.
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Como dito anteriormente, utilizaremos Cálculo Variacional para provar a existência de

padrões para (2.1). Deste modo, para encontrar padrões de (2.1) é suficiente encontrar L1-

mı́nimos locais do funcional de energia

E(u;Sγε) :=

∫
Sγε

[
1

2

∣∣∇Sγε
u
∣∣2 + λF (u)

]
dσ, ∀u ∈ H1(Sγε),

e mostrar que esses mı́nimos são padrões de (2.11), onde λ > 0 é um parâmetro fixo e F :

R −→ R é o potencial de poço duplo definido por

F (u) = −
∫ u

0

f(ξ) dξ, ∀u ∈ R.

Figura 2.3: Exemplo de potencial de poço duplo assimétrico F .

Imediatamente, de (2.2) e (2.3), obtemos as seguintes propriedades de F :

(c1) F ∈ C∞(R);

(c2) α e β são os únicos mı́nimos locais isolados de F e F (β) ≤ F (α);

(c3) F (u) ≤ F (−u),∀u ∈ [0,−α];

(c4) F
′ = −f ;

(c5) F é estritamente crescente em [α, 0] ∪ [β,∞);

(c6) F é estritamente decrescente em (−∞, α] ∪ [0, β].

Observação 2.5. A função F pode ser tomada não negativa, pois ao considerarmos

F̃ (u) = F (u)−min{F (α), F (β)}, ∀u ∈ R,

temos F̃ não negativa e as propriedades (c1)-(c6) são válidas, uma vez que os pontos cŕıticos

de F e F̃ são os mesmos.
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Como o intuito é encontrar padrões monotônicos de (2.1), inicialmente vamos trabalhar com

os espaços Lp e de Sobolev, restritos às funções monotônicas crescentes. Deste modo, sejam

L1
m(Sγ) e H

1
m(Sγ) subconjuntos de L

1(Sγ) e H
1(Sγ), respectivamente, definidos por

L1
m(Sγ) =

{
u ∈ L1(Sγ) : u(s) monotônica crescente em I

}
e

H1
m(Sγ) =

{
u ∈ H1(Sγ) : u(s) monotônica crescente em I

}
,

onde I denota um intervalo aberto limitado, γ = (ϕ, ψ, 0) : I −→ R3 uma curva parametrizada

pelo comprimento de arco e u(s) = u(s, 0).

Agora que já foram introduzidos o funcional de poço duplo F e suas propriedades, as curvas

e superf́ıcies de revolução que serão estudadas e os espaços que iremos trabalhar, começaremos

com as demonstrações de resultados que ajudarão a provar a existência de padrões para o

problema inicial (2.1), através do problema derivado (2.11). No decorrer das próximas demons-

trações serão usados fatos a respeito de variedades Riemannianas como, por exemplo, H1(Sγ)

ser um espaço de Banach reflexivo, a imersão compacta de H1(Sγ) em L2(Sγ) e a desigualdade

de Poincaré em H1(Sγ), que podem ser encontrados em [15, 16, 30, 31].

O resultado a seguir será utilizado no Teorema 2.9 aplicado em uma famı́lia de curvas geratri-

zes (γε)ε>0. Por esta razão, iremos utilizar uma curva genérica parametrizada pelo comprimento

de arco γ = (ϕ, ψ, 0) : [a, b] −→ R3 tal que

ψ > 0 em (a, b) e ψ(a) = ψ(b) = 0. (2.12)

Lema 2.6. Sejam γ = (ϕ, ψ, 0) : [a, b] −→ R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco que satisfaz (2.12), u0 ∈ L1
m(Sγ) e

Bm
d (u0) = {v ∈ H1

m(Sγ) : ∥v − u0∥L1(Sγ) ≤ d}.

Se Bm
d (u0) ̸= ∅, então

∃u ∈ Bm
d (u0) : E(u; Sγ) = min {E(v; Sγ) : v ∈ Bm

d (u0)} ,

para λ > 0 fixo.

Demonstração. Seja

τ = inf{E(v;Sγ) : v ∈ Bm
d (u0)}.

Como F é não negativa, temos τ ≥ 0.

Se τ = ∞, o funcional de energia E(· ;Sγ) aplicado em qualquer função pertencente à

Bm
d (u0) atinge τ e o resultado segue.

Analisemos o caso onde τ <∞. Seja (uk)k∈N ⊂ Bm
d (u0) uma sequência minimizante, isto é,

E(uk;Sγ)
k→∞−−−→ τ. (2.13)
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Uma vez que F ≥ 0, segue de (2.13) que

sup
k∈N

∥∥∇Sγuk
∥∥
L2(Sγ)

<∞. (2.14)

Pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante c = c(Sγ) > 0 tal que, para todo

k ∈ N,

∥uk∥L2(Sγ) ≤ ∥uk − uk∥L2(Sγ) + ∥uk∥L2(Sγ) ≤ c
∥∥∇Sγuk

∥∥
L2(Sγ)

+ ∥uk∥L2(Sγ), (2.15)

onde uk =
1

µ(Sγ)

∫
Sγ

uk dσ é a média integral de uk em Sγ, para todo k ∈ N.

Como ∥uk − u0∥L1(Sγ) ≤ d, segue que

sup
k∈N

∥uk∥2L2(Sγ)
≤ 1

µ(Sγ)2
sup
k∈N

∫
Sγ

∥uk∥2L1(Sγ)
dσ <∞. (2.16)

De (2.16), (2.15) e (2.14), obtemos

sup
k∈N

∥uk∥L2(Sγ) <∞. (2.17)

De (2.14) e (2.17), temos (uk)k∈N ⊂ H1(Sγ) limitada e da reflexividade de H1(Sγ), passando

a uma subsequência se necessário, segue que

∃u ∈ H1(Sγ) : uk ⇀ u em H1(Sγ). (2.18)

Uma vez que E(· ;Sγ) é um operador fracamente semicont́ınuo inferiormente, temos

E(u;Sγ) ≤ lim inf
k∈N

E(uk;Sγ) = τ. (2.19)

Para concluirmos a prova é suficiente mostrar que u ∈ Bm
d (u0). Para isso, basta provar que

u é monotônica crescente em [a, b], visto que

∥u− u0∥L1(Sγ) ≤ lim inf
k∈N

∥uk − u0∥L1(Sγ) ≤ d.

De (2.14) e (2.17), temos

sup
k∈N

∫ b

a

[
(u′k)

2 + u2k
]
ψ ds <∞.

Como ψ se anula nos extremos do intervalo [a, b] não podemos garantir que (uk)k∈N seja

limitada em H1(a, b). Mas podemos afirmar que (uk)k∈N é uma sequência limitada em H1(Iδ),

para todo δ > 0, onde Iδ = (a+ δ, b− δ) ⊂ (a, b), uma vez que ψ é estritamente positiva em Iδ.

Deste modo, passando a uma subsequência (a menos de notação), segue que

∃ vδ ∈ H1(Iδ) : uk ⇀ vδ em H1(Iδ). (2.20)
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Note que a função vδ ∈ H1(Iδ) não necessariamente é da forma u(ϕ, ψ, 0), onde u está defi-

nida em (2.18). Contudo, através das inclusões compactas H1(Sγ) ↪→↪→ L1(Sγ) e H
1(Iδ) ↪→↪→

L1(Iδ) e da unicidade do limite em L1(Iδ), obtemos

vδ(s) = u(s), ∀ s ∈ Iδ, ∀ δ > 0. (2.21)

De (2.20) e (2.21), temos

uk ⇀ u em H1(Iδ), ∀ δ > 0. (2.22)

Observe que a sequência (uk)k∈N obtida em (2.22) depende de δ > 0, ou seja, para cada

δ > 0, existe uma subsequência (uk)k∈N que satisfaz (2.22).

Sejam s1, s2 ∈ (a, b) tais que s1 < s2. Então existe δ0 > 0 tal que s1, s2 ∈ Iδ0 . Segue

da inclusão compacta H1(Iδ0) ↪→↪→ C(Iδ0) e de (2.22) que, passando a uma subsequência se

necessário,

uk(s) → u(s), ∀ s ∈ Iδ0 . (2.23)

De (2.23) e da monotonicidade crescente de uk, para todo k ∈ N, temos

u(s1) = lim
k→∞

uk(s1) ≤ lim
k→∞

uk(s2) = u(s2).

Consequentemente, u é monotônica crescente em (a, b). Vejamos essa propriedade em

relação aos extremos do intervalo.

Seja s̃ > a. Da monotonicidade de u em (a, b) e de sua continuidade, temos

u(a) = lim
s→a+

u(s) ≤ u(s̃), para s < s̃.

De modo análogo, obtemos

u(s̃) ≤ u(b), para s̃ < b.

Portanto, u é monotônica crescente em [a, b], e consequentemente, u ∈ Bm
d (u0).

O próximo resultado também será utilizado no Teorema 2.9.

Lema 2.7. Sejam u um mı́nimo local isolado de F , ou seja u = α ou u = β. Então, a função

u é um L1-mı́nimo local isolado dos funcionais E(· ;Sγ l
0
) e E(· ;Sγ r

0
), para λ > 0 fixo.

Demonstração. Demonstraremos este lema apenas para o funcional de energia E(· ;Sγ r
0
), pois

a prova para E(· ;Sγ l
0
) é análoga.

Seja F̃ : R −→ R o potencial definido por

F̃ (u) = −
∫ u

0

f̃(ξ) dξ, ∀u ∈ R,
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onde f̃ : R −→ R é uma função de classe C1 definida por

f̃(u) =


f ′(α)(u− α), u ∈ (−∞, α)
f(u), u ∈ [α, β]
f ′(β)(u− β), u ∈ (β,∞).

Note que F̃ ∈ C2(R), F̃ ′′ ∈ L∞(R) e

F̃ (u) ≤ F (u), ∀u ∈ R.

Em particular, F̃ (u) = F (u).

Seja Ẽ(· ;Sγ r
0
) : H1(Sγ r

0
) −→ R o funcional de energia definido por

Ẽ(u;Sγ r
0
) =

∫
Sγ r

0

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
0
u
∣∣∣2 + λ F̃ (u)

]
dσ, ∀u ∈ H1(Sγ r

0
).

Segue da definição de F̃ que

Ẽ(u;Sγ r
0
) ≤ E(u;Sγ r

0
), ∀u ∈ Sγ r

0
(2.24)

e

Ẽ(u;Sγ r
0
) = E(u;Sγ r

0
). (2.25)

Nosso intuito é mostrar que através da Afirmação 1, feita a seguir, e de uma cadeia de

desigualdades, Ẽ(u;Sγ r
0
) é estritamente menor que o funcional de energia Ẽ(· ;Sγ r

0
) aplicado

em um vizinhança de u e devido as relações expressas em (2.24) e (2.25), provar que o mesmo

ocorre com o funcional E(· ;Sγ r
0
).

Afirmação 1. ∃ η0 > 0 :

∂2Ẽ(v;Sγ r
0
)[φ] > λ

F̃ ′′(u)

2
∥φ∥2L2(Sγ r

0
),

∀φ ∈ H1(Sγ r
0
), ∀ v ∈ H1(Sγ r

0
) : ∥v − u∥L1(Sγ r

0
) ≤ η0.

Suponha por contradição que isso não ocorra. Então, existem sequências (vk)k∈N, (φk)k∈N ⊂
H1(Sγ r

0
) tais que

vk → u em L1(Sγ r
0
)

e

∂2Ẽ(vk;Sγ r
0
)[φk] ≤ λ

F̃ ′′(u)

2
∥φk∥2L2(Sγ r

0
), ∀ k ∈ N, (2.26)

onde

∂2Ẽ(vk;Sγ r
0
)[φk] :=

∫
Sγ r

0

[∣∣∣∇Sγ r
0
φk

∣∣∣2 + λF̃ ′′(vk)φ
2
k

]
dσ, ∀ k ∈ N.

Seja o primeiro autovalor associado a vk definido por

µ1(vk) := min{∂2Ẽ(vk;Sγ r
0
)[φ] : φ ∈ H1(Sγ r

0
) e ∥φ∥L2(Sγ r

0
) = 1}.



20 Caṕıtulo 2. Problema em superf́ıcies de revolução sem fronteira

Sem perda de generalidade, podemos supor φk primeira autofunção associada ao primeiro

autovalor µ1(vk), para todo k ∈ N. Segue de (2.26) que

lim inf
k∈N

µ1(vk) ≤ λ
F̃ ′′(u)

2
. (2.27)

Afirmação 1.1. (φk)k∈N ⊂ H1(Sγ r
0
) é limitada.

De fato, para todo k ∈ N, temos

∥φk∥2L2(Sγ r
0
) +
∥∥∥∇Sγ r

0
φk

∥∥∥2
L2(Sγ r

0
)

= 1 +

∫
Sγ r

0

∣∣∣∇Sγ r
0
φk

∣∣∣2 dσ
= 1 + µ1(vk)− λ

∫
Sγ r

0

F̃ ′′(vk)φ
2
k dσ

≤ 1 + µ1(vk) + λ∥F̃ ′′∥L∞(R).

Consequentemente, de (2.27) e F̃ ′′ ∈ L∞(R), obtemos

sup
k∈N

∥φk∥H1(Sγ r
0
) <∞,

concluindo a Afirmação 1.1.

Como H1(Sγ r
0
) é um espaço reflexivo, existem uma subsequência (φk)k∈N ⊂ H1(Sγ r

0
) e

φ0 ∈ H1(Sγ r
0
) tais que

φk ⇀ φ0 em H1(Sγ r
0
).

Da imersão compacta de H1(Sγ r
0
) em L2(Sγ r

0
), obtemos

φk → φ0 em L2(Sγ r
0
), (2.28)

a menos de uma subsequência.

De (2.28) e do Teorema da Convergência Dominada segue que

∥φ0∥L2(Sγ r
0
) = 1. (2.29)

Da convergência vk → u em L1(Sγ r
0
) e de (2.29), temos

lim inf
k∈N

µ1(vk) ≥ lim inf
k∈N

λ

∫
Sγ r

0

F̃ ′′(vk)φ
2
k dσ = λ F̃ ′′(u)

∫
Sγ r

0

φ2
0 dσ = λ F̃ ′′(u),

contradizendo (2.27) e validando a Afirmação 1.

Fixado v ∈ H1(Sγ r
0
) tal que 0 < ∥v − u∥L1(Sγ r

0
) ≤ η0, defina

gv(s) = Ẽ(u+ s(v − u);Sγ r
0
), ∀ s ∈ R.

Para s ∈ (0, 1), segue da Afirmação 1 que

g′′v (s) = ∂2Ẽ(u+ s(v − u);Sγ r
0
)[v − u] > λ

F̃ ′′(u)

2
∥v − u∥2L2(Sγ r

0
).
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Uma vez que g′v(0) = 0, temos

Ẽ(v;Sγ r
0
) = gv(1) = gv(0) +

∫ 1

0

(1− s) g′′v (s) ds

≥ Ẽ(u;Sγ r
0
) + λ

F̃ ′′(u)

4
∥v − u∥2L2(Sγ r

0
).

Como u é um zero estável de f , temos F̃ ′′(u) = −f ′(u) > 0 e, portanto, u é um L1-mı́nimo

local isolado do funcional de energia Ẽ(· ;Sγ r
0
), isto é,

Ẽ(u;Sγ r
0
) < Ẽ(v;Sγ r

0
), (2.30)

para v ∈ H1(Sγ r
0
) tal que 0 < ∥v − u∥L1(Sγ r

0
) ≤ η0.

De (2.24), (2.25) e (2.30), segue que

E(u;Sγ r
0
) = Ẽ(u;Sγ r

0
) < Ẽ(v;Sγ r

0
) ≤ E(v;Sγ r

0
),

para v ∈ H1(Sγ r
0
) tal que 0 < ∥v − u∥L1(Sγ r

0
) ≤ η0.

Consequentemente, u é L1-mı́nimo local isolado do funcional E(· ;Sγ r
0
).

Corolário 2.8. Seja u mı́nimo local isolado de F . Então, a função u é um L1
m-mı́nimo local

isolado dos funcionais E(· ;Sγ l
0
) e E(· ;Sγ r

0
), para λ > 0 fixo.

Demonstração. Segue imediatamente da cadeia de inclusões

{u} ⊂ L1
m(Sγ l

0
) ⊂ L1(Sγ l

0
),

que também é válida para Sγ r
0
.

2.2 Estudo de estabilidade das soluções estacionárias do pro-
blema de Allen-Cahn

Utilizando os resultados da seção anterior e os artigos [24, 28] como inspiração, provaremos,

para λ > 0 fixo, a existência de L1-mı́nimos locais do funcional E(· ;Sγε) e que tais mı́nimos

são padrões de (2.10) e, consequentemente, padrões de (2.1).

O resultado a seguir garante a existência de uma famı́lia de L1
m-mı́nimos locais de E(· ;Sγε).

Teorema 2.9. Sejam α e β mı́nimos locais isolados de F . Então, existem ε0 > 0, η0 > 0

(independente de ε) e uε ∈ H1(Sγε) tais que

(a) E(uε;Sγε) ≤ E(v;Sγε),∀ v ∈ H1
m(Sγε) : ∥uε − v∥L1(Sγε )

≤ η0, ∀ ε ∈ (0, ε0).

(b) uε é monotônica crescente em [aε, bε], para ε ∈ (0, ε0).

(c) ∥uε − α∥L1(S
γ l
ε
) → 0 e ∥uε − β∥L1(Sγ r

ε
) → 0 quando ε→ 0,
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(d) α ≤ uε ≤ β, ∀ ε ∈ (0, ε0).

Demonstração. Como α e β são mı́nimos locais isolados de F , segue do Corolário 2.8 que existe

d > 0 tal que

E(α ;Sγ l
0
) < E(v ;Sγ l

0
), ∀ v ∈ H1

m(Sγ l
0
) : ∥u− α∥L1(Sγ l

0
) ≤ d

e

E(β ;Sγ r
0
) < E(v ;Sγ r

0
), ∀ v ∈ H1

m(Sγ r
0
) : ∥u− β∥L1(Sγ r

0
) ≤ d. (2.31)

Considere as divisões de γrε e γlε como descritas na Fig. 2.4:

Figura 2.4: Curva geratriz γε no plano Oxy.

Seja u0,ε : Sγε −→ R uma função em L1
m(Sγε) definida por

u0,ε =


α, em Sγ l

ε,2
α+β
2
, em Sγ l

ε,1
∪ Sγ r

ε,1

β, em Sγ r
ε,2
,

onde γ l
ε,i e γ

r
ε,i(i = 1, 2) estão descritas na Fig. 2.4.

Seja Bm
d (u0,ε) a bola fechada definida por

Bm
d (u0,ε) = {v ∈ H1

m(Sγε) : ∥v − u0,ε∥L1(Sγε )
≤ d}.

Afirmação 1. ∃ ε̃ > 0 : Bm
d (u0,ε) ̸= ∅, ∀ ε ∈ (0, ε̃).

Para provarmos esta afirmação, iremos construir uma famı́lia de funções teste ξε : Sγε −→ R
e provar que

lim
ε→0

∥ξε − u0,ε∥L1(Sγε )
= 0. (2.32)

Vejamos a construção de ξε em Sγ r
ε
, pois a construção segue análoga em Sγ l

ε
.

Note que 0 ∈ [a0, b0] é o ponto de intersecção das curvas γ l
0 e γ r

0 e, por definição, é o único

ponto tal que Γε(0) está sobre o eixo Oy (isto é, Φε(0) = 0). Além disso, justamente pelo fato de
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Γε(0) estar sobre o eixo Oy, usamos este ponto para decompor a curva Γε em duas curvas: Γ l
ε e

Γ r
ε , para todo ε > 0. Devido à parametrização feita sobre Γε, o ponto que decompõe as curvas γ l

ε

e γ r
ε é qε(0), uma vez que γε(qε(0)) = Γε(0). Deste modo, para qualquer ponto (x, y, z) ∈ Sγ r

ε
,

o seu ponto correspondente, ou seja, o ponto que satisfaz γε(s) = (x, y, z), pertence a [qε(0), bε]

e o mesmo ocorre para Sγ l
ε
e [aε, qε(0)].

Seja ρ ∈ (0, 1) tal que ε ≤ ερ. Para ε > 0 suficientemente pequeno, temos

ερ < min{−cl, cr}.

Para os pontos (ε, ε, 0), (ε, ερ, 0) ∈ Sγ r
ε
, existem s r

ε , z
r
ε ∈ [qε(0), bε] tais que s

r
ε < z r

ε (pois γε

e Γε têm a mesma orientação) e

γε(s
r
ε ) = (ε, ε, 0) e γε(z

r
ε ) = (ε, ερ, 0).

Veja que, do fato de Γε(ε) = (ε, ε, 0) e Γε(ε
ρ) = (ε, ερ, 0), temos

qε(ε) = s r
ε e qε(ε

ρ) = z r
ε .

De modo análogo, existem s l
ε, z

l
ε ∈ [aε, qε(0)] tais que

qε(−ερ) = z l
ε < s l

ε = qε(−ε), γε(s l
ε) = (−ε, ε, 0) e γε(z

l
ε) = (−ε, ερ, 0).

Defina a função teste ξε : Sγε −→ R por

ξε =


α, em Sγε([aε,z l

ε ])
α+β
2

+ g l
ε , em Sγε([z l

ε ,s
l
ε])

α+β
2
, em Sγε([s l

ε,s
r
ε ])

α+β
2

+ g r
ε , em Sγε([s r

ε ,z
r
ε ])

β, em Sγε([z r
ε ,bε]),

(2.33)

onde g l
ε : [z

l
ε , s

l
ε] −→ R e g r

ε : [s r
ε , z

r
ε ] −→ R satisfazem, respectivamente, os seguintes problemas

de fronteira:
(
g l
ε

)′′
+ kε

(
g l
ε

)′
= 0

g l
ε(z

l
ε) =

α− β

2
g l
ε(s

l
ε) = 0

e


(g r

ε )
′′ + kε (g

r
ε )

′ = 0
g r
ε (s

r
ε ) = 0

g r
ε (z

r
ε ) =

β − α

2
.

Por cálculo direto, obtemos

g l
ε(s) =

α− β

2
+
β − α

2

(∫ s l
ε

z l
ε

1

ψε

ds̃

)−1 ∫ s

z l
ε

1

ψε

ds̃

e

g r
ε (s) =

β − α

2

(∫ z r
ε

s r
ε

1

ψε

ds̃

)−1 ∫ s

s r
ε

1

ψε

ds̃.
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Observe que as famı́lias (glε)ε>0 e (g
r
ε)ε>0 são funções monotônicas crescentes e limitadas por

β−α
2
. Portanto, a função teste ξε é monotônica crescente em [aε, bε] e obtemos ξε ∈ H1

m(Sγε).

Resta, apenas, provarmos (2.32).

De fato, como Γε = (ϕ0±ε, ψ0, 0) em [a0,−ε]∪ [ε, b0] e γ0 é parametrizada pelo comprimento

de arco, temos

|Γ′
ε| = 1 em [a0,−ε] ∪ [ε, b0].

Além disso, note que Sγ l
ε,1

∪ Sγ r
ε,1

= Sγε([s l
ε,s

r
ε ])
.

Então, segue do Teorema de Mudança de Variáveis e de q′ε = |Γ′
ε| que

∥ξε − u0,ε∥L1(Sγε )
=

∫
S
γ l
ε

|ξε − u0,ε| dσ +

∫
Sγ r

ε

|ξε − u0,ε| dσ

=

∫
S
γε(z

l
ε ,s

l
ε)

∣∣∣∣β − α

2
+ g l

ε

∣∣∣∣ dσ +

∫
Sγε(s

r
ε ,z r

ε )

∣∣∣∣α− β

2
+ g r

ε

∣∣∣∣ dσ
= 2π

∫ s l
ε

z l
ε

∣∣∣∣β − α

2
+ g l

ε

∣∣∣∣ψε ds+ 2π

∫ z r
ε

s r
ε

∣∣∣∣α− β

2
+ g r

ε

∣∣∣∣ψε ds

≤ 2π(β − α)

[∫ qε(−ε)

qε(−ερ)

ψε ds+

∫ qε(ερ)

qε(ε)

ψε ds

]

= 2π(β − α)

[∫ −ε

−ερ
ψε(qε) · q′ε ds+

∫ ερ

ε

ψε(qε) · q′ε ds
]

= 2π(β − α)

[∫ −ε

−ερ
Ψε |Γ′

ε| ds+
∫ ερ

ε

Ψε |Γ′
ε| ds

]
= 2π(β − α)

[∫ −ε

−ερ
ψ0 ds+

∫ ερ

ε

ψ0 ds

]
≤ 4π(β − α)

(
max
[a0,b0]

ψ0

)
(ερ − ε)

ε→0−−→ 0,

confirmando a Afirmação 1.

Aplicando o Lema 2.6 em Bm
d (u0,ε), para ε < ε̃, seja uε solução do problema

min {E(v ;Sγε) : v ∈ Bm
d (u0,ε)} .

Nosso intuito é mostrar a existência de uma subfamı́lia de (uε)ε<ε̃ tal que a função uε seja

um L1
m-mı́nimo local do funcional de energia E(· ;Sγε). Como uε já minimiza o funcional de

energia em Bm
d (u0,ε), basta provar que uε está no interior desta bola, para ε > 0 suficientemente

pequeno. Para tal, provemos que

lim
ε→0

∥uε − u0,ε∥L1(Sγε )
= 0. (2.34)

Com efeito, através de cálculo direto, das propriedades (c5) e (c6), temos

α ≤ uε ≤ β. (2.35)
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Para provarmos que (2.34) é válida, iremos utilizar a famı́lia de funções teste, (ξε)ε<ε̃,

definida em (2.33).

Devido ao fato das demonstrações referentes à Sγ l
ε
e Sγ r

ε
serem análogas, todas as afirmações

feitas, a partir de agora, serão apenas para a superf́ıcie Sγ r
ε
.

Afirmação 2. lim
ε→0

E(ξε;Sγ r
ε
) = E(β;Sγ r

0
).

Para provarmos esta afirmação, iremos decompor o funcional de energia E(·;Sγ r
ε
) em três

partes. Vejamos.

� Sγ r
ε,1
:

E(ξε;Sγ r
ε,1
) = λ

∫
Sγ r

ε,1

F

(
α + β

2

)
dσ = λF

(
α + β

2

)
µ
(
Sγ r

ε,1

)
ε→0−−→ 0. (2.36)

� Sγε([s r
ε ,z

r
ε ]):

Do fato de (g r
ε )ε<ε̃ ser uma famı́lia de funções monotônicas crescentes tal que 0 ≤ g r

ε ≤ β−α
2
,

para todo ε > 0, e F é decrescente em [0, β], temos

F

(
α + β

2
+ g r

ε

)
≤ F (0) em [s r

ε , z
r
ε ]. (2.37)

Logo, do Teorema de Mudança de Variáveis, de (2.37) e de |Γ′
ε| = 1 em (ε, b0), temos

E(ξε;Sγε([s r
ε ,z

r
ε ])) =

∫
Sγε([s

r
ε ,z r

ε ])

[
1

2

∣∣∇Sγε
g r
ε

∣∣2 + λF

(
α + β

2
+ g r

ε

)]
dσ

= 2π

∫ z r
ε

s r
ε

[
1

2
| (g r

ε )
′ |2 +λF

(
α + β

2
+ g r

ε

)]
ψε ds

=
π(β − α)2

4

(∫ z r
ε

s r
ε

1

ψε

ds

)−1

+ 2πλ

∫ z r
ε

s r
ε

F

(
α + β

2
+ g r

ε

)
ψε ds

≤ π(β − α)2

4

(∫ qε(ερ)

qε(ε)

1

ψε

ds

)−1

+ 2πλF (0)

∫ qε(ερ)

qε(ε)

ψε ds

=
π(β − α)2

4

(∫ ερ

ε

|Γ′
ε|

Ψε

ds

)−1

+ 2πλF (0)

∫ ερ

ε

Ψε |Γ′
ε| ds

=
π(β − α)2

4

(∫ ερ

ε

1

ψ0

ds

)−1

+ 2πλF (0)

∫ ερ

ε

ψ0 ds

≤ π

[
(β − α)2

4 ln(ερ−1)
+ 2λF (0)

(
max
[a0,b0]

ψ0

)
(ερ − ε)

]
ε→0−−→ 0, (2.38)

uma vez que ρ ∈ (0, 1).

� Sγε([z r
ε ,bε]):
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Novamente, utilizando o Teorema de Mudança de Variáveis e |Γ′
ε| = 1 em [ε, b0], temos

E(ξε;Sγε([z r
ε ,bε])) = λ

∫
Sγε([z

r
ε ,bε])

F (β) dσ = 2πλ

∫ bε

z r
ε

F (β)ψε ds

= 2πλF (β)

∫ qε(b0)

qε(ερ)

ψε ds = 2πλF (β)

∫ b0

ερ
Ψε |Γ′

ε| ds

= 2πλF (β)

∫ b0

ερ
ψ0 ds

ε→0−−→ 2πλ

∫ b0

0

F (β)ψ0 ds = E(β;Sγ r
0
). (2.39)

A Afirmação 2 segue de (2.36), (2.38) e (2.39).

Seja (εk)k∈N uma sequência que tende a zero quando k → ∞. Pela minimalidade de uεk em

Bm
d (u0,εk) e da Afirmação 2, segue que

lim sup
k∈N

E(uεk ;Sγεk
) ≤ lim sup

k∈N
E(ξεk ;Sγεk

) = E(α;Sγ l
0
) + E(β;Sγ r

0
). (2.40)

Como (F (uεk))k∈N é limitada, de (2.40) temos, a menos de uma subsequência,∫
Sγεk

∣∣∣∇Sγεk
uεk

∣∣∣2 dσ <∞. (2.41)

Sejam Iεk = {εk} × [0, εk] (Fig. 2.5) um subconjunto de R2 e SIεk
sua rotação em torno do

eixo Ox.

Figura 2.5: Curva γ r
ε e o conjunto Iε.

Seja s r
εk

∈ (qεk(0), bεk) tal que γεk(s
r
εk
) = (εk, εk, 0). Defina ũεk : Sγ r

εk,2
∪ SIεk

−→ R por

ũε(x, y, z) =

{
uε(x, y, z), se (x, y, z) ∈ Sγ r

εk,2

pεk , se (x, y, z) ∈ SIεk
,

onde pεk := uεk(ϕεk(s
r
εk
), ψεk(s

r
εk
), 0) = uεk(εk, εk, 0).

Note que ũεk está bem definida, pois a função uεk(ϕεk , ψεk , 0) ∈ H1(qεk(0), bεk − δ), para

algum δ > 0, e portanto, pode ser tomada cont́ınua de modo que pεk exista e seja finito. Além
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disso, pela definição de ũεk , garantimos que ela é uma função monotônica crescente em relação

à variável espacial e ũεk ∈ H1
(
Sγ r

εk,2
∪ SIεk

)
.

Seja v r
k : Sγ r

0
−→ R definida por

v r
k (x, y, z) = ũεk(x+ εk, y, z), ∀ (x, y, z) ∈ Sγ r

0
.

Afirmação 3. (v r
k )k∈N ⊂ H1(Sγ r

0
) é limitada.

Primeiramente, note que Sγ r
0

e
(
Sγ r

εk
∪ SIεk

)
são iguais a menos de uma translação na

primeira coordenada. Logo, de (2.35) e β ≥ −α, temos∫
Sγ r

0

v r
k (x, y, z)

2 dσ =

∫
Sγ r

0

ũεk(x+ εk, y, z)
2 dσ =

∫
Sγ r

εk,2
∪SIεk

ũεk(x, y, z)
2 dσ

=

∫
SIεk

p2εk dσ +

∫
Sγ r

εk,2

uεk(x, y, z)
2 dσ ≤ β2µ

(
SIεk

)
+ β2µ

(
Sγ r

εk,2

)
= β2µ

(
SIεk

∪ Sγ r
εk,2

)
= β2µ

(
Sγ r

0

)
<∞. (2.42)

De (2.41), aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis, obtemos∫
Sγ r

0

∣∣∣∇Sγ r
0
v r
k

∣∣∣2 dσ =

∫
Sγ r

0

∣∣∣∇Sγ r
0
ũεk(·+ ε, ·, ·)

∣∣∣2 dσ

= 2π

∫ b

0

∣∣ũ′εk(ϕ0 + εk, ψ0, 0)
∣∣2 ψ0 ds

= 2π

∫ b

εk

∣∣ũ′εk(ϕ0 + εk, ψ0, 0)
∣∣2 ψ0 ds

= 2π

∫ b

εk

∣∣u′εk(Φεk ,Ψεk , 0)
∣∣2Ψεk

∣∣Γ′
εk

∣∣ ds
= 2π

∫ qε(b)

qε(εk)

∣∣u′εk(ϕεk , ψεk , 0)
∣∣2 ψεk ds

=

∫
Sγ r

εk,2

∣∣∣∇Sγ r
εk,2

uεk

∣∣∣2 dσ <∞. (2.43)

De (2.42) e (2.43), conclúımos a Afirmação 3.

Segue da Afirmação 3 que existem uma subsequência de (v r
k )k∈N ⊂ H1(Sγ r

0
), manteremos a

mesma notação, e v r
∗ ∈ H1(Sγ r

0
), tais que

v r
k ⇀ v r

∗ em H1(Sγ r
0
). (2.44)

Afirmação 4. ∥v r
∗ − β∥L1(Sγ r

0
) ≤ d.

Com efeito, do fato de uεk ∈ Bm
d (u0,εk), temos

∥uεk − β∥L1(Sγ r
εk,2)

≤ ∥uεk − u0,εk∥L1(Sγεk
)
≤ d. (2.45)
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De (2.35), (2.45), da definição da função v r
k e do fato de Sγ r

0
e
(
Sγ r

εk
∪ SIεk

)
serem iguais a

menos de uma translação, obtemos

∥v r
k − β∥L1(Sγ r

0
) = ∥uεk − β∥L1(Sγ r

εk,2)
+ ∥pεk − β∥L1(SIεk

) ≤ d+ (β − α)µ(SIεk
). (2.46)

Da imersão compacta de H1(Sγ r
0
) em L1(Sγ r

0
) e de (2.44), temos

vk → v r
∗ em L1(Sγ r

0
), (2.47)

a menos de uma subsequência.

Passando o limite em (2.46), segue de (2.47) que ∥v r
∗ − β∥L1(Sγ r

0
) ≤ d, encerrando a prova

da Afirmação 4.

De modo análogo ao que foi feito no Lema 2.6, é posśıvel provar que v r
∗ ∈ L1

m(Sγ r
0
), uma

vez que (v r
k )k∈N ⊂ L1

m(Sγ r
0
). Consequentemente, de (2.31) e da Afirmação 4, segue que

E(β;Sγ r
0
) ≤ E(v r

∗ ;Sγ r
0
). (2.48)

Afirmação 5. lim inf
k∈N

E(uεk ;Sγ r
εk
) ≥ E(v r

∗ ;Sγ r
0
).

De fato, como F é não negativa, temos

E(uεk ;Sγ r
εk
) =

∫
Sγ r

εk

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
εk
uεk

∣∣∣2 + λF (uεk)

]
dσ

≥
∫
Sγ r

εk,2

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
εk
uεk

∣∣∣2 + λF (uεk)

]
dσ

=

∫
Sγ r

εk,2
∪SIεk

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
εk
ũεk

∣∣∣2 + λF (ũεk)

]
dσ

−
∫
SIεk

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
εk
ũεk

∣∣∣2 + λF (ũεk)

]
dσ

=

∫
Sγ r

0

[
1

2

∣∣∣∇Sγ r
0
v r
k

∣∣∣2 + λF (v r
k )

]
dσ −

∫
SIεk

λF (pεk) dσ

= E(v r
k ;Sγ r

0
)− E(pεk ;SIεk

).

Como E(pεk , SIεk
)

k→∞−−−→ 0 e E(· ;Sγ r
0
) é um operador fracamente semicont́ınuo inferior-

mente, temos

lim inf
k∈N

E(uεk ;Sγ r
εk
) ≥ E(v r

∗ ;Sγ r
0
), (2.49)

concluindo a Afirmação 5.

De modo análogo, agora, referente à Sγ l
ε
e Sγ l

0
, existe v l

∗ ∈ H1(Sγ l
0
) tal que

E(α;Sγ l
0
) ≤ E(v l

∗;Sγ l
0
) (2.50)

e

lim inf
k∈N

E(uεk ;Sγ l
εk
) ≥ E(v l

∗;Sγ l
0
). (2.51)
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De (2.40), (2.51), (2.49), (2.50) e (2.48), temos

E(α;Sγ l
0
) + E(β;Sγ r

0
) ≥ lim inf

k∈N
E(uεk ;Sγεk

)

≥ lim inf
k∈N

E(uεk ;Sγ l
εk
) + lim inf

k∈N
E(uεk ;Sγ r

εk
)

≥ E(v l
∗;Sγ l

0
) + E(v r

∗ ;Sγ r
0
) ≥ E(α;Sγ l

0
) + E(β;Sγ r

0
).

Consequentemente,

E(v l
∗;Sγ l

0
) = E(α;Sγ l

0
) e E(v r

∗ ;Sγ r
0
) = E(β;Sγ r

0
).

Como α e β são L1
m-mı́nimos locais isolados de E(· ;Sγ l

0
) e E(· ;Sγ r

0
), respectivamente, temos

v l
∗ = α e v r

∗ = β e, consequentemente,

∥uεk − u0,εk∥L1(Sγεk
)

ε→0−−→ 0,

concluindo o desejado.

Portanto, uε é L
1
m-mı́nimo local de E(· ;Sγε), para ε > 0 suficientemente pequeno.

O Teorema 2.9 assegura a existência de uma famı́lia limitada de L1
m-mı́nimos locais mo-

notônicos crescentes em [aε, bε], denotada por (uε)ε<ε0 , que possui uma relação de convergência

entre os zeros estáveis de f .

Sabemos que dadas duas bolas Bm
d (u0) e Bd(u0) de mesmo raio d > 0 contidas em L1

m(Sγ)

e L1(Sγ), respectivamente, obtemos por definição, Bm
d (u0) ⊂ Bd(u0). Além de Bd(u0) conter

funções monotônicas crescentes, esta bola contêm funções não-monotônicas e monotônicas de-

crescentes. Por essa razão, para obtermos a existência de padrões monotônicos de (2.1) em

uma famı́lia espećıfica de superf́ıcies Sγε , precisamos estabelecer a existência de uma subfamı́lia

(uε)ε<ε1 , onde uε é um L1-mı́nimo local do funcional E(· ; Sγε), para todo ε ∈ (0, ε1).

Teorema 2.10. Seja uε o L1
m-mı́nimo local de E(· ;Sγε) obtido no Teorema 2.9, para ε < ε0.

Então, existe ε1 ≤ ε0 tal que uε é um L1-mı́nimo local de E(· ;Sγε), para todo ε < ε1, isto é, uε

será mı́nimo não somente em uma bola de L1 restrita a funções monotônicas crescentes, mas

E(uε;Sγε) = min{E(v;Sγε) : v ∈ Br(uε)},

onde Br(uε) ⊂ L1(Sγε), para algum raio r > 0.

Demonstração. Como iremos lidar com funções monotônicas crescentes e não-monotônicas,

acrescentaremos o exponentem em uε para distinguir a função monotônica crescente das outras.

Para ficar claro, a função umε é o L1
m-mı́nimo local de E(· ;Sγε), obtido no Teorema 2.9. Além

disso, como a prova é feita para ε > 0 fixo, com o intuito de deixar a prova visualmente

mais limpa, omitiremos a dependência de ε > 0 nas constantes η, δ e no intervalo [a, b] (que

representa o intervalo [aε, bε]) que serão utilizados no decorrer da demonstração.
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Fixado ε ∈ (0, ε0), seja η = η(ε) > 0 tal que

η < min

{
η0

µ(Sγε)
,−α

2

}
, (2.52)

onde η0 > 0 é o raio da bola obtido no Teorema 2.9.

Além disso, seja z1 ∈ [a, b] tal que

z1 = min{s ∈ [a, b] : umε (s) = 0}. (2.53)

Da definição de continuidade de umε em z1, existe δ > 0 tal que

−η
2
< umε <

η

2
em [z1 − δ, z1 + δ]. (2.54)

Afirmação 1. ∃ ε1 < ε0 :

u(a) < 0 e u(b) > 0,

∀u ∈ H1(Sγε) : max
s∈[a,b]

|u(s)− umε (s)| ≤ η, ∀ ε < ε1.

De fato, provemos que u(b) > 0, uma vez que a prova de u(a) < 0 é similar.

Sabemos que umε
ε→0−−→ β em L1(Sγ r

ε
), então∫ b

qε(0)

|umε − β|ψε ds
ε→0−−→ 0.

Pelo Teorema de Mudança de Variáveis, Ψε = ψ0 e |Γ′
ε| = 1 em [cr, b], temos∫ cr+δ0

cr

|umε − β|ψ0 ds ≤
∫ b0

0

|umε − β|Ψε |Γ′
ε| ds =

∫ b

qε(0)

|umε − β|ψε ds
ε→0−−→ 0,

para algum δ0 > 0 tal que cr + δ0 < b0.

Como ψ0 > 0 em [cr, cr + δ0] , temos umε
ε→0−−→ β em L1 (cr, cr + δ0) e, consequentemente,

umε → β qtp em (cr, cr + δ0) quando ε→ 0. (2.55)

De (2.55) e da monotonicidade crescente de umε , segue que

umε (b0) → β, quando ε→ 0.

Como, por definição,

umε (b) := umε (ϕε(b), ψε(b), 0) e umε (b0) := umε (Φε(b0),Ψε(b0), 0)

são iguais, temos

umε (b) → β, quando ε→ 0. (2.56)

De (2.56), da hipótese que β ≥ −α e de (2.52), obtemos ε1 < ε0 tal que para u ∈ H1(Sγε)

que satisfaz |umε − u| ≤ η em [a, b], temos

u(b) > umε (b)− η >
β

2
− η ≥ −α

2
− η > 0,
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encerrando a prova da Afirmação 1.

Seja Cη(u
m
ε ) a vizinhança descrita por

Cη(u
m
ε ) =

{
u ∈ H1(Sγε) : |umε − u| ≤ η em [a, b], u ≤ 0 em [a, z1 − δ),

u ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ] e u ≥ 0 em (z1 + δ, b]

}
.

Seja

Br(u
m
ε ) = {u ∈ Cη(u

m
ε ) : ∥u− umε ∥L1(Sγε )

< r}, (2.57)

onde r = ηµ(Sγε).

Da definição de r > 0, temos

Cη(u
m
ε ) ⊂ Br(u

m
ε ).

Afirmação 2. ∃uε ∈ Br(u
m
ε ) :

E(uε;Sγε) = inf{E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε )}.

Com efeito, aplicando um racioćınio análogo ao Lema 2.6, existem uma sequência minimi-

zante (uk)k∈N ⊂ Br(u
m
ε ) e uε ∈ H1(Sγε) tais que

uk ⇀ uε em H1(Sγε) quando k → ∞,

E(uε;Sγε) ≤ inf{E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε )} (2.58)

e

∀ τ > 0,∃ (uk)k∈N ⊂ H1(Iϵ) : uk(s) → uε(s), ∀ s ∈ Iτ = (a− τ, b+ τ), (2.59)

equivalentes às equações (2.18), (2.19) e (2.23) do Lema 2.6.

Para obtermos a igualdade em (2.58), basta provar que uε ∈ Cη(u
m
ε ). Vejamos.

� |umε − uε| ≤ η em [a, b].

Como (uk)k∈N ⊂ Cη(u
m
ε ), temos

|umε (s)− uk(s)| ≤ η, ∀ s ∈ [a, b]. (2.60)

Para s ∈ (a, b), seja ϵ0 > 0 tal que s ∈ Iϵ0 . Passando o limite em (2.60), segue de (2.59)

aplicado em Iϵ0 que

|umε (s)− uε(s)| ≤ η.

Logo,

|umε (s)− uε(s)| ≤ η, ∀ s ∈ (a, b).

Como uε é cont́ınua no ponto b, através do limite lateral, obtemos

|umε (b)− uε(b)| = lim
s→b+

|umε (s)− uε(s)| ≤ η.
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De modo análogo, temos |umε (a)− uε(a)| ≤ η.

Portanto, |umε − uε| ≤ η em [a, b].

� uε ≥
−η
2

em [z1 − δ, z1 + δ].

Decorre imediatamente de (2.59).

� uε ≤ 0 em [a, z1 − δ) e uε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

De (2.59), temos que uε ≤ 0 em (a, z1 − δ) e uε ≥ 0 em (z1 + δ, b).

Da continuidade de uε em a e b através dos limites laterais, segue que

uε(a) = lim
s→a−

uε(s) ≤ 0 e uε(b) = lim
s→b+

uε(s) ≥ 0.

Portanto, uε ∈ Cη(u
m
ε ) e, consequentemente,

inf{E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε )} ≤ E(uε;Sγε). (2.61)

De (2.58) e (2.61), obtemos a Afirmação 2.

Decorre da Afirmação 2, da definição de umε , do Teorema 2.9 e de (2.52) que

E(uε;Sγε) = inf{E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε )}

≤ inf{E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε ) e v é monotônica crescente em [a, b]}

= E(umε ;Sγε). (2.62)

Queremos provar que umε é mı́nimo local em uma vizinhança completa de L1 e não apenas

restrita a funções monotônicas crescentes. Para isto, provaremos que a energia de umε é igual à

de uε e devido a cadeia de desigualdades (2.62), basta provarmos que

E(umε ;Sγε) ≤ E(uε;Sγε).

Para essa prova, iremos supor que uε não é uma função monotônica crescente, construir uma

função relacionada a uε que pertença a Br(u
m
ε ) e possua energia menor que uε. Essa função

irá contradizer a minimalidade de uε em Br(u
m
ε ) e, consequentemente, teremos uε uma função

monotônica crescente.

Para ε < ε1, segue da Afirmação 1 que uε(a) < 0 e uε(b) > 0 e como uε é uma função

cont́ınua, existe, pelo menos um ponto em (a, b) que a anule. Sejam

sm = min{s ∈ [a, b] : uε(s) = 0} e sM = max{s ∈ [a, b] : uε(s) = 0}.

Afirmação 3. α ≤ uε ≤ β em [a, b].
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Suponha que exista s∗ ∈ [a, b] tal que uε(s
∗) < α. Como uε é cont́ınua, existe um intervalo

I ⊂ [a, b] tal que uε < α em I.

Defina

ũε =

{
α, em I
uε, caso contrário.

Afirmação 3.1. ũε ∈ Cη(u
m
ε ).

� |umε − ũε| ≤ η em [a, b].

Do Teorema 2.9-(d), temos α ≤ umε e, portanto,

−η < 0 ≤ umε − α ≤ umε − uε ≤ η em I.

Como ũε = uε em Ic, o resultado segue.

� ũε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ].

Para s ∈ I ∩ [z1 − δ, z1 + δ], temos

−η
2
< uε(s) < α = ũε(s).

Enquanto que, para s ∈ Ic, temos ũε(s) = uε(s).

� ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ) e ũε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Como uε < α < 0 em I, temos I ⊂ [a, z1 + δ). Logo, ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ), pois ũε é igual

a uε ou α e ambos são não positivos neste intervalo.

Ademais, ũε = uε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Com isso, temos ũε ∈ Cη(u
m
ε ), encerrando a prova da Afirmação 3.1 e concluindo que

ũε ∈ Br(u
m
ε ).

Agora, vejamos as energias de uε e ũε. Como uε < ũε = α em I e F é estritamente decrescente

em (−∞, α], temos F (ũε) < F (uε) em I. Além disso, (ũ′ε)
2 = 0 ≤ (u′ε)

2 em I, implicando em

E(ũε;Sγε) < E(uε;Sγε)

e contradizendo a minimalidade de uε em Br(u
m
ε ).

Portanto, uε ≥ α em [a, b]. De modo similar, obtemos uε ≤ β em [a, b], completando a prova

da Afirmação 3.

Afirmação 4. uε é monotônica crescente em [a, sm] ∪ [sM , b].

De fato, suponha que uε possui um ponto de máximo local em (a, sm). Denote tal ponto

por s∗. Do fato de sm ser o primeiro ponto a anular uε, segue que uε(s
∗) < 0. Nesse caso,

s∗ ∈ [a, z1 + δ) e existe um intervalo I = (s, s̃) ⊂ [a, z1 + δ) tal que

uε(s) = uε(s̃) e uε(s) < uε(s) ≤ uε(s
∗) < 0, para todo s ∈ I.
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Defina

ũε =

{
uε(s), em I
uε, caso contrário.

Afirmamos que ũε ∈ Cη(u
m
ε ). De fato,

� |umε − ũε| ≤ η em [a, b].

Do fato de umε ser monotônica crescente e da definição de ũε, temos, para s ∈ I,

−η ≤ umε (s)− uε(s) ≤ umε (s)− uε(s) = umε (s)− ũε(s)

≤ umε (s̃)− ũε(s) = umε (s̃)− uε(s̃) ≤ η.

� ũε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ] e ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ).

Existem dois casos: s∗ ∈ [a, z1 − δ) ou s∗ ∈ [z1 − δ, z1 + δ). Em ambos os casos, é posśıvel

escolher o intervalo I de tal modo que ũε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ] e ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ).

� ũε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Como I ⊂ [a, z1 + δ), temos ũε = uε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Portanto, ũε ∈ Cη(u
m
ε ) e, consequentemente, ũε ∈ Br(u

m
ε ).

Da definição de ũε e da Afirmação 3, temos

α ≤ ũε < uε < 0 em I.

Como F é estritamente crescente em [α, 0], temos F (ũε) < F (uε). Novamente, da definição

de ũε segue que (ũ′ε)
2 = 0 ≤ (u′ε)

2 em I e, portanto,

E(ũε;Sγε) < E(uε;Sγε),

contradizendo a minimalidade de uε em Br(u
m
ε ).

Para provar que uε é monotônica crescente em [sM , b], basta supor que existe um mı́nimo lo-

cal nesse intervalo e prosseguir de forma semelhante à prova anterior. Deste modo, a Afirmação

4 está conclúıda.

Note que, se sm = sM ou uε = 0 em [sm, sM ], segue da Afirmação 4 que uε é uma função

monotônica crescente. O nosso propósito, a partir de agora, é provar que só umas dessas opções

ocorre. Então, suponha, por contradição, que

∃ s ∈ (sm, sM) : uε(s) ̸= 0. (2.63)

Afirmação 5. [sm, sM ] ⊂ [z1 − δ, z1 + δ].
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Com efeito, suponha que [sm, sM ] ⊈ [z1 − δ, z1 + δ]. Portanto, ou sm /∈ [z1 − δ, z1 + δ] ou

sM /∈ [z1 − δ, z1 + δ].

Novamente, faremos a prova dessa afirmação apenas para sm, visto que os cálculos são

similares para sM .

Os tipos de comportamento da função uε podem ser resumidos a cinco casos. Os estudo dos

três casos a seguir possuem procedimentos iguais, enquanto que os Casos 4 e 5 necessitam de

uma análise mais detalhada.

Caso 1. ∃ s∗ ∈ (a, z1 − δ) : uε(s
∗) = 0 (Fig. 2.6(a)).

Caso 2. ∃ I ⊂ (a, z1 − δ) : uε = 0 em I (Fig. 2.6(b)).

Caso 3. ∃ s1 ∈ (a, z1 − δ), s2 ∈ [z1 − δ, z1 + δ) : uε = 0 em [s1, s2] e uε(s) < 0 para s > s2

suficientemente próximo (Fig. 2.6(c)).

(a) Caso 1. (b) Caso 2.

(c) Caso 3.

Figura 2.6: Casos 1, 2 e 3.

Esses três casos possuem a mesma prova: seja s∗ ∈ (a, z1 + δ) tal que uε(s
∗) = 0. Tome

s < s∗ < s̃ tais que uε(s) = uε(s̃) e uε(s) < uε(s) ≤ uε(s
∗), para s ∈ (s, s̃). Defina

ũε =

{
uε(s), em (s, s̃)
uε, caso contrário.

De modo análogo a Afirmação 4, temos ũε ∈ Br(u
m
ε ).

Além disso, α ≤ ũε < uε ≤ 0 em I e como F é estritamente crescente em [α, 0], temos

F (ũε) < F (uε) em I, enquanto que (ũ′ε)
2 = 0 ≤ (u′ε)

2 em I. Portanto,

E(ũε;Sγε) < E(uε;Sγε),

contradizendo a minimalidade de uε em Br(u
m
ε ) e provando que os Casos 1, 2 e 3 não podem

ocorrer.
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Caso 4. ∃ s1 ∈ (a, z1 − δ), s2, s3 ∈ [z1 − δ, b) : uε = 0 em [s1, s2], uε > 0 em (s2, s3), uε(s3) = 0

e uε(s) > 0 para s > s3 suficientemente próximo (Fig. 2.7).

Figura 2.7: Caso 4.

Observe que não podemos garantir que s2 < z1 + δ e nem que s3 < z1 + δ, já que uε ≥ 0 a

partir de s2.

Nesse caso, note que s3 é um ponto de mı́nimo local de uε. Sejam s < s3 < s̃ tais que

uε(s) = uε(s̃) > 0 e uε(s3) ≤ uε(s) < uε(s), para todo s ∈ (s, s̃). Defina

ũε =

{
uε(s), em (s, s̃)
uε, caso contrário.

Afirmação 5.1. ũε ∈ Cη(u
m
ε ).

De fato,

� |umε − ũε| ≤ η em [a, b].

De modo análogo a Afirmação 4, obtemos |umε − uε| ≤ η em [a, b].

� ũε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ] e ũε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

É posśıvel escolher s e s̃ de modo que (s, s̃) ⊂ (z1 − δ, b) e como temos

ũε ≥ uε(s3) = 0 > −η
2
em [z1 − δ, b],

o resultado segue.

� ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ).

Da definição de ũε, temos ũε = uε ≤ 0 em [a, z1 − δ).

Assim, ũε ∈ Cη(u
m
ε ), confirmando a Afirmação 5.1 e, portanto, ũε ∈ Br(u

m
ε ).

Como

0 ≤ uε < ũε ≤ β em (s, s̃)

e F é estritamente decrescente em [0, β], obtemos

F (ũε) < F (uε) em (s, s̃).
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Ademais, (ũ′ε)
2 = 0 ≤ (u′ε)

2 em (s, s̃). Deste modo, temos

E(ũε;Sγε) < E(uε;Sγε),

contrariando a minimalidade de uε em Br(u
m
ε ) e provando que esse caso também não pode

ocorrer.

Caso 5. ∃ s1 ∈ (a, z1 − δ), s2, s3, s4 ∈ [z1 − δ, z1 + δ] : uε = 0 em [s1, s2], uε > 0 em

(s2, s3), uε(s3) = 0 = uε(s4), u < 0 em (s3, s4) e u > 0 em (s4, b). (Fig. 2.8).

Ao contrário do Caso 4, podemos afirmar que s4 ≤ z1 + δ, uma vez que uε < 0 em (s3, s4)

e uε ≥ 0 para pontos maiores que z1 + δ.

Esse caso é o mais complexo dentre todos, pois será necessário fazermos dois processos para

exibir uma função que possua energia menor que uε. O primeiro passo é refletir a corcova ne-

gativa em torno do eixo Ox (Fig. 2.9) e, em seguida, fazer o corte da função igual aos outros

casos (Fig. 2.10).

Figura 2.8: Caso 5.

Seja

ũε =

{
−uε, em [s3, s4]
uε, caso contrário.

Novamente, afirmamos que ũε ∈ Cη(u
m
ε ). Com efeito,

� |umε − ũε| ≤ η em [a, b].

Como ũε = uε fora de [s3, s4], então

|umε − ũε| ≤ η em [a, s3) ∪ (s4, b].

Para s ∈ [s3, s4] tal que s ≤ z1, temos umε (s) ≤ 0. Segue de (2.54), de uε ≥ −η
2
em

[z1 − δ, z1 + δ], da monotonicidade de umε e de ũε ≥ 0 em [s3, s4] que

−η = −η
2
− η

2
≤ umε (z1 − δ) + uε(s) ≤ umε (s) + uε(s)

= umε (s)− [−uε(s)] = umε (s)− ũε(s) ≤ 0 < η.
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Para s ∈ [s3, s4] tal que s > z1, temos umε (s) > 0. Segue de uε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ],

de ũε ≥ 0 em [s3, s4], da monotonicidade de umε e de (2.54) que

−η < −η
2
≤ uε(s) ≤ uε(s) + umε (s) = umε (s)− [−uε(s)]

= umε (s)− ũε(s) ≤ umε (s) ≤ umε (z1 + δ) ≤ η

2
< η.

� ũε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ].

Para s ∈ [z1 − δ, z1 + δ], temos ũε(s) ≥ 0 > −η
2
.

� ũε ≤ 0 em [a, z1 − δ) e ũε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Por definição de uε, temos [s3, s4] ⊂ [z1 − δ, z1 + δ]. Portanto, ũε = uε em [a, z1 − δ] ∪
(z1 + δ, b], obtendo o desejado.

Logo, ũε ∈ Cη(u
m
ε ) e, consequentemente, ũε ∈ Br(u

m
ε ). Como α ≤ uε ≤ 0 em [s3, s4], segue

da propriedade (c3) que F (ũε) ≤ F (uε) em [s3, s4], enquanto que (ũ′ε)
2 = (u′ε)

2 em [a, b] e,

portanto,

E(ũε;Sγε) ≤ E(uε;Sγε). (2.64)

Figura 2.9: Função ũε. Figura 2.10: Função uε.

Seja s ∈ [a, b] o mı́nimo entre os máximos das duas corcovas positivas de ũε, isto é,

ũε(s) = min

{
max
[s2,s3]

ũε,max
[s3,s4]

ũε

}
> 0.

Suponha, sem perda de generalidade, s ∈ [s2, s3]. Seja s̃ ∈ [s3, s4] tal que ũε(s) = ũε(s̃).

Defina

uε =

{
ũε(s), em (s, s̃)
ũε, caso contrário.

Veja que uε ∈ Cη(u
m
ε ). De fato,
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� |umε − uε| ≤ η em [a, b].

Do fato de umε ser uma função monotônica crescente, temos, para s ∈ (s, s̃),

−η ≤ umε (s)− ũε(s) ≤ umε (s)− uε(s) ≤ umε (s̃)− ũε(s̃) ≤ η.

Além disso, para s /∈ (s, s̃), temos uε = ũε e portanto,

|uε(s)− umε (s)| ≤ η, para s ∈ [a, b].

� uε ≥ −η
2
em [z1 − δ, z1 + δ].

Para s ∈ [z1 − δ, z1 + δ] tal que s /∈ (s, s̃), temos uε(s) = ũε(s) ≥ −η
2
, pois ũε ∈ Cη(u

m
ε ).

Para s ∈ (s, s̃) ⊂ [s2, s4], temos uε(s) ≥ 0 > −η
2
.

� uε ≤ 0 em [a, z1 − δ) e uε ≥ 0 em (z1 + δ, b].

Como (s, s̃) ⊂ [s2, s4] ⊂ [z1 − δ, z1 + δ], temos uε = ũε em [a, z1 − δ) ∪ (z1 + δ, b].

Com isso, provamos que uε ∈ Cη(u
m
ε ) e, portanto, uε ∈ Br(u

m
ε ).

Como 0 ≤ ũε < uε ≤ β em (s, s̃) e F é estritamente decrescente em [0, β], temos

F (uε) < F (ũε) em (s, s̃).

Além disso, (u′ε)
2 = 0 ≤ (ũ′ε)

2 em (s, s̃). Por conseguinte, de (2.64), temos

E(uε;Sγε) < E(ũε, Sγε) ≤ E(uε;Sγε),

contradizendo o fato de uε ser L1-mı́nimo de E(· ;Sγε) em Br(u
m
ε ) e provando que esse caso

também não pode ocorrer.

Em todos os casos anteriores onde há um ponto que anula uε fora de [z1 − δ, z1 + δ], en-

contramos uma função que possui energia menor que uε, contradizendo sua minimalidade em

Br(umε ). Deste modo, provamos que não existem pontos fora de [z1 − δ, z1 + δ] que anulam uε,

comprovando a Afirmação 5.

Apesar de não ter sido citado no decorrer das demonstrações das afirmações anteriores,

todas as modificações feitas em uε, denotadas por ũε, pertencem a H1(Sγε), inclusive a função

uε descrita no Caso 5 da Afirmação 5.

Agora, estamos aptos a provar que a suposição (2.63) está, de fato, incorreta. Ou seja,

qualquer ponto de [sm, sM ], obrigatoriamente, terá de anular uε.

Supondo a hipótese (2.63) válida, isto é,

∃ s ∈ [sm, sM ] : uε(s) ̸= 0.

Há apenas dois casos posśıveis: uε se anula em dois ou três pontos, uma vez que outros

casos são combinações desses.

Caso A. uε se anula em dois pontos.

Aqui, temos dois subcasos:
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(i) ∃ s1, s2 ∈ [z1 − δ, z1 + δ] : uε(s1) = 0 = uε(s2), u ≤ 0 em [z1 − δ, s2) e u > 0 em (s2, z1 + δ]

(Fig. 2.11).

(ii) ∃ s1, s2 ∈ [z1 − δ, z1 + δ] : uε(s1) = 0 = uε(s2), u < 0 em [z1 − δ, s1) e u ≥ 0 em (s1, z1 + δ]

(Fig. 2.12).

Figura 2.11: Caso A (i). Figura 2.12: Caso A (ii).

Caso B. uε se anula em três pontos: ∃ s1, s2, s3 ∈ [z1 − δ, z1 + δ] : uε(si) = 0, i = 1, 2, 3, uε <

0 em [z1 − δ, s1) ∪ (s2, s3) e uε > 0 em (s1, s2) ∪ (s3, z1 + δ] (Fig. 2.13).

Figura 2.13: Caso B.

O caso A é análogo ao Caso 1: para o subcaso (i), o procedimento deve ser aplicado em s1,

enquanto que no subcaso (ii), em s2. Já no Caso B, a demonstração é similar ao Caso 5.

Deste modo, qualquer ponto em [sm, sM ] tem de anular uε, ou seja, a suposição (2.63) não

pode ocorrer.

Com isso, provamos que uε é monotônica crescente e, portanto, uε ∈ Bm
η0
(umε ). Logo, segue

do Teorema 2.9 que

E(umε ;Sγε) ≤ E(uε;Sγε). (2.65)

De (2.62) e (2.65), temos

E(umε ;Sγε) = E(uε;Sγε).

Consequentemente, umε é um L1-mı́nimo local de E(· ;Sγε) em Br(u
m
ε ).
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Observação 2.11. Quando f for uma função da forma f(u) = −u(u−α)(u−β) com β < −α,
é posśıvel obter todos os resultados anteriores (e posteriores, também), uma vez que

F (−u) ≤ F (u), ∀u ∈ [0, β].

Nesse caso, são necessários alguns ajustes. No Teorema 2.10, deve-se fazer pequenas modi-

ficações nas definições de η > 0, da vizinhança Cη(u
m
ε ) e na análise do Caso 5 (e, consequen-

temente, na do Caso B): em vez de limitarmos as funções em [z1 − δ, z1 + δ] inferiormente por

−η/2 e refletirmos a corcova negativa em torno do eixo Ox, agora as limitaremos superiormente

por η/2 e refletiremos a corcova positiva.

Observação 2.12. Se f for uma função bi-estável e ı́mpar em [−ϵ, ϵ] para algum ϵ > 0, então

F será uma função par em [−ϵ, ϵ] e é posśıvel obter todos os resultados anteriores. Nesse

caso, a vizinhança tubular não possui restrições, não sendo necessário lidar com um intervalo

[z1 − δ, z1 + δ] (trabalho realizado em [29]).

Através dos resultados anteriores, podemos provar que uε, para ε < ε1, é um padrão do

problema (2.10), ou seja, solução estacionária não constante estável de (2.1).

Teorema 2.13. Seja (uε)ε<ε1 a famı́lia de L1-mı́nimos locais obtida no Teorema 2.10. Então,

para cada ε ∈ (0, ε1), uε é um padrão para o problema (2.10). Além disso, uε é uma função

estritamente crescente em [aε, bε].

Demonstração. Pelo Teorema 2.10, existe ε1 > 0, tal que

E(umε ;Sγε) = min {E(v;Sγε) : v ∈ Br(u
m
ε )} , ∀ε < ε1,

onde Br(u
m
ε ) está definido em (2.57).

Dado µ0 > 0, seja

v = umε + µφ,

com µ ∈ (0, µ0) e φ ∈ H1(Sγε) tal que

(i) |φ| ≤ η

µ0

em [aε, bε],

(ii) φ ≤ umε (z1 − δ)

µ0

em [aε, z1 − δ),

(iii) φ ≥ −η/2 + umε (z1 − δ)

µ0

em [z1 − δ, z1 + δ],

(iv) φ ≥ −u
m
ε (z1 + δ)

µ0

em (z1 + δ, bε],
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onde η, z1 e δ estão definidos em (2.52), (2.53) e (2.54), respectivamente.

Pelas condições impostas em µ > 0 e φ ∈ H1(Sγε), temos v ∈ Cη(u
m
ε ) e, consequentemente,

v ∈ Br(u
m
ε ). Como umε é L1-mı́nimo local de E(· ;Sγε) em Br(u

m
ε ), temos

E(umε ;Sγε) ≤ E(v;Sγε),

onde v = umε + µφ, 0 < µ < µ0 e φ ∈ H1(Sγε) satisfaz (i)-(iv).

A minimalidade é suficiente para utilizar o argumento de Cálculo Variacional, mesmo com

as restrições impostas sobre φ, para concluir que umε satisfaz

∂GE(u
m
ε ;Sγε)[φ] = 0 e ∂2GE(u

m
ε ;Sγε)[φ] ≥ 0, ∀φ ∈ H1(Sγε) satisfazendo (i)-(iv), (2.66)

onde ∂G denota a derivada de Gateaux.

Consequentemente, para ε < ε1, u
m
ε é uma solução estacionária do problema (2.11) e,

consequentemente uma solução estacionária de (2.10), pois umε independe de θ.

Para provarmos a estabilidade de umε , considere o problema linearizado em torno de umε{
vss + kεvs + λf ′(umε )v + µv = 0 em (aε, bε)
vs(aε) = vs(bε) = 0.

(2.67)

De (2.66), temos que o primeiro autovalor associado a umε satisfaz

µ1(u
m
ε ) := inf

{
∂2GE(u

m
ε ;Sγε)[φ] : φ ∈ H1(Sγε), ∥φ∥L2(Sγε )

= 1
}
≥ 0.

Se µ1(u
m
ε ) > 0, o resultado segue de imediato.

Vejamos o caso onde µ1(u
m
ε ) = 0. Nesse caso, o autovalor é simples e existe uma variedade

local invariante W (umε ) tangente ao autoespaço tal que se umε é estável em W (umε ), então ela

também é estável em H1(Sγε). A garantia da estabilidade de umε em W (umε ) segue da existência

de uma função de Lyapunov e do fato de W (umε ) ter dimensão 1. Com isso, conclúımos que

umε é um padrão de (2.11). A estabilidade de umε em (2.10) e, consequentemente, em (2.1),

decorre do fato de que a primeira autofunção associada a µ1(u
m
ε ) de (2.67) não depende de θ e

da aplicação do Teorema de Krein-Rutman.

Para encerrarmos a prova, falta mostrar que umε é estritamente crescente em [aε, bε]. Vejamos.

Devido a natureza de umε , sabemos que ela é uma função monotonicamente crescente. Basta

provarmos que essa relação é estrita. De fato, como umε é uma solução estacionária de (2.11),

temos
d2umε
ds2

+
ψ′
ε

ψε

dumε
ds

+ λf(umε ) = 0 em (aε, bε) (2.68)

e
dumε
ds

(aε) =
dumε
ds

(bε) = 0. (2.69)

Através de (2.68), (2.69) e de cálculo direto, temos

dumε
ds

(s) = − λ

ψε(s)

∫ s

aε

f(umε )ψε dξ, ∀ s ∈ (aε, z1), (2.70)
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onde z1 = min{s ∈ [aε, bε] : u
m
ε (s) = 0}.

Do Prinćıpio do Máximo e da definição de z1, temos

α < umε (s) < 0, ∀ s ∈ (aε, z1). (2.71)

Além disso, note que

f < 0 em (α, 0) e ψε > 0 em (aε, z1). (2.72)

De (2.70), (2.71), (2.72) e λ > 0, segue que

dumε
ds

> 0 em (aε, z1),

ou seja, umε é estritamente crescente em [aε, z1].

De modo análogo, prova-se que umε é estritamente crescente em [z2, bε], onde

z2 = max{s ∈ [aε, bε] : u
m
ε (s) = 0}.

Portanto, temos umε estritamente crescente em [aε, z1]∪[z2, bε]. Provemos então, que z1 = z2.

Afirmação 1. z1 = z2.

Suponha z1 ̸= z2. Como umε é monotônica crescente, temos umε = 0 em [z1, z2]. Portanto,

existe s̃ ∈ (z1, z2) tal que

umε (s̃) =
dumε
ds

(s̃) = 0.

Segue da unicidade da solução que umε ≡ 0 em [s̃, bε]. Absurdo, pois umε > 0 em pontos

próximos a bε, comprovando a Afirmação 1 e por fim, provando que umε é uma função estrita-

mente crescente.

Com os resultados obtidos nesta seção, podemos garantir que, para cada λ > 0 fixo, existe

um padrão uε,λ do problema (2.1) estritamente crescente. Como dito inicialmente, a monotoni-

cidade desses padrões ajudará nos estudos de comportamento assintótico e de estabilidade das

soluções quando λ→ ∞, feitos nas próximas seções.

2.3 Estudo do comportamento assintótico quando f não satis-
faz a condição de igualdade de área

Aqui, trabalharemos com o termo de reação f : R −→ R definido por

(H) f(u) = −u(u− α)(u− β), com β > −α,
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Figura 2.14: Exemplo de função f que não satisfaz a condição de igualdade de área, onde∫ β0

α
f(ξ) dξ = 0.

ou seja, f não satisfaz a condição de igualdade de área.

Como as provas desta seção serão feitas para cada superf́ıcie Sγε , sem depender do parâmetro

ε > 0, fixaremos ε ∈ (0, ε1) e o omitiremos das notações da solução uε,λ, do intervalo [aε, bε], da

curva γε, da função coordenada ψε e da curvatura geodésica kgε e, utilizaremos uλ, [a, b], γ, ψ e

kg, respectivamente, para uma visualização mais limpa. Além disso, sem perda de generalidade,

podemos supor que o ponto qε(0) é a origem, onde qε é a função de comprimento de arco de Γε.

Em [28], quando f satisfaz a condição de igualdade de área (neste caso, β = −α), utilizando
técnicas de Γ-convergência, os autores provaram que existe λ1 > 0 tal que o problema{

ut = ∆Sγu+ λf(u) em (0,∞)× Sγ

u(0, ·) = u0(·) em Sγ
(2.73)

possui solução estacionária estável uλ, para todo λ > λ1 e que essa famı́lia (uλ)λ>λ1 desenvolve

camada de transição interna com interface em s = 0, isto é,

∥uλ − α∥L1(a,0) → 0 e ∥uλ − β∥L1(0,b) → 0 quando λ→ ∞. (2.74)

Nesse mesmo artigo, foi provado que a condição de igualdade de área é uma hipótese ne-

cessária para a formação de camada interna (Fig. 1.2). Portanto, se retirarmos essa condição,

qualquer famı́lia de soluções estacionárias de (2.73) não pode satisfazer (2.74), o que acarreta

em uma mudança no comportamento assintótico das soluções quando λ→ ∞.

Como aqui não exigimos que f satisfaça a condição de igualdade de área, ao supor f

satisfazendo (H), fica claro que nenhuma famı́lia de soluções estacionárias de (2.1) terá um

comportamento como descrito em (2.74), pois a famı́lia de soluções não desenvolve camada de

transição interna. Por essa razão, seria interessante estudarmos o que acontece com as soluções

estacionárias de (2.1) quando λ→ ∞.

Sob a hipótese (H), seja uλ solução estacionária de (2.1). Provaremos, baseado nas re-

ferências [26, 29], que uλ(b) converge para β0 ∈ (0, β), ponto o qual satisfaz
∫ β0

α
f(ξ) dξ = 0,

e uλ converge uniformemente para α em [a, s], para qualquer s ∈ (a, b), quando λ → ∞ (Fig.

1.1).
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Da hipótese (H), temos ∫ β

α

f(ξ) dξ > 0 (2.75)

e devido a continuidade de f , podemos garantir a existência de um único β0 ∈ (0, β) tal que∫ β0

α

f(ξ) dξ = 0.

Fixado λ0 > 0, vimos na seção anterior, a existência de um padrão monotônico crescente

uλ0 de (2.1). Seja λ ≥ λ0 e considere o problema{
uss + kgus + λf(u) = 0 em (a, b)
us(a) = us(b) = 0.

(2.76)

Da continuidade e suavidade do fluxo em relação a λ e da unicidade de solução de (2.11),

podemos garantir a existência de soluções monotônicas crescentes uλ, para λ ≥ λ0, do problema

(2.76), que se anula em um único ponto, denotado por z1(λ).

É importante salientar que todos cálculos subsequentes não utilizam o conceito de estabili-

dade, uma vez que não podemos garantir que uλ é estável, para λ > λ0. Usaremos apenas, os

seguintes fatos: as soluções são funções monotônicas crescentes que se anulam em único ponto

z1(λ) e que, para todo λ ≥ λ0, segundo o Prinćıpio do Máximo,

α ≤ uλ(s) ≤ β, ∀ s ∈ [a, b]. (2.77)

Seja s ∈ (a, b) e considere o problema linearizado:{
vss + kgvs + µf ′(0)v = 0 em (s, b)
v(s) = v(b) = 0.

(2.78)

Sejam µ1 e v1 os primeiros autovalor e autofunção de (2.78).

Para a análise do comportamento assintótico de (uλ)λ≥λ0 quando λ→ ∞, precisaremos dos

seguintes lemas auxiliares.

Lema 2.14. Se existem s ∈ (a, b) e uma sequência (λn)n∈N tais que λn
n→∞−−−→ ∞ e

∃n0 ∈ N : a < z1(λn) < s, ∀n ≥ n0.

Então,

(a) v1 ≤ uλn em [s, b].

(b) lim
n→∞

∫ b

s

v1f(uλn)ψ ds = 0.

(c) uλn

n→∞−−−→ β em medida em [s, b].

(d) uλn(b)
n→∞−−−→ β.
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Demonstração. (a) Como s > z1(λn), para n suficientemente grande, e uλn é monotônica

crescente, temos

uλn(s) > 0, ∀ s ≥ s, ∀n ≥ n0. (2.79)

Do fato de v1 ser autofunção de (2.78), podemos supor, sem perda de generalidade, que

0 < v1(s) <
α + β

3
, ∀ s ≥ s, (2.80)

onde
α + β

3
∈ (0, β) é o ponto de inflexão de f , isto é, f ′

(
α + β

3

)
= f ′′

(
α + β

3

)
= 0.

Para provar o desejado, suponha por contradição, que para todo Λ > 0, existe n ∈ N tal

que:

para λn > Λ, ∃ s̃(λn) ∈ (s, b) : 0 < uλn(s̃(λn)) < v1(s̃(λn)).

Da continuidade e informações sobre uλn e v1, existem s̃1(λn), s̃2(λn) ∈ (s, b) tais que

v1(s̃i(λn)) = uλn(s̃i(λn)), i = 1, 2

e

uλn < v1 em (s̃1(λn), s̃2(λn)). (2.81)

Seja ξλn : [s̃1(λn), s̃2(λn)] −→ R definida por

ξλn(s) =
v1(s)

uλn(s)
, para s ∈ (s̃1(λn), s̃2(λn)).

Note que ξλn satisfaz
ξss +

(
kg + 2

u′λn

uλn

)
ξs +

(
µ1f

′(0)− λn
f(uλn)

uλn

)
ξ = 0 em (s̃1(λn), s̃2(λn))

ξ(s̃1(λn)) = ξ(s̃2(λn)) = 0.

(2.82)

Como ξλn(s̃i(λn)) = 1, i = 1, 2, e ξλn(s̃(λn)) > 1, segue que ξλn atinge seu máximo no

interior do intervalo [s̃1(λn), s̃2(λn)].

De (2.79), (2.81) e (2.80), temos

0 < uλn < v1 <
α + β

3
em (s̃1(λn), s̃2(λn)). (2.83)

Como f é uma função convexa em
(
−∞, α+β

3

)
, segue de (2.83) que

f(uλn)

uλn

≥ f ′(0) = −αβ > 0 em (s̃1(λn), s̃2(λn))

e, consequentemente,

λn
f(uλn)

uλn

n→∞−−−→ ∞ em (s̃1(λn), s̃2(λn)),
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uma vez que (f(uλn)/uλn)n∈N é uma sequência limitada inferiormente por uma constante f ′(0)

estritamente positiva.

Tomando Λ > 0 suficientemente grande tal que o coeficiente de ξλn em (2.82) seja negativo

em (s̃1(λn), s̃2(λn)), segue do fato de ξλn atingir seu máximo no interior de [s̃1(λn), s̃2(λn)] e do

Teorema do Prinćıpio do Máximo que ξλn é uma constante. Absurdo.

Portanto, v1 ≤ uλn em [s, b].

(b) Como uλn é solução de (2.76), segue que

(ψu′λn
)′ = −λnf(uλn)ψ. (2.84)

Multiplicando (2.84) por v1, obtemos

v1(ψu
′
λn
)′ = −λnv1f(uλn)ψ. (2.85)

Além disso, temos

(v1ψu
′
λn
)′ = v′1ψu

′
λn

+ v1(ψu
′
λn
)′ (2.86)

e

(v′1ψuλn)
′ = (v′1ψ)

′uλn + v′1ψu
′
λn

= −µ1f
′(0)v1ψuλn + v′1ψu

′
λn
, (2.87)

uma vez que v1 satisfaz (2.78) com µ = µ1.

Segue de (2.85), (2.86) e (2.87) que

(v1ψu
′
λn
)′ − (uλnψv

′
1)

′ − µ1f
′(0)v1uλnψ = −λnv1f(uλn)ψ. (2.88)

Integrando (2.88) em [s, b], obtemos∫ b

s

[
(v1ψu

′
λn
)′ − (uλnψv

′
1)

′ − µ1f
′(0)v1uλnψ

]
ds = −λn

∫ b

s

v1f(uλn)ψ ds.

Do fato de v1(s) = v1(b) = 0, temos

1

λn

[
(uλnψv

′
1)
∣∣∣b
s
+ µ1f

′(0)

∫ b

s

v1uλnψ ds

]
=

∫ b

s

v1f(uλn)ψ ds. (2.89)

Como v1 e ψ independem de λn e a sequência (uλn)n∈N é limitada, o termo entre colchetes

de (2.89) é limitado e, portanto,

lim
n→∞

∫ b

s

v1f(uλn)ψ ds = 0.

(c) Seja Iϵ = {s ∈ [s, b] : s+ ϵ < s < b− ϵ}.
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Seja mϵ(v1) = inf{v1(s) : s ∈ Iϵ}. Segue dos itens (a) e (b) que

0 < mϵ(v1) ≤ v1 ≤ uλn < β em Iϵ

e

lim
n→∞

∫
Iϵ

v1f(uλn)ψ ds = 0. (2.90)

Queremos provar que uλn → β em medida em [s, b]. Para isso, suponha por contradição que

não ocorra. Então, existem δ > 0 e uma subsequência (λnk
) tais que λnk

→ ∞, quando k → ∞
e µ(Iϵ,k) ≥ δ, onde

Iϵ,k :=
{
s ∈ Iϵ : |uλnk

(s)− β| ≥ η
}
.

Como uλnk
é monotônica crescente e devido a definição de ψ, temos f(uλnk

) e ψ limitadas

inferiormente em Iϵ por constantes estritamente positivas, denotadas por fm e ψm, respectiva-

mente. Logo, ∫
Iϵ,k

v1f(uλnk
)ψ ds ≥ mϵ(v1)fmψmδ > 0, ∀ k ∈ N. (2.91)

Comomϵ(v1), fm, ψm e δ independem de k, ao fazer k → ∞ em (2.91) temos uma contradição

com (2.90). Logo, para ϵ > 0 suficientemente pequeno, temos

µ(Iϵ,k)
k→∞−−−→ 0.

(d) Segue do item (c) que existe uma subsequência (λn)n∈N, manteremos a mesma notação,

tal que

uλn → β qtp em [s, b].

Seja s0 ∈ [s, b] tal que uλn(s0) → β. Pela monotonicidade crescente de uλn e (2.77), temos

uλn(b) → β quando n→ ∞.

De modo análogo, obtemos o resultado seguinte.

Lema 2.15. Se existem s ∈ (a, b) e uma sequência (λn)n∈N tais que λn
n→∞−−−→ ∞ e

∃n0 ∈ N : s < z1(λn) < b, ∀n ≥ n0.

Então, uλn

n→∞−−−→ α em medida em [a, s] e uλn(a)
n→∞−−−→ α.

Por fim, obtemos o resultado principal desta seção:

Teorema 2.16. Sejam (uλ)λ≥λ0 uma famı́lia de soluções monotônicas crescentes de (2.76) e

z1(λ) o único zero de uλ, para todo λ ≥ λ0. Então, existe uma subfamı́lia (λ)λ≥λ0, de mesma

notação, tal que:
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(a) lim
λ→∞

z1(λ) = b.

(b) uλ → α uniformemente em [a, s], para s ∈ (a, b).

(c) lim
λ→∞

uλ(b) = β0.

Demonstração. (a) Como a famı́lia (z1(λ))λ≥λ0 ⊂ (a, b) é limitada, possui uma subfamı́lia

convergente.

Suponha, por absurdo, que z1(λn) → s0 ∈ (a, b). Então,

∀ s ∈ (s0, b), ∃n0 = n0(s) ∈ N : a < z1(λn) < s, ∀n ≥ n0.

Segue do Lema 2.14 que

uλn

n→∞−−−→ β em medida em [s, b]

e do fato de (uλn)n∈N ser uma sequência limitada, temos

uλn

n→∞−−−→ β em L1(s, b). (2.92)

Afirmação 1. uλn

n→∞−−−→ β em L1(s0, b), para alguma subsequência.

Suponha que isso não ocorra. Então,

∃ ϵ0 > 0, ∀n ∈ N, ∃n0 ≥ n :

∫ b

s0

(
β − uλn0

)
ds ≥ ϵ0. (2.93)

De (2.93) e da monotonicidade crescente de uλn0
, tomando s = s0+

ϵ0
2(β − α)

∈ (s0, b), para

n grande, temos∫ b

s

(
β − uλn0

)
ds =

∫ b

s0

(
β − uλn0

)
ds−

∫ s

s0

(
β − uλn0

)
ds

≥ ϵ0 −
∫ s

s0

(
β − α

)
ds = ϵ0 − (β − α)(s− s0) =

ϵ0
2
,

contradizendo (2.92) e concluindo a Afirmação 1.

Analogamente, obtemos uma subsequência (λn)n∈N tal que

uλn

n→∞−−−→ α em L1(a, s0). (2.94)

Da Afirmação 1 e de (2.94), temos uλn → αχ(a,s0) + βχ(s0,b) em L1(a, b), ou seja, (uλn)n∈N

desenvolve camada de transição interna com interface em s0 ∈ (a, b). Segue do Teorema A.2

que ∫ β

α

f(ξ) dξ = 0,

contradizendo (2.75).
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Deste modo, z1(λn) → a ou z1(λn) → b. Suponha, por absurdo, que z1(λn) → a. Então,

∀ s > a, ∃n0 = n0(s) ∈ N : a < z1(λn) < s, ∀n ≥ n0.

Do Lema 2.14, uλn → β em medida em [s, b] e

uλn(b) → β. (2.95)

De modo análogo a Afirmação 1, prova-se que uλn → β em L1(a, b) e, consequentemente,

em medida em (a, b).

Afirmação 2. uλn → β uniformemente em qualquer intervalo (s− ϵ, s+ ϵ) ⊂ (a, b).

De fato, suponha que não. Então, existem δ, ϵ0 > 0 e s0 ∈ (a, b) tais que

∀n ∈ N, ∃n0 ≥ n, ∃ s̃ ∈ (s0 − ϵ0, s0 + ϵ0) ⊂ (a, b) : β − δ > uλn0
(s̃).

Como uλn é monotônica crescente em (a, b), temos

β − δ > uλn0
(s), ∀ s ∈ (a, s̃), para n grande,

contradizendo a convergência em medida uλn → β em (a, b).

Portanto, uλn → β uniformemente em qualquer intervalo (s−ϵ, s+ϵ) ⊂ (a, b). Em particular,

uλn(s) → β, ∀ s ∈ (a, b). (2.96)

Seja (δn,m)n,m∈N a dupla sequência definida por

δn,m := F

(
uλn

(
a+

1

m

))
− F (uλn (b)) , ∀n,m ∈ N.

Como (uλn)n∈N é limitada e F é cont́ınua, temos (δn,m)n,m∈N uma sequência limitada e,

portanto, possui subsequência convergente, que manteremos a mesma notação. Além disso,

segue de (2.95) e (2.96) que

� fixado m0 ∈ N:

lim
n→∞

δn,m0 = lim
n→∞

[
F

(
uλn

(
a+

1

m0

))
− F (uλn (b))

]
= F (β)− F (β) = 0.

� fixado n0 ∈ N :

lim
m→∞

δn0,m = lim
m→∞

[
F

(
uλn0

(
a+

1

m

))
− F

(
uλn0

(b)
)]

= F (uλn0
(a))− F (uλn0

(b)).

Devido ao fato dos limites serem iguais, temos

0 = lim
n→∞

(
lim

m→∞
δn,m

)
= lim

n→∞

(
F (uλn(a))− F (uλn(b))

)
,
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ou seja,

lim
n→∞

F (uλn(a)) = lim
n→∞

F (uλn(b)). (2.97)

Como α ≤ uλn(a) < 0, para n suficientemente grande, segue de (2.97) e das definições de f

e F que

F (α) ≤ lim
n→∞

F (uλn(a)) = lim
n→∞

F (uλn(b)) = F (β),

isto é, ∫ β

α

f(ξ) dξ ≤ 0,

contradizendo (2.75).

Consequentemente, z1(λn) → b quando n→ ∞.

(b) Note que uλn → α em medida em [a, b). De fato, como z1(λn) → b (item (a)), para

qualquer s < b, temos

∃n0 = n0(s) ∈ N : s < z1(λn) < b, ∀n ≥ n0

e, segue do Lema 2.15 que uλn → α em medida em [a, s].

De modo análogo ao que foi feito no item (a), prova-se que

uλn → α em medida em [a, b). (2.98)

Mostremos agora que uλn → α uniformemente em [a, s], para todo s ∈ (a, b). Para tal,

suponha, por absurdo, que isso não ocorra, ou seja, que existem s̃ ∈ (a, b) e ϵ > 0 tais que

∀n ∈ N, ∃n0 ≥ n, ∃ s0 ∈ (a, s̃] : α + ϵ < uλn0
(s0).

Como uλn0
é uma função monotônica crescente, temos

α + ϵ < uλn0
(s), ∀ s ∈ [s0, b), para n suficientemente grande,

contradizendo (2.98).

Logo, uλn → α uniformemente em [a, s], para todo s ∈ (a, b).

(c) Seja (δn,m)n,m∈N a dupla sequência definida por

δn,m := F (uλn(a))− F

(
uλn

(
b− 1

m

))
, ∀n,m ∈ N.

Do item (b), temos

uλn(s) → α, ∀ s ∈ [a, b). (2.99)
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De modo similar ao que foi feito no item (b) e utilizando (2.99), temos

lim
n→∞

[F (uλn(a))− F (uλn(b)] = lim
n→∞

[
lim

m→∞
δn,m

]
= lim

m→∞

[
lim
n→∞

δn,m

]
= lim

m→∞
lim
n→∞

[
F (uλn(a))− F

(
uλn

(
b− 1

m

))]
= lim

m→∞

(
F (α)− F (α)

)
= 0.

Ou seja,

lim
n→∞

F (uλn(a)) = lim
n→∞

F (uλn(b)). (2.100)

Do item (b) e de (2.100), obtemos

lim
n→∞

F (uλn(b)) = F (α). (2.101)

Como (uλn(b))n∈N é uma sequência limitada por 0 e β, existem uma subsequência (mante-

remos a mesma notação) e d ∈ [0, β] tais que

uλn(b) → d.

Segue da continuidade de F que

lim
n→∞

F (uλn(b)) = F (d). (2.102)

De (2.101) e (2.102), temos F (d) = F (α), ou seja,∫ d

α

f(ξ) dξ = 0.

Portanto, d = β0.

2.4 Análise de estabilidade das soluções para λ > 0 suficien-
temente grande quando f não satisfaz a condição de igualdade
de área

Aqui, como na seção anterior, também trabalharemos com o termo de reação f : R −→ R
definido por

f(u) = −u(u− α)(u− β), com β > −α,

ou seja, f não satisfaz a condição de igualdade de área.

Podemos afirmar que

�

∫ β

α

f(ξ) dξ > 0.

� ∃! β0 ∈ (0, β) :

∫ β0

α

f(ξ) dξ = 0.
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Visto que o resultado obtido nesta seção é referente à cada superf́ıcie Sγε , independente do

parâmetro ε > 0, fixaremos ε ∈ (0, ε1) e o omitiremos das notações da solução uε,λ, da função

coordenada ψε, da curvatura geodésica kgε , da superf́ıcie de revolução Sγε e do intervalo [aε, bε]

e utilizaremos uλ, ψ, kg, Sγ e [a, b], igual à seção anterior, a fim de deixar a visualização do

resultado mais limpa. Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor que qε(0) é a

origem, onde qε é a função de comprimento de arco de Γε.

Quando f satisfaz a condição de igualdade de área (neste caso, β = −α), em [28], utilizando

a Teoria de Γ-convergência, foi provado a existência de um parâmetro λ1 > 0 e de uma famı́lia

de padrões (uλ)λ>λ1 do problema{
ut = ∆Sγu+ λf(u) em (0,∞)× Sγ

u(0, ·) = u0(·) em Sγ.
(2.103)

Portanto, para esse caso, podemos garantir que as soluções estacionárias uλ de (2.103) são

estáveis, para qualquer λ ≥ λ1.

No caso que f não satisfaz a condição de igualdade de área, para λ0 fixo, provamos a

existência de uma solução estacionária estável uλ0 de (2.1), mas não há informações que ga-

rantam a estabilidade de uλ, para λ > λ0. Na verdade, irá ocorrer justamente o contrário: ao

considerarmos (uλ)λ≥λ0 uma famı́lia de soluções estacionárias monotônicas crescentes de (2.1),

as soluções uλ serão instáveis, para λ > λ0 suficientemente grande.

Para provarmos esse fato, baseado em [29], será necessário impormos duas hipóteses: a

primeira, suporemos que o traço de γ tenha o formato de haltere de lados distintos (como, por

exemplo, na Fig. 2.15), e a segunda, que β esteja suficientemente próximo de −α para garantir

que β0 seja maior que o ponto que maximiza f em [0, β]. Para isso, tome

β < −

(
5
√
33 + 11

32

)
α. (2.104)

Figura 2.15: Curva geratriz γ no plano Oxy.

Sejam s l, s r ∈ (a, b) tais que

ψ(s l) = max{ψ(s) : s ∈ [a, 0]}

e

ψ(s r) = max{ψ(s) : s ∈ [0, b]}.
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Como ψ′(b) = −1, para facilitar os próximos cálculos, podemos considerar a parametrização

local próximo ao ponto b por

ψ(s) = b− s, ∀ s ∈ (b− δ0, b), (2.105)

para algum δ0 > 0 suficientemente pequeno.

Uma vez que k′g(0) > 0 e k′g(s) → −∞ quando s→ a e s→ b, segue que k′g se anula em um

único ponto em cada intervalo (a, 0) e (0, b). Denote tais pontos por s1 e s2, respectivamente.

Como k′g(s
l) < 0 e k′g(s

r) < 0, visto que s l e s r são máximos locais de ψ, podemos afirmar

que

a < s l < s1 < 0 < s2 < s r < b

e

k′g(si) = 0, i = 1, 2.

Logo, 
k′g < 0 em (a, s1)
k′g > 0 em (s1, s2)
k′g < 0 em (s2, b).

(2.106)

Sejam um, uM ∈ (α, β) tais que

f(um) = min{f(u) : u ∈ [α, 0]} < 0 (2.107)

e

f(uM) = max{f(u) : u ∈ [0, β]} > 0. (2.108)

Note que, pela definição de f e (2.104), temos

α < um < 0 < uM < β0 < β. (2.109)

Seja uλ solução do problema uss +
ψ′

ψ
us + λf(u) = 0 em (a, b)

us(a) = us(b) = 0,
(2.110)

para λ ≥ λ0.

Por cálculo direto, temos

u′λ(s) =
λ

ψ(s)

∫ b

s

f(uλ)ψ ds̃, ∀ s ∈ (a, b). (2.111)

Com as notações e informações introduzidas, podemos provar a instabilidade de uλ quando

λ→ ∞.
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Teorema 2.17. Sejam λ0 > 0, uλ0 padrão de (2.1), obtido no Teorema 2.13, e (uλ)λ>λ0 uma

famı́lia de soluções estacionárias, monotônicas crescentes e independentes do ângulo θ, de{
ut = ∆Sγu+ λf(u) em (0,∞)× Sγ

u(0, ·) = u0(·) em Sγ.

Então, para λ > λ0 suficientemente grande, uλ é instável.

Demonstração. Suponha, por contradição, que exista uma sequência (λn)n∈N tal que λn >

λ0, λn
n→∞−−−→ ∞ e uλn é estável, para todo n ∈ N.

Seja o coeficiente de Raylegh Ruλn
definido por

Ruλn
(φ) :=

∫ b

a

[
(φ′)2 − λnf

′(uλn)φ
2
]
ψ ds∫ b

a

φ2ψ ds

, ∀φ ∈ H1(Sγ).

Como uλn é estável, para todo n ∈ N, temos

µ1(uλn) := Ruλn
(v1,n) = inf{Ruλn

(φ) : φ ∈ H1(Sγ), φ ̸= 0} ≥ 0, ∀n ∈ N,

onde µ1(uλn) e v1,n são os primeiros autovalor e autofunção, respectivamente, do problema

linearizado de (2.11) em torno de uλn .

Aplicando o coeficiente de Raylegh em u′λn
é posśıvel obter

Ruλn
(u′λn

) =
1

2

∫ b

a

k′g(u
′
λn
)2 ds, ∀n ∈ N,

e da definição de primeiro autofunção, segue que

Ruλn
(u′λn

) ≥ Ruλn
(v1,n) = µ1(uλn) ≥ 0, ∀n ∈ N.

Consequentemente,

lim
n→∞

Ruλn
(u′λn

) ≥ 0. (2.112)

Para completarmos essa prova, mostraremos que lim
n→∞

Ruλn
(u′λn

) = −∞, contradizendo

(2.112).

Como

1

2

∫ b

a

k′g(u
′
λn
)2 ds =

1

2

∫ s1

a

k′g(u
′
λn
)2 ds+

1

2

∫ s2

s1

k′g(u
′
λn
)2 ds+

1

2

∫ b

s2

k′g(u
′
λn
)2 ds

e sabemos, de (2.106), que a primeira integral do lado direito é negativa; se provarmos que∫ s2
s1
k′g(u

′
λn
)2 ds → 0 e

∫ b

s2
k′g(u

′
λn
)2 ds → −∞, quando n → ∞, iremos obter lim

n→∞
Ruλn

(u′λn
) =

−∞.

Antes de provarmos essas afirmações, do Teorema 2.16 segue que, existe uma subsequência

(λn)n∈N tal que

s2 < s l < s−(λn) < z1(λn) < s+(λn) < b, (2.113)
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onde

uλn(s
−(λn)) = um e uλn(s

+(λn)) = uM , (2.114)

com um e uM definidos em (2.107) e (2.108), respectivamente.

Note que a garantia de um e uM serem atingidos por algum ponto uλn(s) decorre do fato de

β0 > uM , que foi obtido através de (2.104).

Como z1(λn) → b (Teorema 2.16-(a)), segue de (2.113) que

s+(λn) → b.

Logo,

b− δ0 < s+(λn) < b, para n grande,

e de (2.105), temos

ψ(s) = b− s, ∀ s ∈ [s+(λn), b].

Portanto,

k′g(s) =
ψ′′(s)ψ(s)− ψ′(s)2

ψ2(s)
= − 1

(b− s)2
, ∀ s ∈ [s+(λn), b]

e

k′g(s)

(
1

ψ(s)

∫ b

s

ψ ds̃

)2

= −1

4
, ∀ s ∈ [s+(λn), b]. (2.115)

Afirmação 1.

∫ b

s2

k′g(u
′
λn
)2 ds

n→∞−−−→ −∞.

Como k′g < 0 em (s2, b), segue de (2.111) e (2.115) que∫ b

s2

k′g(u
′
λn
)2 ds ≤

∫ b

s+(λn)

k′g(u
′
λn
)2 ds =

∫ b

s+(λn)

k′g

(
λn
ψ

∫ b

s

f(uλn)ψ ds̃

)2

ds

≤ λ2nf
2(uλn(b))

∫ b

s+(λn)

k′g

(
1

ψ

∫ b

s

ψ ds̃

)2

ds

= −λ
2
n

4
f 2(uλn(b))(b− s+(λn)), (2.116)

uma vez que 0 < f 2(uλn(b)) ≤ f 2(uλn) ≤ f 2(uM), pois uM ≤ uλn ≤ uλn(b) < β em [s+(λn), b].

Além disso, como uλn é monotônica crescente, de (2.114), (2.111) e (2.105), temos

0 ≤ uλn(b)− uM = uλn(b)− uλn(s
+(λn)) =

∫ b

s+(λn)

u′λn
ds

= λn

∫ b

s+(λn)

(
1

ψ

∫ b

s

f(uλn)ψ ds̃

)
ds

≤ λnf(uM)

∫ b

s+(λn)

(
1

ψ

∫ b

s

ψ ds̃

)
ds =

λn
4
f(uM)(b− s+(λn))

2, (2.117)

uma vez que 0 ≤ uλn ≤ β em [s+(λn), b] ⊂ [z1(λn), b] e, consequentemente, f(uλn) ≤ f(uM).
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De (2.117), temos

b− s+(λn) ≥
2√
λn

√
uλn(b)− uM√
f(uM)

. (2.118)

De (2.116) e (2.118), temos∫ b

s2

k′g(u
′
λn
)2 ds ≤ −λ

3/2
n

2

f 2(uλn(b))

f(uM)

√
uλn(b)− uM . (2.119)

Do fato de uλn(b) → β0 (Teorema 2.16-(c)), obtemos

f 2(uλn(b)) → f 2(β0) > 0 (2.120)

e √
uλn(b)− uM

n→∞−−−→
√
β0 − uM > 0, (2.121)

devido a (2.109).

Como um, uM e f independem de n ∈ N, segue de (2.119), (2.120) e (2.121) que∫ b

s2

k′g(u
′
λn
)2 ds

n→∞−−−→ −∞,

comprovando a Afirmação 1.

Afirmação 2.

∫ s2

s1

k′g(u
′
λn
)2 ds

n→∞−−−→ 0.

Como k′g é cont́ınua e positiva em [s1, s2], temos∫ s2

s1

k′g(u
′
λn
)2 ds ≤

(
max
[s1,s2]

k′g

)∫ s2

s1

(u′λn
)2 ds. (2.122)

Seja s ∈ (s2, z1(λn)). Pelo item (b) do Teorema 2.16, existe uma subsequência (λn)n∈N,

manteremos a mesma notação, tal que

uλn → α uniformemente em [a, s] (2.123)

e, portanto, ∫ s

a

u′λn
= uλn(s)− uλn(a)

n→∞−−−→ α− α = 0. (2.124)

Como uλn é monotônica crescente, temos u′λn
≥ 0 em [a, s] e segue de (2.124) que u′λn

→ 0

em L1(a, s). Consequentemente, existe uma subsequência (uλn)n∈N, de mesma notação, tal que

u′λn
→ 0 qtp em [a, s]. Sejam s3 ∈ (a, s1) e s4 ∈ (s2, s) tais que

u′λn
(si)

n→∞−−−→ 0, i = 3, 4. (2.125)
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Logo, ∫ s2

s1

(u′λn
)2 ds ≤

∫ s4

s3

(u′λn
)2 ds = u′λn

uλn

∣∣∣s4
s3
−
∫ s4

s3

u′′λn
uλn ds

= u′λn
uλn

∣∣∣s4
s3
+

∫ s4

s3

[
kgu

′
λn

+ λnf(uλn)
]
uλn ds

≤ β

[
u′λn

∣∣∣s4
s3
+

(
max
[s3,s4]

|kg|
)∫ s4

s3

u′λn
ds+ λn

∫ s4

s3

|f(uλn)| ds
]
, (2.126)

uma vez que uλn ≤ β e u′λn
≥ 0 em [a, b], para todo n ∈ N.

Segue de (2.125) que

u′λn

∣∣∣s4
s3
= u′λn

(s4)− u′λn
(s3)

n→∞−−−→ 0. (2.127)

De (2.123), temos ∫ s4

s3

u′λn
ds = uλn(s4)− uλn(s3)

n→∞−−−→ 0, (2.128)

já que s3, s4 ∈ [a, s].

Como uλn é solução de (2.110), temos

λnf(uλn) = −
(ψu′λn

)′

ψ
. (2.129)

Além disso, segue de (2.123) que

|f(uλn)| = −f(uλn) > 0 em [s3, s4], para n grande. (2.130)

Portanto, de (2.130), (2.129) e (2.125), obtemos

λn

∫ s4

s3

|f(uλn)| ds = −λn
∫ s4

s3

f(uλn) ds =

∫ s4

s3

(ψu′λn
)′

ψ
ds

≤
(
max
[s3,s4]

1

ψ

)∫ s4

s3

(ψu′λn
)′ ds =

(
max
[s3,s4]

1

ψ

)
(ψu′λn

)
∣∣∣s4
s3

≤
(
max
[s3,s4]

1

ψ

)(
max
[a,b]

ψ

)
(u′λn

(s4)− u′λn
(s3))

n→∞−−−→ 0. (2.131)

Segue de (2.122), (2.126), (2.127), (2.128) e (2.131) que∫ s2

s1

k′g(u
′
λn
)2 ds

n→∞−−−→ 0,

encerrando a prova da Afirmação 2 e, provando que

lim
n→∞

Ruλn
(u′λn

) = −∞.

Isso contradiz (2.112) e portanto, conclúımos que uλ se torna instável para λ > λ0 suficien-

temente grande.



CAPÍTULO 3

Estabilidade da equação de reação e
difusão degenerada em um intervalo

Considere o seguinte problema de reação e difusão degenerado
ut = (kux)x + f(u), para (t, x) ∈ (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t > 0,

(3.1)

onde I := (0, 1), k : [0, 1] −→ R e f : R −→ R satisfazem as seguintes hipóteses:

(h1) k ∈ W 1,∞(I).

(h2) ∃x0 ∈ (0, 1) : k(x0) = 0 e k(x) > 0, ∀x ̸= x0.

(h3) ∃ c ∈ [1, 2) : (x− x0)k
′ ≤ c k qtp em [0, 1].

(h4) f ∈ C1(R) e bi-estável, isto é, existem α, β ∈ R (α < 0 < β) tais que

f(α) = f(0) = f(β) = 0, f ′(α) < 0, f ′(β) < 0 e f ′(0) > 0.

Neste caso, α e β são denominados de zeros estáveis de f .

(h5) ∃ c1 > 0 :

|f(u)| ≤ c1 e |f ′(u)| ≤ c1, ∀u ∈ R.

O tipo de solução que consideraremos para (3.1), assim como para o problema eĺıptico

associado a soluções estacionárias, será especificado na Definição 3.15.

O problema parabólico (3.1) sob as condições (h1) − (h3) é chamado problema fortemente

degenerado com degeneração no interior do domı́nio. Há dois tipos de problema: fortemente

degenerado e fracamente degenerado. Aqui, estudaremos o problema fortemente degenerado,

59
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enquanto que o fracamente degenerado, onde a função k satisfaz (h1) − (h3), mas a constante

c ∈ [0, 1), é abordado em [33].

Em ambos os casos, o operador principal, (kux)x, apresenta dificuldades que não são encon-

tradas em operadores uniformemente eĺıpticos.

Como exemplo de função k que gera um problema fortemente degenerado, podemos consi-

derar k : [0, 1] −→ R definida por k(x) = |x − x0|r, com r ∈ [1, 2). No caso em que r ∈ [0, 1),

temos um exemplo de função difusão k que gera um problema fracamente degenerado.

A função f : R −→ R descrita na Fig. 3.1 é um exemplo de função reação que satisfaz as

hipóteses (h4) e (h5).

Figura 3.1: Exemplo de função f .

Definição 3.1. Uma solução estacionária u de (3.1) é dita estável no sentido de Lyapunov

(quando conveniente, chamaremos apenas de estável) se para todo ε > 0, existe δ > 0 tais que,

para todo valor inicial u0 em (3.1) com ∥u0 − u∥H1
k(I)

< δ, a solução u(t, · ;u0) de (3.1) existe

para todo t > 0 e satisfaz ∥u(t, · ;u0)− u∥H1
k(I)

< ε, para todo t > 0, onde u(0, · ;u0) = u0(·).

O espaço H1
k(I) será definido em breve e observamos aqui que ele comporta funções des-

cont́ınuas em x0 ∈ I e devido a degenerescência de k neste ponto (resultado provado adiante,

mas especificamente na Proposição 3.4), o problema (3.1) pode ser considerado do seguinte

modo: 
ut = (kux)x + f(u), para (t, x) ∈ (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = k(x0)u(t, x0) = ux(t, 1) = 0, t > 0,

onde k e f satisfazem as hipótese (h1)− (h5).

Definição 3.2. Uma função u é denominada padrão de (3.1) se u for uma solução estacionária

estável não constante de (3.1).

Nosso objetivo é provar a existência de padrões para o problema (3.1). Ou seja, encontrar

soluções não constantes de{
(kux)x + f(u) = 0 em I
ux(0) = (ku)(x0) = ux(1) = 0
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que sejam estáveis no sentido de Lyapunov.

Sônego, em [33], provou a existência de soluções estacionárias estáveis – uma estabilidade

mais fraca que a de Lyapunov, a qual a segunda variação do funcional de energia na solução

é não negativa – do problema fracamente degenerado, enquanto aqui, provaremos a existência

de padrões do problema fortemente degenerado. No problema fortemente degenerado, o ponto

x0, onde k se anula, é denominado isolante perfeito, pois não permite que haja fluxo através

desse ponto. O fato de k se anular nesse ponto faz com que o operador principal (kux)x seja um

operador eĺıptico degenerado, ou seja, não uniformemente eĺıptico, e os métodos e resultados

já conhecidos na literatura, como por exemplo, Principio do Máximo e Teoria Espectral, não

podem ser aplicados a esse problema e, portanto, são necessárias modificações, novas ferramen-

tas e novos resultados. Além disso, apesar dos problemas fortemente e fracamente degenerados

parecerem similares, o intervalo onde a constante c > 0 (que difere um caso do outro) pertence,

impede que os métodos utilizados para obter os resultados sejam análogos. Um exemplo dessa

distinção de problemas é que no caso fracamente degenerado temos 1/k ∈ L1(0, 1), mas isso

não ocorre no fortemente degenerado (resultado provado adiante).

Observe que do fato de estarmos lidando com uma função difusão que se anula em um

ponto x0 no interior de um intervalo limitado sugere que o processo de difusão ocorre de maneira

independente em cada componente conexa de I\{x0} – razão pela qual x0 é denominado isolante

perfeito –, uma vez que de acordo com a Lei de Fick da difusão, a condição matemática que

reflete a condição de fluxo zero é

k(x0)ux(x0, t) = 0, ∀ t > 0.

Tal fato nos fez questionar se o problema (3.1) poderia possuir um padrão descont́ınuo em

x0. Com este estudo, pretendemos contribuir para uma melhor compreensão desse fenômeno

de difusão no caso fortemente degenerado.

Neste caṕıtulo, ressaltamos que não é exigido a condição de igualdade de área para a função

reação, ou seja, f não satisfaz necessariamente a condição de igualdade de área e, portanto, o

caso onde

∫ β

α

f(ξ) dξ ̸= 0 também é abordado.

Como dito anteriormente, o nosso objetivo é estudar a existência de padrões de (3.1). Para

tal estudo, utilizaremos ferramentas do Cálculo Variacional e devido à condição de degeneração

de k no interior do intervalo I será necessário introduzirmos um novo espaço, H1
k(I), definido

mais à frente. Além do Cálculo Variacional, também iremos utilizar resultados das teorias de

Semigrupos, Operadores Setoriais e Potências Fracionárias de Operadores.

O estudo de problemas parabólicos e eĺıpticos degenerados é tema de diversos autores e

diferentes tipos de equações. Esse tipo de função de difusibilidade é abordada em diversos

modelos f́ısicos, qúımicos, biológicos e econômicos. Por exemplo, em Aeronáutica temos a

equação de Crocco estudada em [22], em F́ısica existem as equações de Ginzburg-Landau e do
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calor abordadas em [19] e [13], respectivamente, e em Matemática Financeira temos a equação

de Black-Scholes apresentada em [9]. Além disso, é posśıvel encontrar estudos com operadores

degenerados da forma (kux)x em [4, 12, 33, 34], cuja função degenerada se anula em um único

ponto no interior do domı́nio e nos artigos [1, 7, 8], onde a função degenerada se anula na

fronteira.

Aqui, trabalhamos com a equação de Allen-Cahn que é muito utilizada em processos de

reação e difusão. Esse tipo de equação, por exemplo, pode modelar a evolução no tempo da

concentração u de uma substância que se dissemina em um meio cuja difusibilidade é dada por

k(x), x ∈ I, sob efeito de um termo f , chamado de reação.

Antes de iniciarmos a prova dos resultados, considere os espaços de Hilbert H1
k(I) e H

2
k(I)

definidos do seguinte modo:

H1
k(I) := {u ∈ L2(I) : u localmente absolutamente cont́ınua em [0, x0) ∪ (x0, 1]

e
√
kux ∈ L2(I)}

e

H2
k(I) := {u ∈ H1

k(I) : kux ∈ H1(I)},

com as seguintes normas, respectivamente,

∥u∥2H1
k(I)

:= ∥u∥2L2(I) + ∥
√
kux∥2L2(I), ∀u ∈ H1

k(I)

e

∥u∥2H2
k(I)

:= ∥u∥2H1
k(I)

+ ∥(kux)x∥2L2(I), ∀u ∈ H2
k(I).

Note que a cadeia de inclusões cont́ınuas

H2
k(I) ↪→ H1

k(I) ↪→ L2(I)

é válida e além disso, o espaço H1
k(I) contém funções descont́ınuas em x0.

Este caṕıtulo será dividido em quatro seções. Na primeira, serão apresentados resultados

preliminares que serão usados nas seções posteriores. Na Seção 3.2, será provado a existência

de solução u(t, · ;u0) de (3.1), para todo t > 0. Na terceira seção, provaremos a estabilidade

de uma função u, definida mais adiante, candidata a padrão de (3.1), enquanto na última,

abordaremos brevemente o comportamento das soluções de (3.1).

3.1 Resultados preliminares e notações

Por estarmos lidando com novos espaços, suas caracterizações são essenciais para obter os

resultados desejados. O propósito desta seção é apresentar resultados, baseados nos artigos

[4, 12], que irão auxiliar nas seções subsequentes.
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O lema a seguir evidencia a principal diferença entre os problemas fracamente e fortemente

degenerados. Isso ocorre devido ao intervalo onde a constante definida em (h3) pertence. No

caso fracamente degenerado, tem-se 1/k ∈ L1(I), o que não ocorre no fortemente degenerado,

resultado provado a seguir.

Lema 3.3. Seja k : [0, 1] −→ R satisfazendo as hipóteses (h1)−(h3). Então, para η > 0, temos
1

k
/∈ L1(x0 − η, x0) ∪ L1(x0, x0 + η).

Demonstração. Provemos que
1

k
/∈ L1(x0 − η, x0), para η > 0, já que o outro caso segue de

modo análogo.

Como k ∈ W 1,∞(I), seja k′− (x0) ∈ R a derivada lateral esquerda de k em x0, definida por

k′− (x0) = lim
x→x−

0

k(x)− k(x0)

x− x0
. (3.2)

Segue de (3.2) que, para ε = 1, existe δ1 > 0 tal que∣∣∣∣k(x)− k(x0)

x− x0
− k′− (x0)

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀x ∈ (x0 − δ1, x0).

Para δ < min{δ1, η}, temos

k(x) ≤ k(x0) +
[
1 + |k′− (x0) |

]
|x− x0|, ∀x ∈ (x0 − δ, x0). (3.3)

De (3.3) e k(x0) = 0, obtemos

k(x) ≤
[
1 +

∣∣k′− (x0)
∣∣ ] |x− x0| ≤

[
1 + ∥k′∥L∞(I)

]
|x− x0|, ∀x ∈ (x0 − δ, x0).

Logo, para d =
1

1 + ∥k′∥L∞(I)

, temos

∫ x0

x0−δ

d

|x− x0|
dx ≤

∫ x0

x0−δ

1

k(x)
dx ≤

∫ x0

x0−η

1

k(x)
dx.

Como
1

|x− x0|
/∈ L1(x0 − δ, x0), então

1

k
/∈ L1(x0 − η, x0), para η > 0.

Obviamente, do lema anterior, temos 1/k /∈ L1(I). Esse resultado é um fator importante

para obtermos as caracterizações de alguns espaços e resultados relevantes para o estudo de

(3.1). Inicialmente, iremos caracterizar o espaço H1
k(I).

Proposição 3.4. Seja

X := {u ∈ L2(I) : u localmente absolutamente cont́ınua em [0, x0) ∪ (x0, 1],
√
kux ∈ L2(I), ku cont́ınua em x0 e (ku)(x0) = 0}.

Então, X = H1
k(I).
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Demonstração. Claramente, X ⊂ H1
k(I). Para provarmos a outra inclusão, precisamos mostrar

que ku é cont́ınua em x0 e (ku)(x0) = 0.

Como k ∈ W 1,∞(I), sabemos que

(ku)x = k′u+ kux ∈ L2(I).

Para x < x0, temos

(ku)(x) = (ku)(0) +

∫ x

0

(ku)y dy. (3.4)

Como (ku)(0) ∈ R e (ku)x ∈ L1(I), segue de (3.4) que

(ku)(x0) = lim
x→x−

0

(ku)(x) = (ku)(0) +

∫ x0

0

(ku)y dy = L ∈ R.

Afirmação 1. L = 0.

Suponha L ̸= 0. Então, existem d, δ > 0 tais que

|(ku)(x)| ≥ d, ∀x ∈ (x0 − δ, x0).

Para d1 =
d2

max
[0,1]

k
> 0, temos

|u(x)|2 ≥ d2

k2(x)
≥ d1
k(x)

, ∀x ∈ (x0 − δ, x0).

Logo, ∫ 1

0

|u(x)|2 dx ≥
∫ x0

x0−δ

d1
k(x)

dx

e do Lema 3.3, temos u /∈ L2(I). Absurdo, consequentemente, L = 0, comprovando a Afirmação

1.

De modo análogo, prova-se que (ku)(x0) = lim
x→x+

0

(ku)(x) = 0.

Portanto, ku é cont́ınua em x0 e (ku)(x0) = 0.

Para provar a existência de soluções u(t, · ;u0) de (3.1), para todo t > 0, utilizaremos a

teoria de Semigrupos. Com esse intuito, seja A : D(A) ⊂ L2(I) −→ L2(I) o operador eĺıptico

degenerado definido por

Au = (kux)x, para u ∈ D(A). (3.5)

A fim de encontrar soluções para (3.1), considere

D(A) = {u ∈ H2
k(I) : ux(0) = ux(1) = 0}.

Além disso, seja D ⊂ L2(I) o subespaço definido por

D := {u ∈ L2(I) : u localmente absolutamente cont́ınua em [0, x0) ∪ (x0, 1],

ku ∈ H1(I), kux ∈ H1(I), ku cont́ınua em x0 e

(ku)(x0) = (kux)(x0) = ux(0) = ux(1) = 0}. (3.6)
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Com o objetivo de caracterizar o subespaço D(A), mostremos que D = D(A). Para tal,

iremos precisar do seguinte lema.

Lema 3.5. Dados u ∈ D e x ∈ [0, 1], temos

|(ku)(x)| ≤ ∥(ku)x∥L2(I)

√
|x− x0|

e

|(kux)(x)| ≤ ∥(kux)x∥L2(I)

√
|x− x0|. (3.7)

Demonstração. Seja u ∈ D, então (ku)(x0) = 0 e, pela da Desigualdade de Hölder, segue que

|(ku)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

(ku)y dy

∣∣∣∣ ≤ ∥(ku)x∥L2(I)

√
|x− x0|, ∀x ∈ [0, 1].

De modo análogo, utilizando (kux)(x0) = 0, obtemos

|(kux)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

(kuy)y dy

∣∣∣∣ ≤ ∥(kux)x∥L2(I)

√
|x− x0|, ∀x ∈ [0, 1].

Com o lema anterior, podemos caracterizar D(A).

Teorema 3.6. Seja D ⊂ L2(I) definido em (3.6) . Então, D = D(A).

Demonstração.

Afirmação 1. D ⊂ D(A).

Dado u ∈ D, basta provar que
√
kux ∈ L2(I).

Como kux ∈ H1(I), ux(1) = 0 e k > 0 em (x0, 1), temos, para x > x0,∫ 1

x

(kuy)yu dy = (kuxu)
∣∣1
x
−
∫ 1

x

ku2y dy = −(kuxu)(x)−
∫ 1

x

ku2y dy.

Ou seja,

(kuxu)(x) = −
∫ 1

x

(kuy)yu dy −
∫ 1

x

ku2y dy. (3.8)

Como u ∈ D, segue que (kux)xu ∈ L1(I) e, portanto, existe L ∈ [−∞,∞) tal que

lim
x→x+

0

(kuxu)(x) = L. (3.9)

Afirmação 1.1. L = 0.

Suponha que L ̸= 0. Então, existem d, δ > 0 tais que

|(kuxu)(x)| ≥ d, ∀x ∈ (x0, x0 + δ).
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Segue de (3.7) que

|u(x)| ≥ d

|(kux)(x)|
≥ d1√

|x− x0|
, ∀x ∈ (x0, x0 + δ),

onde d1 =
d

∥(kux)x∥L2(I)

.

Deste modo, temos ∫ 1

0

|u(x)|2 dx ≥
∫ x0+δ

x0

d21
|x− x0|

dx

e segue do Lema 3.3 que u /∈ L2(I). Absurdo. Portanto, L = 0, confirmando a Afirmação 1.1.

Segue de (3.8), (3.9) e da Afirmação 1.1 que∫ 1

x0

(kux)xu dx = −
∫ 1

x0

ku2x dx. (3.10)

Fazendo o mesmo procedimento para x < x0 e utilizando o fato de que ux(0) = 0 (nesse

caso, L ∈ (−∞,∞]), temos ∫ x0

0

(kux)xu dx = −
∫ x0

0

ku2x dx. (3.11)

De (3.10) e (3.11), segue que∫ 1

0

(kux)xu dx = −
∫ 1

0

ku2x dx.

Como (kux)xu ∈ L1(I), temos ku2x ∈ L1(I) e, consequentemente,
√
kux ∈ L2(I).

Com isso, provamos que D ⊂ D(A), confirmando a Afirmação 1.

Afirmação 2. D(A) ⊂ D.

Seja u ∈ D(A), precisamos provar que ku ∈ H1(I) e (kux)(x0) = 0.

Note que ku ∈ L2(I) e (ku)x = k′u + kux ∈ L2(I). Portanto, ku ∈ H1(I). Resta provar

apenas que (kux)(x0) = 0.

Com efeito, como kux ∈ H1(I), existe L ∈ R tal que

lim
x→x0

(kux)(x) = L.

Se L ̸= 0, existem d, δ > 0 tais que

|(kux)(x)| ≥ d, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Em particular,

|(kux)(x)| ≥ d, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x ̸= x0

e, portanto, ∣∣(ku2x) (x)∣∣ ≥ d2

k(x)
, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x ̸= x0.
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Logo, ∫ 1

0

ku2x(x) dx ≥
∫ x0+δ

x0−δ

d2

k(x)
dx

e do Lema 3.3, segue que
√
kux /∈ L2(I). Absurdo. Portanto, L = 0 e, consequentemente,

(kux)(x0) = lim
x→x0

(kux)(x) = 0,

encerrando a prova da Afirmação 2 e concluindo que D(A) = D.

Claramente, o Lema 3.3 foi crucial para obtermos os resultados anteriores referentes à

caracterização dos espaços. No caso onde o problema é fracamente degenerado, não temos essa

condição mas, também não é necessário utilizar caracterizações para os espaços além de suas

definições usuais.

Por estarmos lidando com um espaço onde o peso k se anula em um ponto, é necessário pro-

varmos a validade da integração por partes em H2
k(I)×H1

k(I) de modo a garantir os resultados

feitos neste caṕıtulo.

Lema 3.7 (Integração por partes). Sejam (u, v) ∈ H2
k(I)×H1

k(I). Então,∫ 1

0

(kux)xv dx = (kuxv)
∣∣1
0
−
∫ 1

0

kuxvx dx.

Demonstração. Sejam (u, v) ∈ H2
k(I) ×H1

k(I). Dado δ > 0, do fato de k > 0 em (0, x0 − δ) ∪
(x0 + δ, 1), temos∫ 1

0

(kux)xv dx =

∫ x0−δ

0

(kux)xv dx+

∫ x0+δ

x0−δ

(kux)xv dx+

∫ 1

x0+δ

(kux)xv dx

= (kuxv)(x0 − δ)− (kuxv)(0)−
∫ x0−δ

0

kuxvx dx+

∫ x0+δ

x0−δ

(kux)xv dx

+ (kuxv)(1)− (kuxv)(x0 + δ)−
∫ 1

x0+δ

kuxvx dx.

Ou seja,∫ 1

0

(kux)xv dx = (kuxv)
∣∣1
0
+ (kuxv)(x0 − δ)−

∫ x0−δ

0

kuxvx dx

+

∫ x0+δ

x0−δ

(kux)xv dx− (kuxv)(x0 + δ)−
∫ 1

x0+δ

kuxvx dx. (3.12)

Para obtermos o desejado, precisamos provar os seguintes itens:

(i) lim
δ→0

∫ x0−δ

0

kuxvx dx =

∫ x0

0

kuxvx dx.

(ii) lim
δ→0

∫ 1

x0+δ

kuxvx dx =

∫ 1

x0

kuxvx dx.
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(iii) lim
δ→0

∫ x0+δ

x0−δ

(kux)xv dx = 0.

(iv) lim
δ→0

(kuxv)(x0 − δ) = 0.

(v) lim
δ→0

(kuxv)(x0 + δ) = 0.

Para (i), sabemos que∫ x0−δ

0

kuxvx dx =

∫ x0

0

kuxvx dx−
∫ x0

x0−δ

kuxvx dx. (3.13)

Como kuxvx ∈ L1(I), da continuidade absoluta da integral aplicada no último termo de

(3.13), segue que dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que∣∣∣∣∫ x0

x0−δ1

kuxvx dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ x0

x0−δ1

|kuxvx| dx < ε.

O mesmo ocorre para a integral do item (iii), uma vez que (kux)xv ∈ L1(I). Ou seja, dado

ε > 0, existe δ2 > 0 tal que∣∣∣∣∫ x0+δ2

x0−δ2

(kux)xv dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ x0+δ2

x0−δ2

|(kux)xv| dx < ε.

Tomando δ > 0 de (3.12) menor que min{δ1, δ2}, seguem os itens (i) e (iii). O item (ii) é

análogo ao item (i). Para encerrarmos a prova, resta apenas os itens (iv) e (v). Provaremos

(iv), uma vez que (v) é análogo.

Para (iv), temos

(kuxv)(x0 − δ) =

∫ x0−δ

0

(kuxv)x dx− (kuxv)(0).

Como (kuxv)x ∈ L1(I) e (kuxv)(0) ∈ R, existe L ∈ R tal que

lim
δ→0

(kuxv)(x0 − δ) = L.

Se L ̸= 0, então existem d, η > 0 tais que

|(kuxv)(x)| ≥ d, ∀x ∈ (x0 − η, x0).

De (3.7), existe d1 > 0 tal que

|v(x)| ≥ d

(kux)(x)
≥ d1√

|x− x0|
, ∀x ∈ (x0 − η, x0).

Logo, ∫ 1

0

|v(x)|2 dx ≥
∫ x0+η

x0−η

d21
|x− x0|

dx.

Segue do Lema 3.3 que v /∈ L2(I). Absurdo. Portanto, L = 0.

Do mesmo modo, obtemos lim
δ→0

(kuxv)(x0 + δ) = 0. Portanto, os itens (i), (ii), (iii), (iv) e (v)

estão provados e o resultado segue.
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Observe que, em particular, para (u, v) ∈ D(A)×H1
k(I) ⊂ H2

k(I)×H1
k(I), temos∫ 1

0

(kux)xv dx = −
∫ 1

0

kuxvx dx.

Através dos resultados anteriores e da teoria de Semigrupos (vide, por exemplo, [3, 14]), o

operador eĺıptico degenerado A gera o seguinte semigrupo.

Teorema 3.8. O operador A : D(A) −→ L2(I), definido em (3.5), é autoadjunto, não positivo

em L2(I) e gera um semigrupo anaĺıtico de ângulo π
2
e de contração.

Demonstração. Note que D(A) é denso em L2(I), em vista das Afirmações 2 e 3 provadas a

seguir. Para provarmos que A é um operador autoadjunto e não positivo, basta provar que

A é simétrico, não positivo e o operador (Id − A) é sobrejetor, onde Id denota o operador

identidade.

Afirmação 1. A simétrico.

Dados u, v ∈ D(A), segue do Lema 3.7 que

⟨v, Au⟩L2(I) =

∫ 1

0

v(kux)x dx = −
∫ 1

0

kuxvx dx =

∫ 1

0

(kvx)xu dx = ⟨Av, u⟩L2(I).

Afirmação 2. A não positivo.

Dado u ∈ D(A), do Lema 3.7, temos

⟨Au, u⟩L2(I) =

∫ 1

0

(kux)xu dx = −
∫ 1

0

ku2x dx ≤ 0.

Afirmação 3. (Id− A)(D(A)) = L2(I).

Seja f ∈ L2(I). Precisamos encontrar u ∈ D(A) tal que (Id− A)u = f.

Sabemos que H1
k(I) é um espaço de Hilbert com a norma induzida pelo produto interno

⟨u, v⟩H1
k(I)

=

∫ 1

0

(uv + kuxvx) dx, ∀u, v ∈ H1
k(I).

Seja F : H1
k(I) −→ R definido por

F (v) =

∫ 1

0

fv dx, ∀ v ∈ H1
k(I).

É evidente que F ∈ (H1
k(I))

∗, onde (H1
k(I))

∗ denota o dual de H1
k(I). Pelo Teorema de

Representação de Riesz-Fréchet, existe um único u ∈ H1
k(I) tal que∫ 1

0

fv dx = F (v) = ⟨u, v⟩H1
k(I)

=

∫ 1

0

[uv + kuxvx] dx, ∀ v ∈ H1
k(I). (3.14)

Como C∞
c (I) ⊂ H1

k(I), a igualdade (3.14) é válida para v ∈ C∞
c (I), ou seja,∫ 1

0

kuxvx dx =

∫ 1

0

(f − u)v dx, ∀ v ∈ C∞
c (I). (3.15)
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Provemos que u ∈ D(A), isto é, u ∈ H2
k(I) e ux(0) = ux(1) = 0. A igualdade (3.15) mostra

que a derivada distribucional de kux existe e é uma função em L2(I). Portanto, kux ∈ H1(I)

e, consequentemente, u ∈ H2
k(I), uma vez que u ∈ H1

k(I).

Pela definição de derivada distribucional, segue que∫ 1

0

(kux)xv dx = −
∫ 1

0

kuxvx dx, ∀ v ∈ C∞
c (I). (3.16)

De (3.15) e (3.16), temos∫ 1

0

(kux)xv dx =

∫ 1

0

(u− f)v dx, ∀ v ∈ C∞
c (I)

e, consequentemente,

(kux)x = (u− f) qtp em (0, 1). (3.17)

Se provarmos que ux(0) = ux(1) = 0, então u ∈ D(A) e de (3.17), teremos (Id − A)u = f.

Com efeito, segue do Lema 3.7 e de (3.14) que∫ 1

0

(kux)xv dx = kuxv
∣∣1
0
−
∫ 1

0

kuxvx dx

= kuxv
∣∣1
0
−
∫ 1

0

(f − u)v dx, ∀ v ∈ H1
k(I). (3.18)

De (3.17) e (3.18), temos

kuxv
∣∣1
0
= 0, ∀ v ∈ H1

k(I).

Desde que k(0) e k(1) são não nulos e v(0) e v(1) são arbitrários, conclúımos que ux(0) =

ux(1) = 0.

Logo, u ∈ D(A) e (Id− A)u = f . Ou seja, o operador (Id− A) é sobrejetor, comprovando

a Afirmação 3.

Segue das Afirmações 1, 2 e 3 que o operador A é autoadjunto e não positivo.

Como A é um operador autoadjunto e não positivo em um espaço de Hilbert, conclúımos

que A gera um semigrupo anaĺıtico de ângulo π
2
e de contração.

O fato de A gerar um semigrupo anaĺıtico e de contração irá garantir a existência de solução

fraca para um problema associado a (3.1) que auxiliará na prova da existência da solução

u(t, · ;u0), para t > 0, na Seção 3.2. Além dos resultados obtidos até o momento, serão ne-

cessários resultados que envolvam a compacidade de inclusões cont́ınuas. Apesar de estarmos

trabalhando com espaços distintos dos espaços de Sobolev, H1(I) e H2(I), as relações de com-

pacidade se mantêm, isto é,

H2
k(I) ↪→↪→ H1

k(I) ↪→↪→ L2(I). (3.19)

Começaremos provando a segunda inclusão de (3.19) e através dela, iremos obter a primeira.

Como o ponto que anula a função k pertence ao interior do intervalo, não foi posśıvel provar essa
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inclusão compacta diretamente em I. Para essa prova foi necessário decompormos o intervalo

I em (0, x0) e (x0, 1), provarmos as inclusões compactas referentes a esses subintervalos e por

fim, utilizando outros resultados, obter a compacidade da inclusão referente ao intervalo I.

Para iniciarmos as provas da compacidade das inclusões, precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.9. Seja c ∈ [1, 2), a constante da hipótese (h3), tal que (x− x0)k
′ ≤ ck qtp em [0, 1].

Então, existe uma constante c̃ > 0 tal que

|x− x0|c

k(x)
≤ c̃ qtp em [0, 1].

Demonstração. Dividiremos esta prova em dois intervalos, [0, x0) e (x0, 1].

Sejam g : [0, x0) −→ R e h : (x0, 1] −→ R funções definidas por

g(x) =
(x0 − x)c

k(x)
, ∀x ∈ [0, x0) e h(x) =

(x− x0)
c

k(x)
, ∀x ∈ (x0, 1].

Se mostrarmos que g é decrescente e h é crescente, então as funções serão limitadas superi-

ormente por g(0) e h(1) qtp, respectivamente. Façamos isto.

Derivando g e h, temos

g′(x) =
−c(x0 − x)c−1k(x)− (x0 − x)ck′(x)

k2(x)

=
(x0 − x)c−1

k2(x)

[
− ck(x) + (x− x0)k

′(x)
]
≤ 0 qtp em (0, x0) (3.20)

e

h′(x) =
c(x− x0)

c−1k(x)− (x− x0)
ck′(x)

k2(x)

=
(x− x0)

c−1

k2(x)

[
ck(x)− (x− x0)k

′(x)
]
≥ 0 qtp em (x0, 1). (3.21)

Segue de (3.20) e (3.21) que g e h são funções decrescente e crescente, respectivamente.

Logo,

g(x) ≤ xc0
k(0)

qtp em [0, x0) e h(x) ≤ (1− x0)
c

k(1)
qtp em (x0, 1].

Consequentemente,

|x− x0|c

k(x)
≤ c̃ := max

{
xc0
k(0)

,
(1− x0)

c

k(1)

}
qtp em [0, 1].

Através do Lema 3.9, podemos provar as inclusões compactas seguintes.

Teorema 3.10. As inclusões H1
k(0, x0) ⊂ L2(0, x0) e H

1
k(x0, 1) ⊂ L2(x0, 1) são compactas.



72 Caṕıtulo 3. Problema fortemente degenerado

Demonstração. Provaremos a compacidade da inclusão H1
k(0, x0) ⊂ L2(0, x0), usando o critério

de compacidade descrito no Corolário A.5. A outra inclusão segue de modo análogo.

É evidente que a inclusão H1
k(0, x0) ⊂ L2(0, x0) é cont́ınua. Dado M > 0, seja

FH1
k
=
{
u ∈ H1

k(0, x0) : ∥u∥2H1
k(0,x0)

≤M
}
.

Para provarmos que a inclusão é compacta, devemos mostrar que

FL2 =
{
u ∈ L2(0, x0) : u ∈ FH1

k

}
possui fecho compacto em L2(0, x0). A fim de utilizar o Corolário A.5, provaremos que dado

ε > 0, existe δ > 0 tal que para u ∈ FL2 e |h| < δ, temos∫ x0−δ

δ

|u(x+ h)− u(x)|2 dx < ε (3.22)

e ∫ δ

0

|u(x)|2 dx+
∫ x0

x0−δ

|u(x)|2 dx < ε. (3.23)

De fato, seja u ∈ FL2 , consequentemente, ∥u∥2
H1

k(0,x0)
≤ M. Dado ε > 0, inicialmente tome

δ > 0 tal que

δ < η(ε) = min

{
k(0)2ε

18M∥k′∥2L∞(I)

,
k(0)2ε

18M∥k∥L∞(I)

}
. (3.24)

Para x < x0, temos

|u(x)| =
∣∣∣∣u(0)− ∫ x

0

uy(y) dy

∣∣∣∣ ≤ |u(0)|+
∫ x

0

|uy(y)| dy. (3.25)

A fim de limitar u(x), limitaremos cada termo do lado direito de (3.25). Primeiro, vejamos

a integral. Segue da Desigualdade de Hölder que∫ x

0

|uy(y)| dy =

∫ x

0

1√
k(y)

∣∣∣√k(y)uy(y)
∣∣∣ dy

≤ ∥
√
kuy∥L2(0,x0)

[∫ x

0

1

k(y)
dy

] 1
2

≤ ∥u∥H1
k(0,x0)

[∫ x

0

1

k(y)
dy

] 1
2

. (3.26)

Para a limitação de |u(0)|, usaremos a Desigualdade de Hölder e (ku)(x0) = 0. Logo,

|u(0)| =
1

k(0)

∣∣∣∣∫ x0

0

(ku)y dy

∣∣∣∣ ≤ 1

k(0)

[∫ x0

0

|k′u| dy +
∫ x0

0

|kuy| dy
]

≤ 1

k(0)

(
∥k′∥L∞(I)∥u∥L2(0,x0) + ∥kuy∥L2(0,x0)

)
≤ 1

k(0)

(
∥k′∥L∞(I)∥u∥H1

k(0,x0) + ∥k∥
1
2

L∞(I)∥
√
kuy∥L2(0,x0)

)
≤

∥u∥H1
k(0,x0)

k(0)

(
∥k′∥L∞(I) + ∥k∥

1
2

L∞(I)

)
. (3.27)
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Para x < x0, de (3.25) , (3.26) e (3.27), temos

|u(x)|2 ≤ ∥u∥2H1
k(0,x0)

∥k′∥L∞(I)

k(0)
+

∥k∥
1
2

L∞(I)

k(0)
+

(∫ x

0

1

k(y)
dy

) 1
2

2

≤ M

3max

∥k′∥L∞(I)

k(0)
,
∥k∥

1
2

L∞(I)

k(0)
,

(∫ x

0

1

k(y)
dy

) 1
2


2

≤ 9M max

{
∥k′∥2L∞(I)

k(0)2
,
∥k∥L∞(I)

k(0)2
,

∫ x

0

1

k(y)
dy

}

= max

{
9M∥k′∥2L∞(I)

k(0)2
,
9M∥k∥L∞(I)

k(0)2
,

∫ x

0

9M

k(y)
dy

}
. (3.28)

Se limitarmos a integral dos três termos do máximo em (3.28) nos intervalos (0, δ) e (x0 −
δ, x0) por ε/2, obtemos (3.23).

Em (0, δ), de (3.24), temos∫ δ

0

9M∥k′∥2L∞(I)

k(0)2
dx <

ε

2
e

∫ δ

0

9M∥k∥L∞(I)

k(0)2
dx <

ε

2
. (3.29)

Para o último termo do máximo em (3.28), segue do Lema 3.9 que

9M

∫ δ

0

∫ x

0

1

k(y)
dy dx = 9M

∫ δ

0

∫ x

0

(x0 − y)c

k(y)

1

(x0 − y)c
dy dx

≤ 9Mc̃

∫ δ

0

∫ x

0

1

(x0 − y)c
dy dx, (3.30)

onde c ∈ [1, 2) tal que (y − x0)k
′ ≤ ck qtp em [0, 1].

De (3.30), temos

∫ δ

0

9M

∫ x

0

1

k(y)
dy dx ≤ g1(δ) :=


9Mc̃

[
(x0 − δ) ln

(
x0 − δ

x0

)
+ δ

]
, se c = 1

9Mc̃

c− 1

[
(x0 − δ)2−c − x2−c

0

c− 2
− δx1−c

0

]
, se c > 1.

(3.31)

Como lim
δ→0

g1(δ) = 0, segue que

∀ ε > 0,∃ η1(ε) > 0 : g1(δ) <
ε

2
, para 0 < δ < η1(ε). (3.32)

De (3.28), (3.29), (3.31) e (3.32), obtemos∫ δ

0

|u(x)|2 dx ≤ ε

2
, para δ < η(ε) := min{η(ε), η1(ε)}, (3.33)

onde η(ε) e η1(ε) estão definidos em (3.24) e (3.32), respectivamente.
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No caso da integração de |u(x)|2 em (x0 − δ, x0), utilizando (3.24) e (3.28), temos∫ x0

x0−δ

9M∥k′∥2L∞(I)

k(0)2
dx <

ε

2
e

∫ x0

x0−δ

9M∥k∥L∞(I)

k(0)2
dx <

ε

2
. (3.34)

No último termo do máximo de (3.28), através do Lema 3.9, obtemos∫ x0

x0−δ

9M

∫ x

0

1

k(y)
dy dx = 9M

∫ x0

x0−δ

∫ x

0

(x0 − y)c

k(y)

1

(x0 − y)c
dy dx

≤ 9Mc̃

∫ x0

x0−δ

∫ x

0

1

(x0 − y)c
dy dx. (3.35)

De (3.35), temos

∫ x0

x0−δ

9M

∫ x

0

1

k(y)
dy dx ≤ g2(δ) :=


9Mc̃

[
δ ln

(x0
δ

)
+ δ
]
, se c = 1

9Mc̃

c− 1

[
− δ2−c

c− 2
− x1−c

0 δ

]
, se c > 1.

(3.36)

Como lim
δ→0

g2(δ) = 0, segue que

∀ ε > 0,∃ η2(ε) > 0 : g2(δ) <
ε

2
, para 0 < δ < η2(ε). (3.37)

De (3.28), (3.34), (3.36) e (3.37), obtemos∫ x0

x0−δ

|u(x)|2 dx ≤ ε

2
, para δ < η̃(ε) := min{η(ε), η2(ε)}, (3.38)

onde η(ε) e η2(ε) estão definidos em (3.24) e (3.37), respectivamente.

Portanto, para δ < min{η(ε), η̃(ε)}, com η(ε) e η̃(ε) definidos em (3.33) e (3.38), obtemos

(3.23).

Provemos agora, a desigualdade (3.22). Seja |h| < δ. Assuma h > 0, pois para h < 0 o

resultado é análogo. Da Desigualdade de Hölder e cálculo direto, obtemos

|u(x+ h)− u(x)|2 =
∣∣∣∣∫ x+h

x

uy(y) dy

∣∣∣∣2 ≤M

∫ x+h

x

1

k(y)
dy ≤M

∫ x+δ

x

1

k(y)
dy.

Do Lema 3.9, temos∫ x0−δ

δ

|u(x+ h)− u(x)|2 dx ≤ M

∫ x0−δ

δ

∫ x+δ

x

1

k(y)
dy dx

≤ Mc̃

∫ x0−δ

δ

∫ x+δ

x

1

(x0 − y)c
dy dx ≤ g3(δ), (3.39)

onde

g3(δ) :=


Mc̃

[
δ ln

(
x0 − 2δ

δ

)
+ (δ − x0) ln

(
x0 − 2δ

x0 − δ

)]
, se c = 1

Mc̃ [−δ2−c − (x0 − 2δ)2−c + (x0 − δ)2−c]

(c− 1)(c− 2)
, se c > 1.

(3.40)
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Como lim
δ→0

g3(δ) = 0, segue que

∀ ε > 0,∃ η3(ε) > 0 : g3(δ) < ε, para 0 < δ < η3(ε). (3.41)

De (3.39), (3.40) e (3.41), dado 0 < h < δ, temos∫ x0−δ

δ

|u(x+ h)− u(x)|2 dx < ε, para δ < η3(ε),

onde η3(ε) está definido em (3.41).

Logo, para δ < min{η(ε), η̃(ε), η3(ε)}, as desigualdades (3.22) e (3.23) ocorrem, onde

η(ε), η̃(ε) e η3(ε) estão definidos em (3.33), (3.38) e (3.41), respectivamente. Como dito ante-

riormente, a compacidade segue do Corolário A.5.

Recordamos que a prova da compacidade da inclusão H1
k(x0, 1) ⊂ L2(x0, 1) segue de modo

análogo, utilizando (x0 + δ, 1− δ) em (3.22), (x0, x0 + δ) e (1− δ, 1) em (3.23), k(1) em (3.24)

e u(1) em (3.25).

O Teorema 3.10 é uma adaptação de [1, Teorema 6.1] e as inclusões compactas obtidas

através dele, garantem a compacidade da inclusão H1
k(I) ⊂ L2(I). Para provarmos esse fato,

precisaremos dos seguintes lemas auxiliares.

Lema 3.11. Sejam J ⊆ I um subintervalo, (un)n∈N ⊂ H1
k(J) e u ∈ H1

k(J). Então,

un ⇀ u em H1
k(J) ⇐⇒

{
un ⇀ u√
k(un)x ⇀

√
kux

em L2(J).

Demonstração. (⇒) Sejam i, j : H1
k(J) −→ L2(J) operadores lineares cont́ınuos definidos por

i(v) = v e j(v) =
√
kvx, ∀ v ∈ H1

k(J).

Como operadores lineares cont́ınuos preservam convergência fraca, obtemos

un = i(un)⇀ i(u) = u e
√
k(un)x = j(un)⇀ j(u) =

√
kux em L2(J).

(⇐) Seja g ∈ H1
k(J), então g,

√
kgx ∈ L2(J). Segue das convergências fracas que∫

J

gun dx→
∫
J

gu dx e

∫
J

kgx(un)x dx→
∫
J

kgxux dx.

Portanto, ∫
J

[gun + kgx(un)x] dx→
∫
J

[gu+ kgxux] dx,

ou seja, un ⇀ u em H1
k(J).

Lema 3.12. Se un ⇀ u em H1
k(I), então un ⇀ u em H1

k(0, x0) e un ⇀ u em H1
k(x0, 1).
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Demonstração. A prova será feita apenas para H1
k(0, x0), já que o resultado para o subintervalo

(x0, 1) é análogo.

A fim de utilizar o lema anterior, iremos provar que un ⇀ u e
√
k(un)x ⇀

√
kux em L2(0, x0).

Vejamos.

Dados g, h ∈ L2(0, x0), sejam g̃, h̃ : I −→ R funções definidas por

g̃ =

{
g, em (0, x0)
0, em [x0, 1)

e h̃ =

{
h, em (0, x0)
0, em [x0, 1).

Claramente, g̃, h̃ ∈ L2(I). Segue da convergência fraca un ⇀ u em H1
k(I) e do Lema 3.11

que ∫ x0

0

ung dx =

∫ 1

0

ung̃ dx→
∫ 1

0

ug̃ dx =

∫ x0

0

ug dx (3.42)

e ∫ x0

0

√
k(un)xh dx =

∫ 1

0

√
k(un)xh̃ dx→

∫ 1

0

√
kuxh̃ dx =

∫ x0

0

√
kuxh dx. (3.43)

De (3.42), (3.43) e do Lema 3.11, obtemos un ⇀ u em H1
k(0, x0).

Com os três resultados anteriores, obtemos a compacidade da inclusão de H1
k(I) em L2(I).

Teorema 3.13 (Imersão compacta). A inclusão H1
k(I) ⊂ L2(I) é compacta.

Demonstração. Seja (un)n∈N ⊂ H1
k(I) uma sequência limitada. Mostremos que (un)n∈N ⊂ L2(I)

possui uma subsequência convergente. De fato, segue da limitação de (un)n∈N e da reflexividade

de H1
k(I) que

∃u ∈ H1
k(I) : un ⇀ u em H1

k(I), (3.44)

a menos de uma subsequência, que será mantida com a mesma notação.

De (3.44), do Lema 3.12 e do Teorema 3.10, temos

un → u em L2(0, x0), (3.45)

para uma subsequência, se necessário.

Note que, a subsequência (un)n∈N obtida em (3.45) satisfaz (3.44). Novamente, de (3.44),

do Lema 3.12 e do Teorema 3.10, obtemos

un → u em L2(x0, 1), (3.46)

se necessário, passando a uma subsequência.

Claramente, a subsequência (un)n∈N obtida em (3.46) satisfaz (3.44) e (3.45). Com isso,

temos

∥un − u∥2L2(I) = ∥un − u∥2L2(0,x0)
+ ∥un − u∥2L2(x0,1)

n→∞−−−→ 0,

ou seja, (un)n∈N ⊂ L2(I) possui uma subsequência convergente.
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Essa compacidade é parte fundamental para a prova da existência de solução, para todo

t > 0, do problema (3.1). Além disso, futuramente, através dela, poderemos garantir que o

primeiro autovalor do problema linearizado de (3.1) é atingido.

Com este resultado, garantimos a compacidade da inclusão H2
k(I) ⊂ H1

k(I).

Teorema 3.14 (Imersão Compacta). A inclusão H2
k(I) ⊂ H1

k(I) é compacta.

Demonstração. Seja (un)n∈N ⊂ H2
k(I) uma sequência limitada, provemos que (un)n∈N ⊂ H1

k(I)

possui subsequência convergente.

Como H2
k(I) é reflexivo, existem u ∈ H2

k(I) e uma subsequência de (un)n∈N, manteremos a

mesma notação, tais que

un ⇀ u em H2
k(I) quando n→ ∞. (3.47)

Da inclusão cont́ınua H2
k(I) ↪→ H1

k(I), temos

un ⇀ u em H1
k(I).

Do Teorema 3.13, passando a uma subsequência, se necessário, a menos de notação, obtemos

un → u em L2(I). (3.48)

Para obtermos un → u em H1
k(I), basta mostrar que ∥

√
k(un − u)x∥L2(I) → 0. Com efeito,

da integração por partes (Lema 3.7), temos

∥
√
k(un − u)x∥2L2(I) =

∫ 1

0

k(un − u)2x dx =

∫ 1

0

[k(un − u)x] (un − u)x dx

= k(un − u)x(un − u)
∣∣1
0
−
∫ 1

0

(k(un − u)x)x (un − u) dx. (3.49)

Se provarmos que os dois termos do lado direito de (3.49) tendem ao zero quando n → ∞,

provamos o resultado.

Afirmação 1.

∫ 1

0

(k(un − u)x)x (un − u) dx
n→∞−−−→ 0.

Note que
(
(k(un − u)x)x

)
n∈N

⊂ L2(I). Segue da definição da norma de H2
k(I) e de (3.47)

que

sup
n∈N

∥(k(un − u)x)x∥L2(I) ≤ sup
n∈N

∥un − u∥H2
k(I)

<∞. (3.50)

Da Desigualdade de Hölder, de (3.50) e (3.48), temos∣∣∣∣∫ 1

0

(k(un − u)x)x (un − u) dx

∣∣∣∣ ≤ ∥(k(un − u)x)x∥L2(I)∥un − u∥L2(I)
n→∞−−−→ 0,

comprovando a Afirmação 1.

Afirmação 2. k(un − u)x(un − u)
∣∣1
0

n→∞−−−→ 0.
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Para provarmos essa afirmação, mostraremos que a sequência
(
k(un − u)x

∣∣1
0

)
n∈N

é limitada

e a sequência
(
(un − u)

∣∣1
0

)
n∈N

converge para zero.

Segue do Lema 3.11 que∫ 1

0

√
k(un)xw dx −→

∫ 1

0

√
kuxw dx, ∀w ∈ L2(I). (3.51)

Para v ∈ H1
k(I), temos

√
kvx ∈ L2(I). Tomando w =

√
kvx em (3.51), obtemos∫ 1

0

k(un)xvx dx −→
∫ 1

0

kuxvx dx, ∀ v ∈ H1
k(I).

Em particular, ∫ 1

0

k(un − u)xvx dx −→ 0, ∀ v ∈ H2
k(I)

e, consequentemente,

kvx(un − u)
∣∣1
0
−
∫ 1

0

(kvx)x(un − u) dx =

∫ 1

0

k(un − u)xvx dx −→ 0, ∀ v ∈ H2
k(I). (3.52)

Para cada v ∈ H2
k(I) fixo, segue da Desigualdade de Hölder, de (kvx)x ∈ L2(I) e de (3.48)

que∣∣∣∣∫ 1

0

(kvx)x(un − u) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|(kvx)x(un − u)| dx ≤ ∥(kvx)x∥L2(I)∥un − u∥L2(I) → 0. (3.53)

De (3.52) e (3.53), temos

kvx(un − u)
∣∣1
0
→ 0, para cada v ∈ H2

k(I) fixo.

Seja v ∈ H2
k(I) tal que vx(0) = k(0)−1 e vx(1) = k(1)−1. Como k(0) e k(1) são não nulos,

segue que

(un − u)
∣∣1
0

n→∞−−−→ 0.

Agora, resta provar apenas que
(
k(un − u)x

∣∣1
0

)
n∈N

é uma sequência limitada em R. Como

k(un − u)x ∈ H1(I), temos∣∣∣k(un − u)x
∣∣1
0

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

(k(un − u)x)x dx

∣∣∣∣ ≤ ∥(k(un − u)x)x∥L1(I)

≤ ∥(k(un − u)x)x∥L2(I) ≤ ∥un − u∥H2
k(I)

.

Devido a (3.47), temos ∥un − u∥H2
k(I)

<∞ e, portanto,

sup
n∈N

∣∣∣k(un − u)x
∣∣1
0

∣∣∣ ≤ sup
n∈N

∥un − u∥H2
k(I)

<∞,

comprovando a Afirmação 2.

Das Afirmações 1 e 2, segue que ∥
√
k(un − u)x∥H1

k(I)
→ 0, encerrando a prova.
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Portanto, equivalentemente aos espaços de Sobolev, obtemos a cadeia de inclusões compactas

H2
k(I) ↪→↪→ H1

k(I) ↪→↪→ L2(I).

Tal cadeia de inclusões será utilizada tanto na prova de existência de soluções u(t, · ;u0) de

(2.1), para todo t > 0, quanto para garantir que o primeiro autovalor do problema linearizado

associado a (2.1) será atingido.

3.2 Existência de soluções para o problema degenerado de
Allen-Cahn

Com os resultados da seção anterior, baseado nos artigos [12, 33], iremos provar a existência

de solução u(t, · ;u0), para todo t > 0, de
ut = (kux)x + f(u) em (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t > 0,

(3.54)

onde k e f satisfazem as hipóteses (h1)− (h5).

Para isso, provaremos alguns resultados relevantes, além de utilizar resultados existentes,

como por exemplo, existência e unicidade de solução fraca para um determinado problema.

Definição 3.15. Seja u0 ∈ L2(I). Uma função u é dita solução fraca do problema (3.54) se

u ∈ C([0, T ];L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1
k(I))

e, para toda φ ∈ H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1
k(I)), temos∫ 1

0

u(T, x)φ(T, x) dx−
∫ 1

0

u0(x)φ(0, x) dx−
∫ T

0

∫ 1

0

u(t, x)φt(t, x) dx dt

= −
∫ T

0

∫ 1

0

kux(t, x)φx(t, x) dx dt+

∫ T

0

∫ 1

0

f(u(t, x))φ(t, x) dx dt.

Dado g ∈ L∞((0,∞)× I), seja B(t) um operador linear definido por

B(t)u = g(t, ·)u.

Através de algumas técnicas referentes à teoria de Semigrupos (veja, por exemplo, [12, 14]),

o problema 
ut(t, x) = (k(x)ux(t, x))x + g(t, x)u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× I
u(0, x) = u0(x), x ∈ I
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t ∈ (0,∞)

(3.55)

está bem posto no sentido dessa teoria.

Fixado T > 0, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.16. Sejam u0 ∈ L2(I) e g(·, x) ∈ C1(0,∞), para todo x ∈ [0, 1]. Então (3.55),

referente ao intervalo (0, T ), possui uma única solução fraca

u ∈ C([0, T ];L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1
k(I))

e

sup
t∈[0,T ]

∥u(t)∥2L2(I) +

∫ T

0

∥u(t)∥2H1
k(I)

dt ≤ cT∥u0∥2L2(I),

para alguma constante cT > 0.

Além disso, se u0 ∈ D(A), então

u ∈ H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)) ∩ C([0, T ];H1

k(I))

e existe uma constante λT > 0 tal que

sup
t∈[0,T ]

∥u(t)∥2H1
k(I)

+

∫ T

0

[
∥ut∥2L2(I) + ∥(kux)x∥2L2(I)

]
dt ≤ λT∥u0∥2H1

k(I)
.

Observação 3.17. Como D(A) é denso em H1
k(I), o Teorema 3.16 é válido se u0 ∈ H1

k(I).

A demonstração do resultado a seguir pode se encontrado em [21]. Utilizaremos o Teorema

de Aubin-Lions para mostrar uma inclusão compacta que será utilizada no decorrer desta seção.

Teorema 3.18 (Teorema de Aubin-Lions). [21] Sejam X0 ⊂ X1 ⊂ X2 espaços de Banach tais

que X0 e X2 são reflexivos e a inclusão X0 ⊂ X1 é compacta. Sejam r0, r1 ∈ (1,∞) e a, b ∈ R
com a < b. Então,

Lr0(a, b;X0) ∩W 1,r1(a, b;X2) está contido compactamente em Lr0(a, b;X1).

Através do Teorema de Aubin-Lions, obtemos o resultado:

Lema 3.19. A inclusão

H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)) ⊂ C([0, T ];L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1

k(I))

é compacta.

Demonstração. Utilizando o Teorema de Aubin com r0 = r1 = 2, a = 0, b = T,X0 = H2
k(I), X1 =

H1
k(I) e X2 = L2(I), temos

H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)) ↪→↪→ L2(0, T ;H1

k(I)). (3.56)

Além disso, como

H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)) ⊂ H1(0, T ;L2(I))
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e

H1(0, T ;L2(I)) ↪→↪→ C([0, T ];L2(I)),

temos

H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)) ↪→↪→ C([0, T ];L2(I)). (3.57)

A inclusão compacta desejada segue de (3.56) e (3.57).

Munido de todos os resultados necessários, podemos provar a existência de solução u(t, · ;u0),
para t > 0, do problema (3.54). Para isso, note que do fato de f ∈ C1(R) e f(0) = 0, obtemos

f(u) =

∫ 1

0

d

dλ
f(λu) dλ = u

∫ 1

0

f ′(λu) dλ, ∀u ∈ R.

Seja X = C([0, T ];L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1
k(I)), defina

g(t, x, u) :=

∫ 1

0

f ′(λu(t, x)) dλ, ∀ (t, x, u) ∈ (0,∞)× I ×X. (3.58)

Para (t, x, u) ∈ (0,∞)× I ×X, temos:

� f(u(t, x)) = g(t, x, u)u(t, x).

� |g(t, x, u)| ≤ c1, onde c1 é a constante mencionada em (h5).

Além disso, o resultado seguinte é válido.

Lema 3.20. Se vn → v em X, então

lim
n→∞

g(t, x, vn) = g(t, x, v) qtp em (0, T )× I,

onde g está definida em (3.58).

Provemos agora, o resultado principal desta seção.

Teorema 3.21. Se u0 ∈ H1
k(I), então (3.54) possui solução

u ∈ H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)).

Demonstração. Sejam X = C([0, T ];L2(I)) ∩ L2(0, T ;H1
k(I)) e

gv(t, x) = g(t, x, v(t, x)), ∀ (t, x, v) ∈ (0, T )× I ×X,

onde g está definida em (3.58).

Defina o operador Λ : X −→ X por

Λ(v) = uv, ∀ v ∈ X,
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onde uv é a única solução fraca de
ut(t, x) = (k(x)ux(t, x))x + gv(t, x)u(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× I
u(0, x) = u0(x), x ∈ I
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ).

(3.59)

O Teorema 3.16 garante a existência e a unicidade de uv e, consequentemente, o operador

Λ está bem definido. Para provarmos a existência de solução de (3.54), iremos mostrar que

o operador Λ possui ponto fixo uv, isto é, Λ(uv) = uv, que será solução de (3.54). Para tal,

utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Então, é suficiente provar:

(i) Λ : BX −→ BX ,

(ii) Λ é uma operador compacto,

(iii) Λ é um operador cont́ınuo,

onde

BX = {v ∈ X : ∥v∥X ≤ r} ,

com r = cT∥u0∥2L2(I) e

∥v∥X = sup
t∈[0,T ]

∥v(t)∥2L2(I) +

∫ T

0

∥v(t)∥2H1
k(I)

dt.

Vejamos. Para o item (i), note que o Teorema 3.16 garante que Λ(X) ⊂ BX e, portanto,

Λ(BX) ⊂ BX .

Para o item (ii), seja (vn)n∈N ⊂ X limitada e defina

Y := H1(0, T ;L2(I)) ∩ L2(0, T ;H2
k(I)).

Segue da Observação 3.17 que (uvn)n∈N ⊂ Y e do Lema 3.19, a sequência (uvn)n∈N ⊂ X

possui uma subsequência convergente e, portanto, Λ é um operador compacto.

Provemos agora, o item (iii). Para provarmos que Λ é um operador cont́ınuo, dados

(vn)n∈N ⊂ X e v ∈ X tais que vn → v em X, mostremos que Λ(vn) → Λ(v) em X.

Por definição, uv e uvn , para todo n ∈ N, são soluções fracas de (3.59) associados a v

e vn, respectivamente. Novamente, da Observação 3.17, temos (uvn)n∈N ⊂ Y limitada e da

reflexividade de Y , existe u ∈ Y tal que uvn ⇀ u em Y e do Lema 3.19, passando a uma

subsequência, se necessário,

uvn → u em X. (3.60)

Provemos que u = uv. Multiplicando a equação

uvnt = (kuvnx )x + gvn(t, x)uvn
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por uma função teste φ ∈ H1(0, T ;L2(I))∩L2(0, T ;H1
k(I)), integrando em (0, T )×I e utilizando

uvnx (t, 0) = uvnx (t, 1) = 0,

temos: ∫ 1

0

uvn(T, x)φ(T, x) dx−
∫ 1

0

u0(x)φ(0, x) dx−
∫ T

0

∫ 1

0

uvn(t, x)φt(t, x) dx dt

= −
∫ T

0

∫ 1

0

kuvnx (t, x)φx(t, x) dx dt+

∫ T

0

∫ 1

0

gvn(t, x)uvn(t, x)φ(t, x) dx dt.

Afirmação 1.

∫ 1

0

uvn(T, x)φ(T, x) dx −→
∫ 1

0

u(T, x)φ(T, x) dx.

Como uvn → u em X, temos uvn(T ) → u(T ) em L2(I) e do fato de φ ∈ H1(0, T ;L2(I)),

obtemos φ(T ) ∈ L2(I). Segue, da convergência fraca uvn(T )⇀ u(T ) em L2(I) que∫ 1

0

uvn(T, x)φ(T, x) dx −→
∫ 1

0

u(T, x)φ(T, x) dx.

Afirmação 2.

∫ T

0

∫ 1

0

uvn(t, x)φt(t, x) dx dt −→
∫ T

0

∫ 1

0

u(t, x)φt(t, x) dx dt.

Pela Desigualdade de Hölder, cálculo direto, de (3.60) e de φ ∈ H1(0, T ;L2(I)), temos∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

(
uvn(t, x)− u(t, x)

)
φt(t, x) dx dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∥uvn(t)− u(t)∥L2(I)∥φt(t)∥L2(I) dt

≤ sup
t∈[0,T ]

∥uvn(t)− u(t)∥L2(I)

∫ T

0

∥φt(t)∥L2(I) dt ≤ ∥uvn − u∥
1
2
X

∫ T

0

∥φt(t)∥L2(I) dt −→ 0.

Afirmação 3.

∫ T

0

∫ 1

0

kuvnx (t, x)φx(t, x) dx dt −→
∫ T

0

∫ 1

0

kux(t, x)φx(t, x) dx dt.

De (3.60), temos

∫ T

0

∥∥∥√kuvnx (t)−
√
kux(t)

∥∥∥2
L2(I)

dt→ 0, então

√
kuvnx →

√
kux em L2((0, T )× I).

Por outro lado, como φ ∈ L2(0, T ;H1
k(I)), temos

√
kφx ∈ L2((0, T ) × I). Portanto, da

convergência fraca
√
kuvnx ⇀

√
kux em L2((0, T )× I), segue que∫ T

0

∫ 1

0

kuvnx (t, x)φx(t, x) dx dt −→
∫ T

0

∫ 1

0

kux(t, x)φx(t, x) dx dt.

Afirmação 4.

∫ T

0

∫ 1

0

gvn(t, x)uvn(t, x)φ(t, x) dx dt −→
∫ T

0

∫ 1

0

gv(t, x)u(t, x)φ(t, x) dx dt.
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Temos ∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

gvn(t, x)uvn(t, x)φ(t, x)− gv(t, x)u(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

[
uvn(t, x)− u(t, x)

]
gvn(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

[
gvn(t, x)− gv(t, x)

]
u(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣ .
Se provarmos que cada parcela do lado direito da desigualdade tende a zero, provamos a

Afirmação 4. Façamos isso.

Afirmação 4.1.

∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

[
uvn(t, x)− u(t, x)

]
gvn(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣ −→ 0.

Seja c1 > 0 a constante da hipótese (h5). Logo, da Desigualdade de Hölder e de (3.60),

temos ∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

[
uvn(t, x)− u(t, x)

]
gvn(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣
≤ c1

∫ T

0

∥uvn(t)− u(t)∥L2(I)∥φ(t)∥L2(I) dt ≤ c1∥uvn − u∥
1
2
X

∫ T

0

∥φ(t)∥L2(I) dt −→ 0.

Afirmação 4.2.

∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0

[
gvn(t, x)− gv(t, x)

]
u(t, x)φ(t, x) dx dt

∣∣∣∣ −→ 0.

Como u ∈ X e φ ∈ L2(0, T ;H1
k(I)), temos u, φ ∈ L2((0, T )× I).

Da convergência vn → v em X e do Lema 3.20, segue que

gvn(t, x) → gv(t, x) qtp em (0, T )× I.

Logo,

gvn(t, x)u(t, x)φ(t, x) → gv(t, x)u(t, x)φ(t, x) qtp em (0, T )× I. (3.61)

Além disso,

|gvn(t, x)u(t, x)φ(t, x)| ≤ c1|u(t, x)φ(t, x)| ∈ L1((0, T )× I) qtp em (0, T )× I. (3.62)

De (3.61), (3.62) e do Teorema da Convergência Dominada, segue que

gvnuφ −→ gvuφ em L1((0, T )× I),

comprovando a Afirmação 4.2.

Através das Afirmações 4.1 e 4.2, conclúımos a Afirmação 4.

Segue das Afirmações 1, 2, 3 e 4 que o operador Λ é cont́ınuo. Portanto, Λ possui ponto

fixo uv, que por sua vez é solução de (3.54) em (0, T ).
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A existência de solução u(t, · ;u0) de (3.54), ou equivalentemente, de (3.1), para todo t > 0,

decorre do Teorema A.3.

3.3 Estudo de estabilidade da solução estacionária do problema
degenerado de Allen-Cahn

Nesta seção, nosso objetivo é mostrar que u : I −→ R definida por

u =

{
α, em (0, x0]
β, em (x0, 1)

(3.63)

é um padrão de 
ut = (kux)x + f(u) em (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t > 0,

(3.64)

onde k e f satisfazem as hipóteses (h1)− (h5) e α e β são os zeros estáveis de f .

Do fato de H1
k(I) conter funções descont́ınuas em x0, a função u é uma forte candidata a

padrão de (3.1), justamente por que os valores que definem sua imagem são os zeros de f e

ambos são soluções estacionárias constantes desse problema.

O próximo resultado garante que u é solução estacionária de (3.64) ou equivalentemente, de

(3.1).

Proposição 3.22. A função u, definida em (3.63), é solução estacionária de (3.64).

Demonstração. Como u é constante em (0, x0) e (x0, 1), segue que (kux)x = 0 em I\{x0}.
Além disso, u independe do tempo t e f(u) = f(α) = f(β) = 0 em I.

Logo, u satisfaz {
(kux)x + f(u) = 0 em I
ux(0) = ux(1) = 0.

Para prosseguirmos com a prova da estabilidade de u, utilizaremos o conceito de operador

de Nemitski. Tal operador é definido do seguinte modo:

Definição 3.23. Seja M(I) a classe das funções reais u : I −→ R mensuráveis em I. Dada

uma função g : R −→ R, o operador de Nemitski associado a g é o operador definido em M(I)

por

u(x) 7−→ g(u(x)).

Usaremos a mesma notação de g para o operador de Nemitski, mas deixaremos expĺıcito

através do domı́nio de g, quando necessário, se g é a função real ou o operador.
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Neste trabalho, utilizaremos apenas dois operadores de Nemitski: f e F , onde f é a função

reação e F ′ = −f.
Vejamos algumas propriedades sobre o operador de Nemitski f : H1

k(I) −→ L2(I). A partir

de agora, iremos lidar com as derivadas de Fréchet e de Gateaux do operador f , denotadas por

df e dGf,

respectivamente. Os operadores que forem Fréchet-diferenciáveis serão chamados apenas de

diferenciáveis.

Teorema 3.24. Seja f : R −→ R sob as hipóteses (h4) e (h5). Então, as seguintes condições

estão satisfeitas:

(i) o operador de Nemitski f : H1
k(I) −→ L2(I) está bem definido, é diferenciável e sua

derivada df é cont́ınua.

(ii) f : H1
k(I) −→ L2(I) é um operador de Lipschitz, isto é, existe d > 0 tal que

∥f(u)− f(v)∥L2(I) ≤ d∥u− v∥H1
k(I)

, ∀u, v ∈ H1
k(I).

(iii) Seja u a função definida em (3.63). Então,

f(u+ v) = f(v) + df(u)[v] + r(v),

onde
∥r(v)∥L2(I)

∥v∥H1
k(I)

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.

Demonstração. (i) A boa definição do operador f : H1
k(I) −→ L2(I) decorre imediatamente

da hipótese (h5), uma vez que

∥f(u)∥2L2(I) =

∫ 1

0

f(u)2 dx ≤
∫ 1

0

c21 dx = c21 <∞, ∀u ∈ H1
k(I).

Para mostrarmos que f é Fréchet-diferenciável, provaremos que o operador dGf : H1
k(I) −→

L(H1
k(I), L

2(I)) existe e é cont́ınuo, onde L(H1
k(I), L

2(I)) denota o espaço dos operadores

lineares cont́ınuos de H1
k(I) em L2(I). Para tal, fixados u, φ ∈ H1

k(I), mostremos que

f(u+ sφ)− f(u)

s

s→0−−→ f ′(u)φ em L2(I),

ou seja, ∥∥∥∥f(u+ sφ)− f(u)

s
− f ′(u)φ

∥∥∥∥
L2(I)

s→0−−→ 0.

De fato, para s ̸= 0, seja gs : I −→ R definida por

gs =
f(u+ sφ)− f(u)

s
.
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Afirmação 1. gs
s→0−−→ f ′(u)φ em L2(I).

Para provarmos essa afirmação, aplicaremos o Teorema da Convergência Dominada em

(gs)s ̸=0. Note que, a convergência qtp gs
s→0−−→ f ′(u)φ decorre imediatamente da definição de

derivada de f em u(x), para x ∈ I.

Agora, provemos a existência de uma função h ∈ L2(I) tal que

∀ s ̸= 0, |gs(x)| ≤ h(x) qtp em I.

Fixado x ∈ I, para s ̸= 0, sejam

ms(x) := min{u(x) + sφ(x), u(x)} e Ms(x) := max{u(x) + sφ(x), u(x)}.

Como f ∈ C1(R), pelo Teorema do Valor Médio, existe ys(x) ∈ (ms(x),Ms(x)) tal que

f(Ms(x))− f(ms(x)) = f ′(ys(x))
[
Ms(x)−ms(x)

]
.

Logo,

|gs(x)| =
∣∣∣∣f(u(x) + sφ(x))− f(u(x))

s

∣∣∣∣ = |f ′(ys(x))||φ(x)| ≤ c1|φ(x)| ∈ L2(I),

onde a constante c1 está definida em (h5).

Segue do Teorema da Convergência Dominada que gs → f ′(u)φ em L2(I), concluindo a

Afirmação 1 e, portanto, dGf existe e é dada por

dGf(u)[φ] = f ′(u)φ, ∀u, φ ∈ H1
k(I).

Para completarmos a prova desse item, basta verificarmos a continuidade de dGf . Isto é,

dados u, v ∈ H1
k(I), provar que

∥dGf(u+ v)− dGf(u)∥L(H1
k(I),L

2(I))

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0,

onde

∥dGf(u+ v)− dGf(u)∥L(H1
k(I),L

2(I)) = sup
φ∈H1

k(I)
∥φ∥

H1
k
(I)

≤1

∥dGf(u+ v)[φ]− dGf(u)[φ]∥L2(I). (3.65)

Para cada v ∈ H1
k(I), temos

∥dGf(u+ v)[φ]− dGf(u)[φ]∥L2(I) =

[∫ 1

0

(f ′(u+ v)φ− f ′(u)φ)
2
dx

] 1
2

=

[∫ 1

0

(
f ′(u+ v)− f ′(u)

)2
φ2 dx

] 1
2

=

[∫ 1

0

g2vφ
2 dx

] 1
2

, (3.66)
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onde gv = f ′(u+ v)− f ′(u).

Para φ ∈ H1
k(I) tal que ∥φ∥H1

k(I)
≤ 1, temos[∫ 1

0

g2vφ
2 dx

] 1
2

≤ 2c1∥φ∥H1
k(I)

≤ 2c1, (3.67)

uma vez que f ′ é limitada por c1 (constante da hipótese (h5)). Segue de (3.67) que existe

τ(v) ∈ [0, 2c1] tal que

τ(v) := sup
φ∈H1

k(I)
∥φ∥

H1
k
(I)

≤1

[∫ 1

0

g2vφ
2 dx

] 1
2

. (3.68)

De (3.65), (3.66) e (3.68), temos

∥dGf(u+ v)− dGf(u)∥L(H1
k(I),L

2(I)) = τ(v). (3.69)

Para provarmos o desejado, mostraremos que τ(v) é atingido e em seguida, que τ(v) → 0

quando ∥v∥H1
k(I)

→ 0.

Afirmação 1. τ(v) é atingido, para todo v ∈ H1
k(I).

Com efeito, seja (φn)n∈N ⊂ H1
k(I) uma sequência maximizante, isto é ∥φn∥H1

k(I)
≤ 1, para

todo n ∈ N, e

lim
n→∞

[∫ 1

0

g2vφ
2
n dx

] 1
2

= τ(v). (3.70)

Como (φn)n∈N é limitada em H1
k(I) e H1

k(I) é reflexivo, existem φv ∈ H1
k(I) e uma sub-

sequência, se necessário, tais que

φn ⇀ φv em H1
k(I), quando n→ ∞.

Devido a inclusão compacta de H1
k(I) em L2(I), temos, a menos de uma subsequência,

φn
n→∞−−−→ φv em L2(I). (3.71)

Do fato de f ′ ser limitada, segue de (3.71) e do Teorema da Convergência Dominada que[∫ 1

0

g2vφ
2
n dx

] 1
2

n→∞−−−→
[∫ 1

0

g2vφ
2
v dx

] 1
2

. (3.72)

Além disso, temos

∥φv∥H1
k(I)

≤ lim inf
n∈N

∥φn∥H1
k(I)

≤ 1. (3.73)

Segue de (3.70), (3.72) e (3.73) que

τ(v) =

[∫ 1

0

g2vφ
2
v dx

] 1
2

, com ∥φv∥H1
k(I)

≤ 1, (3.74)

completando a Afirmação 1.

Para completarmos a demonstração, provemos que τ(v) → 0, quando v → 0 em H1
k(I).
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Afirmação 2. τ(v)
∥v∥

H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.

Para isso, basta provarmos que[∫ 1

0

g2vφ
2
v dx

] 1
2 ∥v∥

H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.

De fato, sejam (hv), (jv) ⊂ L1(I) sequências definidas por

hv = g2vφ
2
v e jv = 4c21φ

2
v, ∀ v ∈ H1

k(I).

A fim de aplicar o Teorema da Convergência Dominada Generalizado, resta provar a existência

de j0 ∈ L1(I) tal que jv → j0 em L1(I) e hv → 0 qtp em I quando ∥v∥H1
k(I)

→ 0. Para ambos

os casos, basta provar que a sequência (φ2
v) ⊂ L1(I) é convergente.

Como (φv) ⊂ H1
k(I) é limitada, existe φ0 ∈ H1

k(I) tal que

φv ⇀ φ0 em H1
k(I) quando ∥v∥H1

k(I)
→ 0.

Devido à inclusão compacta de H1
k(I) em L2(I), temos, a menos de uma subsequência,

φv → φ0 em L2(I)

e, consequentemente,

φ2
v → φ2

0 em L1(I).

Com isso, hv → 0 qtp em I, uma vez que gv → 0 qtp em I, e tomando j0 = 4c21φ
2
0,

segue a convergência de jv → j0 em L1(I). Aplicando o Teorema da Convergência Dominada

Generalizado em (hv) e (jv), temos[∫ 1

0

g2vφ
2
v dx

] 1
2 ∥v∥

H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0,

concluindo a Afirmação 2.

De (3.74) e da Afirmação 2, obtemos

∥dGf(u+ v)− dGf(u)∥L(H1
k(I),L

2(I))

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0,

ou seja, df existe, df = dGf e, portanto, f é diferenciável.

(ii) No item (i), vimos que f é Gateaux-diferenciável. É sabido que, para u, v ∈ H1
k(I), temos

∥f(u)− f(v)∥L2(I) ≤ sup
{
∥dGf(w)∥L(H1

k(I),L
2(I)) : w ∈ [u, v]

}
∥u− v∥H1

k(I)
, (3.75)

onde [u, v] denota o segmento {su+ (1− s)v : s ∈ [0, 1]}.
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Para provarmos que f é Lipschitz, mostremos que ∥dGf(w)∥L(H1
k(I),L

2(I)) é limitado por uma

constante, para todo w ∈ H1
k(I). De fato,

∥dGf(w)∥L(H1
k(I),L

2(I)) = sup
φ∈H1

k(I)
φ̸=0

∥dGf(w)[φ]∥L2(I)

∥φ∥H1
k(I)

= sup
φ∈H1

k(I)
φ̸=0

1

∥φ∥H1
k(I)

[∫ 1

0

f ′(w)2φ2 dx

] 1
2

= sup
φ∈H1

k(I)
φ ̸=0

c1
∥φ∥L2(I)

∥φ∥H1
k(I)

≤ c1, (3.76)

onde c1 é a constante da hipótese (h5).

Segue de (3.75) e (3.76) que

∥f(u)− f(v)∥L2(I) ≤ c1∥u− v∥H1
k(I)

, ∀u, v ∈ H1
k(I).

(iii) Seja u definida em (3.63). Dado v ∈ H1
k(I), defina

r(v) := f(u+ v)− f(u)− df(u)[v].

Como f é diferenciável, em particular, diferenciável em u, temos

∥r(v)∥L2(I)

∥v∥H1
k(I)

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.

Como dito inicialmente, para provarmos a estabilidade da função u, serão necessários alguns

conceitos e resultados que serão introduzidos no decorrer desta seção. Considere o seguinte

problema de autovalor linearizado em torno de u :{
(kφx)x + f ′(u)φ+ µφ = 0 em I
φx(0) = φx(1) = 0,

(3.77)

onde φ ∈ H1
k(I) e µ ∈ R são denominados de autofunção e autovalor associados a u, respecti-

vamente.

Salientamos que µ ∈ R, pois o operador eĺıptico degenerado A, definido em (3.5), é um

operador autoadjunto.

Além das propriedades do operador de Nemitski f feitas anteriormente, precisamos provar

que os autovalores de (3.77) estão contidos na semirreta positiva (0,∞). O caminho que utili-

zaremos para esta prova é definir um funcional de energia E ∈ C2(H1
k(I),R) associado a (3.64)

e, através dele, provar que o primeiro autovalor de (3.77) é maior que zero, uma vez que todos

os autovalores de (3.77) são maiores que o primeiro autovalor. Façamos isto.
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Seja E : H1
k(I) −→ R um funcional de energia definido por

E(u) =

∫ 1

0

[
k

2
u2x + F (u)

]
dx, ∀u ∈ H1

k(I), (3.78)

onde k é a função de difusibilidade que satisfaz (h1)− (h3) e F : R −→ R é um potencial duplo

definido por

F (u) = −
∫ u

0

f(ξ) dξ, ∀u ∈ R.

Observe que F ∈ C2(R) e α e β são mı́nimos locais isolados de F , visto que f satisfaz as

hipóteses (h4) e (h5). Além disso, veja que o operador E pode ser tomado não negativo, pois

se F não for uma função não negativa em R, podemos considerar sua translação não negativa

F̃ = F −min{F (α), F (β)}.
Então, temos os seguintes resultados:

Proposição 3.25. O funcional de energia E definido em (3.78) está bem definido, E ∈
C2(H1

k(I),R) e suas derivadas são definidas do seguinte modo:

∂E(u)[φ] =

∫ 1

0

[kuxφx − f(u)φ] dx, ∀u, φH1
k(I)

e

∂2E(u)[φ, h] =

∫ 1

0

[kφxhx − f ′(u)φh] dx, ∀u, φ, h ∈ H1
k(I),

onde ∂ denota a derivada de Fréchet.

Demonstração. A prova será dividida em três partes. Primeiro, mostraremos que E está bem

definido.

Afirmação 1. E está bem definido.

Dado u ∈ H1
k(I), segue da hipótese (h5) que∫ 1

0

F (u) dx ≤
∫ 1

0

∫ u

0

c1 dξ dx = c1

∫ 1

0

|u| dx = c1∥u∥L1(I) ≤ c1∥u∥L2(I) <∞. (3.79)

De (3.79) e de ∥
√
kux∥L2(I) <∞, para todo u ∈ H1

k(I), temos

E(u) =

∫ 1

0

[
k

2
u2x + F (u)

]
dx <∞, ∀u ∈ H1

k(I),

confirmando a Afirmação 1.

Afirmação 2. E é diferenciável.

Para provarmos que E é diferenciável (ou seja, Fréchet-diferenciável), provaremos que o

funcional é Gateaux-diferenciável com derivada cont́ınua.

De modo a facilitar as contas, dividiremos o operador E em dois operadores. Sejam D,W :

H1
k(I) −→ R definidos por

D(u) =

∫ 1

0

k

2
u2x dx e W (u) =

∫ 1

0

F (u) dx, ∀u ∈ H1
k(I).
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Afirmação 2.1. D é diferenciável.

Fixados u, φ ∈ H1
k(I), provemos que

D(u+ sφ)−D(u)

s

s→0−−→
∫ 1

0

kuxφx dx.

De fato, para s ̸= 0, temos∣∣∣∣D(u+ sφ)−D(u)

s
−
∫ 1

0

kuxφx dx

∣∣∣∣ = |s|
2

∫ 1

0

kφ2
x dx ≤ |s|

2
∥φ∥2H1

k(I)

s→0−−→ 0.

Portanto, ∂GD : H1
k(I) −→ (H1

k(I))
∗ existe e é dado por

∂GD(u)[φ] =

∫ 1

0

kuxφx dx, ∀u, φ ∈ H1
k(I). (3.80)

Para concluirmos a Afirmação 2.1, provemos que o operador ∂GD é cont́ınuo. Com efeito,

dados u, v ∈ H1
k(I), temos

∥∂GD(u+ v)− ∂GD(u)∥(H1
k(I))

∗ = sup
φ∈H1

k(I)
φ ̸=0

|∂GD(u+ v)[φ]− ∂GD(u)[φ]|
∥φ∥H1

k(I)

≤ ∥
√
kvx∥L2(I) ≤ ∥v∥H1

k(I)

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.

Deste modo, conclúımos que D é Fréchet-diferenciável e ∂D = ∂GD, encerrando a prova da

Afirmação 2.1.

Afirmação 2.2. W é diferenciável.

Fixados u, φ ∈ H1
k(I), provemos que∫ 1

0

F (u+ sφ)− F (u)

s
dx

s→0−−→ −
∫ 1

0

f(u)φdx. (3.81)

Seja s ̸= 0 e considere gs : I −→ R definida por

gs =
F (u+ sφ)− F (u)

s
.

Se gs
s→0−−→ −f(u)φ = F ′(u)φ em L2(I), então (3.81) ocorre. Perceba que tal demonstração

é análoga ao que foi feito na Afirmação 1 do Teorema 3.24 -(i), trocando F por f e, apenas por

este motivo, omitiremos tal prova.

De (3.81), conclúımos que o operador ∂GW : H1
k(I) −→ (H1

k(I))
∗ existe é dado do seguinte

modo:

∂GW (u)[φ] = −
∫ 1

0

f(u)φdx, ∀u, φ ∈ H1
k(I). (3.82)

Dados u, v ∈ H1
k(I), a continuidade de ∂GW segue de

∥∂GW (u+ v)− ∂GW (u)∥(H1
k(I))

∗ = sup
φ∈H1

k(I)
φ̸=0

|∂GW (u+ v)[φ]− ∂GW (u)[φ]|
∥φ∥H1

k(I)

≤ ∥f(u+ v)− f(u)∥L2(I)

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0.
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Portanto, ∂GW : H1
k(I) −→ (H1

k(I))
∗ é cont́ınuo e, consequentemente, o operador W é dife-

renciável com ∂W = ∂GW , encerrando a Afirmação 2.2.

Das Afirmações 2.1 e 2.2, obtemos a Afirmação 2. Além disso, de (3.80) e (3.82), temos

∂E(u)[φ] =

∫ 1

0

[kuxφx − f(u)φ] dx, ∀u, φ ∈ H1
k(I).

Afirmação 3. ∂2E existe e é um operador cont́ınuo.

Vimos nas Afirmações 2.1 e 2.2 que ∂D e ∂W existem. Caso ∂2D e ∂2W existam, teremos

∂2D(u), ∂2W (u) ∈ L(H1
k(I), (H

1
k(I))

∗), para u ∈ H1
k(I). Do isomorfismo entre L(H1

k(I), (H
1
k(I))

∗)

e L2(H1
k(I),R), espaço dos operadores bilineares cont́ınuos de H1

k(I)×H1
k(I) em R, teremos(

∂2D(u)[φ]
)
[h] = ∂2D(u)[φ, h], ∀u, φ, h ∈ H1

k(I)

e (
∂2W (u)[φ]

)
[h] = ∂2W (u)[φ, h], ∀u, φ, h ∈ H1

k(I).

Para esta prova, utilizaremos o mesmo método usado na Afirmação 2: provar que os opera-

dores ∂D e ∂W são Gateaux-diferenciáveis e que os operadores ∂2GD e ∂2GW são cont́ınuos.

Afirmação 3.1. ∂2D existe e é um operador cont́ınuo.

Fixados u, φ ∈ H1
k(I), mostremos que∥∥∥∥∂D(u+ sφ)− ∂D(u)

s
− J(φ)

∥∥∥∥
(H1

k(I))
∗

s→0−−→ 0, (3.83)

onde J(φ)[h] =

∫ 1

0

kφxhx dx, ∀h ∈ H1
k(I).

Note que
∂D(u+ sφ)[h]− ∂D(u)[h]

s
− J(φ)[h] = 0, ∀h ∈ H1

k(I),

validando (3.83) e, portanto,

∂2GD(u)[φ, h] =

∫ 1

0

kφxhx dx, ∀u, φ, h ∈ H1
k(I). (3.84)

Observe que ∂2GD(u) = ∂2GD(v), para quaisquer u, v ∈ H1
k(I). Portanto,

∥∂2GD(u+ v)− ∂2GD(u)∥L(H1
k(I),(H

1
k(I))

∗)

∥v∥
H1
k
(I)

→0

−−−−−−−→ 0,

ou seja, ∂2GD é um operador cont́ınuo e consequentemente, ∂D é Fréchet-diferenciável com

∂2D = ∂2GD, encerrando a Afirmação 3.1.

Afirmação 3.2. ∂2W existe e é um operador cont́ınuo.
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Fixados u, φ ∈ H1
k(I), provemos que∥∥∥∥∂W (u+ sφ)− ∂W (u)

s
− J(φ)

∥∥∥∥
(H1

k(I))
∗

s→0−−→ 0,

onde J(φ)[h] = −
∫ 1

0

f ′(u)φxhx dx, ∀h ∈ H1
k(I).

Para h ∈ H1
k(I) tal que ∥h∥H1

k(I)
≤ 1, da Desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∂W (u+ sφ)[h]− ∂W (u)[h]

s
− J(φ)[h]

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

[
f(u+ sφ)− f(u)

s
− f ′(u)φ

]
h dx

∣∣∣∣
≤ ∥h∥L2(I)

∥∥∥∥f(u+ sφ)− f(u)

s
− f ′(u)φ

∥∥∥∥
L2(I)

≤
∥∥∥∥f(u+ sφ)− f(u)

s
− f ′(u)φ

∥∥∥∥
L2(I)

. (3.85)

Segue da definição da norma em (H1
k(I))

∗ e de (3.85) que∥∥∥∥∂W (u+ sφ)− ∂W (u)

s
− J(φ)

∥∥∥∥
(H1

k(I))
∗

≤
∥∥∥∥f(u+ sφ)− f(u)

s
− f ′(u)φ

∥∥∥∥
L2(I)

s→0−−→ 0,

uma vez que a convergência

f(u+ sφ)− f(u)

s
→ f ′(u)φ em L2(I)

está provada na Afirmação 1 do Teorema 3.24 -(i).

Portanto, ∂2GW existe e é dado por

∂2GW (u)[φ, h] = −
∫ 1

0

f ′(u)φh dx, ∀u, φ, h ∈ H1
k(I). (3.86)

Para encerrarmos a prova da Afirmação 3.2, basta mostrar que ∂2GW é um operador cont́ınuo.

Dados u, v ∈ H1
k(I), temos

∥∂2GW (u+ v)− ∂2GW (u)∥L(H1
k(I),(H

1
k(I))

∗) = sup
φ∈H1

k(I)
∥φ∥

H1
k
(I)

≤1

∥∂2GW (u+ v)[φ]− ∂2GW (u)[φ]∥(H1
k(I))

∗

= sup
φ∈H1

k(I)
∥φ∥

H1
k
(I)

≤1

sup
h∈H1

k(I)
∥h∥

H1
k
(I)

≤1

|∂2GW (u+ v)[φ, h]− ∂2GW (u)[φ, h]|. (3.87)

Para φ, h ∈ H1
k(I) tais que ∥φ∥H1

k(I)
, ∥h∥H1

k(I)
≤ 1, da Desigualdade de Hölder, temos

∣∣∂2GW (u+ v)[φ, h]− ∂2GW (u)[φ, h]
∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

[f ′(u+ v)− f ′(u)]φh dx

∣∣∣∣
≤ ∥h∥L2(I) [f

′(u+ v)− f ′(u)]φ∥L2(I)

≤ ∥ [f ′(u+ v)− f ′(u)]φ∥L2(I)

=

[∫ 1

0

g2vφ
2 dx

] 1
2

, (3.88)
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onde gv = f ′(u+ v)− f ′(u).

Definindo

τ(v) :=

[∫ 1

0

g2vφ
2 dx

] 1
2

, ∀ v ∈ H1
k(I),

segue das Afirmações 1 e 2 do Teorema 3.24 que

∥∂2GW (u+ v)− ∂2GW (u)∥L(H1
k(I),(H

1
k(I))

∗) ≤ sup
φ∈H1

k(I)
∥φ∥

H1
k
(I)

≤1

∥ [f ′(u+ v)− f ′(u)]φ∥L2(I) → 0,

quando ∥v∥H1(I) → 0.

Portanto, ∂2GW é cont́ınuo, ∂W é Fréchet-diferenciável e ∂2W = ∂2GW , comprovando a

Afirmação 3.2.

Das Afirmações 3.1 e 3.2 segue a Afirmação 3 e de (3.84) e (3.86), temos

∂2E(u)[φ, h] =

∫ 1

0

[kφxhx − f ′(u)φxhx] dx, ∀u, φ, h ∈ H1
k(I).

Das Afirmações 2 e 3, temos E ∈ C2(H1
k(I),R).

Dado u ∈ H1
k(I), ao utilizarmos a mesma função φ ∈ H1

k(I) em ambas as coordenadas de

∂2E(u), temos

∂2E(u)[φ] := ∂2E(u)[φ, φ] =

∫ 1

0

[kφ2
x − f ′(u)φ2] dx, ∀φ ∈ H1

k(I).

Além disso, através da compacidade da inclusão H1
k(I) em L2(I), garantimos, de modo

análogo ao caso regular, que o primeiro autovalor associado a uma solução estacionária u ∈
H1

k(I) do problema (3.64), é atingido e definido por

µ1(u) := inf{∂2GE(u)[φ] : φ ∈ H1
k(I), ∥φ∥L2(I) = 1},

onde ∂G denota a derivada de Gateaux.

Deste modo, o primeiro autovalor µ1(u) de (3.77) é dado por

µ1(u) := inf

{∫ 1

0

[kφ2
x − f ′(u)φ2] dx : φ ∈ H1

k(I), ∥φ∥L2(I) = 1

}
.

Até o momento, definimos um funcional de energia E ∈ C2(H1
k(I),R). O próximo passo é

garantir que o primeiro autovalor µ1(u) > 0.

Proposição 3.26. Existe ρ > 0 tal que µ1(u) > ρ.

Demonstração. Seja φ ∈ H1
k(I) tal que ∥φ∥L2(I) = 1.

Como f ′(α) < 0 e f ′(β) < 0, temos Temos∫ 1

0

[kφ2
x − f ′(u)φ2] dx ≥ −

∫ 1

0

f ′(u)φ2 dx = −f ′(α)

∫ x0

0

φ2 dx− f ′(β)

∫ 1

x0

φ2 dx

≥ min{−f ′(α),−f ′(β)}∥φ∥2L2(I) = −max{f ′(α), f ′(β)} > 0.

Tomando ρ = −max{f ′(α), f ′(β)}, temos o resultado.
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Esse resultado será de grande valia para garantirmos a estabilidade de u, provada adiante.

Com esse intuito, agora introduziremos alguns resultados e definições das teorias de Operado-

res Setoriais e Potências Fracionárias de Operadores necessários para darmos continuidade a

prova de estabilidade de u. Destacamos que tais resultados e definições enunciados aqui estão

adaptados ao nosso problema. Para uma análise mais profunda dessa teoria, recomendamos

[17].

Definição 3.27. Um operador T é setorial em um espaço de Banach X se T for um operador

fechado, densamente definido e existem ϕ ∈
(
0, π

2

]
, M ≥ 1 e uma constante real d, tais que o

setor

Sd,ϕ = {λ : ϕ ≤ | arg(λ− d)| ≤ π, λ ̸= d}

está contido no resolvente de T e∥∥(λ− T )−1
∥∥ ≤ M

|λ− d|
, ∀λ ∈ Sd,ϕ.

Como o operador eĺıptico degenerado A, definido em (3.5), gera um semigrupo anaĺıtico de

ângulo π
2
, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.28. [18, Teorema 12.8.1] O operador −A é um operador setorial.

Para completarmos nosso objetivo, será necessário trabalharmos com o operador transladado

de −A. Seja A1 : D(A1) ⊂ L2(I) −→ L2(I) definido por

A1u = (Id− A)u = u− (kux)x, para u ∈ D(A1) = D(A).

Como A1 é uma translação do operador setorial −A, temos:

Proposição 3.29. O operador A1 = Id− A é um operador setorial.

Demonstração. Decorre de [17, Teorema 1.3.2].

Por estamos lidando apenas com operadores setoriais, os resultados e definições seguintes

são feitos apenas para essa classe de operadores. Ressaltamos que o espectro de A1 está contido

em (0,∞) e, portanto, os resultados e definições subsequentes são válidos para esse operador.

Definição 3.30. Seja T um operador setorial tal que Re σ(T ) > 0, onde σ(T ) denota o espectro

de T . Para γ > 0, seja

T−γ =
1

Γ(γ)

∫ ∞

0

sγ−1e−sT ds,

onde Γ denota a função gama.

O operador T γ é definido como a inversa do operador T−γ, ou seja, T γ = (T−γ)
−1
.

Vejamos algumas propriedades a respeito desses operadores e seus domı́nios.
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Teorema 3.31. [17, Teorema 1.4.2] Se T é um operador setorial em um espaço de Banach

X com Re σ(T ) > 0, então T−γ é um operador linear limitado em X, para todo γ > 0, e

T−γ1T−γ2 = T−γ1−γ2 , para quaisquer γ1, γ2 > 0. Além disso, para γ ∈ (0, 1), temos

T−γ =
sen(πγ)

π

∫ ∞

0

λ−γ(λ Id+ T )−1 dλ. (3.89)

Para alcançarmos o nosso objetivo, que é garantir a estabilidade de u, estamos interessados

apenas no operador Aγ
1 , quando γ = 1

2
. Por essa razão, a partir de agora, os resultados seguintes

serão voltados apenas para os operadores A
− 1

2
1 e A

1
2
1 .

A fim de caracterizarmos A
1
2
1 e D

(
A

1
2
1

)
, seja (en)n∈N ⊂ D(A1) a base ortonormal de L2(I)

definida por

A1en = λnen com λn+1 ≥ λn ≥ λ1 > 0, ∀n ∈ N, (3.90)

que advém do fato do operador A1 possuir resolvente compacto.

Utilizando os resultados anteriores, as seguintes caracterizações são obtidas.

Proposição 3.32. Seja (en)n∈N base ortonormal de L2(I) definida em (3.90). Então, o opera-

dor A
1
2
1 : D

(
A

1
2
1

)
⊂ L2(I) −→ L2(I) é definido por

A
1
2
1 u =

∞∑
n=1

λ
1
2
n ⟨u, en⟩L2(I)en, ∀u ∈ D

(
A

1
2
1

)
. (3.91)

Demonstração. Inicialmente, iremos encontrar a caracterização de A
− 1

2
1 e em seguida, a de A

1
2
1 .

De (3.89), temos

A
− 1

2
1 =

1

π

∫ ∞

0

λ−
1
2 (λ Id+ A1)

−1 dλ. (3.92)

Como A1en = λnen, para todo n ∈ N, temos

(λ Id+ A1)
−1en =

1

λ+ λn
en, ∀n ∈ N. (3.93)

Segue de (3.92) e (3.93) que

A
− 1

2
1 en =

en
π

∫ ∞

0

λ−
1
2

λ+ λn
dλ =

en
π

lim
s→∞

∫ s

0

λ−
1
2

λ+ λn
dλ

=
2en
π
λ
− 1

2
n lim

s→∞
arctg

( √
s√
λn

)
= λ

− 1
2

n en, ∀n ∈ N. (3.94)

Dado u ∈ D
(
A

− 1
2

1

)
⊂ L2(I), temos

u =
∞∑
n=1

⟨u, en⟩L2(I)en.
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Seja sm =
m∑

n=1

⟨u, en⟩L2(I)en. Como A
− 1

2
1 é um operador cont́ınuo (Teorema 3.31), segue de

(3.94) que ∥∥∥∥∥A− 1
2

1 u−
m∑

n=1

λ
− 1

2
n ⟨u, en⟩L2(I)en

∥∥∥∥∥
L2(I)

=
∥∥∥A− 1

2
1 u− A

− 1
2

1 sm

∥∥∥
L2(I)

=
∥∥∥A− 1

2
1 (u− sm)

∥∥∥
L2(I)

≤ d∥u− sm∥L2(I), (3.95)

para alguma constante d > 0. Como sm
m→∞−−−→ u em L2(I), segue de (3.95) que

m∑
n=1

λ
− 1

2
n ⟨u, en⟩L2(I)en

m→∞−−−→ A
− 1

2
1 u em L2(I)

e, portanto,

A
− 1

2
1 u =

∞∑
n=1

λ
− 1

2
n ⟨u, en⟩L2(I)en, ∀u ∈ D

(
A

− 1
2

1

)
.

Tomando λ = 0 e T = −A− 1
2

1 no Lema A.6, temos

A
1
2
1 u =

∞∑
n=1

λ
1
2
n ⟨u, en⟩L2(I)en, ∀u ∈ D

(
A

1
2
1

)
.

Proposição 3.33. Sejam (en)n∈N base ortonormal de L2(I) e o operador A
1
2
1 definidos em

(3.90) e (3.91), respectivamente. Então,

D
(
A

1
2
1

)
=

{
u ∈ L2(I) :

∞∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) <∞

}
. (3.96)

Demonstração. Seja

Y =

{
u ∈ L2(I) :

∞∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) <∞

}
.

Afirmação 1. D
(
A

1
2
1

)
⊂ Y.

Seja u ∈ D
(
A

1
2
1

)
, então u ∈ L2(I) e A

1
2
1 u ∈ L2(I). Logo, a série

∞∑
n=1

λ
1
2
n ⟨u, en⟩L2(I)en é

convergente em L2(I) e, consequentemente,

∞∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) <∞.

Portanto, u ∈ Y, comprovando a Afirmação 1.
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Afirmação 2. Y ⊂ D
(
A

1
2
1

)
.

Seja u ∈ Y , então u ∈ L2(I) e
∞∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) < ∞. Logo,
∞∑
n=1

λ
1
2
n ⟨u, en⟩L2(I)en é conver-

gente em L2(I) e, portanto, u ∈ D
(
A

1
2
1

)
, concluindo a Afirmação 2.

Das Afirmações 1 e 2, conclúımos (3.96).

Além das caracterizações de A
1
2
1 e D

(
A

1
2
1

)
, obtemos as seguintes propriedades.

Teorema 3.34. [17, Teorema 1.4.8] O espaço L2(I)
1
2 := D

(
A

1
2
1

)
é um espaço de Banach com

a norma

∥u∥ 1
2
=
∥∥∥A 1

2
1 u
∥∥∥
L2(I)

, ∀u ∈ L2(I)
1
2 .

Além disso, D(A1) é denso em L2(I)
1
2 e a inclusão L2(I)

1
2 ⊂ L2(I) é cont́ınua.

Em decorrência do teorema anterior, temos:

Proposição 3.35. O espaço L2(I)
1
2 é um espaço de Hilbert com a norma ∥ · ∥ 1

2
induzida do

produto interno

⟨u, v⟩ 1
2
=
〈
A

1
2
1 u,A

1
2
1 v
〉
L2(I)

, ∀u, v ∈ L2(I)
1
2 .

Além disso, se uj → u em L2(I)
1
2 , então ∥uj∥ 1

2
→ ∥u∥ 1

2
.

Demonstração. É evidente que L2(I)
1
2 é um espaço de Hilbert, utilizando o Teorema 3.34.

Vejamos a convergência em norma. Sabemos que

∥uj∥21
2
= ∥uj − u∥21

2
+ 2⟨uj, u⟩ 1

2
− ∥u∥21

2
. (3.97)

Basta provarmos que o termo à direita da igualdade de (3.97) tende a ∥u∥21
2

. De fato, o

primeiro termo decorre da convergência uj → u em L2(I)
1
2 , ou seja,

∥uj − u∥21
2
→ 0. (3.98)

Para o segundo termo. Considere o funcional linear Φ : L2(I)
1
2 −→ R definido por

Φ(v) = ⟨v, u⟩ 1
2
, ∀ v ∈ L2(I)

1
2 .

Devido a convergência fraca uj ⇀ u em L2(I)
1
2 (decorrente da convergência forte) e operador

Φ : L2(I)
1
2 −→ R ser cont́ınuo, temos

⟨uj, u⟩ 1
2
= Φ(uj) −→ Φ(u) = ⟨u, u⟩ 1

2
= ∥u∥21

2
. (3.99)

De (3.97), (3.98) e (3.99), obtemos

∥uj∥ 1
2
→ ∥u∥ 1

2
.
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Além de L2(I)
1
2 ser um espaço de Hilbert, ainda temos a seguinte propriedade em relação

ao operador A
1
2
1 :

Proposição 3.36. O operador A
1
2
1 é um operador autoadjunto e

A
1
2
1A

1
2
1 = A1 em D(A1) = D(A). (3.100)

Demonstração. Como A
− 1

2
1 é um operador cont́ınuo, temos D

(
A

− 1
2

1

)
= L2(I), através de Teo-

rema A.7. Além disso, A
− 1

2
1 é um operador autoadjunto, uma vez que (λn)n∈N é uma sequência

de números reais (Corolário A.8) e como A
− 1

2
1 possui inversa A

1
2
1 , segue da Proposição A.9 que

A
1
2
1 é um operador autoadjunto.

Provemos (3.100). Seja A−1
1 a inversa de A1. Em D(A), do Teorema 3.31, temos

A−1
1

(
A

1
2
1A

1
2
1

)
=
(
A

− 1
2

1 A
− 1

2
1

)(
A

1
2
1A

1
2
1

)
= A

− 1
2

1

(
A

− 1
2

1 A
1
2
1

)
A

1
2
1 = A

− 1
2

1 A
1
2
1 = Id. (3.101)

De (3.101),

A
1
2
1A

1
2
1 =

(
A1A

−1
1

)
A

1
2
1A

1
2
1 = A1

(
A−1

1 A
1
2
1A

1
2
1

)
= A1Id = A1.

Através das caracterizações de A
1
2
1 e D

(
A

1
2
1

)
feitas nas Proposições 3.32 e 3.33, respectiva-

mente, e de todas as propriedades descritas anteriormente, temos

L2(I)
1
2 = H1

k(I)

e as normas destes espaços coincidem. Tais fatos são demonstrados a seguir.

Teorema 3.37. Seja L2(I)
1
2 := D

(
A

1
2
1

)
, definido em (3.96). Então, L2(I)

1
2 = H1

k(I) e as

normas ∥ · ∥ 1
2
e ∥ · ∥H1

k(I)
coincidem.

Demonstração. Primeiramente, utilizando a integração por partes (Lema 3.7) e a Proposição

3.36, observe que, dado u ∈ D(A1) = D(A), temos

∥u∥2H1
k(I)

=

∫ 1

0

u2 dx+

∫ 1

0

ku2x dx =

∫ 1

0

u2 dx−
∫ 1

0

(kux)xu dx

=

∫ 1

0

u [u− (kux)x] dx =

∫ 1

0

uA1u dx = ⟨A1u, u⟩L2(I)

=
〈
A

1
2
1A

1
2
1 u, u

〉
L2(I)

=
〈
A

1
2
1 u,A

1
2
1 u
〉
L2(I)

=
∥∥∥A 1

2
1 u
∥∥∥2
L2(I)

. (3.102)

Iremos utilizar (3.102) nas afirmações seguintes.

Afirmação 1. L2(I)
1
2 ⊆ H1

k(I).
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Seja u ∈ L2(I)
1
2 . Essa prova será dividida em dois casos: u ∈ D(A1) e u /∈ D(A1).

Inicialmente, suponha u ∈ D(A1), logo A1u existe e de (3.102), temos

∥u∥2H1
k(I)

=
∥∥∥A 1

2
1 u
∥∥∥2
L2(I)

=
∞∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) <∞,

isto é, u ∈ H1
k(I).

Agora, vejamos o caso onde u /∈ D(A1). Como D(A1) é denso em L2(I)
1
2 , então

∃ (uj)j∈N ⊂ D(A1) : uj → u em L2(I)
1
2 . (3.103)

Aplicando (3.102) em uj, para todo j ∈ N, de (3.103) e da Proposição 3.35, obtemos

lim
j→∞

∥uj∥2H1
k(I)

= lim
j→∞

∥∥∥A 1
2
1 uj

∥∥∥2
L2(I)

= lim
j→∞

∥uj∥21
2
= ∥u∥21

2

=
∥∥∥A 1

2
1 u
∥∥∥2
L2(I)

=
∑
n=1

λn⟨u, en⟩2L2(I) <∞. (3.104)

De (3.104), segue que (uj)j∈N ⊂ H1
k(I) é limitada e da reflexividade de H1

k(I), passando a

uma subsequência, se necessário, temos

∃ v ∈ H1
k(I) : uj ⇀ v ∈ H1

k(I) (3.105)

e, consequentemente, de (3.104), segue que

∥v∥H1
k(I)

≤ lim inf
j∈N

∥uj∥H1
k(I)

= ∥u∥ 1
2
. (3.106)

Além disso, da inclusão cont́ınua L2(I)
1
2 ↪→ L2(I) e de (3.103), temos

uj → u ∈ L2(I). (3.107)

Portanto, segue de (3.105), (3.107) e (3.106) que

u = v ∈ H1
k(I) e ∥u∥H1

k(I)
≤ ∥u∥ 1

2
.

Com isto, demonstramos que L2(I)
1
2 ⊆ H1

k(I) e

∥u∥H1
k(I)

≤ ∥u∥ 1
2
, ∀u ∈ L2(I)

1
2 . (3.108)

Afirmação 2. H1
k(I) ⊆ L2(I)

1
2 .

Para provarmos esta inclusão, observe que D(A1) é denso em H1
k(I), uma vez que D(A) é

denso em H1
k(I) (Observação 3.17) e D(A1) = D(A). Logo, para u ∈ H1

k(I), segue que

∃ (uj)j∈N ⊂ D(A1) : uj → u ∈ H1
k(I). (3.109)
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Aplicando (3.102) em uj, para cada j ∈ N, de (3.109), temos

sup
j∈N

∥uj∥ 1
2
= sup

j∈N
∥uj∥H1

k(I)
<∞.

Deste modo, (uj) ⊂ L2(I)
1
2 é limitada e, como L2(I)

1
2 é um espaço de Hilbert, portanto,

um espaço reflexivo, segue que

∃ v ∈ L2(I)
1
2 : uj ⇀ v em L2(I)

1
2 . (3.110)

Da inclusão cont́ınua de L2(I)
1
2 ↪→ L2(I), temos

uj ⇀ v em L2(I). (3.111)

De (3.109), (3.110) e (3.111), temos

u = v ∈ L2(I)
1
2 . (3.112)

Agora, resta provarmos a desigualdade entre as normas ∥·∥ 1
2
e ∥·∥H1

k(I)
. De fato, novamente,

utilizando a igualdade (3.102) para uj, para todo j ∈ N, de (3.109), (3.110) e (3.112), temos

∥u∥ 1
2
≤ lim inf

j∈N
∥uj∥ 1

2
= lim inf

j∈N

∥∥∥A 1
2
1 uj

∥∥∥
L2(I)

= lim inf
j∈N

∥uj∥H1
k(I)

= ∥u∥H1
k(I)

,

ou seja,

∥u∥ 1
2
≤ ∥u∥H1

k(I)
, ∀u ∈ H1

k(I), (3.113)

encerrando a prova da Afirmação 2.

Das Afirmações 1 e 2, segue que L2(I)
1
2 = H1

k(I).

De (3.108) e (3.113), temos

∥u∥ 1
2
= ∥u∥H1

k(I)
, ∀u ∈ H1

k(I).

Com os resultados provados até o momento, estamos aptos a provar a estabilidade de u

definida em (3.63). Para tal, iremos utilizar o teorema a seguir que é um caso particular do [17,

Teorema 5.1.1]. Pelo fato da prova desse teorema precisar de diversas propriedades acerca de

operadores setoriais e potências fracionárias de operadores, tal resultado não será demonstrado

aqui, mas pode ser encontrado na referência supracitada.

Teorema 3.38. Sejam T um operador setorial em um espaço de Banach X, f : Xγ −→ X,

para algum γ < 1, e ũ solução estacionária de

ut + Tu = f(u), (3.114)
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isto é, T ũ = f(ũ). Suponha

f(ũ+ v) = f(ũ) +Bv + g(v), (3.115)

onde B ∈ L(Xγ, X), ∥g(v)∥X = o(∥v∥γ) quando ∥v∥γ → 0 e f é um operador localmente

Lipschitz em Xγ. Se o espectro de T − B está contido em {Re µ > ρ}, para algum ρ >

0, então: dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tais que, para todo valor inicial u0 ∈ Xγ em

(3.114) com ∥u0 − ũ∥γ < δ, a solução u(t, · ;u0) de (3.114) existe para todo t > t0 e satisfaz

∥u(t, · ;u0)− ũ(·)∥γ < ε, para todo t > t0.

A estabilidade de u segue do teorema anterior. Vejamos.

Teorema 3.39. A função u ∈ H1
k(I) definida por

u =

{
α, em (0, x0]
β, em (x0, 1)

(3.116)

é um padrão – solução estacionária não constante estável – de
ut = (kux)x + f(u) em (0,∞)× I
u(0, ·) = u0(·)
ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0, t > 0.

(3.117)

Demonstração. Para tal prova, utilizaremos o Teorema 3.38.

Tomando t0 = 0, X = L2(I), γ = 1
2
, ũ = u e T = −A, com A definido em (3.5), temos

T setorial (Proposição 3.28), X
1
2 = H1

k(I) (Teorema 3.37), u solução estacionária de (3.117)

(Proposição 3.22) e f : H1
k(I) −→ L2(I) um operador de Lipschitz satisfazendo (3.115), através

do Teorema 3.24, com B = df(u) e g(v) = r(v).

Para completarmos a prova, basta apenas provarmos a afirmação referente ao espectro de

T −B = −(A+B), onde

(T −B)v = − [(kvx)x + f ′(u)v] , ∀ v ∈ D(A).

Como A e B são operadores autoadjuntos, então o espectro de −(A + B) está contido na

reta real. Basta provarmos que σ(−(A + B)) está contido em {µ > ρ}, para algum ρ > 0, ou

seja, que os autovalores de −(A+B) são estritamente maiores que ρ. Segue da Proposição 3.26

que existe ρ > 0 tal que

µ1(u) > ρ > 0,

onde µ1(u) denota o primeiro autovalor de (3.77).

Consequentemente, o espectro de (T −B) está contido em {µ > ρ}.
Do Teorema 3.38, temos u padrão de (3.117), ou equivalentemente, u é um padrão de

(3.1).
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Com o teorema anterior, garantimos a estabilidade de u definida em (3.63) para o problema

(3.1). Perceba que a função ũ : I −→ R definida por

ũ =

{
β, em (0, x0]
α, em (x0, 1)

(3.118)

é uma padrão de (3.1). Além disso, a definição das funções de H1
k(I) no ponto x0 não interfere

em nenhum dos resultados expostos, pois os mesmos consideram apenas o que ocorre nos

intervalos (0, x0) e (x0, 1). Dito isso, as variações de u e ũ, que diferem apenas no ponto x0,

também são padrões de (3.1), isto é, as funções v, ṽ : I −→ R definidas por

v(x) =


α, x ∈ (0, x0)
d, x = x0
β, x ∈ (x0, 1)

e ṽ(x) =


β, x ∈ (0, x0)
d, x = x0
α, x ∈ (x0, 1)

(3.119)

onde d ∈ R, são padrões de (3.1).

3.4 Comportamento das soluções de (3.1)

Nas seções anteriores, provamos a existência de solução u(t, · ;u0) do problema (3.1), para

t > 0, e a existência de padrões de (3.1), onde os padrões encontrados foram u e ũ definidos em

(3.116) e (3.118), respectivamente, e suas variações, v e ṽ, definidas em (3.119).

Na análise de um problema em H1(I), utiliza-se a inclusão cont́ınua H1(I) ↪→ C0(I) para

estudar o comportamento das soluções desse problema. No nosso caso, devido à degeneração

forte de k, isto não pode ser feito, uma vez que as inclusões

H1
k(0, x0) ⊂ C0(0, x0) e H1

k(x0, 1) ⊂ C0(x0, 1)

não são necessariamente cont́ınuas.

Um exemplo da não continuidade de ambas as inclusões é a função k(x) = |x − x0|r,
com r ∈ (1, 2), pois tomando u(x) = ln |x − x0|, temos u ∈ H1

k(0, x0) ∩ C0(0, x0) e u ∈
H1

k(x0, 1) ∩ C0(x0, 1). Mas

lim
x→x0

u(x) = −∞ e ∥u∥H1
k(I)

<∞.

Logo, não existe constante positiva d > 0 tal que

∥u∥C0(0,x0) ≤ d∥u∥H1
k(0,x0) e ∥u∥C0(x0,1) ≤ d∥u∥H1

k(x0,1)

e, portanto, as inclusões H1
k(0, x0) ⊂ C0(0, x0) e H

1
k(x0, 1) ⊂ C0(x0, b) não são cont́ınuas.

Apesar de não obtermos as inclusões cont́ınuas supracitadas e, consequentemente, não ter-

mos uma relação entre as normas dos respectivos espaços, podemos ter uma ideia do que ocorre
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com as soluções fora de uma vizinhança de x0 ∈ I. Isso ocorre devido às cadeias de inclusões

cont́ınuas

H1
k(0, x0 − η) ↪→ H1(0, x0 − η) ↪→ C0([0, x0 − η])

e

H1
k(x0 + η, 1) ↪→ H1(x0 + η, 1) ↪→ C0([x0 + η, 1]),

para algum η > 0.

Vejamos como.

Seja η > 0 suficientemente pequeno tal que

m(η) := min

{(
min

x∈[0,x0−η]
k(x)

) 1
2

,

(
min

x∈[x0+η,1]
k(x)

) 1
2

}
≤ 1.

Para u ∈ H1
k(I), temos

∥u∥H1(0,x0−η) ≤ ∥u∥L2(0,x0−η) + ∥ux∥L2(0,x0−η)

≤ ∥u∥L2(0,x0−η) +
1

m(η)
∥
√
kux∥L2(0,x0−η)

≤ 1

m(η)
∥u∥H1

k(0,x0−η) ≤
1

m(η)
∥u∥H1

k(I)
. (3.120)

De H1(0, x0 − η) ↪→ C0([0, x0 − η]) e de (3.120), obtemos

sup
x∈[0,x0−η]

|u(x)| ≤ 1

m(η)
∥u∥H1

k(I)
, ∀u ∈ H1

k(I). (3.121)

De modo análogo, temos

sup
x∈[x0+η,1]

|u(x)| ≤ 1

m(η)
∥u∥H1

k(I)
, ∀u ∈ H1

k(I). (3.122)

Segue de (3.121) e (3.122) que, para todo u ∈ H1
k(I),

|u(x)| ≤ 1

m(η)
∥u∥H1

k(I)
, ∀x ∈ [0, x0 − η] ∪ [x0 + η, 1]. (3.123)

Da estabilidade de u, temos

∀ ε̃ > 0, ∃ δ > 0 : ∥u(t, · ;u0)− u∥H1
k(I)

< ε̃ se ∥u0 − u∥H1
k(I)

< δ. (3.124)

Portanto, dado ε > 0, tomando ε̃ = m(η) ε em (3.124) e aplicando (3.123) em u =

u(t, · ;u0)− u, temos:

∃ δ > 0 : |u(t, x;u0)− u(x)| < ε se ∥u0 − u∥H1
k(I)

< δ, ∀x ∈ [0, x0 − η] ∪ [x0 + η, 1]. (3.125)

Ressaltamos que este processo vale para η > 0 fixo, pois quando η → 0, temos m(η) → ∞.

Deste modo, podemos garantir apenas o comportamento das soluções fora de (x0 − η, x0 + η),

para algum η > 0.
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Figura 3.2: Comportamento da solução u(t, · ;u0) de (3.1) em [0, x0 − η] ∪ [x0 + η, 1].

De (3.125), podemos afirmar que a solução u(t, · ;u0) de (3.1) se comportará fora da vizi-

nhança (x0 − η, x0 + η) como na Fig. 3.2.

Além de estudarmos o comportamento da solução u(t, · ;u0) de (3.1) fora da vizinhança

(x0−η, x0+η), podemos estudar o comportamento de ku(t, · ;u0). Como u(t, · ;u0), u ∈ D(A) =

D, onde D está definido em (3.6), temos

ku(t, · ;u0), ku ∈ H1(I)

e neste caso, podemos utilizar a inclusão cont́ınua H1(I) ↪→ C0(I). Vejamos de que modo.

Dado u ∈ D(A), temos

sup
x∈[0,1]

|(ku)(x)| ≤ ∥ku∥H1(I) ≤ ∥ku∥L2(I) + ∥(ku)x∥L2(I)

≤ ∥k∥L∞(I)∥u∥L2(I) + ∥k′u+ kux∥L2(I)

≤ ∥k∥L∞(I)∥u∥L2(I) + ∥k′u∥L2(I) + ∥kux∥L2(I)

≤
(
∥k∥L∞(I) + ∥k′∥L∞(I)

)
∥u∥L2(I) + ∥k∥

1
2

L∞(I)∥
√
kux∥L2(I)

= ∥k∥W 1,∞(I)∥u∥L2(I) + ∥k∥
1
2

L∞(I)∥
√
kux∥L2(I)

≤ max
{
∥k∥W 1,∞(I), ∥k∥

1
2

L∞(I)

}(
∥u∥L2(I) + ∥

√
kux∥L2(I)

)
≤ max

{
∥k∥W 1,∞(I), ∥k∥

1
2

L∞(I)

}
∥u∥H1

k(I)
. (3.126)

Da estabilidade de u, dado ε > 0, tomando ε̃ > 0 apropriado em (3.124) e aplicando (3.126)

em u = u(t, · ;u0)− u, temos

∃ δ > 0 : sup
x∈[0,1]

|k(x)u(t, x;u0)− k(x)u(x)| < ε se ∥u0 − u∥H1
k(I)

< δ.

Consequentemente, devido à estabilidade de u, ku(t, · ;u0) se comportará como na Fig. 3.3,

onde u(t, · ;u0) é solução de (3.1). Vale ressaltar que k(x0)u(t, x0;u
0) = k(x0)u(x0) = 0, devido

à definição do subespaço D.
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Figura 3.3: Comportamento da função ku(t, · ;u0), onde u(t, · ;u0) é solução de (3.1).

Embora esse estudo do comportamento tenha sido feito apenas para o padrão u, o mesmo

pode ser aplicado, de forma análoga, ao padrão ũ.
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APÊNDICE A

Resultados utilizados

Neste apêndice, exporemos os resultados que foram utilizados no decorrer deste trabalho.

Suas demonstrações foram omitidas, mas poderão ser encontradas em [5, 6, 17, 25, 28, 35], que

serão referenciadas em seus devidos resultados.

A.1 Famı́lia de soluções que desenvolve camada de transição
interna

Considere o problema

ε(ψaus)s + ψf(u) = 0, s ∈ (0, l), (A.1)

onde ε > 0, a ∈ C1(0, l) positiva, ψ ∈ C2(0, l) tal que ψ(0) = ψ(l) = 0 e f ∈ C1(R) que possui

únicos zeros α < θ < β com f ′(α) < 0 e f ′(β) < 0.

Definição A.1. Dizemos que uma famı́lia (vε)ε<ϵ0 de soluções de (A.1) em C2(0, l) desenvolve

camada de transição interna com interface em um ponto p ∈ (0, l), quando ε→ 0, se

vε
ε→0−−→ αχ(0,p) + βχ(p,l) em L1(0, l).

Teorema A.2. [28, Teorema 6.2] Seja (vε)ε<ε0 uma famı́lia limitada de soluções de (A.1) que

desenvolve camada de transição interna com interface em p ∈ (0, l). Então,∫ β

α

f(ξ) dξ = 0.

A.2 Existência de solução u(t, · ;u0) de (3.1), para todo t > 0

Utilizando as definições usadas na Seção 3.3, considere o seguinte problema{
ut + Tu = f(t, u), t > t0
u(t0) = u0,

(A.2)

109
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onde T : D(T ) ⊂ X −→ X é um operador setorial, X espaço de Banach e T1 = T + a1Id, com

a1 ∈ R uma constante tal que Re σ(T1) > 0. Seja Xα = D(Tα
1 ) com a norma ∥x∥α = ∥Tα

1 x∥,
para α > 0 e para qualquer x ∈ Xα. Suponha f : U −→ X uma função, onde U ⊂ R × Xα

é um conjunto aberto, para algum α ∈ [0, 1), f localmente Hölder cont́ınua em t e localmente

lipschitziana em u em U.

Teorema A.3. [17, Teorema 3.3.4] Suponha T e f com as hipóteses anteriores. Além disso,

suponha que para todo fechado limitado B ⊂ U , a imagem f(B) é limitado em X. Se u é uma

solução de (A.2) em (t0, t1) e t1 é maximal, isto é, não existe solução de (A.2) em (t0, t2),

com t2 > t1, então ou t1 = ∞ ou existe uma sequência (tn) ⊂ (t0, t1) tal que tn → t1 e

(tn, u(tn)) → ∂U.

A.3 Compacidade de conjuntos limitados em Lp

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e p ∈ R, com n ≥ 1 e 1 ≤ p <∞. Temos:

Teorema A.4 (Teorema de Kolmogorov, Riesz-Fréchet). [5, Teorema IV. 25] Sejam ω ⊂ Ω e

F ⊂ Lp(Ω) um conjunto limitado. Suponha que dado ε > 0, existe δ > 0 com δ < dist(ω, ∂Ω))

tal que

∥τhf − f∥Lp(ω) < ε, ∀h ∈ Rn, |h| < δ, ∀ f ∈ F ,

onde τhf(·) = f(·+ h).

Então, F possui fecho compacto em Lp(ω).

Corolário A.5. [5, Corolário IV.26] Seja F ⊂ Lp(Ω) um conjunto limitado. Suponha que

(a) ∀ ε > 0,∀ω ⊂⊂ Ω,∃ δ ∈ (0, dist(ω, ∂Ω)) :

∥τhf − f∥Lp(ω) < ε, ∀h ∈ Rn, |h| < δ, ∀ f ∈ F ,

onde τhf(·) = f(·+ h).

(b) ∀ ε > 0,∃ω ⊂⊂ Ω : ∥f∥Lp(Ω\ω) < ε, ∀ f ∈ F .

Então, F possui fecho compacto em Lp(Ω).

A.4 Espaços de Hilbert e operadores como soma de projeções

Seja H = ⊕nCn um espaço de Hilbert, onde {Cn}n∈N é uma sequência de subespaços

fechados de H. Seja T : D(T ) ⊂ H −→ H um operador linear (pode ou não ser limitado)

definido por

Tu =
∑

µnPnu, ∀u ∈ D(T ), (A.3)

onde Pn é a projeção de H em Cn, para todo n ∈ N. Temos:
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Lema A.6. [25, Lema 6.9.10] Se λ ̸= µn, para todo n ∈ N, então (λId− T ) possui inversa e

(λId− T )−1u =
∑

(λ− µn)
−1Pnu, ∀u ∈ Im(λId− T ).

Teorema A.7. [25, Teorema 6.9.6] O operador T é cont́ınuo se, e somente se, D(T ) = H.

Corolário A.8. [25, Corolário 6.9.12] Suponha T um operador limitado. Então, T é autoad-

junto se, e somente se, (µn)n∈N é uma sequência de números reais.

Para o resultado a seguir, não é necessário supor o espaço de Hilbert H como uma soma

direta e nem o operador T definido como em (A.3).

Proposição A.9. [35, Proposição A.8.2] Se T : D(T ) ⊂ H −→ H é autoadjunto e injetivo,

então T−1, com domı́nio Im T denso em H, é autoadjunto.
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[27] NASCIMENTO, A. S. do; GONÇALVES, A. C. Instability of elliptic equations on
compact Riemmanian manifolds with non-negative Ricci curvature. Electronic Jour-
nal of Differential Equations, v. 2010, n. 67, p. 1-18, 2010. Dispońıvel em:
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