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Resumo

Neste trabalho, classificamos um centro nao degenerado na origem de um sistema Hamiltoniano
planar associado a uma funcao da forma H(x,y) = A(x) + B(z)y*> + C(z)y*, onde A, B e C sao
polinomios. Estabelecida uma relagao entre centros isécronos triviais e a Conjectura Jacobiana
no plano, estudamos aplicagoes f : R? — R2, com f(0,0) = (0,0), de determinante Jacobiano
constante e igual a 1, e apresentamos condicoes suficientes para sua injetividade. Por fim, como
consequencia deste estudo, caracterizamos os centros isdcronos triviais de sistemas Hamiltonianos

polinomiais planares associados a fung¢oes polinomiais de graus 10, 12, 14 e 22.

Palavras-chave: centro, isocrono, trivial, injetividade.
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Abstract

This work, we classify a non- degenerate center at the origin of a planar Hamiltonian system
associated to a function of the form H(xz,y) = A(z) + B(z)y* + C(x)y*, where A, B and C
are polynomials. After seing a relation between trivial isochronous centers and the Jacobian
Conjecture on the plane, we study polynomial maps f : R? — R? with f(0,0) = (0,0) and
Jacobian determinant constant and equal to 1, and we present sufficient conditions to its injectivity.
At last, as a consequence of the study, we characterize the trivial isochronous centers of planar

polynomial Hamiltonian system associated to polynomial function of degrees 10, 12, 14 and 22.

Keywords: center, isochronous, trivial, injectivity.
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CAPITULO 1

Introducao

A séculos o ser humano sente a necessidade de compreender como e porque a natureza age de
certas formas. Com a criacao da matematica, muitos desses comportamentos naturais foram mo-
delados e entendidos. Além disso, ela facilitou certas interagoes humanas como, por exemplo, troca
de mercadorias, dinheiro, etc. Dentre as varias teorias dentro da matematica, a teoria do calculo
diferencial mostrou-se eficiente no estudo de dinamicas que envolviam o “tempo”. Seu avanco
produziu, juntamente com a geometria, a teoria de sistemas dinamicos: teoria responsavel por

estudar sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, tanto no aspecto analitico quanto geométrico.

A analise qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias, aplicada no estudo dos sistemas
dinamicos, tem como objetivo descobrir propriedades que nao dependam das solugoes explicitas
de tais sistemas, mas sim das caracteristicas de cada ponto ou solucao. Elas ajudam, na pratica, a
produzir ferramentas capazes de descrever interagoes entre animais sobre certos ambientes, prever

desastres naturais, além de ajudar em problemas fisicos, arquitetonicos e de automacao.

Um tipo importante de solucao que aparece com frequéncia é a solugao periédica. Em sistemas
que modelam interacoes entre espécies de seres vivos, por exemplo, as solugoes periddicas simboli-
zam situacoes onde ha um equilibrio existencial desses seres. Muitas vezes, essas solugoes aparecem
aglomeradas em torno de um ponto. Nesse caso, o ponto é chamado de centro; se elas possuirem
o mesmo periodo, o centro é dito isdcrono. No estudo da meteorologia, os centros exercem grande

importancia no entendimento dos ciclos da chuva e no comportamento dos ventos, por exemplo.

A classe dos sistemas Hamiltonianos planares é uma classe de sistemas muito estudada, pois a
analise qualitativa de suas trajetérias estd ligada as curvas de nivel de uma determinada fungao,

chamada funcdo Hamiltoniana. Dada uma funcao H : R? — R de classe C¥, com k > 2 ou k = w



(aplicagao analitica), o sistema Hamiltoniano em R? associado a H (fungao Hamiltoniana) é
{a:/ = —Hy(z,y)
y' = H.(v,y)

Determinar condicoes tedricas necessarias ou suficientes para que um centro de um sistema de

(1.1)

equagoes diferenciais seja isécrono ou nao é extremamente complicado. Sabe-se que um centro
isécrono de um sistema diferencial analitico é nao degenerado (veja [4]). Ressaltamos que, a menos
de translagao, podemos assumir que a origem é o centro a ser estudado (quando o sistema é da
forma consideramos, adicionalmente, H(0,0) = 0). Uma caracterizagdo para um centro
isécrono na origem de (1.1)), com H analitica, é a dada em [I3, Teorema B|. Este resultado é

enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.1. Seja H : R? — R wuma funcdo de classe C¥. A origem é um centro isécrono
de periodo 2w do sistema se, e somente se, existe uma vizinhanc¢a aberta Vo da origem e
uma aplicagdo analitica f = (f1, f2) : Vo — R? com f(0,0) = (0,0) de tal forma que, para todo
(z,y) € Vo,

f1<$,y)2 + fg(.l‘,y)?
7 .

‘Jf(x,y)’ =1eH(z,y) =

Quando a f do Teorema puder ser escolhida polinomial, o centro isécrono em questao é
dito trivial. Dando enfoque para H polinomial, em [11, Teorema 1] esta provado que a aplicagao f
nao pode estar definida no plano todo se a origem for um centro isécrono de com H polinomial
de grau fmpar. Em particular, nao existem centros isdécronos triviais em sistemas Hamiltonianos
associados a H de grau impar. Sabe-se que nao existe centro isécrono na origem de para H
de grau 3 ou 5 (veja [5, Proposicao 4.1] e [12] no primeiro caso, e [10] para o segundo). Quando H
tem grau 2, se a origem ¢ um centro isécrono de , a condicao de centro implica diretamente
que a origem é um centro trivial. E conhecido, também, o resultado que diz que se a origem é um

centro isécrono do sistema ((1.1)), com H polinomial de grau 4, entdo a origem é um centro isécrono

trivial (veja [0, Teorema E]). Mais ainda, a menos de isomorfismo,
H(z,y) = (ki2)* + (koy + ks + kya®)? (1.2)

com ky, ko, k3, ks € R e k1ke # 0. Por outro lado, em [5, Exemplo 3.22], é dado um exemplo para
H de grau 8 no qual a origem de (|1.1]) é um centro isécrono nao trivial (veja também [2, Exemplo
6]).

Diante disso, surgem duas perguntas:



3 Capitulo 1. Introducao

Pergunta 1.2. Para H : R? — R polinomial de grau seis, todo centro isécrono do
sistema (L.1)) € trivial?
Pergunta 1.3. Para H : R* — R polinomial de grau impar, o sistema (1.1]) pode ter

centro 1s6crono?

Por [B, Proposicao 4.1], estudar a isocronicidade de centros em sistemas Hamiltonianos asso-
ciados a aplicagoes polinomiais H quarticas na variavel y, é suficiente para explorar a primeira
pergunta feita. Numa linha semelhante de pensamento, os estudos sobre isocronicidade desenvol-
vidos em [5] (H de grau 4 pode gerar somente centros isécronos triviais) e [10] (H de grau 5 nao
produz centros isécronos) foram elaborados a partir das férmulas de radicais para aplicag¢oes poli-
nomiais quadraticas e ctibicas na variavel y, respectivamente. Mesmo com o conhecimento destas
formulas, tais trabalhos mostraram-se extremamente complicados. Como um primeiro passo para
atacar a Pergunta [1.2] damos atengao para centros na origem em sistemas relacionados a fungoes

Hamiltonianas H biquadradas na variavel y, ou seja,
H(z,y) = A(z) + B(z)y® + C(2)y",

onde A, B e C sao polinomios, uma vez que as curvas de nivel de H sao bem determinadas
por formulas de radicais produzindo, assim, sistemas Hamiltonianos reversiveis onde o eixo z é
a reta de simetria. Mostrou-se inconveniente o estudo da isocronicidade sem o conhecimento dos
ambientes propicios para seu acontecimento. Diante de tais fatos, mostramos que todos os possiveis
formatos para o maior aberto simplesmente conexo P, contendo a origem, totalmente preenchido
por trajetérias periddicas associadas ao centro, sao construidos a partir de 17 formas base para JP.
Além disso, verificamos que todas elas sao realizaveis. A partir dessa classificacao, determinamos
todos possiveis valores para o nivel da fronteira de P quando o centro nao é global (mostrando
também que sdo realizdveis), bem como condigdes tanto necessarias quanto suficientes para que o
centro seja global.

Nos debrucando sobre Teorema [1.1] notamos que ele conecta centros isécronos com aplicagoes
de determinante Jacobiano constante. Na verdade, esta ligacao produz uma forte relagao entre a
teoria qualitativa das equagoes diferenciais e a geometria algébrica. Mais precisamente, é verificado
em [I7, Teorema 2.3] que um centro isécrono trivial é global se, e somente se, a aplicagdo f em
é injetora. Consequentemente, provar que um centro isocrono trivial de um sistema Hamiltoniano
planar polinomial é global, é equivalente a demonstrar a Conjectura Jacobiana em RZ? que é

enunciada da seguinte maneira:

Se f = (fi1, f2) : R2 — R? € uma aplicacao polinomial com f(0,0) = (0,0) e determi-

nante Jacobiano constante igual a 1, entao f € injetora.



Para f; e fo de graus menores ou iguais a 101, sabe-se que f é injetora (veja [14]).

Estudar um centro trivial se reduz, em certa parte, a analisar uma aplicacao f dada como
na hipdtese do enunciado da Conjectura Jacobiana. Dessa forma, estudamos f e apresentamos
condicoes suficientes para que ela seja injetora. Em seguida, uma pergunta a ser feita é se a
aplicacao f, que estd relacionada a um centro trivial na origem, tem formas canonicas pelo menos
para grau baixo. Com base nisso, em [2, Teorema 2.3, Teorema 2.4], sdo dadas caracterizagoes para
centros isécronos triviais de com H de grau 6 e 8. Assim, complementamos esses resultados,
caracterizando os centros isécronos triviais na origem para H de grau 10, 12, 14 e 22.

A tese esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentaremos os teoremas classicos da teoria dos sistemas de equagcoes dife-
renciais. Tais resultados mostram a existéncia e unicidade de uma solugao por um ponto em um
determinado tempo, bem como seu comportamento local. Mais ainda, apresentam os possiveis
conjuntos limites de uma solugao, caso ela esteja contida em um conjunto compacto. Diante
disso, definiremos o conceito de um ponto ser centro e, em seguida, daremos a definicao de cen-
tro isocrono, juntamente com algumas propriedades gerais de centros em um sistema qualquer de
equacoes diferenciais.

No Capitulo 3, estudaremos centros na origem de sistemas Hamiltonianos planares relacionados
a funcoes polinomiais H biquadradas em y, classificando os centros nao globais de tais sistemas.
Além disso, daremos condigoes necessérias e suficientes para que o centro seja global.

Para finalizar, no Capitulo 4 estudaremos aplicacoes polinomiais f : R? — R? de determinante
Jacobiano constante igual a 1, dando condicoes para sua injetividade. Em seguida, daremos formas
canoOnicas para aplicacoes f de graus 5, 6, 7 e 11. De forma equivalente, caracterizaremos os centros

isécronos triviais na origem de ([1.1) com H polinomial de grau 10, 12, 14 e 22.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Sistemas de equacoes diferenciais

Definigao 2.1. Sejam U C R" e V' C R™ conjuntos abertos, e f = (fi1, fo,..., fm) : U — V uma

aplicagao diferenciavel. A matriz Jacobiana de f em um ponto p € U é a matriz

[ 0f1 ofi dfi
a—xl(p) a—xQ(p) a—xn(p)
0 0 0

Jf(p) = a—ﬁ(p) a—:{z(p) a;cfi(p)
3fn; 5fn; | 0fn;
_a—xl(p) a—b(p) aIn(p)_ -

Sejam U C R™ um conjunto aberto e X : U — R” uma aplicagao de classe CF.com1<k<oo

ou k = w. A aplicacao X é chamada de campo vetorial de classe C*. Consideremos o sistema de

equacoes diferenciais
= X(z). (2.1)

As aplicagoes diferenciaveis ¢ : I — U, onde I C R é um intervalo, tais que ¢(ty) = p e
Vel ¢'(t) = X(e(t))

sao ditas solugdes ou trajetdrias do sistema ([2.1)) ou do campo X, que no tempo ¢, passam pelo
ponto p (condicao inicial). Um ponto p € U é chamado de ponto de equilibrio do sistema (2.1)) (ou

do campo X) se X(p) = 0. Nesse caso, p é nao degenerado se
’JX (p)‘ # 0.

5



2.1. Sistemas de equagoes diferenciais 6

Quando X (p) # 0, p é dito ponto regular.
Seja ¢ : [ — U uma trajetéria com condicao inicial ¢(ty) = p. Dizemos que ¢ é uma trajetdria

mazximal que no tempo ty passa por p, se para toda trajetéria ¢ : J — U, com 1(ty) = p, tem-se

JCTeyp=¢p
J

Nesse caso, I é denominado intervalo mazimal. Quando ¢y = 0, denota-se [ = I, e p, = @, € p, é

dita trajetoria maximal por p.

O teorema que segue afirma que existe uma tnica trajetoria maximal de que passa por um
ponto p. De [19, Capitulo VI, Se¢ao 1, pagina 209, Teorema 1] segue a demonstragao do teorema
e a propriedade de grupo que mostra que, a menos de reparametrizacao linear do tempo, podemos
considerar ty = 0 na definigao de trajetéria maximal. Mais ainda, o dltimo item do teorema citado
acima prova que o conjunto D = {(t,p) € R"™'; p € Uet € I,} é aberto e que a aplicagao

¢ : D — U definida por
p(t,p) = ¢n(t)

é de classe C*. A aplicacdao ¢ chama-se fluzo gerado por X.

Teorema 2.2 (Existéncia e unicidade de solug¢6es maximais). Por cada ponto p € U ezistem

um intervalo aberto I, e uma, e somente uma, trajetoria mazimal @, : I, — U do sistema ([2.1)
tal que ¢,(0) = p.

No que segue, apresentamos e provamos um resultado, ja existente, que afirma que as trajetorias
maximais, que no tempo zero estao relativamente proximas, permanecem proximas em um intervalo
de tempo fechado pré fixado. Recomendamos a leitura de [19, Capitulo II], onde é estudada
e mostrada, de uma forma mais geral, a dependéncia das solucoes de um sistema de equacoes

diferenciais em relagao as condigoes iniciais.

Teorema 2.3. Seja p, uma trajetoria mazimal de (2.1). Para todo e > 0 e [a,b] C I,, existe
0 < 0 < ¢ tal que, para toda trajetoria mazimal ¢, : J, — U, com q € Bs(p),

[a,b] C J, e‘

Ug(t) — ‘Pp(t)H < e, para todo t € [a,b].

Demonstragao. Dado p € U, sejam ¢, : [, — U a trajetéria maximal de (2.1)) por p, € > 0 e
[a,b] C I,. Tomemos Q=R x U e f:Q — R dada por

ft,x) = X(x).

Consideremos o sistema

¥ = f(t,x). (2.2)



7 Capitulo 2. Preliminares

Para cada (to, zo) € 2, denotemos por I(to, zo) o intervalo maximal da trajetéria maximal de (2.2)
que no tempo ¢, passa por xy. Notemos que I(0,p) = I, e que as solucoes de e sao as
mesmas.

Aplicando f, = f em [19, Capitulo II, Segao 2, pagina 35, Proposi¢ao 3| obtemos que dados

(to, z0) € Qe [e,d] C I(ty,x0), existe uma vizinhanga aberta
(to,l’o) eW = (-(51 + t0,51 + to) X B(;Q(l'o) C Q,

com 81,8, > 0 e dy < g, de tal forma que, para cada (¢, 2;) € W, a trajetéria maximal ¢ de ([2.2),

com 1)(t;) = x1, satisfaz
le,d] C I(ty,x1) e Hﬂ(t) - go(t)H < g, para todo t € [c,d],

onde ¢ ¢é a trajetéria maximal que no tempo t, passa pelo ponto z.
Logo, para (tg,z9) = (0,p) e [c,d] = [a,b], existe § = J5 de modo que, para cada trajetéria

maximal ¢, : J, — U com ¢ € Bs(p) tem-se (0,q) € W e, portanto,

[a,b] € I(0,q) = J, e ]

bal) = op(0)]| < &
para cada t € [a, b]. O

Dada uma trajetéria maximal ¢, de , a orbita de X por p é o conjunto ¢,(I). Diante
disso, o retrato de fase de X é a decomposicao de U em oOrbitas de X, onde cada orbita é orientada
no sentido da trajetéria associada. De [19] Capitulo VI, Secao 3, pagina 217, Teorema 2| segue
que U é decomposto em uma uniao disjunta de drbitas onde cada uma ou é um ponto (érbita por
um ponto de equilibrio), ou é a imagem biunivoca de um intervalo da reta ou é difeomorfa a uma
circunferéncia. Nesse ultimo caso, a trajetdria ¢, associada é chamada de trajetdria pericdica e é

tal que, I, = R e existe 7 > 0 de modo que

Vi€ R, p,(t) = @p(t+7), € p,(t1) # pp(ta) se [t; —ta] < T.

A seguir, introduzimos uma nocao de equivaléncia entre campos vetorias, que possibilita com-

parar os retratos de fase correspondentes.

Definicao 2.4. Considere 1 : D — U e @9 : Dy — U os fluxos gerados pelos campos vetoriais
XU — R e Xy : Uy — R”, respectivamente. O campo X; é topologicamente conjugado
(C"—conjugado) a X, se existe um homeomorfismo (difeomorfismo de classe C") h : Uy — U, tal

que, para todo (t,p) € Dy,
h(e1(t, p)) = pa(t, h(p)).

A aplicagdo h é uma conjugacao topoldgica (C™—conjugagao) entre X; e Xo.
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Observacao 2.5. Uma relacao de conjugacao é uma relacao de equivaléncia entre campos vetoriais.
Além disso, uma conjugacao leva ponto de equilibrio em ponto de equilibrio e trajetéria peridédica

em trajetoria periddica, preservando o periodo.

Pelo Teorema [2.3] sabemos que trajetdrias por pontos préximos a um ponto de equilibrio p,
permanecem proximas a p. Por outro lado, esse teorema nao nos fornece aspectos geométricos
locais sobre o comportamento dessas trajetérias. No entanto, o comportamento do fluxo préximo
de um ponto regular é bem definido, como mostra o proximo teorema, conhecido como Teorema
do Fluxo Tubular. Antes de enuncia-lo, vamos definir o conceito de se¢do transversal local. Para

isso, fixado m € N, denotamos

e; =(0,0,..., 1 ,...,0,0) e R"
~
i—ésima coordenada
comi € Neir<m.
Definigao 2.6. Sejam A C R"! um conjunto aberto, X : U — R" um campo vetorial de classe

CF, comk>1ouk=w,epcU. Una secdo transversal local de X é uma aplicacdo f: A — U
de classe C* tal que, para todo a € A,

{Jf(a)ey, Jf(a)es, ..., Jf(a)en—1,X(f(a))}

é uma base de R", onde ¢; € R" ! para cadai < n—1. Quando f: A — ¥ = f(A) for um
homeomorfismo e p € ¥, o conjunto X munido da topologia induzida é chamado de uma se¢ao

transversal de X por p.

Teorema 2.7 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam p um ponto reqular de (2.1) e f: A — X
uma se¢do transversal local de X, com 0 € A e f(0) = p, de modo que 3 seja uma se¢do transversal

de X por p. Considere o campo constante W : R — R"™,
W =(1,0,...,0).

Entao, existem uma vizinhanga aberta V- de p em U e um difeomorfismo h : V. — (—¢,¢) x B;(0)
de classe C*, onde 5, > 0 e Bs(0) C A, tais que XNV = f(B;(0)),

h(ENV) = {0} x Bs(0)

e h é uma C* — conjugacio entres os campos X‘ e W‘ :
v (—e,6)x Bs(0)
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h— ] o ...
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Figura 2.1: Vizinhanca tubular por um ponto regular de um campo vetorial planar.

Demonstracao. Veja [19, Capitulo VI, Secao 4, pagina 222, Observacao 7 e Teorema 8]. O

Consideremos (2.1)) com n = 2. Dado um ponto p € U, denotemos I, = (w_(p),ws(p)). Se

wy(p) = +00, 0 conjunto w—Ilimite de p é o conjunto

n—-+00

wp)={geU; 3(t,) CR: t, "5 oo e p,(t,) "5 ¢}.
Analogamente, quando w_(p) = —o0,
n—-+00

a(p) ={geU; I(t,) CR: t, "25° —c0 e p,(t,) "=5° ¢}

¢ o conjunto a—limite de p. Denotemos por v, e 7; a semi-Orbita negativa e a semi-orbita positiva

por p, respectivamente. Isto é,

Yy = {pp(t); w_(p) <t <0}

e
T =1{ep(t); 05t <wi(p)}

Por [19, Capitulo VI, Secao 1, pagina 210, Corolario 4] segue que se existe um compacto K

de modo que 7, C K (7, C K), entdo wy(p) = +oco (w_(p) = —oc). Diante disso, o préximo

teorema, conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixson, nos fornece quais os tipos de conjunto
) Y

limite que ¢, pode convergir, sob certas condi¢oes. Recomendamos ler [8, Capitulo 1, Segao 1.4], no

qual sao apresentadas algumas propriedades dos conjuntos a—limite e w—limite de p, necessarias

para a demonstracao do teorema em questao.

Teorema 2.8. Considere n = 2 na definicio do sistema (2.1). Sejam K C U um conjunto
compacto e p € K tais que %jr C K (respec. Yy C K). Suponha que o campo X tenha um nimero

finito de pontos de equilibrio em K. Entao, sequem as sequintes alternativas:
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1. Se w(p) (respec. «(p)) tem somente pontos regulares, entdo w(p) (respec. «(p)) € uma
trajetoria periodica,

Figura 2.2: Trajetéria periédica como w—limite de um ponto p.

2. Se w(p) (respec. a(p)) contém pontos requlares e pontos de equilibrio, entao w(p) (respec.

a(p)) € uma dnido de orbitas, onde cada trajetoria associada tende a um desses pontos de
equilibrio quando t — o0,

Figura 2.3: Conjunto w—limite de um ponto p como uniao de érbitas.

3. Se w(p) nao possui pontos requlares, entao w(p) € um ponto de equilibrio.

- ~
p- s
-~
AR
ammmm—. -
- ~ .
7 “~~ R
e - *s +
R4 .- ~ . Y
. D4 . [
. . [y 1 1
o ]
o« A ' [
' 1 1 '
1 A N ' ]
N o S
. 1
: vw(p) , '
[ . .
v ' 4 Q

Figura 2.4: Um ponto de equilibrio como w—limite de um ponto p.

Demonstracao. Veja [8, Capitulo 1, Secao 1.7, pagina 24 & pagina 28]. ]
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2.2 Centros e anel periodico

Nesta segao, assumimos n = 2 e U = R? em (2.1)). Antes de definirmos o que seria um ponto
de equilibrio do tipo centro, vamos apresentar um certo tipo de curva fechada no plano que o
divide em duas partes bem definidas. A estrutura geométrica das trajetorias periddicas, que sao

essenciais para a definicao de centro, esta totalmente ligada a esse tipo de curva.

Definigao 2.9. Seja ¢ : [a,b] — R? uma curva continua fechada, ou seja, c(a) = ¢(b). A curva ¢
é chamada de curva fechada simples ou curva de Jordan se c restrita ao intervalo [a, b) é injetora.

Comumente denota-se ¢ = ¢([a, b]).

Teorema 2.10 (Teorema da curva de Jordan). Seja ¢ : [a,b] — R* uma curva de Jordan.
Entio, R*\c € a unido de dois conjuntos abertos conexos nao vazios e disjuntos A e B, sendo A
limitado e B ilimitado, tais que ¢ = 0A = 0B.

Demonstragao. Veja [15], Capitulo 4]. ]

Dada uma curva de Jordan ¢, os conjuntos A e B obtidos no Teorema sao chamados de
interior de c e exterior de ¢, e sdo denotados por Int(c) e Ext(c), respectivamente. Notemos que

S é a imagem da curva de Jordan ¢ : [0, 1] — R? definida por
¢(t) = (cos(2mt), sen(27t)).

Diante disso, o resultado que segue complementa o Teorema [2.10] mostrando que na realidade

o interior e o exterior de ¢, bem como seus fechos, sao conexos por caminhos.

Teorema 2.11 (Teorema de Jordan-Schénflies). Seja ¢ : [a,b] — R? uma curva de Jordan.

Entao, existe um homeomorfismo h : R? — R? de tal modo que h(c) =S'. Como consequéncia,
h(Int(c)) = Int(¢) e h(Ext(c)) = Ext(¢)
Demonstragao. Veja [15, Capitulo 10, pagina 72, Teorema 4. ]

Definicao 2.12. Um conjunto conexo por caminhos V' C R? é simplesmente conezo se para toda

curva de Jordan c em V', Int(c) C V.

Agora estamos aptos a definir o conceito de centro. Para isso, observemos que toda trajetoria
periddica de (2.1)) é uma curva de Jordan.

Definicao 2.13. Seja py um ponto de equilibrio do sistema (2.1)). Diz-se que py é um centro se

existe uma vizinhanca aberta V' C R? de p, simplesmente conexa tal que
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1. o ponto py é o tnico ponto de equilibrio em V;

2. toda trajetéria maximal ¢, por um ponto p € V\{po}, é uma trajetéria periédica que estd

contida em V' com p € Int(yp,).

A maior vizinhanca aberta simplesmente conexa de p satisfazendo essas duas condigoes é chamada

de anel periddico de p e é denotada por P (a dependéncia de p ¢é implicita).

Um centro py de é global quando o anel periddico é todo o plano. A funcao T' que associa
cada trajetoria periddica em P ao seu respectivo periodo é chamada de func¢ao periodo do centro
po. Essa funcao, com uma parametrizacao adequada, é da mesma classe de diferenciabilidade do
campo vetorial X (em um primeiro momento, veja [13], [6], [9] e [3]). Quando T" é constante, diz-se
que o centro é um centro isécrono e, nesse caso, quando o sistema em questao é analitico, o centro
é nao degenerado (veja [4]).

No que segue, apresentamos algumas propriedades ja conhecidas do anel periddico de um
centro. Recomendamos, entao, a leitura de [19, Capitulo VI, se¢do 6] para o conhecimento da
transformacao de Poincaré, a qual descreve o comportamento do campo vetorial em torno de uma

trajetoria periodica. Deixamos implicito no enunciado dos resultados o fato de considerarmos um

centro pg do sistema ([2.1).

Lema 2.14. Suponha P # R?. Se p € OP, entdo a trajetoria de [2.1)) por p estd contida em OP.

Demonstragdo. Sejam p € OP e p, : [, — R? a trajetéria maximal pelo ponto p. Uma vez que
P NIP =, obtemos

©p(I,) C OP UInt(R*\P).

Suponhamos, por absurdo, que exista t, € I, tal que p,(ty) € Int(R?*\P). Seja ¢ > 0 de modo que
Be(py(to)) C Int(R*\P).
Logo, do Teorema , segue que existem d > 0 e 1), : [, — R? tais que

q € Bs(p) NP e y(to) € Be(p(to)).

Contradigao, pois a imagem de 1), estd inteiramente contida em P.

Portanto, para todo t € I,, p,(t) € OP. ]

Teorema 2.15. Se X ¢ analitico e P ¢ limitado, entao existe um ponto de equilibrio em OP.



13 Capitulo 2. Preliminares

Demonstracao. Suponhamos que P seja limitado e que nao existam pontos de equilibrio em O7P.
Seja p € OP. Logo, do Lema e do Teorema [2.8] segue que w(p) C IP e que w(p) é uma
trajetéria periédica. Agora, pelo Teorema [2.3] temos

w(p) = 0P e P = Int(0P).

Consideremos a aplicacao de Poincaré 7 : X5 — ¥ onde ¥ é uma secao transversal local por p e
Y € uma vizinhanca de p em . Temos que 7 é uma aplicacao analitica, pois o campo vetorial
¢ analitico. Logo, 7 ¢ a identidade em 3. Levando em consideracao o Teorema aplicado em
p, existe um conjunto aberto Q simplesmente conexo contendo p, e satisfazendo as condicoes da

Definicao com P C Q. Isso é um absurdo pela defini¢ao de P.

Portanto, existe pelo menos um ponto de equilibrio em OP. O

Teorema 2.16. Assuma P # R%. Considere p € P um ponto de equilibrio e (x,) uma sequéncia
em P que converge para p. Denote por T(x,) o periodo da trajetdria periddica pelo ponto .
Entao,

lim T'(z,) = +oo.

n—-+oo

Demonstragao. Sejam p € OP um ponto de equilibrio, (x,) uma sequéncia que converge para o
ponto p e £ > 0 tal que py ¢ B.(p). Consideremos M > 0. Assim, pelo Teorema [2.3] existe
0 < d < e de modo que, cada trajetéria ¢, com g € Bjs(p), estd definida no intervalo [0, M] e

para todo t € [0, M]. Da convergéncia de (z,), temos que existe ng € N tal que, para todo n > ny,

ealt) = p|| <2

x, € Bs(p). Denotemos por T'(x,) o periodo da trajetéria periddica ¢,,. Como py ndo pertence a

bola B.(p), segue que

T(x,) > M, para cada n > ny.

Portanto,

lim T(z,) = o0,

n—-+00

que encerra a demonstracao. O

Corolario 2.17. Se X € analitico e py € um centro isécrono, entao o anel periodico P de py €

ilimitado.

Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas e O



2.2. Centros e anel periddico 14

Agora, consideremos que o sistema (2.1]) seja um sistema Hamiltoniano planar dado como em
(1.1). Notemos que H é constante sobre cada trajetéria ¢, de ((1.1)). Mais especificamente,

Vte L, (Hop,)(t) = 0.

Essa é uma caracteristica importante dessa classe de sistemas, pois conecta a andlise qualitativa
de suas trajetérias com o estudo de suas curvas de nivel. A menos de translacao, podemos assumir
que po = (0,0) e H(0,0) = 0. No resultado que segue, mostramos que trajetérias diferentes em P

também possuem niveis distintos.
Teorema 2.18. Trajetorias periddicas distintas em P estao em niveis diferentes.

Demonstragao. Consideremos « e 3 trajetdrias periédicas distintas em P\{(0,0)}, com a C Int(f).
Suponhamos, por absurdo, que « e [ estejam em um mesmo nivel. Denotemos por R C P o aberto
limitado e conexo por caminhos tal que OR = o U 3, ou seja, R é a regiao entre a e f3.

Seja ¢ : [0,1] — R uma curva regular simples de tal forma que
c(0) € a, (1) € fec((0,1)) CR.

Como R C P, existe ty € (0,1) de modo que h = (H o ¢)(ty) ou é valor de maximo ou valor de
minimo global de H oc. Suponhamos, sem perda de generalidade, que seja valor de maximo global.
Consideremos 7 C R a trajetéria periédica tal que v(0) = c(ty). Temos que 7 separa R em dois
abertos disjuntos R, e Rs conexos por caminhos, onde OR; = aUy e ORy = yU (. Veja a Figura
2.5 Tomemos o conjunto

C={te(0,1); c(t) ey} #0.

Denotemos t; = inf C' e t = sup C'. Como ¢ é uma curva continua, obtemos que
0<t1§t2<1et1,t260.

Seja 7 a trajetoria periddica tal que J(t1) = ¢(t1) (7 é igual a v a menos de uma reparametrizagao
do tempo). Denotemos por T' o periodo de 7. Logo, existe s € [t;,t; + 1) de tal forma que
7(s) = c(t2). Observemos que

t1 =ty se, e somente se, tg =11 =ty = s.

Seja
r=min{n € N; s <n}.

Consideremos ¢ : [s,7] — R definida por

e(t) =c <t2 + C__tj) (t — s)) .
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Dessa forma, o caminho X : [0,7] — R dado por
)‘(t) = 7<t)7 te [tlvs]
é continuo e, para todo t € [0, 1],

(HoM(t) < h, (2.3)

com (H o \)(t) = h para t € [ty,s].

Figura 2.5: Trajetéria periédica v C R com gradiente de H sobre 7 apontando para Ext(y).

Lembremos que ou o gradiente de H sobre v aponta para o exterior de v ou o gradiente de
H em 7 aponta para o interior da mesma. Como A((0,%1)) C Ry e A((s,7)) = ¢((t2,1)) C R,
obtemos que

H o )\ é estritamente crescente para s <t < r

ou

H o ) é estritamente decrescentente para 0 < t < ty.

Isso é um absurdo por ([2.3)).

Portanto, trajetérias periédicas distintas em P\{(0,0)} estdao em curvas de nivel diferentes. [

Do Teorema segue que podemos assumir, sem perda de generalidade, que H(z,y) > 0
para todo (z,y) € P\{(0,0)}. Feito isso, da continuidade de H e novamente pelo Teorema [2.1§]
obtemos que existe hy € Ry U {+oo} tal que

H(P) = [0, hy).
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Dessa forma, cada h € (0, hy) estd associado a uma unica trajetéria em P. Consequentemente,
podemos considerar a fungao periodo da forma 7" : (0, hg) — R onde T'(h) é o periodo da trajetéria
periddica em P associada a h.

Nos proximos resultados, apresentamos uma relacao intrinseca entre hg e P, e um corolario

direto do Teorema para T' parametrizada da forma acima.

Teorema 2.19. Se P # R?, entio hy < +o0o. Mais ainda, H(OP) = hy. Reciprocamente, se

ho < +o00 e H € uma funcdo polinomial, entio P # R2.

Demonstragdo. Consideremos P # R?. Dado p € 9P, existe uma sequéncia (r,) em P que

converge para p. Assim,

0< H(p)= lim H(z,) < hy.

n—-+o0o

Suponhamos que H(p) < hg. Sejam H(p) < h < hy e v C P a trajetéria periddica associada ao
nfvel h. Logo, existem ¢ > 0 e ng € N de modo que B.(p) C Ext(vy),

Ty € Be(p) e H(xp,) < h.

Da continuidade de H (juntamente com o Teorema [2.11]) segue que existe uma trajetéria peridédica
a C Int(7y) cujo nivel é igual ao da trajetéria por z,,. Absurdo, pelo Teorema m Dessa forma,
h() ¢ finito e H(@P) = ho.

Agora, suponhamos hg finito e H polinomial. Se P = R? entdo, para todo z € R,
0 < H(x,0) < hg < +00.
Isso é um absurdo, uma vez que nenhum polinémio é limitado. Portanto, P # R2. O
Coroldrio 2.20. Suponha P # R? e seja p € OP um ponto de equilibrio. Entdo,
}}Lrilo T(h) = +o0.

Demonstragao. Se a tese for falsa, nés conseguiremos produzir uma sequéncia (z,,) em P tal que

lim z,=pe ‘T(l‘n) <M

n—-+400o

onde M é uma constante real positiva e T'(x,) é o periodo da trajetéria periédica pelo ponto .

Porém, isso é um absurdo pelo Teorema [2.16] O
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Observacgao 2.21. Uma vez que nao existem pontos de equilibrio, a menos da origem, em P,

podemos ordenar de forma total o conjunto P. De fato, dados 1,72 € P\{(0,0)}, definimos

M < 2 <= Int(y1) C Int(ys).

Notemos que v; = 72 se, e somente se, Int(y;) = Int(72). Logo, o conjunto P com a ordem = é
totalmente ordenado.

Dado v C P, denotemos por T'(7) seu periodo. Consideremos (P, <), com P # R? e suponha-
mos que exista um ponto de equilibrio p € 9P. Dizemos que

T T(3) = o0 (2.4)

quando
VM >0, I3y € P; VyeP, v>=7, T(y) > M.

Nessas condigoes, provar ([2.4]) é equivalente a provar o Teorema [2.16]






CAPITULO 3

Centros em sistemas Hamiltonianos
polinomiais biquadrados

Com o intuito de auxiliar na compreensao do estudo desenvolvido neste capitulo, recomendamos
a leitura do Capitulo [2] dando uma atencao especial & Secao [2.2]

Seja H : R? — R uma fungao polinomial definida por H(z,y) = A(z) + B(x)y* + C(x)y*,
onde A, B e C sao polinomios, com C' # 0 e H(0,0) = 0. Consideremos o sistema Hamiltoniano

associado a H,

. (3.1)
y' = A'(x) + B'(2)y* + C'(z)y*

Suponhamos que a origem seja um centro nao degenerado, isto é,

{x’ = —4C(z)y* — 2B(x)y

A(0) = A'(0) = 0 e 2B(0)A”(0) > 0.

Sabemos da Se¢ao que, sem perda de generalidade, para todo ponto (z,y) no circulo periédico
P associado a origem, H(z,y) > 0. Logo. B(0) > 0e A”(0) > 0.

Uma trajetéria periddica em P passa pelo eixo x somente duas vezes. Isso se deve a forma
biquadrada em y da fungao H. Dado h € (0, hy), denotemos por 7, a trajetéria periédica contida
em P associada ao nivel h, e por (zo(h),0) e (x1(h),0) os pontos de intersecgao de vy, com o eixo

x. Observemos que zo(h) < 0 < z1(h) e que dado = € (z¢(h), z1(h)), 7, intersecta a reta
{@y) eR% y €R}

em somente dois pontos (simetricamente opostos em relacdo ao eixo ) e essas intersecgoes sao
transversais. Abusando da notagao, escrevemos (0, hg| tanto para hg finito quanto para infinito

sendo que, nesse 1ltimo caso, (0, kg se refere ao intervalo (0, +00).

19
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Para que consigamos determinar as possiveis formas de P, precisamos entender a influéncia dos
polinomios A, B e C sobre cada ~;,. Além disso, conhecer relagoes entre esses polindmios e hy. Para

isso, estudamos inicialmente o comportamento desses polinémios em cada intervalo (zo(h), z1(h)).
Lema 3.1. Seja h € (0, hy). Considere a trajetoria periddica v, C P. Entao

Va € [x9(h),0), A'(x) <0

Vo € (0,z1(h)], A'(x) > 0.

Demonstragao. Seja vy, C P a trajetoria periddica de (3.1)) associada ao nivel h < hy. Denotemos
por ;" a parte de v, contida no semi-plano acima do eixo z. Suponhamos, por contradigao,
que exista 0 # T € [zo(h),z1(h)] tal que A'(Z) = 0. Assim, (z,0) é um ponto de equilibrio e,
dai, T € (zo(h),z1(h)). Como ~, intersecta a reta {(Z,y) € R? y € R} em dois pontos ambos
diferentes de (z,0), obtemos que (z,0) € Int(y,) C P. Absurdo. Logo, A'(x) # 0 para todo
0 £ € [zo(h), (1))

Portanto,

Vo € [xo(h),0), A'(x) <0

Vo € (0,z1(h)], A'(z) >0,

pois A é continua e A”(0) > 0. O
Observagao 3.2. Assumamos que {z € R; A'(z) =0} # {0}. Sejam
ap = max{r € R*; A'(z) =0} e a1 = min{z € R}; A'(z) =0},
caso existam. Suponhamos, por absurdo, que
ho > min{A(ag), A(ay)}.

Sem perda de generalidade, min{A(ag), A(a1)} = A(ap). Consideremos a trajetéria periddica
Ya(ao) C P. Assim, para todo x € (ag,0), A'(x) < 0. Logo, zo(A(ag)) < ag. Dessa forma, do Lema
obtemos que A’(ap) < 0 e isso é um absurdo. Entao,

ho < min{A(ag), A(a1)}.
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Desse modo, sempre que o polinomio A possuir um ponto critico diferente do zero, hgy sera
finito. Além disso, existirao xo(ho) < 0 e z1(hg) > 0 tais que A(xo(ho)) = A(z1(ho)) = ho,

Vo € (Ig(ho),()), A,(l’> <0

Vo € (O,Zl’l(ho)), A/(l’) > 0.
Quando hy = 400, com certo abuso de notacao, zo(hg) = —o0 e x1(hy) = +00.

Da Observacao [3.2 obtemos que, para hy < 400, o polinomio A, relativamente préximo de
z1(ho), tem um dos trés tipos de comportamento dados na Figura [3.], sendo (z1(ho),0) ponto de

equilibrio se A for do Tipo 1 ou do Tipo 2, ji que em ambos os casos A’(x1(hg)) = 0.

$1(h0) l‘l(ho)

Tipo 1 Tipo 2

Il(ho)

Tipo 3

Figura 3.1: Possiveis comportamentos do polinémio A préximo de z1(hg).

Refletindo A em torno do eixo y e trocando ;1 (hg) por zo(ho) na Figura[3.1] seguem os possiveis

comportamentos de A préximo de zg(ho).

Observacao 3.3. Seja T € (zo(ho), x1(ho)) com B(Z) < 0. Entao, C(Z) > 0. De fato, suponhamos
que C(Z) < 0. Sem perda de generalidade, consideremos T € (0,z1(hg)) (o caso T € (xo(hg),0) é
andlogo). Para todo = € (T,z1(ho)), a trajetdria va(,) cruza a reta {(Z,y) € R* y € R} e, dai,
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existe (Z,7) € R? tal que
A(z) = H(Z,79) < A(T).
Contradigao, pelo Lema |3.1]
Lema 3.4. Se C(0) <0, entao P # R? e hy < —io)?.
4C(0)
Demonstragdo. Assumamos que C'(0) < 0. Se P = R? segue, pelo Teorema , que hy = 400 e
H(R?) = [0, 4+00). Por outro lado,

lim H(0,y) = lim [B(0)y* + C(0)y*] = —oo.

Yy—+00 Yy—+00
Absurdo. Dessa maneira, P # R2.
- B(0) ) A .

Denotemos y = ~30(0) e hy = H(0,y). O gréfico do polinomio H(0,y) é dado como na

Figura (3.2
%) E— E
Figura 3.2: Grafico do polinomio H(0,y) com C(0) < 0.
Como hy é o valor de méximo do polinomio H(0,y), concluimos que hy < h;. n

Dado h € (0, hg], a forma biquadrada de H implica que para analisarmos a trajetéria 7y,
basta estudarmos a parte curva de nivel A no semi-plano acima do eixo x. Consideremos, entao, o

polinomio Ay, : R — R dado por
Ap(7) = B(x)* — 4C(2)[A(z) — h)].

Sejam

Dh = {x €R; Ap(x) >0, C(z) #0e —B(@) + vAa(a) > O}

D ={r €R; Ap(x) >0e C(x) #0}.
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Temos que DI, Dh £ (). Sejam yf : D — R e yh : Db — C as fungoes definidas por

yi (@) = \/ _B(x)zg(x)Ah<x)

20 0T @

\/B(w) + V). —B(@) — /A @)

Suponhamos que h € (0, hy). Notemos que do Lema segue que Aj nao é identicamente
nulo. Para x € (x¢(h),z1(h)), temos que Ay(z) > 0, uma vez que existe um unico y > 0 tal que
(z,y) € Y. Se Ap(z) = 0, entdo da Observagao segue que C(z) < 0 e B(xz) > 0 e, nesse
caso, como as raizes de A, sao isoladas, obtemos que existe um intervalo aberto I C (xo(h), z1(h))

centrado em x tal que I C DF, Dk,

> 0.
Nz}

> yf
\{z}

y =yl (x) =ys(x) e v}

Logo, segue do Teorema que (x,y) é um ponto de equilibrio, e isso é um absurdo. Veja a Figura
9.0l

e l<y§
........ —~,

z,y

Figura 3.3: Curva de nivel h € (0, hy) em uma vizinhanca do ponto de equilibrio (x,y).
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Concluimos, entao, que
Vh € (0, hg), VYx € (zo(h),z1(h)), Ap(z) >0

Como consequéncia, Ap(xo(h)), Ap(x1(h)) > 0.

Agora, tomemos = € [x¢(ho), z1(ho)], com hy < +00. Para z = x¢(ho) ou z = x;(hy), temos
Apy () = B(x)* > 0.

Se x € (xo(ho), z1(ho)), entao para todo h € (A(x), ho), Ap(z) > 0, pois x € (xo(h),z1(h)). Logo,

Portanto,

Vx € [$0(h0),$1(h0)], Aho(l’) > 0.

—B(T)
2C(7)

Teorema 3.5. Seja T € R e suponha que B(T)C(T) < 0. Logo, (E, + ) sao pontos de

equilibrio do sistema (3.1]) se, e somente se,

(B* —4C[A—h)) (@) =0

B(z)?
4C(z)

com h = A(T) —

Demonstracao. Temos que

Uma vez que

(B2 — 4C[A — W)Y(z) = —AC(@)H ( . —B@)

2C(7)
segue, entao, o resultado. O
B(0)? —B(0
Corolario 3.6. Se C'(0) <0 e hy = —%()0), entao (0, + 26’((0))) sao pontos de equilibrio do
sistema (3.1]).
Demonstragao. Como Ap,(0) =0e Ay (x) >0 x1(ho)), segue que A} (0) = 0. Assim,

B
do Teorema concluimos que os pontos ( 5C <(0 ) sao pontos de equilibrio. O]
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O resultado que segue apresenta uma propriedade importante de polinomios “relativamente
préximos”. Basicamente, dados p = ag+a1z+. .. +a,2"+02" T .. 402m e q = by+biz+. . . +byp2™
com 0 <n<m,m+#0 e a,,b, # 0, conforme os coeficientes de ¢ se aproximam dos coeficientes
correspondentes de p, m — n raizes de ¢ tendem ao infinito em modulo, e as n raizes restantes se
aproximam das raizes de p, contando e respeitando a multiplicidade das raizes de p.

Por exemplo, paran = 2 e m = 4, suponhamos que p tenha uma raiz dupla «;. Assim, conforme
q se aproxima de p, duas das raizes de ¢ tendem em maddulo para o infinito e duas tendem a «;.

Essa propriedade é essencial para toda a construcao que desenvolvemos a seguir.

Teorema 3.7 (Teorema da continuidade das raizes de um polindmio). Considere nimeros
n

mn€Z, m>n>0em#0, ep(z) = Zakzk, com a, # 0, um polinomio sobre C. Sejam

k=0
a1, Qo, ..., 0, € C as raizes de p, caso existam. Logo, para todo € > 0, existe 6 > 0 de modo que,

dados by, by, ..., b, € C tais que b, # 0,
Vk‘G{O,l,...,TL}, |bk—ak| <0

e, para m > n,

VEe{n+1,n+2,...,m}, |bg| <§,
as m raizes (1, Ba, ..., Bm € C do polinomio q(z) = Z brz" (a menos de organizacdo) satisfazem
k=0

Vk e {1,2,....n}, |G —au| <¢

e, sem >n,

1
Vee{n+1,n+2...,m}, |Gkl > -
Demonstragao. Veja [20, Teorema 1]. ]

Seja J C (zg(h),z1(h)) um intervalo aberto, onde h € (0, hg]. Suponhamos que B| > 0.

J
Assim, para cada x € J,

C(z) < 0= —B(z) + VAp(z) <0

C(z) > 0= —B(x) + \/Ap(z) > 0.

Dessa forma, em intervalos abertos contidos em J em que ocorre C' # 0:

e as funcoes y" e y? estao bem definidas, com

yh € C\R quando C > 0,
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e, quando C' < 0, y% € R. Mais ainda, em ambos os casos,

yr| >yt

(a igualdade pode ocorrer em algum valor & somente se h = hy < +00 e C(z) < 0);

e se hy = +oo, entao C' > 0. De fato, se existe x € J em um tal intervalo de modo que
C(z) < 0, entdo y'(z) < y4(z) e os pontos (x,y!(z)) e (z,y%(x)) pertencem a trajetéria ~y.

Contradicao.

Caso exista T € J com C(z) = 0, seguird do Teorema 3.7 que

, h — A7) ,
m h _ m
il—ﬁyl (x) - B(f) >0e il—ﬁ

()| = +oo.

Agora, quando B

< 0, segue diretamente da Observacao que C' > 0 no intervalo J.
J
Consequentemente, as funcdes y? e y? estao definidas em J onde y; é a tinica com imagem em R.

Consideremos todas as raizes 11 < 1y < ... < 1; < ... < 1, de B que estao no intervalo
(xo(h),z1(h)). Assim, aplicando os raciocinios anteriores em cada um dos intervalos (r;, 1),
com i € {1,2,...,m — 1}, concluimos que a parte da trajetéria v, (bem como a fronteira de P
para h = hg) contida no conjunto {(x,y) € R?* x € (x¢(h),z1(h))} ¢é formada por “colagens”dos

graficos de y e de —y? com os pontos

onde C(z) =0e B(z) > 0.

Observemos que se hy < +00 e Ay, = 0, temos B > 0e C < 0 em (zg(ho),z1(ho)), com
B(xo(ho)) = B(x1(ho)) = 0. Logo, 3" = yh° estd bem definida em (zo(ho),x1(ho)) e, pelo
Teorema [3.5 todos os pontos do conjunto

{(2,91(2)) € B w € (woho), 1 (ho)) }
sao pontos de equilibrio.

Com a finalidade de descrevermos os possiveis tracos de uma trajetoria periédica contida em
P bem como o conjunto P, a seguir analisamos mais a fundo o comportamento das fungoes y e
y? em R,. A andlise para R_ ¢é andloga.

Antes, lembremos que dados S C R?e () £ U C S, a fronteira de U visto como subconjunto de

(S,7s), onde 75 é a topologia induzida em S pela topologia usual de R?, é o conjunto
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OsU={xeS;VVers, comzeV, VNU#ADeVNU"#D}.

Quando S = R?, escreve-se somente OU. Além disso, supondo que OsU = () e (S,7s) é um

espaco topoldgico conexo, temos U = S. De fato, sob tais condigoes,
Us = IntgU U 9sU = IntgU.

Logo, U é um conjunto aberto e fechado em (5, 7g) e, dai, como U é nao vazio e (S, Tg) é conexo,
segue que U = §.

Seja h € (0, ho]. Suponhamos hy < +oo (basta assumir kg finito para descrever uma trajetéria
de nivel h < hg). Por questdo de notacio, nos casos que seguem denotemos z1(h), y* e y% por x;,
Y1 € yo respectivamente. Além disso, sempre que nos referirmos a uma trajetéria em P e a 0P em
algumas das figuras que seguem, estaremos na realidade considerando a parte da trajetéria e de
OP contida no primeiro quadrante do plano. Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que,

para todo x € (x1 — 9§, 1),
B(z),C(x) #0, A—h <0 e, se A, nao for identicamente nulo, A, (x) > 0.

Dividimos nossa analise nos casos que seguem.

Caso 1. B(xz;) =0e C(z1) = 0.
A tnica possibilidade para esse caso é h = hg. Assumamos que x; seja uma raiz de multiplici-

dade k4 de A — hg, kg de B e ko de C. Seja k = min{ky, kg, kc}. Logo,
H(l’,y) - hO = (l‘ - E>EHE(x7y)
onde Hi : R? — R ¢ dada por

Hi(z,y) = Ag(x) + Bg(z)y® + Crlz)y’

com Az, By, Cr : R — R polinomios e {Azx(z1), Bg(z1), Cr(z1)} # {0}. Notemos que, a menos da
reta {(z1,y) € R?; y € R}, os zeros de H e Hy sa0 0s mesmos.

Primeiramente, suponhamos que k4 < min{kg, kc}. Assim, k = kg,
Bi(w:) = Cilan) = 0 e Aglay) 0.

Desse modo, tomando p = Hz(z1,-) no Teorema obtemos que
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lim y;(z) = lim
T—x1~ T—x1 ™

yg(x)‘ = +00.

Veja a forma (1) na Figura [3.4]
Suponhamos k4 > min{kp, kc}. Se ko < kg, entdo k = k¢ e Cy(z1) # 0. Dessa forma,
Hy(x1,) tem quatro raizes em C. Considerando, novamente, p = Hg(z1,-) no Teorema ,

obtemos que existem 0 < yg € R e yg € C tais que

lim yi(z) =yoe lim yo(z) = yo.

Tr—T1 T—T1

Além disso, o ponto (x1,yo) ¢ ponto de equilibrio. Caso A, seja identicamente nulo, yo = yo. Veja
as formas (2) e (3) na Figura[3.4 Agora, assumamos k¢ > kg. Dal,

E = k)B, BE(J;I) 7é Oe CE(L’El) = 0.

Notemos que Ay, = 0 nao ocorre nessa hipétese. Logo, Hy(x1,-) possui duas raizes em C. Se

B > 0 entao,

(x1—0,21)

>

(z1—6,z1)

n

2

(z1—6,z1)

Assim, pelo Teorema existe 0 < yg € R tal que

lim yi(z) =yoe lim (ya(l')’ = +00,

r—T1 T—T1

com (z1,%o) ponto de equilibrio. Veja as formas (2) e (3) na Figura . Se B < 0, entao

(x1—0,21)

C >Oe‘y1‘ >‘y2‘

(z1—6,21) (z1—6,21) (z1—6,21)

Desse modo, existe 3y € C de tal forma que

lim y(z) = +oce lim yo(x) = yo.

Tr—T1 T—T1

Veja a forma (1) na Figura [3.4]

Em cada um dos casos expostos na Figura [3.4], tomemos

S={(r,y) eER} 0<az<z1e0<y<uy(r)}
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Logo,
Is(PNS)=0(PNS)NS=0PNS=10

Como (S, 75) é um espago conexo, segue que PN S = S.

x1 I

(1) (2) (3)

Figura 3.4: Possiveis formas de 0P que derivam do Caso 1.

Caso 2. B(x;) > 0ou, B(x;) =0e C(x;) # 0.
Se C(x1) # 0, entdo y;(z1) = 0. Agora, para C(x1) = 0 temos

>

Yo U1

(z1—6,21) (z1—6,21)

e, dai, pelo Teorema [3.7| segue que

. - h — A(x) _ . .
xggll_ yi1(x) = W = 0. Veja a Figura|3.5]

Observemos que (z1,0) serd ponto de equilibrio se A for do Tipo 1 ou do Tipo 2.

I z1

(4) (5)

Figura 3.5: Possiveis formas de 0P que derivam do Caso 2; (4) ¢ a tunica forma possivel para
uma trajetéria em P.
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Caso 3. B(z;) < 0.
Sabemos que

C > 0,

>

(z1—0,x1)

Y1 Y2

(z1—6,x1) (z1—0,x1)

e, quando h < hg, C(z1) > 0 e A é do Tipo 3 para valores préximos de z; (veja a Figura [3.1)).
Para h = hg suponhamos, por absurdo, C'(z;) = 0. Entao, pelo Teorema |3.7| temos que

lim y(x) =400 e lim yy(x) =0.
T—T1~ Tr—T1
Logo, estamos diante de uma forma semelhante a dada em (1) na Figura . Assim,
{(x1,y) € R*; y e R} C OP.
Consequentemente, para todo y € R,

ho = H(z1,y) = A(z1) + B(z1)y* = ho + B(z1)y’.

Absurdo. Concluimos, entao, que C(z1) > 0 também para h = hy.

Temos que y;(z1) > 0 e yo(z1) = 0. Notemos que se h = hg e 1 é um maximo local de A (veja
Tipo 1 da Figura[3.1), podemos assumir que y; estd definida em (21 — 8,21 + d) e que ya(z) € C
para cada z € (z1 — 6,21 + 0)\{z1}. Seja

Si={(z,y) ER*}; 0<x<z,+5e0<y<y(r)} Vejaa Figura|3.6
Dessa forma, PN S; =57 e
{(z,0) €R? <z < +0} COP.

Dai, A = hg e isso é uma contradicao.

Figura 3.6: Regiao S aberta, conexa e limitada.

Logo, para h = hg, o comportamento de A ou é do Tipo 2 ou do Tipo 3.
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O discriminante de H — h visto como polinomio na variavel y é a funcao D : R — R dada por
D(x) = 16C(x)[A(z) — h|Ay(z)?.

Observemos que existe um maior §; € R U {+o00} de tal forma que D ¢é positivo em (z, 2 + d;).

Mais precisamente, para todo = € (x1,x; + d;),
A(z) — h,C(x),Ap(z) >0 e B(x) < 0.

Como consequéncia, y; e yo estao definidas em (x1, 27 +01) e 0 < yo < y;. Se §; = 400, entao

h = hg e a regido delimitada por y; e yo estd contida em P. Veja a forma (6) na Figura .
Suponhamos, entao, que D tenha uma raiz em (x1,4+00). Sejam zy < x3 < ... < I, com

n > 2, as raizes de D em (x1,400). Desse modo, §; = x5 — x1. A anélise a seguir esta dividida em

alguns subcasos.

Subcaso 3.1. C(z2) = 0.
Assumamos, por contradi¢ao, que B(x2) < 0. Entao, pelo Teorema obtemos que

h—A
lim () =40 e lim yo(z) = W@)@)
ToT2 T—T2 9

Além disso, h = hg. Seja
So={(z,y) ER*}; 0<r<zge0<y<y(@)\{(z,9) ER* 71 <z <m0 <y <o)}

Veja a Figura [3.7] Assim,

{(1’273/) ER? y> h;<—i<g§2)} cC OP.

Dai, B(x2) = 0. Absurdo. Dessa maneira, B(zy) = 0.

I L2

Figura 3.7: Regiao S, aberta, conexa e ilimitada.

Se A(xy) — h > 0, entdo

lim y(x) = lm ya(x) = 400 e h = hy. Veja o caso (7) na Figura .
T—T2 Tr—T
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Suponhamos, agora, A(z;) — h = 0. Tomando k4, kg, k¢ e k como no Caso 1, trocando z;

por x5, obtemos que:
e quando ky < min{kp, kc},

lim yi(z) = lim ys(x) = 4+00. Veja a forma (7) na Figura ;

T—rT2 r—xo
e quando ky > min{kp, kc} e ko < kg,

lim yi(z) =yo e lim ya(x) = TYp;

T—To T—T2

onde ¥y, 7, > 0 sdo numeros reais nao necessariamente diferentes. Veja as formas de (8) a
(11) na Figura|3.9;

e para ks > min{kg, kc} e ke > kg,
lim y1(z) = +oce lim yo(x) = yo
T—T2 T—T2

com yp > 0. Veja as formas (12) e (13) na Figura[3.9

Como consequéncia, h = hy nessa hip6tese, e os pontos (x2,%) e (72,7,), quando existem, sao

pontos de equilibrio.

Subcaso 3.2. C(z3) > 0.

Primeiramente, consideremos Ap(x2) = 0. Se B(zy) = 0, entao

Y1(r2) = y2(72) =0

e (z2,0) é ponto de equilibrio. Quando B(zs) < 0,

Y1(z2) = ya(12) =

e (z2,41(2z2)) pode ser ou nao um ponto de equilibrio. Veja as formas (14), (15) e (16) na Figura
B-9 Notemos que, para h < hg, pode ocorrer somente o caso (16), onde (z2,yi(z2)) ndo é um

ponto de equilibrio.
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Para A(zy) —h =0 e Ap(x2) > 0, existe g5 > 0 suficientemente pequeno de modo que y; € yo
estao definidas em (zg — €9, X2 +£2) com y; positiva e ya(x9) = 0. Dessa forma, h = hg. Sem perda
de generalidade, ou x5 é ponto de minimo do polinémio A — hg restrito ao intervalo (xy — g, 9 +£2)

ou A — hy é decrescente em tal intervalo.

Notemos que o segundo caso nao ocorre pois, caso contrario, em (xq,zs + £2) somente y; tem

imagem em R. Dai, o conjunto
Ss={(z,y) ER}; 0<r<zpt+ereld<y<y(z)}\{(z,y) ER% 2, <z <13 0<y < 1p(r)}
estd contido em P. Veja a Figura [3.§ Logo,

{(z,0) € R oy <z < To +e9} C OP

e, como consequéncia, A = hg. Absurdo.

Figura 3.8: Regiao S3 aberta, conexa e limitada..

Assim, existe um maior valor 9, € R; U {+o0} tal que, para todo = € (xq, x5 + 02),
A(x) — ho,C(x), Ap,(z) > 0 e B(x) < 0. (3.2)

Dai, as fungoes y; e yo em (9, x5 + d2) sdo reais com 0 < yo < y1, € (x2,0) é ponto de equilibrio.
Com um raciocinio anélogo ao feito para d;, se 65 = +00, entao o comportamento de y; e y, no
intervalo (z, +00) é idéntico ao dado em (6) na Figura trocando x; por xy. Agora, se existe
a menor raiz x3 de D em (xq,+00), as fungdes y; e yo em [xq, x3] se comportam como uma das
formas dadas de (7) a (17) na Figura depois de trocarmos xy por x3, 1 por Tp e, dy por s
caso ocorra (17), onde d3 € R* U {400} é o maior valor tal que, para todo = € (3,23 + d3), vale
(:2) (depois da troca, olharemos para y; e y» no intervalo [22, 23] na Figura [3.9).

Se em torno de z3 o comportamento das fungoes for como em (17), repetiremos o raciocinio

feito para d9 a d3, e assim por diante.
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1 I xTo

(6) (7)

x1 T2

(8) (9)

(10) (11)

I Zl132
(12) (13)
I 12‘2
(14) (15)
\_////—\\—;::::::> //’—_*\\,///“"’/W
T £U2 5Uf1/\1'2/_$2 + 09
(16) (17)

Figura 3.9: Possiveis formas de 0P que derivam do Caso 3; (16) é a tnica forma possivel para
uma trajetéria em P.



35 Capitulo 3. Centros em sistemas Hamiltonianos polinomiais biquadrados

Diante do estudo desenvolvido, concluimos que todas as possiveis formas para 0P sao geradas
a partir das 17 formas base dadas nas Figuras [3.4] e[3.9, j& que H é biquadrado na varidvel y.

As quatro possibilidades para uma trajetéria peridédica em P sao dadas na Figura [3.10]

T

1T

Figura 3.10: Possiveis tragos de uma trajetoria periédica em P.

Uma vez que conhecemos todas as configuragoes possiveis do conjunto P, estamos aptos a
determinar hy < 400 em fungao dos polinomios A, B e C, e condigoes necessarias e suficientes
para que um centro na origem do sistema seja global.

Nos teoremas a seguir, sempre que nos referirmos a uma trajetéria periédica em P, estaremos
na verdade considerando somente a sua parte contida no primeiro quadrante do plano unido com
os eixos x e y positivos. Além disso, quando necessario, deixaremos explicita a dependéncia de x4

por certos valores h. Denotemos zq = xo(ho), 21 = x1(ho) € y1 = y{“’ para hg < 4o00.
Teorema 3.8. Considere, caso existam,

a=max{z € R_; B(z)=C(z) =0} e b=min{z € Ry; B(x) =C(z) =0}.
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Se hy < +00, entdo pelo menos um dos itens abaixo € verdadeiro:

1. hg € o nivel de um ponto de equilibrio;
2. hg = H(a,0) = A(a) ou hy = H(b,0) = A(b);

3. ho— lim (A(:v) - féff) ou hy — lim (A(:v) - féf;)

4. ho= lim (A(x) _ Bl 2) ouhy = lim_ (A(x) - féﬁ;)

Demonstra¢ao. Suponhamos hy < +o0o. Diante das 17 formas base que geram os possiveis com-
portamentos de 9P a menos de (4), (6), (7) e (16), segue que podem ser verdadeiros os itens 1 e
2. Se 9P for formada somente por (4) ou (16), entdo pelo Teorema [2.15 existird pelo menos um
ponto que equilibrio em P e, assim, o item 1 serd verdadeiro.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que 9P no primeiro quadrante do plano ou é da forma
(6) ou da forma (7). Seja I = [z1,b) o intervalo tal que b = 400 se for da forma (6) e b = 5 caso

seja da forma (7). Sabemos que A(x1) = ho, B(z1) <0, C(x1) > 0 e, para todo z € Int([),
A(x) — ho, C(z), Ap,(z) > 0 e B(x) < 0.
Consideremos a curva o : I — R? dada por
_ B(z)
a(r) = (x, 20($)> :

Sejam 7, a trajetéria periddica por a(z1) e ¥ seu ponto de intersecao com o eixo y. Notemos que

v ¢ da forma (16) trocando, na figura, x; por x1(h) e x5 por x1(ho) = 1. Seja R a regido aberta
delimitada por v;, por 0P e pelos eixos z e y. Temos que a curva « estd contida em R. Mais
ainda, toda trajetéria periédica por um ponto de R é da forma (16) e intersecciona a curva o em
um unico ponto; tal ponto é o mesmo que o associado a x5 em (16). Seja

7y, = lim y ().

z—0t

Logo, cada ponto a(x) estd relacionado com um tnico ponto (0,y), com § < y < 7,, de tal

forma que, conforme x cresce, y também cresce. Veja a Figura [3.11] Assim,
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Figura 3.11: Trajetoria periddica por um ponto da regiao aberta R; a figura da esquerda corres-
ponde a forma (6) e a da direita a forma (7).

Caso OP tenha a forma (6) ou a forma (7) no segundo quadrante, adaptando a demonstracao
anterior a fim de produzir as figuras correspondentes as reflexoes das dadas na Figura|3.11], trocando

X1 por zg e b por a, obtemos

ho = lim (A(x) - B(x)Q) ou ho = lim (A(x) - B(x)g),

T——00 z—at 4C<.T)

respectivamente. Portanto, seguem os itens 3 e 4. O

Observagao 3.9. Se hy < +oo e a forma (6) faz parte de OP segue, da demonstragao do item 4
do Teorema [3.8| e do fato de que B(0) > 0, que:

e existe 0 < ry < x; onde 14 é a maior raiz real de B tal que, para todo z > r4, B(x) < 0,

C(z) >0e

_. B\ _ By,
ho = lim H <x _zcu)) " (A(x) ) 40(33)) |

e existe a menor raiz real zy < . < 0 de B de modo que, para cada x < 1., B(z) < 0, C(z) >0

L B(xz) \ .. B(x)?
o= I (9“" _QC(x)> =y (A(x) B 40(35)) |

e
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Teorema 3.10. A origem do sistema ¢ um centro global se, e somente se:
1. a origem é o unico ponto de equilibrio,
2. para todo x € R, se B(x) > 0, entao C(x) > 0;
3. para todo x € R, se B(x) <0, entao C(x) > 0;

4. se existe a maior raiz real r4 do polindmio B, com ry > 0, e B(x) < 0 para todo x > rq,

entao
B(x)?

A (A(x) N 40(@) = 00

5. se existe a menor raiz real r. do polinomio B, com r. < 0, e B(z) < 0 para todo x < 7,

Jim (400~ g3y ) =+

entao

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que a origem seja um centro global. Levando em consideracao
a Observagao [3.3] seguem os itens 1, 2 e 3.
Mostremos o item 4. Consideremos r4 > 0 a maior raiz de B onde, para todo x > r4, B(x) < 0.

Seja 3 : [rg, +00) — R? a curva definida por

- B(x)
Ble) = (“‘ Eo(@) ‘

Temos que a trajetéria periddica 4., pelo ponto 3(ry) é da forma (4). Denotemos por 7 o ponto

de intersecgao de y4(r,) com o eixo y. Considere a regiao fechada R, contida no primeiro quadrante

cuja fronteira é formada por v4(,,) e pelas semirretas
X1 ={(2,0) €R* = >rg} e Y1 ={(0,y) €eR* y >7}.

Logo, cada trajetdria periédica por um ponto de R; tem a forma (16) e intersecciona [ exatamente
no ponto relacionado a x5 em (16), e somente nesse ponto. Dessa forma, hd uma relagao biunivoca
entre a imagem de f (equivalentemente, de X;) e Y7 de modo que, y cresce conforme x cresce.
Veja a Figura [3.12]

Portanto,

lim (A(:v) B(x)2> = lim H(a(x))= lim H(0,y) = +o0

r—+00 B 40(1’) r—+00 Y—r—+00

A demonstracao do item 5 é totalmente andloga a do item 4. Basta adaptar a demonstracao
do item 4 de modo a obter a figura que corresponde a reflexao da Figura[3.12]em torno do eixo y,

trocando rg por r..
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<

VA(ra)

Figura 3.12: Trajetoria periddica por um ponto da regiao fechada R;.

(«<=) Assumamos que os itens de 1 a 5 sejam verdadeiros. Suponhamos, por absurdo, que a
origem nao seja um centro global, isto é, hy < 400. Dos itens 1, 2 e 3 segue que a forma (6)
tem que fazer parte de 9P. Assim, da Observacao [3.9| e dos itens 4 e 5, obtemos que hg = +o00.
Absurdo.

Portanto, a origem é um centro global do sistema . O]

Consideremos o polinomio F': R — R definido por
F(z) = B(2)*C'(z) + 4C(2)*A' () — 2B(z)B'(z)C(z).

Dado (z,y) € R? temos, diante do Teorema , que (z,y) é ponto de equilibrio do sistema ((3.1])
se, e somente se,

y=0e A'(z) =0

B(z)=C(z) =0e A'(x) + B'(2)y* + C'(z)y* = 0
B@)C() <0, y= -2 o pay = o
’ 2C(x)

Levando isso em consideracao e tendo o Teorema (3.8 em mente apresentamos, a seguir, um
exemplo relativo a cada uma das 17 formas base para 0P dadas nas Figuras , e (a menos
da forma (4) e da forma (16), que estao embutidas nos Exemplos e [3.24] respectivamente),
respeitando a mesma ordem das formas, bem como exemplos de centros globais. Sempre que
considerarmos o trago de uma curva de nivel estaremos, na realidade, mostrando a curva de nivel
em uma vizinhanca da origem conveniente e pertinente para nossa analise. A curva de nivel em

tal vizinhanca nao serd, necessariamente, o conjunto de nivel em R? como um todo.
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Exemplo 3.11 (Exemplo que realiza as formas (1) e (4)). Sejam

X

A(x) = —, B(x) = %@ —1)?eC(z) = —i(x — 1)~

2 10

1
Temos que F(z) = 2—5m(a: —1)%e

i (40~ ) =+

Dessa forma, os pontos de equilibrio, além da origem, sao

5 B(0)
() - o0

Como x =1 é a Unica raiz comum dos polinomios B e C,

1 ) 5
ho = A(1) = 5 ou ho=H (O,:I:\/%) =g ou ho = xlg{l_ (A(g;) -

4C (x)

B(:c)2) 9

g

Por outro lado, z1(ho) < 1, j& que ndo podem existir raizes comuns de B e C' em (0, z1(hg)). Logo,

ho = A(Il(h())) S

DN | —

Portanto,

i\

1
Figura 3.13: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 3 relativa as formas (1) e (4).



41 Capitulo 3. Centros em sistemas Hamiltonianos polinomiais biquadrados

Exemplo 3.12 (Exemplo que realiza a forma (2)). Sejam

A(z) =2, Blz) = —%(w —1)eC(z) = ﬁ(x —1).

Nesse caso, F'(x) = TEJOO(ZM —25)(x —1)%*e
, B(z)*\
rgrfoo (A(x) - 4C(a:)) = +00.

Consequentemente, além da origem, os pontos de equilibrio sao

(ST (2 )

4

Entao,

ho = A(1) = lim <A(m) _ B($)2> _H (1@) 1

4C () 2 2’

1
Figura 3.14: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 2 relativa a forma (2).

Exemplo 3.13 (Exemplo que realiza a forma (3)). Sejam

Alx) =3 (m + %) (x—1)°+1, Bx) = %(x -1 eC(z)=—(z—1).
Assim, F(z) = %(64x +1)(x—1)te

i (40~ ) =+

Logo, o tinico ponto de equilibrio a menos da origem é o ponto (1,0). Dai,

ho = A(1) = lim (A@) - fc(*g(ca):j) B
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Figura 3.15: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 1, relativa a forma (3).

Exemplo 3.14 (Exemplo que realiza a forma (5)). Sejam

A(z) = —2Z7x2(x —1)e B(x) =C(x) = 2.

Dessa forma, F'(z) = —108z(3z —2) e

i (400~ ) = 7

2 2
Entao, o tnico ponto de equilibrio, além da origem, ¢ o ponto <§, O). Portanto, hg = A <—> = 1.

Figura 3.16: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 1, relativa a forma (5).

Exemplo 3.15 (Exemplo que realiza a forma (6)). Sejam

Ax) = ; Blz) = —(r —)(x+1) e Cla) = ¢ (;1:—%) (w%)
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(0, £2) sado os pontos de equilibrio. Temos que

9
Como F(z) = Tg& sesue que, além da origem,

lim (A(x) - fég) - g

r—F00

3.17)) é ilimitado, concluimos que hg = 3

7
Uma vez que H(0,£2) =2 e o nivel 3 (dado na Figura

Figura 3.17: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 3’ relativa a forma (6)

Exemplo 3.16 (Exemplo que realiza a forma (7)). Sejam

Ax) = %2 Bz) = (x — )(z —3) e C(x) = (x— %)2@—3)2
Temos que
F(x) = % (x — %) (z — 3)*(8z* — 122° + 622 — 3z + 2)
) B(2)?
i (A(x) - 40(@) = oo
Desse modo, nao existem pontos de equilibrio além da origem, pois x = = e x = 3 sao as tnicas

1 1
raizes reais de F', com B (5) #0=0C (5) e

A(3)+ B 3)y*+C'3)y* =2>+3 > 0.

Assim,
9 .
ho =A(3) = 5 ou ho = lim (A(m) T

r—3~

B(z)?\ 21
(z) (Y]
50

3.18]) ¢ ilimitado. Logo, hy = =

217
Porém, o nivel 50 (veja a Figura
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T T L T T
1 2 2795 5 s
N
_l\/‘\ \
.
&) 3

Figura 3.18: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = = relativa a forma (7).

Exemplo 3.17 (Exemplo que realiza a forma (8)). Sejam

A(z) = % <x+ é) (z—1)(z—2)*+1, Blx)=—2 (;c— 5) (z — 2)2

e
C(z)=—(z+1)(z —2).
Nesse caso,
1
F(z) = 5@ = 2)"(92 = 112" + 52" + 152% — 38z + 26)
e

i (400~ ) =+

Notemos que F' tem somente uma raiz real r # 2 e é tal que —2 < r < —1. Dessa forma, os pontos

de equilibrio, além da origem, sao
11 B(r)
—,0 2,0 +4 /= .
(9,),<,>e<r, QC(TJ

11 725395 B(r)
H(=0)= H(r+ /- ~ 419, 54.
< 9’ ) 708588 (T’ 20(r)> ’

Além disso,

Portanto,

- (s~ 25 .

pois o nivel 1 tem a forma dada na Figura [3.19]
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Figura 3.19: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 1, relativa a forma (8).

Exemplo 3.18 (Exemplo que realiza a forma (9)). Sejam

Az) = % <x+ %) (2= 1)(x -2+ 1, Bla) = -2 (x _ %) (z — 2)?
C(z) = (v +1)(z — 2)%
Assim,
F(x) = %(x —2)°(92°% — 292° — 52! + 452° — 827 + 102 — 24)

i (400~ ) =+

Observemos que, a menos do x = 2, F' possui somente duas raizes reais r; e 1o, com —2 < r; < —1

e 2 < ry < 3. Dessa maneira, os pontos de equilibrio, além da origem, sao

B(r) B(rs) \ (11
(”’i _20(r1)>’ (”’i _20(r2)>’<§’0)

e
{(2,y) € R* y € R} (reta de singularidades)
onde A(2) =1,
B(r) B(ry) 11 725395
H +4/— ~ 167,041, H +4/— ~0.5386e H|—,0) = .
(”’ 20(7~1)> D (rz’ 20(ry) “H 708588

Como na regiao aberta entre as retas

{(-1,y) eR* yeR} e {(2,y) eR* y e R}
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11
os unicos pontos de equilibrio sao (0,0) e (5, O), segue que

o i (- 271

uma vez que o nivel 1 é dado como na Figura [3.20

135
14

¥

///

: .
\ 05 TS
b
1
|

Figura 3.20: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = 1, relativa a forma (9).

Exemplo 3.19 (Exemplo que realiza a forma (10)). Sejam

Az) = % (x+ %) (x —1)(x —2)*+1, B(z) = —10 (x — %) (z —2)?

(§]
C(z) = 3(z + 13)(z — 2)%
Logo,
F(z) = 9(z — 2)%(82® + 1132 — 308z + 550)
(§]

tim (400~ ) = v

Temos que a tnica raiz real r # 2 do polinomio F' é tal que —20 < r < —15. Dal, os pontos

B 11
(r, + _2C§(7?)> : <§, 0) e {(2,y) € R? y € R} (reta de singularidades)

sao os pontos de equilibrio, além da origem. Além disso,

H (r,:l: B(r) > ~ 283.133, H (E,o> =BT A =1

20 8 ) 78102 ¢
Como o nivel 1 tem a forma dada na Figura obtemos que

ho = lim. (A@) - fég) -
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1d

Figura 3.21: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (10).

Exemplo 3.20 (Exemplo que realiza a forma (11)). Sejam

Az) = % <x+%) (2= 1)(x—22+1, Blz) = —4 <x—1) (- 2)2

€
1
C(z)=3 (x + Z) (z —2)%
Dali,
9
F(z) = 15 (0 = 2)°(128x" — 3682° + 1762” + 1172 — 96)
e

i (400~ ) =+

A menos do x = 2, o polindmio F' tem exatamente duas raizes reais r1 e o, com —1 < r; < —5 e

2 <19 < 3. Assim, os pontos de equilibrio, além da origem, sao
B(Tl) B(Tg) 11
+4/— +4/— —,0
(“’ 20(7«1)) ’ (7"2’ 2C(ry) ) \8”

{(2,y) € R* y € R}(reta de singularidades),

onde A(2) =1,

B B 11 0317
0 (rl,i _ <T1>> ~ 32,688, H <r2,i —ﬁ> ~0,9997, ¢ H (—,0) -

20(r) 20 (1) 8 - 8192°
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Notemos que os tinicos pontos de equilibrio na regiao aberta entre as retas

{(—%,y) € R yeR} e {(2,y) €R* y e R}

. 11
sao (0,0) e (5,0). Consequentemente,

ho = lim (A(:c) - B<x>2) =1,

r—2~

pois o nivel 1 é como na Figura [3.22

)

S

Figura 3.22: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (11).

Exemplo 3.21 (Exemplo que realiza a forma (12)). Sejam

A@) = =~ (2 + 12z + 2) (@ — Dz —2)* + 1, B(x) = —2 (x _ 1) (z — 2)2

16 2
(§]
C(z) = —a*(x — 2)°
Logo,
1
F(z) = —qu(r - 2)0(72 — 182® — 2527 + 7620 + 122° — 642 — 162° + 367 — 16)
(&4

tin (460~ o) =7

Temos que F' tem, além de z = 0 e x = 2, exatamente trés raizes reais r, o e r3, de modo que
—2<r;<rpg< —le2<ry<3. Assim como B e C possuem o mesmo sinal nos intervalos
(—2,—1) e (2,3), segue que os pontos de equilibrio, além da origem, sao

(—3 + V457 .

7 ) , (—1,0) e {(2,y) € R y € R} (reta de singularidades),
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onde A(—1) =1,

—3— V4 3+ V4
H (%,o) ~ —0,275, e H (%,0) ~1,11.

Uma vez que o nivel 1 é ilimitado (veja a Figura |3.23)), concluimos que

o iy (- 22 -

Figura 3.23: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (12).

Exemplo 3.22 (Exemplo que realiza a forma (13)). Sejam

Ax) = %(m + D)z +2)%*(x—1D)(z—2)*+1, B(x) =2 (z - %) (z —2)?
e
C(a) = —5a(e — 2)°
Nesse caso, |
F(z) = gx(a: —2)5(32% — 182° + 242" + 162° — 362 + 16)
e

i (400~ ) =+

Além de z = 0 e z = 2, F possui somente duas raizes reais r1 e ro, onde —3 < r; < ro < —1.

Dessa maneira, além da origem,
(=2,0), (£v2,0) e {(2,y) € R% y € R} (reta de singularidades)

sdo os pontos de equilibrio (B e C' sdo ambos positivos no intervalo (—3,—1)) e, A(+2) =1 e
)
H(£V/2,0) = T
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Assim,

ho = lim (A@) - 282
o= i (462 )-1

r—2~

pois o nivel 1 é como na Figura [3.24

Figura 3.24: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (13).

Exemplo 3.23 (Exemplo que realiza a forma (14)). Sejam

Alz) = % <x+ %) (# = Dz —2)"+1, B(z) = -2 (g;_ 1) (z — 2)?

2
(§]
Clx)=—(z+1)(z—2)+ 1.
Temos .
F(x) = §(x —2)3(92°% — 292° + 92* + 452 — 932% + 1192 — 76)
€

tin (6= (605 ) = e

O polinomio F possui somente duas raizes reais r; e ro diferentes de x =2, com -2 <r; < —1e

2 < ry < 3. Dessa forma, os pontos de equilibrio, além da origem, sao

(rl,i —5&%), (%,o) e (2,0).

B 11 2
H (rl,:l: _Blr) ) ~ 697,75, H (—,0) _ 7258% A2) =1

Além disso,

20 (r) 9 708588
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Portanto, como o nivel 1 tem a forma dada na Figura |3.25, temos

ho = lim (A(:c) _ B(“’>2> _

T—27

4C (x)

Figura 3.25: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (14).

Exemplo 3.24 (Exemplo que realiza as formas (15) e (16)). Sejam

Alx) = =2 (m+%> (x— 1) +1, B(x):—8(x+}l> (x—1> e C(z) = 4.

F(z) = —1024z (x _ %) (l, N g)

tin (46~ ) = o

Consequentemente, além da origem, os pontos de equilibrio sao
1 V3 7 ,3V5
— +— - t— 1
(2 ) 4 ) 7 ( 8 ) 8 > e ( ) 0)7

H (1 iﬁ) _ By (-%,13\/5> =09 4y =1

Dessa forma,

com

271 ) T e 8 ) 1024 ¢

Temos, entao, que entre as retas
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1 1
{<—§,y> ER2; yER} e {(§,y> E]R2; yER},

nao existem pontos de equilibrio, a menos da origem. Portanto, hg = 61 pois o nivel associado a

este valor é dado na Figura [3.26]

H.1

T T T T T T T T
-0.316 £0.514 -0.312 -0.310 -0.308 -0.306 -0.304 -0.302
x

+-0.1

Figura 3.26: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hy = —, relativa as formas (15) e

(16).

64

Exemplo 3.25 (Exemplo que realiza a forma (17)). Sejam

Az) = % <x + %) (¢ —1)(x =22 +1, Blz) = %(321;2 7w+ T) e Clx) =8

Como o polinomio C' é constante e F'(z) = 126, segue que os pontos de equilibrio, além da origem,

(2,0) e (%10)

i (A - 295N o
CERe)

2—rtoo 4C(x)

Sao

Temos que

Assim, hg é o nivel de um dos pontos de equilibrio. Uma vez que x = 3 ¢ ponto de maximo local
de A, segue que hg = A(2) =1 (leia a explicagao da Figura [3.6)).

Outra forma de ver isso é notar que

1 9317
H(—0)=2"C51
( 8 ’0) 8192

e que o nivel 1 (neste exemplo, em sua totalidade) é da forma dada na Figura m
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Figura 3.27: Exemplo da fronteira de P, associada ao nivel hg = 1, relativa a forma (17).

Exemplo 3.26 (Primeiro exemplo de centro global). Sejam a,b € R nimeros nao nulos.
Consideremos ) ; .
a 1
A(x) = —2*, B(z) = -2+ - e C(z) = —.
(z) 2" (@) o’ T 2g2 ° (@) 2a*
Como o polinomio C' é constante e positivo, e
b3
F(z)=—-——
(z) 2a”
segue que nao existem pontos de equilibrio além da origem. Se ab > 0, entao o polinomio B tem

uma unica raiz real r. < 0 e, para todo z < 1, B(z) < 0. Mais ainda,

Jim (400~ g3y ) =+

Agora, suponhamos ab < 0. Assim, B possui uma unica raiz real rq > 0 com B(z) > 0 para todo

i (400~ ) =+

Logo, os itens de 1 a 5 no Teorema |3.10| sao verdadeiros. Portanto, o centro na origem ¢é global

T >Ty, €

Exemplo 3.27 (Segundo exemplo de centro global). Sejam

1'2

Alx) = 5, Bx) = —V2z+3eC(z) =1.

Uma vez que C' é um polinémio constante e positivo, e F(x) = 61/2, obtemos que os itens 1, 2 e 3

do Teorema sao verdadeiros. Como B(0) > 0, B'(0) <0 e

i (400~ ) =+

segue que os itens 4 e 5 do Teorema também sao verdadeiros. Portanto, o centro é global.
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Os Teoremas e completam a descricao do conjunto P. Apresentamos na proposicao
abaixo a caracterizagao de um centro, na origem, isécrono trivial de periodo 27 do sistema (3.1)).

[{Pe)]

Omitimos os argumentos “r”e “(x,y) na definicio de um funcio em R e R?, respectivamente.

Proposicao 3.28. A origem € um centro isécrono trivial de periodo 2m do sistema (3.1)) se, e
somente se,
a? b 1 b?
B=- —e(C=— 3.3
277 ax+ 22 ° 2a* (33)
com a,b € R ea,b+#0.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que a origem seja um centro isécrono trivial de periodo 27 do
sistema (3.1]). Assim, existe f = (f1, fo) : R? — R?, onde

fi=pi+py+pye fo=aq+ q@y+ gy

com pi, P2, P3, 41, 42,43 € R[I‘], tal que

_ i+
.

‘Jf’ =leH
Temos que ‘J f‘ =1 é equivalente a

€1 2p3$CI3 - 2p393x

Y

)

=0
€2 2p2,q3 — 2p3q2, + P3,92 — P2q3, = 0,
€3t 2P1,q3 — 2p3qiy + P2,G2 — P2qe, =0
=1

€4 P1,492 — P2q1,

Primeiramente, assumamos g3 # 0. De e; segue que p3 = Ag3 para algum A € R. Se py = Ao,

obtemos de e3 e e4 que
2613(291;,; - )\Chw) =0e Q2(p1m - /\Q1x) =1,

respectivamente. Dai, p1, — Aqi, = 0 e isso ¢ um absurdo. Dessa forma, ps # Agz. Por ey temos

g3 = az(pa — A\q2)?

com 0 # az € R. Denotemos K = ps — Agz. Suponhamos p; = Aq;. Desse modo, de ez e ey segue,
respectivamente, que

@K, —¢p,K=0e —q¢ K =1.

Logo, existem r,s,v € R com r # 0 tais que

1
K=r, ¢g=——x+seq=nwu.
r
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Como H(0,0) =0e Hy| = 6azr?(v+ Ao+ 1)) = 0, temos
y=0
rA
5-0ev-—1+/\2.
Assim,
A= X r? _ art(1+ 2

2 - _ 2 L =
52 z°, B= a37"(1+)\)x+2<1+)\2)e 5

Agora, suponhamos que p; # Ag;. Denotemos M = p; — Ag;. Como

= 6as(q2 + Ap2)(p2 — )\Q2)2 =0,
y=0

obtemos que ga = —Aps e, consequentemente, ps # 0 pois
CL3(1 + /\2)2]?22 = (3 # 0.

Do fato de que H,, = poM = 0, temos M = 0. Dessa maneira, de e4 segue que existem r,s € R

y=0

com r # 0 tais que
1

oY

Temos, entao, s = 0, uma vez que H(0,0) = 0. Dai,

Py = eq=rx+Ss.

r2(1+ \?) az(1 + \?) 1 az(1+ \?)
pEN) s _ a0+ A7)
2 R SO 271

Assumamos, agora, g3 = 0. Dai, p3 # 0. Se ¢ = 0, entao de ez e e4 segue
—2p3qi, =0 e —pagi, =1,
respectivamente. Logo, g1, = 0 e isso gera um absurdo. Dessa forma, ¢, # 0. De ey segue que
p3 = Aq%

com 0 # XA € R. Como H,s

= 6Ap2qs = 0, obtemos que py = 0. Temos que
y=0

H

Yy =qq2 = 0.

y=0

Entao, ¢ = 0. Temos, por e4, que existe 0 £ r € R de tal forma que

1
G2 = —€p1 =TT,
T
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pois H(0,0) = 0. Desse modo,

r? A 1 A2
A=—22. B="go4+ -——e(C ="
Qx’ Tx+2T2e 2r4

Portanto, diante as trés possiveis formas dos polinomios A, B e C, temos que existem contantes

reais a, b # 0 tais que

a? b 1 b?
A_?ZB B_—ZL'+2—CL2€O 2&4
(<=) Consideremos os polinémios A, B e C como na hipétese. Seja f = (fi, f2) : R*? — R?
dada por
alx + by?
Ji= 22 Ty e fa=

Temos que ‘Jf‘ =1le

2 2
H:A+By2+0y4: fl ;f?

Portanto, pelo Teorema concluimos que (0,0) é um centro isécrono trivial de periodo 27 do

sistema ((3.1). O

Esta provado em [B, Teorema E] que todo centro isécrono de periodo 27 na origem de um
sistema Hamiltoniano associado a uma funcao H qualquer de grau 4 é trivial. Logo, a tnica classe
de centros isécronos de periodo 27 na origem de , com deg(H) = 4, é a dada na Proposigao
3.28] Notemos que, desse fato, o centro global dado no Exemplo nao ¢ isécrono.

Segue diretamente da Proposicao |3.28| o corolario abaixo.

Corolario 3.29. Se (0,0) € centro isdcrono de periodo 2w do sistema (3.1), com deg(H) > 5,

entdo (0,0) € nao trivial.

Observemos que o Corolario [3.29 nos mostra, em particular, que a classe de sistemas da forma
(3.1, com deg(H) = 6, é um ambiente adequado para procurar um centro isécrono na origem com
o intuito de dar uma resposta negativa a Pergunta|l.2l Por outro lado, acreditamos na veracidade

da seguinte proposicao:

Se (0,0) é um centro nao degenerado do sistema (3.1)), com deg(H) > 5, entdo (0,0)

nao € um centro 1socrono.



CAPITULO 4

Isocronicidade trivial versus Conjectura
Jacobiana

4.1 Aplicacoes polinomiais no plano com determinante Jacobi-
ano unitario

Em [I7, Teorema 2.3] é estabelecida uma conexao entre a trivialidade de um centro is6crono e
a injetividade da aplicagdo polinomial f escolhida, dada como no Teorema [I.1] Especificamente,
uma vez assumido que a origem de ¢ um centro isécrono trivial, a origem é um centro global
se, e somente, f ¢é injetora. Logo, estudar centros isécronos triviais se reduz, de certa forma, a

analisar aplicacoes polinomiais f : R? — R? com ’J f

= 1. Diante disso, nesta secao estudamos
mais a fundo aplicagoes desse tipo.

Com a finalidade de nos auxiliar no estudo que desenvolveremos, enunciamos abaixo o Principio
da Boa Ordem, um dos axiomas base para a construcao do conjunto dos niimeros naturais. Para

um maior entendimento, veja [I8, Apéndice A].

Principio da Boa Ordem. Todo conjunto nao vazio de numeros naturais tem um

elemento minimo.

Consideramos, também, dois lemas técnicos envolvendo polinomios homogéneos de duas varidveis.
Esses lemas, bem como o Principio da Boa Ordem, serao essenciais para a demonstracao dos re-

sultados deste capitulo.

Lema 4.1. Sejam p,q : R? — R polinémios homogéneos de grau m e n, respectivamente. Defina

: , m n
d = MDC(m,n) e considere os nimeros m' = — en’ = —. Se

d d

J(p, q)‘ = 0, entao existem

o7
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constantes nao nulas c,,c, € R e um polindmio homogéneo r : R*> — R de grau d de modo que
D= cprm' eq= cqr"'.
Demonstragao. Veja [1l, Proposicao 1]. ]

Lema 4.2. Sejam p,h : R? — R polinémios homogéneos de grau k e k — 1, respectivamente. Se
existe uma constante A € R tal que p, + A\p, = h, entao existe uma constante c € R tal que, para

todo (z,y) € R?, p(x,y) = q(x,y — A\x), com q : R*> — R dada por
q(z,y) = / h(s,y + As) ds + cy*.
0

Demonstracao. Veja [2, Lema 2.2]. O
Definicao 4.3. Seja n € N. Denotamos por H,, o conjunto
H, = {0} U {p € C*(R* R); p é um polindmio homogéneo de grau n}.
Dado [ € N, com | > 2, seja f = (f1, f2) : R* — R? uma aplicagao definida por
filzy) =z +pa(@,y) + ...+ oz, y) e fole,y) =y + @(z,y) + ...+ alz,y) (4.1)

com p;, q; € H; para cada ¢ € {2,3,...,l}. Suponhamos que ’Jf‘ = 1. Essa condicao é equivalente

ao polinomio
‘J(pa + . DL +---+C]l)‘ + P2y + -t i) + (@2 + - qry) (4.2)

ser identicamente nulo. Notemos que (4.2]) é um polinémio de grau menor ou igual a 2/ — 2. Para
M € {0,1,...,1 — 2}, denotemos por €;_ps e €, as partes homogéneas de graus [ — M e [+ M,
respectivamente, de (4.2]). Além disso, denotemos por e; a parte homogénea de grau um de ({4.2]).

Assim,
€1 = P2, T G2y

Consideremos os polindmios

(P2p + -+ P @2y + -+ a@ry) (4.3)

(P2y + - F P20 + -+ @) (4.4)
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Seja M € {1,2,...,1 —2}. As partes homogéneas de grau | — M dos polinomios (4.3)) e (4.4])

sao, respectivamente,

Z Diz4j, € Z Piyjg

itj—2=I—M itj—2=l—M
com 1,75 € {2,3,...,1}, respectivamente. Temos que
I—M I-M-1
r=—i+l—M+1
E Piz4j, = E Pigdi—M+2—iy = E Pi—M+1-r qr+1y
i+j—2=1—M i=2 r=1
4,5€{2,3,....1}
e
I-M I-M—1
. r=—i+l—-M+1
E Piydj, = E Piyqi—M+2—iy = E Pi—M+1-ryQr+1,-
itj—2=1—M i=2 r=1
1,7€{2,3,...,l}
Assim,
I-M—1
€M = (pszHfrquHy - pszHfryC]er) T PI-M41g T G-y
r=1
I-M—1
= ‘J(pl—M-‘rl—rv Gr+1)| + Pi-M+1y T Q=M1
r=1

Se l — M =2, entao

€y = ’J(pm Q)| +p3, + q3y-
Agora, se l — M > 2 el — M é par, entao
M M1
€l—M = Z ’J<pl7M+lfr> Gry1)| + Z ‘J(plfM+1fr7 Gry1)
r=1 T:l—M+1

2

+ ‘J(p#, QHMTH) ‘ + DM T G-mty,

Tomando a mudanca de variavel s =1 — M — r, obtemos que

I-—M I—M
LMy LMy

€M = Z ‘J(pl—M—H—r;qr—H) + Z ‘J(ps+1,Ql—M+1—s)

r=1 s=1

+ ‘J<p#, QWTH) ’ T DI-M+1, T A-Mt1y
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e, consequentemente,

=M _q

2

en = Z ()J(pl—M-i-l—ra q7"+1)‘ + ’J<pr+17 Q—M+1-r)

r=1

)

+ ‘J(meH, CI#> ) T DM+ T QM1

Se [ — M é impar, entao

I-M-1

+ Z ‘J<plfM+lfr7 Gr1)| + Di—Mt1, T Q-nrt1y

(plfM+1fr7 Qr+1)

Q
<
\
M-
=

= I—M-—1

r=1 r=—5—+1

I—M—-1 I—M—-1

. 2 2
s=l—M-—r
= E “](pl—M-H—r; Qr+1)‘ + E ‘J(ps-l-la ql—M+1—S> + Di—my1, t+ QI—M+1y

r=1 s=1

I—M—-1

) T DI-M+1g T A—M+14-

+ ‘J(pr+1a ql—M—i-l—'r)

2
= Z (’ J(pz—M+1—m Qr+1)
r=1

Analogamente, seja M € {0,1,...,1 — 2}. Desse modo, as partes homogéneas de grau [ + M
de (4.3) e (4.4) sao dadas, respectivamente, por

Z pimqjy € Z Piy4j,

i+j—2=1+M itj—2=1+M
com i,j € {2,3,...,1}, respectivamente. Logo,
l I-M-1
r=i—M-1
E Dix45, = E PizQi+M+2—iy = ProdM+1,9141-ry
itj—2=I+M i=M+2 r=1
1,5€{2,3,..,1}
e
l I-M-1
E Piyqj, = E PiyQi+-M+2—iy = Pra-M+1y Q1417 -
i+j—2=1+M i=M+2 r=1

i,j€{2,3,...,1}
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Dessa forma,

I-M—-1 -M-1
Cl+yMm — E (pr—l-M—i-lgcQH-l—ry _pr—i-M—i-lyQI—‘rl—rx) = E ’J(pr—i-M—f—h‘JH—l—r) .
r=1 r=1

Paral + M = 2] — 2 temos

€g1—2 = ‘J(pz,cﬂ)‘-

Se [ + M é par, com [ + M < 2l — 2, entao

=My o
el = Z ’J(pT—FM—i-h(JH-l—T) + Z ’J(pr+M+17q1+1—'r) —l—‘J(pM%,qM%)‘
- =t
e 22 e
s=l_M-r ‘J(PT+M+1,CJI+14~) + Z ‘J(pl+1fsaq<s+M+l) +‘J<pl+MT+2,qW>‘
r=1 o—
- Z—QI\J 1
= (‘J(pr+M+1>QZ+1—r) + ‘J(pl-i-l—raQT—f—M-‘rl)D + “]<p%7ql+l‘/fT+2> ‘
r=1

=il I—M—1
el+M = E ‘J(pr+M+1,Ql+1—r) + E J(Drs 415 Qs1—r)

r=1 7‘2171\2/[71 +1
I—M—1 =M1

! 2 2

S=l— —-Tr

= E ‘J(PHMH,CHH#) + E ‘J(CJHks,szrMH)

r=1 s=1

).

+ ‘J(pz+1—r, Qr+M+1)

2
= Z (‘J(prJrMH» ql—i—l—r)
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Portanto, Jf‘ = 1 se, e somente se,
(€1 =D, + g2y
€y = ‘J(pm Q2)) + D3yt Gsy (4.5)
CEE ‘J(ply%)‘
e, para M € {0,1,...,1 — 3},
> <‘J(pl—M+1—raQ7"+l)’ + ‘J(pr—i-laQZ—M-&-l—r) )
r=1 ) [ —M par
+ ‘J (pil—fgﬁ ) qil—ﬂg+2> ’ T Di-M+1, T QM1
€l-M = (4.6)
I—M-1
2
Z <‘J(pl—M+l—T7QT+1) + ‘J(pr—i-laQZ—M-&-l—r) )’ | — M fmpar
il /S VS P [ VAR
e
Z <‘J<pr+M+17QZ+1—r) + )J<pl+1—r7Q7'+M+1) >
r=1 ’ l+ M par
et = + ’J (pz+1\2/1+2 , Ql+1»24+2> ‘ (4.7)

X

—1

Mm

(’ J<pr+M+1a CIz+1—r) + ‘J(pz“—m QT+M+1)

1

\ T

), [+ M impar

sao polinémios homogéneos identicamente nulos. Notemos que se p; # 0, do Lema segue que

eg—o = 0 se, e somente se, existe um tnico A € R tal que ¢, = Ap;. Diante disso, se p; # 0,
concluimos que ‘Jf‘ = 1 se, e somente se, para M € {0,1,...,1—3}, os polinémios em (4.5)), (4.6

e (4.7) sao identicamente nulos e ¢, = A\p; para algum A € R.
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Observacao 4.4. Sejam A € R, 1 € N, com ! > 3,es € {3,4,...,1}. Consideremos uma aplicagao

f definida como em (4.1]), juntamente com os polinémios em (4.5, (4.6]) e (4.7). Assumamos que
i #£ 0, gs_1 # A\ps_1 €, para todo s < i <[, ¢; = Ap;. Observemos que

I+ (s—3)par = s#les<

I—(s—3) s<r+4+(s—3)+1<1
2<r< VTV g
2 s<l+1—r<I

I—(s—3)—1 s<r+(s—=3)+1<1I
—_— .
s<[+1—-r<l|

Assim, por ,

€l+(s—3) — ‘J(Pl,qs—l - Aps—l)‘-
Além disso, para cada M € {s —2,s — 1,...,1 — 2}, segue que

s<r+M+1<1

f<r<t=M L )s<iv1-r <
- = 2 Vi

I— M —1 s<r+M+1<1
l<r<—— " — .

2 s<l+1-r<l

Novamente de (4.7) obtemos que e,y = 0. Logo, podemos desconsiderar todos os polinomios

eren, com M € {s—2s—1,...,1 — 2}, ja que sdo expressoes polinomiais essencialmente nulas.

Adicionalmente, assumamos que ‘Jf) =1eMDC(l,s — 1) = 1. Como ey} (s—3 = 0 segue, do
Lema que existem constantes ¢, 1, ¢, a,b € R, com c_1¢(a® + b*) # 0, tais que

Y(z,y) € R?, pi(z,y) = clax +by)' e go_1(z,y) = Aps_1(z,y) + cs_1(ax + by)* ™,

Seja T : R? — R? o isomorfismo definido por T(z,y) = (bx — ay,ax + by). Para todo

i€{2,3,...,1}, tomemos os polindmios homogéneos P, e g, tais que p;, o T =p; e g, 0 T = g;.
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Por questao de notagao, no que segue
i#1 pi=peq =g
Vie{l,2,...,1},
€; ‘=¢€;0 T-!
Desse modo,
0 = e1 = bpa, + bga,, + apa, — aga, 48)
, 4.8
0=ey = (a2 + 62) J(pg, QQ)’ + bpgw + bQ3y + aps, — aqs,
para cada M € {1,2,...,1 — 3},
( =M 4
@+8) > ([T @] + [T acari)|)
r=1 , | — M par
+ (a® + b7 ‘J (pil—fgﬁ ; qil—lg+2> ‘ + bpi-m+1, + 0@i-m41,,
0= e = +api—m41, — QM+, (4.9)
171\2171
((12 + b2) Z ("](pl—M-i-l—T) QT+1) + ‘J(p'r’—‘rl) QZ—M+1—T) )7 I— M fmpar

C+H0Di-n1, + bQ-my, + api-p1, — QG- M,

e, para cada M € {0,1,...,s — 4},

0=epm=

( =M _ 4
2
(CL2 + 52) ; (‘J(pHMﬂ,Qlﬂw) + ‘J(pukmqrﬂwﬂ) )7 |+ M par
+ (CL2 + b2) J<p1+1v21+2 , qz+1v21+2> ’

(4.10)

l

(a® + b%)

=

1—1

]+

<’ ‘](pr+M+17 QI+1—r)

+ ‘J(pl—i-l—ra QreM+1)

), [ + M impar

\ r=1

com ¢; = \p; para cada i € {s,s+1,...,l} e, para todo (z,y) € R?

i, y) = ay' e g1(z,y) = Aps—1(x,y) + cs1y° "
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)

Daqui em diante, em algumas ocasides, omitiremos o argumento “(z,y)” em expressoes poli-

nomiais.

Teorema 4.5. Considere uma aplicagio f = (fi1, fo) : R? — R? definida como em (4.1)), com
Il >5. Suponha que p; #0 e ‘Jf

= 1. Seja A € R o numero tal que q = Ap;. Entao,

a) Se MDC(l,3) =1 e, para todo i € {4,5,...,1 — 1}, ¢; = Ap;, entdo q3 = Aps.

b) Se MDC(l,2) =1 e, para todo i € {3,4,...,1 — 1}, ¢; = \p;, entdo qa = Aps.

Demonstragao. a) Assumamos que MDC((,3) = 1 e que, para todo i € {4,5,...,1 — 1}, ¢; = Ap;.
Notemos que se [ é par, entdao [ > 8. Suponhamos, por absurdo, que g3 # Aps. Diante da

Observacao [£.4] consideremos s = 4 em (4.8), ([£.9) e ([£.10). Denotemos por K o polinémio
g2 — Ap2. Logo, para todo M € {2,3,...,1— 3},

€2 = 3besy® + (b — al)ps, + (a+ Ab)ps, + (a® + bQ)‘J(pg, K)|, (4.11)
er-nr = 3c3(a® + V)prni—1,y° + (b — aN)pi—ari1, + (@ + APty
4.12
+ (@ + )| T (proas, K| 412
e11 = 3cs(a® + D)pr_a,y? + la(a + Ay + (a® + 192)(J(pl,1, K)) (4.13)
e
er = (a* +b?) (363pl,1$y2 — lcleyl’l). (4.14)

De (4.14) segue que
P = a Ky = + Fy' ™

com 0 # a; € R e Fy € Hy. Substituindo p;—; em (4.13) obtemos que, para todo y > 0,
Pra = as K%y~ 4+ Foy' ™!

com 0 # ay € R e Fy € Hy. Consideremos os numeros ¢, € N tais que [ =3g+7re 0 < r < 3.
Notemos que r € {1,2} pois MDC(I,3) = 1. Observemos que

nef{l,2,...¢q+1} =n-1€{0,1,...,1 —3}.
Seja P(n) a sentenca aberta sobre {1,2,...q+ 1} dada por

P(n) : Vy > 07 Pl—n = anKnyl_?’n + F2n_2yl—(3n—2)
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com 0 # a, € Re Fy, 9 € Hayo. Temos que P(1) e P(2) sao verdadeiras. Se [ = 5, entdao P(n) é
verdadeira para cadan € {1,2,...q+1} = {1,2}. Paral > 7, suponhamos que P(1)A...AP(n—1)
seja verdadeira para um dado n € {3,4,...,¢+ 1}. Logo, para todo y > 0,

Pi—(n—2) = an_2Kn—2yl—3n+6 4 F2n—6yl_3n+8

Pio(n-1) = Q1 K"y T30 g By gyt
com 0 # ap_2,an-1 € R, Fh,_6 € Hopn—g € Fon_s € Hapy. De (4.12)) segue que, para todo y > 0,
1oty = 365(0% + B)pronsy? — anr (= 3+ 3)(a + W) Ky 4 Ty _gontd
com Fy, 3 € Ha, 3. Logo, para todo y > 0,
Pin = an K"y 73" + Fyy oy~ 72)
COo1

an,l(l —3n+ 3)

eR
3ncs

0+#a, =

e s, o € Hopo. Assim, P(n) é verdadeira. Suponhamos, por contradi¢ao, que exista um elemento

n€{1,2,...,q+ 1} tal que P(n) é uma proposicao falsa. Consideremos o conjunto
S={ne{l,2,...,q+ 1}; P(n) é uma proposigao falsa}.

Como S # 0, segue do Principio da Boa Ordem que S tem um menor elemento nyg. Uma vez que
P(1) e P(2) sdo verdadeiras, temos 1,2 ¢ S. Consequentemente, ng > 3. Logo, ng — 1 ¢ S e
P()A... NP(ng — 1) é verdadeira. Dessa forma, P(ng) é verdadeira e, entao, s ¢ S. Absurdo.
Assim, P(n) é verdadeira para todo n € {1,2,...,q+ 1}.

De P(q+ 1) e da analiticidade dos polinomios homogéneos temos que
Y D= (g+1) = g KT+ Fogy®.

Assim, K = yK; com K; € H;.
Nos passos seguintes, usamos algumas notagoes iguais as dadas anteriormente a constantes e
polinomios. No entanto, as notagoes semelhantes nao necessariamente indicam que as constan-

tes/polinomios associados s@o iguais.
Reescrevendo (4.12), (4.13) e (4.14) obtemos que, para cada M € {2,3,...,l — 3},

ern = 3(a® + V%) esprp 1,9 + (b= aN)pionria, + (@ + AD)pi-nria,
+ (0 4+ 0°)|J (pr—ar, K1) |y + (a® + b )proar, K1,
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e-1 = 3(a* + b2)03pl_2xy2 +la(a+ )\b)yl_l + (a® + b2)‘J(pl_1, Ky)ly

+ (a* + 52)1717195}(1
e = (a* +b?) <3c3pl,1xy2 — lclleyl)
Da expressao de ¢; temos que
P = a Ky 7+ Foy' !
com 0 # a; € R e Fy € Hy. Substituindo p;_; na expressao de e;_; obtemos que
P2 = ax K7y ™ + Fuy' ™

com 0 # as € R e F} € Hy. Tomemos os nimeros ¢,7 € N tais que [ =2+ 7 e 0 <7 < 2. Como
[ >5,q > 2. Notemos que

ne{l,2,...q+1} =n-1€{0,...,1—3}.
Seja P1(n) a sentenga aberta sobre {1,2,...g+ 1} definida por
Pi(n): Yy >0, pi_p = an KMy 2" + F,_yyt= 1)

com 0 # a, € Re F, 1 € H,_1. Temos que Pi(1) e P1(2) sao verdadeiras. Suponhamos que
Pi(1) A... APi(n —1) seja verdadeira para um dado n € {3,4,...G+ 1}. Logo, para todo y > 0,

Di—(n—-2) = an_QKIL—le—Qn—HL + Fn_3yl—2n+5

Pin-1) = @n1 K777 4 By 20
com 0 # a,9,a,1 ER, Fj, 3 € H, 3 e F,» € H, . Assim, para todo y > 0,
e (n-1) = 3(a® + V) esprnyy? — an_1(a® +0*) (1 — 3n + 3) K K1yl 7212 L, oyl 2043
com F,_o € H,_s. Logo, para todo y > 0,
Pien = an K7y ™2 4 By~
Ccom

an,l(l —3n+ 3)

€eR
3ncs

0+#a, =
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e F,,_1 € Hp_1. Isto é, Py(n) é verdadeira. Pelo Principio da Boa Ordem, P;(n) é verdadeira para

todon € {1,2,...,g+ 1}. De P1(q+ 1) obtemos que
y2_?pz—(q+1) = aq+1K16+1 + Fqy.

Entao, concluimos que K = yK; = vy? para algum v € R.
Reescrevendo, novamente, (4.12), (4.13) e (4.14) temos, para cada M € {2,3,...,1 — 3}, que

e = 3(a® + b)) espr_pi—1,5° + (0 — a)pi_nit1, + (a4 A0)pi_nri1, + 20(a® + ) pi_nr,y,

el_1 = 3(a2 + b2)03pl_2$y2 +la(a+ /\b)yl_1 + 2v(a2 + b2)pl_1xy

e = 3(0L2 + 62)03pl_1zy2.

Da expressao de ¢; segue que p;_1, = 0 e, posteriormente, da expressao de e;_; obtemos que
pi—a = ai_o(a + Ab)zy' =3 4 Foy' ™2

com 0 # a;_5 € R e Fy € Hy. Substituindo p;_o na expressao de e;_5 segue que

prs = Quy'™*
com (1 € Hi. Observemos que
, [—3
[ {mpar e n € 1,2,...T —2n—1,2n€e{1,2,...,01 -3}
e
-4
Iparen € 1,2,...T = 2n-—1,2n€{1,2,...,1—3}.

Seja A o conjunto definido por

{1,2,...Z_TS}, [ impar

l—4
{1,2,...7}, [ par

Consideremos a sentenga aberta Py(n) sobre A dada por

Pl—on = G—on(a + )\b)”x”yl—?’” FF, gy
Pa(n) : Yy >0, {

Pl—2on—1 = Qnyl_(3n+1)
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com 0 # aj_9, € R, F,_1 € Hyoy € Qp € Hyy. Temos que Po(1) é verdadeira. Se [ = 5, entao Py(n)
é verdadeira para cadan € A = {1, 2,... 1’73} = {1}. Para [ > 7, suponhamos que Pz(n — 1) seja
verdadeira para um dado n € A\{1}. Logo, para todo y > 0,

Di—a(n-1) = al—2n+2(a+ )\b)n_lxn_lyZ_Sn—H)’ + Fn_zyl—3n+4

Di—2(n—-1)—-1 = Quory ™"

com 0 # aj_oni2 €ER, Fy_o € Hyo € Q1 € Hy—1. Temos, para todo y > 0, que
e1—(an-1) = 3(a* + b*)c3pr-on,¥* + @r—onsa(l — 3n + 3)(a + Ab)"a" 1y P2 4 |, oyt
com F,_o € H,_o. Dai, para todo y > 0,
Plean = Qi_gn(a + Ab)"a"y! =" 4+ F,_ gy =Gn=D

com
_&1_2n+2(l —3n+ 3)

3n(a? + b?)cs
e F,_1 € H,_1. Diante disso, para todo y > 0,

Aj—2n = 7é 0
€1—an = 3(a® + b*)esproon—1,y° + @1y’ "
com @, ; € H,_1. Dessa forma, para todo y > 0,

Pl—2n—-1 = Qnyli(SnJrl)

com @, € H,. Logo, pelo Principio da Boa Ordem, Py(n) é verdadeira para todo n € A. De

(411) segue que
e = 3besy® + (b — a)ps, + (a + Ab)ps,, + 2(a® + b*)vpa,y.

Primeiramente, suponhamos que [ seja impar. Nesse caso, temos que

| —3 pgzag(a+)\b)
Po (T) s Yy > 0,

-3
2

=3 9-1 11
r2y? —{-Fl_75y2
2

com0#a3 €ER, Fis € His e Qi-3 € Hi—s. Assim, se [ > 11, entao
2 2 2

2
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Dai, a+Xb=0. Sel=5o0oul =7, entao

ps = az(a + \b)zy” + Foy® ps = az(a+ \b)*xy + Fiy°
ou
P2 = Q2

respectivamente. Desse modo, da expressao de es, segue que a + Ab = 0 em ambos os casos.

Y

P2 = Q1y

Agora, suponhamos que [ seja par. Logo,

-4 1—-4 12-1 14—1
2 2

[—4 p4=a4(a+/\b) r2y 2 +Fiey 2
732( ): Yy > 0, 2

2

comO0#as €ER, Fie € His e Qisa € Hia. De forma andloga a feita na primeira parte do passo
2 2 2

2
de inducao relacionado a proposicao Pz(n), segue da expressao de ez que

e, consequentemente, a + Ab = 0.

Até o momento sabemos que K = vy?, para algum v € R, e a + \b = 0. Assim, para cada
M e{2,3,...,1 -3},

ey = 3bcsy® + b(1 + A*)ps, + 2b%(1 4+ AH)ups,y,

ernr = 30° (L 4+ N)esproni—1,9° + b(1 + N)pi-ars1, + 200 (1 + A)pi_ar, v,

er-1 = 3b%(1 4+ M) espr_o,y? + 200% (1 + A)pr_1,y

e = 30* (1 + N)espr_1,y°.

Como a+Xo = 0ea®>+0b> #0,b#0. Da expressao de ¢; e, posteriormente, da expressao
de €1 segue que p_1, = 0 e p_o, = 0, respectivamente. Seja Ps3(n) a sentenga aberta sobre
{1,2,...1 — 2} definida por

P3(n) : pr_n, = 0.

Temos que P3(1) e P3(2) sao verdadeiras. Suponhamos que P3(1) A...APs(n—1) seja verdadeira
para um dado n € {3,4,...,l —2}. Logo,

ei—(n-1) = 3b° (1L + N*)c3prn,y°
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e, entdo, p;_n, = 0. Assim, P3(n) é verdadeira. Pelo Principio da Boa Ordem segue que, para todo
n € {1,2,...1 =2}, Ps(n) é verdadeira. Dessa maneira, da expressao de ey obtemos que bcg = 0.

Absurdo.
Portanto, g3 = Aps.

b) Assumamos que [ seja fmpar e que ¢; = Ap; para todo i € {3,4,...,l — 1}. Suponhamos,
por absurdo, que g2 # Apy. Levando em consideracao a Observagao [4.4] tomemos s = 3 em ({4.§]),

(4.9) e (4.10). Entao, para cada M € {2,3,...,1 — 2},
er = 2bcay + (b — aA)pz, + (a + Ab)pa,,

e—M = 2(a2 + b2)C2pl—Mx?/ + (b —aN)p—ms1, + (a+ )\b)pl—M—Hy

er1 = 2(a® + b eapr_1,y + ley(a + Ab)y' L.

Da expressao de e;_; segue que
pio1 = a1 (a + Ab)ay' ™ + Foy' ™!
com 0 # a;_1 € R e Fy € Hy. Substituindo p;_; na expressao de e;_5, obtemos que
P = ai_s(a + A\b)2xy' ™ + Fry' =3
com 0 # a5 € Re Fy; € Hy. Seja P(n) a sentenca aberta sobre {1,2,...,l — 2} definida por
P(n): Yy >0, pi_p = aj_n(a + \b)"x"y 2" + F,_yl=@D

com 0 # a_p, € Re F, 1 € H,_1. Temos P(1) e P(2) verdadeiras. Suponhamos que, para um
dadon € {3,4,...,1 — 2}, P(n — 1) seja verdadeira. Assim, para todo y > 0,

Pi—(n—-1) = alfnJrl(a + )\b)nilxnflylfszrQ + Fn72y172n+3

com 0 # a;_,i1 € Re F, 5 € H, 5. Dessa forma, para todo y > 0,

e1n = 2(a® + 0°)coprnyy + arpya (I — 20+ 2)(a + Ab) a1y =20
i y1—2n+2{(a + \b) [Fn_gyy +({—2n+ 3)Fn_2]

+(b—a)) [al,m(n ~ 1)@+ AL Fn,%y} }
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Logo, para todo y > 0,
Din = alfn(a‘i‘ )\b)nxnyl72n + Fnilylf(2n71)

com
_al_n+1(l —2n + 2)

2(a? 4 b%)ncy
e F,_1 € H,1. Ouseja, P(n) é verdadeira. Logo, pelo Principio da Boa Ordem, P(n) é verdadeira
para todo n € {1,2,...,1 —2}. De P(l — 2) obtemos que

Ap—p =

£0

Y 'pa = as(a + Ab) 22 + By,
Dai, a + A\b = 0. Reescrevendo (4.8)), (4.9)) e (4.10) obtemos que, para todo M € {2,3,...,1 — 2},
€1 = 25029 + b(l + )\2)p2xa

eron = 26 (1 + AN copr_ s,y + b(1+ A pr_ars1,

€l—1 = 2b2<1 + )\2)C2pl_1xy.

Observemos que b # 0, pois 0 # a® + b* = b*(1 + A?). Consideremos a sentenca aberta P;(n) sobre
{1,2,...,1 — 2} definida por

Pi(n) : prn, = 0.
Da expressao de ;1 segue que Pi(1) é verdadeira. Suponhamos que P;(n — 1) seja verdadeira

para algum n € {2,3,...,l — 2}. Logo,
e1on = 20* (1 + X)) capr—npy + b(1 + N pi—ps1, = 20°(1 4 X)) caprion,y-

Assim, p;_,, = 0, isto ¢, Pi(n) é verdadeira. Pelo Principio da Boa Ordem temos que, para todo
ne€{l,2,...,1—2}, Py(n) é verdadeira. Entao, pela expressao de ey, bcg = 0 . Absurdo.
Portanto, g = Aps. O

Corolario 4.6. Sejam [ > 5 um nimero natural e f = (f1, f2) : R*> — R? uma aplicacao definida
como em (4.1). Assuma que p, # 0, Jf‘ =1le

MDC(1,3) = MDC({,2) = 1.

Tome o nimero A € R tal que g = Ap;. Se ¢; = Ap; para cada i € {4,5,...,1 — 1}, entdo existem
constantes Cy,Cs,...,Cr € R, com C; # 0, e um isomorfismo T : R? — R? de determinante um

de modo que
l

floT::B—I—ZC,-yi e fooT =y+AfioT).

=2
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Demonstra¢ao. Do Teorema (4.5)) segue que, para todo i € {2,3,...,l}, ¢ = Ap;. Assim, das
expressoes (4.5)), (4.6) e (4.7) obtemos que, para todo ¢ € {2,3,...,1}

Logo, pelo Lema (4.2)), temos que, para cada i € {2,3,...,1}, existe C; € R tal que

Seja T : R? — R? o isomorfismo dado por T'(z,y) = (z,y + A\x).

Portanto,
l
fioT =a+ Coy® + Csy® + ...+ Oy ::L’—l—ZC'Z-yZ
=2
e
froT=y+A(z+Coy? + Cog* + ...+ Ciy') =y + A(fi o T),
com C) # 0, pois p; # 0. H

A fim de completar o item b) do Teorema com o caso MDC((,2) = 2, apresentamos as

formas normais de polinomios homogéneos de graus 2 e 3, dadas nos dois lemas abaixo.

Lema 4.7. Considere um polinémio homogéneo p : R> — R de grau dois. A menos de isomor-

fismo de determinante um, p tem somente uma das sequintes formas:
(1) pra? (2) Bawy (3) Bs(2® +4°)
com 1, B2, B3 € R constantes nao nulas.
Demonstragao. Veja [16, Capitulo 1]. ]

Lema 4.8. Seja p : R? — R um polinémio homogéneo de grau trés. A menos de isomorfismo de

determinante um, p tem somente uma das sequintes formas:

(1) pra? (3) Bar’y

(2) Bzx(2? —y?) (4) Baz(2® +y?)
com [y, Ba, B3, B4 € R constantes nao nulas.

Demonstragao. Veja [16, Capitulo 2]. ]
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Observacao 4.9. Consideremos [,s € N, com MDC(l,s — 1) = d € {2,3}, e uma aplicacao f

dados como na Observacao [4.4] bem como os polinémios em (4.5), (4.6) e (4.7), e as hipdteses
impostas sobre f na observacao em questao. Ressaltemos que da Observacao temos

=0

€l+(s—3) - ’J(ph ds—1 — >\ps—1)

e que podemos desconsiderar cada polinémio ey, com M € {s —2,s—1,...,1 — 2} (polinémios
essencialmente nulos). Assim, pelo Lema , existem constantes ¢;_1,¢ € R, com ¢,_1¢; # 0, e

um polindémio homogéneo 7 : R? — R de grau d tais que

s—1

V(QT,y) € RQv pl(xay) = ElF(xay)é € QS—l(xay) = Aps—l(xay) +ES_1F(ZE,?/) 4.

Dos Lemas e segue que existe um isomorfismo T} : R? — R? onde 7, ' ¢é dada por
Tl_l('r7 y) = (kfll' + ]{7297 ka + k4y)7

com ki, ko, k3, ks € R e kiky — koks = 1, de modo que 7 o 77 é igual a somente uma formas
apresentadas nos lemas citados.
Para cada i € {2,3,...,1}, consideremos os polindmios homogéneos p, e g; tais que p,oT; ' = p;
e G; o Ty ' = ¢;. Para simplificar a notacdo,
i#1l, pp=peq =g

Vie{l,2,...,1},
€; ::eioTl

Logo,
0 = e1 = kipa, + kspay + k2qz, + kaga,
, (4.15)
0=e = ‘J(an 92)‘ + k1p3, + kaps, + kags, + Kags,
para todo M € {1,2,...,l — 3},

(=M

2

Z (‘J<pl7M+lfr7QT+l) + )J<pr+1aQZfM+1fr))
=t , | — M par
+ ‘J (pHWTH, CJHWTH) ‘ + kipi-mrv1, + kspiongy,

+ Koqi—ni+1, + Kadi—ni1, (4.16)

I-—M—-1
2

+ ’J<pr+17QZ—M+1—r) ) l— M l/mpar

(’ J<plfM+1fr> CIr+1)

r=1

CKDi— M1, T ]f3psz+1y + koqi—p41, + If4szM+1y
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e, para todo M € {0,1,...,s — 4},

Z (‘J(pT+M+17QI+1—T) + “](pl-‘rl—m%—i-M—i-l) )
r= , L+ M par
I—M—-1
2
Z (’J(pr+M+17QZ+1—r> + ’J(pl+1_T,qT+M+1) ), [ + M impar
\ r=1

onde ¢; = \p; para cada i € {s,s+ 1,...,l} e, para todo (z,y) € R?,

s—1

l
pl(l',y) = Cﬂ”(l‘,y)g € QSfl(xﬂg) = )\ps,1($, y) + CS,1T($,y) d

com ¢, cs_1 € R nao nulos e, ou r € {x2, zy, 2*> + y?} ou r € {x®, x(2? — y?), 2%y, x(2® + y?)}.

Teorema 4.10. Seja f = (f1, f2) : R* — R? uma aplicagio dada como em (4.1]), com 1 > 4 par.
Suponha que p; # 0 e ‘Jf’ = 1. Seja A € R o nimero tal que g = A\p;. Suponha que ga # A\ps €
que, para todo i € {3,4,...,1—1}, ¢; = A\p;. Entao, a menos de isomorfismo de determinante um,

G2 — A\pa tem a forma Bix?, com 31 # 0.

Demonstracao. Levando em consideracao o Lema |4.7, suponhamos, por absurdo, que a menos de

isomorfismo de determinante um, g, — Apy ou é da forma fozy ou é da forma (3(2? + y?), com

Ba, B3 # 0. Diante da Observagao com s = 3, consideremos as equacgoes dadas em (4.15]) (4.16)

com r = xy our = x>+ y%. Denotemos s = ki + \ky e w = ks + \ky.

Primeiramente, consideremos r = zy. Logo, para M € {2,3,...,1 — 2},
€1 = Coku + Cokoy + spa, + wpa,, (4.18)
el-M = CoPI-M T — CoPi-MyY + SPi-M+1, + WPI-M+1y (4.19)
e
i1 Lo
€11 = CoPr1,T — Capr-1,Y + 50;5:52 Yy + §clwx2y2 L (4.20)

De (4.20) segue que

onde
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com Kj € R. Seja P(n) a sentenga aberta sobre {1,2,... é} dada por
P(n):prn = Z af" iy
onde ag-n) €R,
n—1 i
n impar
. 5 p
UO —
n
—, n par
5 P
¢ (n) (n)
s N €40,1,...,v5" )
(n) _
a%—n—i—N o
(1w KN € (ol + 1,08 + 2, n}
Temos P(1) verdadeira. Suponhamos que para um dadon € {1,2, ..., 5 —1}, P(n) seja verdadeira.
Para simplificar a notagao, escrevamos ag-”) = aj, K](\T,l) =Kye v[(,") = 9.

Mostremos que P(n + 1) é verdadeira. Temos que

l—n—1

TL+1 l n—1—
—(n+1) — § a -

onde, para todo j € {0,1,...,1 —n — 1}, agnﬂ) € R. Assim,

l
1

j=5-n
l Lol _p1
+’LU<— — n>aix2y2
2 2
e
l—m—1
C2Pl—(n+1), ¥ — C2PI—(n+1),Y = Z czagnﬂ)[ —(l=n-1)x yl—n—l—y_
=0
Como

Cl—(n+1) = C2PI—(n+1), T = C2Pi—(n+1),Y + SPi-ny + WPI-—ny, =0

obtemos que

, z Lo s
vie{ot...g-n—2pu{s+1s+2.i-m+ D} oY =0
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Além disso,

i) s(l — 2n)a%_n (nt1) _w(l - 2n)a%
41 = Y =T o (4.21)
7= (D) 2¢o(n + 1) 3 2co(n + 1)
e,paracadaj e {t—ni—n+1... L1}
cza§n+1)[(l —n—1)—=2j] =s( + 1aj1 +w(l —n—j)a,. (4.22)

l
Seja N € {1,2,...,n}. Tomemos j = 5 (n+ 1)+ N em (4.22)). Definamos

1)—1
UO:%, n + 1 impar
mo =
1
vo—l—lzn—; , n+ 1 par

Observemos que, de (4.21)) e da hipdtese, segue que

(n+1) o Sn+1K(gn+1)

= co
@1t o 2y(n+1) "
- , n—1
Suponhamos N € {1,2,...,mg}. Se mg =vg+ 1 e N =mg, entdo n é impar e vy = . Logo,
a; = a%—n-ﬁ-vo = SKUO’ Aj+1 = a’%—n-l—(vo-I—l) = _wKUO

l-n—j=j+le(l—-n—1)—2j=n+1—2N =0.

Desse modo, os dois lados da igualdade dada em (4.22]) sao essencialmente nulos e, consequente-

+1 , o .
mente, a(l” ) é uma constante arbitraria. Assim, podemos escrever
5—(n+1)+mo
(n+1) _ o—2mo+(n+1) - (n+1) (n+1) __ _(n+1)
S—(n+1)+mo Koy, com Ko™ = L (1) +mo”

Temos que para ou mgy = vy ou, mg = vy + 1 e N # my,

o _ _—2N+n+2
aj =0aL_py(N-1) = S Ky

_ _ _—2N+n
Ajy1 =L N =S Ky.

Logo, de (4.22) obtemos que

SNk o) et _ U+ DEv +swll —n = Ry (4.23)

a,('n-i-l) _
e[l —n—1) — 2j]

J

S
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Agora, de (4.21)) segue, também, que

ntl) (_1)n+1wn+lKén+1)'

~ ; n ,
Notemos que se my =vg e N =mg+ 1, entao n é par e vy = —. Dali,
2

— — _ n, 2(mo+1)—n—2
aj = Al _pimg = Ky = (=1)"w K_(mo+1)4n+1-

Assumamos N € {mg+ 1,mg+2,...,n}. Logo,

_ _ n, 2N-n—2
aj = al_py(N-1) = (=1)"w K_Nint1

Aj+1 = Al _pyN = (—1)"w* 'Ky
Observemos que 2j — (I —n — 1) =2N —n — 1 # 0. Dessa forma, por (4.22)),

sw(j + 1)K nyn+ (I =n—j)K Nyny1
22— (I—n—1)] '

a§n+1) _ (_1)n+1w2N—(n+1)f(N7 com f(N _

Por outro lado,

I1<-N+4+(n+1)<mg

e, se mg=1vy+ 1, =N + (n+ 1) # my. Assim, por (4.23)) (lembrando que j depende de N e, em
seguida, substituindo N por —N + (n + 1)),

> _ 1-(n+l)

Ky = K—N+(n+1)'

Denotemos mgy = v(()nﬂ). Dai, P(n + 1) é verdadeira. Desse modo, pelo Principio da Boa Ordem,

P(n) é verdadeira para todo n € {1,2,...,1}.

Consideremos, agora, a sentenga aberta P;(n) sobre {1,2, ... Z_T‘l + 1} definida por

Lo(n-1)

n AT
Pl(n): p%—(n—l) = Z a; )gjjyz (1) ]a

=0
onde ag-n) €R,
l—2n I
1 n’ 5—(71—1) fmpar
o =
l—2n+2 1

(- 1) par
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1—2n42—4j
2

s KM, je {01, 0"

—l+2n—2+45 n . n n l
(—1)8- Dy 2 ) e {v(() S 1,0 a2 5~ (- 1)}
2

Embora algumas constantes na defini¢ao de P;(n) tenham sido denotadas da mesma forma que
na definigdo de P(n), nao significa que elas sejam iguais.

Temos que P;(1) é verdadeira, pois

Suponhamos que P;(n) seja verdadeira para um dado n € {1, 2,..., Z_T‘l} Denotemos a;") = aj,

K J(n) =Kje U(()n) = vg. Mostremos que P;(n + 1) é verdadeira. Escrevamos

+1)

onde ag." € R para cada j € {O, 1,..., % - n} Dessa forma,

. l . Sl
SPL_(n-1), + wpé_(n_l)y = [S(j + 1Daj1 + w(§ —n+1-— j>aj] N TR

n ] l o
c2p%_n$x — C2pé_nyy = ZCQCLE- +1) |:2j — (5 — n)]xjyé n—j

Cltn) = CPLon T Py Y F Py, UPL oy, = O

Logo, para todo j € {O, 1,..., % — n},

62a§n+1) [(% - n) — 2]} =s(j+1)aj + w(é —n+1- j)aj. (4.24)

Consideremos o nimero m; € R dado por

[—2(n+1) 1

, — — n impar
4 2 P

Uo—lz

[—2(n+1)4+2 1
vy = 1 , 5~ nopar




4.1. Aplicacoes polinomiais no plano com determinante Jacobiano unitdrio 80

Tomemos j € {0,1,...,m1}. Semq = vy e j =my, entdo L —n+1é fmpar, j+1=1L—n+1—7,

a; = SKml, ajy1 = —’mel.

l
(5 _ n> —2j=0.
(n+1)

Assim, os dois lados da igualdade dada em (4.24)) sdo nulos. Dai, am,, ' pode ser tomado de forma

arbitraria. Consequentemente, podemos escrever

1—2(n+1)4+2—4mq
2

al" ) = g K@) com KT(,Z“) = afﬁjl).

mi mi

Para ou m; = vy — 1 ou, m; = vg e j # my,

l 1—2n4+2—4j 1—2n—2—4j

<§—’I’L>—2]7§0, a; =S 2 Kjeaj+1:s 2 Kj—l—l'

Logo, de (4.24) segue que

. l .
G+ 1)K +sw<§ —n1- )

| G-

Observemos que se m; = vy — 1 e j = vy, entao é —n+1épare

1=2(n+1)+2—4j
a(n-l—l) _ %K(‘n-&-l) o KJ(n—l—l) _

(4.25)

—(n—1) w

N~

aj = KmH—l = (_1) w

1—2n4+2—2(mq1+1) -
2

l
Seja j € {ml +1,my —1—2,...,5 —n}. Desse modo,

—14+2n—2+4j

23— (5= n) £0, 0 = ()OI
2

[ —l42n42445
Ajy1 = (—1)2 (n 1)w 2 Kl*?’gfzj.

Daf, por (:24),

—142(n+1)—24+45 ~
w 2

A" = (—1)5

7

com ,

sw(j+ 1) Ki—2n-2; + <§ -n+1- j> Kionia o
2 2

| oo (5)

OSZ—Q(TL-}-;)‘FQ—Z] <

Por outro lado,

my
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e, se my = v,
[—2n+1)+2—-25
2

Assim, por (4.25)) (substituindo j pelo nimero acima),

#ml.

7 n+1
K; = K572<n)+;)+2—2j'
Escrevamos my = v(()n+1). Logo, P1(n+1) é verdadeira. Desse modo, pelo Principio da Boa Ordem,

Pi(n) é verdadeira para todo n € {1,2,...5% 4+ 1}. De P, <% + 1) obtemos que
p2 = °Koy? + Koy + w?Koz?
com Ky, K7 € R. Por (4.18) segue que
Va,y € R, (coky + 25w Ko + wK)x + (coko + 2ws’ Ky + sK1)y = 0.
Notemos que w = ks + Ak # 0 pois, caso contrario, k3 = k4 = 0 e, assim,

1= kiky — kokg = 0.

Logo,
K, = _02k4 + 25w K,
w
e, entao, " L . .
0= _CQM _ _CQw __& £ 0.
w w w
Absurdo.

Consideremos, agora, r = 2% + y2. Ressaltemos que s% +w? # 0, ja que
kiky — koks = sky — wky = 1.
Seja T : R? — R? o isomorfismo definido por
T(x,y) = (sx + wy, —wzx + sy).

Para cada i € {2,3,...,l}, tomemos o polinomio homogéneo P; tal que P;o T = p;. Por questao

de notagao,
Vie{1,2,...,1},
e, =e; 0T !
Logo,
_ 2e9ky(sz — wy) + 2c0ks(wz + 5Y)
B s% 4+ w?

el + (8% 4+ w?)pa, (4.26)
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e, para M € {1,2,...,1 — 2},

e = (8% + W)pips1, + 202(D-m,y — PI-MyT). (4.27)

Além disso,

Cl($2 + yQ)%

P = - 1 -

(82 +w?)z

Notemos que o coeficiente do monénimo xy'~t em p; é nulo. De ([4.26) segue que
pa = bV + bWy + b 22

onde b\ € R,
_ CQ(kQS + k4w)
(s2 4+ w?)?

Consideremos a sentenga aberta Py(n) sobre {1,2,...1 — 1} dada por

1 2cy 1
W= 700t =

n+1

Pa(n) © papr = »_ 0 ady™ 7 onde Vj € {0,1,...,n+1}, 0" € R, e 0" £0.

J=0

Dessa forma, Py(1) é verdadeira. Dado n € {2,3,...1 — 1}, suponhamos que P2(n — 1) seja

verdadeira. Denotemos bgnil) = b;. Temos que

n n—2
Pnol = Pyt = b1y = bpaz” + Y b~y T = (= f)bjal Ty
J=2 j=0
izéJFleyn - bn—lxn + Zjbjxj_ly"+1_j - Z(n +2 - i)bi_QIi_lyn+1_i
Jj=2 i=2
by — buaa™ + 3 [ (42— )by

Jj=2

Assim, de (4.27) com M = [ — n, obtemos que existe b(()n) € R de tal forma que

DPnt1 = —(—2{blxy” — by + Z [J i — ( . 7)b; 2}xgyn+1—j} —I—b((] )y"+1

s? + w?) n+1 = J
com
Sy
Denotemos
(n) 2cobq (n) 2¢ob,, 1

bl —_—

(52 4 w?)’ "t - (82 +w?)(n+ 1)
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e, para cada j € {2,3,...,n},

B 2 [jbj—(n+2—7)bj»

ST ) J
Consequentemente, Py(n) é verdadeira. Dai, pelo Principio da Boa Ordem, Py(n) é verdadeira
para todo n € {1,2,...,1 — 1}. Por Py(l — 1) segue que o coeficiente do monomio zy'~! de p; é
nao nulo e isso é um absurdo.

Portanto, a menos de isomorfismo de determinante um, g, — A\py é da forma (3,22, com 3, #
0. O

Teorema 4.11. Considere f = (f1, f2) : R* — R? uma aplicagio definida como em (4.1)), com
Il > 6 par. Assuma que p; # 0 e ’Jf‘ = 1. Seja A € R o numero tal que q = A\p;. Se qa # A\po
e q; = A\p; para cada i € {3,4,...,1 — 1}, entao existem constantes Cy, C1, ... ,C’é € R eum
isomorfismo T : R? — R? de terminante um tais que

L

f1OT=$+ZCiQi e f20T=Q+A(f1oT)

i=1

com Q =y + Cyz? e Co,CL #0.

Demonstracao. Pelo Teorema segue que ¢ — Apy ¢ da forma [yz? com B; # 0, a menos
de isomorfismo de determinante um (veja também o Lema . Diante da Observagao , com
s = 3, consideremos as equacoes dadas em e com r = x2. Denotemos s = k; + \ky e
w = k3 + Mky. Logo, para M € {2,3,...,1 —2},

e1 = 20akox + spa, + wpa,

el-M = —2CoPi-My T + SPI_M+1, T WPI-M41y

-1
-1 = —20P—1,T + leysx™™ .

Suponhamos, por contradigao, s = 0. Assim, de ¢;-1, p—1, = 0. Seja P(n) a sentenga aberta sobre
{1,2,...1 — 2} definida por
P(n): pin, = 0.

Temos que P(1) é verdadeira. Dadon € {2,3,...,1—2}, suponhamos que P(n—1) seja verdadeira.
Logo,

0=e—pn = —2CP1—ny T + WP1—nt1, = —2C2P1—p,,T.
Dai, P(n) é verdadeira e, entao, pelo Principio da Boa Ordem, P(n) é verdadeira para todo
n € {1,2,...,1—2}. Dessa maneira, de P(l —2) obtemos que py, = 0. Assim, por ey, temos ky = 0
e, consequentemente, k; = —Akg + s = 0. Absurdo, pois k1ky — koks = 1. Logo, s # 0.
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De e;_1 segue que existe a;_; € R tal que

las
Di-1 = — 9 2y 4 a2
Co

Seja S : R? — R? o isomorfismo definido por

2 1K K?
S(z,y) = <Kx,— W1 CQx—i— Czy)

legs s

[s
onde K = 3/—. Para cada i € {2,3,...,1}, consideremos o polinomio homogéneo p, tal que
Ca

p; 0 S7! = p;. Para simplificar a notacao,

Vie{1,2,....1},
€; ::eioS

Dessa forma, para M € {3,4,...,1 — 2},

25(%@11) + al*lcQ)pr n 2kocy K2 + spo,

€ =
! IK2%¢y¢ K
o 2s(tew + a1 pi-nig, N $(Pi-m+1, — 2p1-m,T)
=M IK?2¢y¢ K
e
sK'2(teqw + a;_qc I(1—2)sK'! 2sp;_o,x
€1y — (3¢ -1 2)x1_2+ ( )s Clxz—:sy_ Pi—2y
Co 2
com K
C _
Pi-1=—5 yep = oqK'a.

Mostremos, agora, que

N = §Clw + a;_1co = 0.

Por e;_5 obtemos que

pZZ_Zbl l211

onde b(()l), bgl), bgl) € R com

2

NE' 1—23—1]
pH —
! 202 1:[
Consideremos a sentenca aberta P (n) sobre {1,2,..., £} definida por
n+1

Pl( ) Vaz>0 Di—(n+1) Zb —(nt1)—

K
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onde b € R e,

NEKS! () S —2( - 1)
b = b, com B >O ebn =K' || ———2%.
Co i l 31_[1 27
Temos que P;(1) é verdadeira. Assumamos que, para um dado n € {2,3,..., é}, Pi(n — 1) seja

verdadeira. Provemos que P;(n) é verdadeira. Temos

. 25(%@“} + a'17102>pl7ny S(plfnm - 2plf(n+1)yx)
€l—(n+1) = ZKQCQCZ + % .

5(”*1)

Denotemos b§”*” =b; e = b. Dessa forma, existe b(()n) € R tal que, para todo x > 0,

[KMl(l —n —i+1)bj_y + KMib; I—(n+1)—i, i
x

" — b( l—(n+1)
Di—(n+1) + 221: 951 Y
KMb,(l — 2n) 2D et
2(n+1)s
onde DN
S s
—_ — M pr— i
[K2cyq ¢ K
Escrevamos
b(n) _ KMlbn(l — Qn)
a 2(n+1)s

e, para cada i € {1,2,...,n},

p — KMyl —n—i+1)biy + KMib,
o 2si :
Desse modo, segue que
[—2n l—2n l_2]_1 n+1 j—l]
b(n —bn — Kl Kl
"ot M om ) ]Hl ¢ H
’ 7 n
pon - NET (=24 )b NET o 1 =20 = D] NEom
' 2 2n ZCZ i 2] ZCQ
7=1
onde

T _ (l—2n+1)5+ﬁ[l—2(j—1)]

> 0.
2n 27

j=1
Assim, P;(n) é verdadeira e, consequentemente, pelo Principio da Boa Ordem, P;(n) é verdadeira

para todon € {1,2,..., 2} Segue de 731< ) que, para todo x > 0,

1
341

1 .o
my 1= Yy

1=0



4.1. Aplicacoes polinomiais no plano com determinante Jacobiano unitdrio 86
1
com b(LQle = 0. Logo, para todo y € R,
2
I-1
2 Co
Desse modo, N = 0.
Temos, para cada M € {3,4,...,1 — 2},
2koco K2 + spo,
€1 = K
. . S(Pi—mt1, — 2pl—Myx)
I-M = K
e
(1 —2)sqgK"=t 28p1_o, T
€10 = ( ) l 2 3y_ yo
2 K
Dadoi € {2,3,...,l—2}, denotemos por a; o coeficiente que acompanha o monémio ¢’ no polinémio
homogéneo p;. Definamos
kQCQKQ
a; = — .
S

Por e; segue que

P2 = ayx® + GQ?JQ-
De ey temos

ps = 2a20”y + agy’

e, em seguida, por ez obtemos que

Py = a2x4 + 3a3x2y2 + a4y4.

Consideremos a sentenca aberta Pa(n) sobre o conjunto {1,2, ..., 5%} definida por

( o n+i
_ 2 : A 2\n+1—i, 2i—1

i=1

PQ (n) .

n+2 .

n+1 n42—i 2i—

Pont2 = An+til o - (l‘2) +2 ?12 2
20— 2

\ =1

Temos que Py(1) é verdadeira. Dadon € {2,3, ..., 1_74}, suponhamos que Py(n—1) seja verdadeira.
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Mostremos que Py(n) é verdadeira. Por ey, segue que
n+1

20—2 (n—1+1 i i .
Pont+1 = Zan1+im< 2 — 9 )(172) 2 3/2 L a2n+1y2 i
1=2

n+1 n 1 +Z
- 2\n+2—i, 2i—3 2n+1
e an_ i 3 €T “I’ a n
;:2 1+ ( 92 — 3 )( ) Y 2n+1Y

. n+l n+ y
S s (1 Yy

—i o n+i
J=t 2\n+1—i, 2i—1
— Ap+s ( . ) (l‘ ) ) .

Agora, de eg, 1 obtemos que

n+1

21—1 (n+1 L I—i % n
Pont2 = Z an+im (22. _ 1) (5752) 2 y2 24 a2n+2?/2 2

n+1 .
_ Z a (" + (£2) 2522 gy gy
pa n+1 2 — 9 n+

n+2

_ [+ 2\n+2—i, 2i—2
=D oy e

Assim, Po(n) é verdadeira. Desse modo, pelo Principio da Boa Ordem, Py(n) é verdadeira para

todon € {1,2,..., l_74} De 732(1_74) e e;,_o temos, respectivamente, que

1A

2 l .
5—2+1 Ly 9
R Yy

i=1

e
(1 —2)gK!
pl—Qy = ( 4) l xl_4y'
Logo, para todo z,y € R,
1
(1 -2)a K" I(1-2) ,_ S L2+ L i
Tml by = a%szl Yy + 2(22 —2)ai_y; 222, Ty (z?)2iy% 3
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e, entao,
ar =K' e, para cada j € {1,2, o é _ 2}, ar,; =0, (4.28)
Seja P3(n) a sentenca aberta sobre {1,2,..., =%} dada por
n+1 n  n+2+i

Ps(n) : po+ ...+ Pongo = ar2® + Z&i(y + 2?) + Z Z Apyoti

2419 L
(n +j + Z) (xQ)n+2+zijj'

i=2 i=0 j=2(i+1)
Temos Ps(1) verdadeira. Seja n € {2,3,...,52}. Suponhamos que P3(n — 1) seja verdadeira.
Dessa forma,

n—1 n4+14+4

PPt Apm=ar®+ Y ay+27) +
=2

e
n—1 .
n+1+2
n n - (07% i .
P2n+1 T Pont2 ;[ +1+< 9% + 1
n+2-+i
+ Z Ap42+i
§=2(i+1)
n+2-+i
+ Z Ap42+i
§=2(i+1)
Logo,

Do+ D3+ .o+ Pongo = ez’ + Zai(y—i-f)i +
i—2

n+2+1

+ E An+42+i

j=2(i+1)

n+2+1

+ E An42+i

j=2(i+1)

(n +j2+z‘) (2?)

(n +j+z‘> (2?)

<n+2+i
J

n—

E E Ap414i

7=

)i
<n +]2 + 2) (2?)

g E Qp41+4i

i=0 j=2(i+1)

n+2+i—jyj

n+2+i—j yj

1 n4+1+4

0 j=2i

n+1+i—jyj

(n +; + z) (2?)

21

. 1 ) o
)<x2)n—zy2z+1+an+l+i <”+ .‘"Z) (xQ)n+1—zy2z:|

n+2+i—j, j

n+2+i—j, j

+ 1472 L
(n j Z) ( 2)n+1+zij]
Y

Yy
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Lembremos que k; =
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Observemos que, para todos z,y € R,

n—1 n+1+1¢

n—2 n+4+2+

n—|—].+2 n i— n+2+7’ n 1—7,.7
zzaw( j )< =y z ( j )< 2yms2ri=dyd
=0 j=2

+ g1 (y + 2"
Desse modo,

ax nonEH n+2-+1 o
P2+ p3+ ...+ Poapgo = alx + Z a; y —+ g; —|— Z Z an+2+z( j ) ($2)n+2+z—]yj'
1=0 j=2(i+1)

Assim, P3(n) é verdadeira. Logo, do Principio da Boa Ordem concluimos que Ps(n) é verdadeira
para todo n € {1,2,...,5%}. Por P5(5%) e (4.28) obtemos que
-2 l

lClKl
X

Pi-1 = 5 y:§a§x 2, p = oK't —azacl

l
1

1
2 l
‘ L o
Po4ps+... +p=az?+ g ai(y +2%) + E_z a;(i)(ﬁ)é_ 5 -2

= a2 + Z a;(y + 2%)".

=2

Considerando o isomorfismo T} : R? — R? dado na Observacao temos

l
K (lekys + 2a_100k koo K . .
fioTio08 = (ley 4Sl—l;saz 1C2 2)x— 202 y+a1x2+zai(y+x2)l
1

=2

K 2a;_ K2
fQOTl OS:CQK2[L'2 _ (lClk3$l_|_ aj 162k1)$+ leQ y_i_A(

2

H

_l’_
(-

a;(y + a:2)z>

—)\k‘Q + S, k‘g = —)\k4 + w,

[ koco K2
NzécluH—al,lcg:O, a, = — 262 e %:clKlséO.
S

Assim,

2a;_
lclk4s +lcal 162]€2 _ k’lk’4 . k2k3 —1.
1
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Mais ainda,
K kQCQKQ 2 % M K 9 % N
T S =""qg_ ; v = : Q
fioTioS=—r—=——y+ar’+) aly+2")=—s+aly+s’)+) aly+’)

=2 1=2

fooTioS =K (y+z*)+ AN fioTio5).

Seja Ty : R? — R? o isomorfismo definido por

s K
Ty(z, :(— e )
2(2, ) KiU S?/
Denotemos Cy = s%cy, Q =y + Coz? e T =T, 0 S o Ty. Portanto, como K?’:i,
C2
1
2 .
fioT=2+Y CQ e froT=Q+\fioT)
=1
, [ K\
onde Cy # 0 e, para cada i € {1,2,...,5}, C; = (—) a;, com Cé # 0. n
s

Por fim, notemos que as aplicagoes f no Coroldrio [4.6) e no Teorema [4.11] sdo injetoras.

4.2 Formas canénicas para centros isdcronos triviais associa-
dos a funcoes Hamiltonianas de graus 10, 12, 14 e 22.

Na secao anterior, mostramos que uma aplicacao f dada ou como no Corolario |4.6[ ou como
no Teorema possui uma certa forma canonica e, como consequéncia, € injetora. Levando em
consideracao a relacao que o Teorema 1.1 cria entre centros isécronos triviais no plano e aplicacoes
polinomiais planares de determinante Jacobiano constante e igual a um, em [2, Proposicao 1,
Teorema 2.3, Teorema 2.4] sdo dadas caracterizagoes para centros isécronos triviais na origem de
com H de grau 4, 6 e 8, respectivamente. Equivalentemente, sao dadas as possiveis formas
canonicas, a menos de isomorfismo de determinante um, para aplicacoes polinomiais f : R? — R?,
com f(0,0) =(0,0) e ‘Jf) =1, de graus 2, 3 e 4.

Para f de grau 2 ou 3, existe uma tunica forma canodnica possivel. Comparando essas formas,
observamos que sao semelhantes. Agora, f de grau 4 admite duas formas canonicas, sendo uma
semelhante as formas associadas aos graus 2 e 3. Surgiu-se, entao, o interesse em saber se, de
alguma maneira, as possiveis formas canonicas para f estao relacionadas com os divisores positivos

do grau da aplicagao f menores que o grau de f, pelo menos para alguns graus baixos.
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Nos baseando nisso, nesta segdo, mostramos que aplicacoes f de graus 5, 7 e 11 (que sao
nimeros primos) admitem uma tnica forma canoénica, e que aplicagdes de grau 6 admitem trés
possiveis formas canonicas. Mais especificamente, caracterizamos os centros isdcronos triviais na
origem de ([1.1) com H de grau 10, 12, 14 e 22.

Recomendamos a leitura de [7, Capitulo 1, Capitulo 2] para uma maior compreensdo sobre
“Variedade afim”, “Teorema da Base de Hilbert”e “Base de Groebner”: resultado e conceitos
necessarios para nosso estudo. Além disso, as notagoes que usamos é condizente com o programa

Maple, o qual utilizamos para realizar nossos calculos.

Sejam n € N um nimero nao nulo, K um corpo e I C K|z, za,...,x,] um ideal. Considere-
mos uma permutagao o sobre o conjunto de varidveis {1, xs,...,2,}. Define-se como monémio

Qn

a multiplicagao formal o(z1)*o(22)*2...0(x,)*, com (aq,qs,...,q,) € N*. Fixemos uma or-

dem monomial > sobre o anel K[z, z9,...,2,]. Os polinémios em K[z, z9,. .., z,], sempre que

necessario, sao vistos como fungdes polinomiais na variavel (z1, xo, ..., Z,).

Definicao 4.12. A wvariedade afim associada a I é o conjunto
V(I)={acK"; Vfel, f(a)=0}.

Pelo Teorema da Base de Hilbert, o ideal I é gerado por, pelo menos, um conjunto finito
contido em /. Um conjunto com tais caracteristicas é dito um conjunto gerador finito de I. Seja

{f1, f2, ..., fm} um conjunto gerador finito de /. Definimos

V(fi, far-o oy fm) ={a €K™ Vie{1,2,...,m}, fi(a)=0}.

Dessa forma, V(I) = V(f1, fa,- -, fm). Assim, concluimos que a variedade afim associada ao ideal

I é completamente determinada a partir de um conjunto gerador finito qualquer de I.

Notacao 1. Denotamos por

plex(o(z1),0(x2),...,0(z,))

tdeg(o(z1),0(x2), ..., 0(xn))

as ordens monomiais Lezicogrdfica (>piex) € Lexicogrdfica Graduada Reversa (>=iqeg) sobre o anel

K[z1, 2o, ..., z,], respectivamente.

Notagao 2. Os conjuntos Grbpex(l) € Grbyeg(l) s@o as bases de Groebner reduzidas de I as-
sociadas as ordens plex = plex(o(z1),0(z2),...,0(x,)) e tdeg = tdeg(o(z1),0(x2),...,0(x,)),

respectivamente.
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Para n = 2 convencionamos x1 = r e xy = y; paran =3, x1 =T, Ty =Y € T3 = 2.

Na demonstragao dos lemas que seguem, sempre que nos referirmos as identidades em ,
e , levaremos em consideracao a Observacao como um todo. Sempre que citarmos
kyle; (kxle;), com j € Z, k € Rei € {1,2,...,2] — 2}, estaremos na verdade nos referindo a
identidade ky’e; = 0 (kx’e; = 0), sempre olhando primeiro a expressao polinomial associada a y’e;
(kxie;). Além disso, sempre que escrevermos p;; (v;), com i, j € N, estaremos nos referindo a um
elemento de H; (R).

Antes de enunciarmos os lemas, lembremos da identidade de Euler para polinomios homogéneos:

Identidade de Euler. Seja p : R?> — R um polinémio homogéneo de grau n. Entdo,
ofe(r,y) +yfy(z,y) = nf(z,y).

Lema 4.13. Seja f = (f1, f2) : R* — R? uma aplica¢ao dada como em , coml =5. Assuma
que ps # 0 e ‘Jf‘ = 1. Seja A € R o numero tal que g5 = \ps. Entdo, para todo i € {2,3,...,5},
ezxiste C; € R de modo que

pi = Ci(y — Ax)" e q; = Api.
Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, ¢4 # Aps. Tomemos [ =5 e s =5 em , e
. De eg segue que existe d3 € R tal que, para todo y > 0,

_ deypy + DAespsy
Scsy

qs + dsy?.

Assim, de e5 obtemos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

_ 25Xc2pay® + 20cacsp3y® + 15dzespay® — 2¢4p3
25¢2y5

P + dyy?.

Dessa forma, por ey,
12¢4(0? + b*)pa, i
25¢2

e, entao, py = y2p42. Novamente de e4 segue que

€ y'H;

12¢4(a® + b%)paz,Dis
25¢2

€ yHy

e, dai, pyo = yps1. De ez temos que

dey(a® + b2
4( )p3xp3 c ngg‘
505

Logo, ps = yps2. Denotemos s = py1(1,0) e w = p32(1,0). Pela identidade de Euler, obtemos que

25¢2
2 5
- 10 et =0
w(s csw) Toa(® + D7) €3 i
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25¢2 _9

35> — 15 =
5(3s cst) 404(a2—|—b2)y

€4 = 0.
(z,y9)=(1,0)

Dai, s = w = 0. Assim, p3s = yp31 € ps1 = vay. Por ey,
dcs(a® +0%)pa, € yHo
e, dai, po = ypo1. De ez temos

4eq(a® + b*)pa1pa
5C5

€ yHo.

Assim, p3; = v3y. Por ey,
5C5(CL + )\b)
deq(a? + b2)

Dessa maneira, por e, temos que a + Ab = 0. Entao,

P21 = — T + v9y.

4beyy® = ez = 0.

Absurdo, pois b?(1 + A\?) = a® + b? # 0. Logo, q4 = A\pa.
Diante do Teorema [£.5], como g5 = Aps e g4 = Ap4, concluimos que g3 = Aps e g2 = A\p2. Logo,

de (4.5), (4.6) e (4.7) temos, para todo i € {1,2,3,4}, que
Pit1y + ADiy1, =€ =0

Portanto, pelo Lema , obtemos que para cada i € {2,3,4,5}, existe C; € R tal que

pi = Ci(y — A\x)" e ¢; = Ap;,
o que finaliza a demonstragao. O]
Lema 4.14. Considere uma aplicacio f = (fi, fo) : R? — R? definida como em (4.1)), com
Il =17. Suponha que p; # 0 e ‘Jf‘ = 1. Seja A € R o numero tal que q; = Ap;. Entao, para cada
i€{2,3,...,7}, existe C; € R tal que

pi = Ci(y — )\l’)i € qi = Ap;.
Demonstra¢ao. Assumamos, por contradigao, gs # Apg. Consideremos as identidades em (4.8)),
(4.9) e (4.10), com | =7 e s = 7. Por e;9 obtemos que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

_ 6ceps + TACTpsy

+ dsy°.
Tcry 5Y

a5

De eg segue que existe dy € R de modo que, para todo y > 0,

_ 49NCEpay® + 42c6crpsy” + 35dscrpey® — 3cepd

duy*.
49c2y® Ty

q4
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Usando que
/ P6,P5 dx = peps — / Psepe de,
segue de eg que existe d3 € R tal que, para todo y > 0, que

1
 343c3yts

+ 343 X cipsy™® + 294cﬁc$p4y14> + dsy?.

a3 (196d463p6y12-—-35d507p§y6 — 42¢5c7pspey” + 245d5¢3psy’ + Bcep;

Agora, como

/ Pa,De dx = paps — / P6,P4 dx,

/ De6,Ds5 AT = pPspe — / Ds,De AT

2
pspg 1
/ Ps5D6.P6 dr = —2 8 5 / p5xpg dz,

segue de e; que existe dy € R tal que, para todo y > 0,
q2:24n¢f2<
+ 105d5c7p2y6 — 147cﬁc$p§y14 — 49Od5c$p5p6y13 — 294c6c$p4p6y14 + 2058cﬁc§p3y21

+-1029d3c§p6y18-+-2401Ac§p2y22) + dyy?.
Dessa forma, de eg temos que

660cs(a” 4 b*)pe.,g
2401¢4

€ y°Has
e, dai, pg = y?*pes. Assim, de eg obtemos que

660cs(a? + b*)pea,Pes
2401¢3

€ vy’ Hie

Logo, pes = yps3. Novamente de eg segue que

66006 (a2 —+ b2 )p63:(;pé3
2401

€ yHiz

e, entao, pg3 = Ypg2. Por e; temos que

24c6(a” + b?)ps,,p?
492

€ yng.

Assim, ps = ypss. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Pela identidade de Euler,

2401¢2
3920?33 — 448¢75*w? + 80sw? = %yﬁeg, =0
12¢4(a® 4 b?) ()=(1,0)

1715d5¢3pay™ + 168cscrpspay” + 1372dycipsy™® — 30cpg — 294dycipay™?
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2401
980c25%w — T00crsw® + 1100° = ———T__y3¢ — 0.
12¢6(a? + b?) (@a)=(1.0)

Consideremos o ideal polinomial
I =< 392c2x® — 448cr2*y” + 80zy*, 980c2a?y — T00c;xy” + 110y° > .

Como
Grbigeg (1) = {2°, 11y° + 98c32*y — T0cray®, ...}

com tdeg = tdeg(z,y), temos que
(s,w) € V(I) C V(2°,11y° + 98c22y — T0crxy?).

Logo, s = w = 0 e, consequentemente, pgo = Ype1 € Psa = YPs3- De e5 segue que

24c6(a® + b*)ps3 D3,
49¢2

€ yH7.

Assim, ps3 = ypse. Novamente de e; obtemos que

6c6(a” + b*)pa,pa
7C7

€ yHs.

e, dai, py = ypss. Denotemos s = ps2(1,0), w = pg1(1,0) e u = py3(1,0). Novamente pela
identidade de Euler,

9 2401¢;

50wty + 490cwu® + 245c25*u — 280crswiu = — Y € =0,

6cs(a? 4 b?) () =(1,0)
2401
80sw? — 448¢,5*w? + 392c7 253 4+ 931c7swu — 28¢crwiu — 102907u = % =0
6cg(a? + b2) (2.9)=(1.0)
e
24013
980c2w?u — 1715¢3su + 110w° — 700c75w® + 98025 w = — Ty~ 2¢q = 0.
Geg(@® +0%)7 Tlay=a0

De forma andloga a anterior, com um certo abuso de notacao, calculando a base de Groebner

em relagdo a ordem tdeg(s, w,u), obtemos que u = w = s = 0. Logo,

Ps2 = YPs1, P43 = YPa2 € Pe1 = UVeY-

De e3 segue que
6c6(a” + b*)ps,ps
7C7

€ y*H;
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e, assim, p3 = ypss. Assim, de e5 temos que

6cg(a? + b%)pazypaz
€
767

y?—[g.

Dessa forma, pss = yps;. Denotemos s = p3a(1,0) e w = p51(1,0). Desse modo,

49c2

s(w? — 14c78) = ———T——e3 =0
6es(a® +0%) ", =0
¢ 49¢2
c
w3 — 21lersw = —7y_3e5 = 0.
6eg(a? + 0%) (z,y)=(1,0)

Logo, s = w = 0 e, consequentemente, pss = yps1 € ps1 = vsy. Por eg,
6c6(a” + b*)pa, € yHo.

Entao, ps = ypa1. De e5 temos que

6CG(CL2 + 52)294135]941 c

H
er Yrio
e, dai, py1 = v4y. Por es,
6cg(a? + b?
6( )P31,D31 € yHo.
707
Assim, p3; = v3y. Agora, de eg segue que
7(37((1 + )\b)
D21 = — o5 o L T V2y.

6ce(a? + b?)

Dessa forma, por e; temos que a + Ab = 0 e, consequentemente,
6bcsy® = e5 = 0.

Absurdo, ja que b*(1 + \?) = a® + b* # 0. Logo, g5 = Aps.
Temos que q; = A\p7 e gg = Apg. Suponhamos, por absurdo, que g5 # Aps. Consideremos [ =7
es=6em (4.8), (4.9) e (4.10). De eg temos que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

_ dCspe + TAC7pay”

7073/2 + d4y4.

44

De eg obtemos que existe d3 € R tal que, para todo y > 0,

_ 49Nc2psy® + 35cserpsy” + 28dacrpey® — Hespd
49c2y°

q3 + dsy®.

Como
/ P6,Ds dx = psps — / P5.P6 dx,
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segue de e; que existe dy € R de tal forma que, para todo y > 0,

@ (343%%2@/16 + 147d3capey™® + 15¢spi — 42dyerpiy® — T0cserpspey”

3433yl
+ 245¢s5c2pay™ + 196d4c$p5y13> + dyy?.
Logo, de eg temos que

240¢5(a® + b%)pe,pi
343¢3

€ y°Hir
e, dai, ps = y*pes. De eg obtemos que

240cs5(a® + b*)pea, pey
343c3

€ y37-£12.

Assim, pes = ypes- Novamente por eg segue que

240¢5(a® + b°)pes,Des
343¢3

€ yHio

Desse modo, pg3 = yps2. De eg temos que

10¢5(a? 4 b*)ps,.ps
€
7C7

yHs

e, dai, ps = yps4. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pg2(1,0). Dessa maneira,

343¢3
22sw(ldcrs — 3w?) = ——— T gt =0
e 1303
343
504¢;sw? — 96wt — 3920?32 = %yeﬁ =0
Ses(a® +0%)7 7 =1.0)

e, entao, s = w = 0. Logo, pss = yps3 € pe2 = yps1- Por eg temos que

10cs5(a® + b®)ps3,ps3
€
7C7

yH,

e, assim, ps3 = Ypse. De ey segue que

10c5(a® + b)pa,pa
c
707

yH(‘).

Dessa maneira, py = yps3. Denotemos s = psa(1,0), w = pe1(1,0) e u = py3(1,0). Assim,

343¢3
84crswu — 18wy — 294c2u® = %y&; =0,
Ses(a® +6%)7 |, =1.0)
343¢3
154¢,8%w — Teqwu — 4903uc? — 33sw? = %y‘l% =0
5es(a? + b?) ()=(1,0)
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e

343¢3
252¢75w” — 48w — 392c2wu — 196¢2s> = — Ty~
Scs(a” + b7 (20)=(10)

Assim, usando a ordem tdeg(s,w,u), s = w = u = 0. Entao,

Ps2 = YPs1, Pa3 = YP42 € Pe1 = VgY-

Por eg temos que

5cs(a” + b*)ps, € yH.
Dai, ps = yp32. De e4 obtemos que

10cs(a® + b?)pa2,Paz
S
707

yHg.

Dessa forma, pss = yps1. Denotemos s = p3a(1,0) e w = p51(1,0). Dessa maneira, segue que

707 _9
35W = —————=-Y ey =0
bes(a? + b?) (@)=(1.0)
e
707
ldcrs — 2w? = —y":’eﬁ =0.
bes(a? + b?) (@) =(1.0)

Entao, s = w = 0. Consequentemente, p3s = yps1 € ps; = vsy. Por es temos que
505(6L2 + b2)p2x S yH(].

Logo, ps = ypa1. De e4 temos que

10¢5(a® 4 b%)pa1,par
€
707

yHo

e, entao, py; = v4y. Agora, por eg segue que

7C7(CL + )\b)

5es(a? + b?)aj sy

P31 = —

De e, obtemos que
ldcr(a + Ab)?

5cs(a? + b?)

e, dai, a + A\b = 0. De e5 temos que py; = voy. Consequentemente,

r € yHo

51)653/4 =e4 = 0.

Absurdo. Entao, g5 = Aps.

)y €6 = 0.
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Até o momento temos que q; = Apr7, ¢ = A\pg € ¢5 = Aps. Suponhamos, por contradicao, que

qs # Apy. Tomemos [ =7 e s =5 em (4.8), (4.9) e (4.10). Por eg segue que existe d3 € R tal que,

para todo y > 0,
Aeaps + TAerpsy’

7C7y3 + d3y3.

q3
De e; obtemos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

_ 49NEpay™® + 28cycrpsy” + 21dscrpey® — 6eap?

+ dyy.
49c2y™0 2

q2

De eg temos que
60cs(a? + b*)ps,pg

6
€y Hn
49¢2

e, entao, pg = y>pes. Por e,
60c4(a® 4 b*)pea, Dy
49¢2

Assim, pgs = ypes. Novamente de eg, segue que

S y37—lg.

60cs(a® + b*)pes,pis
492

€ yHr

e, dai, pgs = yps2. De e5 temos que

12¢4(a® + b)ps,ps
€
707

yHg.

Logo, ps = yps4. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Desse modo,

49¢2 5

25(3w? — 14¢8) = ——— 1 4/%¢ =0
© 2
49¢
10w® — 42c7sw0 = ——— ¢ e =0.
T 12¢4(a? + b2)y 6 ()=(1,0)
Dai, s = w = 0. Assim, pss = yps3 € pe2 = yYpe1. Por es,
12¢c4(a® + b?
4( )P53xp53 € yH,.

7C7
Dai, ps3 = yps2. Por eg temos

404(&2 + b2)p4w S yHg.

Assim, py = yps3. Denotemos s = ps2(1,0), w = pg1(1,0) e u = py3(1,0). Entao,

49¢2
3w?u — 1dersu = “ )64 =0,

dey(a? + 02 () =(1,0)
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2 2 49¢5 -2
35crwu + 9sw” — 42¢78" = ——————<y "€ =0
dey(a® + b2) (@)=(10)
© 2
49¢
147¢2u — 63crsw + 15w = —7y_4e6 = 0.

Usando a ordem tdeg(s, w,u) obtemos que u = s = w = 0. Dal,
DPs2 = YPs1, P43 = YP42 € Pe1 = VeY.
De e; e eg segue, respectivamente, que
4ey(a® + b ps, € yHy e deq(a® + %), € yH.

Dessa forma, p3s = ypsa € paz = yps1. Denotemos s = p35(1,0) e w = p51(1,0). Dald,

sSw = rer y e =0
e S— 3 —
deq(a® + b?) ()=(1,0)
¢ 7
14ers — 3w? = ————Y €5 = 0.

4eq(a? + b?) (2,y)=(1,0)

Logo, s = w = 0 e, consequentemente, p3s = yps1 € ps1 = vsy. De ey € eg segue que
Tcer(a+ M\b
404(@2 + b2)p2:€ - yH(] € Pa1 — — 7( ) x 4+ V4Y,

dey(a® + b?)
respectivamente. Entao, po = yps1. De e3 obtemos que

21c7(a + A\b)?

deq(a? + b?) v € yHo

e, assim, a + Ab = 0. Por e5, p3; = v3y. Em seguida, de e, segue que py; = voy. Logo,
4bc4y3 =e3 = 0.

Absurdo. Dessa forma, g, = Ap4.

Temos, para cada i € {4,5,6,7}, ¢; = Ap;. Pelo Teorema obtemos que ¢; = Ap; para todo

i€{2,3,...,7}. Logo, de (4.5)), (4.6 e (4.7)) segue, para todo i € {1,2,...,6}

Pit1y + ADit1, =€, =0

Portanto, do Lema segue que, para todo i € {2,3,...,7}, existe C; € R de tal forma que

i = Ci<y - )\33)1 e ¢ = Api,

0 que encerra a demonstracao.
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Lema 4.15. Considere uma aplicagio f = (fi, f2) : R* — R? definida como em (4.1)), com
I = 11. Suponha que p1; # 0 e )Jf‘ = 1. Seja A € R o numero tal que q11 = A\p11- Entdo, para
cada i € {2,3,...,11}, existe C; € R tal que

pi = Ci(y — )\IL’)i e qi = Api-
Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, qio # Ap1p. Consideremos as identidades em (4.8)),

(4.9) e (4.10), com [ = 11 e s = 11. De e15 obtemos que existe dg € R tal que, para todo y > 0,

_ 10c10p10 + 11Ac11poy

doy)®.
11C11y + 4

q9

De e17 temos que existe dg € R de tal forma que, para todo y > 0,

_ 121Ac}, psy™? + 110c19c11poy™ + 99dgc11p10y™® — Seroply

dsy®
1212,y s

qs

Como
/nggplo dx = popio — /p10$p9 dz,

segue de e4 que existe d; € R tal que, para todo y > 0,

1
© 1331c},y%

+ 968dsc, proy™ + 20c10pty — 99d9cup%0y1°) + d7y".

q7 (1331)\ci’1p7y23 — 110010011pgp10y“ + 12100100%11983/22 + 1089dgcf1pgy21

Usando que
/Pszpm dx = pspro — /ploxPS dz,

/pgxplo dx = popro — /pmxpg dx

e
2
Pop 1
/p9plomp10 dr = % —3 /pgxp%o dx
segue de ey5 que existe dg € R tal que, para todo y > 0,
1
W = TIoTeT (660c10c11p9p§0y11 — 115¢10p7y + 11979do 3 psy®® + 14641 \c, pey™
11

+13310¢10¢  pry®® + 9317d7¢3 p1oy™ — 2178dgc? popioy® + 10648dsc?  poy™!
+ 429dgey1p3yyt’ — 1452dgct  ploy® — 1210c¢10¢:  pspioy™ — 6050100%1p§y22> + dgy®.

Como feito acima, no que segue, combinamos a regra de integracao por partes com a regra de
Leibniz varias vezes para determinarmos qs, g4, g3 € q2. De segue de ey, que existe ds € R tal que,

para todo y > 0,

s (14157d9c§1p9p§0y21 — 13310¢10¢3 1 pspoy™ + 782c10p5y + - - ) + dsy®.

~ 1610513, y%
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De e13 obtemos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

Q4 798600100:{’1p7p%0y33 + 155727dgc§’1p3p10y32 + .. ) + dyyt.

~ 17715618,y (

De e15 temos que existe d3 € R de modo que, para todo y > 0,

B 19487171y

Por ey, existe dy € R tal que, para todo y > 0,

1
214358881c8,y™

q2

De e19 segue que
30650490¢10(a® + b*)pro, 0%

214358881c5,

Logo, pio = y*pios. Por e temos que

S y107-l79.

30650490¢:10 (a2 + b%)p1os,pSos

7
cy'H
214358881¢5, vt
e, assim, P1os = YPio7- De €10 obtemos que
30650490¢10(a? 4 b?)p1o7,p
10( 8)]7107 Pio7 c y5?-[57.
214358881cy,
Dai, p1o7 = ypios- Por ey,
30650490¢10 (a2 + b2) 106,056 € P Hs

214358881¢%,

Dessa forma, p1gg = yp105. De e1p temos que

30650490¢10 (a2 + b2)pros,pios c

214358881¢5, yHas

e, entao, pi1os = Yypioa- Por ey,

39 1OC10 (CZQ -+ b2 )p9rpé
14641¢%,

S y?—[43.

Logo, pg = ypes. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1o4(1,0). Pela identidade de Euler segue que

2143588818
117128¢4,s° — 7240646, s*w? + ... = L_y30eg =0
¢ 2143588815
109771262, 2w’ — 1437480¢%, s%uw® + ... = ‘2 —0.
e R 3910c0(a® + 09"

<175692001064111p7p9p10y44 — 16105100100?1p6p9y55 + .. ) + d3y3.

(9663060c10c§’1p7p3y55 — 49603708 prproy® + . ) + doy?.
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Encarando as duas expressoes anteriores como polindomios g; € ¢go nas variaveis © = s, y = w,

respectivamente, temos

Grbiaeg(I) = {27, 30492¢1,2%y° — 39930¢}, 2°y® + 14641c] 'y + 871y — 884deyyxy’, ...}
com [ =< gq1,¢9> > e tdeg = tdeg(x,y). Dessa maneira,

(s,w) € V(I) C V(2°,30492¢3, 2%y — 399303 2y® + 14641c], 2y + 871y° — 8844cy 2y")

e, entao, s = w = 0. Assim,
Pog = YP97 € P1o4 = YP103-

De eg segue que
3910c10(a® + b*)por,Par
14641¢%,

Dai, pgr = ypes. Denotemos s = pgs(1,0) e w = p1o3(1,0). Usando novamente a identidade de

c yHgg.

Euler, temos que

214358881¢}
20502sw° — 54304863 s*w® + ... = L0, -0
3910010(& +b ) (z,y)=(1,0)
’ 214358881¢%
823284c3, s*w® — 1078110¢3 s*w® + ... = 6, = 0.
R n 3910ci0(a® + 627 | o)

De maneira analoga a anterior, com um abuso de notagao, calculando a base de Groebner em

relagdo a ordem tdeg(s,w), temos que s = w = 0. Consequentemente

Poe = YP95 € P103 = YP102-

Por €10,
60c10(a” + b?)ps,pi
121¢2,

Dessa maneira, ps = yps7. De eg obtemos que

€ y?—[gg.

3910¢10(a2 + b2)pos,pis
146414,

€ yHos

e, dai, pos = ypos. De €19 temos que

60c10(a® + b*)ps7,D3; c

"
12162, yrts

Logo, ps7 = ypss. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = pig2(1,0). Assim,

2143588815, 4

4 4 5 .3 _ NG

€g = 0,
(z,9)=(1,0)
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2143588818
5344188wu® + 22898524ck w’ + ... = " T IL 10, =0
L0cio(a® +6%)" =10
e
2143588818
618260148¢4 sw?u? — 400050684¢%, 2w + . .. = ——ooC ML 7 =0.
L0e10(a® +6%) " =0
Assim, usando a ordem tdeg(s, w,u), segue que s = w = u = 0. Dessa maneira,
Ps6 = YPss5, P94 = YP93 € Pro2 = YP1o1-
De e; temos que
60cio(a® + b?)pr,p2
€
121, yHao
e, dai, pr = ypre. Por ey,
60010(&2 + b2)p85xp§5
1212, € yits
e, entao, pgs = Yypss. Denotemos s = pr(1,0) e w = po3(1,0). Entao,
14641ct
828sw" + 435672 5% — 4752011 5%w% = ————1L_y10 — 0.
10010(@ + b ) (2,y)=(1,0)
© 14641c}
1
108902, s*w + 1173w° — 7590¢1,sw? = ————IL__y5e =0
10010(@2 + 62) (2,y)=(1,0)

Desse modo, usando a ordem tdeg(s,w), obtemos que s = w = 0. Dal, pr¢ = yprs € D93 = YPo2.

De ey obtemos que
60c10(a® 4 b*)psa,Diy

cyH
12162, Y7to
e, consequentemente, pgy = yps3. De e7 segue que
60010(@2 —+ b2>p75xp$5 c yH
121¢2, b
Dessa maneira, p75 = ypr4. Por eg,
10c10(a® + v?
10( )P6Ps € yHio

11011

e, assim, pg = ypes. Denotemos s = pes(1,0), w = pr4(1,0), u = ps3(1,0), v = pea(1,0) e
m = p1o1(1,0). Logo,

214358881¢3
40450005¢2, sv>m* + 38388702¢4 suPm? + ... = ——o0 0 ClL 6 =0,
214358881¢3
50511450¢} swm® + 132867075¢ swu + . .. = ——ooooC UL de =0,
L0ew(a® +b%)7 e y)-0)
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214358881},

61740855cf1u02n11——60368836c%¢m37n2%—...—-162;K55j;?§jy es

=0,

(z,y)=(1,0)
214358881c}
1845129¢ wm® — 24450787¢} uPm* 4 .. = ———~ L =0
e
214358881c}
191328588¢5, wuv + 306504m” + . ... ::-—————75——fghy-ﬂelo =0.
10010(@ + b ) (z,y)=(1,0)

Usando a ordem plex(s, w,u, v, m), obtemos que m =v =u =w = s = 0 e, assim,

Pes = YPe4, P14 = YDP73, P83 = YPg2, P92 = YPo1 € Pio1 = Vi0Y-

De e; segue que
10c10(a” + b*)ps,ps
11011

€ yHs
e, entao, ps = ypss. De eg temos que

10¢10(a® + b*)peasPea
]_1611

S y’Hﬁ.

Logo, pes = ype3. Por e,
60c19(a® + b?)pr3pis
1212,

c y’H7

e, dai, pr3 = ypra. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

121¢2
s(2w? — 44cyys) = —— ¢, =0
L0cio(a? +6%) | =10
© 2
121c
12w — 66¢11sw = —Hy’“r’elo =0.
10C10(CL2 + b2) (z,y)=(1,0)

Desse modo, s = w = 0 e, entao, psy = yps3 € Pso = Ypg1. Por ey,

10¢10(a® + b*)pes,Pes
]_1611

€ y’H4.

Entao, pg3 = ype2. De e5 obtemos que

10¢19(a® + b*)py,pa
11611

€ yHsg

e, assim, py = ypy3. Denotemos s = ps3(1,0), w = pra(1,0) e u = po1(1,0). Assim,

14641c%,

4 2 2 —
161su™ + 1694C118 U+ ... = my€5

=0,
(2,y)=(1,0)
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1464104
2 2.2 11 -2
32670115wu — 1584cwu” + ... = —10610(a2 62>y er =0

(.’E,y)Z(LO)

14641¢4, .

391u° + 36302 wu + ... = ———
u” + chwu + 10010(a2+62)y €9

= 0.
(z,y)=(1,0)

Dessa forma, usando a ordem tdeg(s,w, u), temos s = w = u = 0. Entao,

P53 = YPs2, Pr2 = YPr1 € P91 = V9y.

Por e5,
10cio(a® + v?
10( )P43,P43 € yH,
11611
e, dai, py3 = yps2. De eg temos que
10c10(a® + b?
10( )P62.,P62 € yHy.
11611
Assim, pga = ype1. De ez segue que
10cio(a® + v?
10( )P3.P3 c y27-[3

11011

e, consequentemente, p3 = ypse. Denotemos s = psa(1,0) e w = pg1(1,0). Dessa forma,

1212, A

2 _
s(w® — 22¢118) = —————y e =0
( 1) o+ 1) (e.)=(10)
© 2
121c
6w? — 33ci15w = ——— 1y~ %e =0.
T (@ 1) )
Logo, s = w = 0 e, assim, pss = yps1 € ps1 = vgy. Por es,
10¢19(a® + b?
10( )P42, P42 € yHs.

11611
Dai, pss = yps1. Denotemos s = p35(1,0) e w = pr1(1,0). Logo,

121¢2,

s(w2 —22¢118) = ————————¢3 =0
L0ci0(a? +6%) "l =10
© 2
121¢
6w> — 33¢1 5w = —Hy_567 =0
L0cro(a® +0%)7 -0

e, dai, s = w = 0. Assim, p3» = yps31 € pr1 = v7y. De eqg segue que

10010(0,2 + b2)p2x & yHO
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e, entao, py = ypoy. Por ey,
10c10(a® + b*)pe1,Pe1

€ yHo.
11011 Yt
Logo, ps1 = vgy. De e7 temos que
10c1o(a® + b?
10(a )P51.D51 € yH,
11611
e, dai, ps; = vsy. De e5 segue que
10ci9(a? + b?
10( )p41$p41 € yHo.
]_1011
Desse modo, py; = v4y. Por es,
10cip(a? + b?
10( )P31.P31 € yHo.
]_1611
Logo, p31 = v3y. De ejg segue que
11611(& + )\b) X
=—————"7 + VY.
= 10610(&2 + b2) 2y
Por e,
11cii(a + \b)?
11( ) RS yH()

10010 (CL2 + b2)

e, consequentemente, a + Ab = 0. Logo,
10b010y9 — €9 — 0.

Absurdo. Desse modo, ¢190 = Ap1g.
Assumamos, por contradi¢ao, que gg # Apg. Consideremos [ = 11 e s = 10 em (4.8)), (4.9) e
(4.10). De €17 temos que existe dg € R tal que, para todo y > 0,

_ 9copio + 11 Acr1psy?
11ci1y?

qs + dgy®.

Por eqq, existe d; € R tal que, para todo y > 0,

_ 12103, pry™® + 99¢oc11poy™ + 88dscripioy™® — 9copy
121c3 y'3

q7 + d7y”.

Usando que
/Pgmplo dx = pgpro — /ploxp9 dz,

obtemos de e;5 que existe dg € R tal que, para todo y > 0,

6 1331)\c§’1p6y24 — 19809011p9p10y11 + 108909031p8y22 + 847d7c%1p10y20

T 1331c,y* (
+ 968t poy™ + 39cupdy — 132dsenpoy™) + doy’.



4.2. Formas canonicas para centros isocronos triviais associados a funcoes Hamiltonianas de
graus 10, 12, 14 e 22. 108

Como
/Pszplo dx = pgpio — /Ploxps dz,

/pgxplo dx = popro — /pmmpg dx

2
pop?, 1
/pgplo””pm dv = %_g/pgmp?o dz,

por ey segue que existe d; € R tal que, para todo y > 0,

qs (128709011p9pfoy11 — 23409]71110 + 9317d70‘;’1pgy31 + 14641Ac‘111p5y35

T 14641¢hy%
+ 1197909ci’lp7y33 + 7986d60§1p10y30 — 2904dgc§1p9p10y21 + 10648dgc§1p8y32

+ 616d8011p‘;’0y10 — 1694d7cflpfoy20 — 2178¢oc?  psproy>? — 1089096%1]93?;22) + dsy°.

Como feito acima, no que segue, combinamos a regra de integracao por partes com a regra de
Leibniz varias vezes para determinarmos ¢4, g3 € go. De e13 temos que existe dy € R de tal forma

que, para todo y > 0,

i g (20328d8c§1p9p%0y21 — 23958c9c® pspoy®® + 1638copT, + .. ) +duy?.

~161051c3, 94

Por e;9, existe d3 € R de modo que, para todo y > 0,

g (223608d8c§1p8p50y32 —169884cyc, oy — 12558cpy + .. ) + dyy®.

17715618, y57

De e1; segue que existe d € R tal que, para todo y > 0,

q2 (3425994690311p7p9p10y44 + 4919376d80111p8p9p10y43 + ... ) + d2y2.

19487171c] 358

De e19 obtemos que
69535440 (a2 + b?)pro,pTy

10
194871711, €y Hoo

: 2
Assim, pip = y“pios. Por eig

69535449 (a® + b%)Pros.Dlos

7
cy'H
19487171¢], YT
e, entéo, P1o8 = YPio7- De €10 temos que
6953544cq(a? 4 b2 . 7
o( Zp107 Dior c y5H50
19487171cqy
Logo, p1o7 = yp1os- Por e,
6953544cq(a® + b*)p1o6,.p’
o )P106:P106 c y37-[44

19487171cT,
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e, consequentemente, pigg = YpPios- De €1g segue que

6953544 co (a2 + b2)pros,Dles

e yH
19487171¢], yrtss
Assim, p1os = yp1o4. Novamente de e;y obtemos que
936¢q(a® + b? 3
o )9y € yHas

1331¢3,

e, dai, pg = ypog. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa forma,

194871717
835912¢1,5%w” + 1256464¢ s™w + ... = ——— Ly, —0
234¢9(a® + b?) (@)=(10)
© 7
19487171c
2081440¢3, s>w? — 3116960¢%, s*w* + ... = ——— 1L 421 =0.
“ns cnsTw %%Wﬁ+wyemmwﬂm

Usando a ordem tdeg(s,w) obtemos que s = w = 0. Desse modo, pes = ypo7 € P1o4 = Ypro3- Por

€10,
936¢9(a® + b*)por,par

1331¢3,

Dessa maneira, pg; = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1o3(1,0). Assim,

€ y?—[%.

7
04234863 st — 14991902, s%w® + ... — om0 Tlen a7 =0
234co(@® +82)7 e y-a.0)

194871717
807576 6 192360803 3w? + ... = —— 1L 13 =0.
c11sw” + clis"wT + 23409(a2 +62)y €10 (1)

Dessa maneira, usando a ordem tdeg(s, w), temos que s = w = 0. Assim, pos = Ypos € P103 = YP102-

Por ey,
117co(a® + b?)ps,p?
121¢2,

S yHgg.
Logo, Ps = Yypsr- De €10 temos que

93609 (CL2 + b2 )p95ng5

cyH
13318, yrts
e, consequentemente, pos = ypgs. De eg segue que
117¢o(a? + b? 2
o )Ps7.Psr € yHio

121¢3,
Desse modo, ps7 = ypsg. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = p1p2(1,0). Logo,

19487171¢7
1597200¢3, swu® — 42350062, %ut + ... = ——— 1L 11 =0
e s Bicya+ 10" P, e
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19487171¢],

117co(a® + 02)7 =0

(a:,y):(l,O)

5015208¢3  sw?u? — 103132u"w + ... =

19487171¢7,

Y €10
)

5962880c; swu® — 5622144c}, sw’u + ... = T17co(a® + 17)

(z,9)=(1,0)

Assim, usando a ordem tdeg(s,w, u), segue que s = w = u = 0. Dal,

Pse = YPgs, Po4 = YPo3 € P1o2 = YP101-

Por €10,
18cq(a® + b*)pr,p7
11611

& yng.
Entao, p; = yprs. De eg segue que

117¢cy(a® + b2)p85xp§5
12162,

€ yHis

e, assim, pgs = ypss. Denotemos s = prg(1,0) e w = po3(1,0). Dessa maneira,

13313
sw(990c;s — 195w?) = — 1L __10¢q =0
9¢o(a? + b?) (2.4)=(L0)
° 3
1331¢
1716¢1sw? — 1452¢% 5% — 312uw* = ——— L _ye ) = 0.
H 9cg(a? + b?) (24)=(L.0)

Logo, s = w = 0 e, entao, psg = yprs € pPoz = Ypg2. Por ey,

1 1769 ((12 -+ bg)pg4xp§4
121¢2,

€ yHio

Logo, pss = yps3. De e1g temos que

18¢q(a? + b*)pr5,p75
1 1011

€ yHs

e, consequentemente, p75s = ypr4. Por eg,

18cy(a® + b%)pe,. D6
1 1011

yHio-

=0.

Dessa maneira, pg = ypes. Denotemos s = pg5(1,0), w = pra(1,0), u = ps3(1,0), v = poa(1,0) e

m = p101(1,0). Logo,

19487171¢T,

4429568¢3, sv’m + 10307264¢] swu + . .. = co(@® + 027

194871716,

5 2 7
13206182¢7,w u — 468542wm’ + ... = 909(a2 T b2)y €7

(z,y)=(1,0)
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19487171¢]
110739203, wum?® — 30453280c], uwvm + ... = 2—02113]68 =0,
9co(a® +0%)" 7|, =0
19487171¢7
598598c11um® — 13703976¢h uv® + ... = —— 1yl =0
9¢o(a? + b?) (@)=(1,0)
© 7
19487171
9689680c%, wm* — 36543936¢% uvtm + ... = 2L =3 =0.

Usando a ordem plex(s, w,u, v, m), segue que m =v =u = w = s = 0. Assim,

DPes = YPe4, P74 = YP73, P83 = YPg2, Po2 = YPo1 € P1o1 = V10Y-

De eg obtemos que
18cy(a” + b%)ps,ps

H
11011 yris

e, entao, ps = ypss. Por eg,
18¢9(a® 4 b*)pes,Pes

€ yHe.
11C11 Yrg

Dessa forma, pgs = ypes. De e1g segue que

18¢q(a? 4 b%)pr3,p73 c

H
11011 yita

e, assim, pr3 = ypra. Denotemos s = psy(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

121¢?
s(8w? — 88¢118) = ———————yeg =0
9¢o(a? + b?) (@) =(1.0)
© 2
121¢
26w — 132¢q1 5w = —Hy*‘leg = 0.
9eg(a? + b?) (@)=(1,0)
Entao, pss = ypss e psa = yps1. Por e,
18¢cy(a® + b?
9( )P63xP63 € yH,.
]_1611
Desse modo, pgs = ypg2. De ey segue que
18¢q(a® + b*

11011
e, dai, py = ypsz. Denotemos s = ps3(1,0), w = pr2(1,0) e u = pg1(1,0). Assim,

13313 _
66¢1swu — 13su® — 3630?152 = my 166 =0,
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2 2 2 3 1331¢};,
330ci1wu — 55¢11s5u” — 1210c7 sw — 6dwu” = ——— Y e€s =0
9co(a? + 1) (2.4)=(1,0)
© 3
1331c¢
572c1wu’® — 9682, su — 4842 w? — 104u* = ———— 7 7e = 0.
11 11 11 909(@2 + bz) 10 (‘my):(LO)

Logo, usando a ordem tdeg(s,w, u), obtemos que s = w = u = 0. Dali,

Ps3 = YPs2, Pr2 = YPr1 € P91 = Voy.

Por ey,
18¢q(a? + b*)pas,pas
11611

€ yHa.

Logo, ps3 = ypss. De eg temos que

1809(CL2 + b2)p621p62 c

H
11611 472

e, entéo, D62 = YDe1- De €10 segue que
909(&2 + b2)p3x € y?—[l.

Dessa forma, p3 = yps2. Denotemos s = psa(1,0) e w = pg;(1,0). Entao,

121¢?
s(4w? — 44cy15) = ——L 93¢ =0,
9co(a? + b?) () =(1.0)
¢ 2
121¢
13w? — 66¢115w = —”y_7 9 = 0.
9co(a? + b?) () =(1,0)
Assim, D52 = YPs1 € Pg1 = VY. De €4 obtemos que
18¢9(a® 4 b*)pasgpas € yHy

11611

e, consequentemente, pga = yps1. Denotemos s = p32(1,0) e w = pr1(1,0). Dessa maneira,

11611 4
9sw = —————=<y “eg =0
9¢o(a? + b?) (@)=(1,0)
e
11011 _9
22¢115 — 2w? = ————1Y “ejg =0.
9cg(a? + b?) (@)=(1,0)

Entao, pss = yps1 € pni = vry. Por ey,

9co(a® 4 b*)pa, € yHo
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e, dai, po = ypo1. De eg temos que

18cq(a® + b*)pe1 P61
]_1611

S yHo.

Desse modo, pg1 = vgy. De eg segue que

18cq(a? + b*)ps1,ps51
11611

c yHo

e, entao, ps; = vsy. Por ey,
18c(a® 4 b*)pa1,pa1

11611

S y’HO.
Assim, py; = v4y. De ey obtemos que

11011 (CL -+ )\b)

— Ico(a? + 07 T + vsy.

P31 =

Por ey,

(181)1069 - 88d8011)((l + )\b)

b= 81c3(a? + b?) T vy

De ey segue que
22611(& —+ /\b)2

cyH
9co(a? + b?) vy
e, consequentemente, a + Ab = 0. Desse modo,
9bcyy® = eg = 0.

Absurdo. Logo, g9 = Apg.

Suponhamos, por absurdo, que gg # Aps. Tomemos [ = 11 e s =9 em (4.8)), (4.9) e (4.10]). Por
ey, existe d; € R tal que, para todo y > 0,

_ 8cspio + 11Ac11pry?

dry”.
116113/3 + Y

qr

De eq5 segue que existe dg € R tal que, para todo y > 0,

_ 121t pey™ + 88csciipoy' + TTdrenpioy” — 12¢spt

dey.
12132,y Y

de

Como
/prplO dx = popio — /pmxpg dz,

temos de ey4 que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

i (13310} psy™ — 264cscripoproy'! + 968¢scd psy™ + 847dnch poy®

T 133103,y
+ 726dscy, proy™ + 56cspi, — 154d7cup%0y1°) + dsy°.
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114

Usando que
/Pszplo dx = pgpro — /Ploxps dz,

/pgzplo dx = popio — /ploxpg dx

e
2
DPop 1
/p9p10xp10 do = % o 5 /pga:p%(] dI7
por ej3 obtemos que existe ds € R tal que, para todo y > 0,
1
qs = m (184868611179]0%%11 — 35008]7‘110 + 9317d7ci’1p8y32 4 14641)\61111]741/36
11

+ 10648cscy, pry™ + T986dscs, poy®t — 3388dy7c2  poproy?t + 6655dsc2 p1oy™

+ 770d7c11p3oy™ — 1815dsct, ploy™ — 2904csct, pspioy™ — 1452080%1p§y22> + dyy*.

Como feito acima, no que segue, combinamos a regra de integracao por partes com a regra de

Leibniz varias vezes para determinarmos g3 e qo. Por ejs, existe d3 € R de modo que, para todo

y >0,

B = 16105165,y

De ey segue que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

1

= 17715618,y

Por €10,
1144920cg(a® + b*)p10,0% c

10
1771561c5, Y Hao

Logo, pio = 92]9108- De e segue que

1144920cs(a® + b2)p1os,Plos

7
cy'H
1771561c%, v Tt
e, assim, P1os = YP1o7- De e1p temos que
1144920cs(a® + b*)p1o7, 08
8( 6)1’0107 P1o7 c y57-l43.
1771561¢3,
Dessa forma, p1gr = yp1o. Por eqo,
1144920cg(a® + b* DS
s( 6)19106 P1os c y37_[38
1771561c3,
e, dai, P1o6 = YP1o5- De €10 obtemos que
1144920cg(a® + b? 6
s( )p105azp105 € yHss

1771561c5,

(25410d7c§1p9p%oy21 — 319445 prproy® + 2520cp%, + . .. ) + dyy®.

5 (279510d7c?1p8p?0y32 — 254100csc3, papsoy® — 19740cspS, + . . . ) + doy?®.
1
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Entao, pios = ypios. Por ey,
14005 (a2 + b%)po, 3

1331¢3,

€ yHz

e, assim, pg = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa maneira,

17715618
181500¢2, s*w? — 99000¢y; s*w* + ... = ————— 1L 422 =0
et s 280¢s(a? +62)” (2,9)=(1,0)
© 6
1771561¢
16356w" — 130284 Sy = =0.
! T T 0@ ) o)

Usando a ordem tdeg(s,w), obtemos que s = w = 0. Desse modo, pos = ypoer € P1o4 = YP1o3- Por

€9,
1400cg(a® + b*)por, P,
1331¢3,

€ yHas

Dessa maneira, pg; = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = pyo3(1,0). Assim,

17715618
105755w" + 136125¢7, s%w? + ... = ———— 1 __ylteq =0
280cs(a® + )" =00
© 6
1771561¢
12267w" — 97713¢ sw° 4+ ... = ———— 9100, =0
280cs(a? +0%) (@4)=(10)

Assim, usando a ordem tdeg(s, w), segue que s = w = 0. Entao, pogs = ypos € pro3 = ypioz- Por es,

168cs(a® + b?)ps,p3
121¢2,

S y/f'[zg.

Desse modo, ps = ypsr. De eg segue que

1400cs(a® + b?)pos .03
1331¢3,

€ yHis

e, dai, pgs = ypgs. De eg temos que

168cs(a® + b*)psr,p3e
121¢3,

€ yHio

Assim, pgy = ypse. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = p1o2(1,0). Logo,

1771561c8
6 4 1 .9
29610su” — 207900¢ swu™ + ... = —5608(a2 bZ)y es =0,

1771561c5,

6 4 2 _ _
35250wu” 4 702768ci;sTw + ... = 56es(a® + b2)y €9 =0
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e

1771561¢$
381150c2, su* — 1397550¢% swn? + ... = ————2=U 43¢ = 0.
56¢s(a? + b?) (.9)=(1,0)

Usando a ordem tdeg(s,w,u), temos que s = w = u = 0. Dessa forma,

Pse = YPss, Po4 = YPo3 € P1o2 = YP101-

Por ey,
24cg(a” + 0°)pr,pr
]_1611

€ yHio
e, entao, p; = yprs. De eg temos que

16808 (CL2 + b2 )p85a:p§5
1213,

S yng.

Logo, pss = ypsa. Denotemos s = pz6(1,0) e w = po3(1,0). Dessa maneira,

13313
51sw(33c1ys — Tw?) = ————9/e, =0
8cg(a? + b?) (@)=(1,0)
e
13313,

= 0.
(z,y)=(1,0)

2772¢115w* — 525w* — 2178¢%, 5% =

8cg(a? + bz)y @

Logo, s = w = 0 e, entao, psg = yprs € poz = Ypg2. Por eg,

168cg(a® + b2)pg4xp§4
12162,

S yHlo.

Deste modo, pgs = yps3. De eg obtemos que

24cg(a® + b*)prs,prs
<
11011

yHs

e, dai, p75 = ypra. De e7 segue que

24cs(a”® + b*)pes,pe
11C11

€ y?—[m.

Consequentemente, pg = ypes. Denotemos s = pg5(1,0), w = p74(1,0), u = pg3(1,0), v = pga(1,0)
e m = po1(1,0). Logo,

17715618
1141998¢4, s*m + 570999 su” + ... = —— 2L yde, =0,
8cs(a* + b%) (2,9)=(1,0)
17715618
317625¢2, sum® — 1900668¢3 wuvm + ... = — 2" 20 =0,
8cg(a? + b?) (@)=(1,0)
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1771561¢8,

103635um® — 79695¢c;wm® + ... = ———— L eg =0,
8cg(a? +b2) 7|, )= (1,0
1771561c5
1715175¢, uvm?® + 1888689c), sum + . .. = 3 o 6121 Y %eq = 0.
8cg(a” + %) (e.)=(1.0)
e
17715618
143115m7 + 2152227¢4 sm? + ... = — UL y=de o = 0.
8cg(a? + b%) (2,9)=(1,0)

Dessa maneira, usando a ordem plex(s, w, u, v, m), obtemos que m =v =u =w = s = 0. Dali,

DPes = YPe4, P14 = YDP73, P83 = YPg2, P92 = YPo1 € Pio1 = VioY-

De e; temos que
24cg(a® + b*)ps,ps
11611

€ yHs

e, entao, ps = ypss. Por ez,

24cs(a® + b*)peayDes c

Hs.
11011 Yrie

Logo, pss = ypes- De eg segue que

24cs(a® + b*)pra,prs
11011

€ yHa.

Entao, pr3 = ypre. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

121¢2
s(6w? — 44cpy8) = L y2ey = 0.
2des(a® +0%)7 g0
© 2
121¢
14w® — 66¢1 5w = ————1—y 3¢ =0.
H 24cg(a® + b2)y i () =(1,0)
Dessa maneira, psy = yps3 € ps2 = yps1. Por ez,
24cg(a® + b?
8( )P63:D63 € yH,

11011

e, entao, pg3 = yYpe2. De e19 obtemos que
Scs(a® + b*)pa, € yHs

e, assim, py = ypy3. Denotemos s = ps3(1,0), w = pra(1,0) e u = po1(1,0). Assim,

13313
297cy swu — 1089¢%,5° — 63su® = ———LL__¢; -0,
8cs(a® +0%) |, =0
13313
561y wu — 18150?1310 — 119wu® — 33¢ysu® = #y_?’ey =0,
8cg(a? + b?) (@)=(1,0)
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e
1331¢3
924cywu® — 1452¢% su — 175u* — 7263 w* = ————L_¢y~6 =0.
! : P T 8@+ ) Ul
Usando a ordem tdeg(s,w,u), temos que s = w = u = 0. Logo,
P53 = YDs2, Pr2 = YPr1 € Po1 = VY.

Por €10,

8cs(a® + b*)pas, € yHa
e, dai, py3 = ypso. De e7 segue que

24cg(a® + b?
8( )P62.:D62 € yHs.
11011

Dessa forma, pgo = yps1. De eg temos que

8Cg(a2 + b2)p3x S y?—[l.
Entao, ps = yps2. Denotemos s = ps2(1,0) e w = pgi(1,0). Logo,

121¢?
s(3w? — 22¢y18) = —— ¢ % =0,
© 2
121c
Tw? — 33¢ci15w = ———— 2y =0.

Assim, pss = yps1 e psy = vgy. De eqg temos que
8cs(a® + b*)pas, € yHo

e, consequentemente, pis = yps1. Denotemos s = p3a(1,0) e w = pr1(1,0). Dessa maneira,

11611 _3
DSW = ——————Y "€ =0
8cs(a? + b?) 0 (@)=(1,0)
e
11011 -8
22¢118 — 3w? = —————Y €9 =0.
8cg(a? + b?) (@)=(1,0)

Entao, pss = yp31 e pr1 = vry. Por eg,
808(612 + 62)p2x € y'HO

Consequentemente, ps = ypa1. De e; segue que

24cg(a® + b?)pe1,Per
11011

€ yHo.
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Desse modo, pg; = vgy. De e5 obtemos que

24cg(a® + b*)ps1,pm
11011

€ yHo

e, assim, ps; = vsy. De ejp obtemos que

1].611 (CL + /\b)

_—808(a2 1) T+ V4Y.

P11 =

Por ey,
(24’01008 - 77d7011)(a + /\b)

P31 = — 642 (a2 + ?) T + vsy.

De e3 temos que
33611(& + )\b)2

8cg(a? + b?)
e, dai, a + A\b = 0. Por eg temos que ps; = voy. Logo,

r € yHo

8begy” = er = 0.

Contradicao. Entao, gg = Aps.

Suponhamos, por contradigao, ¢; # Ap;. Assumamos [ = 11 e s = 8 em (4.8]), (4.9) e (4.10)).
De e15 temos que existe dg € R tal que, para todo y > 0,

_ Tcopio + 11Ae11pey?

de1yS.
eyt oY

(3

De e14 segue que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

_ 121)\6%11)5'3/15 + 7707611]99’3/11 + 66d6611p10y10 — 1407])%0
121c3,y'®

s + dsy°.

Usando que
/prplo dx = pop1o — /ploxpg dz,
obtemos de e3 que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

1
~ 1331c,y26

+ 605d5¢3 1oy + T0crply — 165d6011p?oy1°> + day’.

G4 (1331/\ci’1p4y26 — 308crc1ipoproytt + 847crcl psy®® + T26dsc? poy™

Como
/Psxplo dx = pgpio — /p10$p8 dz,

/pgxplo dx = popro — /ploxpg dx
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e

2
Dop 1
/p9p10xp10 dr = Tlo - 5 /pga:p%(] d$7

por ejs temos que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

1
- 14641c}y37
+ 9317c7¢3, pry®® + 5324d,4¢3 proy™ — 3630dsc?  pop1oy®t + 6655d5c3 poy>!

a3 (231007011p9p%oy“ — 455¢7piy + T986dsc] psy™ + 146410ch pay™

+ 880d6011p§’0y10 - 1815d5c%1p%0y20 — 338807cflp8p10y22 - 1694C7C%1p3y22> + d3y3.

Como acima, combinando a regra de integragao por partes com a regra de Leibniz varias vezes, de

e11 segue que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

q2 <29O4Odﬁc§1pgp%0y21 — 39930d60‘i’1p8p10y32 + ... ) + d2y2.

1610513,y

De ey temos que
161616¢7(a® + b*)p10,P30

10
€ y''H
161051c3, YTt

Dal, pig = y*pigs. Por eip,
161616¢7(a® + b*)p1os.Pios

7
cy'H
161051¢3, Y Tt
e, entéo, P1o8 = YPio7- De €1p segue que
161616¢7(a® + b°)p1o7,P307 c PH
161051¢%, Y Ttae
Dessa maneira, P1o7 = YP106- Por €10,
161616¢7(a® + b? >
7( )P106.:P106 c y37-[32

161051c3,
e, consequentemente, pigs = Yp1os. De €19 obtemos que

161616¢7(a® + b?)p1os,P50s c

1610515, yHas
Entao, pios = yp1os. Novamente por ejy temos que
210¢7(a® + b*)po, P2
7( JPosDs s

121¢2,
e, assim, pg = ypgg. Denotemos s = pgg(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa maneira,

161051¢3, g

469040cu35w° — T8884su° — 595320ch s = =~y

€9 = 0.
(z,y)=(1,0)



121 Capitulo 4. Isocronicidade trivial versus Conjectura Jacobiana

161051¢}
634920c; sw* + 319440¢3, s* — 1132560c], s*w?* — 92352w° = 13

© Ter(a? + bz)y c10 =0

(m’y):(lvo)

Desse modo, usando a ordem tdeg(s,w) temos que s = w = 0. Assim, pog = Ypo7r € P1o4 = YP103-

Por €10,
210c7(a® + b*)por,par
12162,

€ yHio

Dessa maneira, pg; = ypes. Denotemos s = pog(1,0) e w = pyo3(1,0). Dali,

161051¢;
351780cy18*w® — 446490c7, s*w — 59163sw° = o

- -0
Ter(a? + b2)y

('Ivy):(lvo)

€9

2395800%53——8494200%52w2—%47619OCH3u#——69264uﬁ::-;Higﬁzgil—y7ew = 0.
Tcr(a? + b?)

(z,y)=(1,0)

Usando a ordem tdeg(s,w), obtemos que s = w = 0. Logo, pos = YPos € P103 = YP1o2- Por eqo,

28¢7(a” + b)ps,ps
11011

€ y?—[14.

Desse modo, ps = yps7. De ejp temos que

210c7(a® + b*)pos . pas

€ yH
12122, yrts
e, dai, pgs = ypgs. Novamente por e;g obtemos que
28¢7(a” + b°)psr,Dsr
( ) € yng.

11011

Assim, pgy = ypse. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = p1o2(1,0). Logo,

1610513
07240¢; swu® + 18101663, s%w + ... = ——— by, =0,
14c7(a® + b?) (@)=(1.0)
161051¢3
23452001 + 5590206 sw? + ... = ————1L_yteg =0
Ter(a? 4 %) (@)=(1,0)
¢ 5
161051
1597202, w?® + 958320¢% swu + ... = ——"A o o = 0.
Ter(a? +b2) (2,y)=(1,0)

Usando a ordem tdeg(s,w,u) segue que s = w = u = 0. Dessa forma,

Ps6 = YPgs, Poa = YPo3 € P1o2 = YP101-
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De eg temos que
28¢r(a® + b?)pr,pr

11611

& yng.

Logo, p7 = ypre. Por ey,
28¢7(a® 4 b*)pss.,Dss c

11611

e, entdo, pss = Ypss. Denotemos s = prg(1,0) e w = po3(1,0). Dessa maneira,

yHs

121¢2
€11 y3€8 —0

s(24w® — 132¢118) = ——— 11—
1407(&2 + b2) (z,y)=(1,0)

1212, ,
_ e — 0.
e (@ +02y7 )=(10)

45w — 198¢11sw =

Entao, pre = yprs € po3 = ypga. Por ey,

28¢7(a® + b*)psagsa

€ yHs.
]_1011 yite
Desse modo, psy = yps3. De eg obtemos que
28¢c7(a® + b?
7( )p75xp75 € yHs
11011
e, dai, p75s = ypra. De eg segue que
28¢7(a® + b?)pe,p
AP0t ¢y,

1].011

Como consequéncia, pg = ypes. Denotemos s = pgs(1,0), w = pr4(1,0), u = pg3(1,0), v = pga(1,0)
e m = p1o1(1,0). Logo,

161051¢]
106480¢3, suv — 9620sm® + ... = ———1_y3¢ — 0,
Tcez(a? +b?2) (@) =(1.0)
161051¢;
23058¢% 507 — 1208Twm’ + ... = —— L ye; =0,
Ter(a® +0%)7 =0
161051}
9724001 uvm® — 16354um® + ... = ———1_y 1y — 0,
Ter(a? 4 b2) (2:4)=(1,0)
161051¢]
244904¢3 wum — 19721om® + ... = —— Ly =3, =0

- Tcr(a? + 0?)

161051¢7
3 2 4 - 11 —5
239580cy, wm” 4 158730c;;vm™ + ... = —707(a2 n 62)y €10

(x,y):(l,())
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Dessa maneira, usando a ordem plex(s, w, u,v,m) temos m = v =u = w = s = 0 e, consequente-
mente,

Pes = YPe4, P74 = YP73, P83 = YPs2, P92 = YPo1 € Pio1 = V1ioY-
De eg temos que

28¢7(a® + b*)peagPea
11011

€ yHs

e, entao, pss = Ype3. Por ejg,
7C7(CL2 + b2)p5x S yHg.

Logo, ps = ypss. De eg segue que

28¢7(a® + b*)pr3Lprs
€
1 1611

yHa

Entao, pr3 = ypre. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

].1011 _9
bsw = —————=y “er =0
Tc7(a? + b?) (@)=(1,0)
© 2
121c
Acpys — 8w? = ———H ¢y~ =0.
s — ol 24cg(a® + bz)y c1o0 (@)=(1,0)

Dessa maneira, psqs = yps3 € ps2 = yps1. Por eg,

28¢7(a® + b*)pesyDes
1 1011

€ yHy
e, entao, pg3 = Ypg2. De eg obtemos que
Ter(a® + b%)pa, € yHo

e, assim, py = yp4z. Denotemos s = ps3(1,0), w = pr2(1,0) e u = pg1(1,0). Assim,

121¢?
7C7(a2 + bz) (z,y)=(1,0)
Swu? — 44cpyw? + 55¢15u = 121ci, B =0
11 T 14 (a2 +b2)y i (@,9)=(1,0) o
o 2
121c
30u? — 132c11wu + 3632, s = ———— 8¢y =0
H Tcr(a? +0?) (z,y)=(1,0)

Usando a ordem tdeg(s,w,u), segue que s = w = u = 0. Desse modo,

Ps3 = YPs2, Pr2 = YPr1 € P91 = Voy.
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Por ey,
Tcr(a® + b%)pas, € yHa
e, dai, py3 = ypso. De eg segue que

28¢7(a® + b*)pe2yDe2
S
1 1011

yHg.
Dessa forma, pgs = ypg1. De eg temos que
7c7(a® + b*)ps, € yH,.

Entao, ps = ypsa2. Denotemos s = pso(1,0) e w = pg1(1,0). Entao,

sw = Len y e =0
=T o 7 =Y,
21c7(a? + b?) () =(1,0)
e
11011 9

220115 — 4w2 =

- =0.
Tez(a? +b?)

Y "€
(z,y)=(1,0)
Assim, pss = yps1 e ps1 = vgy. De eg temos que

7cr(a® + b*)paz, € yHo

e, consequentemente, pyo = yp4;. Denotemos s = p3a(1,0) e w = pr1(1,0). Dessa maneira,

11011 _9
35W = ————5<Y e =0
Tc7(a? + b?) : (@)=(1.0)
e
11011 7
22¢118 — dw? = ——— VY 'eg =0.
Ter(a? + b?) (@)=(1,0)
Entao, psa = yps1 e prn = vry. Por ey,
7C7(CL2 + 1)2)p2I € yH(]
Dai, po = ypa1. De eg segue que
28¢7(a® + b?
7(a” + b%)pe1, D61 € yHo.
]_1611
Desse modo, pg; = vgy. De ejy obtemos que
11011(& -+ )\b) +
=——————"0 + Usy.
Pa1 Tez(a? +b?) 5Y
Por ey,
28 — 66d Ab
D = _( V10C7 6c11)(a + )$ +vay,

49¢2(a? + b?)
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De e4 temos que
44011(@ -+ )\b)2

Tez(a? +b?2)

e, dai, a + A\b = 0. Por eg segue que p3; = vzy. Em seguida, de e; obtemos que po; = voy. Logo,

r € yHo

Thery® = e = 0.

Absurdo. Assim, g7 = Apy.

Suponhamos, por absurdo, gg # Apg. Assumamos [ = 11 e s = 7 em (4.8), (4.9) e (4.10). De
e14 temos que existe d; € R tal que, para todo y > 0,

_ 6cepio + 11Acr1psy®
11cp1y?

s + dsy°.

De e13 segue que existe d4 € R tal que, para todo y > 0,

_ 12102, pay'S + 66c6c11poytt + 55dsci1p1oy™® — 15¢6p3,
121¢3,y'6

4 + day?.

Usando que
/szpm dx = popro — /plo;pp9 de,

obtemos de e5 que existe d3 € R tal que, para todo y > 0,

q3 (133”\0?12?3?/27 — 330csc1ipopioyt + T26¢6¢t,psy™ + 605d5ct, poy®

T 13313,y
+ 484d4c%1p10y20 + 8006]??0 — 165d5011pfoy10) + d3y3.

Como
/psxplo dx = pgpio — /pIOxPS dz,

/pgxplo dx = popio — /ploxpg dx

2
Pop 1
/p9p10xp10 dr = 210 - 5 /pgmpfo dz,

por e temos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

1
 14641c},y38
+ 7986¢6¢3  pry®® + 3993dscs p1oy™ — 3630d5c3, popioy®t + 5324d4ch poy®t

+ 935dsc11p2 0y — 1694d,63 pToy™® — 3630csct; pepioy™ — 1815060313933;22) + dyy?.

" (2640c6c11p9p§0y“ — 540ceply + 6655dsc3 pey®? + 14641AcH pay

De €19 temos que
20520¢6(a® + b?)pro,pio

10
14641c%, €y Hao.
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Dal, pig = y*pios. Por ey,
20520¢6(a” + b?)pros.Pios

146414,

e, entao, pios = Ypio7- De eqp segue que

€y Hao

20520c6(a® + b?)pro7.P107

5
14641c1, € Y Ha

Dessa maneira, p1g7 = ypios- Por eqg,

20520c6(a® + b?)p1o6.Pios
146414,

€ y*Has

e, consequentemente, pios = YpP1os- De €19 obtemos que

20520c6(a? + b*)p1os.Pios
146416‘111

€ yHas

Entao, p1o5s = ypioa- De eg temos que

240¢q(a® 4 b*)py 03
121¢2,

€ yHas

e, assim, pg = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa maneira,

14641
19360?153 — 2816¢115%w? + 5765wt = —Hy14eg =0
120cg(a® + b?) (@)=(1.0)
¢ 14641¢8
lc
684w — 3960 3 4 4840¢%, s*w = ————— L9 =0.
w ci1sw” + c1sTw 12006(a2 n 62)y €19 o)

Usando a ordem tdeg(s,w) obtemos que s = w = 0. Dali, pos = ypo7 € proa = Yp1o3- Por ey,

24066 ((12 -+ bz)p97mp37
121¢2,

€ yng.

Dessa maneira, pg; = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = pyo3(1,0). Assim,

14641cf
14527, 8% — 2112¢1; s°w® + 432sw* = ———L__¢/® -
118 crisw” + sw 120cg(a® + bz)y “ (z,y)=(1,0)

14641c}
3630c3, 5w — 2970c; sw® + 513w° = —— 4! -
f1s"w Cusw” + olow 120c6(a® + b2)y 0 (z,y)=(1,0)

Entao, usando a ordem tdeg(s,w), temos s = w = 0. Dessa forma, pgsg = ypos € P13 = yp102. Por

€9,
30cq(a® + b*)ps,.ps

11011

€ y?—l14.
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Desse modo, ps = ypsr. De eg temos que

24006 (CL2 + b2 )p95xp$2)5

cyH
1212, yrts
e, dai, pos = ypos. Novamente por ey obtemos que
30cg(a? + b?
6( )Der. D87 € yHuo.

11011

Assim, pgy = ypse. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = p1o2(1,0). Logo,

14641¢t
936su* — 4576¢1 swu? + ... = ———L 45 =0,
14641ct
1152wu* — 5632cwu? + ... = ——— L 42 =0
¢ 46414
14641c
96802, wu — 133103, sw + ... = —— 471 =0.
11 11 3006(a2 —|—b2)y 10 (L0)

Usando a ordem tdeg(s,w,u) segue que s = w = u = 0 e, dai,

Pge = YPgs, P94 = YPo3 € P1o2 = YP1io1-

De e; temos que
30cq(a” + b)pr,pr
11011

YHio.

Logo, p7 = ypre. Por ey, A
30cs(a® + b%)pssPss

11611

e, entao, pss = Ypss. Denotemos s = prg(1,0) e w = pg3(1,0). Dessa maneira,

c yHg

121¢2
s(15w? — 66¢y18) = ————L ¢ =0
© 2
121¢
24w — 99¢q 5w = ———AL 97 1e =0.
Assim, p7g = yprs € Po3 = Ypga. Por ey,
30cg(a® + b2
6(a” + b°)psapsa € yHe.
11011
Desse modo, pgs = yps3. De e; obtemos que
30cs(a® + b?
6( )P75mp75 € yHs

11611
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e, dai, p75s = ypra. De e1g segue que
606(CL2 + bQ)pﬁx S y?—[4.

Consequentemente, ps = ypgs. Denotemos s = pgs(1,0), w = pr4(1,0), u = ps3(1,0), v = pga(1,0)
e m = p1o1(1,0). Logo,

14641¢
1260sm* — 6160c;som? + ... = ————AL_y2¢, —0,
Geo(a® +b%)" iy~
14641¢*
1210062, wum — 2662063 w? 4 ... = ——— ¢, =0,
6cg(a? + b?) ()=(1,0)
14641
2340um®* — 11440cyuvm? + ... = %y‘%s =0,
606(a +0 ) (z,y)=(1,0)
14641¢4
25280¢% s — 14080c,0%m? 4 ... = —— Ly~ —0
6cg(a? + b?) (@)=(10)
© 4
14641
73205¢ s + 3420m° 4 ... = ———LL_y~6¢ = 0.
6cg(a? + b?) ()=(1,0)

Usando a ordem plex(s,w,u, v, m) temos m =v =u=w = s = 0. Assim,

Pes = YPe4, P14 = YDP73, P83 = YPg2, P92 = YPo1 € Pio1 = VioY-

De eq9 temos que

6c6(a” + b*)pea, € yHo

e, entao, pes = Ypes. Por ey,

606(CL2 + 62)]9596 S yHg.
Logo, Ps = YPs4.- De er segue que

30c6(a® + b*)pr3uprs
1 1011

S yH4.

Entao, pr3 = ypre. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

11011 1
25W = ———=<Y € =0
6eg(a? + b?) (@)=(1.0)
e
11011 6
44¢118 — 10w? = —————UY ey =0.
6cg(a? + b?) (2)=(1,0)
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Dessa maneira, pss = yps3 € psas = yps1- Por ey,

6c6(a” + b*)pes, € yHa
e, entao, pg3 = Ype2. De eg obtemos que

6¢c6(a® 4 b%)py, € yHo

e, assim, py = ypy3. Denotemos s = ps3(1,0), w = pra(1,0) e u = po1(1,0). Assim,

121¢?
Ssu? — 22¢11 5w = —Hy_le5 =0,
121¢2
T7c11su + 25wu? — 110cw? = %y‘467 =0,
’ 121¢?
c
363c%, s — 165cwu + 40u® = —— ey =0.
1 6cg(a? + b?) (@)=(1,0)
Logo, usando a ordem tdeg(s,w, u), segue que s = w = u = 0 e, entao,
Ps3 = YPs2, Pr2 = YPr1 € Po1 = VY.
Por eg,
6c6(a” + b%)pas, € yHa
e, dai, py3 = ypsz. De e1g segue que
6cs(a” + b°)pe2, € yHo.
Dessa forma, pgo = ype1. De e7 temos que
606(6L2 + bZ)pgm S y’Hl.
Entao, ps = yps2. Denotemos s = pso(1,0) e w = pg1(1,0). Entao,
11611 _4
SW=———-—19Y "eg =0,
6cg(a? + b?) (@)=(1,0)
e
11611 _8
22¢118 — bw? = ———————1Y €9 =0.
Geg(a® +b?) (2,5)=(1,0)

Assim, pso = yps1 e ps1 = vgy. Por eg,

6c6(a” + b*)pas, € yHo



4.2. Formas canonicas para centros isocronos triviais associados a funcoes Hamiltonianas de
graus 10, 12, 14 e 22. 130

e, consequentemente, pga = yps1. Denotemos s = p32(1,0) e w = pr1(1,0). Dessa maneira,

sw = Hen y te =0
- - 3 =
6cg(a? + b?) (2,y)=(1,0)
e
11011 6
22c118 — bw” = Yy er =0.
6eg(a? + b2) (@)=(10)

Entao, p3s = yps1 e pr1 = vry. De ejg obtemos que

11011 (CZ -+ )\b)

" eg(aZ £ 1) ¢ T

P61 =

De eg temos que

(30U10C6 - 55d5011)((1 + >\b)

= — T + Usy.
Ps1 36¢2(a? + b?) 5

Por ¢g,
Geg(a? +0°)ps, € yHo.
Entao, ps = ypa1. De e5 segue que

55011((1 + >\b)2
6ce(a? + b?)

x € yHo

e, assim, a + Ab = 0. Por eg, pys; = v4y. De e; obtemos que p3; = v3y. Em seguida, de eg temos
que pa; = voy. Desse modo,

6bcgy® = e5 = 0.

Absurdo. Logo, gs = Aps.

Assumamos, por absurdo, g5 # Aps. Consideremos [ = 11 e s = 6 em (4.8)), (4.9) e (4.10). De
e13 temos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

_ 5cspro + 11Acy1pay®
11cq1y8

QU + dyyt.

De e15 segue que existe d3 € R tal que, para todo y > 0,

_ 121Xt psy™ + B55escripoy™t + 44dyciipioy'® — 15¢5p7,
1213, y'7

4as + d3y3.

Usando que
/ PozP10 dT = popro — / P1ogPo de,

obtemos de ey; que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

G2 (1331)\0:{’1]923/28 — 33005011pgp10y11 + 605c5cflpgy22 + 484d4c%1p9y21

T 133103,y
+ 363d3¢2,proy®° + 85espdy — 154d4c11p§0y10) + day?.
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De ey temos que
2380cs (a2 + b?)p1o,p3

10
1331, €y Ha

. _ .3
e, dai, pio = y’p1o7. Por ey,

2380cs(a® + b?)pro7,D307

€
13315, Y
e, entdo, pior = y>pros. De e segue que
2380c5(a? + b?)p1os,ps
( 3) 1050P105 yH s
1331¢y,
Dessa maneira, p1gs = ypios- De e1p temos que
30cs(a® + b*)pg,p
ol JPos2y € yHie

11011

e, assim, pg = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa maneira,

13313
sw(6072c115 — 1564w?) = ——————1/1%q =0
Ses(a? + b?) () =(1,0)
© 3
1331
897611 sw” — 1904w* — 58083 5% = ———LL__yoe — 0.
5cs5(a? + b?) () =(1,0)
Desse modo, pgs = ypgr € p1os = Ypioz. Por ejo,
30¢s(a® + b*)por,Por € Hon.
11011
Dai, pgr = ypos. Denotemos s = pgg(1,0) e w = p1o3(1,0). Assim,
1331¢3
sw(4554c11s — 1173w?) = ———__1/5¢g =0
5c5(a® + 02) (2,y)=(1,0)
© 3
1331
673211 50% — 1428w — 43563, 5% = ——— 1 __ye, —0
Ses(a? + b?) (wa)=(1.0)

Entao, pgs = ypgs € pioz = ypioz- Por eg,

30cs(a® + b*)ps,.ps
11011

€ y?—l14.

Desse modo, ps = yps7. De e1y obtemos que

30c5(a® + b?)pos,pos
1 1011

c yHg
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e, dai, pos = ypgs. Por eg, temos

30cs(a® + b*)psr,psr
1].011

€ yng.

Assim, pg; = ypss. Denotemos s = pgg(1,0), w = pos(1,0) e u = p102(1,0). Logo,

1331¢3
1188cyyswu — 306su® — 2178¢%, 8% = ———L__45¢q =0,
10c5(a? + b?) ()=(1,0)
1331¢}
3036¢1,wPu — T82uwu® — 726063 sw + 462¢1 s> = — g =0
Ses(a? + b?) (@) =(1.0)
© 3
1331
4488¢1wu? — 952u* — 5808¢2 su — 2004c2 w? = —- Ly =3 =0
5es(a? + b?) (@)=(10)

Usando a ordem tdeg(s,w,u) temos s = w = u = 0 e, dali,

Ps6 = YPss, P94 = YPo3 € P1o2 = YP101-

De e19 temos que
505(6L2 + 62)p7x S y’H5.

Logo, pr = ypre. Por es, -
30cs5(a” + b%)pss,Pss

11611

e, entao, pss = Ypss. Denotemos s = prg(1,0) e w = po3(1,0). Dessa maneira,

€ yHs

11011
—35W = ——F———><€g =0
€
11011 _5
66c118 — 18w? = — Y ‘e =0.
5c5(a® + b?) (z,y)=(1,0)

Assim, pre = yprs € po3 = Ypge. Por eg,

30¢5(a® + b*)psagpsa
1 1611

€ yHs.
Dessa maneira, pgs = yps3. De e1g obtemos que

5cs(a® + b%)prs, € yHs
e, dai, prs = ypra. De eg segue que

505(CL2 + 62)p6x S yH4.
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Como consequéncia, pg = ypes. Denotemos s = pgs(1,0), w = pra(1,0), u = pg3(1,0), v = pg2(1,0)
e m = po1(1,0). Logo,

13313
528c11sum — 136sm® — 968¢3, su = %yeﬁ =0,
Ses(a® +0%)7 7| L =10
13313
858ciwom — 221wm? + ... = %y‘lw =0,
Ses(a? + b?) (2)=(1,0)
1331¢3
1694c¢3,sm + 66c,wm? + ... = %y’geg =0,
bes(a? + b?) (@a)=(1.0)
13313
231011um2 — 363OC%IU’U +...= %y_f)@g =0
505(@ +0b ) (z,y)=(1,0)
© 3
1331¢
2244c0m? — 145220 + ... = —— AL 7Te = 0.
11 11 5C5(6L2 + b2)y 10 (o)1)

Assim, usando a ordem plex(s, w, u, v, m), obtemos que m =v =u = w = s = 0. Logo,

Pes = YPe4, Pr4a = YP73, P83 = YPg2, P92 = YPo1 € Pio1 = VioY-

De eg temos que

5c5(a” + b*)peay € yHo

e, entao, pgs = Ypes. Por eg,
505(a2 + b2)p5w S yHg.

Logo, ps = ypss. De e1g segue que
5¢s(a® + 0% )prs, € yHa.

Entao, pr3 = ypre. Denotemos s = ps4(1,0) e w = pga(1,0). Assim,

11611
—25wW = ——————e5 =0
505(&2 + b2) (z,y)=(1,0)
e
]_1011 _5
44¢118 — 1207 = ————Y “€g = 0.
5c5(a® + 02) (2,y)=(1,0)

Dessa maneira, psqy = yps3 € ps2 = yps1. Por ey,
505(CL2 + b2)p63x € yH,
e, entao, pg3 = Ypg2. De e; obtemos que

5cs(a’ + b%)py, € yHo
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e, assim, py = ypy3. Denotemos s = ps3(1,0), w = pra(1,0) € u = po1(1,0). Assim,

11011 _3

25U = —————<Y “eg =0,
10c5(a® + b?) (@) =(1.0)
11611 6
33¢118 — WU = —————=<Y €g =0,
e
11C11 9
22¢11w — 6u? = —— 1Y €1o =0.
5es(a? + b?) () =(1.0)
Logo,
Ps3 = YPs2, Pr2 = YPr1 € Po1 = Voly.
Por ez,
5cs(a” + b%)pas, € yHa
e, dai, py3 = ypsa. De eg segue que
5¢s(a” + b )pez, € yHo.
Dessa forma, pgo = yps1. De eg temos que
5cs(a® + b*)ps, € yH.
Entao, ps = yps2. Denotemos s = pso(1,0) e w = pg1(1,0). Entao,
11011 _3
—SW = ————— Y “e5 =0
Ses(a? + b?) (@)=(1,0)
e
11611 _7
225¢1; — 6w? = ————1Y ‘€3 =0.
bes(a? + b?) (@)=(1,0)
Assim, psy = yps1 e ps1 = vgy. Por eq,
5cs5(a” + b°)pas, € yHo
e, consequentemente, pyo = yps1. De e1g obtemos que
11011(& -+ )\b) +
= —————F2 + Ury.
bn 5cs(a? + b?) [
Por ey,
30vy9cs — 44dci1)(a + Nb
palz—( S )l )x+f06y.

25¢2(a? + b?)
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Denotemos s = p3a(1,0). Dessa forma,

s(a+ A\b) = ey -0
(z,y)=(1,0)

50c2(a® + b%)%s — 66¢11(a + Ab)? = 5es(a? 4 b))y eg —0
(z,9)=(1,0)
Logo, p3s = yp31 € a + Ab = 0. De eg segue que ps; = vsy. Por e; temos que py; = v4y. De eg

obtemos que ps3; = v3y. De e5 temos que py = v9y%. Dessa forma,
5bc5y4 =e4 =0.

Absurdo. Entao, g5 = Aps.

Suponhamos, contradi¢ao, ¢4 # Aps. Tomemos [ = 11 e s =5 em (4.8]), (4.9) e (4.10). De ey
temos que existe ds € R tal que, para todo y > 0,

_ 4eqpro + 11Aer1psy”

da1>.
ey

q3

De e1; temos que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

_ 121A¢3 pay™® + 4deqeripoy™ + 33dscriproy™® — 14eqpd,

day?.
1212,y a2y

q2

De ey obtemos que
252¢4(@” + D)proaiy

10
Yy Hig
121¢3
Dai, p1o = y*p1os. Por ey, A ,
252¢c4(a” 4 b%)p1o6,P
4( 2) 1062106 e y3H14
121cyy
e, entao, pigg = YPios- De €19 segue que
252¢4(a® + B*)prosaPlos M
121¢2, b
Entao, pios = yp1os. De eg temos que
28¢4(a® + b?)po,p
ol JPospy YHe

11011
e, assim, pg = ypos. Denotemos s = pog(1,0) e w = p1p4(1,0). Dessa maneira,

12162
s(28w? — 88¢y1s) = ————L40¢ =0
( 1) 28c4(a® + bz)y o (@)=(1,0)
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e
121¢2
36w® — 132¢y1 5w = ————L g =0.
1 28c4(a® + b2)y 10 (@)=(1,0)
Desse modo, pgg = ypo7 € pioa = Ypio3. Por ey,
28¢4(a® + b*)pyz,p
4( ) 97 2097 € yHys.

11011

Dessa maneira, pg; = ypes. Denotemos s = pgg(1,0) e w = p1o3(1,0). Assim,

121¢2
s(21w® — 66c115) = ————5———1¢g =0
28¢4(a2 + b2) (2,9)=(1,0)
o 2
121c
28c4(a2 + b2) () =(1,0)

Dai, pos = ypos € pio3 = Ypioz- Por ey,
4eq(a® + b*)ps, € yHs.

Desse modo, ps = ypgr. De eg obtemos que

28¢4(a* + b*)pos,pos
1 1011

€ yHs
e, assim, Pos = YPoa. Por €10, temos
404(@2 + b2)p87x S y?-l,5.

Dessa forma, pg7 = ypsg. Denotemos s = pge(1,0), w = pos(1,0) e u = p1o2(1,0). Entao,

121¢?
70su? — 220¢1 5w = ——— L _ge =0
121¢?
22¢115u + 98wu? — 308¢ w? = %y’Zeg =0
dey(a® + b?) (@) =(1.0)

¢ 2
121c

726¢%, s — 462¢1,wu + 1260 = —Hy_5610 = 0.

Usando a ordem tdeg(s,w,u) temos que s = w = u = 0. Dessa maneira,

Ps6 = YPs5, P94 = YP93 € P1o2 = YP1o1-

Por €10,

404(&2 + b2)pg5x € yHs
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e, entéo, Pss = Ypsa. De eg temos que
404(@2 + b2)p7x S yH5.

Logo, p; = ypre. Denotemos s = prs(1,0) e w = po3(1,0). Dessa maneira,

9 11011 0
—9sw = ———yer =
dey(a® + b?) (@)=(1.0)
e
11011 4
66c11s — 21w? = ————UY €9 =0.
dey(a® + b?) (@) =(1.0)

Assim, pre = yprs € Po3 = Ypoa. Por eqo,

4es(a® + b%)psa, € yHo.
Desse modo, pgs = yps3. De eg obtemos que

4eq(a® + b )prs, € yHs
e, dai, pr5s = ypra. De eg segue que

4eq(a® + b*)ps, € yHa.

Consequentemente, ps = ypgs. Denotemos s = pgs(1,0), w = pr4(1,0), u = ps3(1,0), v = pga(1,0)
e m = pii(1,0). Logo,

121¢?
7sm? — 22¢y150 = —1166 =0,
2 121C%1 -2
99¢i1sm + 21lwm” — 66cwyv = — oY er =0,
dey(a® + b?) (@) =(1.0)
121¢?
6056%18 + 55¢,wm + 35um? — 110¢yuv = Tc_i_nbz)y_%S =0,
cala (.9)=(1,0)
484¢2 11 49vm? — 154 2120 =
ciiw + 1lejum + 49vm 54ci1v° = Toa(a® + b2)y €9 =0
cala (@.)=(1,0)
© 2
121¢
363ct,u — 231y om + 63m® = —— "y 8¢, =0.
deq(a® + b?) () =(1.0)

Assim, usando a ordem plex(s, w, u, v, m), segue que

P65 = YPe4, Pra = YP73, P83 = YPs2, P92 = YPa1 € Pio1 = VioY-
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De ey temos que

4eq(a® + b?)psa, € yHo

e, entao, psa = yps1. Por ey,

deg(a® + b)prs, € yHy.
Logo, pr3 = yp72. De eg segue que
4eq(a® + b2)pes, € Y2 H.

Entao, pes = y*pe2. Por e,
dey(a® + b)ps, € y*Hy

e, dai, ps = y?*ps3. De eg obtemos que
4eq(a® 4 b%)py, € yHo

e, assim, py = ypy3. Denotemos s = ps3(1,0), w = pr2(1,0) e u = pg1(1,0). Assim,

su = Hen y 2e =0
= —F 5\ 5 = U,
11011 _5
33c118 — 3wy = ———— =y er =0
deq(a® + b?) (w)=(1,0)
e
11011 S
22ci1w — Tu” = €9 =0.
dey(a® + b2) (@) =(1.0)

Dessa maneira,
P53 = YPs2, Pr2 = YPr1 € Po1 = Vgy.

De ey temos que
11011((1 + /\b)

- Tea(aZ 1 %) T + vgy.

DPs1 =

Por ey,

(281)1004 — 33d3C11)(6L + )\b)

b= 16¢%(a? + b?) Ty

De eg segue que

404(&2 + bz)p@x S yHo.

Dessa forma, pgo = ype1. Por e,

des(a® + b*)paz, € yHa

e, dai, py3 = ypso. De e5 temos que

4C4(CL2 + b2)p3x S yHl.
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Entao, ps = yps2. Denotemos s = psa(1,0). Dessa forma,

=0
(a:,y):(l,(])

3s(a + \b) =y 2eq

32c3(a® 4 b%)%s — TTcii(a + Ab)? = dey(a® + b))y Ceq = 0.
(z,y)=(1,0)

Logo, pss = yps1 € a + Ab = 0. De eg segue que pg; = vgy. Por e7, ps1 = vsy. De eg segue que

pae = vay?. De es temos que p3a = v3y%. Por ey segue que py = v2y%. Logo,
4bc4y4 =e3 = 0.

Contradicao. Dessa forma, g, = Apy.

Temos ¢; = Ap; para cada i € {4,5,...,11}. Pelo Teorema obtemos que, para todo
i€{2,3,...,11}, ¢; = Ap;. Logo, de (4.5)), (4.6) e temos, para todo ¢ € {1,2,...,10},

Pit1y + ADit1, = € = 0.

Portanto, do Lema segue que, para todo i € {2,3,...,11}, existe C; € R de tal forma que

pi = Ci(y — A\x)" e ¢; = Ap;,
0 que encerra a demonstragao. O

O teorema a seguir nos da uma caracterizacao alternativa para centros isécronos triviais em
sistemas Hamiltonianos associados a funcoes de graus 4, 6, 10, 14 e 22. Ressaltamos que, para os

graus 4 e 6, a caracterizagao ja estd dada em [2, Proposigao 1, Teorema 2.3].

Teorema 4.16. Seja H : R> — R um polinémio de grau 21, com 1 > 2 ¢ H(0,0) = 0. Considere

0 sistema

{ml = ~H(@y) . (4.29)

y = H,(2,y)
Suponha que a origem seja um centro isécrono trivial de periodo 2w do sistema .
Se l € {2,3,5,7,11}, entdo existem X € R e um isomorfismo T : R? — R? de modo que
‘det(T)’ =1le
P? 4 (y + AP)?
9 )
onde P=x + Cyy® + Cs + ... + O)y)t com Cy,Cs,...,C; €R e C; # 0.

HoT =
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Demonstragao. Como ja mencionado, resta provarmos o resultado para [ € {5,7,11}. Pelo Te-

orema [L.1] existe uma aplicagdo polinomial f = (fi, fo) : R? — R? com f(0,0) = (0,0) tal

que

fi+ 13
2

Seja S : R? — R? o isomorfismo dado por S = Jf(0,0)"!. Logo, det(S) =1,

H =

e‘Jf‘El.

fiocS=z+p+t...+pefroS=y+q+...+tq

com |J(f; 0S8, fa08)| =1, onde p;,q; € H; para cada i € {2,3,...,1}.

Suponhamos p; # 0. Da Secao segue que existe A € R tal que ¢, = Ap;. Desse modo,
pelos Lemas [A.13], [£.14] e [4.15] e em seguida pelo Coroldrio temos que existem constantes
Cy,Cs,...,C; € R, com C) # 0, e um isomorfismo T : R? — R2, com det(T) = 1, de tal forma

que

l
f1050T:$+ZCz‘yi

=2

f2oSoT:y+)\(floSoT>.
Denotando 7= SoT e P = f; o T, obtemos

P2+ (y+ \P)?
> :

Agora, suponhamos p; = 0. Dali, ¢ # 0 pois H tem grau 2[. Consideremos o isomorfismo

HoT =

S; : R? — R? dado por S;(x,y) = (y, ). Denotemos

Fil=f,oSoSi=x4+@oSi+...+qob5;

Fy=fioSoSi=y+poSi+...+p_1051.

Observemos que ’J (F1,Fy)| =1eqoS; # 0. Logo, de forma andloga a feita no caso anterior,

existe um isomorfismo S, : R? — R? tal que det(Sy) = 1,

F1052:P

F2o‘92:y+)‘P7

onde P=x+ Coy? + Csy® + ... + Ciyl com Cy,C5,...,C; R e C; #0, e A € R é o niimero tal
que p; o S1 = A(g; 0 S1). Notemos que A = 0, ja que p; = 0. Assim,

JioSoSi0S5 =y
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fQOSo,S'loSQ:P.
Dessa forma, denotando T'= S 0 S; 0 Sy temos det(T) = —1 e

2 .

HoT =

Portanto, existe um isomorfismo 7" : R? — R? tal que ‘ det(T)‘ =1le

P? + (y 4+ A\P)?

HoT = ,
2

onde \€EReP=a+Coy?+Csy®+... +Ciy, com Cy,C,....,C; €Re C; #£ 0. H

Para finalizar, apresentamos a seguir as formas canonicas para centros isécronos triviais na

origem em sistemas Hamiltonianos relacionados a H de grau 12.

Teorema 4.17. Seja H : R? — R um polinomio de grau 12 com H(0,0) = 0. Suponha que
a origem seja um centro isocrono trivial de periodo 2w do sistema (4.29). Entdo, a menos de

1somorfismo de determinante, em maodulo, igual a um, H tem somente uma das formas abaixo:

e 12 Forma.

P’ +(Q+ \P)?
2

H =

onde

Q=yeP=zx+C0Q%+ C3Q°+ C,iQ* + C5Q° + CsQ°,

com Cy,C5,Cy, C5,Cs, A € R e Cy 7£ 0.

e 22 Forma.

PP+ (Q+AP)
N 2

H

onde

Q=y+az? e P=1+0C1Q + CrQ* + C3Q°,

com C1,Cs,Cs,a0, A € R e C3,aq # 0.
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e 32 Forma.

P? +(Q + \P)?

H—
2

onde

Q=y+onr’+a® eP=x+C0Q+ CoQ?

com C1,Cs, a1, a0, A € R e Cy, ap # 0.

Demonstragao. Pelo Teorema existe uma aplicagao polinomial f = (fy, f2) : R — R? com

£(0,0) = (0,0) tal que

fit+ 13
2

Seja T : R? — R? o isomorfismo dado por T'= Jf(0,0)~'. Logo, det(T) =1,

H = e‘Jf‘El.

ficT=z+pa+...+pse ool =y+q@+...+ ¢

com |J(fioT, fooT)| =1, onde p;,q; € H; para cada i € {2,3,...,6}.
Primeiramente, consideremos pg # 0. Da Secao sabemos que existe A € R tal que g5 = A\ps.

Suponhamos, por contradi¢ao, que g5 # Aps. Tomemos [ =6 e s = 6 em (4.8)), (4.9) e (4.10). De
eg segue que existe dy € R tal que, para todo y > 0,

_ Scsps + 6Acepay

duy?.
Geoy + dgy

g4

Por e; obtemos que existe d3 € R de modo que, para todo y > 0,

_ T2Xcgpsy” + 60cscepay® + 48dycepsy® — Sesp?
72¢2y7

qs + dgy?.

Usando que
/ P5;Pa dT = pyps — / Pagps dz,

segue de eg que existe do € R de tal forma que, para todo y > 0,

g2 (1296)\cgp2y13 + 864d40§p4y11 + 35C5p§ — 144d4cﬁp§y5 — 1800506p4p5y6

12963y’
+ 108005c§p3y12 + 648d3c§p5y10> + dyy?.

Dai, por e5 temos que
455¢5(a? + b*)ps,ps

5
129663 €yt
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Logo, ps = y?ps3. Novamente de e5 temos

45505(&2 + b2)p53ﬁ’§3
1296¢3

€ y*H

e, entao, ps3 = ypsa. Denotemos s = psa(1,0) e w = py(1,0). Como psz,(1,0) = 2ps2(1,0) e
p4x(]—a0) = 4]74(170)’

324c}
4sw(36csw — Ts%) = ———C ¢, =0
5es(a? + b?) (@)=(1,0)
¢ 3
1296
1008c6s%w — 1825* — 864c2w? = ——20__y%c; ~0
Ses(a® +6%)" =0

Tomemos o ideal polinomial I} =< 4ay(36c4y — Tx?), 1008¢csx*y — 18221 — 864c2y* >. Temos que
Grbiaeg(I1) = {y*, 912" + 432c3y* — 504c62y, . . .}

com tdeg = tdeg(x,y). Dessa forma,
(s,w) € V(I1) C V(y*, 912 + 432c2y* — 504cex?y).

Assim, s = w = 0. Logo, ps2 = yps1 € ps = ypaz. De e; obtemos que

5cs(a? 4 b%)pas,pas c
606

yHa

e, entao, py3 = Ypso. Denotemos s = p51(1,0), w = ps(1,0) e u = p3(1,0). Uma vez que
p51m(170) = p51(170)7 p42x<170) = 21742(1,0) € p3x(170) = 3p3<170)7 temos
1296¢3 5

—3u(7s® 4+ 216ciu — 36cgsw) = ———0— = 1’3 =0,
° Ses(a® + b?) (2,9)=(1,0)
1296¢3

288¢gsw? — 10800§wu — Bdegs*u — 5653w = % =ey =0

5es(a? + b?) (@) =(1.0)

© 3
1296

504cg5%w — 864cgsu — 91s* — 432ciw? = % =y %es = 0.

Ses(a? 4 b°) (z.9)=(10)

Encarando as trés expressoes anteriores como polinomios ¢y, g» € g3 nas variaveis © = s, y = w,

z = u, respectivamente, e considerando o ideal polinomial Iy =< g1, g2, g3 >, obtemos que
Grbiaeg(I2) = {2%, y* — 432¢6y2*, 912" + 864ciw2 + 432c5y* — 504cex’y, . . .}
com tdeg = tdeg(x,y, z). Logo,

(s,w,u) € V(1) C V(2*, y* — 432¢c6yz*, 912" + 864cizz + 432ciy® — 504cex’y)
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e, entao, s = w = u = 0. Consequentemente,

Pa2 = YP4a1, P3 = YP32 € P51 = UsY.

Por e3 temos
5¢5(a” + b%)psa,ps2
666

S y?—[g.

Assim, p3s = yps;. Denotemos s = py1(1,0) e w = py(1,0). Como py1,(1,0) = psyu(1,0) e
p23;(170> = 2p2<170)7

3
25w = %y‘ es =0e 12cqw — s

6¢
2 6 -4

Y es =0.
5es(a? + b2 () =(1,0) )

bes(a? + b2 (@)=(1,0)

Desse modo, s = w = 0 e, dai, ps = ypa1 € ps1 = vay. De e3 obtemos que

505((12 + b%)p31,P31 c

H
6 Yiio

e, dai, p3; = v3y. Agora, por es temos que existe vy € R tal que

6cg(a + Ab)

Ses(@ 1+ 07) " Y

P21 = —

De e; obtemos que
6cg(a + Ab)?

Bes(a? 4 02) < Y70
e, assim, a + Ab = 0. Logo,
5besy? = eq = 0.
Absurdo, pois b*(1 + A\?) = a® + b*> # 0. Dessa forma, g5 = A\ps.
Suponhamos, por absurdo, g4 # Apy. Tomemos | =6 ¢ s =5 em (4.15)), (4.16]) e (4.17)).

e 12 Caso: r = 2.

De e; segue que existe d3 € R tal que, para todo = > 0,

B 204p5 + 3)\66]?3332
N 3cgr?

d3$3.

g3

Por eg, existe ds € R de modo que, para todo x > 0,

B 18ACEpax® + 12¢4c6psa® + 9d3ceps® — 2¢4p?

do®.
18¢2a8 T

q2

De e5 obtemos que
864p5yp§
9c2

513'57‘[9.
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Dai, ps = 2%ps3. Novamente de e5, temos que
Y 7

8C4Ps3,D33

2
Zz HG
9¢2

e, entao, ps3 = xpsy. Denotemos s = py(0,1) e w = ps2(0,1). Pela identidade de Euler segue que

9 2
45(6cgs — w?) = 2—C6x364 =0
€4 (.5)=(0,1)
© 2
9
18¢gsw — 4w = 4&65 =0.
€ l@y)=0,1)

Dessa forma, s = w = 0. Assim, py = Tp43 € P52 = xps1. Por ey,

4cypazypas

306 $H4.

Dessa maneira, py3 = xpso. Escrevamos ps; = asx+bs1y, com asy, bs; € R. Denotemos s = p3(0, 1)

e w = py2(0,1). Novamente da identidade de Euler temos que

2 2 90% -1
6cew® — bz w — Yegbss = 4—3:' ey =0
C4 (@.)=(0,1)
e
2 3 9cs 3
Icsbsiw — 27cgs — 2b5; = oL e = 0.
€4 (2,9)=(0,1)
Logo,
b3, _ b

~ 272 ° YT 3¢

e, consequentemente,

b§1 3 bgl 2
= ap32 + —=5Y° € Paz = TPa1 + =Y.
p3 D32 270% Y € P42 P41 3cq Yy

Como

/ paryy dy = ypar — / par dy,

segue de e5 que existe azs € R tal que

(216)\]{chg$y + 48&5104C6p41£€ — 108d30§p41.l’ — 32b51a§104a:y + ... ) + a32x2.

/p41yy dy = ypa — /p41 dy,

obtemos de e4 que existe ay € R tal que, para todo = > 0,

1
- 1728¢%ckx

1
P2 = 144c¢4c2

Usando, novamente, que

D2 (864)\]@[)5104021}]/2 + 288cicapi,r — 30dsb cacey® + .. > + apa®.
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Temos que
5dsbi
43325%’1 ~lew-on "
Se b1 = 0, entao de ey segue que
2
2041;401%;,]?41 M,
e, dai, py; = v4x. Por e obtemos que k1 = —Aky. Logo,

4k264$3 = €3 — 0.

Absurdo. Desse modo, bs; # 0 e d3 = 0. Denotemos s = p4;(0,1). Dessa forma,

27¢k
Ce 1
2b5104

—(3068 — 2&51b51)2 = €3 =0.

(z,y)=(0,1)

Assim,
2a51 051 y
306 ’

P41 = Ay T +
com a4, € R. Por eg,

81/\k’466 + 27d2d51€6 + 4&5104 + 54(1320406
81cg

k’3:

Novamente de e3 segue que

1
= (162dsand 072k )

Qg = 3245510406 ( 2041 510406 20466

Por e; obtemos que
d 2a5lb5164 — 6&415510466 + 27)\/{5266 + 27k’106
27 9b5106
Novamente de e5 temos
1
k :—<243/\k 1729\ kaagecd )

4 486b5104c§ 2041051Cq 2032C +

De e; segue que
9@41(15106 — 5(1%1
a3z =

27¢2

Dessa forma, kiky — koks = 0. Contradicao.
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e 22 Caso: r = 1.

De e; temos que

204p5yy2 < IH5

e, assim, ps = xpsq. De e7 segue que
2¢4(psa + Tpsa,) € YH3.
Logo, pss = yps3. Novamente por e; obtemos que
(3Aceps — 3ceqs + 2¢aps3) ot — (3Aceps — 3¢eqs + 2¢aps3)yy = 0.
Se 3Acgps — 3csqs + 2¢4ps3 # 0, entao pelo Lema [4.1] com
p = 3Acep3 — 3¢6q3 + 2cups3 € q = Y,
segue que existem 0 # 1 € Hy e 0 # ¢, € R tais que
rYy = CqT%a

e isso é um absurdo. Dessa forma,

_ 3Aceps + 2caps3
306 )

q3

Por eg
M
2¢47P53, D53
306

€ yHs.

Entao, ps3 = ypse. De eg temos

204p1,7° € yHy

e, dai, py = ypa3. De eg segue que

2¢4ps2(ps2 + Yps2,)
S
306

THs.
Dessa maneira, pss = xps;. Novamente por eg obtemos que

2¢4(pas + Ypaz,) € THo
e, consequentemente, ps3 = wpso. De eg temos que

(9Acep2 — 9caqa — capry + 6cacepPan)t — (9IACEPe — 9cags — capiy + 6cscepaz)yy = 0.
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Considerando

p = 9Acgp2 — 9ciqe — capiy + Bcacopaz € g = Y
no Lema [£.1] obtemos que existe dy € R tal que

_ INCEpy — cap?y + 6CiCepan
9c2

42 + dyxy.

Escrevamos ps; = as1x + bs1y, com asy,bs1 € R. Denotemos s = p3(0,1) e w = pg2(0,1). Pela

identidade de Euler para aplicagoes homogéneas temos que

2 2 90(23
6cew” — bs;w — Yegbs1s = —ey =0
264 | (@y)=0)
e
2 3 9t 4
9cbs1w — 27cgs — 205, = —a €5 =0.
2¢4 (o) =(0,1)
Desse modo,
b3, b3,
s=—=ew=-—"
27¢2 3cg
e, entao,
53 b3 .
=z —y° e =z —= .
D3 D32 + 270%9 D42 Pa1 + BCGZJ
Denotemos s = p32(1,0) e w = py1(1,0). Logo,
9¢2
aglw — 6egw? + 9cgas s = —Cey =0
264 (@y)=10)
e
2 3 95 4
27cgs — Ycgasiw + 2a5, = —y~ es =0.
2¢4 (e)=(10)
Assim,
agl 2 4 a§1 b
=z e =2z
P32 270% YP31 € Py P 41Y

com by; € R. De e5 segue que existe bs; € R de modo que

6a5lb410406 - 2&%1[)5104 - 27)\]{/’40% - 9d2a510% - 27]{530%

18¢yc?

P31 = T + b31y.

Por es,
6b51b410466 — 2()%1@5104 + 27/\]?202 — 9d2b51€g + 271{?10%

18¢4¢2

b1 =

De e4 obtemos que

_ dgagl + 3)\]€4G51C6 + 3k3a5106

P2 = 2% + ypr.
6cacg
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Por ey, existe as; € R tal que

3k)1b5106 — dgbgl + 3/\]{?265106
60406 J-

P21 = 41T

Se bs; = 0, entao por ey segue que k; = —\ky. Assim, de es, segue que ko = 0. Absurdo. Desse

modo, bs; # 0 e de e3 temos que

1
]{33 = m (162>\k2a51b516462 + 16@?1[9?1@21 + ... > .
Por e,
L — 6b41b51€406 + 9d2b51€§ — 27)\]{3202 — 4(1,51()%104
! 27¢3 '
De e3 segue que
1 4 3 34
]f4 = W (162@21b41b510406 — 16a51b5lc4 =+ ... ) .

Por e, obtemos que

Ly — 6a51b41b§106 - 4&%187%1 — 27&21[)516%
? 81lcg '
Dessa maneira, kiky — koks = 0. Contradicao.
e 32 Caso: r = 2% 4+ 42
Escrevamos s 5 ; 5
ps = asx” + bsy” + xy(assr” + bssy” + Typs1),
pa = asx" + byy* + TYpas,
ps = asz’® + bsy® + zy(aziz + by1y),
P2 = CLQZEQ + 5292 + Kpryu
g3 = ag®® + besy® + zygs1,

g2 = aq2x2 + bq2y2 + Kquy'

De e; obtemos que
3)\@3106 + 2(1530433 + 3/\b3106 + 2b53C4y

3ce 3ce

q31 =
Por ez,

9)\(1306 + 465304 + 10@564 — 9aq306 I 9)\[)306 + 4@5304 + 1Ob5C4 — 9bq306
T Y.
4cy dey

P51 =

Novamente de e7, segue que

3)\@306 + 2(1504 3)\()366 + 2b5C4
e bqg = .

aqg =

3C6 366
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Por eg temos
Dag = 2(15&5304 — 9)\Kp26§ + 9K, 206 172 n Gy i 2b5b5304 — 9/\Kp202 + 9Kq202 y2
6cace 6cycs

com ay; € R. De eg temos que

bqg = 902 (6&410466 — 9)\@266 — 2&51)5364 — a5364 +. >
6
Por eg,
1
Ay = 12 (12b406 + b53 3b§ + 2b5a53 + ... ) .
Novamente de eg, obtemos que as = bs3 € b; = as3. De e5 segue que
1
b31 (6a4b53C406 - 271{?366 901(126530(23 + ... )
Por es, .
by = (27klcﬁ dad,cq + 36azicact + .. )

De e5 obtemos que

1
ks = — (27)@255306‘ 54&36406 7b5304 + )
8lcy

Novamente por e5 temos

1

kl = @ <3)\Kp2b5366 + 3aq2a53cﬁ 3Kq2b5366 )
6

De e3 segue que

1
ky = 10042 <243)\2G2Kp2b530161 + 108(13@536530302 4. )
4%6

Por e3 obtemos

1
M= Ssad (864@3‘1464% 648a31 K peach — 432asbacicl + .. ).
De e, temos que
! 2 2 4 2
b= s (486>\Kp2K206 108Aaza2,cac? — 28bL,c2 + .. )
1C6
Por ey,
b — 3asce + azy — b, K ONK oc2 + 2a5gb53c4
! 306 2= 966

Novamente de e4 segue que

K 27@3(15306 + 2&53b 53 + 27(1311)5306 — 18@4(153[)530(3
p2 —
81cd
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Agora, de e; temos
2 3
6CL4CL53C6 — a53b53 o . 18a4b53C6 — 5b53

9¢2 K 272
e, consequentemente, kikys — koks = 0. Absurdo. Desse modo, g4 = Apy.
Suponhamos g3 # Aps. Consideremos | =6 e s =4 em (4.15)), (4.16) e (4.17).

asgy =

e 12 Caso: r = 5.

Este caso esta relacionado a terceira forma possivel de H dada no enunciado do teorema.

Escrevamos 5 5 5 5
Ps = asx + b5y -+ xy[ag,gsc + b53y + a:y(a51x + b51y>],

p1 = asx* + bay* + zy(aps® + Kpzy + boy?),
ps = a3z’ + byy® + xy(aziz + bs1y),
P2 = agx” + boy® + Kyy,
@2 = aga® + by’ + Kepy.
De eg segue bs = bs; = bsz = 0,

- 2)\b206 + asic3
N 206

. 2)\K206 + asscs

b
2 206

e qu

Denotemos k1 = —Aky + s e k3 = —Aky + w. Por es,

2 2
Q51053 by — az, o = 3azscs — 8ageasice + 8Aasasics + 10asasics
y by = —, Kyo =

2c 4cg 12¢3¢6

2

o — 5&5@5303 - 4aq2a5306 + 4)\0,2@5306 + 12866

42 — .
603C6

Dos coeficientes associados a x4, 23y e 2%y? em e, obtemos, respectivamente, que

1 2 1 2 2 2
as) = ?3)06 <4aq2a5306 — 5a5aq2a5303 + ... ), b31 = W‘%c% (5&5&5363 — 32)\a2aq2a5106 + .. >
e
1
b :—(183a 2 + 10 agas; assc —i—)
3 18cyc2 51Cq 2051053C6
Suponhamos, por absurdo, que
7& 2)\0,206 + ascs
a _—
a2 206
. . 52C6
Assim, de eq, a5; = 0. Pelos coeficientes de zy? e 2%y de ez segue que ass = 0 e by = —5— Dessa
c

forma, do coeficiente relacionado a xy em e; obtemos que s = 0. Dali, por e3, K5 = 0 e, em seguida,
de ey temos que ky = 0. Contradi¢ao. Logo,
2)\&2C6 + ascs

Qg2 —
1 266
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3

Por es, mais especificamente dos coeficientes associados a 23 e 22y, segue que

1 1

Koy= — -
> 7 18c2¢3 723 ¢8

(wa5a5gcgcg + 125wc§ + ... ) e by = <4wa5a5lcgc§ + 723%‘& + ... ),

respectivamente. Assumamos, por contradicao,

atcs — 8wcy
a £ BE 5

40306
Dai, de e3, as; = 0. Assim, por e, asz3 = 0. Consequentemente, de e; obtemos que s = 0. Logo,

por es, ks = 0. Absurdo. Desse modo,

aics — wcg
ay = ———.
40306
Suponhamos, por absurdo,
2w + waics + azascl

az #

Dessa maneira, por es, as; = 0. Do coeficiente de y em e; e de ey temos que

2
2c5¢6

ass = 0 e sascs + swas + kgcg =0.

Observemos que da segunda igualdade acima segue que s # 0. Logo, por ey,

2.2 3
_ 2swcg — kaascy

a9 —
2
2sc5¢6
Dai,
2 2 2 2 2
0% ay— 2wcg + wazcs + azazcy _ _a5(sa303 + swas + kac3) _9
2ckcq 25¢3Cq

Absurdo. Assim,

2w?c2 + waics + azascl
a9 = .

2
2c;5¢6

De e; temos s # 0 e
swas + ko3
a3 = ————2°.
SC3
Como 1 = kiky — koks = sky — wks, segue de e; que as; = asz = 0.

Consideremos o isomorfismo 75 : R? — R? dado por

s2wx + a3cgy>
32

Tr(x,y) = (sa:,

com a = 3/ . Observemos que det(73) = 1. Logo,
C3
P> +(Q +\P)?

HoToTio0T, = 5
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onde

Q :y+&1$2 +062Q33

P:$+01Q+02Q27
com C1,Cy,aq,a0 € R e Cy, a9 # 0.

e 22 Caso: r = z%y.
De eg obtemos que p5(1,0) = p5(0,1) = 0. Dai, ps = xypss. Por eg,

c3y(pss + 2yps3,) € TH3

e, assim, ps3 = xpso. Escrevamos
ps2 = a5ax” + Kspy + bsay?,
pa = asx® + byt + wy(ass® + Kipxy + bisy?),
ps = asx’ + by’ + xy(aziz + bsry),
p2 = agx® 4 byy® + Koy,
@ = apr® + by’ + Kpzy.
De eg segue que

2)\&206 + asaCs b — 2/\b206 + b5203 o 2)\Kp206 + K5263

Qg2 = 2 e K 9 =
e 206 P 266 1 206
Agora, de e5 temos
a? b2 bs2 K 4K jpc3c5 — 8Mkac? — K2c5 — 2a55b
_ %52, D52 _ Jm2ftse g 42C3Cq 2Cg 52C3 a52052C3
g = -, 04 = ——, 042 = y 1= 3
4cq 4cq 2c6 8¢

CL52K52€3 — 2@420306 — 4)\]€4Cg

ko —
’ 4c?

Por e, obtemos que

2
. 2@42@52C6 — 0,52K52
- 2
dcg

_ Absy Kyoc6 — 2a52b§2 - b52K§2
82

as ) b3

4K o K5oc6 — K§’2 — dazobso K59 — 4agebsace
8¢c2 '

bs1 =

Por eg,

1
a9 = @ (2(1?)2[(?2 — 4@42@52K52C6 + 2@2202 + ... ),
6
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1
by = —3 (16a52552K§2 — 8K Kgee + K5 + . >
64cy

1
Kp2 = @ (2&?2(?52}(52 - 3@42K§206 + 2@52K§2 +... ) .
6

De ey temos

ky = 391 <1Oa42a52K§206 — 8ag a5y Ksocg — 3az, K3 + .. )
6
e
1
by = G (8asn Khc — 82031 Kiac + 35y + .. ).
6

Assim, kiks — koks = 0. Absurdo.
e 32 Caso: r = z(z* + 9°).
Denotemos . . X X
ps = asx” + bsy” + wy(assx” + bssy” + Typs1),
P4 = CL4(L’4 + b4y4 + :Uy(a42x2 + K42(L’y + b42y2),
ps = azz® + byy® + zy(asix + bs1y),
Do = as2” + boy® + K1y,
Qo = aq2$2 + bq2y2 + Kpxy.
De eg segue b; = 0. Dal, por eg,

2)\Kp206 + assCs b — 2>\b266 + b53€3

qu = € 0g2

266 206

De eg temos que
10(1503 — 8aq206 + 8)\@266 + 6b5303

P51 = T + as3y
663

e, em seguida, novamente por eg,
ascs + 2 ascq
(gp = —————.
e 206

Dos coeficientes de e5 associados aos monomios 3°, xy* e xty segue que
2
_ b5

by= 238 =
4 4067 1

2b420366 — 4)\]{'202 — a53b5363
4t

" 12K 9c3¢6 — 8Mkyct — 16a4c3ce + 4ates — Gasbszes — 3a2zcs
3 = Y

2
8¢

respectivamente. Novamente por es, dos coeficientes de 2° e 22y3 temos, respectivamente, que

2byace — aszbss + asass
Qg2 = e Ky =
266 406

a§3 + 2&5[)53 + 4&4(36 — ag
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Dos coeficientes relacionados a z#, 23y e y* em ey, temos

2
4asbsace — 2a5a53b53 — asass + 4dasassce
2
8¢g

1
as; = s b31 = @ <4(l53b4206 + 4a4b5306 + 8@30% + .. )
6

2
_ 2by2bs3c6 — as3bs;
= 5

dcg

bs
Por e3, dos coeficientes de 22 e ¥ obtemos que

1
Kpg = @ (8@3(1530% - 4(14@53()5366 — 4@4@5(15306 + .. )
6

1
by = -2 (45421202 — dasasbszcs + azsbis + .. >
16¢g

Novamente de e3 temos que

32a3a5c§ — 24a4a§06 + 16aic§ + 5a§
as = .
? 643

Pelos coeficientes de 22 e zy em ey, segue

1
2, 3 3
ko = % <8a4a5b4206 + a5a53b53 — 2a5b4gc6 + ... )
6
¢ 3 2, 2 3 2.2 _ 5
by — 32azayscg — 16ajascs + Sasazce — Bazazcg — az
4 — .

64cg

Dessa forma, ki1ky — koks = 0. Contradicao.

e 42 Caso: r = z(2? — 1?).

Escrevamos . .

ps = asx” + b5y’ + xYpss,

pa = asz’ + by + Typa,

p3 = aza® + by’ + xy(azz + baiy),
p2 = asx® 4 byy” + Koy,

G = apr® + by + Kpry.

Por eg, bs =0 e
P53 = — ZCG(AKZ - Kq2)$3 + Yps2.

De eg temos que existe K5 € R tal que

Psg = — 5G5C3 — 4aq206 + 4)\56266 — 6bq266 + 6)\()266 1‘2 i K5233'y i 206()\b02 — qu)yQ.
3 3
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Dos coeficientes de z*y? e 23y® em eg, obtemos

Koy = 2c6( MK — Kp2) ¢ g = ascz + 2>\a206’
C3 266

respectivamente. De e5 temos

Co(A2D3 — 2\babgs + b2y)

p)
C3

by =

Por e5, existe K45 € R de modo que

2k1ce — Aas K. K 2M\k
Diy = 1C6 as p2:—a5 @2t 2CG$2 + Ky
3
i QCﬁ(bquqg — )\k’gCg — )\bqupg — /\bQK,ﬂ + AngKpg — k’lcg) y2

2
C3

Pelos coeficientes associados a z2y3 e z%y de es segue, respectivamente, que
5 ) 9

1

atcy — dayczcg — 8\kych

K42 = C_g <)\2K§206 — )\&56203 + K32C6 + .. ) e kg = 80%
Dos coeficientes de 2 e y* em e, temos

1

C3Cq

as; = (4a4Kq206 — aquz + 4dkiasce + . - >

. lequC(g + )\kgquCG - 2)\/{3117206 - 2>\2k2b206

2
C3

bs

Novamente por e4 segue que

1
b31 = W (4&4&50366 — 8&30§C§ — ag’cg + ... )
3C6
Denotemos k1 = —Aky 4+ 5. Do coeficiente de xy em ey segue
1 4.2 52 2.3
k4 = m (64&5063 — Q5C3 -+ 32)\[)2&403,06 —+ ... ) .
3C6

Pelo coeficiente associado ao monémio x?y de es, obtemos que

1
Qg = —64c§c% (960352 + 16aic§c§ — 92bgc§cg + .. >

Assumamos, por contradi¢ao, Ky = AKs. Dessa forma, pelo coeficiente de 2* em e,

4asces — ats
Ky = 04665 — 055,
46306



157 Capitulo 4. Isocronicidade trivial versus Conjectura Jacobiana

Se s = 0, entao de e; segue que ky = 0 e isso é um absurdo. Logo, s # 0. Desse modo, por es,

temos )
dayasces — 8kyczct — ais
asz = Rsc2 .
5¢g
Em seguida, de e obtemos que
c k’gbqgcg + ngC% — /\k‘ngc§
6 p—

53
e, entdo, kiky — koks = 0. Absurdo. Dessa maneira, Ky # AKpy. Do coeficiente de xy? em es,

segue que
1

T 82(\Kyy — Kp)

Suponhamos, por absurdo, que

as (aqug — 8K pcsch + 8ascys + . . )

dayces — degeg K po — ags =0.

Assim, isolando K, na igualdade anterior, segue de e3 que

C6S2

b2 - C—§
Dessa maneira, por es, ko = 0. Dal, k1ky — koks = 0. Contradi¢ao. Logo, de ez temos
1

c3(4agces — degcg Kpo — a?s)

qu = (4/\a4b203063 — )\bgCgClgS + 4Kq20382 + ... ) .

Assim, por ey,

4(140682 — 0%82 — 4Kp203C6S - 4Kq2k320366 + 4/\Kp2k726306 =0.

Entao,
_ (daycs — a?)(4agces® — a2s® — 4K pcsces — 4K ppkocscs + ANKpokacsce) B
kiky — koks = =0.
32Cg<)\Kp2 — qu)
Absurdo.

Suponhamos g3 = Ap3 e g2 # Apa. Sejal =6 e s =3 em (4.15), (4.16) e (4.17).

e 12 Caso: r = 22,

Este caso esta relacionado a existéncia da segunda forma possivel para H. De e5 obtemos que

existe as € R tal que

3ce(ky + Ak
ps = azz’ + —C6< 1c+ 2>$4y.
2
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Por ey, existe ay € R tal que

(k)l + )\kg)(3/{33062—|—2 3)\k406 + 5&562)x3y n 366(/{31 —;— )\k2)2x2y2.
Ca G

P4 = CL4Z’4 +

De e3 segue que existe ag € R de modo que

(k)l + /\k’g)(?)/\zk?zCG + 5/\]’&40,502 + 6/\]{33]{3406 + 3]{3%66 + 8&403 + 5]@3&502) 2

_ 3
p3 = azx” + 403 7y
k1 + Mk2)?(Tksce + TAkacg + Sasc co(k1 + Ako)?
+(1 2)(363 4C6 52)xy2+6(13 2)y3‘
8¢ cs
Denotemos k; = —Aka+s e k3 = —Aky+w. Se s = 0, entao de ez segue que py, = 0 e, em seguida,

por e; temos ko = 0, e isto é um absurdo. Assim, s # 0. Desse modo, por es,

a5C2

N 306 '
Novamente de e, temos que existe as € R tal que

(a2 — 6aqasce + 27@;;0%)1; N s%(3asce — at)

S
2
P2 = ax” +

18¢yc? 3c3cq
Logo, de e; obtemos que
e — 3sagaice — sai — 2Tkacoc o e — 18ayasce — Hai
2 = 3=
27sc} 27¢2

Consideremos o isomorfismo 75 : R? — R? dado por

ca(3a3cey — 32(1595))

Tyfa,y) = (5o, =5

s
com o = ¢/ —. Notemos que det(73) = 1. Assim,
C2

P?+(Q +\P)?
2

onde Q =y +oz?e P=x+CiQ+ CoQ?+ C5Q3, com Cy,Cy,Cs, 00 €R e Cs, a1 # 0.

HoToTio0T, =

e 22 Caso: r = 1.

ps = a5z’ + bsy’ + wy(assx® + bssy® + xypsr),
pa = asx* + bay* + wy(asr® + Kpwy + bioy?),
ps = asx’ + by’ + xy(aziz + bsry),

P2 = asx? + boy® + Kpzy.
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De e5 obtemos que a5 = bs = as3 = bs3 =0 e

306(]{33 + )\k4)x + 366(1€1 + )\k‘g)y

C2 Co

DPs1 = —

Por €4, Qg = b4 = 0,

366<k’3 + )\k4)2 by — 3Cﬁ(l€1 + )\k2)2

(g0 = e
42 C% 42 C%
Dessa forma, de ez temos que
Cﬁ(k‘g + /\k’4)3 b C@(kl -+ )\]{?2)3
a3 = ————>5 — , 3= ———%5——,
Gy Gy

a (k)g + )\k4)(9)\2k’2]€466 + 9)\]€1k466 + 9)\/{Z2/{7306 + 26%K42 + 9]€1k306)
31 — — 3
G

(kl + /\]{32)<9)\2/€2/€4Cﬁ + 9)\k1]€4€6 + 9/\]€21€3€6 + 2C%K42 + 9]{?1/{3306)

3 )
&)

bs1 =
Em seguida, por e,

(kg + )\k4)2(6)\2k2]€406 + 6)\]61]640(5 + 6)\k2k306 + 6]61]{3060%[(42)

¢

a9 =

by — (k)l + )\k2>2<6>\2/€2k406 + 6)\]61]6466 + 6)\/€2k3C6 + 6]{1/{330663[(42)
2 — .

1
&)

Denotemos k1 = A\ky + s e k3 = Aky + w. Assim, de eq,

12¢68%w> + 2K4gc§sw2 + Kpgcgw + k4cg =0

12¢65°w? + 2K420352w + Kp2c‘213 + k;gcg = 0.

Se w = 0, entao k3 = k4 = 0 e isso ¢ um absurdo. Logo, isolando K, na primeira igualdade dada

acima e, em seguida, substituindo na segunda, obtemos que
0= k4$ - kgw = k1k4 — kgkg.

Contradicao.
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e 32 Caso: r = 2% 4+ 12

Consideremos
ps = a5z’ + bsy’ + xylassa® + bssy® + xy(asix + bsyy)],
p1 = asx* + byy* + 2y(as® + Kpry + biy?),
p3 = aza® + by’ + xy(azn + bay),
p2 = axx® + boy® + Koy,

kl - _>\k2 + s,
ks = Akq 4+ w.
Dos coeficientes de 2° e y® em e temos, respectivamente, que
_ 4532 _ _b5306
306 306 .

Novamente por e5 obtemos que
as1 = 2bs3, bs1 = 2as3, a5 = bs3 € bs = as3.

De e4 segue que

2 2 2 2
— by — 2(1,53[?53 . b53 — Ux3 + 3K42C6 b, — Qg3 — b53 + 3K4206
Q42 = 042 = y G4 = €04 = .
3C6 6(36 6C6

Por eg,

3 3 3 2

o Asg — 3K426L53€6 . b53 — 3K42b53C6 G — 2b53 + 3@53[)53 — 9K42b53€6
31 — — 31 — — 3 — =
9¢c2 ’ 9c2 ’ 27¢2

(6

by — — 2@?3 + 3@53[)%3 - 9K42a5306
’ 272 '

Em seguide, de e; temos

2a0a53 — szb53 . 2b2bs3 — sza53
- € k’4 = .

Ly —
2 6C6 666

Por fim, de e; obtemos que

a53b§3 + a§3b53 — 3K42a53b5306 o 4 — aég — bég -+ 3K42b§3c6 — 3K42a§306 -+ 54[)202

K, 9 = — 2
P 27¢3 c

Desse modo, k1ky — koks = 0 e isso é um absurdo.

O caso seguinte esta relacionado a primeira forma possivel de H dada no enunciado do teorema.

Agora, suponhamos ¢; = Ap; para cada i € {2,3,...,6}. Dessa maneira, de (4.5)), (4.6 e (4.7)
temos, para todo ¢ € {1,2,...,5},

Pit1y + ADiy1, = €, = 0.
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Logo, do Lema obtemos que, para todo i € {2,3,...,6}, existe C; € R de tal forma que

pi=Cily — Ax)' e ¢; = \p;.

Seja Ty : R? — R? o isomorfismo definido por T} (z,y) = (z,y + Ax). Desse modo,
P? 4 (y + AP)?
5 )
onde P = x + Coy? + Cay® + Cyy* + Cs1° + Cy® com Cy, C3,Cy, C5,Cs € R e Cg # 0.
Agora, consideremos pg = 0. Dai, g5 # 0 pois H tem grau 12. Seja T} : R? — R? o isomorfismo

HoToT, =

dado por T7 = (y, x). Denotemos

Fy=fooToli=x+qoli+...+qgoT;

Fy=fioToTy=y+pyoTi+...+ps0T;.

Observemos que ’J (F1, FQ)‘ =1leqggoT) # 0. Logo, de forma analoga a feita nos casos anteriores,
existe um isomorfismo Tb : R? — R? com det(T3) = 1, de tal forma que
(Q+AP)*+ P?

2

onde A € R é o nimero tal que pg o 177 = A(gg 0 T1) (neste caso, A = 0) e os polinomios @ e P sao

HoToT 0Ty, =

dados ou como na 12 Forma ou como na 2% Forma ou como na 3% Forma.
Para finalizar, mostremos que as trés formas dadas no enunciado do teorema sao independentes.

Suponhamos, por absurdo, que existe um isomorfismo 7" : R? — R? dado por
T(z,y) = (az + by, cx + dy)

com a,b,c,d € R de modo que

G PP+ (Qi+MP)?  (PoT)+[(QeoT) +M(PoT))? _0
o 2 2 B

com ()1 e P, como em uma das trés formas e, () e P, como em uma das outras duas formas

restantes. Consideremos (Q; e P, como na 1? Forma e, Q5 ¢ P, como na 2* Forma. Assim, do
coeficiente de 22 em G, segue que a = 0. Pelo coeficiente associado a z°y? em G obtemos que
bc = 0. Contradicao.

Agora, assumamos (Q; e P, como na 1* Forma e, Q3 e P, como na 3* Forma. Do coeficiente
de z'2 temos que a = 0. Consequentemente, pelo coeficiente relacionado a x*, be = 0 e isso é um
absurdo.

Por fim, tomemos @; e P, como na 2* Forma e, Q5 ¢ P, como na 3* Forma. Do coeficiente de

y'? segue que b = 0. Logo, do coeficiente de 2%y, ad = 0. Absurdo. O






CAPITULO 5

Conclusao

Na primeira parte do trabalho, estudamos os centros nao degenerados na origem de sistemas

Hamiltonianos planares biquadrados, ou seja, sistemas associados a fungoes do tipo
H(z,y) = A(z) + B(x)y® + C(a)y",

onde A, B e C sao polinomios. Esse é um passo inicial para tentar responder a Pergunta [1.2]
para isso veja [5, Proposicao 4.1]. Uma caracteristica importante dessa classe de sistemas é a
reversibilidade com o eixo x sendo reta de simetria. Diante disso, estabelecemos relagoes entre as
trajetorias periddicas no circulo periédico P (determinado pelo centro na origem) e os polindémios
A, B e (', e para um centro nao global, construimos todas as possiveis formas para a fronteira de
P. Mais especificamente, mostramos que a fronteira de P é gerada a partir de 17 formas base,
determinando entao todos os possiveis formatos para P. Essas 17 formas sao, de certa forma,
0s possiveis comportamentos iniciais da fronteira de P no primeiro quadrante do plano (veja as
Figuras e . A menos de reflexao em torno do eixo y, os possiveis comportamentos no
segundo quadrante sao 0os mesmos que no primeiro.

Nos baseando nessa classificagao, determinamos no Teorema [3.8todos os valores possiveis para o
nivel da fronteira do circulo periédico P associado a um centro nao global na origem. Apresentamos
também, no Teorema [3.10, condi¢oes necessérias e suficientes para que a origem seja um centro
global. Em seguida, verificamos que todos os casos dados nas Figuras [3.4] e 3.9 sao realizdveis
(veja do Exemplo ao Exemplo . Uma vez que a fronteira de P, como um todo, pode ser
formada por diversas combinagoes (inclusive em um mesmo quadrante) das 17 formas base, a ideia
foi realmente ver que cada uma delas se realiza individualmente. Também damos dois exemplos de
centros globais na origem (veja o Exemplo e o Exemplo [3.27)). Por fim, na Proposi¢ao [3.28]

caracterizamos os centros isdcronos triviais de periodo 27. Dessa proposigao e de [5, Teorema E]

163



164

segue que o centro global dado no Exemplo [3.27] nao é isécrono, e que todo centro isécrono de
periodo 27, com H de grau maior ou igual a cinco, é nao trivial (veja o Corolério .

Temos, a partir de todo esse estudo, a classificacao completa de um centro nao degenerado
na origem de um sistema Hamiltoniano planar biquadrado, bem como as ferramentas necessarias
para que, em um trabalho futuro, possamos analisar a isocronicidade de tais centros. Além disso,
a classe de sistemas com H de grau seis, ¢ um ambiente propicio para procurar um centro isécrono
na origem, com o objetivo de responder negativamente a Pergunta [1.2]

Na segunda parte do trabalho, estudamos aplicacoes polinomiais f : R? — R? determinante
Jacobiano constante e nao nulo, uma vez que o Teorema conecta esse tipo de aplicagao com o
estudo de centros isécronos triviais em sistemas Hamiltonianos planares polinomiais. Essa conexao
é extremamente forte ja que, por [I7, Teorema 2.3], provar que um centro isécrono trivial de um
sistema Hamiltoniano planar polinomial é global, é equivalente a provar a Conjectura Jacobiana
=1, e

no Corolario 4.6| e no Teorema 4.11] apresentamos, sob certas hipoteses, formas canonicas para f,

no plano. Diante disso, analisamos aplica¢oes f que satisfazem f(0,0) = (0,0) e ‘J f

tendo como consequéncia a injetividade da aplicagao f. Observamos que a forma dada no Teorema
s6 depende da paridade do grau de f.

Em [2, Proposigao 1, Teorema 2.3, Teorema 2.4] sdo caracterizados os centros iscronos triviais
na origem de sistemas Hamiltonianos associados a fun¢oes H de graus 4, 6 e 8. Na realidade, sao
dadas formas canonicas para as aplicagoes f, associadas aos centros isécronos triviais, de graus
2, 3 e 4. Para f de grau 2 ou 3, existe somente uma forma canodnica possivel; para f de grau 4,
existem duas possiveis formas canonicas. Uma questao a ser discutida é a de que se ha alguma
relacao entre o nimero de formas canonicas possiveis e os divisores positivos do grau de f menores
que o grau de f. Com base nisso, no Teorema |4.16| e no Teorema {4.17} caracterizamos os centros
isocronos triviais na origem com H de grau 10, 12, 14 e 22. Mais especificamente, no Teorema
4.16, juntamente com os Lemas [£.13] [£.14] e [£.15] mostramos que aplicacoes f de graus 5, 7 e 11

(nimeros primos) admitem uma tnica forma candnica possivel; e no Teorema provamos que

aplicacoes f de grau 6 (tem 3 divisores menores que 6) admitem 3 formas canonicas possiveis.
Para finalizar, ressaltamos que os métodos utilizados para demonstrar os resultados do Capitulo
M| sao, de certa forma, indutivos. Além disso, embora sejam para f de grau baixo, tanto os
resultados dados em [2], Proposicao 1, Teorema 2.3, Teorema 2.4] quanto os Teoremas e
compactuam com a ideia de existir relagoes entre as formas canonicas possiveis para f e os divisores
do grau da aplicacao f. Isso cria o interesse em investigar, para trabalhos futuros, se essas relacoes

podem ser generalizadas para aplicagoes f de qualquer grau.
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