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Resumo

Sejam Mm uma variedade suave, fechada e m-dimensional, e T : Mm → Mm uma involução suave.

É conhecido o fato de que o conjunto de pontos fixos de T , , F = {x ∈ Mm|T (x) = x}, é uma união

disjunta e finita de subvariedades fechadas de diferentes dimensões. Escrevemos F = ∪n
i=0F i, n ≤ m,

onde F i denota a união das componentes i-dimensionais de F . O famoso Five Halves Theorem of J.

Boardman diz que, se o par (Mm,T ) não borda equivariantemente, então temos que m ≤ 5
2n, e com

essa generalidade esse resultado é o melhor possível. Esse resultado motivou P. Pergher a introduzir,

na literatura, a seguinte questão: é possível melhorar o limitante de Boardman se impomos a omissão

de algumas dimensões no conjunto de pontos fixos? O primeiro objetivo desse trabalho é obter um

resultado desse tipo, achando um limite superior para m no caso em que F tenha a forma Fn ∪F j,

0 ≤ j < n e com Fn∪F j não bordando. Existem vários resultados prévios na literatura desta natureza,

conforme será detalhado na Introdução em termos históricos e cronológicos.

O segundo objetivo desse trabalho mora no contexto de se classificar classes de cobordismo equi-

variante de involuções (M,T ) que possuem um conjunto de pontos fixos pré-fixado F . Essa é uma

linha de problemas bem consolidada na literatura, vide na Introdução referências a diversos resultados

correlatos. Nesse trabalho, abordaremos o caso em que F é a soma conexa de dois espaços projetivos

reais, complexos e quaterniônicos, F = KdP(n)#KdP(n), com n ímpar, onde d = 1,2 e 4 simbolizam

os casos reais, complexos e quaterniônicos, respectivamente. Novamente, a relação deste caso com

os casos já existentes na literatura será descrita na Introdução.

Palavras-chave: Teorema 5
2 de Boardman, Soma conexa de fibrados, Limitante de Stong-Pergher,

Soma conexa de espaços projetivos, número caracteristico, fixed-data, quadrados de Steenrod, classe

de Stiefel-Whitney, cobordismo equivariante.
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Abstract

Let Mm be a closed and smooth m-dimensional manifold, and T : Mm → Mm a smooth involution,

that is, a period 2 diffeomorphism defined on Mm. It is well known the fact that the fixed point set

of T , F = {x ∈ Mm|T (x) = x}, is a finite and disjoint union of closed smooth submanifolds, whose

dimensions can vary from 0 to m. We write F = ∪n
i=0F i, n ≤ m, where F i denotes the disjoint union

of the i-dimensional components of F . The famous Five Halves Theorem of J. Boardman assures

that, if the pair (Mm,T ) does not bound equivariantly, then we have m ≤ 5
2n, and with this level of

generality, this bound is best possible. This result motivated P. Pergher to introduce, in the literature,

the following type of question: is it possible to improve the Boardman’s bound by imposing the

omission of some dimensions of F? In this work, our first objective is obtaining a result of this type,

specifically the case where F has the form Fn∪F j, 0 ≤ j < n, and with Fn∪F j not being a boundary.

There are several results of this nature in the literature, as will be detailed in the Introduction in

historical and chronological terms.

The second goal of this work lives in the context of classifying, up to equivariant cobordism,

involutions (M,T ) whose fixed point set is a pre-selected manifold (or a disjoint union of manifolds)

F . This line of problems is well-established in the literature, see in the Introduction references with

several correlated results. Specifically, in this work we will address the case in which F is a connected

sum of two projectives spaces real, complex and quaternionic, F = KdP(n)#KdP(n), with n odd,

where d = 1,2 and respectively symbolize the real, complex and quaternionic cases. Again, the

relationship of this case with existing cases in the literature will be described in the Introduction.

Keywords: Five Halves Theorem of Boardman, Connected sum of fiber bundles, Stong-Pergher

bound, Connected sum of two copies of projective spaces, characteristic number, fixed-data, Steenrod

Square, Stiefel-Whitney class, equivariant cobordism.
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Introdução

Conforme dito no resumo, este trabalho é dividido em duas partes independentes. Nosso foco

será sempre objetos do tipo (Mm,T ), onde Mm é uma variedade fechada, suave e m-dimensional, e

T : Mm → Mm é uma involução suave definida em Mm, ou seja, T ◦T = Id. Se F é o conjunto de

pontos fixos de T , conforme visto no resumo, simbolicamente podemos dizer que nosso trabalho se

caracteriza por dois itens:

(I) F = Fm ∪F j, j < m

(II) F = KdP(n)#KdP(n)

No que se refere ao item (I) acima, a história começa com o famoso Teorema 5
2 de Boardman,

ou Five Halves Theorem, o qual foi anunciado no Bulletin of the American Math. Soc. em 1957,

em [3], que diz o seguinte: seja (Mm,T ) uma involução que não borda equivariantemente, e seja

F = F0 ∪ F1 · · · ∪ Fn o seu conjunto de pontos fixos. Então m ≤ 5
2n, e com essa generalidade a

respeito do conjunto de pontos fixos, esta estimativa é a melhor possível. Posteriormente, P. Pergher

observou na literatura a ocorrência dos seguintes resultados:

• (a) Se (Mm,T ) fixa F =Fn e se m> 2n, então (Mm,T ) borda equivariantemente. Esse resultado

foi provado por C. Kosniowski e R. Stong em [14]. Em particular, se (Mm,T ) fixa F = Fn e

(Mm,T ) não borda equivariantemente, então m ≤ 2n. Note que esta é uma melhoria para o

Five Halves Theorem na situação especial em que F possui uma única componente, e devido à

involução (Fn ×Fn, twist), que fixa Fn, esta estimativa é a melhor possível.

• (b) Se (Mm,T ) é uma involução fixando a união de um ponto com uma variedade conexa F de

dimensão n ímpar, então (Mm,T ) é equivariantemente cobordante à uma involução específica

definida em RPn+1, a qual fixa RPn∪{ponto}. Em particular, m≤ n+1. Esse é um Teorema de

D. Royster, contido em [27]. Novamente temos uma melhoria intrigante do Five Halves Theo-

rem na situação específica na qual F tem a forma F = Fn∪{ponto}, com n ímpar. Novamente,

esta estimativa é a melhor possível, simplesmente porque é impossível diminuir m = n+1.

Os resultados acima, de forma natural, motivam a seguinte questão: estabelecer um limitante

para m, em termos de n, que é a dimensão maximal ocorrendo em F , melhor que o de Boardman,

1



2 Introduçãao

quando impomos a omissão de algumas componentes de F , e também quando impomos algum tipo

de restrição a respeito das dimensões das componentes que ocorrem. Essa linha de problemas foi

descoberta e estabelecida por Pergher em [18]. Nesse contexto, surgiu o relevante limitante m(n)

de Stong e Pergher em [25], o qual será detalhado no capítulo 2. Neste trabalho, Pergher e Stong

completaram o resultado de Royster acima citado, provando que, se F possui a forma F = Fn ∪F0 =

Fn ∪ {ponto}, então m ≤ m(n). Referente a essa linha de problemas, temos alguns resultados na

literatura:

• (c) S. Kelton mostrou em [12] que, se (Mm,T ) fixa Fm ∪RP1, então

m ≤
{

m(n−1)+1, se n ímpar
m(n−1)+2, se n par,

e essas estimativas são as melhores possíveis. Notando que a única variedade fechada, suave,

conexa e 1-dimensional, é S1 = RP1, na verdade, S. Kelton então resolveu essa questão na

situação F = Fn ∪F1.

• (d) Pedro L. Q. Pergher e Fábio Gomes Figueira mostraram em [8] e em [22] que, se (Mm,T )

tem conjunto de pontos fixos da forma F = Fn ∪F2, então

m ≤ {max{2n,m(n−2)+4},∀n,

e esse é o melhor limitante possível. P. Pergher e F. Figueira também mostraram em [23]

que, se F é da forma F = Fn ∪Fn−1, então m ≤ 2n. Se tomarmos um fibrado η de dimensão

2n+1 sobre uma variedade Fn−1 o qual borda (basta tomar Fn−1 que borda e o fibrado trivial

2n+ 1-dimensional sobre Fn−1), a sequência de Conner e Floyd (vide [5]) nos diz que existe

involução (V 2n,S) com fixed data η . Então a involução (Fn ×Fn, twist)∪ (V 2n,S) mostra que

este resultado é o melhor possível.

• (e) Pedro L. Q. Pergher e Évelin Meneguesso Barbaresco estudaram em [1] e [2] o caso em que

F tem a forma F = Fn ∪F3, obtendo neste caso o seguinte limitante:

m ≤ max{2n,m(n−3)+6},∀n.

Além disso, Pergher e Barbaresco construíram um exemplo de involução do tipo (Mm(n−3)+5,T )

com conjunto de pontos fixos do tipo F = Fn ∪F3, desta forma mostrando que seu limitante é

o melhor possível a menos de uma unidade (quase o melhor possível).

• (f) Pedro L. Q. Pergher considerou em [19] o caso Fn ∪F j, com n > j e com F j indecomponí-

vel, mostrando nesse caso que m ≤ m(n− j)+2 j, e através de um exemplo sutil, mostrou que

este limitante é quase o melhor possível.



Introdução 3

Seguindo essa linha, o primeiro objetivo desse trabalho é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 0.0.1. Seja (Mm,T ) uma involução com conjunto de pontos fixos da forma F = Fn ∪F j,

com n > j. Então m ≤ max{5
2 j+m(n− j),2n}.

Note que este resultado está no contexto de [19], mas sem impor a indecomponibilidade de F j.

Embora não tenha sido possível mostrar que esta estimativa é a melhor possível, com vários exem-

plos mostramos que de fato essa estimativa fornece boas melhorias no que se refere ao Five Halves

Theorem.

No que se refere ao item (II) vimos no resumo que a classificação pretendida seria equivalente ao

caso F = KdP(n)∪KdP(n), se todo fibrado sobre a soma conexa fosse uma soma conexa de fibrados.

Veremos agora que tal caso já é conhecido na literatura. Sabemos que F , o conjunto de pontos fixos, é

uma união finita de subvariedades fechadas de M, uma questão natural que surge é a existência de uma

involução fixando F , no caso positivo, outra questão é a classificação por cobordismo equivariante do

par (M,T ) que tem F como conjunto de pontos fixos. Tal problema é bem estabelecido na literatura,

e começou em 1964 com o resultado de Conner e Floyd, [6], com F = Sn ∪{ponto}, F = RPn, com

n ímpar e F um conjunto finito de pontos isolados. Tais resultados foram aplicações da teoria de

cobordismo equivariante em [6], o qual foi uma extensão da famosa teoria de René Thom.

Estes problemas exigem o conhecimento da K-teoria de F ou, mais especificamente, o conheci-

mento de todas as possíveis classes características de fibrados vetoriais sobre F , que é o caso dos

espaços projetivos KdP(n), d = 1, 2 e 4.

O caso em que F é união disjunta de espaços projetivos tem uma história na literatura extensa e

ainda inacabada que começou, como mencionado acima, com F = RPn, n ímpar, [6]. Neste caso,

Conner e Floyd provaram que (M,T ) borda equivariantemente e com argumentos semelhantes é pos-

sível provar o mesmo resultado para F = KdP(n), d = 2 e 4, com n ímpar.

Mais tarde, em [28], Stong resolveu o problema para RPn com n par, mostrando que (M,φ) é

cobordante equivariantemente a involução (RPn ×RPn, twist), onde a aplicação twist leva (x,y) em

(y,x), ou cobordante equivariantemente a (RPn, Id), onde Id é aplicação identidade. O mesmo é

válido para F = KdP(n), d = 2 e 4. Provas podem ser encontradas em [15], o que fecha o caso de

uma componente.

Para duas componentes a história começa com Royster, [27], onde uma classificação parcial foi

obtida para o caso F = RPm ∪RPn, deixando em aberto apenas o caso em que m e n são pares e

não nulos, ou seja, Royster resolveu os casos, F = RPm ∪RP0 = RPm ∪ponto para todo m ≥ 1. Em

particular Royster provou que se m e n são ímpares, então (M,T ) borda equivariantemente, o mesmo

resultado vale para KdP(n), d = 2 e 4, provas podem ser encontradas em [10].

cndo com o caso de duas componentes, P. L. Q. Pergher, A. Ramos e R. Oliveira, [20] e [21],

obtiveram as versões complexas e quaterniônicas do resultado de Royster que não foi considerada em
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[10] com m e n ímpar. Mais especificamente, eles resolveram os casos F = KdP(m)∪KdP(n) para

d = 2 e 4, onde n ≥ 0 par e m ≥ 1 é ímpar, e onde n = 0 e m ≥ 2 é par. Adicionalmente ele resolveu

um caso particular deixado em aberto por Royster, dado por F = RPm ∪RPn, onde n = 2s, m é par e

m ≥ 2s+1, o qual inclui o caso F = RP2 ∪RPn, n ≥ 4 par. Este último caso pode ser encontrado em

[20] e as versões complexas e quaterniônicas são obtidas em [26].

Para F com mais de duas componentes o único resultado conhecido é de Torrence e Huo, [9], se

F é uma união arbitrária de espaços projetivos reais de dimensão ímpar, então (M,T ) borda equivari-

antemente (o mesmo é válido para d = 2, [30], e d = 4, [26]).

Resumindo, temos o caso de uma componente resolvido e com exceção do caso em que (m,n) =

(par, par), m,n > 0 e m ̸= 2s, n ̸= 2s, temos o caso de duas componentes resolvido.

Com o problema da união resolvido partimos para a questão da soma conexa onde o objetivo

é provar o seguinte resultado: Seja (M,T ) uma involução fixando ηk → KdP(n)#KdP(n), n ímpar,

k < dn. Então η borda.



CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste capítulo estabeleceremos algumas notações, ferramentas e resultados, presentes na litera-

tura, que serão necessários para o desenvolvimento dos capítulos que se seguem. Incluiremos tópicos

básicos da teoria de cobordismo equivariante, desenvolvida por Conner e Floyd em [6]. Admitire-

mos que o leitor tenha noções de topologia diferencial, homologia, cohomologia, teoria de fibrados e

classes de Stiefel-Whitney.

Quando mencionarmos variedades e aplicações entre variedades, ficará subentendido que as mes-

mas são de classe C∞; além disso, em todo esse trabalho, a cohomologia será sempre com coeficientes

em Z2.

1.1 Cobordismo de variedades

Dada uma variedade n-dimensional Mn compacta com bordo, denotamos por ∂ (Mn) o bordo de

Mn, o qual é uma variedade (n−1)-dimensional fechada, ou seja, compacta e sem bordo.

Definição 1.1.1. Dizemos que uma variedade Mn borda, se existe uma variedade compacta, W n+1,

tal que ∂ (W n+1) = Mn. Além disso, dizemos que duas variedades fechadas, Mn,V n, são cobordantes,

se a união disjunta Mn ∪V n borda.

Teorema 1.1.2 (Cancelamento do Bordo). Sejam W n+1,Un+1 variedades com bordo e suponha que

existam componentes de bordo Fn ⊂ ∂ (W n+1), Gn ⊂ ∂ (Un+1) difeomorfas. Então existe uma varie-

dade compacta V n+1, com bordo ou não, obtida “grudando-se´´ os bordos comuns Fn e Gn; ou seja,

em V n+1, as componentes de bordo difeomorfas desaparecem. A prova de tal fato requer o uso do

famoso “Teorema do Colar Equivariante”, visto no livro de Conner e Floyd.

Observação 1.1.3. Para cada n, a relação de cobordismo definida acima é uma relação de equivalência

no conjunto das variedades fechadas de dimensão n.

Demonstração. De fato,

5



6 Capítulo 1.

1. (Reflexiva) Seja Mn uma variedade fechada, então Mn ∼ Mn: basta considerar W n+1 = Mn ×
[0,1], e observar que

∂ (W n+1) = Mn ×0∪Mn ×1 ≃ Mn ∪Mn.

2. (Simétrica) Sejam Mn,V n duas variedades fechadas e suponha que Mn ∼V n. Então existe W n+1

tal que

∂ (W n+1) = Mn ∪V n =V n ∪Mn,

e, portanto, V n ∼ Mn.

3. (Transitiva) Suponha que Mn ∼ V n e V n ∼ Un. Então Mn ∪V n e V n ∪Un bordam, e podemos

usar o teorema do cancelamento de bordos para cancelar V n e assim obter uma variedade com

bordo Mn ∪Un.

Denotaremos por [Mn] a classe de cobordismo de Mn e ηn a coleção de tais classes.

Teorema 1.1.4. Dado n ≥ 0, existe uma classe de cobordismo especifica que é formada por varieda-

des que bordam, a qual denotaremos por εn.

Demonstração. Primeiramente observe que εn não é vazio, pois para todo n ≥ 0 temos que Sn ∈ εn,

uma vez que ∂ (Dn+1) = Sn.

Sejam Mn,V n ∈ εn. Então Mn,V n bordam e consequentemente Mn ∪V n borda.

Por fim, sejam Mn ∈ εn e V n /∈ εn e suponha por absurdo que Mn ∼V n, ou seja, existe W n+1 tal que

∂ (W n+1) = Mn ∪V n. Mas Mn ∈ εn então existe Un+1 tal que ∂ (Un+1) = Mn. Usando o teorema de

cancelamento de bordo, cancelamos Mn e obtemos uma variedade cujo o bordo é V n, contradizendo

o fato de que V n /∈ εn.

Portanto, εn é uma classe de equivalência.

Observe que cobordismo é invariante por difeomorfismo, ou seja, se Mn ∼V n e Mn ≃ M′n, V n ≃
V ′n, então Mn ∪V n ≃ M′n ∪V ′n, portanto M′ ∼V ′.

Queremos, agora, dar a ηn uma estrutura de grupo, e para tanto dados Mn,V n variedades fechadas

definiremos a operação:

[Mn]+ [V n] = [Mn ∪V n].

Observe que tal operação está bem definida: Se Mn ∼ Mn e V n ∼ V n, existem W n+1 e Un+1 tais

que ∂ (W n+1) = Mn ∪Mn e ∂ (Un+1) =V n ∪V n. Assim,

∂ (W n+1 ∪Un+1) = Mn ∪Mn ∪V n ∪V n

e então Mn ∪V n ∼ Mn ∪V n.

A operação é comutativa e associativa e existe um elemento neutro, a saber, εn. Quanto a elemen-

tos inversos, basta notar que [V ]+ [V ] = εn. Portanto, ηn é um grupo de ordem 2.

Vejamos alguns exemplos de ηn.
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1. η0 = Z2

Observe que qualquer quantidade par de pontos borda, enquanto qualquer quantidade ímpar de

pontos não.

2. η1 = ε1 = 0

Só existe uma, a menos de difeomorfismo, variedade fechada de dimensão 1, S1, a qual borda.

3. η2 = Z2

Toda variedade de dimensão 2 orientável borda, assim,

ε2 = [S2] = [T 2] = [#T 2] = [#RP2]

(soma conexa de um número par de RP2). Além disso, toda soma conexa de um número ímpar

de cópias de RP2 não borda e é fácil ver que

[RP2] = [#RP2].

Assim, η2 tem duas classes, ε2 e [RP2].

4. η3 = 0

É um teorema famoso, provado antes mesmo do trabalho de Thom sobre cobordismo, que toda

variedade de dimensão 3 borda.

A soma direta η∗ = ⊕∞
n=0ηn possui estrutura de anel graduado comutativo com unidade: o anel

de cobordismo não-orientado de Thom. O produto é definido pelo produto cartesiano:

[Mn] · [V m] = [Mn ×V m]

A unidade é a classe de cobordismo das variedades 0-dimensionais que são formadas por um

número ímpar de pontos.

Observação 1.1.5. η∗ é chamado, conforme dito acima, o anel de cobordismo não-orientado de

Thom.

Demonstração. Primeiramente verificaremos que tal operação está bem definida, ou seja, dadas M,M′

de dimensão n e V,V ′ de dimensão m tais que M ∼ M′ e V ∼V ′, então

M×V ∼ M′×V ′.

De fato, como M ∼ M′, então existe W n+1 tal que ∂ (W ) = M∪M′. Logo,

∂ (W ×V ) = (∂ (W )×V )∪ (W ×∂ (V )) = ∂ (W )×V = (M∪M′)×V
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= M×V ∪M′×V.

Portanto,

M×V ∼ M′×V.

Análogamente, se V ∼V ′, existe U tal que ∂ (U) =V ∪V ′, e assim ∂ (M′×U) = M′×V ∪M′×V ′.

Portanto,

M′×V ∼ M′×V ′.

Da transitividade da relação de cobordismo, temos que

M×V ∼ M′×V ′.

Como (ηn,+) para todo n é um grupo abeliano, segue da definição de soma direta que (η∗,+)

também é um grupo abeliano.

Além disso, a definição de produto cartesiano implica que a operação multiplicativa satisfaz as

propriedades associativa, distributiva e comutativa. Ou seja,

([Mn] · [V m]) · [W k] = [Mn] · ([V m] · [W k]),

[Mn] · ([V m]+ [W k]) = [Mn] · [V m]+ [Mn] · [W k]

e

[Mn] · [V m] = [V m] · [Mn].

Por fim, note que a classe de cobordismo do ponto, [ponto], é o elemento unidade, uma vez que

{ponto}×M = M.

Teorema 1.1.6 (Thom). η∗ é um álgebra polinomial graduada sobre Z2 com um gerador xn ∈ ηn em

cada dimensão 0 ≤ n ̸= 2 j −1.

Esse teorema encontra-se no importante artigo, [29], o qual deu a R. Thom a Medalha Fields em

1958.

1.1.1 Números de Stiefel-Whitney de uma variedade fechada

Seja Mn uma variedade suave e fechada. Associados a M temos uma coleção de números mod 2,

0 ou 1, chamados números de Stiefel-Whitney ou números característicos de M.

Seja τn → Mn o fibrado tangente, e seja

W (τ) =W (Mn) = 1+w1 +w2 + · · ·+wn

sua classe total de Stiefel-Whitney.
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Tome partição n = i1 + i2 + · · ·+ ir, ir ≥ 1, r ≥ 1 não necessariamente distintos, onde permu-

tações dos ir não modifica a partição. Associado a n, existe seu conjunto de partições. O número

wi1wi2 · · ·wir ∈ Hn(M) é chamado um número de Stiefel-Whitney correspondente a tal partição, e

wi1wi2 · · ·wir [M
n]2 =

{
0, ou
1.

A coleção de números de Stiefel Whitney de M é a coleção de todos tais 0 e 1, correspondentes a

todas as partições de n. Por simplicidade, escreveremos números de S.W.

Teorema 1.1.7. Seja RPn com n é ímpar então todos seus números de S.W. são nulos. Se n é par, pelo

menos dois números de S.W. são não nulos.

Demonstração. Primeiramente suponha que n é ímpar. Então n+1 é par. Sabemos que

W (RPn) = (1+α)n+1 =
n+1

∑
i=0

(
n+1

i

)
α

i = 1+w1 + · · ·+wn+1,

onde α ∈ H1(RPn,Z2) é o gerador do anel de cohomologia de RPn. Pelo corolário 1.7.3, se i é ímpar

então
(n+1

i

)
é par, logo, wi = 0.

Como n é ímpar, qualquer partição de n deve ter ao menos algum i j ímpar portanto

wi1wi2 · · ·wir [RPn]2 = 0.

Suponha agora que n é par. Então, pelo teorema 1.7.2, temos que

w1 =

(
n+1

1

)
α = α ̸= 0

portanto,

wn
1[RPn] = α

n[RPn] = 1.

Além disso,

wn(RPn) =

(
n+1

n

)
α

n = α
n ̸= 0

portanto,

wn[RPn] = α
n[RPn] = 1.

Isso conclui o desejado.

Teorema 1.1.8. Uma variedade fechada Mn borda se, e só se, todos os números característicos de

Mn são nulos.

Corolário 1.1.9. Duas variedades Mn e V n são cobordantes se, e só se, Mn e V n possuem os mesmos

números característicos.

Corolário 1.1.10. Para todo n ímpar, RPn é bordo de alguma variedade.
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1.2 Cobordismo singular

Fixemos X um espaço topológico e n≥ 0. Dada uma variedade fechada Mn e f : Mn →X contínua,

consideraremos nessa seção os objetos do tipo (Mn, f ) que chamaremos de variedades singulares.

Para os fatos abaixo, vide [6].

Definição 1.2.1. Dizemos que (Mn, f ) borda se existem uma variedade W n+1 e uma função contínua

F : W n+1 → X tal que ∂ (W n+1) = Mn e F |Mn = f . Além disso, diremos que (Mn, f ) e (V n,g) são

cobordantes se (Mn ∪V n, f ∪ g) borda, ou seja, se existem W n+1 e F : W n+1 → X contínua tal que

∂ (W n+1) = Mn ∪V n, F|Mn = f e F|V n = g.

A relação de cobordismo dada acima é uma relação de equivalência na coleção das variedades

singulares n-dimensionais em X . Denotamos por [M, f ] a classe de cobordismo da variedade singular

(M, f ) em X e, por ηn(X) o conjunto de tais classes. Com a operação [Mn, f ]+[V n,g] = [Mn∪V n, f ∪
g], ηn(X) possui estrutura de grupo abeliano: o grupo de cobordismo n-dimensional não-orientado

de X . O elemento neutro é dado pela classe de cobordismo representada pelas variedades singulares

(Mn, f ) em X tais que Mn borda e f é constante (claro que existem outros tipos de representantes).

Também diremos que (Mn, f ) e (V n,g) são difeomorfos se existe um difeomorfismo φ : Mn →V n,

C∞ tal que f = g◦φ . Ou seja, o diagrama

Mn

φ

��

f // X

V n

g
>>

comuta.

Teorema 1.2.2. Se (Mn, f ) como representante de uma classe de ηn(X) borda e (Mn, f ) ≃ (V n,g),

então (V n,g) borda.

Demonstração. Por hipótese (Mn, f ) borda, logo existem W n+1 e F : W n+1 → X contínua tais que

∂ (W n+1) = Mn e F |Mn = f . Além disso, (Mn, f )≃ (V n,g), logo existe φ : Mn →V n tal que f = g◦φ .

Como φ é um difeomorfismo, podemos usar o teorema 1.1.2 para as variedades W n+1 e V n × I (I é o

intervalo [0,1]), obtendo uma variedade Un+1 tal que ∂ (Un+1) =V n. Defina

G : V n × I → X

(v, t) 7−→ g(v).

Note que, G|V n = g, portanto (V n,g) borda.

Como na seção anterior vamos definir
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η∗(X) =⊕∞
i=1ηi(X).

Podemos introduzir em η∗(X) uma estrutura de η∗ - módulo graduado, com a convenção de que a

soma de dois elementos (αi1,αi2, · · · ,αit ), αi j ∈ ηi j(X) de grau i j é a justaposição junto com a soma

usual (união disjunta) de elementos do mesmo grau. Para tanto definimos tal estrutura em partes

homogêneas

ηr ×ηn(X)→ ηr+n(X)

e a seguir impomos a distributividade para obtermos

η∗×η∗(X)→ η∗(X).

Dada f : Mn → X contínua, V r ∈ ηr, defina

F : V r ×Mn −→ X

(v,m) 7−→ f (m).

Assim, defina

ηr ×ηn(X) −→ ηr+n(X)

([V r], [Mn, f ]) 7−→ [Mn ×V r,F ].

Observação 1.2.3. A operação está bem definida.

Demonstração. Dado [Mn, f ] ∈ ηn(X) e V r ∼ U r, existe W r+1 tal que ∂ (W r+1) = V r ∪U r. Tome

W = Mn ×W r+1; assim,

∂ (W ) = Mn ×∂ (W ) = Mn × (V r ∪U r) = Mn ×V r ∪Mn ×U r.

Defina,

G : W −→ X

(m,w) 7−→ f (m).

Observe que, G|Mn×V r = F = G|Mn×U r . Portanto, (Mn ×V r,F)∼ (Mn ×U r,F).

Dada [V r]∈ ηr e (Mn, f )∼ (Un,g), existem W n+1 e G : W → X tais que ∂ (W ) =Mn∪Un, G|Mn =

f e G|Un = g. Considere W =W n+1×V r. Queremos mostrar que (Mn×V r,F)∼ (Un×V r,F), onde

F,F são as funções dadas na definição que vem de f e g, respectivamente, ou seja, F(v,m) = f (m) e

F(v,u) = g(u). Defina W =W n+1×V e G : W → X por G(w,v) =G(w). Então obtemos (M×V r,F)∼
(Un ×V r,F), como queríamos.

Teorema 1.2.4. η∗(X) é um η∗-módulo graduado com a operação definida acima.
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1.2.1 Números de Whitney de uma variedade singular

Seja (Mn, f ) ∈ ηn(X). Tome h ∈ H j(X). Como f : Mn → X , temos a induzida em cohomologia

f ∗ : H j(X) → H j(Mn), e assim f ∗(h) ∈ H j(Mn). Escreva W (Mn) = 1+w1 +w2 + · · ·+wn. Um

número de Whitney de (Mn, f ) tem a forma:

wi1wi2 · · ·wit f ∗(h)[Mn],

onde i1 + · · ·+ it = n− j.

Tomando todas tais possibilidades, com h ∈ H j(X) qualquer, 0 ≤ j ≤ n e i1 + · · ·+ it = n− j,

temos a coleção de número de Whitney de (Mn, f ).

Temos o elemento unidade 1 ∈ H0(X) = Z2 (uma vez que X é conexo), e f ∗(1) = 1 ∈ H0(Mn).

Assim os números de S.W. de Mn também não números de Whitney de (Mn, f ).

O teorema a seguir pode ser encontrado em [5].

Teorema 1.2.5 (Conner e Floyd). Seja X um CW-complexo finito em cada dimensão. Então uma va-

riedade singular (Mn, f ) borda se, e só se, todos os números de Whitney (ou números característicos)

de (Mn, f ) são nulos.

Corolário 1.2.6. Seja X um CW-complexo finito em cada dimensão. Duas variedades singulares em

X são cobordantes se, e só se, possuem os mesmos números característicos.

1.3 Cobordismo de fibrados vetoriais

Nessa seção iremos trabalhar com objetos da forma (Mn,ηk), onde Mn é uma variedade fechada

suave e ηk é um fibrado vetorial k-dimensional com base Mn. Como nas seções anteriores, iremos

estabelecer entre esses objetos uma relação de cobordismo, que será uma relação de equivalência.

Para tanto, necessitamos recordar o Teorema de Classificação de Fibrados Vetoriais.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Classificação da Fibrados Vetoriais). Seja η um fibrado vetorial n-

dimensional qualquer, com espaço base X paracompacto. Então existe uma função contínua

f : X → BO(n) tal que o fibrado pullback, f !(γn), é equivalente a η; aqui, γn é o assim chamado

fibrado universal n-dimensional sobre BO(n), que por sua vez é chamado o espaço classificante para

fibrados n-dimensionais; BO(n) é constituido pelos n planos em R∞, e o espaço total de γn é formado

pelos pares (π,v), onde π é um n plano e v ∈ π . A função f chama-se função classificante para η .

Além disso, g : X → BO(n) é outra função classificante para η se, e só se, f ,g são homotópicas.

Definição 1.3.2. Dizemos que (Mn,ηk) borda se existe W n+1 compacta com bordo e fibrado ψk →
W n+1 tais que ∂ (W n+1) = Mn e ψk|Mn = ηk, ou seja, ψ restrito a Mn é igual a η . Além disso,

dizemos que (Mn,ηk) ∼ (V n,µk) são cobordantes se (Mnηk)∪ (V n,µk) borda, ou seja, se existem

W n+1 e ψk →W n+1 fibrado vetorial tais que ∂ (W n+1) = Mn ∪V n, ψk|Mn ≃ ηn e ψk|V n ≃ µn.
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Denotaremos por Fibn,k o conjunto das classes de cobordismo de fibrados vetoriais k-dimensionais

sobre variedades n-dimensionais fechadas, ou seja,

Fibn,k = {[ηk → Mn]}= {[(Mn,ηk)]}.

Observação 1.3.3. Fibn,k é um grupo de ordem 2, onde o elemento neutro é a classe εn = [(Mn,ηk)]

formada pelos elementos (Mn,ηk) que bordam (por exemplo, se Mn borda e ηk é o fibrado trivial

sobre Mn, então (Mn,ηk) representa esta classe).

Proposição 1.3.4. Fib∗,k é um η∗-módulo graduado com a seguinte operação:

ηr ×Fibn,k → Fibn+r,k

([V r], [(Mn,ηk)]) 7→ [(Mn ×V r, p!(ηk))],

onde p é a projeção na primeira coordenada, p : Mn ×V r → Mn, e p!(ηk) é o pullback de ηk via p.

Demonstração. Primeiramente vamos provar que tal aplicação está bem definida.

1. Se V r ∼U r, então (Mn ×V r, p!(ηk))∼ (Mn ×U r, p!(ηk)).

De fato, se V r ∼ U r, então existem W r+1 tal que ∂ (W r+1) = V r ∪U r. Então, tomando W =

Mn×W r+1, temos que ∂ (W ) = Mn×V r ∪Mn×U r. Observe que o pullback de ηk via p : W →
Mn é igual à união disjunta dos pullbacks de ηk via p : Mn ×V r → Mn e p : Mn ×U r → Mn, o

que prova o desejado.

2. Se (Mn,ηk)∼ (Un,µk), então (Mn ×V r, p!(ηk))∼ (Un ×V r,q!(µk)).

De fato, por hipótese existem W n+1 tal que ∂ (W n+1) = Mn∪Un e ψk →W n+1 com ψk|Mn = ηk

e ψk|Un = µk. Tome W = W n+1 ×V r, e observe que ∂ (W ) = Mn ×V r ∪Un ×V r. Defina

π : W →W n+1 por

π(w,v) =
{

p(w), w ∈ Mn

q(w), w ∈Un

Dessa definição temos que:

π!(ψk)|Mn×V r = p!(ψk|Mn) = p!(ηk)

e

π!(ψk)|Un×V r = q!(ψk|Un) = q!(ηk).

Então concluímos o desejado.
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Com os dois itens acima fica provado que a aplicação está bem definida. Agora precisamos verificar

que Fib∗,k é um η∗-módulo, com unidade, sendo a classe do fibrado zero-dimensional sobre um ponto

a unidade. Da definição da soma, [(Mn,ηk)]+ [(Un,µr)] = [(Mn ∪Un,ηk ∪µr)], é fácil verificar que

as igualdades a seguir são válidas:

([V r]+ [U r])[(Mn,ηk)] = [V r][(Mn,ηk)]+ [U r][(Mn,ηk)];

[V r]([(Mn,ηk)]+ [(U r,µk)]) = [V r][(Mn,ηk)]+ [V r][(Mn,µk)];

([V r][U r])[(Mn,ηk)] = [V r]([U r][(Mn,ηk)].

Proposição 1.3.5. Fibn,k é isomorfo a ηn(BO(k)) como η∗-módulos.

Demonstração. Dado [(Mn,ηk)] ∈ Fibn,k, pelo teorema 1.3.1, existe f : Mn → BO(k) com f !(γk) =

ηk, onde γk é o fibrado universal. Então [(Mn, f )] ∈ ηn(BO(k)). Definimos

ϕ : Fibn,k → ηn(BO(k))

[(Mn,ηk)] 7→ [(Mn, f )].

Observe, primeiramente, que o objeto [(Mn, f )] independe da escolha da função classificante, f .

Para isso, considere g outra função classificante para ηk, ou seja, g!(γk) = ηk. Então g é homotópica

a f e a função que realiza essa homotopia é a mesma função que estabelece o cobordismo

(Mn, f )∼ (Mn,g).

Afirmamos também que a função ϕ está bem definida. Basta notar que, se (Mn,ηk) ∼ (Un,µk),

então existe ψk → W n+1 e considere G : W n+1 → BO(k) uma função classificante para ψk. Daí,

observamos que G|Mn e G|Un são funções classificantes para ηk e µk, respectivamente, e assim temos

o cobordismo entre (Mn,G|Mn) e (Un,G|Un).

Para verificar que ϕ é um homomorfismo de η∗− módulos, note que dados [(Mn,ηk)], [(Un,µk)]

e [V r], com ϕ([(Mn,ηk)]) = [(Mn, f )] e ϕ([(Un,µk)]) = [(Un,g)], vale:

( f ∪g)!(γk) = f !(γk)∪g!(γk) = η
k ∪µ

k

e

( f ◦ p)!(γk) = p!( f !(γk)) = p!(ηk),

onde p : Mn ×U r → Mn é a projeção na primeira coordenada.

Então verificamos que

ϕ((Mn,ηk)+(Un,ψk)) = ϕ((Mn,ηk))+ϕ((Un,ψk))
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e

ϕ([V r](Mn,ηk)) = [V r]ϕ((Mn,ηk)).

Para concluir o teorema, precisamos verificar que ϕ é bijetora, e então ela dará o isomorfismo

desejado. Mas claramente ϕ é sobrejetora, uma vez que, dado [(Mn, f )] ∈ ηn(BO(k)), temos que f é

função classificante para o fibrado f !(γk). Assim, ϕ([Mn, f !(γk)]) = [(Mn, f )].

Por fim, note que se [(Mn,ηk)] = εn, ou seja, (Mn,ηk) borda, existem W n+1 tal que ∂ (W n+1)=Mn

e ψk →W n+1 com ψk|Mn = ηk. Denote por g uma função classificante para ψk, g : W n+1 → BO(k),

e note que f = g ◦ i, onde i : Mn → W n+1 é a inclusão, é uma função classificante para ηk. Assim,

como g|Mn = f , temos que (Mn, f ) borda.

Como nas seções anteriores, concluímos essa seção fornecendo uma cara típica para um número

de Whitney de ηk.

Seja (Mn,ηk), e considere as classes totais de Stiefel-Whitney,

W (Mn) = 1+w1 + · · ·+wn

e

W (ηk) = 1+u1 + · · ·+uk.

Pelo teorema da classificação, existe f : Mn → BO(k) e v1, . . . ,vk ∈ BO(k) tal que f ∗(vi) = ui. Assim,

via o isomorfismo acima estabelecido, a cara típica de um número característico de ηk é

f ∗(vi1 · · ·vis)(w j1 . . .w jl) = ui1 . . .uisw j1 . . .w jl .

1.4 Cobordismo de ações de grupos

Enfatizamos que estamos subentendendo que as variedades, aplicações entre variedades e ações

sobre variedades são diferenciáveis de classe C∞ (ou suaves).

Definição 1.4.1. Seja G um grupo de Lie compacto e Mn uma variedade fechada. Uma ação suave φ

de G em Mn , que será denotada por (Mn,φ) é uma aplicação φ : G×Mn → Mn tal que:

1. φ(e,m) = m,∀m ∈ Mn, onde e é o elemento neutro de G.

2. φ(g,φ(h,m)) = φ(gh,m),∀g,h ∈ G e m ∈ Mn.

Uma ação é dita livre se, caso φ(g,m) = m, então g = e, para todo m ∈ Mn.

Definição 1.4.2. Sejam G um grupo, X ,Y conjuntos, φ ,ψ ações de G em X e Y respectivamente.

Dizemos que f : X → Y é G-equivariante (ou apenas, equivariante) se

f (φ(g,x)) = ψ(g, f (x)),∀g ∈ G,∀x ∈ X .
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Considerando os objetos da forma (Mn,φ), temos a seguinte noção de equivalência:

(Mn,φ) ∼ (V n,ψ) se existe um difeomorfismo C∞, f : Mn → V n, G-equivariante com respeito a

φ e ψ .

Definição 1.4.3. Dizemos que (Mn,φ) borda se existe W n+1 compacta tal que ∂ (W n+1) = Mn e existe

ϕ : G×W n+1 →W n+1 tal que ϕ|Mn = φ . Além disso, dizemos que duas ações (Mn,φ) e (V n,ψ) são

G-cobordantes, se a união disjunta (Mn ∪V n,φ ∪ψ) borda no sentido acima.

A relação de cobordismo assim introduzida é uma relação de equivalência. Não é difícil mostrar

a reflexividade e a simetria, enquanto a transitividade necessita do Teorema do Colar Equivariante

para garantir a suavidade da ação. Denotaremos por In(G) o conjunto das classes de G-cobordismo

[(Mn,φ)].

Com a operação dada pela união disjunta, [(Mn,φ)]+ [(V n,ψ)] = [Mn ∪V n,φ ∪ψ], In(G) é um

grupo abeliano, denominado o grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional. O elemento neutro

é dado pela classe de cobordismo [Mn,φ ] representado pelas ações (Mn,φ) que bordam. Além disso,

I∗(G) =⊕n≥0In(G) é um η∗-módulo graduado, com a operação

[V k] · [Mn,φ ] = [V k ×Mn,φ ]

onde

φ : G×V k ×Mn → V k ×Mn

(g,v,m) 7→ (v,φ(g,m))

Podemos obter outros grupos de G-cobordismo impondo restrições às ações consideradas. Nesta linha

surge o grupo de G-cobordismo principal n-dimensional, denotado por ηn(G), obtido ao impormos

que todas as ações consideradas na relação de cobordismo sejam livres. Análogamente a I∗(G), temos

uma estrutura de η∗ - módulo graduado em η∗(G) =⊕n≥0ηn(G).

Dada uma G-ação qualquer (Mn,φ) em uma variedade fechada Mn, a teoria das ações de grupos

de Lie garante que o conjunto de pontos fixos de φ ,

Fφ = {x ∈ Mn : φ(g,x) = x,∀g ∈ G},

é uma união disjunta e finita de subvariedades fechadas de Mn.

Por outro lado, dados um grupo de Lie compacto G e F uma união disjunta e finita de variedades

fechadas, cabe perguntar: existe um limitante superior para a dimensão de variedades Mn equipadas

com uma G-ação que possui F como conjunto de pontos fixos?

Conforme visto na Introdução, essa tese considera a questão acima para o caso G = Z2 e F da

forma F = Fn ∪F j.

A partir de agora iremos considerar G = Z2, e nesse caso estaremos trabalhando com η∗(Z2) (o

grupo de Z2-cobordismo principal).
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Definição 1.4.4. Uma involução suave T sobre uma variedade fechada Mn, denotada por (Mn,T ), é

uma aplicação suave T : Mn → Mn tal que T ◦T = Id.

Note que uma involução suave T sobre uma variedade fechada Mn define uma ação φ de Z2 em

Mn, pois podemos identificar o grupo formado por Id e T com a operação composição, com o grupo

Z2. Assim, (Mn,φ) é uma Z2-ação tal que

φ(0̄,m) = φ(Id,m) = m e φ(1̄,m) = φ(T,m) = T (m), para todo m ∈ Mn.

Dessa forma, existe uma identificação entre as Z2-ações (Mn,φ) e as involuções (Mn,T ). Sendo

assim, usaremos a notação (Mn,T ), onde T é uma involução suave, ao invés de (Mn,φ). A partir

de agora, admitiremos tacitamente que todas as involuções serão suaves. Com a identificação acima,

podemos reescrever a definição de cobordismo de Z2-ações da seguinte maneira:

Definição 1.4.5. Dizemos que uma involução suave (Mn,T ) borda, se existem uma variedade com-

pacta W n+1 e uma involução suave S sobre W n+1, tais que ∂W n+1 =Mn e S|Mn = T . Duas involuções

suaves (Mn,T ) e (Nn,T ′) são cobordantes se a união disjunta (Mn ∪Nn,T ∪T ′) borda.

Definição 1.4.6. Dada uma involução sem pontos fixos (Mn,T ), definimos os números de involução

de (Mn,T ) como sendo os números de Whitney do fibrado linha associado λ → Mn

T . Ou seja, tais nú-

meros são da forma wi1wi2 · · ·wirc
k[Mn

T ], onde os wi j são classes tangenciais de [Mn

T ] e c ∈ H1(Mn

T ,Z2)

é a primeira classe de Whitney do fibrado linha λ .

Assim, temos: (Mn,T ) = 0 em ηn(Z2) se, e só se, todos seus números de involução são nulos.

Temos, portanto, o seguinte resultado.

Teorema 1.4.7. Duas involuções sem pontos fixos são cobordantes se, e só se, possuem os mesmos

números de involução.

Assim, temos um critério algébrico para detectar o cobordismo de involuções quando os conjuntos

de pontos fixos envolvidos são vazios, mas não temos tal critério caso contrário. Estudaremos isso na

seção a seguir. Para tanto, recordaremos dois teoremas importantes da literatura.

Teorema 1.4.8 (Leray-Hirsch). Seja p : E 7→ X um fibrado, onde X é um CW-complexo, e seja Λ

um anel comutativo com unidade. Suponha que existam elementos homogêneos α1,α2, · · · ,αr ∈
H∗(E,Λ) tal que, para cada x ∈ X, o Λ-módulo H∗(Ex,Λ) seja livre com base { j∗x(α1), j∗x(α2), · · · ,
j∗x(αr)}, onde Ex = p−1(x) é a fibra sobre x e jx : Ex → E é a aplicação inclusão. Então o H∗(X ,Λ)-

módulo H∗(E,Λ) é livre com base {α1,α2, · · · ,αr}. [17]

Teorema 1.4.9 (Teorema de Borel-Hirzebruch). Sejam ηk → Mn um fibrado vetorial sobre uma va-

riedade fechada, com W (ηk) = v1 + · · ·+ vk, W (Mn) = w1 + · · ·+wn e c a classe característica do

fibrado linha λ →RP(ηk) associado ao fibrado projetivo RP(ηk). Então H∗(RP(ηk)) é um H∗(M)-

módulo livre graduado, com base 1,c,c2, · · · ,ck−1, e a classe total de Stiefel-Whitney de RP(ηk) é

dada por
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W (RP(ηk)) =W (Mn).(
k

∑
j=0

(1+ c) jvk− j) = (1+w1 + · · ·+wn)((1+ c)k +(1+ c)k−1v1 + · · ·+ vk).

Além disso, vale a relação

ck + ck−1v1 + · · ·+ vk = 0.

1.5 Sequência de Conner e Floyd

Seja (Mn,T ) uma involução suave definida em uma variedade fechada n-dimensional Mn. O

conjunto de pontos fixos de T , F , é uma união disjunta e finita de subvariedades fechadas de Mn, que

pode ser escrita como F = ∪n
i=0F i, onde cada F i é a união (eventualmente vazia) das componentes

i− dimensionais de F . O fibrado normal de F em Mn, η → F = ∪n
i=0(η

n−i → F i), é chamado o

fixed-data da involução (Mn,T ). A notação Fn diz respeito às componentes de Mn nas quais T atua

como a identidade. Dessa forma, η0 → Fn é o fibrado 0-dimensional.

Exemplo 1.5.1. Para qualquer variedade fechada Mn, o fibrado tangente τ(Mn)→ Mn pode ser reali-

zado como o fixed-data de uma involução. De fato, a involução

twist : Mn ×Mn → Mn ×Mn

(x,y) 7−→ (y,x)

tem como conjunto de pontos fixos a diagonal ∆ = {(x,x);x ∈ Mn}, ou seja, uma cópia difeomorfa

de Mn. O fibrado normal de ∆ no produto cartesiano Mn×Mn é equivalente, como fibrado, ao fibrado

tangente τ(Mn)→ Mn.

Com isso em mente, e conforme temos atuado até o momento, queremos caracterizar quando duas

involuções são cobordantes. Como vimos na seção anterior, o que caracteriza a classe de cobordismo

de uma involução sem pontos fixos (Mn,T ) em ηn(Z2) são seus números de involução. No entanto,

não existe, a priori, um tal critério para involuções (Mn,T ) com Fix(T ) ̸= /0. Veremos a seguir que

o monomorfismo j∗ da sequência exata de Conner e Floyd de [6] fornece uma ferramenta algébrica

para caracterizar um elemento de I∗(Z2); esta sequência estabelece quando duas involuções são cobor-

dantes, e ainda, quando um determinado fibrado pode ser caracterizado como o fixed-data de alguma

involução.

Considere as seguintes aplicações:

j∗ : In(Z2) → ⊕η j(BO(n− j))

[Mn,T ] 7→ ∑
n
i=0[η

n−i → F i],



1.5. Sequência de Conner e Floyd 19

onde ∪n
i=0(η

n−i → F i) é o fixed-data da involução (Mn,T ); e

∂ : ⊕η j(BO(n− j)) → ηn−1(BO(1))

[η ,F ] = ∑
n
i=0[η

n−i → F i] 7→ [λ → RP(η)] = ∑
n
i=0[λ → RPn− j],

onde λ → RPn− j é o fibrado linha associado à involução antipodal nas fibras de ηn−i (ou seja, como

já citado acima, o fibrado linha associado ao fibrado projetivo RPn− j). Pode-se mostrar que tais

aplicações são homomorfismos.

Teorema 1.5.2 (Sequência de Conner e Floyd). Para cada n, a sequência curta de Z2-módulos

0 → In(Z2)→⊕η j(BO(n− j))→ ηn−1(BO(1))→ 0

é exata.

Veremos a seguir algumas consequências do Teorema 1.4.9; a primeira tal consequência será

muito utilizada ao longo da seção 3.4.

Corolário 1.5.3. Se η → F é um fixed-data, então todos os números característicos de λ → RP(η)

são zero.

Demonstração. De fato, se η → F é o fibrado normal de uma involução (Mn,T ) fixando F , temos,

pela sequência de Conner e Floyd, que

[η ] = j∗[(Mn,T )],

e assim, da exatidão da sequência, seque que

0 = (∂ ◦ j∗)[(Mn,T )] = ∂ ([η → F ]) = [λ → RP(η)].

Ou seja, η → RP(η) borda em ηn−1(BO(1)), portanto todos os seus números característicos são

nulos.

Além disso, vejamos a forma de tais números característicos.

Como λ é o fibrado linha associado à involução antipodal nas fibras de η , temos que W (λ ) =

1+ c,c ∈ H1(RP(η)). Escrevendo F = ∪F i, o teorema 1.4.9 nos diz que H∗(RP(η)) é um H∗(F i)-

módulo livre gerado por {1,c,c2, · · · ,cn−i−1}, e temos

W (RP(η)) = (1+w1(F i)+ · · ·+wi(F i))
n−i

∑
j=0

(1+ c)n−i− jv j = 1+W1 + · · ·+Wn−1,

onde W (ηn−i) = 1+ v1 + · · ·+ vn−i.
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Portanto, um número característico tipico (sobre F i) do fibrado [λ → RP(η)] é da forma:

c jWi1 · · ·Wit [RP(η)],

onde j+ i1 + · · ·+ it = n−1.

O que o resultado acima nos diz é que a soma dos números acima correspondentes a todos os F i

é zero.

Na demonstração do Teorema 1.5.2 é provado que, se ∂ ([η → F ]) = 0, então η é realizado como

o fixed-data de uma involução (Mn,T ), e não apenas cobordante à um fibrado que é realizado como

fixed-data. Em particular, temos que um fibrado cobordante a um fixed-data também é um fixed-data.

Dessa forma obtemos o seguinte corolário

Corolário 1.5.4. Um fibrado η → F é o fixed-data de uma involução (Mn,T ) se, e somente se,

∂ ([η → F ]) = 0.

Corolário 1.5.5. Seja η → F = (ηni → F i)∪ (ηn j → F j), fibrado normal de uma involução (ou seja,

o conjunto de pontos fixos contempla apenas duas dimensões). Se ηni é um fixed-data, então ηn j é um

fixed-data.

Demonstração.

0 = ∂ ([η → F ]) = ∂ ([ηn−i → F i])+∂ ([ηn− j → F j]) = ∂ ([ηn− j → F j]).

Corolário 1.5.6. Duas involuções (Mn,T ) e (V n,S) são cobordantes se, e só se, seus fixed-data

η → FT e η ′ → FS forem cobordantes. Em outras palavras, duas involuções (Mn,T ) e (V n,S) são

cobordantes se, e somente se, seus fixed-data possuem os mesmos números característicos.

1.6 Ferramentas para o cálculo de classes características

1.6.1 Multiplicação por potências inteiras de (1+ c)

Seja X um espaço topológico qualquer. A coleção de todos os elementos da forma

w = 1+w1 +w2 + · · · ∈ H∗(X),

em que wi ∈ H i(X) e o termo de grau zero é 1 ∈ H0(X), é um grupo comutativo com a operação dada

pelo produto cup (ver [16]). Dado um elemento w = 1+w1 +w2 + · · · , o seu inverso (ou dual)

1
w
= w = 1+w1 +w2 + · · · ,

o qual é caracterizado pela relação ww = 1 ∈ H∗(X), pode ser construído indutivamente pelo algo-

ritmo
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w0 = 1; wn =
n

∑
i=1

wiwn−i.

Consideramos agora um fixed-data

η → F = ∪m
j=0η

n− j → F j.

O inverso multiplicativo de 1+ c em H∗(RP(η)) é dado por

1
1+ c

= 1+ c+ c2 + · · ·+ cn−1,

lembrando que ct = 0 se t > n−1, pois RP(η) é uma variedade de dimensão n−1.

Para qualquer d, (1+ c)d pode ser escrito na forma

(1+ c)d = 1+a1c+a2c2 + · · ·an−1cn−1,

para certos ai ∈ {0,1}. Assim, fixando um inteiro d qualquer, temos

(1+c)d ·W (RP(η))= (1+a1c+a2c2+· · ·+an−1cn−1)(1+w1(RP(η))+w2(RP(η))+· · ·+wn−1(RP(η)))

é tal que sua parte homogênea de grau i é um polinômio homogêneo de grau i nas classes w j,i ∈
H i(RP(η)) e c. Logo, escrevendo

(1+ c)d ·W (RP(ηn− j)) = 1+w j,1 +w j,2 + · · ·+w j,n−1

com w j,i ∈ H i(RP(ηn− j)), temos que para cada partição i1 + i2 + · · ·+ is + t = n−1,

w j,i1w j,i2 · · ·w j,isc
t [RP(ηn− j)] = 0.

A discussão acima fornece então a técnica de efetuar multiplicações por potências inteiras de

1 + c, positivas ou negativas, para obter equações com números característicos. Essa técnica foi

bastante explorada por Pergher e Stong em [25] através das chamadas classes w[r], e será muito

usada ao longo deste trabalho. A ideia central é que cada parte homogônea de W (RP(η)) pode

ser algebricamente complicada e a multiplicação por potências de 1+ c pode dar origem a partes

homogêneas mais simples.

1.6.2 Fórmula de Conner

Seja ηk → Mn um fibrado k-dimensional sobre uma variedade n-dimensional fechada e conexa,

com

W (ηk) = 1+ v1 + · · ·+ vk.

Pelo teorema de Borel-Hirzebruch, 1.4.9, temos que H∗(RP(ηk)) é um H∗(Mn)-módulo livre gradu-

ado com base {1,c,c2, · · · ,ck−1}, com a relação ck = ck−1v1+ · · ·+vk. Em particular, se an ∈Hn(Mn)
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é tal que anck−1 = 0, então an = 0. Além disso, como Hn(Mn) e Hn+k−1(RP(ηk)) são isomorfos à

Z2, temos que

an[Mn] = anck−1[RP(η)].

Se as ∈ Hs(Mn), com n < s ≤ n+ k−1 então

ascn+k−1[RP(ηk] = 0,pois as = 0.

Teorema 1.6.1 (Fórmula de Conner). Para cada as pertencente a Hs(Mn), onde 0 ≤ s ≤ n, temos

ascn+k−1[RP(ηk] = asvn−s[Mn].

Mais precisamente os vi ∈ H i(Mn), os duais de vi, é o termo homogêneo de grau i do inverso

multiplicativo de W (ηk). Onde

W (ηk) =
1

W (ηk)
= 1+ v1 + · · ·vn.

1.6.3 Quadrados de Steenrod

As operações cohomológicas Sqi, conhecidas como quadrados de Steenrod, são completamente

caracterizadas pelas quatro propriedades a seguir. Dados X ,Y espaços topológicos quaisquer, temos:

1. Para cada n e cada i inteiros não negativos, Sqi : Hn(X)→ Hn+i(X) define um homomorfismo

aditivo.

2. (Naturalidade) Se f : X → Y é uma aplicação contínua, então o diagrama

Hn(Y )

Sqi

��

f ∗ // Hn(X)

Sqi

��
Hn+i(Y )

f ∗ // Hn+i(X)

é comutativo.

3. Se a ∈ Hn(X) então Sq0(a) = a,Sqi(a) = 0 para cada i > n.

4. (Fórmula de Cartan) Se a,b são elementos homogêneos de H∗(X) e ab denota o produto cup,

então vale a identidade

Sqi(ab) =
i

∑
j=0

Sq j(a)Sqi− j(b).
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Teorema 1.6.2 (Fórmula de Wu). Se ηk → X é um fibrado vetorial sobre um espaço X paracompacto,

e W (ηk) = 1+w1 + · · ·+wk denota a classe de Stiefel-Whitney de ηk, então:

Sqi(w j) =
i

∑
t=0

(
j− i−1+ t

t

)
wi−tw j+t ,

para i < j.

Teorema 1.6.3. Dado r ≥ 0 , y uma classe de dimensão 1, então

Sq j(y2r
) =


y2r

, se j = 0
y2r+1

, se j = 2r

0, c.c.

Demonstração. Provaremos por indução em r. Se r = 0 temos que

Sq j(y) =


y, se j = 0
y2, se j = 1

0, c.c.

Suponha que seja válido para r−1, ou seja,

Sq j(y2r−1
) =

 y2r−1
, se j = 0

y2r
, se j = 2r−1

0, c.c.

Vamos provar para r. Sabemos das propriedades de Sq que então:

Sq0(y2r
) = 2r,

Sq2r
(y2r

) = y2r+1;

Sq j(y2r
) = 0,∀ j > 2r.

Suponha então que 0 < j < 2r. Daí,

Sq j(y2r
) =

j

∑
t=0

Sqt(y2r−1
)Sq j−t(y2r−1

).

Assim, temos pela hipótese de indução que:

Sqt(y2r−1
) ̸= 0 ⇔ t = 0 ou t = 2r−1.

Suponha, primeiramente, t = 0:

Sq j−t(y2r−1
) = Sq j(y2r−1

) ̸= 0 ⇔ j = 0 ou j = 2r−1.

Mas, j ̸= 0, então:

Sq j−t(y2r−1
) ̸= 0 ⇔ j = 2r−1.
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E assim temos o termo

Sq0(y2r−1
)Sq2r−1

(y2r−1
) = y2r−1

y2r

Suponha agora que t = 2r−1. Temos que:

Sq j−t(y2r−1
) = Sq j−2r−1

(y2r−1
) ̸= 0 ⇔ j = 2r−1 ou j = 2r +2r−1 > 2r.

Logo,

Sq j−t(y2r−1
) ̸= 0 ⇔ j = 2r−1.

Assim temos o termo

Sq2r−1
(y2r−1

)Sq0(y2r−1
) = y2r

y2r−1
.

Mas esses termos são iguais, portanto a soma deles é zero, o que prova o desejado.

Teorema 1.6.4. Dado r ≥ 0, c,x classes de dimensão 1, então

Sq2r
(cx2r

) = cx2r+1
.

Demonstração. Dados r ≥ 0, temos que:

Sq2r
(cx2r

) =
2r

∑
t=0

Sqt(c)Sq2r−t(x2r
).

Mas c tem dimensão 1, então:

Sqt(c) ̸= 0 ⇔ t = 0 ou t = 1.

Suponha t = 0. Então

Sq0(c)Sq2r
(x2r

) = cx2r+1
,

e por outro lado, se t = 1, temos pelo teorema anterior que

Sq2r−1(x2r
) = 0.

Portanto,

Sq2r
(cx2r

) = cx2r+1
.

1.7 Teorema de Lucas

Nesta seção iremos estudar a paridade de
(m

n

)
, e para isso o Teorema de Lucas é extremamente

útil.

Definição 1.7.1. Seja p um número primo. Dado um número natural n, definimos sua expansão

p-ádica escrevendo n na forma

n = nknk−1 · · ·n1n0 = nk pk +nk−1 pk−1 + · · ·n1 p+n0,0 ≤ ni ≤ p−1.
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Por exemplo, para p = 2, temos a expansão diádica (2-ádica) de n dada por:

n = nknk−1 · · ·n1n0 = nk2k +nk−12k−1 + · · ·+n12+n0, (ni = 0 ou 1)

que é equivalente a escrever n como uma soma de potências de 2. Se ni = 1 dizemos que 2i aparece

na expansão diádica de n, ou simplesmente, 2i aparece em n.

Em nossos cálculos faremos uso apenas das partições diádicas, ou seja, p = 2, e para esse caso o

teorema de Lucas fica:

Teorema 1.7.2 (Teorema de Lucas). Sejam m,n ∈ N com n ≤ m. Então(
m
n

)
=

m!
n!(m−n)!

é ímpar se, e só se, a expansão diádica de n está contida na expansão de m. Em outras palavras,(m
n

)
= 1 se, e só se, toda potência de 2 que aparece na expansão diádica de n também aparece na de

m.

Corolário 1.7.3. Se m é par, n é ímpar e n ≤ m, então
(m

n

)
é par.

Corolário 1.7.4. Sejam m,n naturais quaisquer com
(m

n

)
= 1. Se 2t é uma potência que aparece em

n, então
( m

n−2t

)
= 1.

Corolário 1.7.5.
(m+n

n

)
= 1 se, e só se, m e n possuem expansões diádicas disjuntas.

Corolário 1.7.6. Se m, t são naturais positivos que possuem expansões diádicas disjuntas então, para

qualquer natural n, temos (
n

m+ t

)
=

(
n
m

)
·
(

n
t

)
.

Observação 1.7.7. Sejam m, n naturais ímpares tais que sua soma é uma potência de 2, digamos,

m+n = 2r+1. Então temos que para cada 1 ≤ t ≤ r, 2t aparece em m ou aparece em n. Logo,(
m
2t

)
+

(
n
2t

)
= 1.

Além disso, temos as seguintes propriedades dos coeficientes binomiais que usaremos a seguir:

• (relação de Stiefel) para quaisquer naturais m,n, temos(
n
m

)
+

(
n

m+1

)
=

(
n+1
m+1

)
• para quaisquer naturais n,m,k

k

∑
i=0

(
n
i

)(
m

k− i

)
=

(
n+m

k

)
.
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CAPÍTULO 2

Limitantes para a dimensão de variedades
com involução com conjunto de pontos

fixos da forma Fn∪F j

2.1 Alguns resultados conhecidos

O objetivo central deste capítulo é responder à pergunta que foi levantada nas preliminares: existe

um limitante máximo para a dimensão de variedades Mn dotadas de uma Z2-ação que possui F como

conjunto de pontos fixos?

Outros estudos foram feitos tendo em mente a pergunta acima, impondo restrições ao conjunto de

pontos fixos. Nesta seção conheceremos alguns dos resultados obtidos na literatura.

Podemos começar falando do famoso Teorema 5
2 de Boardman, ou (Five Halves Theorem) de [3].

Teorema 2.1.1 (5
2 -Boardman). Se (Mm,T ) é uma involução que não borda equivariantemente, e se

F = F1 ∪·· ·∪Fn é o seu conjunto de pontos fixos, então m < 5
2n.

Adicionalmente, e através de exemplos explícitos, Boardman mostrou que a estimativa em questão

é a melhor possível nas condições gerais nas quais a mesma foi formulada.

Essa generalidade do resultado de Boardman independe de n e abrange a possibilidade de F

possuir componentes com todas as dimensões, de 0 a n; por essa razão tal resultado possui embutido

em si um leque de problemas interessantes, que se revelam mediante a observação simultânea de dois

resultados posteriores da literatura.

O primeiro desses é o seguinte resultado de C. Kosniowski e R. Stong:

Teorema 2.1.2. Se (Mm,T ) fixa F = Fn, e se m > 2n, então (Mm,T ) borda equivariantemente.

Observe que nas condições do teorema, temos que o fixed-data de (Mm,T ) borda, portanto F

borda, de onde concluímos, por contra-positiva, que caso F não borde, então m ≤ 2n. O exemplo

27
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dado pela involução twist mostra que essa estimativa é a melhor possível, o que significa um limitante

melhor para m que o de Boardman, no caso especial em que F possui dimensão constante igual à n.

O segundo resultado é um Teorema de Royster contido em [27].

Teorema 2.1.3. Se (Mm,T ) é uma involução fixando a união de um ponto com uma variedade F

de dimensão n ímpar, então (Mm,T ) é equivariantemente cobordante à uma involução específica

definida em RPn+1, e em particular, m ≤ n+1.

Naturalmente surge então o problema de se estabelecer um limitante para m, em termos de n,

melhor que o de Boardman, quando alguma restrição sobre n é imposta ou quando se omite a pre-

sença de algumas dimensões no conjunto de pontos fixos. Essa linha de problemas foi descoberta e

estabelecida por P. Pergher em [18].

Tal problema pode ser formulado segundo a seguinte forma: para cada número natural n, e para

cada conjunto de naturais X = {p1, p2, · · · , pr}, onde 0 ≤ p1 < p2 < · · ·< pr < n e 0 ≤ r, definimos

m(n,X) como sendo o seguinte número natural:

m(n,X) = max{m| existe involução (Mm,T ) fixando alguma F que não borda, cuja componente

maximal é n-dimensional, e tal que F não possui componentes com dimensões diferentes de n

daquelas especificadas na lista X .}

Com essa formulação, temos que

• Teorema 5
2 de Boardman estabelece que m(n;X)≤ 5

2n para qualquer (n;X);

• O teorema de Kosniowski e Stong diz que, se X é a lista vazia, então m(n,X) = 2n para todo n;

• O resultado de Royster diz que m(n;{0}) = n+1 quando n é ímpar.

É importante frisar que o valor de m(n;X) independe da quantidade de componentes de F com

alguma dimensão específica p j ∈ X , uma vez que a soma conexa de dois fibrados com mesma dimen-

são tanto na base quanto na fibra é cobordante como fibrado à união disjunta dos mesmos; utilizando

a sequência de Conner e Floyd, podemos então supor que para cada dimensão ocorrendo no conjunto

de pontos fixos só existe uma componente com tal dimensão.

Uma vez que m(n;X) = 2n está estabelecido para a lista vazia X e para qualquer n, o passo

seguinte é a análise de m(n;X) quando X é unitário, ou seja, quando F possui duas componentes

com dimensões distintas, Fn ∪F j, j < n. O caso j = 0 e n ímpar foi resolvido por Royster, como já

mencionado. Nessa direção Pergher mostrou que m(2n;{0})≤ 3n+3 quando n é ímpar em [18].

Posteriormente, Stong e Pergher [25] completaram a análise de m(n;{0}) para qualquer n par.

Stong e Pergher chamaram m(n;{0}) de m(n) e determinaram seu valor exato para cada n. A técnica

utilizada consistiu inicialmente em mostrar que, se (Mm,T ) fixa Fn ∪ {ponto}, então m ≤ m(n); isso

foi obtido com a utilização de certas classes características especiais, denotadas por w[r], e a teoria de



2.2. O limitante m(n) de Stong e Pergher 29

Conner e Floyd. m(n) e w[r] serão mais explorados na seção 2.2, e a classe w[r] será muito utilizada

na prova do teorema central desse capítulo.

Em sua tese de doutorado, Involutions fixing RP j ∪Fn, [11], sob a orientação do Prof. Stong, e

posteriormente nos artigos [12] e [13] Suzanne M. Kelton analisou limitantes para as dimensões de

variedades com involução cujo conjunto de pontos fixos é da forma Fn ∪RP j. Essa é uma linha de

generalização para o caso F = Fn ∪{ponto}, uma vez que ponto é igual à RP0. Entre os diversos

resultados obtidos, Kelton mostrou que se (Mm,T ) fixa Fm ∪RP1, então

m ≤
{

m(n−1)+1, se n ímpar
m(n−1)+2, se n par,

e tais resultados são os melhores possíveis, encerrando o estudo desse caso.

Já o caso m(n,{2}), F = Fn ∪F2, foi estudado por Fábio Gomes Figueira em sua tese de douto-

rado Involuções cujo conjunto de pontos fixos possui duas componentes, vide [8] sob orientação do

Prof. Pergher, e posteriormente nos artigos [22], [23] e [24]. O resultado é o seguinte: se (Mm,T )

fixa Fn ∪F2, então

m(n;{2}) = max{2n,m(n−2)+4},∀n,

e esse é o melhor limitante possível. Figueira também mostrou que

m(n;{n−1}) = 2n.

Seguindo essa direção, Évelin Meneguesso Barbaresco estudou em sua tese de doutorado Involu-

ções fixando Fn ∪F3, [1], o caso m(n,{3}), onde obteve o seguinte resultado:

m(n;{3}) = max{2n,m(n−3)+6},∀n,

e esse é o melhor limitante possível.

Seguindo essa linha, o principal objetivo desse capítulo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.4. Seja (Mm,T ) uma involução com Fix(T ) = Fn∪F j com n> j. Então m≤max{5
2 j+

m(n− j),2n}.

2.2 O limitante m(n) de Stong e Pergher

Para cada n ∈ N, Stong e Pergher construíram, em [25], uma involução (Mm,T ) onde a dimensão

de M é um número natural especifico m(n)> n, e o conjunto de pontos fixos é da forma Fn∪{ponto}
; além disso, esse valor é o máximo nessas condições. Em outras palavras, se (Nr,T ) possui conjunto

de pontos fixos da forma Fn ∪{ponto}, então r ≤ m(n). A seguir detalharemos m(n).

Escreva n = 2pq, onde p ≥ 0 e q ≥ 1, com q ímpar. Então
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m(n) =
{

2n+ p+1−q, se q ≥ p
2n+2p−q, se p < q.

Note em particular que:

1. Se n é ímpar, então n = 20q = q, q ≥ 1, portanto m(n) = 2n+1−q = n+1, que é o resultado

de Royster [27];

2. Se n = 2q, com q ímpar, então m(n) = 2n+1+1−q = 3q+2 = 3
2n+2. Nesse caso, esse valor

(maximal) melhora o resultado de Pergher [18], o qual mostra que um limitante é 3
2n+3;

3. se n = 2p, p ≥ 1, então:

m(n) =
{

5, se p = 1
2n+2p−q = 2p+1 +2p−1 = 5 ·2p+1 = 5

22p = 5
2n, se p > 1.

Em outras palavras, se n = 2p com p ≥ 1, os exemplos (Mm(n),T ) de Stong e Pergher atingem

o limite 5
2n de Boardman.

A seguir enunciaremos o teorema de Stong e Pergher no formato em que o mesmo aparece em [25],

com m(n) sendo escrito de forma um pouco diferente, a qual é mais adequada em alguns contextos.

Teorema 2.2.1. Seja (Mm,T ) uma involução suave sobre uma variedade fechada, tal que FT = Fn ∪
{ ponto}, onde Fn é uma subvariedade fechada de dimensão 0 < n < m. Se n = 2p(2q+ 1), então

m ≤ m(n), onde

m(n) =
{

(2p+1 −1)(2q+1)+(p+1), se p ≤ 2q+1
(2p+1 −2p−(2q+1))(2q+1)+2p−(2q+1)(2q+2), se p ≥ 2q+2.

Adicionalmente, para cada n existe uma involução (Mm(n),T ) com FT sendo da forma Fn ∪
{ponto}.

A técnica utilizada para provar o teorema acima consistiu inicialmente em mostrar que, se (Mm,T )

fixa Fn ∪{ponto}, então m ≤ m(n), e isso foi obtido com a utilização de certas classes características

especiais. A saber, as classes

w[r] =
W (RP(ηk)

(1+ c)k−r .

A parte de grau i de w[r] foi denotado por w[r]i, ou seja,

w[r] = 1+w[r]1 +w[r]2 + · · ·w[r]n+k−1
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Em outras palavras, w[r]i é obtida coletando-se os termos de grau i em

w[r] = (1+w1 +w2 + · · ·+wn)((1+ c)r +(1+ c)r−1v1 + · · ·+ vr +
vr+1

1+ c
+ · · ·)

e cada tal w[r]i é, portanto uma polinomial homogênea de grau i nas classes w j’s e c. Outra classe que

Stong e Pergher introduziram e que também sera utilizada é a classe

X = w[r1]2r1
· · ·w[rl]2rl

w[s1 −1]2s1−1 · · ·w[st −1]2st−1,

para ri’s e si’s específicos, com

dimX = m(n− j) = 2r1 + · · ·+2rl +2s1 + · · ·+2st + t.

Por fim, Stong e Pergher em [25] construíram explicitamente involuções (Mm,T ) fixando Fn ∪
{ponto} com m = m(n).

2.3 Funções auxiliares

Antes de provarmos o teorema 2.1.4, veremos nessa seção alguns resultados necessários e intro-

duziremos certas classes características para ηm−1(BO(1)).

Tome f : N → BO(1) classificante para o fibrado linha λ → N, com ν sendo o fibrado tangente

sobre N. Mais genericamente, tome ξ um fibrado vetorial qualquer sobre N.

Usando o splitting principle para ξ , temos:

W (ξ ) =
k

∏
i=1

(1+ xi).

Definição 2.3.1. Uma partição w = (i1, i2, . . . , ir) vai ser entendida como r números inteiros positivos

indexados com índices 1, . . . ,r onde |w| = i1 + i2 + · · ·+ ir e r = l(w), o comprimento da partição.

Além disso uma subpartição w1 de w com l(w1) = s são s números inteiros positivos onde o conjunto

de indexadores pertence ao conjunto de indexadores de w, 1, . . . ,r, e a subpartição complementar é

a partição indexada com o conjunto complementar de indexadores de w.

Tome w = (i1, i2, . . . , ir) com r ≤ k, e defina:

fw(ξ ) = ∑
i j

xi1
1 (c+ x1)

i1xi2
2 (c+ x2)

i2 . . .xir
r (c+ xr)

ir ;

gw(ξ ) = ∑
i j

xi1
1 (c+ x1)

i1+1xi2
2 (c+ x2)

i2+1 . . .xir
r (c+ xr)

ir+1;

hw(ξ ) = ∑
i j

xi1+1
1 (c+ x1)

i1xi2+1
2 (c+ x2)

i2 . . .xir+1
r (c+ xr)

ir

sw(ξ ) = ∑
i j

xi1
1 xi2

2 . . .xir
r
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onde estas são as menores funções simétricas usuais contendo o monômio dado.

Denotaremos

f /0(ξ ) = g /0(ξ ) = h /0(ξ ) = 1.

Exemplo 2.3.2. Se W (ξ ) = (1+ x1)(1+ x2)(1+ x3) e w = (2,3), então

fw(ξ ) = ∑x2
i1(c+ xi1)

2x3
i2(c+ xi2)

3

= x2
1(c+ x1)

2x3
2(c+ x2)

3 + x2
1(c+ x1)

2x3
3(c+ x3)

3 + x2
2(c+ x2)

2x3
1(c+ x1)

3+

x2
2(c+ x2)

2x3
3(c+ x3)

3 + x2
3(c+ x3)

2x3
1(c+ x1)

3 + x2
3(c+ x3)

2x3
2(c+ x2)

3.

Proposição 2.3.3. Dados ξ e η com

W (ξ ) =
k

∏
i=1

(1+ xi)

e

W (η) =
t

∏
i=1

(1+ yi),

respectivamente, temos:

1) fw(ξ ⊕η) = ∑w=w1w2 fw1 fw2

2) gw(ξ ⊕η) = ∑w=w1w2 gw1gw2

3) hw(ξ ⊕η) = ∑w=w1w2 hw1hw2

4) fw(λ ⊗ξ ) = fw(ξ )

5) gw(λ ⊗ξ ) = hw(ξ )

6) hw(λ ⊗ξ ) = gw(ξ )

7) fw(ξ +1) = fw(ξ +λ ) = fw(ξ )

8) gw(ξ +1) = gw(ξ +λ ) = gw(ξ )

9) hw(ξ +1) = hw(ξ +λ ) = hw(ξ )

Demonstração. Por definição,

fw(ξ ) = ∑xi1
1 (c+ x1)

i1xi2
2 (c+ x2)

i2 . . .xir
r (c+ xr)

ir

com w = (i1, . . . , ir), W (ξ ) = ∏
k
i=1(1+ xi) e r ≤ k. Tome η com W (η) = ∏

k
i=1(1+ yi)
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1) Denotando o produto xi1
1 (c+ x1)

i1 pelo par (i1,x1), podemos considerar fw(ξ ) em termos de

conjuntos, da seguinte forma:

fw(ξ ) = {{(i1,z1),(i2,z2), . . . ,(ir,zr)} com zi ∈ {x1, . . . ,xk} e xi ̸= x j se i ̸= j}.

onde o elemento {(i1,x1), . . . ,(ir,xr)} é o produto xi1
1 (c+ x1)

i1 . . .xir
r (c+ xr)

ir .

Dados w1 = (a1, . . . ,as) e w2 = (b1, . . . ,bl), definimos também o produto dos conjuntos:

fw1(ξ ) fw2(η)= {{(a1,z1), . . . ,(as,zs),(b1, z̄1), . . . ,(bl, z̄l)} zi ∈{x1, . . . ,xk} e z̄i ∈{y1, . . . ,yt} zi ̸=
z j e z̄i ̸= z̄ j se i ̸= j}

Temos também definido:

fw(ξ ⊕η) = {{(i1,z1), . . . ,(ir,zr)}zi ∈ {x1, . . . ,xk,y1, . . . ,yt} com zi ̸= z j}.

Vamos provar que:

fw(ξ ⊕η) = ∪w=w1w2 fw1(ξ ) fw2(η)

Dado um elemento qualquer de fw(ξ ⊕η), σ = {(i1,z1), . . . ,(ir,zr)}, temos três possibilidades

para os z′is:

i) z′is ∈ {x1, . . . ,xk},∀i, então σ ∈ fw(ξ ) = fw(ξ ) ·1 = fw(ξ ) f /0(η)⊂∪w=w1w2 fw1(ξ ) fw2(η)

ii) z′is ∈ {y1, . . . ,yl},∀i, então σ ∈ fw(η)

iii) z′is assume valores em {x1, . . . ,xk} e {y1, . . . ,yt}, assim existem w1 = (i j1, . . . , i js) sub-

partição de w e w2 = (ib1, . . . , ibl) a subpartição complementar, de tal forma que z ji ∈
{x1, . . . ,xk} e zbi ∈ {y1, . . . ,yt}. Em outras palavras,

σ = {(i j1,z1) . . . ,(i js,zs)(ib1, z̄1), . . . ,(ibl , z̄l), zi ∈{x1, . . . ,xk} e z̄i ∈{y1, . . . ,yt} zi ̸= z j, z̄i ̸=
z̄ j se i ̸= j}. Ou seja, σ ∈ fw1(ξ ) fw2(η).

De onde concluímos que

fw(ξ ⊕η)⊂ ∪w=w1w2 fw1(ξ ) fw2(η)

Tomando, agora, um elemento qualquer de fw1(ξ ) fw2(η), com w1 =(a1, . . . ,as) e w2 =(b1, . . . ,bl)

subpartições complementares de w,

σ = {(a1,z1), . . . ,(as,zs),(b1, z̄1), . . . ,(bl, z̄l)}

Neste caso, temos três possibilidades para as subpartições de w:

i) w1 = w e w2 = /0, então σ ∈ fw(ξ )⊂ fw(ξ ⊕η)

ii) w1 = /0 e w2 = w, então σ ∈ fw(η)
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iii) w1 ̸= /0 ̸= w2, então aparece z′is no conjunto de x1, . . . ,xk e z̄i
′s no conjunto de y1, . . . ,yt e

podemos reordenar σ com a ordem dos indexadores de w e denotar apenas por zi. Temos:

σ = {(i1,z1), . . . ,(ir,zr)} com z′is ∈ {x1, . . . ,xk,y1, . . . ,yt}.

Logo, σ ∈ fw(ξ ⊕η)

∪w=w1w2 fw1(ξ ) fw2(η)⊂ fw(ξ ⊕η)

2) Pode ser provado de forma análoga ao item (1), considerando que o par (i j,x j) é o produto

xi j
j (c+ x j)

i j+1, então todo o resto contínua válido.

3) Análogamente, podemos considerar que o par (i j,x j) é o produto xi j+1
j (c+ x j)

i j .

4) Observe que c+ c+ xi = xi logo,

fw(λ ⊗ξ ) = ∑(c+ x1)
i1(c+ c+ x1)

i1(c+ x2)
i2(c+ c+ x2)

i2 . . .(c+ xr)
ir(c+ c+ xr)

ir

= ∑(c+ x1)
i1xi1

1 (c+ x2)
i2xi2

2 . . .(c+ xr)
irxir

r = fw(ξ ).

5)

gw(λ ⊗ξ ) = ∑(c+ x1)
i1(c+ c+ x1)

i1+1(c+ x2)
i2(c+ c+ x2)

i2+1 . . .(c+ xr)
ir(c+ c+ xr)

ir+1

= ∑(c+ x1)
i1xi1+1

1 (c+ x2)
i2xi2+1

2 . . .(c+ xr)
irxir+1

r = hw(ξ )

.

6)

hw(λ ⊗ξ ) = ∑(c+ x1)
i1+1(c+ c+ x1)

i1(c+ x2)
i2+1(c+ c+ x2)

i2 . . .(c+ xr)
ir+1(c+ c+ xr)

ir

= ∑(c+ x1)
i1+1xi1

1 (c+ x2)
i2+1xi2

2 . . .(c+ xr)
ir+1xir

r = gw(ξ ).

7) W (ξ +1) =W (ξ ), logo fw(ξ +1) = fw(ξ ). Além disso,

W (ξ ⊕λ ) = (1+ c)∏
k
i=1(1+ xi). Usando a notação de conjunto definida anteriormente, σ =

{(i1,z1), . . . ,(ir,zr)} ∈ fw(ξ ⊕λ ), observe que temos duas possibilidades para z′is:

i) z′is ∈ {x1, . . . ,xk}, logo σ ∈ fw(ξ ).

ii) Existe i tal que z j = c, assim o par (i j,c) representa o produto ci j(c+ c)i j = 0 e conse-

quentemente σ = 0.
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Logo, σ ∈ fw(ξ ) portanto fw(ξ ⊕λ ) = fw(ξ ).

8) Basta observar que assim como em (7) o par (i j,c) representa o produto ci j(c+ c)i j+1 = 0.

9) Basta observar que assim como em (7) o par (i j,c) representa o produto ci j+1(c+ c)i j = 0.

Para um fibrado ξ → Fq, considere λ →RP(ξ ) o fibrado linha usual (Hopf line bundle), e denote

por τ o fibrado tangente sobre Fq. Então

τ(RP(ξ )) = π
∗
τ +θ

onde θ é o fibrado ao longo das fibras de π : RP(ξ )→ Fq e θ +1 = λ ⊗π∗ξ .

Proposição 2.3.4. Valem as seguintes igualdades:

1) fw(τ(RP(ξ ))) = fw(τ ⊕ξ )

2) gw(τ(RP(ξ ))) = ∑w=w1w2 gw1(τ)hw2(ξ )

3) hw(τ(RP(ξ ))) = ∑w=w1w2 hw1(τ)gw2(ξ )

Demonstração. De acordo com as propriedades vistas em 2.3.3, temos:

1)

fw(τ(RP(ξ ))) = fw(τ +θ) = fw(τ +θ +1) = fw(τ ⊕λ ⊗ξ )

= ∑
w=w1w2

fw1(τ) fw2(λ ⊗ξ ) = ∑
w=w1w2

fw1(τ) fw2(ξ ) = fw(τ ⊕ξ )

2)

gw(τ(RP(ξ ))) = gw(τ +θ) = gw(τ +θ +1) = gw(τ ⊕λ ⊗ξ )

= ∑
w=w1w2

gw1(τ)gw2(λ ⊗ξ ) = ∑
w=w1w2

gw1(τ)hw2(ξ )

3)

hw(τ(RP(ξ ))) = hw(τ +θ) = hw(τ +θ +1) = hw(τ ⊕λ ⊗ξ )

= ∑
w=w1w2

hw1(τ)hw2(λ ⊗ξ ) = ∑
w=w1w2

hw1(τ)gw2(ξ ).

Proposição 2.3.5. 1) fw(τ(RP(ξ ))) = sw(τ ⊕ξ )c|w|+ termos com potências menores de c

2) gw(τ(RP(ξ ))) = sw(τ)c|w|+l(w)+ termos com potências menores de c

3) hw(τ(RP(ξ ))) = sw(ξ )c|w|+l(w)+ termos com potências menores de c
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Demonstração. Escreva W (ξ ) = ∏
k
i=1(1+ xi) e W (τ) = ∏

t
i=1(1+ yi). Por definição, temos que

fw(ξ ) = ∑xi1
1 (c+ x1)

i1xi2
2 (c+ x2)

i2 . . .xir
r (c+ xr)

ir ;

gw(ξ ) = ∑xi1
1 (c+ x1)

i1+1xi2
2 (c+ x2)

i2+1 . . .xir
r (c+ xr)

ir+1;

hw(ξ ) = ∑xi1+1
1 (c+ x1)

i1xi2+1
2 (c+ x2)

i2 . . .xir+1
r (c+ xr)

ir

sw(ξ ) = ∑xi1
1 xi2

2 . . .xir
r

Assim:

1) Note que se tomarmos um termo qualquer da expressão de fw(τ ⊕ξ ) da forma

zi1
1 (c+ z1)

i1zi2
2 (c+ z2)

i2 . . .zir
r (c+ zr)

ir

com zi’s assumindo valores em {x1, . . . ,xk,y1, . . . ,yt}, temos que:

zi1
1 (c+ z1)

i1zi2
2 (c+ z2)

i2 . . .zir
r (c+ zr)

ir

= zi1
1 ci1zi2

2 ci2 . . .zir
r cir + termos com potências menores de c

= zi1
1 zi2

2 . . .zir
r ci1+i2+···+ir + termos com potências menores de c

= zi1
1 zi2

2 . . .zir
r c|w|+ termos com potências menores de c

Assim,

fw(τ(RP(ξ ))) = fw(τ ⊕ξ ) = ∑zi1
1 zi2

2 . . .zir
r c|w|+ termos com potências menores de c

= sw(τ ⊕ξ )c|w| termos com potências menores de c.

2) Observe agora que

gw(τ) = ∑yi1
1 (c+ y1)

i1+1yi2
2 (c+ y2)

i2+1 . . .yir
r (c+ yr)

ir+1

Nesse caso, um termo de gw(τ) é da forma

zi1
1 (c+ z1)

i1+1zi2
2 (c+ z2)

i2+1 . . .zir
r (c+ zr)

ir+1

com z′is assumindo valores em {y1, . . . ,yt}, e de forma análoga ao visto em (1) temos que:

zi1
1 (c+ z1)

i1+1zi2
2 (c+ z2)

i2+1 . . .zir
r (c+ zr)

ir+1

= zi1
1 ci1+1zi2

2 ci2+1 . . .zir
r cir+1 + termos com potências menores de c

= zi1
1 zi2

2 . . .zir
r c|w|+l(w)+ termos com potências menores de c
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Logo, gw(τ) = sw(τ)c|w|+l(w)+ termos com potências menores de c. Note agora que

hw(ξ ) = ∑xi1+1
1 (c+ x1)

i1xi2+1
2 (c+ x2)

i2 . . .xir+1
r (c+ xr)

ir

= ∑xi1+1
1 ci1xi2+1

2 ci2 . . .xir+1
r cir termos com potências menores de c

= ∑xi1+1
1 xi2+1

2 . . .xir+1
r c|w| termos com potências menores de c

Ou seja, todos os elementos de hw(ξ ) tem potências de c menores que |w|< |w|+ l(w).

Se considerarmos w1 e w2 subpartições de w não vazias, temos que o elemento de gw1(τ)hw2(ξ )

com a maior potência de c é zi1
1 . . .zis

s z̄1
j1+ . . . z̄l

jl+1c|w|+s, onde l(w1) = s. Como l(w2) = l,

temos que todos os elementos de gw1(τ)hw2(ξ ) tem potências de c menores que |w|+ l(w)− l <

|w|+ l(w).

Desta forma,

gw(τ(RP(ξ ))) = ∑
w=w1w2

gw1(τ)hw2(ξ )

= gw(τ)+hw(ξ )+ ∑
w=w1w2,w1 ̸= /0,w2 ̸= /0

gw1(τ)hw2(ξ )

= sw(τ)c|w|+l(w)+ termos com potências menores de c.

3) Análogo ao item (2)

2.4 Prova do 2.1.4

Demonstração. Seja (Mm,T ) uma involução com Fix(T ) = Fn∪F j, com n > j, e sejam νm−n → Fn

e νm− j → F j os respectivos fibrados normais. Dado r ≥ 0, r < m−n, defina a classe:

w[r] =
w(RP(ν))

(1+ c)m−n−r .

Em particular,

w[0] =
w(RP(ν))
(1+ c)m−n .

Sobre a componente F j, temos:

w[r] =
(1+ w̄1 + w̄2 + · · ·+ w̄ j)((1+ c)m− j + v1(1+ c)m− j−1 + . . .vm− j)

(1+ c)m−n−r

= (1+ c)n+r− jmódulo classes de dimensões positivas em H∗(F j).

Ou seja, todos os outros termos possuem elementos de H∗(F j). E,

w[0] =
(1+ w̄1 + w̄2 + · · ·+ w̄ j)((1+ c)m− j + v1(1+ c)m− j−1 + . . .vm− j)

(1+ c)m−n
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= (1+ w̄1 + w̄2 + · · ·+ w̄ j)((1+ c)n− j + v1(1+ c)n− j−1 + . . .vm− j(1+ c)−m+n),

onde W (F j) = 1+ w̄1 + w̄2 + · · ·+ w̄ j e W (νm− j) = 1+ v1 + · · ·+ vm− j. Assim, temos que

w[r]2r =
(n+ r− j

2r

)
c2rmódulo classes de dimensões positivas de H∗(F j)

w[r−1]2r−1 =
(n+ r−1− j

2r−1
)
c2r−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F j).

Além disso,

w[0]1 = w̄1 + v1 + c.

Agora, Pergher e Stong introduziram a classe

X = w[r1]2r1 . . .w[rl]2rl w[s1 −1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1

para ri’s e si’s específicos, com

dimX = m(n− j) = 2r1 + · · ·+2rl +2s1 + · · ·+2st + t

e

k = r1 + · · ·+ rl + s1 + · · ·+ st > n− j.

Denotando n− j = 2pq com p,q ≥ 1 e q ímpar, tome ri = 2p −2p−i, 1 ≤ i ≤ p e si = 2p, 1 ≤ i ≤
q+1− p. Neste caso:

w[ri]2ri =
(n+ ri − j

2ri

)
c2ri =

(n− j+2p −2p−i

2p+1 −2p+1−i

)
c2p+1−2p+1−i

=
(2pq+2p −2p−i

2p+1 −2p+1−i

)
c2p+1−2p+1−i

Observe que

2p +2p−i =
p−1

∑
j=p−i

2 j = 2p−i +2p−i+1 + . . .2p−1 e

2p+1 +2p+1−i =
p

∑
j=p+1−i

2 j = 2p+1−i + · · ·+2p−1 +2p.

Além disso, q é ímpar, portanto 2p aparece na expansão diádica de 2pq. Pelo teorema de Lucas, temos

que

w[ri]2ri = c2p+1−2p+1−i
= c2ri.

E

w[si −1]2si−1 =
(n− j+ si −1

2si −1
)
c2si−1 =

(2pq+2p −1
2p+1 −1

)
c2p+1−1 = c2p+1−1 = c2si−1.
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X =w[r1]2r1 . . .w[rl]2rl w[s1−1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F j)

= c2r1c2r2 . . .c2rl c2s1−1 . . .c2st−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F j)

= cm(n− j)módulo classes de dimensões positivas de H∗(F j).

Para p = 0, isto é, n− j = q, os ri’s não existem e si = 1, para 1 ≤ i ≤ q+1. Assim,

X = w[s1 −1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1 = w[0]q+1
1 = w[0]m(n− j)

1 = (w̄1 + v1 + c)m(n− j)

= cm(n− j) módulo classes de dimensões positivas de H∗(F j).

Agora suponha que m > max{5
2 j+m(n− j),2n}, e considere a seguinte classe característica:

Yw,w′ = gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν)))Xcy

onde |w|+ |w′|= j,w é uma partição não diádica e 2|w|+ l(w)+2|w′|+m(n− j)+y=m−1. Observe

que sendo w não diádica então l(w) ≤ j
2 (note que o pior caso é quando j é par, exemplo, j = 8, a

maior partição não diádica é w = (2,2,2,2) e nesse caso, l(w) = 4), logo 2|w|+ l(w)+ 2|w′| ≤ 5
2 j.

Como m > 5
2 j+m(n− j), então m−1 ≥ 5

2 j+m(n− j). Assim,

5
2

j+m(n− j)≤ m−1 = 2|w|+ l(w)+2|w′|+m(n− j)+ y ≤ 5
2

j+m(n− j)+ y

portanto y ≥ 0, e esta é uma classe característica factível de gerar número característico de dimensão

m−1.

Vimos que

gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν))) = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|+ termos com potências menores de c.

Tais termos serão zero, uma vez que |w|+ |w′|= j = dim(F j), ou seja, sw(τ)sw′(τ ⊕ν) tem grau j, e

uma vez que a soma tem grau constante j+ |w|+ l(w)+ |w′|, conforme as potências de c diminuem,

a dimensão dos elementos da base que acompanham c aumentam, ultrapassando j. Logo

gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν))) = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|

Além disso, note que sw(τ)sw′(τ ⊕ν) anula todos os termos de dimensão positiva de H∗(F j), ou seja,

ao fazermos

gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν)))X = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|[cm(n− j)

+ termos de dimensões positivas de H∗(F j)],

o produto de cada um dos termos de dimensão positiva de H∗(F j) com sw(τ)sw′(τ ⊕ ν) vai ser um

elemento de H∗(F j) com dimensão maior que j, portanto é zero. Dessa forma, temos que

gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν)))X = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|cm(n− j).
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Logo,

Yw,w′[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|cm(n− j)cy[RP(νm− j)].

Temos que j+ |w|+ l(w)+ |w′|+m(n− j)+y = 2|w|+ l(w)+2|w′|+m(n− j)+y = m−1, logo

|w|+ l(w)+ |w′|+m(n− j)+ y = m−1− j, e assim,

Yw,w′[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)cm−1− j[RP(νm− j)].

Do teorema de Leray-Hirsch (Ver página 129 de [4]) H∗(RP(ν)) é um H∗(F j)-módulo livre

gerado por 1,c, . . . ,cm −1− j. Então:

sw(τ)sw′(τ ⊕ν)cm−1− j[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)[F j].

Logo,

Yw,w′[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)[F j] (2.1)

Agora faremos o mesmo para a componente Fn. Pela definição, temos que:

w[r] =
(1+w1 +w2 + · · ·+wn)((1+ c)m−n +u1(1+ c)m−n−1 + . . .um−n)

(1+ c)m−n−r

= (1+w1 +w2 + · · ·+wn)((1+ c)r +u1(1+ c)r−1 + · · ·+ur−1(1+ c)+ur +ur+1(1+ c)−1 + . . .)

onde W (Fn) = 1+w1 + · · ·+wn e W (νm−n) = 1+u1 · · ·+um−n. Em particular,

w[0] =
(1+w1 +w2 + · · ·+wn)((1+ c)m−n +u1(1+ c)m−n−1 + . . .um−n)

(1+ c)m−n

= (1+w1 +w2 + · · ·+wn)(1+u1(1+ c)−1 + · · ·+um−n(1+ c)−m+n).

Além disso, temos que:

w[r]2r = wrcr + termos ci com i < r;

w[r]2r+1 = (wr+1 +ur+1)cr + termos ci com i < r;

w[r]2r+2 = ur+1cr+1 + termos ci com i < r+1.

Note que: w[r]2r+1 = w[s−1]2s−1 = (ws+us)cs−1+ termos ci com i < s−1 (fazendo r = s−1) e

w[0]1 = w1 +u1.

Tomando a classe de Pergher e Stong

X = w[r1]2r1 . . .w[rl]2rl w[s1 −1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1,

temos que:

X = w[r1]2r1 . . .w[rl]2rl w[s1 −1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1
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= wr1cr1 . . .wrl c
rl(ws1 +us1)c

s1−1 . . .(wst +ust )c
st−1 + termos com potências menores de c

= wr1 . . .wrl(ws1 +us1) . . .(wst +ust )c
k−t + termos com potências menores de c

= αcm(n− j)−k + termos com potências menores de c,

com α = wr1 . . .wrl(ws1 +us1) . . .(wst +ust ). Note que α ∈ Hk(Fn).

Além disso, temos que:

Yw,w′[RP(νm−n)]= sw(τ)sw′(τ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|[αcm(n− j)−k+ termos com potências menores de c]cy

Uma vez que |w|+ |w′|= j e α ∈Hk(Fn), temos que sw(τ)sw′(τ⊕ν)α tem grau j+k > j+n− j = n,

além disso os termos com potências menores de c devem ter elementos da base com grau maior que

j+ k > n, portanto

Yw,w′[RP(νm−n)] = 0

Observe que, no caso p = 0, k = q+1 e

X = w[0]q+1
1 = (w1 +u1)

q+1,

e tomamos α = (w1 +u1)
q+1 ∈ Hk(Fn). Portanto também temos que

Yw,w′[RP(νm−n)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|
α = 0.

Como RP(νm− j) e RP(νm−n) são cobordantes em ηm−1(BO(1)), temos de (2.1) que

0 = Yw,w′[RP(νm−n)] = Yw,w′[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)[F j].

Resultado visto na página 316 de [14]: Sejam ν → F um fibrado, τ → F o fibrado tangente e w1 e

w2 com |w1|+ |w2|= n, e considere a classe sw1(τ)sw2(τ ⊕ν). Se para qualquer w1 e w2 como acima

tal que w1 é não diádico (não contém termos da forma 2x −1) valer sw1(τ)sw2(τ ⊕ν)[F ] = 0, então o

fibrado ν borda.

De acordo com o resultado acima, temos que F j com o fibrado normal νm− j borda, portanto

(Mm,T ) é cobordante a uma involução fixando Fn com fibrado normal νm−n.

Como m > max{5
2 j + m(n − j),2n}, em particular m > 2n, segue do teorema de Kosniowski

e Stong (página 309 de [14]) que (Mm,T ) borda. Mas por hipotése (Mm,T ) não borda, portanto

devemos ter m ≤ max{5
2 j+m(n− j),2n}.

2.5 Consequências do Teorema 2.1.4

Teorema 2.5.1. Seja (Mm,T ) involução com Fix(T ) = Fn1 ∪Fn2 ∪·· ·∪Fns , onde n1 < n2 < · · ·< ns,

não bordante. Então:

m ≤ max{2ns,
5
2

n j +m(ns −n j),∀n j < ns}



42 Capítulo 2.

Demonstração. Por simplicidade, vejamos inicialmente o caso Fix(T ) = F l ∪F j∪Fn, com l < j < n.

Supondo m>max{5
2 j+m(n− j),2n, 5

2 l+m(n− l)}, faremos o mesmo que foi feito no teorema 2.1.4,

agora para a componente F l . Considerando os resultados já obtidos para Fn e F j: Yw,w′[RP(νm−n)] =

0 e de 2.1, temos que Yw,w′[RP(νm− j)] = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)[F j].

Temos W (F l) = 1+ z1 + z2 + · · ·+ zl e W (νm−l) = 1+ v̄1 + · · ·+ ¯vm−l , e a classe

w[r] =
(1+ z1 + z2 + · · ·+ zl)((1+ c)m−l + v̄1(1+ c)m−l−1 + . . . v̄m−l)

(1+ c)m−n−r

= (1+ c)n+r−lmódulo classe de dimensão positiva de H∗(F l).

Ou seja, todo os outros termos possuem elementos de H∗(F l). Assim, temos que

w[r]2r =
(n+ r− l

2r

)
c2rmódulo classes de dimensões positivas de H∗(F l)

w[r−1]2r−1 =
(n+ r−1− l

2r−1
)
c2r−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F l).

Agora, tome a classe de Pergher e Stong

X = w[r1]2r1 . . .w[ra]2raw[s1 −1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1

para ri’s e si’s específicos, com

dimX = m(n− l) = 2r1 + · · ·+2ra +2s1 + · · ·+2st + t

e

k = r1 + · · ·+ ra + s1 + · · ·+ st > n− l.

Como no caso da componente F j, temos que:

w[ri]2ri = c2p+1−2p+1−i
= c2ri.

Além disso,

w[si −1]2si−1 = c2si−1.

Assim,

X =w[r1]2r1 . . .w[ra]2raw[s1−1]2s1−1 . . .w[st −1]2st−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F l)

= c2r1c2r2 . . .c2rac2s1−1 . . .c2st−1módulo classes de dimensões positivas de H∗(F l)

= cm(n−l)módulo classes de dimensões positivas de H∗(F l).

Assim, temos a classe

Yw,w′ = gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν)))Xcy,
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onde |w|+ |w′|= j,w é uma partição não diádica e 2|w|+ l(w)+2|w′|+m(n− j)+ y = m−1.

Vimos que

gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν))) = sw(τ)sw′(τ ⊕ν)c|w|+l(w)+|w′|+ termos com potências menores de c.

Como |w|+ |w′|= j > l, temos que gw(τ(RP(ν))) fw′(τ(RP(ν))) = 0 portanto:

Yw,w′[RP(νm−l)] = 0.

Como RP(νm−l), RP(νm− j), RP(νm−n) são cobordantes em ηm−1(BO(1)) temos que

0 = Yw,w′ [RP(νm−l)]+Yw,w′[RP(νm− j)]+Yw,w′[RP(νm−n)] = 0+Yw,w′[RP(νm− j)]+0

= sw(τ)sw′(τ ⊕ν)[F j].

De onde concluímos, como no teorema 2.1.4, que F j borda; logo, (Mm,T ) é cobordante a uma

involução que fixa Fn ∪F l , e como m > max{5
2 j+m(n− j),2n, 5

2 l +m(n− l)}, em particular m >

max{2n, 5
2 l+m(n− l)}, e então e segue do teorema 2.1.4 que (Mm,T ) borda. Portanto m≤max{5

2 j+

m(n− j),2n, 5
2 l +m(n− l)}.

Observação 2.5.2. Em [25], temos a involução maximal de Pergher e Stong,

(Mm(n− j), T̄ ), com Fix(T̄ ) = Fn− j ∪ (ponto). Considere a involução

(Mm(n− j)×F j ×F j, T̄ × t),

onde t denota a aplicação twist. Observe que:

Fix(T̄ × t) = Fix(T̄ )×Fix(t) = (Fn− j ∪ (ponto))×F j = Fn− j ×F j ∪ (ponto)×F j

∼= Fn ∪F j.

Assim obtemos uma involução de dimensão 2 j+m(n− j) fixando Fn∪F j. Essa involução não mostra

que tal limitante é best possible, mas ainda assim é um bom limitante, diferenciando de um almost

possible por 1
2 j.

Teorema 2.5.3. Seja (Mm,T ) involução com Fix(T ) = Fn1 ∪Fn2 ∪·· ·∪Fns , onde n1 < n2 < · · ·< ns,

e ns −ni é ímpar para todo 1 ≤ i ≤ s−1. Se ns ≥ 1,5ns−1 +1, então m ≤ 2ns.

Demonstração. Primeiramente, observe que se ns−ni é ímpar, então m(ns−ni) = ns−ni+1. Assim,

temos que 5
2n j +m(ns − n j) =

5
2n j + ns − n j + 1 = 3

2n j + ns + 1. Como n1 < n2 < · · · < ns−1, temos

que 3
2n1 <

3
2n2 < · · ·< 3

2ns−1. Logo 3
2n1+ns+1 < · · ·< 3

2ns−1+ns+1, portanto 5
2n1+m(ns−n1)<

· · ·< 5
2ns−1 +m(ns −ns−1). Assim, do teorema 2.5.1, temos que

m ≤ max{2ns,
5
2

n j +m(ns −n j),∀n j < ns}= max{2ns,
5
2

ns−1 +m(ns −ns−1)}
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= max{2ns,1,5ns−1 +ns +1}.

Ou seja, se ns ≥ 1,5ns−1 +1, então 2ns ≥ 1,5ns−1 +1+ns, portanto m ≤ 2ns.

Exemplo 2.5.4. Seja (Mm,T ) involução como no teorema acima. Se ns = 1000 e 1000 = ns ≥
1,5ns−1 +1, então 999 ≥ 1,5ns−1 ⇒ ns−1 ≤ 666. Como ns −ni é ímpar, devemos ter ns−1 ≤ 665.

Teorema 2.5.5. Seja (Mm,T ) involução com Fix(T ) = Fn1 ∪Fn2 ∪·· ·∪Fns , onde n1 < n2 < · · ·< ns,

e ns −ni = 2qi com qi ímpar para todo 1 ≤ i ≤ s−1. Se ns ≥ 2ns−1 +4, então m ≤ 2ns.

Demonstração. Para 1 ≤ j ≤ s−1, como ns−n j = 2q j, então p = 1 ≤ q j +1, e por definição m(ns−
n j) = 2(2q j)+ p−q j +1 = 4q j +1−q j +1 = 3q j +2. Temos também que q j =

ns−n j
2 . Assim,

5
2

n j +m(ns −n j) =
5
2

n j +3q j +2 =
5
2

n j +
3
2
(ns −n j)+2,

= n j +
3
2

ns +2.

Como n1 < n2 < · · · < ns−1, temos que n1 +
3
2ns +2 < · · · < ns−1 +

3
2ns +2, e assim do teorema

2.5.1, temos que

m ≤ max{2ns,
5
2

n j +m(ns −n j),∀n j < ns}= max{2ns,n j +
3
2

ns +2,∀n j < ns}

= max{2ns,ns−1 +
3
2

ns +2}.

Assim, m ≤ 2ns se 2ns ≥ ns−1 +
3
2ns +2. Mas,

2ns ≥ ns−1 +
3
2

ns +2 ⇔ 2ns −
3
2

ns ≥ ns−1 +2

⇔ 1
2

ns ≥ ns−1 +2

⇔ ns ≥ 2ns−1 +4.

Ou seja, se ns ≥ 2ns−1+4, então m ≤ 2ns (ou seja, todos tais exemplos mostram melhorias relevantes

para o Five Halves Theorem).

Exemplo 2.5.6. Seja (Mm,T ) involução como no teorema acima. Se ns = 1000 e 1000= ns ≥ 2ns−1+

4, então 996 ≥ 2ns−1 ⇒ ns−1 ≤ 498. Como ns−ni = 2qi com qi ímpar, e 1000−498 = 502 = 2×251,

devemos ter ns−1 ≤ 498 (novamente uma melhoria relevante para o Five Halves Theorem).



CAPÍTULO 3

Involuções fixando KdP(n)#KdP(n)

3.1 Introdução

Conforme mencionado na Introdução deste trabalho, o objetivo desse capitulo é provar o seguinte

teorema:

Teorema 3.1.1. Seja (M,T ) uma involução com fixed-data ηk → KdP(n)#KdP(n), onde n ímpar e

k < dn. Então ηk borda como fibrado, portanto (M,T ) borda equivariantemente.

Se Mn,V n são variedades fechadas, então a soma conexa Mn#V n também é uma variedade fechada

de dimensão n. Chamemos sucintamente de S o bordo de Dn, onde Dn simboliza os discos abertos

retirados para fazer a soma conexa, S ≃ Sn−1.

Dados fibrados vetoriais η1 → Mn, η2 → V n, é conhecido o fato de que η1#η2 é cobordante

como fibrado a η1 ∪η2. Então η1#η2 é um fixed-data se, e só se, η1 ∪η2 o for. Em particular, se

todo fibrado η → Mn#V n fosse equivalente a uma soma conexa η1#η2, o problema de, a menos de

cobordismo equivariante, classificar involuções fixando Mn#V n seria equivalente ao mesmo problema

fixando Mn ∪V n; em particular, no caso específico de um fibrado η → KdP(n)#KdP(n) com n ímpar,

já é conhecido na literatura que se uma involução fixar KdP(n)∪KdP(n) com n ímpar, então ela

borda, o que automaticamente implicaria no teorema acima enunciado; porém, veremos que isso

não é verdade, mostrando então que o teorema por nós proposto é relevante, reiterando que nunca na

literatura foram estudadas involuções fixando somas conexas, mesmo porque via de regra sua K-teoria

não é conhecida.

Teorema 3.1.2. Seja η → Mn#V n. Então existem fibrados η1 → Mn, η2 →V n com mesma dimensão

de η e tal que η ≃ η1#η2 se, e só se, η restrito a S é trivial.

Demonstração. (⇒) Dados η1 → Mn, η2 → V n, como Dn é contrátil temos que η1 e η2 restritos a

Dn são triviais. Em particular, η1 e η2 restritos a S são triviais. Portanto, η1#η2 restrito a S é

trivial, e como η ≃ η1#η2 temos que η restrito a S é trivial.

45
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(⇐) Suponha, agora, que η restrito a S é trivial e denote por η ′
1 o fibrado η restrito a Mn menos o

interior de Dn. Note que Mn menos o interior de Dn é uma subvariedade compacta com bordo

de Mn#V n, tal bordo sendo S.

Considere ε → Dn fibrado (trivial) de mesma dimensão de η , e cole η ′
1 a ε através de S. Como

η ′
1 e ε restritos a S são triviais, temos que a colagem está bem definida em S, resultando em um

fibrado η1 → Mn.

Com argumentos análogos obtemos η2 →V n e por construção η1#η2 ≃ η .

Corolário 3.1.3. Se η → Mn#V n é tal que η restrito a S não é trivial, então η não é uma soma

conexa, η1#η2, onde η1 e η2 são fibrados sobre Mn e V n, respectivamente.

Teorema 3.1.4. Seja η → Mn#V n um fibrado vetorial qualquer. Então η|S → S borda como fibrado.

Demonstração. Denote por M′ a subvariedade Mn menos o interior de Dn com bordo S. Então temos

que η|M′ → M′ providencia um cobordismo para η|S.

Teorema 3.1.5. Todo fibrado sobre uma soma conexa de duas variedades fechadas bidimensionais,

η → M2#V 2, é uma soma conexa η1#η2 → M2#V 2.

Demonstração. É conhecido o fato de que qualquer fibrado η → S1 é da forma η = ξ ′
1⊕ triviais , ou

η é trivial, onde ξ ′
1 é o fibrado linha canônico. Tome η → M2#V 2. Então S = S1 e η |S contempla uma

das duas possibilidades. Note que ξ ′
1 ⊕ triviais sobre S1 não borda, uma vez que W (ξ ′

1 ⊕ triviais ) =

1+α , onde α ∈H1(S1,Z2) é o gerador, e temos então o número característico não nulo α[S1]. Porem,

η |S deve bordar, como vimos no teorema 3.1.4, portanto esse caso não ocorre. Logo, η |S deve ser

trivial, e então do teorema 3.1.2 temos que η será uma soma conexa.

Exemplo 3.1.6. Seja T → S2 o fibrado tangente sobre S2. Sabemos que

W (S2) = 1 e W (T ) = 1.

Portanto todos os números característicos de T → S2 são nulos, o que implica que ele borda como

fibrado. Então existe variedade tridimensional compacta W e um fibrado bidimensional G → W tal

que

∂ (W ) = S2 e o fibrado G|S2 = T .

Podemos então colar duas cópias de W através do bordo S2, obtendo uma variedade fechada N, e

como os dois fibrados nessa colagem sobre S2 são os mesmos temos um fibrado bem definido sobre

N, o qual restrito a cada cópia de W coincide com o fibrado G.
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Chamemos tal fibrado de η → N.

Considere a variedade fechada tridimensional W ∪D3, obtida por se colar um disco D3 a W através

do bordo comum S2. Note que N é a soma conexa de duas cópias de W ∪D3, onde novamente a

colagem é através do bordo comum S2.

No entanto, η não é uma soma conexa de fibrados sobre W ∪D3, pois caso contrário o fibrado

tangente T → S2 seria trivial, o que é conhecido não ser verdade. Isso mostra definitivamente que um

fibrado sobre uma soma conexa de variedades fechadas pode não ser uma soma conexa de fibrados

sobre as variedades envolvidas, com exceção de variedades bidimensionais.

3.2 Classes características de fibrados sobre somas conexas,
η → Mn#V n

Sejam Mn,V n variedades fechadas n-dimensionais. A seguir, vamos descrever a estrutura multi-

plicativa de H∗(Mn#V n). Para tanto, fixe CW -estruturas em Mn e V n, e observe que podemos escolher

bolas de dimensão n, B1 ⊂Mn e B2 ⊂V n para obter a soma conexa, de modo que os (n−1)-esqueletos

de Mn e V n são preservados em Mn#V n (ou seja, as bolas estão inteiramente contidas em células de

dimensão n). Denote por K,S os (n−1)-esqueletos de Mn e V n, respectivamente. Sabemos que:

H j(Mn#V n) = Z2 se j = 0,n, e

H j(Mn#V n) = H j(Mn)⊕H j(V n), se 1 ≤ j ≤ n−1.

Portanto, H∗(Mn#V n) tem subgrupos E,F que são isomorfos aditivamente a H∗(Mn) e H∗(V n),

respectivamente. Observe que:

Mn#V n =
(Mn\int(B1))∪ (V n\int(B2))

∼
,

onde ∼ indica a relação de colar o bordo de B1 com o bordo de B2. Considere agora os subconjuntos

M′,V ′ de Mn#V n dados por:

M′ =
V n\B2

∼
e

V ′ =
Mn\B1

∼
.

Observe que: Mn#V n

M′ e Mn#V n

V ′ são homeomorfos a Mn e V n, respectivamente. Então temos as aplicações

“pinch´´:

PM′ : Mn#V n → Mn#V n

M′ = Mn

e

PV ′ : Mn#V n → Mn#V n

V ′ =V n
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que são as respectivas aplicações quocientes. Observe que PM′|K e PV ′|S são aplicações inclusões.

Portanto, E = P∗
M′(H∗(Mn)) e F = P∗

V ′(H∗(V n)), onde

P∗
M′ : H∗(Mn)→ H∗(Mn#V n)

e

P∗
V ′ : H∗(V n)→ H∗(Mn#V n),

são os homomorfismos induzidos em cohomologia. Como P∗
M′ e P∗

V ′ são homomorfismos de anéis,

concluímos que E,F são multiplicativamente isomorfos a H∗(Mn),H∗(V n). Para simplificar a nota-

ção, escreveremos E = H∗(Mn),F = H∗(V n), e se α ∈ H∗(Mn) (β ∈ H∗(V n)), usaremos a mesma

notação α ∈ H∗(Mn#V n) (β ) para denotar a imagem de α através de PM′ ( de β através de PV ′).

Se α ∈ H j(Mn) e β ∈ Hs(V n), onde 1 ≤ j,s ≤ n− 1, usamos a relação entre a intersecção de

classes de homologia e o produto cup de classes de cohomologia através da dualidade de Poincaré

para concluir que α ·β = 0 em H j+s(Mn#V n). Isso descreve a estrutura multiplicativa de H∗(Mn#V n).

Ver [7].

Agora vamos descrever a classe característica de um fibrado vetorial η → Mn#V n.

Em geral, se Pn é uma variedade fechada n-dimensional com uma estrutura de CW -complexo

fixada, e se K ⊂ P é o (n − 1)-esqueleto, então cada classe característica, ws(µ), com µk → Pn

um fibrado vetorial k-dimensional, 1 ≤ s ≤ n−1, é determinada pela classe característica do fibrado

restrição µ|K → K. Mais precisamente, se i : K → P é a aplicação inclusão, então i∗ : Hs(Pn)→ Hs(K)

é um isomorfismo para 1 ≤ s ≤ n−1 e

i∗(ws(µ)) = ws(µ|K).

No nosso caso, escreva K ∪ T o (n− 1)-esqueleto de Mn#V n, e sejam i : K → Mn, j : T → V n as

aplicações inclusões. Então PM′ ◦ i : K → Mn, PV ′ ◦ j : T →V n são inclusões, portanto

ws(η) = ws(η|K)+ws(η|T ),∀1 ≤ s ≤ n−1.

3.3 Os espaços KdP(n)

Enunciaremos a seguir alguns fatos bastante conhecidos, relacionados especificamente aos espa-

ços projetivos KdP(n), onde KdP(n) denota o espaço n-projetivo real (d = 1), complexo (d = 2) ou

quaterniônico (d = 4). Cada KdP(n) é uma variedade fechada e conexa, de dimensão dn, e pode ser

vista como o espaço quociente:

KdP(n) =
Kn+1

d \{0}
∼

= {[x] : 0 ̸= x ∈ Kn+1
d },

onde a relação de equivalência ∼ é dada por:

Dados x,y ∈ Kn+1
d \{0}, x ∼ y se, e só se, x = a · y para algum a ∈ Kd\{0}.
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Sabe-se que

Ht(KdP(n)) = Z2, se t = 0,d,2d,4d, . . . ,nd,

e

Ht(KdP(n)) = 0 caso contrário.

Além disso, a estrutura multiplicativa do anel H∗(KdP(n)) está completamente determinada: se de-

notarmos por αd ∈ Hd(KdP(n)) o gerador, então αk
d é o gerador de Hkd(KdP(n)).

Observação 3.3.1. A classe de Stiefel-Whitney do espaço projetivo KdP(n) é dada por:

W (KdP(n)) = (1+αd)
n+1,

onde αd é o gerador de Hd(KdP(n)).

Temos que:

Ht(KdP(n)#KdP(n)) =


Z2, se t = 0,nd

Z2#Z2, se t = d, 2d, . . . , (n-1)d
0, caso contrário.

Observação 3.3.2. A classe de Stiefel-Whitney do espaço projetivo KdP(n)#KdP(n) é então dada

por:

W (KdP(n)#KdP(n)) = (1+αd)
n+1 +(1+βd)

n+1,

onde αd,βd são os geradores de Hd(KdP(n)#KdP(n)).

Seja (Mm,T ) uma involução com fixed-data ηk → KdP(n)#KdP(n).

Proposição 3.3.3. Propriedades:

Primeiramente, observe que, dado η → KdP(n)#KdP(n), se n for ímpar, podemos supor que

nd > 1, pois, RP1 = S1 e S1#S1 = S1.

1) Podemos supor sem perda de generalidade que k < dn, uma vez que os outros casos são obti-

dos diretamente de um teorema importante de Kosniowski-Stong, já citado anteriormente: se

k = dn, então m = k+ dn = 2dn, e portanto, pelo teorema de Kosniowski-Stong, temos que a

involução é cobordante a twist. Agora, se k > dn então m > 2dn, e novamente pelo mesmo

teorema, temos que η borda.

2) Sabemos que RPn é obtido da seguinte forma: tome uma célula (disco) Dn, e considere f :

Sn−1 → RPn−1 a aplicação quociente. Então temos que RPn é o resultado da colagem Dn ∪ f

RPn−1. Denote por η1 e η2 as restrições de η aos (n− 1)-esqueletos das cópias de RPn.

Então, usando a naturalidade das classes características com respeito as inclusões dos (n−1)-

esqueletos das cópias de RPn na soma conexa, temos

W (η1) = (1+α)p,α ∈ H1(RPn), p ∈ N
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W (η2) = (1+β )q,β ∈ H1(RPn),q ∈ N.

Segue que W (η) = 1+v1+v2+ · · ·+vk =W (η1)+W (η2) = (1+α)p+(1+β )q. Mesmo tipo

de abordagem produz resultados similares para KdP(n), se d = 2 ou 4.

3) Dados α j ∈ H j(KdP(n)) e β i ∈ H i(KdP(n)), temos que o produto cup α jβ i é zero, como vimos

ao descrever a estrutura de H∗(Mn#V n).

4) Temos que 0 ̸= αd ∈ H1(KdP(n)) e 0 ̸= αn
d ∈ Hn(KdP(n)) = Z2, e o mesmo é valido para βd .

Como estamos trabalhando com duas cópias de KdP(n) distintas, temos que αd ̸= βd , uma vez

que

αd +βd ∈ H1(KdP(n)#KdP(n)) = Z2[αd]⊕Z2[βd].

Mas

Hn(KdP(n)#KdP(n)) = Z2,

ou seja, Hn(KdP(n)#KdP(n)) só tem um gerador, a saber, αn
d = β n

d . Portanto αn
d +β n

d = 0.

Observação 3.3.4. Seja r > 0 tal que 2r ≤ k. Observe que se
( p

2i

)
=
(q

2i

)
para todo i< r então

(p
t

)
=
(q

t

)
para todo t < 2r.

Demonstração. De fato, temos que t = 2x1 + · · ·+2xs para 0 ≤ x1 < · · ·< xs < r. Por hipótese,(
p

2xi

)
=

(
q

2xi

)
,∀i.

Pelo teorema de Lucas, segue que, para todo i, 2xi está na expansão diádica de p se, e só se, 2xi está

na expansão diádica de q. Logo, 2x1 + · · ·+ 2xs está na expansão diádica de p se, e só se, está na

expansão diádica de q. Portanto,
(p

t

)
=
(q

t

)
.

Existem v1,v2, . . . ,vk tais que (1+ vd + v2d + · · ·+ vk)(1+ vd + v2d + · · ·+ vk) = 1.

Lema 3.3.5. Seja r tal que 2r < k. Suponha que
( p

2i

)
=

(q
2i

)
para todo i < r. Então, dado j < 2rd,

temos que

v j =

{
0

α

j
d
d +β

j
d

d

Demonstração. Observe que

vd = vd =

(
p
1

)
αd +

(
q
1

)
βd,

sendo
(p

1

)
=
(q

1

)
, e temos que

vd =

{
0

αd +βd

v2d = vdvd + v2d =

(
p
1

)
α

2
d +

(
q
1

)
β

2
d +

(
p
2

)
α

2
d +

(
q
2

)
β

2
d ,
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e sendo
(p

2

)
=
(q

2

)
temos que

v2d =

{
0

α2
d +β 2

d

Suponha que para todo 1 ≤ t < j tenhamos:

vt =

{
0

α
t
d
d +β

t
d

d

Por definição,

v j = v j + ∑
s+t= j,s,t ̸=0

vsvt ,

e podemos supor que vt = α
t
d
d +β

t
d

d , pois caso contrario seria zero, o que não contribuiria para a soma,

e assim:

v j = v j + ∑
s+t= j,s,t ̸=0

((p
s
d

)
α

s
d
d +

(
q
s
d

)
β

s
d

d

)(
α

t
d
d +β

t
d

d

)
=

(
p
j
d

)
α

j
d
d +

(
q
j
d

)
β

j
d

d + ∑
s+t= j,s,t ̸=0

((p
s
d

)
α

t+s
d

d +

(
q
s
d

)
β

t+s
d

d

)
.

Como t ̸= 0, temos que s < 2r, portanto
(p

s
d

)
=
(q

s
d

)
. Consequentemente,

∑
s+t= j,s,t ̸=0

((p
s
d

)
α

t+s
d

d +

(
q
s
d

)
β

t+s
d

d

)
=

{
0

α

j
d
d +β

j
d

d

Como j < 2rd, ou seja, j
d < 2r, segue que

(p
j
d

)
=
(q

j
d

)
portanto

v j =

{
0

α

j
d
d +β

j
d

d

3.4 Prova do Teorema 3.1.1

Demonstração. Primeiramente, escrevendo W (η) = 1+ v1 + · · ·+ vk, vamos provar que para todo

1 ≤ i ≤ k,

vi =

{
0

α
i
d
d +β

i
d

d

Sabemos que

W (KdP(n)#KdP(n)) = (1+αd)
n+1 +(1+βd)

n+1,

W (η) = 1+ vd + · · ·+ vk = (1+αd)
p +(1+βd)

q.

Assim,

W (RP(η)) = ((1+αd)
n+1 +(1+βd)

n+1)((1+ c)k +(1+ c)k−dvd + · · ·+ vk).
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Ou seja,

wd =

(
n+1

1

)
(αd +βd)+

(
k
d

)
cd + vd.

Como n é ímpar, temos que
(n+1

1

)
= 0. Podemos supor que

(k
d

)
= 0, caso contrário basta considerar

wd = wd + c.

Assim,

wd = vd.

Vamos separar a prova em três casos, a saber:

1) p ímpar e q par;

2) p,q pares;

3) p,q ímpares.

1) p ímpar e q par:

Neste caso,

wd = vd = αd.

Logo,

0 = wn
dck−1[RP(η)] = α

n
d [KdP(n)] = 1.

Portanto esse caso não ocorre.

2) p,q pares:

Neste caso,

wd = vd = 0.

Como n é ímpar, temos que n+1 = 2s, e assim

W (RPn#RPn) = (1+αd)
n+1 +(1+βd)

n+1 = (1+α
2
d )

s +(1+β
2
d )

s = 1+ v2d + · · ·+ vk.

Além disso, temos que p = 2p, q = 2q, e assim

W (η) = 1+ vd + · · ·+ vk = (1+αd)
p +(1+βd)

q = (1+α
2
d )

p +(1+β
2
d )

q.

Desta forma,

W (RP(η)) = ((1+α
2
d )

s +(1+β
2
d )

s)((1+ c)k +(1+ c)k−2dv2d + · · ·+ vk).

Então, para cada j que não é múltiplo de 2d, a j-ésima classe de Stiefel-Whitney, w j, é neces-

sariamente nula. Agora note que para qualquer partição j1 + · · ·+ js = nd, deve existir algum

ji que não é múltiplo de 2d, pois n é ímpar. Se ji = 2dti para todo i, então

nd = j1 + · · ·+ js = 2d(t1 + · · ·+ ts)
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⇔ n = 2(t1 + · · ·+ ts).

Portanto, todo produto de classes

w j1w j2 . . .w jt

é zero, o que implica que η borda, como queríamos.

3) p,q ímpar:

Neste caso,

wd = vd = αd +βd.

Assim,

wn−2
d = α

n−2
d +β

n−2
d .

Agora, considere a classe:

W =
W

(1+ c)k =((1+αd)
n+1+(1+βd)

n+1)
(
1+

αd +βd

(1+ c)d +

(p
2

)
α2

d +
(q

2

)
β 2

d

(1+ c)d+2 +· · ·+
(p

k

)
αk

d +
(q

k

)
β k

d
(1+ c)k

)
.

Temos que

w2d =

(
n+1

2

)
(α2

d +β
2
d )+

(
n+1

1

)
(α2

d +β
2
d )+ cd(αd +βd)+

(
p
2

)
α

2
d +

(
q
2

)
β

2
d

=

(
n+1

2

)
(α2

d +β
2
d )+ cd(αd +βd)+

(
p
2

)
α

2
d +

(
q
2

)
β

2
d .

Logo,

wn−2
d w2d =

(
n+1

2

)
(αn

d +β
n
d )+ cd(αn−1

d +β
n−1
d )+

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d

= cd(αn−1
d +β

n−1
d )+

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d .

Ou seja,

0 = wn−2
d w2dck−1[RP(η)] = (cd(αn−1

d +β
n−1
d )+

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d )c

k−1[RP(η)]

= (vd(α
n−1
d +β

n−1
d )+

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d )[KdP(n)#KdP(n)].

Mas,

vd = vd = αd +βd.

Substituindo na igualdade acima temos que:

0 = (αn
d +β

n
d +

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d )[KdP(n)#KdP(n)]
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= (

(
p
2

)
α

n
d +

(
q
2

)
β

n
d )[KdP(n)#KdP(n)],

o que implica que
(p

2

)
=
(q

2

)
, pois caso contrário 1 =

(p
2

)
̸=
(q

2

)
e teríamos:

0 = αd[KdP(n)#KdP(n)] = 1.

Dado r > 0 tal que 2r ≤ k, suponha que
( p

2i

)
=

(q
2i

)
para todo i < r. Provemos que

( p
2r

)
=

( q
2r

)
.

Para tanto, considere a classe:

W =
W

(1+ c)k−2rd+1 =((1+αd)
n+1+(1+βd)

n+1)((1+c)2rd−1+(1+c)2rd−d−1vd+· · ·+ v2rd

1+ c
+. . .).

Note que estamos interessados no termo de grau 2rd, e também até o termo v2rd
1+c , uma vez que

o termo seguinte v2rd+1
(1+c)2 já tem dimensão mínima 2rd +1. Um termo geral de w2rd é da forma:(

n+1
i

)
(α i

d +β
i
d)

(
2rd − ( j+1)

u

)
cuv j,

onde di+ j+u= 2rd. Note que isso implica que i+ j
d +

u
d = 2r. Observe que se

(2rd−( j+1)
u

)
= 0,

então o termo todo se anula, por isso os únicos termos que consideraremos são os envolvidos

em
(2rd−( j+1)

u

)
= 1, e o mesmo vale para

(n+1
i

)
. Desta forma, podemos escrever o termo geral

como:

(α i
d +β

i
d)c

uv j.

1) Suponha i = 0. Então:

* j = 0,u ̸= 0, e então temos que u = 2rd, mas a maior potência de c é 2rd − 1, logo

esse caso não ocorre.

* j ̸= 0,u ̸= 0, e então temos que j+u = 2rd, o que também não ocorre, uma vez que

j+u ≤ 2rd −1.

* j ̸= 0,u = 0, e então temos que j = 2rd, quando ocorre o termo

v2rd.

2) Suponha i ̸= 0. Então:

* j = 0,u = 0, e então temos que i = 2r, e assim temos o termo(
n+1

2r

)
(α2r

d +β
2r

d );

* j = 0,u ̸= 0, e então temos que u = 2rd −di, quando aparece a soma

∑
1≤i<2rd

(α i
d +β

i
d)c

2rd−di;
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* j ̸= 0,u ̸= 0. Como j < 2rd, segue que j
d < 2r, portanto

(p
j
d

)
=

(q
j
d

)
. Assim, temos a

soma:
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α i
d +β

i
d)c

uv j =
i, j,u ̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(
p
j
d

)
(α

i+ j
d

d +β
i+ j

d
d )cu

=
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
i+ j

d
d +β

i+ j
d

d )cu,

uma vez que quando
(p

j
d

)
= 0 a soma não é alterada.

* j ̸= 0,u = 0, e então temos que j = 2rd −di, quando aparece a soma

∑
1≤i<2rd

(α i
d +β

i
d)v2rd−di = ∑

1≤i<2rd

(( p
2r − i

)
α

2r

d +

(
q

2r − i

)
β

2r

d
)

= ∑
1≤i<2rd

(α2r

d +β
2r

d ).

Assim,

w2rd = v2rd +

(
n+1

2r

)
(α2r

d +β
2r

d )+ ∑
1≤i<2rd

(α i
d +β

i
d)c

2rd−di

+
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
i+ j

d
d +β

i+ j
d

d )cu + ∑
1≤i<2rd

(α2r

d +β
2r

d ),

logo,

wn−2r

1 w2rd =

(
p
2r

)
α

n
d +

(
q
2r

)
β

n
d +

(
n+1

2r

)
(αn

d +β
n
d )+ ∑

1≤i<2rd
(αn−2r+i

d +β
n−2r+i
d )c2rd−di

+
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
n−2r+i+ j

d
d +β

n−2r+i+ j
d

d )cu + ∑
1≤i<2rd

(αn
d +β

n
d )

=

(
p
2r

)
α

n
d +

(
q
2r

)
β

n
d + ∑

1≤i<2rd
(αn−2r+i

d +β
n−2r+i
d )c2rd−di

+
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
n−2r+i+ j

d
d +β

n−2r+i+ j
d

d )cu.

Desta forma,

0 = wn−2r

1 w2rdck−1[RP(η)] = (

(
p
2r

)
α

n
d +

(
q
2r

)
β

n
d + ∑

1≤i<2rd
(αn−2r+i

d +β
n−2r+i
d )c2rd−di

+
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
n−2r+i+ j

d
d +β

n−2r+i+ j
d

d )cu)ck−1[RP(η)]

= (

(
p
2r

)
α

n
d +

(
q
2r

)
β

n
d + ∑

1≤i<2rd
(αn−2r+i

d +β
n−2r+i
d )v2rd−di
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+
i, j,u̸=0

∑
di+u+ j=2rd

(α
n−2r+i+ j

d
d +β

n−2r+i+ j
d

d )vu)[KdP(n)#KdP(n)].

Observe que di+u+ j = 2rd, então u = 2rd −di− j < 2rd. Então, pelo 3.3.5, temos que:

vu = α
u
d
d +β

u
d

d ,

supondo que seja não nulo, uma vez que os nulos não contribuem para a soma. Desta forma,

(α
n−2r+i+ j

d
d +β

n−2r+i+ j
d

d )vu = α
n−2r+i+ j

d +
u
d

d +β
n−2r+i+ j

d +
u
d

d = α
n
d +β

n
d = 0.

De forma análoga, temos que:

(αn−2r+i
d +β

n−2r+i
d )v2rd−di = α

n−2r+i+2r−i
d +β

n−2r+i+2r−i
d = α

n
d +β

n
d = 0.

Assim, temos que

0 =
(( p

2r

)
α

n
d +

(
q
2r

)
β

n
d
)
[KdP(n)#KdP(n)].

Portanto, (
p
2r

)
=

(
q
2r

)
.

Concluímos que (
p
2i

)
=

(
q
2i

)
para todo 2i ≤ k, e assim, (

p
t

)
=

(
q
t

)
,∀t ≤ k.

Portanto,

vi =

{
0

α
i
d
d +β

i
d

d

Um número característico genérico de η é da forma

Wi1Wi2 . . .Wit v j1v j2 . . .v jl [KdP(n)#KdP(n)],

Wi classes tangenciais de KdP(n)#KdP(n), v j classes de η . Se algum Wi,v j for nulo então todo o

produto se anula. Podemos então podemos considerar apenas os que são não nulos. Assim,

Wis = α

is
d

d +β

is
d

d

e

v js = α

js
d

d +β

js
d

d .

Logo,

Wi1Wi2 . . .Wit v j1v j2 . . .v jl [KdP(n)#KdP(n)] = [αn
d +β

n
d ][KdP(n)#KdP(n)] = 0.

Portanto, η borda, concluindo a prova do nosso teorema.



CAPÍTULO 4

Exemplos para n par

Nossa conjectura é que o resultado provado no capítulo anterior para n ímpar é também válido para

n par. No entanto, não conseguimos a prova desse caso em sua integralidade, mas apenas em alguns

casos particulares. Vamos discutir tais casos nesse capítulo. Agradecemos o Prof. Luiz Hartmann

pela sugestão de incluir tais casos nessa tese.

Como no caso n ímpar, separamos nossa análise em três partes:

1) p ímpar e q par;

2) p,q pares;

3) p,q ímpares.

Veremos a seguir que é possível provar os itens 1 e 2. O problema surge no item 3, quando

dividimos em duas possibilidades, n = 2r ou n = 2rt, ou seja, quando n é potência de dois ou não. E,

nesse momento, a prova fica em aberto. Mas essa parte concluída contribuiu fortemente para a análise

dos exemplos que veremos depois.

Teorema 4.0.1. Seja (M,T ) uma involução com fixed-data ηk → RPn#RPn, n par, k < n. Então,

escrevendo W (η) = 1+w1 + · · ·+wk, temos que, para todo 1 ≤ i ≤ k,

wi =

{
0

α i +β i

Demonstração. 1) Suponha p ímpar e q par. Sabemos que:

W (RP(η))= ((1+α)n+1+(1+β )n+1)((1+c)k+(1+c)k−1(

(
p
1

)
α+

(
q
1

)
β )+· · ·+

(
p
k

)
α

k+

(
q
k

)
β

k).

Assim,

57
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w1 =

(
n+1

1

)
(α +β )+

(
k
1

)
c+

(
p
1

)
α +

(
q
1

)
β .

Como vimos no caso n ímpar, podemos supor que
(k

1

)
= 0. Por hipótese, n,q são pares, assim(q

1

)
= 0,n+1, p são ímpares. Então

(p
1

)
= 1 =

(n+1
1

)
. Logo,

w1 = α +β +α = β .

Então,

0 = wn
1ck−1[RP(η)] = β

n[RPn#RPn] = 1.

Portanto, esse caso não ocorre.

2) p,q pares:

Temos que
(p

1

)
=
(q

1

)
= 0, logo

w1 = α +β

Considere a classe

W =
W

(1+ c)k = ((1+α)n+1 +(1+β )n+1)(1+
1

1+ c2 (

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2)+ · · ·+ 1
(1+ c)k vk).

Temos

w2 =

(
n+1

2

)
(α2 +β

2)+

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2

e

wn−2
1 w2 =

(
n+1

2

)
(αn +β

n)+

(
p
2

)
α

n +

(
q
2

)
β

n.

Mas αn +β n = 0, assim

wn−2
1 w2ck−1[RP(η)] =

[(p
2

)
α

n +

(
q
2

)
β

n]ck−1[RP(η)] = 0.

Portanto, (
p
2

)
=

(
q
2

)
.

Considere agora a classe

W =
W

(1+ c)k−2r+1 =

=((1+α)n+1+(1+β )n+1)((1+c)2r−1+(1+c)2r−3v2+(1+c)2r−4v3+· · ·+(1+c)−1v2r +. . .).
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Assim, dado r tal que 2r ≤ k, suponha como hipótese de indução que
( p

2i

)
=
(q

2i

)
para todo i < r.

Temos que um termo geral de w2r é da forma(
n+1

i

)
(α i +β

i)

(
2r − ( j+1)

u

)
cuv j,

com i+ j + u = 2r. Novamente podemos supor que os binômios são não nulos e simplificar

para:

(α i +β
i)cuv j.

1) Suponha i = 0. Então:

* j = 0,u ̸= 0, e então temos que u = 2r, mas a maior potência de c que ocorre é 2r −1,

logo esse caso não acontece;

* j ̸= 0,u ̸= 0, e então temos que j+ u = 2r, o que também não ocorre, uma vez que

j+u ≤ 2r −2;

* j ̸= 0,u = 0, e então temos que j = 2r, onde temos a ocorrência do termo v2r .

2) Suponha i ̸= 0. Então:

* j = 0,u = 0, e então temos que i = 2r. Assim, ocorre o termo(
n+1

2r

)
(α2r

+β
2r
);

* j = 0,u ̸= 0, e então temos que u = 2r − i ocorre na soma

∑
1≤i<2r

(α i +β
i)c2r−i;

* j ̸= 0,u ̸= 0, e então temos a soma

∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(α i +β
i)cuv j;

* j ̸= 0,u = 0, e então temos que j = 2r − i, ou seja, temos a soma

∑
1≤i<2r

(α i +β
i)v2r−i = ∑

1≤i<2r

(( p
2r − i

)
α

2r
+

(
q

2r − i

)
β

2r)
.

Assim,

w2r = v2r +

(
n+1

2r

)
(α2r

+β
2r
)+ ∑

1≤i<2r
(α i +β

i)c2r−i + ∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(α i +β
i)cuv j+

+ ∑
1≤i<2r

(
p

2r − i

)
α

2r
+

(
q

2r − i

)
β

2r
.

Logo,

wn−2r

1 w2rck−1[RP(η)] =
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(

(
p
2r

)
α

n +

(
q
2r

)
β

n +

(
n+1

2r

)
(αn +β

n)+ ∑
1≤i<2r

(αn−2r+i +β
n−2r+i)c2r−i

+ ∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(αn−2r+i +β
n−2r+i)cuv j + ∑

1≤i<2r

(
p

2r − i

)
α

n +

(
q

2r − i

)
β

n)ck−1[RP(η)].

Observe que, sendo i ≥ 1, temos que
( p

2r−i

)
=
( q

2r−i

)
, e assim(

p
2r − i

)
α

n +

(
q

2r − i

)
β

n = 0.

Além disso, (
n+1

2r

)
(αn +β

n) = 0,

e assim:

wn−2r

1 w2rck−1[RP(η)] = (

(
p
2r

)
α

n +

(
q
2r

)
β

n + ∑
1≤i<2r

(αn−2r+i +β
n−2r+i)c2r−i+

+ ∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(αn−2r+i +β
n−2r+i)cuv j)ck−1[RP(η)].

wn−2r

1 w2rck−1[RP(η)] = (

(
p
2r

)
α

n +

(
q
2r

)
β

n + ∑
1≤i<2r

(αn−2r+i +β
n−2r+i)v2r−i+

+ ∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(αn−2r+i +β
n−2r+i)vuv j)[RPn#RPn].

Podemos substituir acima o que foi visto em 3.3.5, supondo que v2r−i ̸= 0 ̸= cu. Isso acarreta:

wn−2r

1 w2rck−1[RP(η)] = (

(
p
2r

)
α

n +

(
q
2r

)
β

n + ∑
1≤i<2r

(αn−2r+i +β
n−2r+i)(α2r−i +β

2r−i)+

+ ∑
i+u+ j=2r,i, j,u̸=0

(αn−2r+i +β
n−2r+i)(αu +β

u)v j)ck−1[RP(η)].

Mas,

(αn−2r+i +β
n−2r+i)(α2r−i +β

2r−i) = α
n +β

n = 0,

e, como j ≤ 2r −2, uma vez que i+ j+u = 2r e i,u ̸= 0, temos que
(p

j

)
=
(q

j

)
. Assim,

(αn−2r+i +β
n−2r+i)(αu +β

u)v j = (αn−2r+i+u +β
n−2r+i+u)(

(
p
j

)
α

j +

(
q
j

)
β

j)

=

(
p
j

)
α

n +

(
q
j

)
β

n = 0.
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Logo,

wn−2r

1 w2rck−1[RP(η)] = (

(
p
2r

)
α

n +

(
q
2r

)
β

n)[RPn#RPn] = 0,

o que implica que:

(
p
2r

)
=

(
q
2r

)
.

3) Suponha p,q ímpares, e vamos considerar dois casos:

a) n = 2r;

b) n = 2rt = 2r(1+2x1 + · · ·+2xs).

a) n = 2r:

Temos que
(p

1

)
=

(q
1

)
= 1 =

(n+1
1

)
. Lembrando que estamos considerando n > 2, logo

r > 1, teremos que
(n+1

2

)
= 0.

Considere a classe

W =
W

(1+ c)k = ((1+α)n+1 +(1+β )n+1)(1+
α +β

1+ c
+

v2

(1+ c)2 + · · ·+ vk

(1+ c)k )

w2 =

(
n+1

1

)
(α +β )(α +β )+

(
n+1

2

)
(α2 +β

2)+

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2 + c(α +β ).

= α
2 +β

2 +

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2 + c(α +β ).

Suponha por absurdo que
(p

2

)
̸=
(q

2

)
, ou seja,

(p
2

)
= 1 e

(q
2

)
= 0. Assim,

w2 = α
2 +β

2 +α
2 + c(α +β ) = β

2 + c(α +β ).

Considere o termo característico:

cw̄2 = cβ
2 + c2(α +β ).

(Observe que se
(p

2

)
= 0 e

(q
2

)
= 1, então cw̄2 = cα2 + c2(α +β ). )

Do Teorema 1.6.4, temos que

Sq2(cw̄2) = Sq2(cβ
2 + c2(α +β )) = cβ

4 + c4(α +β )

...
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Sq2r−1
(cβ

2r−1
+ c2r−1

(α +β )) = cβ
2r
+ c2r

(α +β ) = cβ
n + cn(α +β ).

Assim, temos que

0 = (cβ
n + cn(α +β ))ck−2[RP(η)] = (β n + vn−1(α +β ))[RPn#RPn]

= (β n +

(
2r+1 − p

2r −1

)
α

n +

(
2r+1 −q
2r −1

)
β

n)[RPn#RPn].

Suponha que p,q > 1. Como p,q < 2r, podemos escrever p = 1+ 2x1 + 2x2 + · · ·+ 2xs ,

com x1 < x2 < · · ·< xs < r. Dessa forma:

2r+1 − p = 2r+1 −1−2x1 −2x2 −·· ·−2xs = 1+2+ · · ·+2r −2x1 −2x2 −·· ·−2xs,

ou seja, algumas potências de 2 não aparecem e, por outro lado,

2r −1 = 1+2+22 + · · ·+2r−1,

ou seja, aparecem todas as potências de 2 até r−1, portanto, do teorema de Lucas, segue

que (
2r+1 − p

2r −1

)
= 0.

Análogamente, temos que (
2r+1 −q
2r −1

)
= 0.

Portanto,

0 = β
n[RPn#RPn] = 1.

Suponha então que p= 1. Como 0=
(p

2

)
̸=
(q

2

)
= 1, devemos ter q> 1, portanto

(2r+1−q
2r−1

)
=

0. Por outro lado,

2r+1 − p = 2r+1 −1 = 1+2+ · · ·+2r,

portanto, (
2r+1 − p

2r −1

)
= 1.

Assim,

vn−1 = α
n−1.

Temos que

w2 = β
2 + c(α +β ),

e assim,

Sq1(w2) = Sq1(β 2)+Sq0(c)Sq1(α +β )+Sq1(c)Sq0(α +β ) = c(α2 +β
2)+ c2(α +β ).

Do teorema 1.6.4, temos que

Sq2r−1
(c(α2r−1

+β
2r−1

)+ c2r−1
(α +β )) = c(α2r

+β
2r
)+ c2r

(α +β ) = c2r
(α +β ).
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Logo,

0 = (c2r
(α +β ))ck−2[RP(η)] = vn−1(α +β )[RPn#RPn]

= α
n−1(α +β )[RPn#RPn] = α

n[RPn#RPn] = 1,

o que é um absurdo, portanto devemos ter
(p

2

)
=
(q

2

)
.

Para concluir esse caso, falta mostrar que
( p

2i

)
=
(q

2i

)
,∀i < r.

b) n = 2rt = 2r(1+2x1 + · · ·+2xs) : infelizmente este caso está em aberto, não tendo sido até agora

encontradas técnicas para concluí-lo.

Veremos a seguir que tal resultado (em aberto em geral) é, no entanto, válido para específicos n

pares, em geral, pequenos, mas que constituem um bom indício da validade da conjectura.

4.1 n = 4

Considere

W =
W

(1+ c)k = ((1+α)n+1 +(1+β )n+1)(1+
v1

1+ c
+

v2

(1+ c)2 + . . .).

Temos que:

w2 =

(
n+1

1

)
(α +β )v1 + v2 + c(α +β )

= α
2 +β

2 +

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2 + c(α +β ).

Observe que p,q < 4, e assim

1 p = q = 1, portanto
(p

2

)
=
(q

2

)
= 1.

2 p = q = 3, portanto
(p

2

)
=
(q

2

)
= 0.

3 p = 1,q = 3, então v2 = β 2, assim

w2 = α
2 + c(α +β ).

Temos que:

Sq1(w2) = c2(α +β )+ c(α2 +β
2),

Sq2(Sq1(w2)) = c4(α +β ).

Isto implica que

0 = c4(α +β )ck−2[RP(η)] = v3(α +β )[RP4#RP4].
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Mas,

v3 =

(
8− p

3

)
α

3 +

(
8−q

3

)
β

3 =

(
7
3

)
α

3 +

(
5
3

)
β

3 = α
3.

Portanto,

0 = α
4[RP4#RP4] = 1.

Consequentemente, devemos ter (
p
2

)
=

(
q
2

)
,

o que encerra o caso n = 4.

4.2 n = 6

Considere a classe

Ŵ =
W

(1+ c)k = ((1+α)n+1 +(1+β )n+1)(1+
v1

1+ c
+

v2

(1+ c)2 + . . .).

Temos que:

ŵ2 =

(
n+1

2

)
(α2 +β

2)+

(
n+1

1

)
(α +β )v1 + v2 + c(α +β )

=

(
p
2

)
α

2 +

(
q
2

)
β

2 + c(α +β ).

Suponha
(p

2

)
= 1,

(q
2

)
= 0. Assim,

ŵ2 = α
2 + c(α +β ),

ŵ3
2 = (α2 + c(α +β ))2(α2 + c(α +β ))

= (α4 + c2(α2 +β
2))(α2 + c(α +β ))

= α
6 +α

4c(α +β )+ c2(α2 +β
2)α2 + c3(α3 +β

3)

= α
6 + cα

5 + c2
α

4 + c3(α3 +β
3).

Assim,

0 = ŵ3
2ck−1[RP(η)] = (α6 + cα

5 + c2
α

4 + c3(α3 +β
3))ck−1[RP(η)] =

= (α6 + v1α
5 + v2α

4 + v3(α
3 +β

3))[RP6#RP6].

Como
(p

2

)
= 1 e

(q
2

)
= 0, temos que:

v3 =

(
8− p

3

)
α

3 +

(
8−q

3

)
β

3 = β
3,
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v2 =

(
8− p

2

)
α

2 +

(
8−q

2

)
β

2 = β
2.

Também

v1 = α +β ,

logo

0 = (α6 +α
6 +β

6)[RP6#RP6] = β
6[RP6#RP6] = 1.

Portanto,
(p

2

)
=
(q

2

)
.

Suponha
(p

4

)
= 0 e

(q
4

)
= 1. Se

(p
2

)
= 1 =

(q
2

)
, então

ŵ4 =

(
7
4

)
(α4 +β

4)+ v1

(
7
3

)
(α3 +β

3)+

(
7
2

)
(α2 +β

2)(cv1 + v2)

+

(
7
1

)
(α +β )(c2v1 + v3)+ v4 + cv3 + c2v2 + c3v1

= α
4 +β

4 +α
4 +β

4 + c(α3 +β
3)+α

4 +β
4 + c2(α2 +β

2)

+α
4 +β

4 +β
4 + c(α3 +β

3)+ c2(α2 +β
2)+ c3(α +β )

= c3(α +β )+β
4.

Assim,

cŵ4 = c4(α +β )+ cβ
4

e

Sq1(cŵ4) = c4(α2 +β
2)+ c2

β
4.

Logo,

0 = Sq1(cŵ4)ck−1[RP(η)] = (c4(α2 +β
2)+c2

β
4)ck−1[RP(η)] = (v4(α

2 +β
2)+v2β

4)[RP6#RP6],

e como
(p

2

)
= 1,

(p
4

)
= 0 e

(q
4

)
= 1, segue que:

v2 =

(
8− p

2

)
α

2 +

(
8−q

2

)
β

2 = 0,

v4 =

(
8− p

4

)
α

4 +

(
8−q

4

)
β

4 = α
4.

Logo,

0 = α
6[RP6#RP6] = 1.

Logo, não podemos ter
(p

2

)
= 1,

(p
4

)
= 0 e

(q
4

)
= 1. Suponha agora que

(p
4

)
= 0,

(q
4

)
= 1 e

(p
2

)
= 0 =(q

2

)
. Então v2 = 0 e v3 = 0, logo:
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Ŵ =
W

(1+ c)k = ((1+α)n+1 +(1+β )n+1)(1+
v1

1+ c
+

v4

(1+ c)4 + . . .).

Assim,

ŵ4 = α
4 +β

4 + v1(α
3 +β

3)+(α2 +β
2)cv1 +(α +β )c2v1 + v4 + c3v1

= α
4 +β

4 +α
4 +β

4 + c(α3 +β
3)+ c2(α2 +β

2)+β
4 + c3(α +β )

= β
4 + c(α3 +β

3)+ c2(α2 +β
2)+ c3(α +β ).

Portanto,

c2ŵ4 = c2
β

4 + c3(α3 +β
3)+ c4(α2 +β

2)+ c5(α +β ).

Desta forma,

0 = c2ŵ4ck−1[RP(η)] = (c2
β

4 + c3(α3 +β
3)+ c4(α2 +β

2)+ c5(α +β ))ck−1[RP(η)] =

= (v2β
4 + v3(α

3 +β
3)+ v4(α

2 +β
2)+ v5(α +β ))[RP6#RP6],

onde, como
(p

2

)
= 0 =

(p
4

)
e
(q

4

)
= 1, temos que:

v2 =

(
8− p

2

)
α

2 +

(
8−q

2

)
β

2 = α
2 +β

2,

v3 =

(
8− p

3

)
α

3 +

(
8−q

3

)
β

3 = α
3 +β

3,

v4 =

(
8− p

4

)
α

4 +

(
8−q

4

)
β

4 = α
4,

v5 =

(
8− p

5

)
α

5 +

(
8−q

5

)
β

5 = α
5.

Logo,

0 = (β 6 +α
6 +β

6 +α
6 +α

6)[RP6#RP6] = α
6[RP6#RP6] = 1,

portanto (
p
4

)
=

(
q
4

)
.

o que encerra o caso n = 6.
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4.3 n = 8

Já foi provado que
(p

2

)
=
(q

2

)
. Vamos provar que

(p
4

)
=
(q

4

)
. Para isso, considere a classe

W =
W

(1+ c)k = ((1+α)9 +(1+β )9)(1+
v1

1+ c
+

v2

1+ c2 +
v3

(1+ c)3 +
v4

1+ c4 + . . .)

= (1+α +β )(1+
v1

1+ c
+

v2

1+ c2 +
v3

(1+ c)3 +
v4

1+ c4 + . . .).

Assim,

w4 = (α +β )(c2v1 + v3)+ c3v1 + c2v2 + cv3 + v4.

Como
(p

2

)
=
(q

2

)
, temos que

(p
3

)
=
(q

3

)
=
(p

2

)
, logo,

v2 =

(
p
2

)
(α2 +β

2) e v3 =

(
p
2

)
(α3 +β

3).

Desta forma,

w4 = c2(α2+β
2)+

(
p
2

)
(α4+β

4)+c3(α+β )+c2
(

p
2

)
(α2+β

2)+c
(

p
2

)
(α3+β

3)+

(
p
4

)
α

4+

(
q
4

)
β

4

= c2(α2 +β
2)+

(
p
2

)
(α4 +β

4 + c2(α2 +β
2)+ c(α3 +β

3))+ c3(α +β )+

(
p
4

)
α

4 +

(
q
4

)
β

4.

Logo,

w2
4 = c4(α4+β

4)+

(
p
2

)
(α8+β

8+c4(α4+β
4)+c2(α6+β

6))+c6(α2+β
2)+

(
p
4

)
α

8+

(
q
4

)
β

8

= c4(α4 +β
4)+

(
p
2

)
(c4(α4 +β

4)+ c2(α6 +β
6))+ c6(α2 +β

2)+

(
p
4

)
α

8 +

(
q
4

)
β

8.

Assim,

0 = w2
4ck−1[RP(η)]

= (c4(α4+β
4)+

(
p
2

)
(c4(α4+β

4)+c2(α6+β
6))+c6(α2+β

2)+

(
p
4

)
α

8+

(
q
4

)
β

8)ck−1[RP(η)]

= (v4(α
4+β

4)+

(
p
2

)
(v4(α

4+β
4)+v2(α

6+β
6))+v6(α

2+β
2)+

(
p
4

)
α

8+

(
q
4

)
β

8)[RP8#RP8].

Suponha
(p

4

)
= 1 e

(q
4

)
= 0. Então:

0 = (v4(α
4 +β

4)+

(
p
2

)
(v4(α

4 +β
4)+ v2(α

6 +β
6))+ v6(α

2 +β
2)+α

8)[RP8#RP8].

Como
(p

2

)
=

(q
2

)
, temos que

(16−p
2

)
=

(16−q
2

)
, e além disso, como

(q
4

)
= 0, temos que

(16−q
6

)
=(16−q

2

)
. Desta forma,

v2 =

(
16− p

2

)
α

2 +

(
16−q

2

)
β

2 =

(
16− p

2

)
(α2 +β

2)
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v4 =

(
16− p

4

)
α

4 +

(
16−q

4

)
β

4 = β
4

v6 =

(
16− p

6

)
α

6 +

(
16−q

6

)
β

6 =

(
16−q

6

)
β

6 =

(
16−q

2

)
β

6.

Então

0 = (v4(α
4 +β

4)+

(
p
2

)
(v4(α

4 +β
4)+ v2(α

6 +β
6))+ v6(α

2 +β
2)+α

8)[RP8#RP8]

= (β 8 +

(
p
2

)
(β 8 +α

8 +β
8)+

(
16−q

2

)
β

8 +α
8)[RP8#RP8]

= (β 8 +

(
p
2

)
β

8 +

(
16−q

2

)
β

8 +α
8)[RP8#RP8].

Observe que
(q

2

)
̸=
(16−q

2

)
. Então,

(p
2

)
β 8 +

(16−q
2

)
β 8 = β 8, portanto

0 = (β 8 +β
8 +α

8)[RP8#RP8] = α
8[RP8#RP8] = 1.

Desta forma, concluímos que (
p
4

)
=

(
q
4

)
,

o que encerra o caso n = 8.

4.4 n = 16

Considere a classe

W =
W

(1+ c)k =(1+α+β )(1+
v1

1+ c
+

v2

1+ c2 +
v3

(1+ c)3 +
v4

1+ c4 +
v5

(1+ c)5 +
v6

(1+ c)6 +
v7

(1+ c)7 +. . .).

Sabemos que:
1

1+ c
= 1+ c+ c2 + . . . ,

1
1+ c2 = 1+ c2 + c4 + c6 + . . . ,

1
(1+ c)3 = 1+ c+ c4 + c5 + c8 + . . . ,

1
1+ c4 = 1+ c4 + c8 + . . . ,

1
(1+ c)5 = 1+ c+ c2 + c3 + c8 + . . . ,

1
(1+ c)6 = 1+ c2 + c6 + . . . ,

1
(1+ c)7 = 1+ c+ c8 + . . . ,
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1
1+ c8 = 1+ c8 + . . . .

Como n = 16 = 24, já foi provado que
(p

2

)
=
(q

2

)
.

Provemos que
(p

4

)
=
(q

4

)
. Suponha que

(p
4

)
= 1 e

(q
4

)
= 0. Note que:

w2 = (α +β )v1 + cv1 + v2,

e

w4 = (α +β )(c2v1 + v3)+ c3v1 + c2v2 + cv3 + v4

= (α +β )(c2v1 + v3)+ c3v1 + c2v2 + cv3 +α
4.

•
(p

2

)
= 1:

Neste caso,

w2 = cv1 = c(α +β )

e

w4 = c2(α2 +β
2)+α

4 +β
4 + c3(α +β )+ c2(α2 +β

2)+ c(α3 +β
3)+α

4

= β
4 + c3(α +β )+ c(α3 +β

3).

Assim,

w2
2 = c2(α2 +β

2)

e

w3
4 = β

12 + c9(α3 +β
3)+ c3(α9 +β

9).

Logo,

w2
2w3

4 = c2
β

14 + c11(α5 +β
5)+ c5(α11 +β

11).

Temos

0 = w2
2w3

4ck−1[RP(η)] = (c2
β

14 + c11(α5 +β
5)+ c5(α11 +β

11))ck−1[RP(η)]

= (v2β
14 + v11(α

5 +β
5)+ v5(α

11 +β
11))[RP16#RP16].

Mas
(p

2

)
= 1, e então:

v2 =

(
32− p

2

)
α

2 +

(
32−q

2

)
β

2 = 0,

v11 =

(
32− p

11

)
α

11 +

(
32−q

11

)
β

11 = 0.

E, como
(p

4

)
= 1 e

(q
4

)
= 0, temos que:

v5 =

(
32− p

5

)
α

5 +

(
32−q

5

)
β

5 = β
5,

e então

0 = β
16[RP16#RP16] = 1.
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•
(p

2

)
= 0:

w2 = (α +β )v1 + cv1 + v2 = α
2 +β

2 + c(α +β )

e

w4 = (α +β )(c2v1 + v3)+ c3v1 + c2v2 + cv3 + v4

= (α +β )c2v1 + c3v1 + v4 = c2(α2 +β
2)+ c3(α +β )+α

4.

Assim,

w4
2 = α

8 +β
8 + c4(α4 +β

4)

e

w2
4 = c4(α6 +β

6)+ c6(α2 +β
2)+α

8.

Logo,

w4
2w2

4 = (α8 +β
8 + c4(α4 +β

4))(c4(α6 +β
6)+ c6(α2 +β

2)+α
8)

= c4(α12 +β
12)+ c8(α10 +β

10)+ c6(α10 +β
10)+ c10(α6 +β

6)+α
16 + c4

α
12

= c4
β

12 + c8(α10 +β
10)+ c6(α10 +β

10)+ c10(α6 +β
6)+α

16.

Então

0=w4
2w2

4ck−1[RP(η)]= (c4
β

12+c8(α10+β
10)+c6(α10+β

10)+c10(α6+β
6)+α

16)ck−1[RP(η)]

= (v4β
12 + v8(α

10 +β
10)+ v6(α

10 +β
10)+ v10(α

6 +β
6)+α

16)[RP16#RP16].

Como
(p

2

)
= 0,

(p
4

)
= 1 e

(q
4

)
= 0, temos que:

v4 =

(
32− p

4

)
α

4 +

(
32−q

4

)
β

4 = β
4,

v6 =

(
32− p

6

)
α

6 +

(
32−q

6

)
β

6 =

(
32− p

4

)
α

6 +

(
32−q

4

)
β

6 = β
6,

v8 =

(
32− p

8

)
α

8 +

(
32−q

8

)
β

8

e

v10 =

(
32− p

10

)
α

10 +

(
32−q

10

)
β

10 =

(
32− p

8

)
α

10 +

(
32−q

8

)
β

10.

Observe que:

v8(α
10+β

10)+v10(α
6+β

6)=

(
32− p

8

)
α

16+

(
32−q

8

)
β

16+

(
32− p

8

)
α

16+

(
32−q

8

)
β

16 = 0,

e então

0 = (v4β
12 + v6(α

10 +β
10)+α

16)[RP16#RP16]

= (β 16 +β
16 +α

16)[RP16#RP16] = α
16[RP16#RP16] = 1.
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Portanto
(p

4

)
=
(q

4

)
.

Mostremos que
(p

8

)
=
(q

8

)
. Suponha que

(p
8

)
= 1 e

(q
8

)
= 0. Assim,

w8 = v8 + cv7 + c2v6 + c3v5 + c4v4 + c5v3 + c6v2 + c7v1 +(α +β )(v7 + c2v5 + c4v3 + c6v1).

a)
(p

2

)
=
(q

2

)
=
(p

4

)
=
(q

4

)
–
(p

2

)
= 0 Nesse caso, temos que v2 = v3 = v4 = v5 = v6 = v7 = 0, e assim

w8 = α
8 + c7v1 +(α +β )c6v1

= α
8 + c7(α +β )+(α2 +β

2)c6.

Logo,

w2
8 = α

16 + c14(α2 +β
2)+ c12(α4 +β

4).

Então,

0 = w2
8ck−1[RP(η)] = (α16 + c14(α2 +β

2)+ c12(α4 +β
4))ck−1[RP(η)]

= (α16 + v14(α
2 +β

2)+ v12(α
4 +β

4))[RP16#RP16].

Segue que

v12 =

(
32− p

12

)
α

12 +

(
32−q

12

)
β

12 = β
12

e

v14 =

(
32− p

14

)
α

14 +

(
32−q

14

)
β

14 = β
14.

Portanto,

0 = (α16 +β
16 +β

16)[RP16#RP16] = α
16[RP16#RP16] = 1.

–
(p

2

)
= 1

w8 = v8+cv7+c2v6+c3v5+c4v4+c5v3+c6v2+c7v1+(α +β )(v7+c2v5+c4v3+c6v1)

=α
8+c(α7+β

7)+c2(α6+β
6)+c3(α5+β

5)+c4(α4+β
4)+c5(α3+β

3)+c6(α2+β
2)+

c7(α +β )+(α +β )(α7 +β
7 + c2(α5 +β

5)+ c4(α3 +β
3)+ c6(α +β ))

=α
8+c(α7+β

7)+c2(α6+β
6)+c3(α5+β

5)+c4(α4+β
4)+c5(α3+β

3)+c6(α2+β
2)+

c7(α +β )+α
8 +β

8 + c2(α6 +β
6)+ c4(α4 +β

4)+ c6(α2 +β
2)

= β
8 + c(α7 +β

7)+ c3(α5 +β
5)+ c5(α3 +β

3)+ c7(α +β ).

Logo,

w2
8 = β

16 + c2(α14 +β
14)+ c6(α10 +β

10)+ c10(α6 +β
6)+ c14(α2 +β

2).
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Assim,

0 = w2
8ck−1[RP(η)] =

= (β 16 + c2(α14 +β
14)+ c6(α10 +β

10)+ c10(α6 +β
6)+ c14(α2 +β

2))ck−1[RP(η)]

= (β 16 + v2(α
14 +β

14)+ v6(α
10 +β

10)+ v10(α
6 +β

6)+ v14(α
2 +β

2))[RP16#RP16].

Ou seja,

v2 =

(
32− p

2

)
α

2 +

(
32−q

2

)
β

2 = 0,

v6 =

(
32− p

6

)
α

6 +

(
32−q

6

)
β

6 = 0,

v10 =

(
32− p

10

)
α

10 +

(
32−q

10

)
β

10 = 0

e

v14 =

(
32− p

14

)
α

14 +

(
32−q

14

)
β

14 = 0.

Portanto,

0 = β
16[RP16#RP16] = 1.

b)
(p

2

)
=
(q

2

)
̸=
(p

4

)
=
(q

4

)
. Para este caso, considere a classe:

Ŵ =
W

(1+ c)k−7 = (1+α +β )((1+ c)7 +(1+ c)6v1 +(1+ c)5v2 + · · ·+ v7 +
v8

1+ c
+ . . .).

Temos

ŵ8 = v8 +(α +β )(v7 + c7)+ ∑
1≤ j≤7

(α +β )

(
8− ( j+1)

7− j

)
cuv j

= α
8 +(α +β )(v7 + c7)+ ∑

1≤ j≤7
(α +β )c7− jv j

= α
8 + c7(α +β )+ ∑

1≤ j≤7

(
p
j

)
c7− j(α1+ j +β

1+ j).

–
(p

2

)
= 0 ̸= 1 =

(p
4

)
. Neste caso,

(p
2

)
=
(p

3

)
=
(p

6

)
=
(p

7

)
,
(p

1

)
=
(p

4

)
=
(p

5

)
, e assim

ŵ8 = α
8 + c7(α +β )+ c6(α2 +β

2)+ c3(α5 +β
5)+ c2(α6 +β

6).

Assim,

ŵ2
8 = α

16 + c14(α2 +β
2)+ c12(α4 +β

4)+ c6(α10 +β
10)+ c4(α12 +β

12).

Logo,

0 = ŵ2
8ck−1[RP(η)] =

= (α16 + c14(α2 +β
2)+ c12(α4 +β

4)+ c6(α10 +β
10)+ c4(α12 +β

12))ck−1[RP(η)]
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= (α16 + v14(α
2 +β

2)+ v12(α
4 +β

4)+ v6(α
10 +β

10)+ v4(α
12 +β

12))[RP16#RP16].

Como
(p

4

)
= 1, segue que

(32−p
4

)
= 0 =

(32−p
5

)
=
(32−p

6

)
=
(32−p

7

)
. Desta forma,

v4 = 0,

v6 = 0,

v12 = 0,

v14 = 0.

Então,

0 = ŵ2
8ck−1[RP(η)] = α

16[RP16#RP16] = 1.

–
(p

2

)
= 1 ̸= 0 =

(p
4

)
. Neste caso,

(p
4

)
= 0 =

(p
5

)
=
(p

6

)
=
(p

7

)
e
(p

1

)
= 1 =

(p
2

)
=
(p

3

)
. Assim,

ŵ8 = α
8 + c7(α +β )+ ∑

1≤ j≤7

(
p
j

)
c7− j(α1+ j +β

1+ j)

= α
8 + c7(α +β )+ c6(α2 +β

2)+ c5(α3 +β
3)+ c4(α4 +β

4).

Logo,

ŵ2
8 = α

16 + c14(α2 +β
2)+ c12(α4 +β

4)+ c10(α6 +β
6)+ c8(α8 +β

8).

Segue que

0 = ŵ2
8ck−1[RP(η)] =

= (α16 + c14(α2 +β
2)+ c12(α4 +β

4)+ c10(α6 +β
6)+ c8(α8 +β

8))ck−1[RP(η)]

= (α16 + v14(α
2 +β

2)+ v12(α
4 +β

4)+ v10(α
6 +β

6)+ v8(α
8 +β

8))[RP16#RP16].

Mas
(p

2

)
= 1, o que implica

(32−p
2

)
=
(32−p

10

)
=
(32−p

14

)
= 0. Logo,

v10 = 0

e

v14 = 0.

Como
(p

4

)
= 0,

(p
8

)
= 1 e

(q
8

)
= 0, temos que:

v8 = β
8,

v12 = β
12.

Segue que

0 = (α16 +β
16 +β

16)[RP16#RP16] = β
16[RP16#RP16] = 1.

Portanto
(p

8

)
=
(q

8

)
, encerrando o caso n = 16.

Com os cálculos feitos nesse capítulo podemos ver que para alguns casos de n par o resultado con-

tinua válido, contudo conforme a dimensão de n aumenta os cálculos ficam mais complexos tornando

inviável continuar desse modo para n muito grande.
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