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RESUMO

O objetivo deste Trabalho de Conclusao de Curso é estudar alguns conceitos e resultados
introdutérios da Teoria de Pl-algebras. Em particular, como resultados principais, descrevemos
as identidades polinomiais das algebras de Grassmann e das matrizes triangulares superiores
2 X 2 quando o corpo € infinito, estudamos o Teorema de Amitsur-Levitzki sobre as identidades
da algebra de matrizes, e estudamos os Teoremas de Regev sobre a codimensao e produto
tensorial de duas Pl-algebras.

Palavras-chave: Pl-algebra. Algebra de Grassmann. Matrizes triangulares superiores. Teorema
de Amitsur-Levitzki. Teorema da codimenséo de Regev.



ABSTRACT

The goal of this undergraduate thesis is to study some introdutory concepts and results
of the Pl-algebras theory. In particular, as main results, we describe the polinomial identities of
the Grassmann algebra and 2 x 2 upper triangular matrix algebra when the field is infinite, we
study the Amitsur-Levitzki Theorem about identities on the matrix algebra, and Regev’s Theorems
about the codimension and the tensor product of two Pl-algebras.

Keywords: Pl-algebras. Grassmann Algebra. Upper triangular matrices. Amitsur-Levitzki
Theorem. Codimension Theorem of Regev.
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INTRODUCAO

O assunto tratado neste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) esta inserido dentro da
area de algebra, mais especificamente dentro da Teoria das Pl-algebras.

Um polinémio f(xq, ..., X,) nas variaveis ndo comutativas x, ..., x, € com coeficientes num
corpo K é uma identidade polinomial para uma algebra A se ele se anula sempre gque trocarmos
as suas variaveis por quaisquer elementos de A. Se existe tal polinémio nao nulo, dizemos
que A é uma Pl-algebra. Sdo exemplos de Pl-algebras as algebras comutativas, as algebras
de dimensao finita e outras mais, como por exemplo a algebra de Grassmann que € um dos
assuntos principais deste trabalho. Vale ressaltar que nem toda algebra é uma Pl-algebra, por
exemplo, a algebra associativa livre.

Um dos trabalhos pioneiros da area deve-se a Amitsur e Levitzki que provaram que o
grau minimo de uma identidade polinomial para a algebra de matrizes M,(K) é igual a 2n. Tal
identidade polinomial de grau 2n € conhecida como polindmio Standard. Este resultado foi
explorado por varios outros, dentre eles estdo Rosset e Razmyslov que apresentaram duas
outras demonstracdes para tal teorema.

A algebra das matrizes triangulares superiores U,(K) é uma algebra de dimensao finita e
portanto uma PI-algebra. Uma pergunta natural seria: quais sao todas as identidades polinomiais
de U,(K)? Esta pergunta ja foi respondida por Maltsev em (MALTSEV, 1971) quando o corpo K
€ de caracteristica zero, e por Siderov em (SIDERQV, 1981) para um corpo K qualquer (finito ou
infinito).

No paragrafo anterior falamos de uma algebra de dimensao finita especifica. Agora
falaremos de uma de dimenséo infinita: a algebra de Grassmann infinitamente gerada. Ela
também é uma PI-algebra pois admite um polindmio, chamado de comutador triplo, como
identidade polinomial. As suas identidades polinomiais foram descritas para qualquer corpo, mas
vale ressaltar o trabalho de Krakowski e Regev quando o corpo é de caracteristica zero. Veja
(KRAKOWSKI; REGEV, 1973) para maiores detalhes.

Outro trabalho importante na area, que também foi estudado por Regev, € sobre as
codimensoes e o produto tensorial entre duas Pl-algebras. Sabendo que R; e R, sao Pl-algebras,
€ normal se perguntar se Ry ® R, também serd. Regev utiliza de um resultado quantitativo sobre
codimensdes para demonstrar que, de fato, tal produto é uma Pl-algebra.

Os cinco primeiros capitulos deste trabalho tém como objetivo estudar as identidades
polinomiais das algebras de Grassmann e da algebra U,(K). Além disto, eles servem de base para
os dois ultimos capitulos deste trabalho que, por sua vez, tém como objetivo apresentar o Teorema
de Amitsur-Levitzki, discutido anteriormente, e os Teoremas de Regev sobre codimensoes e
produto tensorial de duas Pl-algebras. Para isso, dividimos o assunto ao longo dos capitulos
como abaixo:

No Capitulo 1 veremos as propriedades basicas de algebras em geral, ja apresentando
as algebras de Grassmann e U,(K), para que possamos ter uma boa base para avangarmos no



assunto.

No Capitulo 2 veremos de maneira rigorosa o conceito de Pl-algebra, alguns exemplos e
um pouco de T-ideais.

No Capitulo 3 veremos conjuntos de polindmios “mais adequados” que venham a nos
ajudar a descrever um T-ideal.

No Capitulo 4 encontramos conjuntos geradores dos T-ideais das identidades polinomiais
das algebras de Grassmann e de U,(K) quando o corpo K é infinito.

No Capitulo 5 veremos um pouco mais a fundo a algebra Mk (K), apresentando o resultado
de Amitsur-Levitzki e duas demonstracdes diferentes.

Por fim, no Capitulo 6 provaremos o resultado sobre codimensdes de Regev, e usaremos
ele para provar outro resultado de Regev que diz respeito ao produto tensorial de duas PI-
algebras.

Os capitulos de 1 a 4 constituem o TCC A deste trabalho, enquanto que os capitulos 5 e
6 constituem o TCC B.

A principal referéncia utilizada neste trabalho foi (DRENSKY, 2000). As referéncias
complementares sdo (GIAMBRUNO; ZAICEV, 2005), (SANTOS; VIEIRA, 2021), (BRESAR,
2014), (REGEV, 1972).



1 ALGEBRAS ASSOCIATIVAS

Neste capitulo introduziremos o conceito de algebra, estudaremos alguns exemplos, bem
como propriedades para que entdo possamos entender o que sao algebras associativas. Além
disso, apresentaremos a algebra livre e a algebra de Grassmann, duas algebras importantes
para a sequéncia dos nossos estudos em Pl-algebras.

1.1 PROPRIEDADES BASICAS

Ao longo do texto, K denotara um corpo. Comegamos com a seguinte definigao:

Definicao 1.1.1. Um K-espago vetorial R € uma K-algebra (ou uma algebra) se existir uma
operacao binaria * em R, chamada de multiplicacao, tal que paracadaa, b, c € Rea € K
valem as seguintes igualdades:

ax(b+c)=axb+axc,
(a+b)xc=axc+bxc,

a(@ax b) = (xa) x b= ax (ab).

A menos que seja dito o contrario, todas as algebras e espacos vetoriais serdo sobre K.
Exemplo 1.1.2. Sao exemplos bem conhecidos de K-algebras:
i) Qualquer corpo que é uma extensao do corpo K.

i) O K-espago vetorial dos polinbmios nas variaveis comutativas x;, X, ..., X, com
coeficientes em K e produto usual de polindmios. Denotaremos tal algebra por

K[xq, Xo, ..., Xp]-.

i) O K-espago vetorial M,(K) das matrizes quadradas n X n, cujas entradas estdo em
K, com a multiplicacao usual de matrizes. Aqui vale relembrar uma base importante
e que sera utilizada nesta monografia: a base canénica de M,(K), ou seja, a base
formada pelos n? elementos gj,onde1 <i<nel<j<n,sendoque o elemento
e; € a matriz cujas entradas sdo nulas exceto a entrada da linha / e coluna j que sera

1. Note que dados dois elementos da base e; e ey, 0 produto entre eles € dado por:

o e ey sej =Kk,
R 0 sej#k.

iv) O subespaco vetorial s/,(K) de M,(K) formado pelas matrizes com trago 0 (zero) e



multiplicacéo:
[n,Rl=r-rn—"r-n 66 e shk),

onde - é a multiplicagdo usual de matrizes. Note que s/,(K) com a multiplicacao usual
de matrizes ndo é uma algebra, pois tal multiplicagdo ndao € uma operacao binaria em
sh(K), por exemplo ey, €21 € Sl,(K), mas ez - €21 = €11 ¢ sly(K). Porém, ao usarmos
a multiplicacao [, ], temos uma algebra.

No geral, dada uma algebra R com multiplicagao -, ao elemento
[n,rRl=r-rn—r-n, nnech,

damos o nome de comutador. Ele é um produto usado para construir as algebras de
Lie que veremos mais tarde.

v) O K-espago vetorial KG cuja base sao os elementos de um grupo finito G com a
multiplicacao - definida por:

(Z agg) . (Z 5nh> ] < 5 agﬁhgh> ek

geG heG g,heG

onde gh é a multiplicacao de g e h no grupo G. Esta algebra é chamada de algebra
grupo de G.

Exemplo 1.1.3. Veremos agora como transformar um espaco vetorial numa algebra a partir de
sua base. Em um K-espago vetorial R com base {ex|k € I}, para cada par e;, e; definimos a
multiplicagdo e; - e; como

k
€ - = Za,jek,

kel

onde af} € K sao nulos, a menos de uma quantidade finita de indices k. A partir disso, definimos
a multiplicacao de dois elementos quaisquer de R como

(Z @-e,-) : (Z n,-e,-) = &lei - g). (1.1)

icl jel ijel
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Desta forma, temos que o espaco vetorial R munido da multiplicacéo - € uma algebra. De

fato, tomando trés elementos de R teremos que:

() ((Zea)(Z0e))

= (Z 5/@') : (Z(Uﬁ%‘)ej)
el el

=) &+ (e g)

ijel

= Z(g,n,- +&iy)(ei - &)

ijel
= Z Emjler - &) + Z k(e - ex)
ijel kel

_ (; §,e,> . (; 77,-e,-> + (; ffe/) : (kZE, Wek) '

De maneira semelhante provamos que:

() (2] (2
(Ze) (Ze) (Z0) ()

Além disso, é facil notar que se a € K, entao:

(o) (£re) - ((See)) ()

{5e) ()

Desta forma, dado um espaco vetorial, sempre conseguimos criar nele uma estrutura de algebra,

bastando para isso dizer quem é o produto entre quaisquer dois elementos da sua base.

Seguiremos agora com a definicdo de subélgebra:

Defini¢ao 1.1.4. Um subespaco vetorial S da algebra R é chamado de subélgebra se for fechado

com respeito a multiplicagéo - de R, isto é,se 51,5, € Sentdo s, - s, € S.

Exemplo 1.1.5. O subespaco vetorial U,(K) das matrizes triangulares superiores n x n é uma

subélgebra de M,(K).

Demonstragdo. Temos que uma base de U,(K) é o conjunto dos elementos e; tais que i < j. Se

€ € ey séo dois elementos quaisquer da base e g; - ey estiver em U,(K) entao a multiplicagéo



11

de quaisquer dois elementos de U,(K) também estara, pois pela propriedade distributiva esta
sera uma combinagao linear de elementos da forma e; - e. Com isso, precisamos apenas provar
que a multiplicacao é fechada para os elementos da base.

Se gj e ey sdo da base entdo i < je k < /. A Unica maneira de g; - ey ser ndo nulo sera
se j = k. Neste caso, g; - ey = g, com | < j = k < | e portanto, g; - ey € um dos elementos da
base de U,(K). O

Definicao 1.1.6. Dada uma algebra R com multiplicagdo -, um subespago vetorial / de R é
chamado de Ideal a esquerdade Rse R-1 C listoé,r-i € Iparatodor € Rei € I. De forma
analoga definimos ideal a direita de R. Um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de R é um
subespaco vetorial / de R que é ao mesmo tempo um ideal a esquerda e a direita.

Note que a prépria algebra R e o subespago {0} sempre serdo ideais bilaterais de R,
chamados de ideais triviais.

Exemplo 1.1.7. Veremos agora alguns exemplos de ideais.

(1) O subespago Ly de M,(K) definido por Ly = {B = (b;) € Ma(K) | b; = 0 para todo i + 1}
é um ideal a direita de M,(K) e o subespago C; de M,(K) definida por C; = {C =
(cj) € My(K) | cj = 0 paratodoj # 1} é um ideal a esquerda de M,(K).

(2) O subespacgo V,(K) das matrizes triangulares superiores com diagonal principal nula &
um ideal bilateral de U,(K).

Da mesma forma que se define anel quociente baseado em seus ideais, podemos definir
a élgebra quociente da seguinte forma.

Definicao 1.1.8. Dada uma algebra R com multiplicagcao -, seja / um ideal bilateral de R.
Definimos a algebra quociente R// como a algebra formada pelas classes 7 = r + /, onde r € R,
definidas de forma que

hH=h < nn—necl

A soma e multiplicagdo em R// sdo definidas, respectivamente, por
(h+h+(p+h=(rn+n)+le (n+Nrn+h=( -n)+l

Note que 7 = 0 se, e somente se, r € /. Além disso, se o € K, entdo definimos
a(r+1)=ar+ 1.

Quando dois elementos r;, r; € R estdo em uma mesma classe r de R/1, dizemos que r;

e r; sdo congruos modulo /.
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Em breve construiremos um exemplo importante de algebra quociente: a algebra de
Grassmann. Continuando com as nossas definicoes, temos:

Definicao 1.1.9. Uma transformacao linear ¢ : Ry — R,, onde R; e R, sdo algebras, é chamada
de homomorfismo de algebras se para todos x, y € Ry temos

P(x - y) = d(x) X o(y)

onde - é o produto em Ry e X € o produto em R..

Um isomorfismo de algebras é um homomorfismo de algebras que é bijetor, um endomor-
fismo é um homomorfismo de uma algebra nela mesma, um automorfismo € um isomorfismo de
uma algebra nela mesma.

Podemos classificar algumas algebras importantes conforme abaixo:
Definicao 1.1.10. Seja R uma algebra com multiplicacao -.
() R é uma algebra associativase (a-b)-c=a- (b-c), paratodos a,b,c € R.
(I) R é uma éalgebra comutativase a- b= b - g, paratodos a,b € R.

(1) R é uma algebra unitaria se ela possuir um elemento e (ou 1) talquee-r=r-e=r,
paratodo r € R.

(IV) R sera uma algebra de Lie se, para todos a, b, ¢ € R:

a-a=_0 -leialternante,

(a-b)-c+(b-c)-a+(c-a)-b=0 -identidade de Jacobi.

Por convencao, se néo for explicitado do contrario, consideraremos que todas as algebras
associativas neste trabalho possuem unidade. Neste caso, diremos apenas algebra associativa
ao invés de algebra associativa unitaria.

Lema 1.1.11. A lei alternante implica a lei anti-simétrica:
a-b=—(b-a),

para todos a, b € R. Se char(K) # 2, entdo as duas leis sdo equivalentes.

Demonstracdo. De fato se r - r = 0 para qualquer r € R, entdo, em particular,

(a+b)-(a+b)=0.
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Logo
O=a-a+b-a+a-b+b-b=b-a+a-b,

e portanto a- b= —(b - a).
Reciprocamente se a- b= —(b - a) para todos a, b € R temos que, particularmente:

a-a=—(a-a)=a-a+a-a=0=2(a-a) =0.

Como char(K) #2 entdo a- a=0. O

Proposicao 1.1.12. Se R é uma algebra associativa com multiplicagao - entdo o espago vetorial
R comoproduto[, ]: Rx R— R dado por

[a,bl]=a-b—b-a

é uma algebra de Lie, denotada por R*™.

Demonstracdo. Primeiro temos que provar que R~ é uma algebra. Sejam a, b, ¢ € R, como
R é uma algebra temos que

[a+b,c]=(a+b)c—c(a+b) =ac+bc—ca—cb=(ac— ca)+(bc—cb) =][a,c]+][b,c].
De forma andloga temos que

[c,a+ b] =][c, a]l +[c, b].
Precisamos agora provar que se a,b € R e o € K, entéo

ala, b] = [aa, b] = [a, ab].
De fato, temos

ala,b]=al(a-b—b-a)=(aa)-b—b-(xa) =[aa,b] e

afa,bl=a(a-b—b-a)=a-(ab) — (ab) - a=[a abl,

portanto R é uma algebra.
Em seguida devemos provar que R é de Lie, ou seja, devemos provar que valem a lei
alternante e a identidade de Jacobi. Para todo a € R~ temos que:

[a,al=a-a—a-a=0.

Portanto, temos que a lei alternante é valida.
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Agora provaremos a identidade de Jacobi: Sejam a, b, ¢ € R, temos que:

[[a bl,cl+][[b,cl,al +][[c,a],bl=[a-b—b-ac]l+[b-c—c-b,al+[c-a—a-c,Db]
=((a-b—b-a-c—c-(a-b—b-a)
+((b-c—c-b)-a—a-(b-c—c-b)
+((c-a—a-c)-b—b-(c-a—a-c)
=s(a-b-c—b-a-¢c)—(c-a-b—c-b-a)
+(b-c-a—c-b-ay—(a-b-c—a-c-b)

+(c-a-b—a-c-b)—(b-c-a—b-a-c)=0

Logo a Identidade de Jacobi é valida e, portanto, R é de Lie. O

1.2 ALGEBRA LIVRE E ALGEBRA DE GRASSMANN

Definiremos a seguir o conceito de subalgebra gerada por um conjunto.

Definigcdo 1.2.1. Dado um subconjunto X # () de uma algebra A, definimos a subalgebra de A
gerada por X como sendo a interse¢ao de todas as subalgebras de A que contém X.

Pode-se dizer que a subalgebra gerada por X é a menor subalgebra de A que contém o
conjunto X. E facil notar que ela é de fato uma algebra, e podemos descrevé-la de uma forma
mais precisa como abaixo.

Proposicédo 1.2.2. Dado um subconjunto X < () de uma algebra associativa A, a subdlgebra de
A gerada por X é a algebra formada por todos os elementos da forma

E Qi Xy Xiy * =+ Xiys
i

onde o € K, i = (i1, lay ..., in), Xiys Xips -, X;, € X €N > 0.

Demonstracdo. Denote por R o subconjunto de A formado por todos os elementos da forma
Z Qi Xy Xip =+ Xip,
i

onde «; € K, i = (i1, Ip, ..., In), Xi;» Xp,, .-, X;; € X € n > 0. Note que toda subalgebra de A que
contém X necessariamente contém R. Agora basta observar que R por si sé também é uma
subalgebra de A. 0

Definido algebra gerada, podemos agora seguir com a definicao de algebra livremente
gerada.
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Definicao 1.2.3. Seja D uma classe de algebras e seja F € D uma algebra gerada por um
conjunto X. F sera uma algebra livre em D, livremente gerada por X, se para toda éalgebra
R € D, toda aplicagdo f de X em R pode ser estendida para um homomorfismo ¢ de F em R.

A ideia de uma algebra livre numa classe ID é ser uma algebra livre de propriedades,
exceto aguelas propriedades que todas as algebras na classe D possuem simultaneamente. Um
exemplo de algebra livre que trabalharemos muito é a algebra associativa livre.

Exemplo 1.2.4. Seja X um conjunto infinito enumeravel de letras {x1, Xoy oy Xp, } Definimos
uma palavra como uma sequéncia finita de letras concatenadas, isto &, x,, Xp, - - - Xp,, €m que as
letras podem se repetir porém letras diferentes ndo podem comutar. Definimos a algebra K (X)
como a algebra cuja base sao todas as palavras

Xy Xn *** Xns Xn;, € X, k=0,1,2,...,
e com multiplicacdo definida por justaposicao, ou seja,
(Xm Xnp = * Xnk)(xm1 Xmy © - Xm/) = Xny Xnp * 0 X Xy Ximp * = Ximyy-

Vale ressaltar que K(X) é unitaria, assumindo que 1 é a palavra de comprimento zero.

Note que todo elemento de K(X) é escrito de maneira Ginica como combinagéo linear de
palavras e o produto entre quaisquer dois elementos de K(X) é obtido como no Exemplo 1.1.3.
Vamos chamar os elementos f € K(X) de polinbmios

Proposicéo 1.2.5. A dlgebra K(X) é uma &lgebra livre na classe de todas as algebras associati-
vas, livremente gerada pelo conjunto X.

Demonstracdo. Seja R uma algebra associativa e ¢ uma aplicagdo de X em R. Considere a
transformagéo linear ¢ : K(X) — R que age sobre a base da seguinte maneira:

O(Xi X - X;,) = PX;)P(X3) - - - P(x;,).
Tal fungao € um homomorfismo de algebras. De fato, temos que

¢(Xi1 Xip = Xip Xjy Xp = = le)
¢(X/1)(D(X,'2) e q)(xln)(b(xh)(b(sz) e CD(ij)
= (®(x;,)P(xy) - - - D(x;,)) (Px,)P(xy) - - - D(x;,))

= ¢(Xi1 Xpp =+ X,-n)¢(Xj1 Xp o ij)

¢((Xi1 X« - Xin)(XlH Xjp - X/m))

Além disto, ¢(x;) = ®(x;) para todo x; € X, como era o desejado. O

Definicao 1.2.6. Dada uma palavra p = x; X, - - - X;, definimos o grau de p em relagéo a x; como:

deg, p = (numero de vezes que x; aparece em p).
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..... a

Denotaremos por K (X)) o subespago vetorial de K(X) gerado pelas palavras que

possuem grau «; na letra x; para todo 1 </ < n e grau zero nas demais letras.

Definigdo 1.2.7. Se f(x;, ..., x;) € K(X)®" - ) dizemos que f é multi-homogéneo com

multigrau (a4, ..., ap). Se ay = ap = --- = a, = 1, denotaremos por P, o espago vetorial

Note que f(xq, ..., X,) € multilinear se, e somente se, existem 3, € K tais que

f(X1, ,Xn) = Z ﬁaxa(ﬂ < Xo(n)s

O’ESn

onde S, é o grupo simétrico de grau n. Além disto, se substituirmos uma de suas letras por
uma combinagao linear de outras teremos uma combinagao linear de polinémios, isto €, dado
a,f €K

f(xy, Xo, ..., axj’+6xj”, ey Xp) = Of(Xy, Xo, ..., xj’, ey Xp) + B(Xq, X, ..., xj”, ey Xp).

Definicdo 1.2.8. Denote por P o conjunto das palavras de K(X). Dado um polinémio f € K(X),

f= Zapp,

pEP
onde «, € K, definimos o grau de f na variavel x; por

deg, f = max{deg, p|p € Pea,#0}.

Veremos agora uma algebra que sera um objeto central de nossos estudos, a algebra de
Grassmann.

Exemplo 1.2.9. Seja K um corpo de caracteristica char K # 2. Dado X = {xy, Xz, ...}, denote
por J o ideal de K(X) gerado pelos polindmios

X,'Xj + XjX,‘,

onde i,j > 1. A dlgebra quociente E = K(X)/J é chamada de algebra de Grassmann. Denotando
e; = x; + J note que o conjunto {ey, &, ...} gera a algebra E e valem as relagoes:

ee;=—e6 e € =0

para todos i, j.

Uma propriedade importante da algebra de Grassmann é que se uma palavra possui um

namero par de letras e;'s entao ela comutara com qualquer outra palavra, e se ela possui um
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namero impar de letras entdo ela anticomuta com qualquer outra palavra com um ndmero impar
de letras. De fato para transferir uma letra de um lado de uma palavra de tamanho k para o outro
serao necessarias k permutacoes, portanto para transferir uma palavra de tamanho / de um
lado ao outro de uma palavra de tamanho k serdo necessérias kl permutagdes e, portanto k/
mudangas de sinal:

Kl
&6 -6 =(—1)"¢ g6 6.

Desta forma, se k ou / for par, kKl também sera e teremos um numero par de mudangas de sinal,
resultando no mesmo sinal do comego, porém se k e / forem impares entao kl também sera e
acabaremos com o sinal invertido. No geral, teremos que

€s1)€5(2) " " " Eo(n) = (—=1)eiex---ep,

onde o € S, e (—1)? é o sinal da permutacéao.

Pelo processo usado anteriormente, toda palavra nas letras (geradores) e;’s da algebra
de Grassmann pode ser escrita como

e,e,---e, ou —e,e, -6,

n

com iy < i < ... < iy. De fato, ndo podemos ter um i, = ix.4, pois neste caso teriamos um e,-zk no
meio da palavra e entdo ela seria nula. Desta forma, temos que as palavras da forma

€,y 6, i < < ...<p n>0,

formam uma base da algebra de Grassmann.
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2 PI-ALGEBRAS

Neste capitulo, K denotara um corpo e todas as algebras serdo associativas unitarias. O
objetivo aqui é definir e dar exemplos de Pl-algebras. Além disso, falaremos um pouco de T-ideal
e suas propriedades.

2.1 DEFINICAO E EXEMPLOS.

Os objetos centrais do nosso estudo séao as Pl-algebras. Comegamos com a sua defini¢ao.

Definigdo 2.1.1. Sejam f = f(xy, Xo, ..., X,) € K(X) e R uma algebra. Dizemos que f é uma
identidade polinomial de R se

f(ry, roy ..., 1) = 0 paratodos ry, 1o, ..., I, € R.

Denotamos por T(R) o conjunto das identidades polinomiais de R. Se T(R) # {0} dizemos que
R é uma Pl-algebra.

Um exemplo basico de identidade polinomial e de Pl-algebra é:

Exemplo 2.1.2. Dada uma algebra R comutativa, temos que:
[X1, X2] = X1X2 — XoXq

€ uma identidade polinomial de R. Logo, toda algebra comutativa é uma Pl-algebra.

Proposicao 2.1.3. Seja f(xi, ..., X,) € K(X) um polinémio multilinear e seja A uma algebra com
base (5. Entao f(xq, ..., X,) € T(A) se, e somente se,

f(ay,...,a,) =0
para todos ay, ..., a, € .
Demonstracdo. Se f(xy, ..., X,) € T(A), entdo por definicao temos f(ay, ..., a,) = 0 para todos
ai,...,an € 0.

Para a reciproca, vamos supor que f(a, ..., a,) = 0 para todos a, ..., a, € 3, onde 3 é
uma base da algebra A. Sejam ry, ..., r, € A. Como f é multilinear e r, € combinacgdo linear de
elementos da base 3, segue que f(ry, ..., Ik, ... , I;) Serd uma combinacgéao linear de elementos

da forma f(ry, ..., ax, ..., I,) onde a, € (5. Desta forma, se repetirmos o processo para todas as
n variaveis de f, teremos que f(ry, ..., r,) serd uma combinacao linear de elementos da forma
f(ai, ..., an), onde &, ..., a, € . Porém, pela hipétese, f(a, ..., a,) = 0, implicando assim em
f(ry,..., ) =0paratodos ry,...,r, € Ae f € T(A). O
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Mostraremos agora que a algebra de Grassmann é uma Pl-algebra.
Exemplo 2.1.4. O polinébmio
[[X1 3 XZ]! X3]1

€ uma identidade polinomial da algebra de Grassmann.

Demonstragao. Por definicao este polinémio é multilinear, portanto precisamos apenas avaliar o
polinémio na base

f={ee, e |ih<b<--<i, e n>0}

de E. Sejam ry, », 13 € 5. Se ry; ou r, tem comprimento par, entdo r; e r, comutam. Neste caso,
[r1, 2] = 0 e entédo

[[ry, r2], 3] = [0, r3] = O.

Porém, se r; e r, tiverem comprimento impar, entdo . = —rr, i tera comprimento par e,
portanto,

[[r1, r], 3] = [2r112, 13] = 2[1r1 12, 13] = 0.

Completamos a demonstracao. O

Podemos definir o polinbmio anterior como o comutador de comprimento 3 e escrevé-lo
da forma [xy, X2, X3]. Indutivamente podemos definir o polindmio comutador de comprimento
n > 2 como abaixo .

Definicao 2.1.5. O polinémio comutador de comprimento 2 € definido como o polindmio comuta-
dor

[X1, Xo] = X1 X2 — XaXy.
O polinémio comutador de comprimento n > 3 é definido indutivamente como o polindbmio
[X1 y X2y ven y Xn—1, Xn] = [[X1 y X2y ven s Xn—'l]s Xn]-

De um modo geral, todo polindmio da forma [x;,, X, ..., X;,] € chamado de comutador de compri-
mento n.

Saindo um pouco dos polinémios comutadores temos que outro polinbmio importante é o
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standard de grau n, definido por:

Stn(X1 y X2y et ,Xn) = Z(_1)UXU(1)XU(2) < Xo(n)-

gES)

Uma propriedade importante do polinémio St,(xq, X2, ..., X,) € que ele se anulara se
trocarmos duas das suas variaveis por uma mesma variavel, isto é,

Sto(Xq, ey Xty eun s Xty oeny Xp) = 0.
Para provar isso, basta notar que St,(x, Xz, ..., X,) € @ soma de n!/2 elementos da forma
(_1)UXU(1) . 'Xa(i) e Xo‘(j) e Xo‘(n) _ (_1)0)(0(1) . ’Xa(j) [ XU(,') o Xo‘(n)-

Note que a permutagéo v = (o(i/) o(j))o produziu o mondémio do lado direito e (—1)" = —(—1)°.
Logo, St,(Xy, ...y Xt, -+, Xt, -« » Xn) € @ sOma de n!/2 elementos da forma

(_1)OX0(1)"'XI"'XT'"Xa(n) —_ (_1)UXG(1)"'XT"'Xt'"XO'(n) =0.

Usando isto podemos provar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.6. Se R é uma algebra de dimensdo menor que n, entdo St,(x1, X, ..., X,) € uma
identidade polinomial de R. Em particular, toda algebra de dimensé&o finita € uma Pl-algebra.

Demonstragdo. Seja {e, e, ..., 6} uma base de R, onde k < n. Como St,(xi, ..., X,) é
multilinear, precisamos provar apenas que

Stn(e,‘1, . e,-n) =0.

Como a dimensdo de R é menor que n, pelo menos um elemento na lista e;, ..., e;, estara
repetido. Logo, pelo o que acabamos de ver, St,(e;, ..., €;,) = 0. O

Como consequéncia da proposicao anterior, temos que U,(K) é uma Pl-algebra. No
exemplo abaixo veremos uma outra identidade que é importante para tal algebra.

Exemplo 2.1.7. A algebra U,(K) das matrizes triangulares superiores n x n satisfaz a identidade
[X1, X2][X3, Xa] - - - [X2n—1, Xan]-

Demonstracdo. Comegamos provando que se A, B € U,(K), entao [A, B] possui a diagonal
nula. De fato, se {e; | 1 <i,j < n} é a base candnica da algebra M,(K),

n n
A= E Oé,‘/'e,'jeB= E B,-,-e,-,-,

ij=1 ij=1
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onde «;; = 35 = 0 para todo j < i, temos que

n n
A-B= Zﬂy,je,-j, onde 7 = Z 04//5//-
I=1

ij=1

n

Desta forma, a diagonal principal sera formada pelos elementos da forma ;; = E B

=1
Tomando i < /teremos 3; = 0 e a;;3; = 0. Da mesma forma, se i > /, entdo a; = 0 e

;B = 0. Portanto v; = «;;3;;. Analogamente, o elemento 7,(, da diagonal principal de B - Asera o
elemento F;avj.

Com isso temos que a diagonal principal de [A, B] = A- B — B - A sera formada pelos
elementos da forma «;3; — Biicii = 0, ou seja, serd nula.

Portanto, se ry, ..., by € U,(K), entao

[r1, ra]lrs, 1a] - -+ [Fan—1, Fon)

€ uma multiplicagao de n matrizes em U,(K) com diagonal principal nula. Basta entao provarmos
que tal multiplicacdo sempre resultara na matriz nula. Os elementos de U,(K) com diagonal
principal nula sdo combinagdes lineares de elementos e; onde 1 < / < j < n. Portanto,
suficiente provar que

onde j; < jiparatodo /=1,...,n. Se e, €, - - - €, ¥ 0, entéo
h<jr=<fp=k<j3 - Ih<jp

Assim, temos n + 1 elementos distintos i, i, ... , in, j €m {1, ..., n}, 0 que é um absurdo. O

2.2 T-IDEAIS, VARIEDADES E ALGEBRAS RELATIVAMENTE LIVRES.

Dada uma algebra R, relembramos que T(R) é o conjunto de todas as identidades
polinomiais de R. Como motivacao para a proxima definicao veremos algumas propriedades que
T(R) possui.

Se uy e up sao polinbmios quaisquer e se f = f(Xq, X, ..., X,) € T(R), entdo u;fu, € T(R).
Portanto T(R) é um ideal (bilateral) de K(X). Além disto, se gy, @», ..., gn S30 polindmios
quaisquer, temos que f(gy, o, .-, gn) € T(R). Podemos interpretar esta ultima informagéo da
seguinte maneira: considere o endomorfismo ¢ de K(X) tal que

©(X1) = g1, s @(Xn) = Gn, ©(Xni1) =0, P(Xpi2) =0, ...
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Ele existe, pois K(X) é a lgebra associativa livre. Além disso,

o(f(X1, X2, .oy Xn)) = F(G1, G2y vy Gh)-

De um modo geral, para todo endomorfismo ) de K(X) temos

V(f(x1, Xo, woey Xa)) = F(D(x1), Y (%2), ..o (X)),

mostrando que T(R) é invariante por endomorfismos. Disso tiramos a definicdo de T-ideal.

Definigdo 2.2.1. Um ideal / de K(X) é chamado de T-ideal se ele é invariante por todos os
endomorfismos de K(X), isto &, se ¢(/) C [ para todo endomorfismo 1 de K(X).

Antes da demonstracdo mostramos que se R é uma algebra, entdo T(R) € um T-ideal.
Reciprocamente, se / é um T-ideal, entdo para a algebra quociente K(X) /I temos T(K(X)/I) = I.
Ou seja, todo T-ideal é o conjunto das identidades polinomiais de alguma algebra.

Sabemos que para cada algebra existe um T-ideal, porém duas algebras distintas podem
formar o mesmo T-ideal. Do ponto de vista de identidades polinomiais classificamos tais algebras
por meio do conceito de variedade.

Defini¢édo 2.2.2. Dado S C K(X), S #(), a classe D de todas as algebras R tais que f é uma
identidade polinomial de R para toda f € S € chamada de variedade determinada por S.

Exemplo 2.2.3. A classe das algebras comutativas é a variedade determinada por {[x;, X»]}.
Para falar de objetos livres em variedades precisamos do conceito abaixo:

Definigdo 2.2.4. Dado S C K(X), S # (), dizemos que a interse¢do de todos os T-ideais que
contém S é o T-ideal gerado por S. Denotamos ele por (S).

Note da definicdo que (S)” é o menor T-ideal que contém S.

Teorema 2.2.5. Se S C K(X), S #0, entdo (S)" é o subespaco vetorial de K{X) gerado por
todos os polinbmios

U1 f(g'h ey gn)UZs

onde u, Up, g1, ..., gn € K(X) € f(xq, ..., X,) € S. Além disso, a &lgebra quociente K(X)/(S)" é
livre na variedade determinada por S, livremente gerada por X = {X;, Xz, ...}, onde X = x + (S)".

Demonstragdo. Denote por / o subespago vetorial de K(X) gerado por todos os polinémios

U1 f(g1! ey gn)UZs
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onde uy, U, gi, ..., Gn € K(X) e f(Xy, ..., xp) € S. Temos que / é um ideal de K(X). Além disso,
se 1) € um endomorfismo de K(X), entdo

Y(urf(gy, ..., Gn)U2) = V(U F(P(G1), .., Y(Gn))(U2),

onde (), (1), - » ¥(gn), Y(p) € K(X). Logo, I € um T-ideal que contém S. Como todo
T-ideal que contém S também contém /, segue que / = (S)".

Vamos provar que a algebra F = K(X)/(S)" é uma &lgebra livre, livremente gerada
por X = {X;, Xz,...}, na variedade ID determinada por S. Primeiro note que F € I, pois se
f(Xq,...,Xn) € Segy,...,gn € F, entao

(g1, Gn) = H(G15 -, Gn) = 0,

uma vez que (g1, ..., 9n) € (S)T. Agora, seja R uma algebrade D e seja ¢ : X — Ruma
aplicacdo qualquer. Definimos uma aplicagédo 6 : X — R por 6(x;) = ¢(x;) para todo x; € X. Como
K(X) é a &lgebra associativa livre podemos estender ¢ para um homomorfismo 6 : K(X) — R.
Como T(R) € um T-ideal e S C T(R), segue que (S>T C T(R) C Ker 0*. Logo, a fungao
0 : F — R dada por

6(h) = 6*(h), h € K(X),
€ um homomorfismo e
0(x) = 6"(x;) = 0(x;) = ¢(X),
como era o desejado. O

Definigdo 2.2.6. Dado S C K(X), S # (), se D é a variedade determinada por S, entdo a algebra
K(X)/(S)" é chamada de &lgebra relativamente livre de D.
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3 GERADORES DE T-IDEAIS

Dada uma algebra R, como por exemplo a de Grassmann ou triangular superior, de-
sejamos descrever todas as suas identidades polinomiais. Mais especificamente, queremos
encontrar um conjunto S tal que <S>T = T(R). Neste capitulo veremos que € suficiente procurar
por geradores especiais, que chamamos de préprios multi-homogéneos, quando o corpo & infinito.
Além disso veremos o conceito de sequéncia de codimensdes de um T-ideal. Ao longo de todo o
capitulo todas as algebras consideradas serao associativas com unidade.

3.1 IDENTIDADES POLINOMIAIS MULTI-HOMOGENEAS E MULTILINEARES

Para comecar precisamos definir o que vem a ser uma equivaléncia entre dois conjuntos

de identidades polinomiais.
Definicdo 3.1.1. Dois subconjuntos de K(X) sdo Pl-equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal.

Proposicao 3.1.2. Sgja
f(X1:X21---,Xn) = fi(x1sx2’---axn):

onde f; € K(X) é homogéneo de grau i em x; paratodo 0 < i < n.

(i) Se o corpo K possui mais de n elementos, isto é, |K| > n+ 1, entdo
(N7 ={fy, i, .., £)7.

(i) Se o corpo K € infinito, entdo {f} é Pl-equivalente a um conjunto de polinémios multi-
homogéneos. Se o corpo K tem caracteristica zero, entdo {f} é Pl-equivalente a um

conjunto de polinémios multilineares.

Demonstrac&o. () Sejam oy, a4, ..., ap € K distintos entre si. Pela definicdo de f
temos que

n

flajxy, Xo, ...\ Xp) = Zﬁ(a,-x1, Xo, ..., Xp).

i=0

Como f; € homogénea de grau i em x;, obtemos

n
floyxi, Xo, ..., Xp) = Za}f;(xh X2, ey Xn)
i=0
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e, pela definicdo de T-ideal gerado, sabemos que f(ajXy, Xz, ..., Xn) € (f>T para todo
0 <j < n. Listemos as n + 1 igualdades acima possiveis:

n
F(Q0Xt, Xos s Xa) = D Ofi(Xt, Xoy s Xa),
i=0

n
Flnxs, X, oy Xo) = D a4fixt, Xy oy Xa),
i=0

n
f(QnX1, Xoy ooy Xp) = Za;,f,-(xh X, wery Xp).
i=0
Se denotarmos f(a;x1, X2, ..., Xp) = gj teremos entao que o sistema anterior pode ser

reajustado e montado na forma matricial

2 n

9o 1 o o ... o fo
2 n

[el) 1 oy of ... o fi
2 n

On 1 ay o, ... a fn

Pelo teorema de Vandermonde temos que o determinante da matriz

2 n
1 ap a5 ... o
1 a4 of ... af
A = . -
2 n
1 oy o «,

sera

det(A) = | [ — o) #0.

i<j

Portanto a matriz A € inversivel e podemos reescrever o sistema da seguinte forma:

% fo
= g | _ f
9n f

Desta forma, temos que os polindmios f; podem ser escritos como combinagao linear
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dos polinémios g;. Logo,

<f0: f‘ls ey fn>Tg <gOs g1! ey gn>T g <f>Tg <f01 f1: ey fn>Ts

ouseja, (f)7 = (fy, fi, ..., f,)T.

Suponha que K seja infinito. Escreva

onde %% & multi-homogéneo com multigrau d = (d;, ..., d,). Note que D é um
conjunto finito de n-uplas. Aplicando sucessivamente o item (i) nas demais variaveis,
teremos

(" = (9d e D)’

Assim, a primeira parte do item (ii) esta provada.

Para a segunda parte, basta provar que cada {f(d)} € Pl-equivalente a um conjunto
formado por um polindmio multilinear e fazer a uniao de tais conjuntos para finalizar a
demonstragao. Assim, sem perda de generalidade, assumiremos que f = f(xy, ..., Xp)
€ multi-homogéneo com multigrau (d,, ..., d,). Faremos aqui o que chamamos de
processo de linearizagdo. Vamos supor que d; > 1. Neste caso, definimos um novo
polinémio g da seguinte forma:

a1, Yo, Xoy ooy Xn) = F(V1+Y2, Xoy ooy Xn)—F(V1, X2, ooy Xp)—F( V2, Xy ooy Xp).

Note que deg,, (g) < d; e deg,,(9) < d;. De fato, quando aplicarmos a distributiva, os
mondmios de f(y; + y», X», ..., X,) COM grau d; na variavel y; serdo exatamente os
mondmios que formam f(yy, X, ..., X,), € 0s de grau d; na variavel y, serdo os de
f(y2, Xo, ..., Xp), SeNdo ambos cancelados em g. Denote por h = h(y1, Vo, Xo, ..., Xp) @
componente multi-homogénea de g(yy, Yo, X2, ..., Xp) COM

deg,, h=1, deg, h=d; — 1, deg,, h= b, ..., deg, h=d,.
Como o corpo & infinito temos que h € (g)" C (f)". Por outro lado,
h(Xy, X1, Xo, ..., Xp) = dif(Xq, Xo, ..., Xp).

Como a caracteristica do corpo é 0, segue que d; # 0 e, portanto, f € (h)T. Assim,
()T = (h)". Agora repetimos o processo com o polinémio h e a variavel y, se
d; — 1 > 1. Apbs alguns passos repetindo o processo nos "novos" polinbmios e nas
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varigveis com grau > 1, encontraremos um polinémio multilinear Pl-equivalente a f.
OJ

Veremos agora um exemplo de linearizagdo de um mondmio.

Exemplo 3.1.3. Dado o polinbmio f(Xq, X2, X3) = X X3Xq XoX2, temos que

fy1 + Y2, X2, X3) — (Y1, X2, X3) — f(V2, X2, X3)

= (V1 +Y2)Xa(Y1 + Vo) XoXo — ViXaY1XeXo — YaX3YaXoXo

= Yi1X3Y1XoXo + Y1 X3YoXoXo + YoX3 Y1 XoXo + YoX3YoXoXo — Y1 X3Y1XoXo
—Ya2X3Y2Xo X2

= V1X3)oXoXo + Vo X3)1 XoX2.

g(y1s.y2! X2, X3)

Repetindo o processo para g e x», isto €, fazendo

h(y1, ¥2, 21, 22, X3) = 9(V1, V2, Z1 + Z2, X3) — Q(V1, Y2, Z1, X3) — 9(V1, Vo, Z2, X3)

obteremos a linearizacdo h desejada dada por
h(y1, Yo, 21, Z2, X3) = Y1X3YoZ12Zo + Y1 X3YoZoZy + YoX3Y1Z1 20 + Yo XaY1ZoZy-
Note que h € (g)" C (f)". Além disso, se a caracteristica do corpo é 0, entéo de
h(x1, X1, X2, X2, X3) = (2)(2)f(x1, X2, Xa)

teremos f € (h)" e, consequentemente, (f)” = (h)" com h sendo multilinear.
Provado isso seguimos definindo o conceito de codimensao.

Definicao 3.1.4. Seja R uma Pl-algebra com T-ideal T(R). A dimensao dos polinémios multi-
lineares de grau n em K(X) médulo as identidades polinomiais de R é chamada de n-ésima
codimensao do T-ideal T(R) e é denotada por ¢,(R), isto &,

A - d P,
(R =dm | TR |-

Chamamos a sequéncia (¢,(R)),en de sequéncia de codimensdes de T(R).

3.2 IDENTIDADES POLINOMIAIS PROPRIAS

Definigcdo 3.2.1. Um polindmio f € K(X) é chamado de proprio se for uma combinagéo linear
de produtos de comutadores. Denotamos o conjunto de todos os polindmios préprios de K(X)
por B, e o conjunto de todos os polinbmios préprios multilineares de grau n por [, isto &,

[,=BN P,
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Por exemplo, os polinémios abaixo s&o proprios:
[X1, X2, X1],  [X1, X2, X1][Xs, X2] + 2[X3, X11[X1, Xa][Xs5, X2, X2, Xo] + 7[Xa, X4].

Por um abuso de linguagem, dizemos que os elementos de K também séo polindmios préprios.
Proposicao 3.2.2. Seja L(X) o subespago vetorial de K(X) gerado por todas as varidveis de X

e todos comutadores. Considere uma base ordenada 3 de L(X) conforme abaixo

X1, Xoy ey [Xis Xl [Xis Xpls ooy [Xkos Xkos Xils [X4 Xi, Xpl, ..
Ent&o o espago vetorial K(X) possui uma base (' formada por elementos do tipo
X X3 D X DG % X s X0
onde ay, ..., am, by, bo, ...,¢ > 0 em > 0. Os elementos de 3 comay = a, = ... = a,, = 0 formam

uma base de B.

Demonstracdo. Este resultado é consequéncia do famoso Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Para a demonstracao ver o (DRENSKY, 2000, Proposicao 4.3.3). O]

Por exemplo, escreveremos o elemento xzx,Xx; como combinagéo linear dos elementos da

base 3’ da proposicéo acima:

X3XoX1 =X3X1X2 + X3[X2, Xi]
=X1X3X2 + [X3, X1]X2 + X3[X2, Xi]
=X1X2X3 + X1[Xa, X2] + Xo[Xa, X1] + [X3, X1, Xo] + Xa[X2, X1]

=X1XoX3 + X1[X3, Xo] + Xo[X3, X1] + X[ X2, X1] + [X5, X1, Xz].

Proposicao 3.2.3. Se R € uma Pl-algebra sobre um corpo K infinito, entdo T(R) é gerado por
seus elementos proprios multi-homogéneos. Se a caracteristica de K é igual a zero, entdo T(R)
€ gerado por seus elementos préprios multilineares.

Demonstragdo. Para a demonstracao, ver (DRENSKY, 2000, Proposicéo 4.3.3). O
Abaixo faremos um exemplo de como seria a demonstracao do resultado acima.

Exemplo 3.2.4. Considere o polinémio
3 2
f(X1, X2) = X; Xo[Xa, X1][X2, X1, Xo] + X1X5[ X2, X1, X1, X1, X1, Xo].
Se K é infinito, provaremos que

<f>T = (e xlDxe, 1, %], [Xe, X1, X1, X1, X4, Xe] >T'
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Demonstragdo. Por definigao, f(x; + 1, x2) € (f)7, ou seja,
;

f(x +1,%) = (x5 + 120, 11X, X1, X2] + (X1 + 1)X22[X2,X1,X1,X1,X1,X2] e (f)".

Note que na igualdade acima, usamos o fato que quando um dos elementos de um comutador
for igual a 1, entdo o comutador se anulara. Fazendo a distributiva teremos

Xfxz[xz, X1][X2, X1, Xo] + 3X12X2[X2, X1][X2, X1, X2]

+3X1 X[ X2, X1 ][ X2, X1, Xo] + Xo[Xo, X1][X2, X1, Xo]

2 T
+X1X5[X2, X1, X1, X1, X1, Xe] + X5[Xo, X1, X1, X1, X1, Xe] € ().

Como K ¢ infinito temos que a componente multi-homogénea
g(xi, Xe) = Xe[Xe, x1][Xe, x1, %] € ().

Fazendo g(xy, X + 1) teremos
(X2 + 1)[x2, xq][X%2, X1, X2] € <f>T,

e, pela distributiva,
Xo[Xa, X1][X2, X1, Xo] + [X2, X¢][X2, X1, Xo] € <f>T-

Como K é infinito temos que a componente multi-homogénea [xz, X;1[X, X1, X2] € (f)7. Em

particular,
f(X1, X2) — X2 Xa[X, X11[Xe, X1, Xe] = Xy XE[Xa, X4, X1, X1, X1, Xo] € ().
Agora usamos 0 mesmo argumento em x; Xz[xz, X1, X1, X1, X1, Xo] para concluir que
[X2, X1, X1, X1, X1, X2] € <f>T.
Note que provamos

(O D xe, 1], X1, Xel, [Xes X4, X4, X1, X1, %] )7 -

A outra inclusdo C é 6bvia. O

De forma andloga a como definimos codimensao na Definigdo 3.1.4, podemos definir
codimensao propria.
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Definicao 3.2.5. Dado o espaco vetorial

(R) = L
m(R) = FTmNTR) |’

definimos a n-ésima codimensao prépria de T(R) por
Ym = dim([' ,,(R)).

Chamamos a sequéncia (vm(R))men de sequéncia de codimensdes proprias de T(R). Pode ser
provado que

n

n(R) = ( )7 (R)
k=0 k )

quando o corpo K é infinito. Para mais detalhes ver (DRENSKY, 2000, Teorema 4.3.12).
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4 IDENTIDADES POLINOMIAIS DE DUAS IMPORTANTES ALGEBRAS

O objetivo deste capitulo é descrever um conjunto gerador do T-ideal das identidades
polinomiais das algebras de Grassmann e das matrizes triangulares superiores 2 x 2 quando o
corpo é infinito.

4.1 IDENTIDADES POLINOMIAIS DA ALGEBRA DE GRASSMANN

Antes de provarmos o préximo teorema, que € um dos principais resultados deste trabalho,
precisamos do seguinte lema e de uma proposicao.

Lema 4.1.1. Seja G = ([x1, X2, x3]) " 0 T-ideal de K(X) gerado por [x1, X2, X3], onde K é infinito de
caracteristica diferente de 2. Entao os polinbmios

[X1, Xo][X2, X3] € [X1, Xo][ X, Xa] + [X1, Xa][X2, Xa]

pertencem a G.

Demonstracdo. Antes de comecar precisamos provar a seguinte propriedade do produto comu-
tador:

(21, 2225] = 2024, Z3) + [24, 2] Z5.

Para provarmos isto basta expandirmos o lado direito da igualdade acima:

25[24, Z3] + (24, Z2]Z3 25(2123 — Z32Z4) + (2122 — Z221) 23

2pZ123 — ZpZ321 + 212023 — 2p2Z123

21(2223) — (2223)Z4

(21, 2223].

De maneira semelhante teremos

(2122, 23] = Z4[ 2, Z3] + [, Z5] 22,

Com isso podemos seguir com a demonstragao.
Como [[x1, X2], x3] € G temos que [[x1, XoX2], X3] € G pois apenas substituimos uma das
variaveis por um polindmio. Desta forma temos que, aplicando a propriedade anterior,

[([x1, Xo]Xo + Xa[X1, X2]), X3]

[([x1, Xe]X2), Xs] + [(Xa[X1, X2]), Xs].

[[X1, XoX2], X3]
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Novamente pela mesma propriedade temos que

[([x1, XelX2), Xa] + [(Xa[X1, Xe), X3] =([X1, Xe][Xe, Xa] + [[X1, Xa], X3]X2)

+ (Xel[X1, Xo], Xa] + [X2, X3][X1, Xz]).
Sabemos, porém, que [[x1, X2], X3]X> € Xo[[ X1, X2], X3] estdo em G. Logo,
(X1, X2l X2, X3] + [X2, X3][X1, X2]) € G.
Além disso,

[X1, Xo][X2, Xa] + [X2, Xa][X1, X2] =[X1, X2][X2, Xa] + ([X1, Xa][X2, Xa] + [[X2, Xa], [X1, X2]])

=2[X1 s X2][X2, X3] + [X21 X3, [X1 ’ XZ]]'

Novamente temos que [xo, X3, [X1, X2]] € G e, portanto, [xq, x2][%, X3] € G.
Para provarmos que [xy, Xo][Xs, X4] + [X1, X3][X2, X4] € G basta usarmos o processo de

linearizag@o no polinGmio x4, Xo][X2, X3] € chegaremos exatamente no polindmio desejado. [

Proposicao 4.1.2. Sejam U C V dois subespacos vetoriais de um K-espaco vetorial W.
Suponha que 3 é um subconjunto de W

B={f=f+U|fep}

gera o espago vetorial quociente W /U. Se

5:{?=f+V|feﬁ}

é linearmente independente em W/V, entado U = V e? é basede W/ V.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que U # V. Entéo existe v € V tal que v ¢ U e, desta
forma, temos que v € W/U néo serd a classe nulaem W/U. Assim, existem a4, ap, ..., ap € K
ndo todos nulos e f;, &, ..., f, € (3 tais que

n
E O{,‘f,' =V.
i=1

Como W/U é um espago vetorial, temos que

n n n

L
r
<|
\|3
<|

|
£
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c
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No entanto, como U C V, temos que

n

v—zn:oz,f,-é V:>§—Zoz,--

i=1 i=1 i=1

e Y

Il
oll
i3
<l

Il

NE

L
=

Mas como v € V temos que V = Oe portanto

n _ n _
Zai?i= ZOéffi = 0.
i=1 i=1

Logo, E é linearmente dependente em W/V, o que é um absurdo. O]

Teorema 4.1.3. Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e seja E a algebra de

Grassmann.

(1) O T-ideal T(E) é gerado por[x;, Xo, X3], isto &,

T(E) = <[X1, X2, X3]>T-

(2) As codimensées das identidades de E satisfazem

Ca(E) = 2",

Demonstragao. (1) Seja I = ([x, X2, X3])". Claramente | C T(E) C K(X). Para pro-
varmos o item (1) encontraremos um conjunto gerador de K(X) /I que é linearmente
independente em K(X)/T(E) e, pela Proposigédo 4.1.2, teremos que | = T(E).

Se f € K(X), entdo pela Proposigdo 3.2.2,
np

onde n = (ny, ..., Nm), app € K e p € proprio. Note que se em p tivermos um
comutador de comprimento maior ou igual a 3 entdo p € /. Logo, para encontrarmos
um conjunto gerador de K(X) /I consideraremos que p = 1 ou p é um produto de
comutadores de comprimento 2.

Do Lema 4.1.1 temos que se 0 € Sy, entao

Xty Xo@)]* - [Xo@i—1)s Xo@ol+ 1= (=1)[X1, Xl - [Xar—1, Xor] + I,

onde o € S,;. Portanto podemos novamente restringir nossos p's de forma a analisar
apenas 0s casos em que p = [X;, X,] - [X,,_,, Xi,] ONde ; < b < ... < y. Desta
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forma, seja 5 o conjunto dos polindmios
n n
X11 e Xmm[xf1 ) Xiz] T [Xf2r71 ) szt]

com iy < b < ... < i»s. Pelo 0 que acabamos de provar, temos que o conjunto B =0+
gera o espaco vetorial K(X) /.

Seja Z af? —Oonde f=f+ T(E) e oy € K paratodo f € 3. Entao

fep
Y af=0=> af € T(E).
fep fep

Como K é infinito, podemos supor que Z asf € multi-homogéneo e estd em T(E).

tes
Como f €  podemos escrever o somatério como

n n
E OénX11 e Xr?vm[xﬁ ’ Xiz] e [Xf2r71 ’ szt] = E X11 e ngm(OéN[Xh ’ Xiz] e [szrﬂ ’ szt])!
n n
comn=(ny, No, ..., Np), Iy < b < ... < Iy € @y € K.
Usando a mesma técnica do Exemplo 3.2.4, temos que a,[X;,, Xi,] - - - [Xi,_4s Xi] € T(E)
para todos x;, X, ..., X,,. Em particular, para os elementos e;, e, ..., e do conjunto

gerador da algebra de Grassmann temos
[ei, &] = eie; — gje; = eig; + ;6 = 2¢¢,
e portanto
0 =apley, €] - [x—1,62] = an2'ees - - ex_16en.

Como a caracteristica de K é diferente de 2 teremos que «, = 0 para todo n. Logo
B = 3 + T(E) é linearmente independente em K(X)/ T(E) e, portanto, pela Proposigéo
4.1.2 temos que T(E) = ([x1, Xz, x3]) " .

Da demonstragao do item (1) podemos tirar que I ,(E) é gerado por
[X1, X2] - - - [Xok—1, Xek],

quando n = 2k e [ ,(E) = 0 quando n for impar. Logo v,(E) = 1 para npar e y,(E) =0

para nimpar, ou seja

Yn(E) = (1 +(=1)").

N| —
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O

4.2 IDENTIDADES POLINOMIAIS DA ALGEBRA DAS MATRIZES TRIANGU-
LARES SUPERIORES

Finalizamos este capitulo com o0 nosso segundo resultado principal.

Teorema 4.2.1. Seja K um corpo infinito e seja U,(K) a algebra das matrizes triangulares
superiores m x m. O T-ideal T(U(K)) é gerado por

[X1, Xo] - - [Xom—1, Xom]-
Demonstragdo. Faremos a demonstragdo apenas para o caso m = 2.

mios préprios multi-homogéneos de multigrau (my, ..., m,). Como o corpo € infinito, é suficiente
provar que

Para montarmos um “bom” conjunto gerador precisaremos da seguinte identidade:

[X1, X2, X3, Xa] = [X1, X2, X4, X3].

Para prova-la basta notar que

0 = [[x3, Xa], [X1, Xe]] = [X3, Xa, [X1, Xa]l,
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e pela identidade de Jacobi

0 = [X3, Xa, [X1, Xel] = —[Xa, [X1, Xe], Xa] — [[X1, Xe], X3, Xal.

Aplicando a anticomutatividade dos dois primeiros elementos do comutador temos

0 = [[x1, X2, Xa, Xs] — [[X1, X2, X3, Xa],

ou seja,

[X1, X2, X3, Xa] = [X1, X2, Xa, X3],

como era o desejado. Usando esta identidade temos que

[,y1sy23 XO’(1)! sXO'(n)] = [}/1a}/2= X1y vensy Xn]-

Agora, pela anticomutatividade e pela identidade de Jacobi, podemos mudar a ordem das trés

primeiras variaveis. Portanto, podemos reorganizar as variaveis de qualquer comutador, médulo

[Xi5£(1ax1s ey X1y eey Xiy Xiy oo 5XL': !z(ni Xny e 5Xda

vV Vv Vv
m m;—1 mn

comj=2,...,n. Seja [ o conjunto dos polindmios desta forma. Pelo o que acabamos de provar,

Ou seja, queremos provar que se

n
f(X1, X2y ony Xp) = ZO"’[X/’&“’X“ ey Xty ey Xiy Xiy ooy Xjy ooy Xy Xy o5 Xn] € T(U2(K)),
=2 ;n: N~ "~

mi—1 mnp

entdo a; = 0O para i = 2, ..., n. Pois bem, suponha f(xq, Xz, ..., X,) € T(Uz(K)) como acima. Para
um k fixo, se tomarmos X; = ey parai # k, e X; = ey1 + o para i = k, onde €1, €12, €x1, €2
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sd0 os elementos da base canénica de M,(K), teremos

0 =F(X1, Xo, ., X)

n
= Z ai[)(i52(11X15 ey XLa 52(1'5 )(is ey XJI’! 52(na Xna ] Xd

vV
m m;—1 mp

i=2

=a[e11 + €12, €11, €11, .., €11, .., €11 + €12, €11 + €12, ..., €11 + 12, .o, €11, €11, -, E41]
vV vV Vv
my myk—1 mp

- Oék[e12,911, €115, €11, .., €11 + €12, 811 + €42, ..., €11 + €42, ..., 11, €41, ..., 911J]
vV Vv Vo
m mk—1 mp

T aklerz, €11 + €12, €11 + €12, ..., €11 + €12, ..., €41, €41, ..., €11] = TkE12.
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5 IDENTIDADES POLINOMIAIS DA ALGEBRA DE MATRIZES

Em varios campos da matematica encontramos as matrizes sendo aplicadas, portanto é
de se esperar que a algebra de matrizes seja explorada nos estudos de Pl-algebras. Veremos
neste capitulo um importante resultado sobre existéncia e minimalidade do grau das identidades
polinomiais desta algebra. Tal resultado possui varias demonstracdes diferentes, estudaremos
algumas e falaremos algo sobre as outras. O teorema original pode ser encontrado em (AMIT-
SUR; LEVITZKI, 1950), porém veremos as demonstracdes de (RAZMYSLOV, 1974) e (ROSSET,
1976). Antes, porém, veremos uma aplicacao interessante da teoria de grafos na multiplicagao
de elementos da base canénica de M(K).

5.1 GRAFOS E A MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Veremos aqui uma interpretacdo da multiplicacao dos elementos da base candnica de
M,(K) em teoria dos grafos, a qual sera util para facilitar alguns célculos. Tal interpretagao pode
ser encontrada em (DRENSKY, 2000) e com mais detalhes em (GONGALVES; SCHUTZER,;
TALPO, 2016).

Seja U um subconjunto da base candnica de M,(K). Definimos o grafo orientado T
como o conjunto de vértices V = {1,2, ..., n} e as arestas orientadas E = {(i,j)|e; € U}. Note
que relacionamos o elemento e; da base candnica com a "aresta" orientada que sai do vértice i
e chega no vértice j.

Relembramos que a multiplicagéo e;;, e,;, sera nao nula se, e somente se, j; = i, neste
caso, e, &, = €;j,- Logo, a multiplicacéo e e;,;, sera ndo nula se, e somente se, (i, j1), (k, j2)
formar um caminho no grafo T . Podemos generalizar este caso para uma multiplicagao finita
qualquer:

i+ €ijy 70 <= (i1, j1), ..., (i, jx) formam um caminho em T ;

neste caso, a multiplicagdo resultara em e; ;,, onde i; € o primeiro vértice do caminho e ji o ultimo.
A seguir vemos um exemplo de grafo T, formado pelo subconjunto U = {ey1, €2, €13, €32}
da base canénica de Ms(K).

Figura 5.1 — Grafo Ty, U = {ey1, €22, €13, €32}

€y €,

(o0

e13

Fonte: Elaborada pelo autor



39

Note que a multiplicagéo ey e43€3265 sera ndo nula pois forma um caminho no grafo T,
ou seja, vocé pode percorrer as arestas (flechas e lagos) com uma caneta, seguindo a orientagao
indicada, sem retirar a caneta do papel. Tal multiplicagao resulta em e;,, porém a multiplicagao
e11 €3> ndo formara um caminho, logo sera nula.

5.2 O TEOREMA DE AMITSUR-LEVITZKI

Enunciaremos nesta secao o teorema de Amitsur-Levitzki, porém antes veremos dois

lemas que ajudardo a demonstrar a importancia de tal resultado.

Lema 5.2.1. A algebra de matrizes M(K) ndo satisfaca uma identidade polinomial de grau menor
que 2K.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que M (K) satisfaz uma identidade polinomial de grau
m < 2k. Por causa do processo de multi-linearizagéo, ela satisfaz uma identidade multilinear de
grau n < m < 2k, ou seja, uma identidade da forma:

F(Xqy ey Xp) = Z s Xy(1) "+ Xo(n)y Qg € K.
oES)

A menos de uma troca de variaveis temos «, # 0, onde € é a permutacéo identidade.
Usaremos aqui uma estratégia chamada de "argumento de escada”, ou seja, substituire-
mos as variaveis de f conforme o grafo abaixo:

Figura 5.2 — E possivel que ocorra p = g, neste caso os dois Ultimos vértices serdo o mesmo.

Fonte: Elaborada pelo autor

Desta forma,
0 = f(e41, €12, €22, €23, ..., Epg) = AcB4g,

e portanto o, = 0, absurdo. O

Lema 5.2.2. Se f(xq, X2, ..., Xox) € uma identidade polinomial multilinear de My(K), entao
f(x1, Xz, ..., Xok) = A Stak(X1, Xa, ..., Xok),

para algum o € K.
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Demonstracdo. Se f(xi, X, ..., Xox) € uma identidade polinomial multilinear de M, (K), entao

F(Xqy ey Xog) = Z Qo Xo(1) "+ Xo(2k)s Qo € K.
o€Sak

Para facilitar o entendimento, faremos apenas o estudo de M,(K). Neste caso, escreva

f(x1, X2, X3, X4) = Z (040(1)0(2)0(3)0(4)) Xo(1)Xo(2)Xo(3) X0 (4)5 (040(1)0(2)0(3)(;(4)) € K.
gESy

Olhando para o grafo

Figura 5.3 — Grafo associado a x; = €11, X2 = €11, X3 = €12, X4 = €22

X,

Fonte: Elaborada pelo autor

podemos ver que
0 = f(e11, 11, €12, 822) = (1234 + (V2134) 12,

0U seja, (o134 = —Q1234, POIS 0S UNicos caminhos possiveis que passam por todas as arestas
no grafo serdo x;xoXs3X4 € X2X1X3X4, l0gO estas serdo as unicas parcelas da soma que nao se
anulardao. A menos de uma mudanca de variaveis, podemos usar 0 mesmo argumento para

garantir que

(%(2>a<1)a(3)a(4>) = (aa(1>a(2)a<3)a<4))

para toda permutacao o. Olhando para o grafo

Figura 5.4 — Grafo associado a x; = €41, Xo = €12, X3 = €92, X4 = €22

Fonte: Elaborada pelo autor
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podemos ver que

0 = f(e11, €12, €22, €22) = (V1234 + (V1243) €12,

OU Seja, (ryo43 = —Qiy234. A menos de uma mudanca de varidveis, podemos usar 0 mesmo

argumento para garantir que

(ao(1>o<2)o<4)a(3>) == (040(1)a<2>o—(3)o<4))

para toda permutagéo o. Olhando para o grafo
Figura 5.5 — Grafo associado a x; = €12, Xo = €22, X3 = €92, X4 = €01
x4
XZ

Fonte: Elaborada pelo autor

podemos ver que
0 = f(e12, €22, €22, €21) = (1234 + (V1324) €11 + V€22, ¥ € K.

Note que a segunda igualdade acima decorre do fato que os Unicos caminhos que saem do
vértice 1 e terminam no mesmo passando por todas as arestas serao x; XoX3Xs € X1 X3X2X;. COmo
o conjunto {ey, e} € L.I. segue que arya34 + (1324 = 7 = 0, OU S€ja, (1304 = —(¥1234. A menos de

uma mudanca de variaveis, podemos usar 0 mesmo argumento para garantir que

(aa(1>a<3)o<2)a(4>) == (040(1)a<2>o—(3)o<4))

para toda permutagéo o.
Provamos que

—Qgped = Opacd = Nacbd = Xapdc
sempre. Logo,
f(X1, X2, X3, X4) = ((v1234) Sta(X1, X2, X3, X4)

como era o desejado. O

Esses dois lemas juntos nos dizem que se My (K) satisfaz uma identidade polinomial
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multilinear de grau 2k, entao esta sera a identidade de menor grau que My (K) satisfaz e, além
disto, ela sera da forma a:Sty(xq, Xo, ..., Xox) para algum o € K. O Teorema de Amitsur-Levitzki
nos garante que, de fato, M (K) satisfaz tal identidade.

Teorema 5.2.3 (Amitsur-Levitzki). O polinémio standard Sty(x4, ..., Xox) € uma identidade polino-
mial para a algebra M(K).

Existem varias demonstragdes diferentes deste teorema, veremos neste capitulo duas
delas, a de Razmyslov e a de Rosset.

5.3 A DEMONSTRAGCAO DE RAZMYSLOV

Para a nossa primeira demonstracao precisamos de mais alguns lemas:

Lema 5.3.1. Se o teorema de Amitsur-Levitzki é valido para My(Q), entao ele é valido para My(K)
para qualquer corpo K.

Demonstragdo. Se o teorema for vélido para M(Q), entdo ele sera valido para My(Z). Denota-
remos por e; e e:,-,- a matriz e; de Mi(Z) e M(K), respectivamente. Temos

Stgk (ﬁ’ ey e,-z,d-2k) = 0.
Seja ¢ o homomorfismo de anéis definido por

¢+ Mi(Z) = MdK),
k  k k  k
¢<Z ae‘) = 2D 0
1 =1 j

=1 j= i J=1

onde ay; € Z. Temos que

Sto (€7 -+ Cniar) = Stok (0(€ip)s s D(€iar)) = & (Stok (s v, Eiir) ) = 9(0) = 0.

Logo, como St € um polinémio multilinear, segue que St € uma identidade polinomial de
Mi(K). O

Relembraremos aqui uma definicdo que usaremos para provar o proximo lema.

Definicao 5.3.2. O g-ésimo polindmio simétrico elementar sobre as n variaveis comutativas
(X1, ..., X), denotado por e,(X1, ..., X,), € 0 polinébmio

€q(X1, ..o, Xp) = Z Xiy *+* Xig-

1<i<<ig<n
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Lema 5.3.3. Sejam ¢y, ..., & os autovalores da matriz a € M(K) e seja e,(&1, ..., §k) 0 g-€simo
polinbmio simétrico elementar sobre &4, ..., k. Entao

k
d+ ) (—1)%q(&1, ... a9 =0,
q=1
tr@) =&+ + &L

Demonstracdo. Denote por p(x) o polindmio caracteristico da matriz a € M (K), e seja F o seu
corpo de decomposicao sobre K. Se &, ..., £ sdo os autovalores da matriz a, entdo

p(x) = (x = &)(x — &) -+ (X — &)

Fazendo a distributiva,
p<x>=xk+(<—1>‘xk—1 > @-)+<<—1>2x"—2 > @-@)+~--+(<—1)k<§1§2-~-5k>>,
1<j<k 1<j<I<k

ou seja,

k

p(x) = X+ ) (—1)7eq(&r, ., E)X .

g=1

Pelo teorema de Cayley-Hamilton temos que

k
pa)=a+ ) (—1)7eq(ér, ... 6)a 7 = 0.
g=1
Agora, para provarmos a segunda igualdade do enunciado do lema, usaremos a seguinte
propriedade da fungao traco:

tr(AB) = tr(BA).

Seja T a matriz invertivel de M (F) tal que TaT ' é a forma de Jordan de a. Note que TaT ™'
€ uma matriz triangular superior cuja diagonal é formada por &5, &, ..., &. Pela propriedade
anterior temos que

tr(TaT™") = tr(T" ' Ta) = tr(a)

e, portanto, tr(a) = & + & + - - - + &. Como TaT ' é uma matriz triangular superior, segue que
(TaT~")? também é triangular superior com diagonal &2, &3, ..., 2. Logo,

tr(@®) = tr(T'T&%) = tr(T&T ) = tr((TaT ")) = 2 + &+ - - + £,
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Seguindo esta logica, teremos que
tr(@ =&+ +¢f

para qualquer g natural. O]

Com isso podemos seguir com a primeira prova do teorema de Amitsur-Levitzki, a prova

de Razmyslov.

A demonstracdo de Razmyslov. Faremos a demonstra¢do para o caso 2 X 2, porém o caso
geral é semelhante com apenas algumas contas a mais.

Pelo Lema 5.3.1, é suficiente provar o teorema para K = Q. Seja e4(¢;1, ..., &) 0 g-ésimo
polindmio simétrico elementar sobre &, ..., &k € pg(&i, ., k) = & + -+ + & Na demonstragéo
anterior mostramos que se &;, ..., & sdo os autovalores de a, entdo py(y, ..., &) = tr(a?). A

identidade de Newton, que pode ser encontrada com mais detalhes em (MEAD, 1992), nos diz
que

Pg — Pg—1€1 + Pg—262 + - - - + (—1)7 "py eq—1+(—1)%ge, = 0.
Desta forma,

(0f —p2) -

N =

1
é4=p € 6‘2=§(P1e1—,02)=

De um modo geral, conseguimos escrever e; como um polindbmio nas "variaveis" py, ..., p; cOM
coeficientes em QQ. Para mais informagoes ver (MACDONALD, 1998).
Para qualquer matriz a € M»(Q) com autovalores &; e &, o Lema 5.3.3 nos diz que

& — e (&, &)a+ el &)E =0,
onde E é a matriz identidade. Logo, substituindo os e; teremos
2 1 2
a — pi(&r,&a)a+ > ((P1 (&1,82)° — ,02(51,52)) E=0.
Novamente pelo Lema 5.3.3,
1
a —tr(a)a+ > ((tr(@))? — tr(a%)) E = 0.
Desta forma,
1
X2 — tr(x)x + > ((tr(x))?> — tr(x*)) E=0

serd uma identidade polinomial "traco" de M,(Q), ou seja, sempre que substituirmos x por uma
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matriz a € M»(Q) a igualdade sera satisfeita. Substituindo x por y; + y» na identidade traco e
fazendo os cancelamentos adequados, isto é, linearizando a identidade trago, teremos que

(V1Yo + Yay1) — (tr(yr)ye + tr(ye) y1)+

! ((tr(ys)tr(y2) + tr(y2)tr(ys)) — tr(y1y2 + yoy1)) E = 0.

2
Como tr(y )tr(yz) = tr(ye)tr(ys), tr(yiyz + yoy1) = tr(ysye) + tr(yz2y1) € tr(y1y2) = tr(y=ys), segue que
M,(Q) satisfaz a identidade

f(y1, ¥o) = (V1Ye + Yoy1) — (tr(y1)ye + tr(y2)y1) + (tr(ys)tr(y2) — tr(y1y2)) E = 0.

Se substituirmos y; por X,)Xs(2), Y2 POr Xs(3Xs(4) € tomarmos a soma alternada em o € S,

teremos:

0= Z(—1 )7 F(Xo(1)Xo(2), Xor(3) Xor(4)),

TES,

ou seja,

0=+ Z(—1 )7 (Xo (1) Xor(2) Xr(3) Xor(a) + Xor(@) X ()Xo (1) Xr(2))+

oES,

- Z Tt (Xo (1) Xor(2)) Xr(3) Xr(a) + U (Xr(3) X)) Xr(1) Xor(2)) +
0€S,

+ Z(—UU (tr(Xo ) Xo@)tr(Xo@ Xow) — U(Xo(1)Xo @ Xo@)Xo(@)) E-
oES,

Em decorréncia de repeticdes de somandos nas linhas 1 e 2, podemos reescrever a igualdade

acima como

0=+2) (—1) (ot Xoi2) Xota Xote))+

oES,
=2 (= D)7 (r(Xo (1) Xo@) Xo(@ Xoiw)* (5.1)
gESy
+ Z(—UU (tr(Xo )Xo @) tr(Xo@ Xow) — U(Xo(1)Xo @ Xo@) o)) E-
TES,
Uma vez que
Ir(Xe(1)Xo(2) = U(Xo@Xo1)) » U (Xo(1)Xo@ Xo3) Xo(4) = (Xo(2) Xo(3) Xo(4) X (1))

e as permutacgdes, dentro do traco, tém paridades diferentes, segue que as parcelas de (5.1) que
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possuem um traco se anulardo. Logo,

0=+2 Z(_1)U(Xa(1)xo(2)xa(3)xa(4)) = 2Sly(X1, X2, X3, Xa).

Provamos que St; é uma identidade polinomial de M>(Q) e, portanto, St; é uma identidade
polinomial de My (K). O

5.4 A DEMONSTRACAO DE ROSSET

Para a segunda prova, esta por Rosset, precisamos de mais um lema:

Lema 5.4.1. Seja C uma algebra comutativa sobre QQ e seja a € M,(C). Se tr(a") = 0 para todo
r=1,2,..., k entdo & = 0.

Demonstracdo. Seja a € M(F), onde F é um corpo de caracteristica 0. Assim como na
demonstracdo de Razmyslov, o Lema 5.3.3 e a identidade de Newton fornecem

k
d =) ad e, (5.2)
g=1

onde oy é um polinémio com coeficientes racionais nas "varidveis" tr(a’), sendo r = 1,2, ..., k.
Com esta férmula, se tr(a") = 0 paratodo r = 1,2, ..., k, entdo «y = 0 para todo g e, portanto,
a“ = 0. Porém queremos provar isto para toda algebra comutativa C sobre Q. Dado um conjunto
de variaveis Y, sabemos que a algebra comutativa livre de polindmios Q[ Y] pode ser mergulhada
no seu corpo de fragdes F. Logo, a igualdade (5.2) também é valida para a € M(Q[Y)).

Considere agora uma élgebra comutativa qualquer C sobre Q, e seja ¢ = (Cj)kxx Uma
matriz em M(C). Considere o conjunto com k® variaveis Y = {y11, Y12, ..., Y }. Como Q[Y] é
uma algebra comutativa livre, existe um homomorfismo de QQ-algebras ¢ : Q[Y] — C tal que
¢(y;) = cj para todos i/, j. Utilizando ¢ podemos construir um homomorfismo ¢* : M (Q[Y]) —
M (C) da seguinte forma: dada a € M,(Q[Y]) tal que

apr aip o Qi
a1 A - A

k1 k2 v Gk
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entdo
Plan) olar) P(ak)
(@) - P(821) ¢(§22) P(a2x)
P(a)  P(ak) P(an)
Note que,
tr((¢*(@))") = tr(¢™ (&) = ¢(tr(a)). (5.3)

Assim, se ¢*(a) = ¢, entdo

k

k k
¢ = (¢"(@) = ¢*(d) = ¢" (Z aqa“’> =) 0@ ) =) Blag)c" T,
g=1

=1 q=1

onde na terceira igualdade usamos (5.2). Por (5.3), ¢(cy,) € um polindbmio nas "variaveis" tr(c’),
onder=1,2,...,k. Logo, se tr(c") = O paratodo r = 1,2, ..., k, entdo c* = 0. n

A demonstracao de Rosset. Novamente pelo Lema 5.3.1, é suficiente provar o teorema para
K = Q. Seja E a algebra de Grassmann gerada por ey, e, ..., € seja E, o subespaco vetorial
de E gerado pelos produtos e; e, - - - e, onde k € par. Pela Segéo 1.2, temos que E; € uma
subdlgebra comutativa de E. Sejam r, ..., oy matrizes em My (Q) e defina

b= ey + -+ lhgCok.

Note que b é uma matriz k X k com entradas na algebra de Grassmann, que nao é comutativa.
Sabemos, da defini¢co de algebra de Grassmann, que e;e; = —e;e;. Logo, de

2k 2k
a="b= E E rree
=1 j=t
temos os seguintes comentarios: quando /i > j vale rirje;e; = —rirje;e;, e quando i = j vale

ririeie; = 0. Logo, podemos rearranjar o somatorio da seguinte forma:

a= Y (nn—rnnee.

1<i<j<2k

Assim, a é uma matriz com entradas na algebra comutativa E,. Temos

2
&' =bPT=) T8 €= ) Sl Th,)8 - €

i1<"'<i2q
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e tr(@) = Y tr(Stqlfi. ... 1)) 6+ €.

i< <g

Assim como na demonstragdo de Razmyslov, temos que tr (Stgq(r,-1, s r,-zq)) = 0. Logo, tr(a%) = 0
paratodo g =1,..., k e, pelo Lema 5.4.1, & = 0. Ou seja,

Kk
0=a = E Stok(Fiyy v s Fip )€1y = * i

i< <ok

porém, como temos apenas 2k possiveis valores de Jj;, entdo
0 = Sto(ry, ..., Fg)€1 -+ - - €.

Como e - - - ex # 0 entdo
Stoi(ry, ..., rk) = 0,

0 que prova o teorema. O
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6 O TEOREMA DA CODIMENSAO DE REGEV

Neste capitulo consideraremos que o corpo K é arbitrario. Nosso objetivo aqui é provar o
Teorema de Regev sobre o crescimento exponencial da sequéncia de codimensao de uma PI-
algebra, tal teorema pode ser encontrado em (REGEV, 1972). Veremos a prova de (LATYSHEV,
1972) baseada no estudo de (DILWORTH, 1950) que é tida hoje em dia como a prova padrao
de tal teorema. Além disso, provaremos que o produto tensorial de duas Pl-algebras é uma
Pl-algebra.

6.1 CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Definiremos aqui 0 que sao conjuntos parcialmente ordenados, daremos alguns exemplos
€ mostraremos uma importante técnica que sera usada para provar um teorema mais a frente.

Defini¢cdo 6.1.1. Um conjunto P com uma relagdo binaria <* é chamado de parcialmente
ordenado (POSET), e denotado por (P, <*), se para todos a, b, ¢ € P valem:

(1) a <* a(reflexividade);
(2 a<* beb <" a— a-= b (anti-simetria);
(3) a<*beb<*c— a<” c(transitividade).

Chamamos a relagdo <* de relagéo de ordem parcial.
Se P é um POSET, dizemos que ay, a, ..., a € P formam uma cadeia se

a <"a <o <F gy,

e formam uma anticadeia se a; <* a; ndo ocorre para nenhum i,j € {1,2,..., k} com i .

Vejamos alguns exemplos de conjuntos parcialmente ordenados. Um exemplo béasico € o
R? com a relagéo a seguir.

Exemplo 6.1.2. Defina em R? a relacdo <; em que
(ay, a) <1 (b1, bo) se, e somente se, a; < by e a = by,

onde < é a relagdo usual de ordem nos reais. Entéo, (R?, <) é um POSET. Note que as cadeias
finitas deste conjunto serdo formadas por elementos que estdo numa mesma reta horizontal de
IR?, e as anticadeias serdo compostas por elementos que nao estdo, dois a dois, numa mesma
reta horizontal.

Veremos, agora, uma relagdo de ordem parcial importante tanto para as permutacoes
quanto para os monémios.
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Exemplo 6.1.3. Dado n > 1, seja <, a relagdo binaria em S, definida por: ¢ <, T se, e
somente se, existe 0 < k < n— 1 tal que

o(iy=T()se1<i<k, eclk+1)<7(k+1).

Agora defina o <, 7 se, e somente se, 0 = T oU 0 <, 7. Temos que (S,, <) € um conjunto
parcialmente ordenado, cuja ordem é chamada de lexicografica a esquerda. Provaremos que, de
fato, trata-se de um POSET:

(1) Seo,7,me S,, 0 <x TeT <y, entdo existem k; e k, tais que
o(y=1()sei < ki, eo(ky+1) < 7(ki +1),
Ty =7(i)sei< ks, eT(hkp+1) < w(ko + 1).
Supondo k; < k,, teremos
ofy=7()=n()sei < ki, ok +1) < 7(ky +1) < (ks + 1),
e portanto o <, m. Supondo k» < ki, teremos
oc=71()=m(i)sei < ky, (ko +1) =T(ka + 1) < (ko + 1),

e portanto o <, .

(2 Seog <y71,7T<yoecgFT,entdo o <, T, T < 0 €, pelo item anterior, ¢ <) 0.

Assim, existe um k tal que o(k + 1) < o(k + 1), 0 que € um absurdo.

Note que a relagéo <, induz uma relagdo nos monémios multilineares de P, tornado-o
um POSET, como segue:

Xo(1)Xs(2) * * * Xo(n) <K Xr(1)Xr@) " Xr(n)
se, e somente se, 0s mondémios sado iguais ou existe 0 < k < n — 1 tal que
c=1()sel1<i<k eck+1)<T7(k+1).

Veremos agora uma técnica que, embora nao receba este nome na literatura, achamos
adequado chama-la de técnica de organizacdo de bagunga. Esta técnica nos ajudara a reduzir a
baguncga existente na ordem das variaveis de um mon6émio e tem uma importante relagdo com a
ordenagao lexicografica que sera utilizada para demonstrar o Teorema 6.2.7.

Seja h € P, um mondémio dado por

h = hoxj hixphe - - - hy_1X,hg tal que jy > o > -+ > jy,
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onde cada h; € um mondémio. Dizemos que (X;, X;,, ..., Xj,) € uma bagunca em h de tamanho d.
Por exemplo, 0 mondmio x; Xs X5 X4 Xo X3 tem, entre outras menores, as bagungas (Xs, X5, X4, X2) €
(Xs, X5, Xa, X3) de tamanho 4, porém nao tera nenhuma de tamanho 5.

Suponha que R seja uma Pl-algebra que satisfaz a identidade polinomial

X1 XoX4 X3 — X3 X1 XoX4 — X4X3X2X1,
e denote J = T(R). Entéo, no quociente R/J
X1 Xo X4 X3 — XzX1XoXg — X4 X3Xo X1 +J =0+ J
e portanto
XaXzXoXy +J = X{ XoXa Xz — XzX1XoX4 + J. (6.1)

Note que, por meio da identidade polinomial de R foi possivel escrever, médulo J, um monémio
com bagung¢a de tamanho 4 como uma combinacgao linear de monémios cujas bagungas tém
tamanho < 4. Faremos mais um exemplo com 0 mondmio X; XsX5X4 X2 X3, comentado no inicio do

assunto. Podemos escrevé-lo como
X1 X6 Xs X4 XoX3 = X1 (X6 X5(XaX2)X3) = X1 YaYa VoY1,

onde Xg = V4, X5 = V3, XaXo = Jo € X3 = y;. Substituindo as variaveis de (6.1) por
X4 — Ya, X3 —> Y3, Xo —> Yo, X1 — Y1,

obtemos

X1 XeXsXaXo Xz +J = X1 YaYaYolys +J

X1 (y1YeYaYs — Yay1¥oYa) +J
X1 X3 X4 XoXg X5 — X1 X5X3X4 X0 Xg + J

Logo, X1 XsXsX4X2X3 €, mddulo J, uma combinacéo linear de monémios com "menos" bagunga,
isto €, com baguncas de tamanho < 4.
Podemos generalizar este processo da seguinte forma:

Exemplo 6.1.4 (Técnica de organizagao de bagunca). Seja

f= Z Ao X)Xz (2) * * * Xo(d)
oESy

uma identidade polinomial de R, onde «a,, # 0 para algum ¢ € S,. A menos de uma mudanga de
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variaveis, podemos supor, sem perda de generalidade, as # 0 onde

5 1 2 a—1 d
“\d d-1 2
Logo,
XgXd—1 * " XoXq + J= Z a:-XO'(1)XO'(2) c Xo(a) T J, (62)
0ESy, oH

onde o' = — 2 e J = T(R).
(0

. g A . .
Seja h = Xy Xr2) * * * Xx(n) € P, um mondmio com uma bagunca de tamanho d, isto &,
h = hoXz iy 1 Xa(i) D2 -+ Xax(ig) Pals
onde iy < bp < --- <y € w(iy) > mw(h) > --- > m(iy). Tomando

Yd = Xninht, Ya—1 = Xeiyho, o Y1 = Xe(ip) has

teremos que h = hyyyyq_1 - - - y1. Substituindo as variaveis de (6.2) por
Xd = Yd, Xd—1 = Yd—1, - s X2 =2 Yo, X1 — V1
teremos

h+dJ=hyaya—1---y1+J = Z W hoYo) Vo) Yod) + J-
0E€Sy, o)

Note que

h=hoYaYa—1- Y1 >x hoYo)Yo@) " Yoia)

na ordem parcial induzida da lexicografica a esquerda vista em 6.1.3. Assim, se h tem uma
bagunca de tamanho d, entdo podemos escrever h como uma combinacao linear de monémios,
modulo J, menores do que h nesta ordem parcial. Se um somando hyY,1)Yo(2) * * * Vo) desta
combinacéo linear ainda tem uma bagunca de tamanho d, entdo escrevemos ele como uma
combinacao linear de mondémios, mdédulo J, menores do que ele como fizemos no processo
acima. A quantidade de monémios em P, é finita, entdo apds alguns passos este processo tem
que acabar, ou seja, apo6s alguns passos h sera uma combinagao linear de monémios, modulo J,
com baguncgas de tamanho < d.
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6.2 TEOREMAS DE DILWORTH E LATYSHEV

Veremos, primeiramente, o resultado que Dilworth estudou em (DILWORTH, 1950) que
relaciona o nimero de elementos na maior anticadeia de um conjunto parcialmente ordenado
com o0 numero de cadeias que o particiona. Dado um POSET finito, escreva ele como uma uniao
disjunta de n cadeias, e denote por m 0 nimero maximo de elementos que uma anticadeia do
POSET pode ter. Como cada elemento da anticadeia pertence a uma das cadeias, € como o0s
elementos de uma mesma cadeia sdo comparaveis, temos que m < n. O teorema de Dilworth

garante a existéncia de uma decomposi¢cdo do POSET em cadeias tal que m = n.

Teorema 6.2.1 (Dilworth). Seja P um conjunto parcialmente ordenado finito, e seja m o numero
maximo de elementos em uma anticadeia sua. Entdo P é uma unido disjunta de m cadeias.

Demonstracdo. Veremos a demonstragao que pode ser encontrada em (GALVIN, 1994). Ela
sera por inducao na cardinalidade de P. O primeiro passo de indugdo, isto é, quando P tem
apenas um elemento, é trivial.

Por comodidade, chamamos de /argura do conjunto P o nUmero maximo de elementos
que suas anticadeias podem ter. Com base nisso, seja a um elemento maximal de P e suponha
que P’ = P/{a} tem largura n. Por indugéo, P’ é uma unio disjunta de n cadeias Cj, ..., C,.
Precisamos provar que P possui uma anticadeia com n + 1 elementos ou P é uma unido disjunta
de n cadeias.

Como j& foi comentado na introducéo desta secéo, toda anticadeia de P’ com n elementos
tem a propriedade que cada um de seus elementos pertence a apenas um C;, e quaisquer dois
elementos distintos da anticadeia pertencem a distintas cadeias C;. Seja a; o elemento maximal
do conjunto

{x; € C; : x; pertence a uma anticadeia de P’ com n elementos }.

Note que A = {ay, ..., a,} € uma anticadeia de P’ com n elementos. Denotando B = AU {a},
temos dois casos para analisar:

(a) Se B é uma anticadeia de P, entdo P possui uma anticadeia com n + 1 elementos,

conforme gostariamos.

(b) Se B nao é uma anticadeia de P, entdo a > a; para algum i. Neste caso, K =
{a} U {x € C; : x < a;} é uma cadeia e ndo havera nenhuma anticadeia em P/K
com n elementos. Logo, pela hipdtese de indugdo, P/K serd uma unido disjunta de
n — 1 cadeias C;,...,C, ,, e P = (P/K) U K sera a unido disjunta das n cadeias
ci,..,C._,, K.

n—1»

A demonstracao do teorema esta finalizada. O



54

Definicao 6.2.2. Para uma permutagao m € S, denotamos por d(m) o maior nimero d para o
qual existem d inteiros 1 < iy < ip < --- < iy < ntais que w(iy) > w(b) > --- > 7w(iy). Paraum
inteiro b > 1 fixo, a permutacao 7 é chamada de b-boa se d(7) < b.

Outra forma equivalente de definir d(m) e permutacdo b-boa é a seguinte: Para uma
permutagéo fixa 7 € S, introduzimos a relagéo binaria <, no conjunto P = {1,2,...,n} da
seguinte forma:

[ <zj <= 7()<7() ei<]
onde < é a relagao de ordem usual nos inteiros. Note que (P, <,;) € um conjunto parcialmente
ordenado. Entdo d(m) sera o nimero maximo de elementos em uma anticadeia de (P, <,),e

serd b-boa se toda anticadeia em (P, <) tem menos que b elementos.

Exemplo 6.2.3. Se
1 2 3 45 6
T = ,
2 6 41 35
entdo d(w) = 3 pois

2<3<5enm2)=6>mn3)=4>m05) =3,

e toda anticadeia de (P, <) tem uma cardinalidade < 3. Além disto, 7 é 6-boa, 5-boa, 4-boa,
mas ndo é 3-boa.

Definicao 6.2.4. Para uma permutagado m € S, construimos um par de tabelas T;(7), T»(7) da
seguinte forma: sejam f;; o elemento da linha i e coluna j de T¢(7), e u;; 0 elemento da linha
e coluna j de T,(m). O primeiro elemento t, ; da tabela T;(m) é sempre igual a 1, e o primeiro
elemento v 1 da tabela T,(7) € igual a 7(1). A partir disto temos que f; ; sera o menor k, caso
exista, tal que

t1‘(j_1) <k<ne Uy j—1y) < 7T(k),

uyj seraigual a m(t ;). Caso ndo exista k conforme acima, seguimos para a segunda linha em
ambas as tabelas. O elemento t, 1 serd o menor inteiro k tal que 1 < k < ne k ndo pertence a
primeira linha de T;(7), e Uy seraigual a m(t,1). A partir disto temos que t,; sera o menor K,
caso exista, tal que k ndo esté na primeira linha de T; ,

tg‘(j_1) <k<ne Up j—1y) < m(k);

U, seraigual a m(t,;). Caso ndo exista k conforme acima, seguimos para a terceira linha em
ambas as tabelas. Procedemos assim com a terceira e demais linhas de ambas as tabelas até
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usarmos todos os inteiros possiveis no intervalo de 1 a n.

Note que se m # m, entdo

(Ti(m1), To(m1)) %(7} (m2), To(72)),

ou seja, cada par (T4 (), To(m)) representa unicamente uma permutacao .

Exemplo 6.2.5. Sejamn=7e

12 3 45 6 7
T = .
5417 2 6 3

Por definicdo temos t 1 =1, uy1 =7m(1) =5,

1 ... 5 ...
ﬂhh<: ) enm=<: )

Seguindo a construgao, o menor inteiro k tal que m(k) > 5¢é 0 4. Logo, t,» =4, U1, = m(4) =7,

1 4 ... 5 7 ...
nw=(: )e mm=(: )

Note que nao é possivel achar nenhum inteiro 4 < k < 7 tal que w(k) > 7, seguimos entao para
a segunda linha em ambas as tabelas. O menor inteiro que ainda nao foi usado na tabela T; ()
é 2. LOgO, t2,1 =2, Uy = ’7T(2) =4,

1 4 5 7

SN
A O

Tim=| 26 | e Tm-=

4
6 e Tym) =
5

~
-
N O N

Como nao ha mais inteiros disponiveis no nosso intervalo, terminamos a construgao das duas
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tabelas.

Vale ressaltar que T;(7m) e T»(m) ndo sdo matrizes, portanto, como no exemplo, as linhas
ndo precisam ter a mesma quantidade de elementos.
O préximo lema usa algumas ideias do teorema de Dilworth.

Lema 6.2.6 (Amitsur). Para uma permutacdo m € S,, o inteiro d(m) é igual ao numero d de
linhas de T, ().

Demonstracdo. Pela construgéo das tabelas T;(m) e To(7), temos que se
h<bhb<---< id(ﬂ') e 7T(i1) > 7T(/2) > e > 7T(I.d(7r)),

entdo cada indice ik estard em uma linha da tabela T;(), e dois indices distintos estardo em
duas linhas distintas da tabela T;(w). Logo, d(m) < d.
Para mostrar que d(w) > d, construiremos uma sequéncia iy, i, ..., iy de tal forma que

i1 </2<</d e 7T(I1)>7T(/2)>>7T(Id)

Isso sera feito de maneira recursiva: Primeiro escrevemos iy = ty;. Tendo ja construido ix,q,
definimos ik como sendo o maior elemento da linha k de T;(m) que é menor que ix,1, OU Seja,
escrevemos i = t,; para o maior j tal que ti; < ik.1. Se (i) = Uk < (ike1), €NLEO i,y deveria
estar na k-ésima linha de T;(7), o0 que € um absurdo. Logo, m(ix) > 7(ik.1). Desta forma, teremos
a sequéncia desejada e d(w) = d. O

O proximo resultado pode ser encontrado em (LATYSHEV, 1972).

Teorema 6.2.7 (Latyshev). Se uma Pl-algebra R satisfaz uma identidade polinomial de grau b,

n

entao o espaco vetorial P,(R) = m
n

é gerado pelos monémios
Xe()Xr(2) *° * Xx(n) + P,N T(R), onde mwe S, é b— boa.

Demonstragdo. Como R possui uma identidade polinomial de grau b, pelo processo de lineari-
zacao também possui uma identidade polinomial multilinear de grau d < b, ou seja, T(R) tem

um elemento da forma

f= Z U Xo(1)Xo(2) * * * Xo(d)>
gESy

onde a, #0 para algum o € S;.
Serw € S, é d-boa, entdo 7 é b-boa. Logo, é suficiente provarmos que P,(R) é gerado

pelos monémios

Xe()Xn@) ** * Xn(n) + P,N T(H), onde mwe€ S, é d— boa.
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Observe que m é d-boa se, e somente se, as bagungas Nno MoONGMIO Xy (1)Xr(2) * * * Xr(n €M
tamanho < d. Se J = P, N T(R), entdo pela técnica de organizacado de bagunca visto no
Exemplo 6.1.4 temos que todo mondémio h € P, € uma combinagéo linear de monémios, médulo
J, com baguncas de tamanho < d, ou seja, todo monémio h € P, € uma combinacgéo linear de
monémios, modulo J, cuja permutacao associada é d-boa.

A demonstracao esta completa. O

6.3 OS TEOREMAS DE REGEV

Finalizamos nossos estudos vendo dois resultados importantes, ambos de Regev. O
primeiro resultado é um resultado quantitativo sobre as codimensdes de uma Pl-algebra, ja o
segundo resultado € um resultado qualitativo sobre o produto tensorial de duas Pl-algebras.
O interessante nestes resultados é que um implica no outro, ou seja, temos um resultado
puramente qualitativo derivado de um resultado puramente quantitativo. Ambos resultados
podem ser encontrados em (REGEV, 1972).

Teorema 6.3.1 (Regev). Seja R uma Pl-algebra que satisfaz uma identidade polinomial de grau
d. Entado a sequéncia de codimens&o das identidades polinomiais de R satisfaz

c,(R) < (d —1)*"

paratodon> 1.

Demonstracdo. Relembramos que

cn(R) = dim {—P” } :
P, T(R)
Pelo Teorema 6.2.7 basta provar que o nimero de permutacdes d-boas em S, € menor que
(d —1)®". Pelo Lema 6.2.6, as tabelas T () e T»() construidas na Definicdo 6.2.4 tém menos
de d linhas se, e somente se, 7 € permutagcao d-boa. Como cada permutagdo m é unicamente
definida pelo par de tabelas (T;(w), To(7)), basta encontrarmos o nimero de tabelas T; e T,
possiveis de se criar com menos de d linhas. Sabemos que os inteiros na mesma linha das
tabelas estdo em ordem crescente. Cada inteiro entre 1 e n pode ser colocado em apenas uma
das d — 1 linhas de T;(r) e em apenas uma das d — 1 linha de T,(r), havendo assim (d — 1)
possibilidades de preenchimento para cada inteiro. Disso, temos que 0 nimero de pares de
tabelas (T;(r), To()) € menor que (d — 1)*". O]

Teorema 6.3.2 (Regev). Se Ry e R, sdo Pl-algebras, entdo o produto tensorial Ry ®« R, é uma
Pl-algebra.

Demonstracdo. Suponha que R; e R, satisfazem identidades polinomiais de grau d; e d. res-
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pectivamente. Pelo Teorema 6.3.1 temos que
= Co(Ry) < (dh — 1) e Ca(R2) < (b —1)*"
Como &" < n! para um n suficientemente grande, temos que existe um n tal que
e’ < (dy —1)2"(do — 1)2" = ((dy — 1)%(db — 1)?)" < nl.

Fixe um tal n e sejam {9y, go, ..., 9} € {M1, ho, ..., hy'} bases de P,(R;) e Pn(Rz) respectiva-
mente. Entdo para toda permutacdo m € S, existem 3, v € K tais que

C/

Xe(tXe(@) Xt + Pn OV T(R1) = > Brigil%1, %o, oo, Xa) + P 0 T(RY),
i=1

X (1) Xn(2) - )+ PN T(Ry) = Z%, (X1, Xas - s Xn) + Po () T(Ro).

Isto significa que ao substituir as variaveis xq, X, ..., X, por elementos uy, U, ..., U, € R; €
Vi, Vo, ..., V, € R, obteremos as seguintes igualdades em Ry e Rs:

(1)u7r . Z/@ﬂ'[gl U1,U2,..., ),

Vﬂ(1)V7r(2) s V7r(n) = Z %r/-h/-(vh Vo, ..., Vn)-
j=1

Queremos exibir um polinémio n&o nulo

X‘Is---s waw 7r 7r(n)

TESy

que seja uma identidade polinomial para R = Ry ®x R.. Neste caso, vamos interpretar os
elementos &, como incégnitas a serem determinadas. Como f é multilinear, para que seja uma
identidade polinomial de R basta que

f(ur @ vy, Uy @ Vo, oo, Up @ V) =0
para todos uy, Us, ..., Uy € Ry € vy, Vo, ..., V, € Rs. Temos que

f(uy @ Vi, e, Up @ V) > Ex(Uniy @ Vaqty) =+ (Un(n) @ Vir(n)

TESH

Y Exllngty  Un(n) @ (V) =+ * V() = 0.
WESn



Aplicando as igualdades anteriores envolvendo Uy ) - * * Ux(n) € V(1) * * * V() Obtemos

C/

o '
f= Z Z Z&rﬂni’%rjgi(uh u, ..., Un)hj(vh Vo ...
]

TeS, i=1 j=
Rearranjando os somatorios teremos que

C/

C/ ’
ZZ waﬁwi%ﬁ 9i(Uy, Up, ..., Up)hy(v4, Vs ...

=1 j=1 TESH

Portanto, se resolvermos o sistema nas incégnitas &,:

S Bt =0, i=1,,¢, =1,

TES)

, V) = 0.
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teremos a identidades polinomial f de R desejada. A cardinalidade de S, é n! e portanto o nimero

de incognitas &, também é n!. Porém, o nimero de equacdes neste sistema "homogéneo" é

i

c'c” = c,(Ry)cy(R.) < nl. Portanto o sistema possui uma solugédo nao trivial, garantindo assim a

existéncia de uma identidade polinomial ndo nula para R = R; ®x R..

O
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