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The essence of math is not to make simple things complicated,

but to make complicated things simple



Resumo

No presente trabalho estudamos duas classes de Equacdes de Choquard com ntcleos que apre-
sentam comportamento ilimitado e indeterminado, considerando os operadores fracionario e de Kir-
chhoff e ndo linearidades com crescimento exponencial. Utilizando técnicas variacionais e teoremas

classicos € possivel obter, sob as condi¢des adequadas, existéncia e multiplicidade de solugdes.

Palavras-chave: Equacgdes de Choquard e Kirchhoff-Choquard, potenciais que mudam de sinal, cres-

cimento exponencial, solucdes ground state, métodos variacionais.
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Abstract

In the present work we deal with two classes of Choquard Elliptic Equations with unbounded
and sign-changing potentials, considering Fractional and Kirchhoff operators and nonlinearities with
exponential critical growth. Applying variational techniques and classical theorems, under suitable

conditions, we prove existence and multiplicity of solutions.

Keywords: Choquard and Kirchhoff-Choquard equations, sign-changing potentials, exponential growth,

ground state solutions, variational techniques.
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Lista de Simbolos

e ©(E,W) é o conjunto das fungdes continuas de E em W;

e |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A C RY;

-m(@/ o) el = | [0+ o
|u(x)
717_// ’N+ps dXdy’

o ||ul|e = 1nf{a > 0;[{x € Q;|u(x)| >a}| =0};

e || - || denotard a norma usual do espago em questao;

o L”(RY) = {u: RN — R;u é mensurdvel e ||ul|, < o};
L*(RY) = {u: RN — R;u é mensurdvel e ||ul|e < oo};

e WHP(RN) = {u e LP(RN) ; [u]sp < +oo}, s € (0,1) e p > 2;

o H(R2) = { ue I2RY);3f € I2(RY) tal que /u(p’dx:—/fgodx,V(pec‘f(RN) :

RWN R¥N
e 5’ denotard o expoente conjugado de s, para s € (1,00];

e | - | denotard a norma de um vetor no R";

o T =max{f,0} e f~ = max{—f,0};

e B¢, para B C X, indicard o conjunto completar de B em relacdo a X;

e yx g indica a translac@o de g pelo valor real fixado y, isto é, yx g = g(- —y);

e fx g indica a convolugdo de f e g, dada por f*g(x) = /f(x —v)g(y)dy.
RN



Introducao

O estudo de equagdes diferenciais parciais (EDP) tem apresentado papel de destaque dentro da
matematica e vem evoluindo ao longo do tempo devido ao surgimento de novas técnicas que pos-
sibilitam a abordagem de problemas mais complexos. Tal importincia € justificada pelas diversas
aplicacdes que apresenta em dreas como fisica, engenharia, quimica, biologia, economia, dentre ou-
tras.

No presente trabalho focaremos no estudo de certas classes de EDPs que apresentam um ntcleo
logaritmico, o qual surge, originalmente, da versdo planar do sistema de Schrodinger-Poisson. Discu-
tiremos a existéncia e multiplicidade de solucdes para equacoes envolvendo operadores fracidnarios
e de Kirchhoff.

O leitor deve observar que a presenca do nucleo logaritmico expande consideravelmente o estudo
de equagdes que, tradicionalmente, apresentam apenas nucleos com sinal definido. Tanto a falta de
limitagdo superior e inferiormente, quanto a mudancga de sinal, torna relevante o estudo de diferentes
operadores frente a tal nicleo, com o adicional de ndo lineariedades do tipo Moser-Trudinger. A
partir dos resultados obtidos, € possivel conjecturar futuros resultados que generalizam a teoria para
equagoes de Choquard.

Na sequéncia, faremos um breve estado da arte dos principais topicos que serdo abordados nesta
tese, operadores laplaciano e p-laplaciano fraciondrios, equacdes de Kirchhoff, ndo lineariedades do
tipo Moser-Trudinger e equagdes de Choquard. Falaremos brevemente sobre os primeiros assuntos a
fim de focar no nosso tema principal que sao as equacdes de Choquard logaritmicas.

Comegamos lembrando o leitor que problemas envolvendo operadores ndo locais tem aplicagdes
em diversas dreas, tais como otimizacdo, finangas, estratificacdo de materiais, difusdes andmalas,
deslocamento de cristais, membranas semipermedveis, propagacdo de chamas, leis de conservacao,
ondas aquaticas, entre outras. Para mais detalhes a respeito destas aplicacdes, nos referimos a [[16423]]
e as referéncias nelas citadas.

Inicialmente, para problemas envolvendo o operador (—A)*, com N > 2s e s € (0,1), sem a
presenca do nucleo logaritmico, nos referimos a [[18,29], onde os autores provam a existéncia de
uma solugdo do tipo ground state para uma nao linearidade do tipo polinomial subcritica e, adicio-
nalmente, em [29], estuda-se a regularidade apresentada por tais solu¢oes e obtém-se algumas de suas
propriedades. Além disso, em [55]], os autores consideram potenciais coercivos, enquanto em [25]],

a equacdo € abordada para potenciais que tendem a zero no infinito. Finalmente, em [26], é garan-
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tida a existéncia de uma solu¢do do tipo ground state quando a ndo linearidade f tem crescimento
exponencial maximal.

Para problemas envolvendo o operador p-Laplaciano fracionario, da forma
-2 _ . N
(—=A)pu+V(xX)|[ulP™"u= f(x,u) +eh(x) in RY, (1)

mencionamos os trabalhos [21,}41,/63]. Em [[63]] os autores consideram a equagdo (I)) com N = sp,
s € (0,1), V(x) uma fungio limitada inferiormente por um valor positivo e, adicionalmente, ou
sendo coerciva ou satisfazendo ﬁ e L'(RM), f(x,t) se comportando como e*’ A no infinito,
h e (WSP(RN))* e € > 0. Considerando condi¢des adequadas para as fungdes V, f,h os autores
provam a existéncia de solucdes fracas para . Em [41], o autor assume que V € C(R") & limi-
tado inferiormente por um valor positivo, p > 2, s € (0,1), N> 2, h=0 e f p-superlinear. Fa-
zendo uso do Teorema do Passo da Montanha para a condi¢do de Cerami, ele é capaz de provar
que existe uma solugdo ndo trivial e radialmente simétrica para (I). Finalmente, em [21]], os autores

u|"~2u uma nio

consideram V € L”(R") possivelmente indefinido, f(x,u) = wi(x)|u|9"2u — w(x)|
linearidade concava e convexa, para0 < s <1 < g < p <r, e h =0. Inicialmente, eles provam que
(—A)3u = AV (x)|u[P~2u possui uma sequéncia infinita de autovalores e que o primeiro autovalor &
simples. Entdo, a partir destes resultados, garantem a existéncia de infinitas solugdes para (I). Para
este topico, recomendamos, ainda, a referéncia [8].

A literatura das equacdes de Kirchhoff e os problemas elipticos relacionados a elas é extrema-
mente interessante e consideravelmente grande. Como um exemplo, podemos citar [37] onde os

autores consideram a seguinte equagao

- a+b/]Vu|2dx Au+u= f(x,u) in RV,
RN
uc HY(RV),

e provam a existéncia de uma sequéncia de fungdes radiais (u) C H'(R") satisfazendo I(uy) — oo,
quando k — oo. Para mais detalhes a respeito de equagdes de Kirchhoff e sua vasta bibliografia,
referimos o leitor aos trabalhos [43,/44,49,/54] e as referéncias neles citadas.

Na sequéncia, discutiremos referéncias envolvendo equacdes de Choquard que sdo a principal
caracteristica abordada neste trabalho. Inicialmente, lembramos o leitor que a seguinte equacdo de

Choquard, ou equacao ndo linear de Schrédinger-Newton
~Au+ Q()u+y(Cy +[ul*)u = f(u), em RY, )
p>2,b>0eyeR,onde 'y é asolucao fundamental do Laplaciano,

1
—— x>V se N>3,
Ty (x) = N(2—N)oy

1
ﬂln|x| se N=2,
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tem sido extensivamente estudada ao longo dos anos, no caso N = 3, devido a sua relevancia na
Fisica. Curiosamente, apesar do nome atribuido a tais equacodes, as mesmas foram estudas pela pri-
meira vez por Frohlich e Pekar em [31,32,61]], como forma de descrever a mecanica quantica de
polaron em repouso, no caso particular em que Q(x) = Constante > 0 e y > 0. Entdo, em 1976,
Choquard introduziu o mesmo tipo de equagdo no estudo de um elétron preso em seu buraco. Além
disso, Penrose derivou a equagio (2)) enquanto discutia a respeito do auto colapso gravitacional de um
sistema mecanico-quantico em [51]]. Recomendamos, ainda, o trabalho [47].

Por outro lado, no caso N = 2, a bibliografia encontrada é mais escassa. Em [20], os autores
provam a existéncia de uma solugdo do tipo ground state, usando a variedade de Nehari, e garantem
a existéncia de infinitas solugdes geometricamente distintas, quando Q : R? — (0,0) é continuo e
Z*-periédico, > 0 e a ndo linearidade f é da forma f(u) = b|u|’~2u, com b > 0e p > 4. Assim, na
inten¢do de preencher a lacuna deixada, a saber, o caso 2 < p <4, o trabalho [28] considera a equac¢ao
quando Q(x) = Constante > 0, it > 0 e f(u) = |u|P~2u, com 2 < p < 4, e prova a existéncia de
uma solugdes no nivel do Passo da Montanha e do tipo ground state. Além disso, garantem que,
no caso em que p > 3, ambos os niveis coincidem e provém uma caracterizagao para 0 mesmo.
Finalmente, mencionamos o trabalho [[19]], onde os autores provam a existéncia de solucdo do tipo
stationary waves com norma prescrita, considerando y € R. Tais problemas tem grande relevancia
dentro do estudo de sistemas onde ha conservacdo de massa.

E interessante destacar que, do ponto de vista fisico, os termos locais presentes do lado direito

da equagdo H tais como b|u|P~2u, com b € R e p > 2, usualmente aparecem nas equacdes de

Schrédinger como uma forma de modelar a interacdo entre as particulas.

Finalmente, enfatizamos que nao linearidades com comportamento exponencial frequentemente
aparecem em problemas de areas aplicadas, por exemplo, fisica e biologia, o que sugere a importancia
da inclusdo das mesmas no estudo de novas classes de EDPs. Neste sentido, citamos alguns trabalhos
que abordam nao linearidades do tipo Moser-Trudinger [17,39,49.50] e as referéncias nelas citadas.

Como mencionado anteriormente, neste trabalho abordaremos diferentes classes de equacdes
logaritmicas de Choquard, com a presenca de ndo linearidades de crescimento exponencial. Na
sequéncia apresentaremos os principais resultados obtidos neste trabalho e algumas caracteristicas
basicas necessarias ao estudo.

Comecaremos estudando a existéncia e multiplicidade de solugdes para a seguinte equacao de

Choquard logaritmica

(—A)pu+ ]u|p72u+ (In]- | ]u\p)|u]p*2u = f(u) in RV, 3)

t
onde N=sp,s€ (0,1),p>2,a=1,A=1e f:R— Ré&continua, com primitiva F(¢) = [ f(7)d7.
0
Mais precisamente, considerando uma ndo linearidade com crescimento exponencial critico, garanti-
remos uma solu¢@o no nivel do Passo da Montanha e uma solucao do tipo ground state, no sentido de

que esta solucdo sera aquela ndo trivial com o menor nivel de energia. Por outro lado, considerando
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um crescimento subcritico, provaremos que (3)) possuem infinitas solucdes, via a teoria de género.

Para obter os resultados de existéncia, faremos uso de técnicas variacionais, a qual consiste,
basicamente, em associar um funcional adequado a equagdo estuda e procurar por pontos criticos
para o mesmo. Como veremos com mais detalhes no Capitulo 2| o funcional associado a (3),
1:WSP(RN) — RU{+oo}, é dado por

1 1
1) =+ 5 [ [ (e =)l ()| dxdy — [ Pluyds. @)
P pRN RN RN
O leitor pode observar que, devido ao termo envolvendo a funcdo logaritmica, tal funcional nao
estd bem definido em todo o espaco WP (R"). Como consequéncia, precisaremos considerar um

subespaco deste, a saber,

X={uewr®V); / In(1+ |x]) () [Pdx < 4o b )
]RN

E possivel verificar que,
lalle = [ 10(1 -+ ) )
RN

define uma norma em X, assim como ||-||§ = ||-||” 4| - ||, € que (X, || ||x) é um espago de Banach
reflexivo, separdvel e uniformemente convexo. Tal defini¢dao serd usual no estudo dos demais opera-
dores, visto que este € o espaco mais adequado para a busca de solucdes de problemas logaritmicos.
Na sequéncia relembramos aos leitores as defini¢des de funcdes com comportamento exponencial
critico e subcritico. Tendo em vista o caso fracionario, com p > 2, s € (0,1) e sp = N, introduzimos

a seguinte notagcdo, para o >0er € R,

R(at,1) = exp(ali|¥5) = Si, a(a,t) = ¥ — 15, ©)

k=2 gk
onde S, 2(a,t) = ¥ F|t|mk ek, =min{k e N; k> p}.

Dizemos que uma fungdo 4 tem crescimento exponencial subcritico no infinito se

h(r)
im
t—+e R(QL,1)

=0 , paratodo o >0,

e dizemos que & tem crescimento exponencial critico (ou @-critico) no infinito, se existe o > 0 tal

que

e R(a, 1) | oo, Vo< 0p,

h(t :
im0 { 0, Va>u
No caso particular do espaco H'(R?) (de maneira similar para H 2 (R)) dizemos que a fungdo h
tem crescimento exponencial subcritico no infinito, se
h(1)

e leo ,paratodo a>0,
ooe J—
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e dizemos que & tem crescimento exponencial @g-critico no infinito, se

o M) [0, Va>a
1t ealt? ] | o, V<o

No que segue, apresentaremos algumas condi¢des sobre a fun¢do f usualmente encontradas em

trabalhos envolvendo nao linearidades do tipo Moser-Trudinger, tais como [10,26.[27]]. Assumiremos

que f satisfaz:

(f1) f€CR,R),f(0) =0,tem crescimento exponencial critico.
f)
(f2) fs0 P2
(f3) Existe 6 >2p talque f(¢)t > 60F(t) >0,Vt>0.
q—>r
2(g—p) 7 SI
4 Existem q>2peC>[(q Pl 9 tais que F(t)>C,|t|9,Vt € R,
q 7 q
g Py
onde 1l
%
S (v) = S, = inf S, (v) > inf S, (v) > 0,
a(v) vl € 9g= I q(V)_giO a(v)

com S; > 0 sendo a constante obtida pelas imersoes de Sobolev, Teorema [1.10, &/ = {u € X \

{0} ; Vo(u) <0} e pp > 0 é um valor real suficientemente pequeno, conforme vamos conferir no
Lema2.3]

Desta forma, estamos aptos a enunciar nosso primeiro resultado.
Teorema 0.1. Suponha (fi) — (fa), ¢ > 2p e C; > 0 suficientemente grande. Entdo,

(i) O problema tem uma solucdo ndo trivial u € X tal que

I(u) = cmp = ;gtgl[gﬁ}l (7)),

onde T = {y € C([0,1],X) ; 7(0) , 1(y(1)) < O}

(ii) O problema (2.3)) tem uma solugdo ground state ndo trivial u € X, isto é, u satisfaz

I(u) = cy =1inf{I(v) ; v € X ¢é uma solugdo de (2.3))}.
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Nossa estratégia para provar o Teorema consiste em encontrar uma sequéncia de Cerami no
nivel do Passo da Montanha para I. A fim de provar a limitacdo de tal sequéncia em W*?(RV), a
condic@o (f3) serd essencial.

Além disso, tendo em vista a presenca do termo com ndo linearidade exponencial, a condi¢dao
(f4) se faz necessaria para garantir que as sequéncias de Cerami em questdo satisfazem as estimativas
envolvendo Moser-Trudinger.

Para o segundo resultado principal, estaremos interessados na multiplicidade de solu¢des. Como
faremos uso da teoria de género, devido a natureza de nossa nao linearidade, precisaremos alterar

algumas hipdteses sobre f, como segue.
(f1) f€CR,R), f(0)=0,f é impar e possui crescimento exponencial critico.

Consequentemente, temos o seguinte resultado.
Teorema 0.2. Suponha que (f}),(f2),(f3),(fa). Entdo, o problema tem infinitas solugdes.

Apesar de considerarmos p > 2 acima, provamos também teoremas andlogos para o operador
Laplaciano fracionario. Algumas demonstrac¢des diferem no que envolve resultados técnicos classicos

enquanto o framework apresenta uma estrutura que facilita a obtenc@o de alguns outros lemas.

Observacio 0.3. Os resultados apresentados nos Teoremas [0.1]e[0.2]sdo provenientes do artigo [[10].
Mais ainda, o caso particular em que consideramos o operador Laplaciano fracionério se encontra no
artigo [[11]], aceito para publicacdo em Palestine Journal of Mathematics e a versao com o operador
Laplaciano pode ser encontrada em [12], aceito para publicacdo em Topological Methods in Nonli-
near Analysis. Ressaltamos, ainda, que na presente tese abordaremos a questdao da multiplicidade de
solugdes para o problema de um modo distinto ao do artigo [10], visto que posteriormente foi

possivel obter um resultado que nos permitiu utilizar teoremas do tipo Passo da Montanha, a saber

Lema2.14

Na sequéncia, apresentaremos os principais resultados envolvendo o operador de Kirchhoff. Nesta
parte do trabalho, além de considerarmos um operador mais geral, também buscamos generalizar o
potencial interno que aparece na equagdo, de modo que a fun¢do logaritmica aparece como um caso
particular. Esta é uma primeira tentativa de generalizacdo, esperamos que com este primeiro passo
muitos novos resultados possam surgir na literatura.

Nos dedicaremos a estudar a existéncia e multiplicidade de solucOes para a seguinte classe de

Equacdes de Kirchhoff-Choquard
~M(||Vul D) Au+ Qx)u+pu(V(]- ) *u’)u= f(u) em R?, )

onde u >0, M : R — R é uma funcio de Kirchhoff, Q : R — R é um potencial no-negativo, V : R —

R € um potencial continuo, que muda de sinal e possivelmente ilimitado superior e inferiormente e

t
f R — R é uma fungéo continua com primitiva F(¢) = [ f(s)ds.
0
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Para tanto, necessitaremos impor algumas condi¢des sobre Q, V, M e f. Primeiramente, relem-
bramos a seguinte notacio R = {t € R; t > 0}. Neste trabalho, consideraremos a seguinte func¢éo
de Kirchhoff

(M)M:R — R dado por M(t) =a+bt ,paratodo t e R,com a>0e b>0oua=0 ¢ b>0.

O caso em que a > 0 € chamado de nao degenerado, enquanto que a situagdo em que a =0 é
dita ser o caso degenerado. Neste trabalho estaremos considerando ambos os casos, devidamente
assinalados em casa passo.

Visto que nossa intengdo € resolver problemas que apresentam um potencial interno que muda
de sinal e € ilimitado inferiormente, consideraremos que V possui parte negativa nao trivial, V~ =
max{—V,0}. Mas, observamos que alguns dos argumentos e técnicas aplicadas podem ser adaptados
para potenciais positivos. Lembramos, ainda, que a parte positiva de V é definida como max{V,0}.

Assim, assumimos que V : R™ — R é uma fungio real continua verificando as seguintes condigdes:

Vi) Existem fungdes reais aj,a, : R™ — Rtaisqueay, € L°(R"), ayjo = infai(t) > 0,
d >2
: n

aro= Inf ar(t) >0e
20 teR* 2()

ar(t)In(1+1) <V*({t) <ax(t)In(1+1),Vt > 0.

(V2) Existe uma fungdo real a3 : Rt — R tal que a3(¢) > 0 em um subconjunto de R* com medida

positiva,
az € L*(R),
— as (t)
V7 () < . Vi>0 e ou
a3(t) =t=*, para algum A € [1,3) e para todo 7 > 0,
(V3) Existe um subconjunto aberto .# C R tal que V(1) < O paratodot € .#.

E interessante observar que, exemplos naturais para potenciais V, satisfazendo as condicdes (Vi) —
(V3), possuem a seguinte geometria: V (|x|) — co com |x| — oo e, ou sua parte negativa é limitada ou
V(|x]) = —eo com |x| — 0. Tal comportamento seré estudado no Lema|[1.20]

Antes de discutirmos o restante das condi¢des impostas sobre a equagéo (7)), apresentamos alguns

exemplos para V. Observe que, no exemplo (b), a parte negativa do potencial € limitada.

Exemplo 0.4. (a) O exemplo mais importante para o potencial V é o niicleo logaritmico, V (|x|) =
In |x|, para todo x € R?, devido a seu surgimento natural no sistema de Schrodinger-Poisson em R2.
Note que a condicdo (V) € satisfeita com ap(r) =1 e

Int

2In(1+1)

ai(t) = In2
21n3(t )sel<t<2,

0 ,se0<r<I1.

,set>2,
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De fato, considere as fungdes g,/ : [1,2] — R dadas, respectivamente, por

In2
t) = t—1)In(r+1 h(t) =Inz,Vr € [1,2].
§(0) = g DIne41) e h(@)=Inivi e [1,2
Derivando tais funcdes, obtemos
In2 In2 -1 1
'(t) = In(t+1 — h(t) = -Vt €[1,2].
§0) = 33 M U s (1) =3 vrell2]
Consequentemente, g'(r) > 0 e /'(¢) > 0 para todo ¢ € [1,2], donde g e h sdo crescentes. Mais ainda,
In2)?
note que g(1)=h(1)=0, g(2) = <2Iin; ~ 0,22 e h(2) =1In2 =~ 0,69. Tais considera¢des nos deixam

com duas possibilidades:
(1) g(¢) < h(t) paratodot € [1,2];
(2) Existe tp € (1,2) tal que g(to) = h(tp) e h(t) < g(¢) para todo € (1,1p).

Se o caso (1) ocorre, entdo ndo ha o que demonstrar. Suponhamos que vale (2). Observe que

-1 . . g(r)  (In2)?
lim-—— =1, limlh(+1)=In2 e lim5>2 = .
= o Jimn(t 1) =2 e limg S = Sna

Mas, % > 1 para todo ¢ € (1,1) e, por conseguinte, 0,22 > 1 quando ¢t — 1, o que é um absurdo.
Logo, tal valor #y ndo existe e temos o resultado desejado.

As condig¢des (V) e (Va) sdo verificadas considerando a3,as,as = 1.
(b) Defina V(|x|) = |x|* — |x|B, para 0 < B < a < 1 escolhidos de maneira adequada.

(¢) E possivel, ainda, considerar exemplos mais “exéticos” para V, tal como V : RT — R dado por

(1
. if 0< x| <1
B :
V() ={20-3.  ir1<h<3
1 3
1 — = if — <|x|.
(b3, i3 <k

Agora, para o potencial externo, Q : R — R, consideramos a sequinte condigo.
(Q) Q € C(R%,R), inf Q(x) = Qo > 0 e existe p € (1,0 tal que Q € LP(R?).
xeR

Finalmente, para a ndo linearidade f, como no primeiro problema, consideramos:

(f1) f€C(R,R), f(0) =0 e possui crescimento exponencial critico com oy = 47.
t
(f2) |,1\i£>n0 % =0, para algum 7 > 1.

(f3) Existe 0 >4 tal que f(¢)t > 60F(t) >0, paratodo t € R\ {0}.
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(f1) Existem ¢ >4 e C, >0 tais que F(t) > C,|t|, paratodot € R.

Agora estamos aptos a enunciar nosso primeiro resultado principal para esta classe de equagdes.

Consideraremos inicialmente o caso nao degenerado.

Teorema 0.5. Suponha (Vi) —(V3), (Q), (fi) —(fa),a>0,b>0, u >0, g>4eC, > 0 suficiente-

mente grande. Entdo,

(a) o problema tem uma solugdo ndo trivial no nivel do Passo da Montanha, isto é, existe

u € X \ {0} tal que u é um ponto critico para l e I(u) = cyp, com

Cmp = ;g;tgl[gﬁ]l (1)), (8)

onde T = {y € C([0,1],X) ; 7(0) =0 e I(¥(1)) < O}.

(b) O problema (/) possui uma solucdo ndo trivial do tipo ground state, no sentido que, existe

u € X\ {0} um ponto critico para I que satisfaz

I(u)=co=inf{I(v); ve X}, onde # ={veX\{0};I'(v)=0}.

Agora, a fim de obter a multiplicidade de solu¢des para o problema (7)), iremos aplicar uma
versdao simétrica do Teorema do Passo da Montanha. Para que isto seja possivel, precisamos alte-

rar a condicdo (f]) como segue.

(f{) fe€CR,R),f(0)=0,f éimpar e possui crescimento exponencial critico com ¢t = 47.

Exemplo 0.6. Como um protétipo para a ndo linearidade f que satisfaca as condi¢des (f1) — (fa),

podemos considerar a func¢do f : R — R dada por

_c &4 ,se0<r<1
f =6 1941 ser > 1

Y

para C; > O suficientemente grande e g > 3, e considerando sua extensdo impar.

Teorema 0.7. Suponha (Vi) — (V3), (Q), (f]), () —(fa),a>0,b>0, n >0, g>4eC;>0

suficientemente grande. Entdo, o problema (7)) possui infinitas solugoes.

No caso degenerado, serd necessdrio fazer algumas alteracdes nas condi¢des impostas sobre a
funcdo f. Primeiramente, a fim de garantir que / satisfaca a geometria do Passo da Montanha, pedimos

que

t
() |limo% =0, para algum 7 > 3.
t|—
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Além disso, a fim de garantir a limitagio de sequéncias de Cerami em H'(R?), precisamos considerar

que
(f3) existe 6 > 8 tal que f(z)r > OF(t) >0, paratodo ¢ € R\ {0}.

Teorema 0.8. Suponha (Vi) —(V3), (Q), (f1),(f3),(f3):(fa), a=0,b>0, g >4 e C; > 0 suficien-

temente grande. Entdo,

(a) existe um valor W, > 0 tal que, para todo 1 € (0, ), o problema possui uma solugdo
ndo trivial no nivel do Passo da Montanha, isto é, existe u € X \ {0} um ponto critico para I
satisfazendo I(u) = cpp, onde

mp = inf 1 )
Cmp = Inf max (7(1))

comT'={yeC([0,1],X) ; y(0)=0eI(y(1)) <0}

(b) Existe umvalor [ € (0, W] tal que, para todo 1 € (0, Ly ), 0 problema (7)) possui uma solugdo
ndo trivial do tipo ground state, no sentido que, existe uma funcdo u € X \ {0} que é um ponto

critico para I e satisfaz

I(u)=cy=inf{I(v); ve X}, onde H ={veX\{0};I'(v)=0}.

Observacao 0.9. Os Teoremas e[0.8] se encontram na referéncia [[13]], aceito para publicag¢do

em Rendiconti Lincei Matematica e Applicazioni.

Para finalizar esta introducao, apresentaremos a estrutura do trabalho. No Capitulo 1, faremos uma
exposi¢do do framework dos problemas e de resultados cldssicos e técnicos essenciais na obten¢do
de nossos resultados principais. No Capitulo 2, focaremos na equagio (3]), com as demonstra¢des
dos primeiros dois resultados principais. Além disso, discutiremos o caso do operador Laplaciano
fraciondrio. Finalmente, no Capitulo 3, apresentaremos as demonstracdes dos resultados principais

envolvendo a equagao de Kirchhoff.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos que utilizaremos no decorrer do traba-
lho. Dividiremos entre resultados classicos encontrados na bibliografia e resultados técnicos relativos

ao framework dos problemas apresentados nos capitulos subsequentes.

1.1 Resultados Gerais

Nesta primeira secao apresentaremos alguns resultados gerais utilizados ao longo do trabalho,

classicos encontrados em livros e artigos das dreas de andlise funcional, métodos variacionais e EDPs.

Defini¢ao 1.1. Sejam E um espago de Banach e J : E — R um funcional. Dizemos que (u,) C E
¢ uma sequéncia de Palais-Smale para J no nivel d € R, abreviadamente uma sequéncia (PS)4, se

J(uy) — d e ||J (uy)|| = 0, quando n — +oo.

Defini¢cao 1.2. Sejam E um espago de Banach e J : E — R um funcional. Dizemos que (u,) C E é uma
sequéncia de Cerami para J no nivel d € R, abreviadamente uma sequéncia (PSC)y, se J(u,) — d e

|17 ()| |(1 =+ ||un| |£) — 0O, quando n — oo

Defini¢cao 1.3. Dizemos que o funcional J satisfaz a condicéo (PS), se, qualquer sequéncia (PS), para

J possui uma subsequéncia que converge forte em E. Analogamente, para sequéncias de Cerami.
O préximo resultado €, essencialmente, um corolédrio do Teorema de Egorov.

Lema 1.4. Sejam p > 2, u € LP(R¥)\ {0} e (u,) C LP(RN) tais que u,(x) — u(x) q.t.p. em RV,
Q| > 0e |uy(x)| > 6, para

Entdo, existem R >0, 0 >0, ng € N e Q C By, tais que € é mensurdvel,
todo x € Q e para todo n > ny.

Demonstragdo. Veja o Teorema 2.33 de [30] U

Teorema 1.5. Sejam .4 um espago de medida G-finito e (u;) C LP (M), com 1 < p < oo, satisfa-

zendo:

11
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(i) ur(x) — u(x) q.t.p. em M ;

(ii) ||ug||p = ||ul|p, quando k — oo.

Entdo,

ux —ul|p, = 0, quando k — oo,
Demonstracdo. Veja [38, Lema 4.6, Corolario 4.7] O]

Teorema 1.6 (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (HLS)). Sejam 0 < o < N/p/, 0< B <
N/t' e 0 < A < N satisfazendo 1/p+ 1/t + (A +a+B)/N=2. Se f € LP(RY) e g € L'(R"), entdo

existe uma constante Py g , 5 n > 0, tal que

[ eV () ()dxdy| < Pog panlifils Il

N

onde V (x,y) = |x|B|x—y|~*|y|=% para todo x,y € RV.

Demonstragdo. Veja [45,58]. 0
Definicdo 1.7. Sejam (E, || - ||) um espago de Banach real reflexivo de dimensédo d, com 1 < d < +eo,
e (E*,||-||*) seu dual. Considere a equagdo nio linear

Tpu = f(u)

para um operador 7 € C(E,E*) e p € (1,4). Dizemos que 7, tem a propriedade (S) se, para
qualquer sequéncia (u,) C E satisfazendo u, = uem E e T (uy)(u, —u) — 0, existe uma subsequéncia,

(U, ), tal que u,, — uemkE.

Proposicao 1.8. Sejam (E, ||-||) um espaco de Banach real reflexivo de dimensdo d, com 1 < d < o,

p € (1,+00) eT, € C(E,E*) um operador. Se E é uniformemente convexo e T, verifica
(Tu,v) < rllull Pl e (Tpu,u) = rllul|P.¥ u,v € E,
para algum r > 0, entdo T, tem a propriedade (S).

Demonstragdo. Veja [52, Proposi¢ao 1.3]. [l

1.2 Espacos de Sobolev Fracionarios

Comecaremos esta se¢do apresentando a defini¢do dos operadores fraciondrios e construindo os
espacgos adequados para, em seguida, apresentar os resultados mais relevantes para nosso trabalho.
Relembramos que, dada u € C5'(R), o operador p-Laplaciano fraciondrio, (—A)Z, ¢ dado por

Ju(x) —u() P> (u(x) —u(y))

jx — y[NVEps

(=A)Su(x) = C(N,s) lim dy,VxecR",
e—=0

p
RN\Bg(x)
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onde a constante de normalizagdo C(N,s) é dada por
-1
1 —cos(x;)
C(N,s) = (m/ TV dx |,
N

No caso particular em que p =2 e s = 1/2, definimos (—A)2 : #(R) — L*>(RN) por

(—A)2u(x) =C (1%) lim / we) —ul) ) yreRr,

£—0 |x — y|2
R\Be (x)

veja em [23]).

onde, uma vez mais, a constante de normaliza¢do C (1, %) ¢ devidamente definida em [23] e .7 (R)
denota o espaco de Schwartz. Equivalentemente, para u € . (R), por [23, Proposi¢do 3.3], se &

denota a Transformada de Fourier, entao
1
(—A)2u=Z"Y(E|(Fu), VxeR.

Além disso, considerando [23, Proposicao 3.6], temos
4 d dy, V H2 R
Il =g [ [y, vue i),
RN RN

ainda que, usualmente, a constante de normalizacao ﬁ seja omitida nos trabalhos da érea.

Agora, para cada s € (0,1) e p > 2, consideramos o espago de Sobolev

WSP(RV) = {u € LP(RY) ; [u]s < +oo}, onde W)t , = //‘lx y‘Nﬂ?s ddy,
RN RV

).

onde ||-||” =[]f,+ |- ||5, € um espago de Banach uniformemente convexo, reflexivo e separével

é a conhecida semi-norma de Gagliardo. E conhecido da literatura que o espago (W*?(RV),

(veja, por exemplo, [54, Teorema A.3]). No casoem que p =2¢e s = 1/2, 0 espaco H > (R) é também
um espago de Hilbert. Relembramos, ainda, que C5(R") é denso em W*?(RY) (veja [1, Teorema
7.38)).

Para mais detalhes a respeito dos operadores (—A);, e os espagos W*? (RM),comp>2esc(0,1),
nos referimos a [1,(5,22,[23,/35,(53]].

Ao longo de todo este trabalho, omitiremos as constantes de normaliza¢do envolvidas com o0s

operadores fraciondarios, por simplicidade. A seguir apresentamos um resultado de imersao.

Defini¢do 1.9. Para quaisquer s € (0,1) e p € [1,+o0), dizemos que um conjunto aberto Q@ C RV é um
Dominio de Extensdio para W*”(R") se existe uma constante positiva C = C(N, p, s, Q) tal que, para
toda fungdo u € WP (Q) existe i € WP (RN) com ii(x) = u(x), para todo x € Q, e ||i|| < C||u| lwsr(Q)

Teorema 1.10. Sejam s € (0,1) e p € [1,+) tais que sp = N. Entdo, o espago WP (RN) estd

continuamente imerso no espago L®(RN) para qualquer @ € [p,+).
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Demonstragdo. Veja [23, Teorema 6.9]. [

Teorema 1.11. Sejam s € (0,1), p € [1,4), g € [1,p], @ C RN um dominio de extensdo para
WSP(RN) e .7 C LP(Q) um subconjunto limitado. Suponha que

el
522/ [ ity < -

Entdo, .9 ¢é pré-compacto em L1(Q).
Demonstragdo. Veja [23, Teorema 7.1]. [

Para que possamos provar a existéncia de pontos criticos para o funcional associado ao problema
utilizar a propriedade (S) serd essencial. Para tanto, consideramos o espago W*”(R") com a norma
usual estabelecida acima e definimos os operadores A : WP (RV) — [WSP(RN)]* dado por

//| _u |p 2( (x)_u(y))(v(x)_v(y))dxdy,VM,VGWS’IJ(RN>

|x le—i—sp

RN RN
e A: WSP(RN) — [W5P(RN)]* definido por
A(u)(v) =Au)(v) + /a|u]p_2uva’x , Y u,v € WHP(RN),
RN

para a > 0. E possivel verificar que A(u)(v) < |[u||P~"||v|| e A(u)(u) = ||u||P, para todas u,v €

WP (RN). Portanto, como W*?(RY) é uniformemente convexo, da Proposi¢io A tem a proprie-
dade (S).

1.3 OEspaco X

Na presente sec¢do, abordaremos com mais detalhes a constru¢ao do espaco X mencionado na
introducao. Lembramos que, devido a presenga do logaritmo, este passa a ser o espaco ideal para a
busca de solugdes. Faremos a construgdo para os espacos W”’(]RN ),comp>2,s€(0,1)eN>2,
mas resultados andlogos sao validos considerando os espacos de Sobolev lel’(RN ),p>2,N>2.

Inspirados pelas ideias de [20}/60], consideramos o seguinte espaco

X =ducwP®RY): / In(1 + |x|) (x) |Pdx < +oo
RN

Lema 1.12. Considere || ||« : X — R dada por

el = /ln(1+IXI)Iu(X)|”dX-

RN

define uma norma em X.
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Um préximo passo natural é garantir que X possui as propriedades essenciais de W*?(RY). Para
tanto, uma norma mais adequada se faz necessdria. Comecaremos definindo a medida 1 : . —
[0, 4-o0] por

n(E) = /ln(l + ) dx,
E

onde . é a o-algebra de Lebesgue em RY. Assim, podemos considerar o seguinte espaco de medida
LP(RN,.Z.n).

Lema 1.13. Para cada fun¢do u : RN — R, Lebesgue mensurdvel, verifica-se

el o, 2.y = [l |+
Corolario 1.14. X é um espago de Banach munido com a norma ||-||% = ||-||P +| - ||£.

Demonstracdo. Do Teorema de Riesz-Fischer [30], da definicdo dos espagos L? e do fato de que
X =WSP(RVYNLP (RN, Z,n), segue a validade do corolario. O

Lema 1.15. O espaco X é uniformemente convexo e reflexivo.

Demonstragdo. A prova de que X € uniformemente convexo pode ser feita como em [3, Proposi¢ao

A.6]. Mais ainda, de [[15, Teorema 3.31], vé-se que X € reflexivo. O]

Observaciio 1.16. No caso particular do espago H' (R?) (de modo similar, H 2 (R)), temos que X é

um espaco de Hilbert com o termo || - || da norma de X sendo proveniente do seguinte produto interno

(u,v). = /ln(l + |x])u(x)v(x) dx.
R2
Proposicao 1.17. Sejam p > 2 e s € (0,1) tais que sp = N. Entdo, o espaco X estd continuamente

imerso em WP (RN) e compactamente imerso em L®(RN), para todo ® > p.

Demonstra¢do. A imersdo continua segue de maneira natural do fato de || - || < || - ||x. Vejamos que
vale a imersdo compacta. Observe que é suficiente provar para uma sequéncia que converge fraco
para zero.

Caso o = p: Seja (u,) C X tal que u,, — 0 em X. Agora, como In(1+ |x|) — +co quando |x| — oo,
podemos considerar uma sequéncia (R;) C R™ ilimitada e crescente tal que In(1+ |x|) > & se |x| > Ry,

para cada k € N. Assim,

[lunl 2 _ C
k

1
/|Mn|de§%/ln(1+|x|)|un|pdx§ p

Bpe Bpe
Ry Ry

para todos n,k € N e uma constante positiva C tal que ||u,||x < C.
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Por outro lado, como u, — 0 em X, da imersdo continua, u,, — 0 em W‘W(RN ) e, consequente-
mente, para todo R > 0, arbitrdrio porém fixado, u, — 0 em W*”(Bg). Pelo Teorema |[I.11}, u, — 0

em L?(Bg). Consequentemente, para cada j € N, temos Rj € R™ e existe u, ; € {tn }nen tal que

1
/ |, |Pdx < ~.
J

Bg,

Desta forma, obtemos uma subsequéncia (u,;) C (uy,) tal que

Cc 1
Hu”j”l’:/|unj’pdx+/’unj‘pdx§ ;—F}%O,
Br.

Bpe
j

quando j — +oo. Logo, o lema é valido para @ = p.
Caso ® > p: Sejam u € X e (u,) C X tais que u, — u em X. Defina v, = u,, — u, para todo n € N.
Entdo, v, = 0em X.

Agora, como X — W*P(RY), pelo Teorema (va) € L'*Y(RN), para todo ¢ > 2, e existe uma
constante C > 0 tal que ||v,||;+1 < C||vy]||, para cada ¢ fixado e todo n € N.

Pela desigualdade de interpolag@o, existe 6 € [0, 1] tal que

0 -0 0 -0
[valle < lvallplvalliz7 < Clivallplivall' =%, ¥n € N.

Mais ainda, como v, — 0 em X, existe uma constante C, > 0 tal que ||v,|| < C,, para todo n € N.
Assim,
valls < CC%_GanHz — 0,

pelo caso anterior. Logo, u, — u em L'(R"), como querfamos demonstrar.

Observaciio 1.18. O resultado andlogo para os espacos W17 (RN) ¢ feito utilizando as imersio
cléssicas dos espacos de Sobolev e Rellich-Kondrachov, seguindo os mesmos passos da demonstracao

anterior.

]

1.4 Desigualdades do tipo Moser-Trudinger

Nesta secao relembramos os celebrados resultados de Moser-Trudinger que tornaram possivel o
estudo de EDPs com nao linearidades com comportamento exponencial critico. Além disso, apresen-

taremos algumas desigualdades importantes envolvendo os termos exponenciais.

Lema 1.19. (Lema de Moser-Trudinger [63} Teorema 1.1]) Seja s € (0, 1) satisfazendo sp = N. Entdo,

existe oy > 0 tal que, para todo 0 < o < oy, a seguinte desigualdade ¢é vdlida

sup /R(a,u)dx < oo,

ueWs P (RN, Jull <10,
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onde -
N S ot N
R(a,t) = exp(alt|¥=) — Sy, 2(a,1) = ) F|¢|N—sk,
ky—1 %
k,, 2 ok
com Sy, 2(a,t) = |t\N *ek,=min{k€N; k> pl.

Lema 1.20. [I7]Seoa >0cuc Hl(Rz), entdo

/ (ea|”|2 — 1) dx < 0.

RN

u||% <M < e a < 4m, entdo existe uma constante Koy = K(M, ot),

/ (eo‘""2 — 1> dx < Ko um.

RN

Além disso, se ||Vul|; <1,

tal que

O lema a seguir torna possivel verificar a boa defini¢ao do termo envolvendo a nio linearidade no

funcional associado.

Lema 1.21. ( [42, Lemma 2.3]) Sejam & > 0 e r > 1. Entdo, para todo B > r, existe uma constante
Cg =C(B) > 0 tal que

(explall”) — 8t, 2(e.0)) < Cylexp(Ball?’ ~Si, 2(Ba.r),
1 1 _
com + 7 = L.
Lema 1.22. Seja o > 0. Entdo, R(at,u) € L'(RN), para todo u € WP (RN).

Demonstragdo. Sejam u € WHP(RN)\ {0} e € > 0. Como C7(RY) é denso em W*P(RV), existe
¢ € C3(RY) tal que ||u — ¢|| < €. Observe que, para cada k >k, — 1,

o |7
N N u— - N
’u|N7sk_2 ngfsk ||u_¢|| —|—2N sk‘¢|N79k
Consequentemente,
R(a,m(azmws, ;3;” )+R<azws,|¢|ws>.

. N
Agora, pelo Lema|l.19} escolhendo € > 0 suficientemente pequeno tal que 02N NS <o s N> temos

+
Por outro lado, visto que exp(aZ% |¢|%) =Y —2N= sk]¢|N 5", existe kg € N tal que
k=0

too ok
Y Lowkg|ik < g,

!
k=ko k!
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Isto, combinado com o fato de que N ~v—k > 0 para todo k, — I <k < ko, nos garante que

/R a2 Jo)dx = [ R(a2v5, o] dx < +oe
supp¢
Portanto, R(a,u) € L' (R"), para toda u € WP (RN). O

Observacao 1.23. Pelos Lemas and [1.22} concluimos que R(o,u)! € L'(RN), para toda u €
WSP(RN), a > 0 el > 1. Além disso, resultados andlogos sdo vélidos para os espagos W17 (RN),

com p > 2.

Para as proximas desigualdades ndo hé alteracdes de argumentos independentemente do espago

de Sobolev base, portanto, denotaremos apenas por W, este podendo ser W*?(R") ou W' 7 (RN).

Lema 1.24. Sejamp>2, ucW,r>p,1>1, B > 0e||u|| <M, para M > 0 suficientemente pequeno.
Entdo, existe uma constante Ky = K1 (B,N,M,l,s) > 0 tal que

/ " R(B.w)'dx < Kol

para algum ty > p.

Demonstragdo. Pelo Lema|l.21] para f; = B (I) > [ com B ~ [, existe uma constante C; = C(f;) >

0 tal que R(B,u)! < C1R(B1B,u).
Sejam ¢,1' > 1 com % + tl—, = 1. Da desigualdade de Holder,

1
/ a R(B.w'dx < Cy [ |uRBiBudx < Cy | [ RBB.udx | [lully.

RN N

Novamente, pelo Lema|l.21| para B, = B(¢) > ¢ com 3, ~ ¢, existe uma constante C = C»(f32) > 0
satisfazendo R(Pf,u)’ < CoR(B2P1B,u). Assim,

t

/\u|rR(ﬁ,u)ldx§C1C2} /R(Bzﬁlﬁ,u)dx [

RN N

EscrevaR(f,18,u) =R (ﬁz BiB||ul| N , HZII > . Entdo, escolhendo M > 0 suficientemente pequeno tal

que [32[31[3||u||% < @y y, do Lema|l.19|(ou|1.20), escontramos uma constante Ky = K1 (B,N, M, [, s) >

0 satisfazendo
/ u"R(Bw)'dx < Ky|lul[.

Fazendo tg = rt’ > p, obtemos o resultado desejado. O
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Observacao 1.25. Nas hipoteses do Lema [1.24] pelo Teorema e fop > p, existe uma constante
K>, = K>(B,N,M,l,s) > 0 tal que

/|u]rR u)ldx < Ko|lull".
Mais ainda, como || || < || ||x, temos
/ " R(B,)'dx < Kol ul .

Observacao 1.26. Observe que, as estimativas obtidas no Lema|l.24|e na Observacio podem ser
aplicadas para uma fungio, arbitraria porém fixada, u € X \ {0} considerando 8 > 0 suficientemente

pequeno de modo a ser possivel aplicar as desigualdades de Moser-Trudinger.

1.5 Resultados de Convergéncia e Limitacao

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que permitirdo demonstrar que o funcional asso-
ciado I é de classe C' bem como determinar quando h4 limitaciio e convergéncia de sequéncias de

Cerami nos espagos de solugdo.
Lema 1.27. Sejam (u,) C X e u € X. Entdo,

(a) se u, — uem WP (RN) ou u, — @ em X, entdo existem uma subsequéncia (uy,) C (u,) e uma
fungdo h € WP (RN) tais que uy, (x) — u(x) g.t.p. em RN e |uy, (x)| < h(x), para todo k € N e
g.tp. em RV

(b) Se u, — u em X, entdo existem uma subsequéncia (uy,) C (u,) e uma fungdo h € X tais que
Un, (x) = u(x) g.t.p. em RN e |uy,, (x)| < h(x), para todo k € N e q.t.p. em RV,

Demonstragdo. Para demonstrar esse lema, nos inspiramos na constru¢do apresentada em
[24, Proposi¢do 2.7]. Seja (u,) uma sequéncia em W*?(RV) tal que u, — u em W*?(RY). Em
particular, u, — u q.t.p. em RY. E possivel construir uma subsequéncia (tn,) C (up) tal que, para
todok >1
1
Hunk+1 _”nkH < ﬂ (1.1)

Por simplicidade, denotaremos a subsequéncia (uy, ) por (uy), para todo k € N. Agora, defina

n
Z|Mk+1 x) — ug(x)],

para todo x € RY e n € N. Como consequéncia desta defini¢io e de (1), w, € WSP(RN) e ||w,|| < 1,
para todo n € N. Disto, ||[Vw,||, < 1 e ||wy||, < 1, para todo n € N.
Como (w,) é limitada em L?(R"), a menos de subsequéncia, w, — w em LP(R"), para alguma

fungio w € LP(R"). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, w, — w q.t.p. em RY,
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Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada, w, — w em LP(RY). Vejamos que w €
WP (RN),

Como (w,) é limitada em W*?(RY), a menos de subsequéncia, w, — v, para alguma fungéo
v € WSP(RN). Entio, pelo [23, Teorema 7.1], w,, — v em L”(Bg), para todo R > 0. Passando a uma
subsequéncia, se necessario, w,(x) — v(x) q.t.p. em RY. Mas, visto que w,(x) — w(x) q.t.p. em RV,
conclufmos que w = v q.t.p. em RY. Logo, w € W (RV).

Agora, para [l > k > 2, temos
g (o) — e (x) | < oty () = g1 () 4+ -+ 4 ot () — e ()| < wyy (x) = w1 (x)
e, fazendo [ — +oo, obtemos, para qualquer k > 2,
lu(x) —ug(x)] < w(x) qtp.em RV

Portanto,

up(x)| < g(x) q.t.p. em RY, com g = |u| +w € WSP(RN).

Para finalizar a demonstracao, resta ver por que, no item (b), a fun¢do obtida pertence ao espago X.
Construindo de modo similar ao acima, obtemos que ||wy||. < 1, para todo n € N. Como w41 (x) >
wp(x) € wy(x) — w(x) q.t.p. em RY, segue que In(1+ |x|)[g;(x)|? — In(1+ |x|)|g(x)|” q.t.p. em R".

Do Teorema da Convergéncia Monotona,

/ In(1 + |x|)[w(x)|Pdx = lim / In(1 + x|) [wa(x)|Pdx < 1 < oo,
RN RN

Logo, w € X. 0

Observaciio 1.28. Resultados andlogos sio validos para os espacos W!»(RY). Tal resultado é es-
sencial para garantir que o funcional associado I é de classe C', uma vez que a fungio que domina a

sequéncia precisa, obrigatoriamente, estar no espaco X.

Lema 1.29. Sejam (u,) C X e u € X tais que u, — u em WP (RN). Entdo,

/F(un)—>/F(u) : /f(un)un%/f(u)u e /f(un)v%/f(u)v,VveX.
RN RN RN RN RN RN

Demonstragdo. Como u, — uem WP (RN), u,(x) — u(x) q.t.p. em RY e, pelo Teoremal1.10}, u,, — u
em L?(RY) para todo ® > p. Pelo Lema e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, o resultado
segue. [

A seguir apresentamos dois importantes resultados técnicos essenciais no estudo de convergéncias
em X e que independem do espaco de Sobolev onde X esta inserido. O primeiro resultdo determina
quando temos limita¢do ou convergéncia em X e o segundo garante uma importante convergéncia
integral. Provaremos neste trabalho uma versao mais geral de tais resultados, de modo que as mes-
mas possam ser aplicadas em outros casos. Neste sentido, consideramos uma funcdo g : R> — R

satisfazendo a seguinte condi¢do:
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(g) g € C(R,R),g(0) =0 e existem constantes K5 € R\ {0},Ks > 0 tais que
Ks|t|P~! <|g(t)| < Kelt|"~', Vi € R

Pela condicio (g), temos
K. K
P <G) < 2P Vi eR. (1.2)
p p

Exemplo 1.30. (1) Claramente, um protétipo para g é dado por g(¢) =1, paratodo t € R.
(2) Podemos considerar, ainda, exemplos mais exdticos para g, tais como g : R — R dada por
P ifr € 0,1]
g(t) =14 P2 ifrc(1,2] .
4P if t € (2,00)
Lema 1.31. Seja u € LP(RV)\ {0}. Suponha que (u,),(v,) C X sdo duas sequéncias satisfazendo
Uun(x) = u(x) g.t.p. em RN e (v,) é limitada em L (RN). Vamos designar

= [ [V (3G n) Gv () .

RN RN

Entdo, se sup @, < o, (||va||«) C R ¢ limitada. Além disso, se @, — 0 e v, — 0 em LP(RN), entdo
neN

[lval ]« — O.

Demonstragcdo. Pelo Teorema de Egorov, existem R € N, § > 0, np € N e A C By tais que A é

um conjunto mensuravel com |A| > 0 e |u,(x)| > 6, para todo n > np. Sem perda de generalidade,

podemos considerar R > 2. Assim, se x € Bg e y € B5p, temos 1+ |[x —y| > /14 |y| e [x —y| > 2.

Portanto, para cada n > ng, obtemos

KZ
@2 [ [arlx=y)n(1+ L=y (i) dxdy
e A

Big
> K0 1 i) ay
Big
2 2
B0 12— 1+ 2R) ol )
e o resultado desejado segue. U

Lema 1.32. Seja (u,) C X tal que u, — u em X. Entdo,

tim [ [V (=316l () u(3)) (0 (3) — () ddy =0.

n—>o0
RNRN

Demonstragdo. Por simplicidade, para cada n € N, defina

A= [ [V DIG )£ ))3) — ()] iy

RN RN
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Como u, — uem X, pelo Lema u, — u em L*(RY) para todo s > 2. Disto, da condigio (g) e da

(2.1), temos
)

An < Hazl\w%/MZ(X)\u(y)Hun(y)—u(y)l dxdy

RN
K3 ||az]|--
6 201,112 2 2
< =5 | Hlunl Xl ul 2]l = ul[3 + [un] 2 /ln(l + YD) un(y) —uly)| dy
N
Para finalizar a demonstragdo, basta argumentar como feito em [20, Lema 2.6]. [

Lema 1.33. Sejam p > 2 e (u,) C X tal que u, — u em X. Entdo,

tim [ [ 1001+ e =) () 2u(0) (0 (3) — (y))dady =0,

n—y—+-oo0
RN RN

Demonstragdo. Inicialmente, vemos que

//ln(l + o = Y1) et () [P [ (0) [P 2 u(y) (1t () — () )dxdy

N RN
< 121~ =+ [ 100+ 1)t P3) P it () = ) .
RN RN

Agora, para R > 0, arbitrdrio porém fixado, definimos

U DI i (3) ~ () dy = (R) + g (R)
RN

onde
a(R) = [ 01+ ) ()~ (3) ()l
Br

gn(R) = /hl(l + YD) P un (v) = u(y) |y,
B

Lembra que, para y € Bg, In(1+|y|) <In(1 +R). Como u, — u em X, da Proposi¢io |1.17}, u, — u
em L®(RV), para todo @ > p. Assim,

B (R)| < In(1+R)||ue| |5~ ||ty — u|, — O,
quando n — +oo. Por outro lado,
1 1
gn(R) < (/ln(l + D u)Pdy)” (/ln(l + YD) un(y) —u(y)[Pdy)r. (1.3)
By By

Observe que,

([ 01+ Dlun () = u(3) Pay) < o[l -+ [Jull) < €,
B
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pois (u,) C X é limitada. Entéo, de (1.3),

S|

an(R) <C) /1n(1 + |y |u(y)|Pdy | =Cio(R)—0 ,as R— +oo.
By

Consequentemente, para todo R > 0,

timsup| | [ In(1-+ L =31) (0 u3)|~2u(3) () = ()| < C(R).

n——+oo
N RN

Assim, fazendo R — +o0, (R) — 0 e concluimos a demonstragao. O

Proposi¢ao 1.34. Sejam p >2, u € L?(RV)\ {0}, (u,) C LP(RY) tal que u,(x) — u(x) q.t.p. em RY
e (vy) C LP(RN) limitada. Se

a=sup [ [ 101+ x = yDlua (5)|7 v ()|l < -+, (1.4)
" RVEM
entdo ||vy||« € limitada. Além disso, definindo
o= [ [ W01+ =yl ()l () Pxdy,
RV RV
para cadan €N, se o, — 0 e ||vy|[, = 0, entdo ||vy||« — 0.

Demonstragdo. Sejam ng,R,8 e Q dados pelo Lema[l.4] Entdo, u,(x) > 8, para todo n > ng. Assim,

das propriedades da fun¢do In e do fato que o, > 0, para todo n € N, temos

o= [ [0+ ey ) 71v() Paxdy

BSp Q

> 87 / / In(v/T+ ) [va(y) [P dvy

5 Q
s [t b= [+ by
Bog
, 0
> 2 (2 101+ 2R) )
Consequentemente,
1
i ,
0 <|vul]+ < <|Q|6pan+ln(1+2R)||vn||p) (1.5)

Portanto, da hipétese, (||v,||+«) C R é limitado. Além disso, se o, — 0 e ||v,||, — 0, da equagdo (1.5),
[[vall« — 0. [l



CAPITULO 2

Equacao de Choquard Logaritmica
Envolvendo o Operador p-Laplaciano
Fracionario

No presente capitulo, focaremos na resolu¢ido da equacdo de Choquard logaritmica apresentada

em[3] isto €, estudaremos existéncia e multiplicidade de soluc¢des para

(=A)pu+ lulP~2u+ (|- [+ [ul?)|ulP~2u = f(u) em RY, (2.1)

t

onde N =sp,s€ (0,1),p>2,a=1,A=1¢e f: R — Récontinua, com primitiva F(¢) = [ f(1)d7.
0

Este capitulo serd baseado no artigo publicado [10].

Relembramos que, ao longo deste capitulo assumiremos as seguintes condicdes para a ndo linea-
ridade f

(f1) f€CR,R),f(0) =0,tem crescimento exponencial critico.

) _
(f2) fs0 P2
(f3) Existe 6 >2p talque f(¢)t > 60F(t) >0,Vt>0.

q—r

2(g—p)» SI
(fa) Existem g >2p e C, > 2q 5)] ’ qu tais que F(t) > C,lt|?,Vt € R,
q" Po

24
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onde

[Vl
Sq(v) = Sq = inf S (v) > inf S,(v) >0
q(V) ||v||q vlengz{ ( ) 1}20 ( ) ’

com S, > 0 sendo a constante obtida pelas imersoes de Sobolev, Teorema [1.10, &7 = {u € X \

{0} ; Vo(u) <0} e pp > 0 é um valor real suficientemente pequeno, conforme vamos conferir no

Lema

E, para o caso de multiplicidade, consideraremos a seguinte condi¢dao

(f1) f€C(R,R), f(0) =0, f éimpar e possui crescimento exponencial critico.

2.1 Framework e Preliminares

Nesta primeira secdo, apresentaremos as ferramentas necessarias para a demonstra¢ao do Teorema
0.1l Como mencionado anteriormente, estamos interessados na existéncia de solugdes fracas ndo
triviais para (2.1]), relembrando que uma fungdo u € W?(RV) ¢ dita ser uma solugio fraca para (3)

se satisfaz

[ [ O P 2) DO D gy i

|x y’N+sp
RN RN RN
[ [yl 2utvi)sdy = [ favdx, vvewsr @Y. @2)
RN RN RN

Neste sentido, definimos o funcional associado a (@), I : WP (RV) — RU {40}, por

1) =l o [ [ =5 Dluto P luts) ey~ [ Fjas 23
RN RN RN
Desta forma, veremos que pontos criticos de I serdo solugdes fracas para (3). Consequentemente,
nosso primeiro objetivo serd verificar que I estd bem definido e é de classe C'.
Inicialmente, nos concentraremos no termo do funcional que apresenta a func¢ido logaritmica.
Para tanto, inspirados em [20], definimos trés funcionais auxiliares Vi : WS?(RY) — [0,00], V5 :
LTTP (RN = [0,00) e Vg : WSP(RY) — RU {eo}, respectivamente, por

wrs Vi) = [ [ 1001+ eyl Pl ey,

NN
s Va(u //m (1+—|) ()P u(y)|Pdxdy,
RNRN
s Volu) = Vi(w) =Va(a) = [ [ In(lr—yDlu(o)? () "y

RN RN
onde as integrais sdo tomadas sobre fun¢des mensurdveis u : RV — R e estdo definidas no sentido de

Lebesgue.
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Observacio 2.1. (i) Relembre que In(1 + [x—y|) <In(1+ |x|) + In(1 + |y|), para todos x,y € RY, e
Inr <r, paratodo r > 1.
(ii) Pelo item (i) e aplicando o Teorema com o= =0eA =1, e fazendo uma escolha natural

parapet,asaber p=t = %, obtemos
Va()| < Kolluly v ue LT (RY), (2.4)
2N—1

onde Ky € a melhor constante para (HLS). Desta forma, podemos concluir que V, assume valores
finitos em L2V-17 (RM).
(i) Novamente, pelo item (i), concluimos que Vi (u) < 2||u||?||u||5, para toda u € WP (RY).

Como consequéncia da Observagao vemos que os funcionais Vi,V e V estdo bem definidos

sobre X. Resta verificar que estes funcionais sio de classe C'.

Lema 2.2. Os funcionais Vi,V e Vy sdo de classe C' (X,R), com

Vi) =2p [ [0+ 1= 3Dl )P 2uly)o(3) ddy 23)
RN RN
=29 [ [ (14 ) WP WO 2uv0) s 26)
RN RN

Observacao 2.3. Observe que, pelo item (ii) da Observacdo € possivel demonstrar que, na reali-
dade, V; € C! (LNZ%H’7 (RV),R). Desta forma, como X C LwTP (RM), a regularidade em X vem como

consequéncia.

Na sequéncia, verificaremos que o termo envolvendo a nio linearidade f é de classe C'. Primei-
ramente, dado £ > 0, de (f>), existe § > 0 tal que | f(u)| < &|u|P~!, sempre que |u| < §. Agora, como
q > p, existe r > 0 tal que ¢ = p+r. Entdo, visto que as funcdes zq_l,z%k, paratodok >k, —1, ¢
7" sdo crescentes, para |u| > 9,

|!"1

pluele.)

P <l biulR(u) <l e

+o1ul s R(et,u) = baful*R(at, u),

onde b, = pS’RE(Ot,ﬁ) + 641*1 > 0. Portanto, para o > 0,
£
F ()| < Elul? + balul R (@), Y u € X. @)
p

Sejam, agora, ¢, > 1, com %—l—tl—, = 1. Da desigualdade ID da Observacao , de X —
WP (RN) < L?(RN), para todo @ > p, e da desigualdade de Holder, concluimos que

€ ’ f
J 1Pl < S fullp + bolally | [ Rewfdr | < oo Vuex @.8)
RN

De modo andlogo, dados € > 0, & > 0, g > p e u € X, obtemos que

1f ()] < elulP~" +by|ulT ' R(at, u). (2.9)
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Lema24. (i) O funcional V| é fracamente semicontinuo inferiormente em W*?(RN).
(ii) O funcional I é fracamente semicontinuo inferiormente em X.

(iii) O funcional I é semicontinuo inferiormente em W*P(RN),

Demonstragdo. (i) Seja (u,) C WP (RV) tal que u,, — u. Entdo, para todo R > 0, u, — u em W*”(Bg)
e, pelo Teoremal|l.11| u, — u em L?(Bg). Afirmamos que

tim [ [ 1001+ b=y a1 () Py = [ [ 101+ e y1) ) P ()| Py

n——+oo
Br Bg Bg Bg

De fato, passando a uma subsequéncia se necessario, € possivel ver que / |lun(¥)|P — |u(y)|P|dy — 0.

Br
Entao,

[ [0+ =D (o) lan ) Petsdy— [ [ 01+ e~y ) Py
R Br Bg Br
< [1ﬂ(1+2R)Hun||§+ln(1+2R)HM||,’3]/HMn(X)|p—|M(X)!”|dx—>0-

Bg

Consequentemente, para cada R > 0,

liminfV; (u,) > //ln(l + |x —y|)|u(x) [P |u(y)|Pdxdy.
Br Br

Portanto, do Teorema da Convergéncia Mondtona,

liminf Vi (u,) > RhT //ln(l + |x —y)|u(x)|P|u(y)|Pdxdy = Vi (u).
—> 00
Bg Bg

(ii) Segue diretamente dos seguintes fatos V, € C! (L%l7 R), (2.4), X — WSP(RN), Proposigio

e o item (i).

(iii) Basta ver que I(u) — iVl u) é continuo com respeito a || - || e utilizar (2.4}, Teorema|l.10, e o
2p

item (1).

2.2 Geometria de / e Resultados Técnicos

Nesta secdo apresentaremos a geometria apresentada pelo funcional /, bem como alguns resul-
tados importantes de limitagdo. Os primeiros dois lemas nos garantem que o funcional / possui a

geometria do Passo da Montanha.

Lema 2.5. Existe p > 0 tal que

mg = inf{I(u): uc X , [lul| = B} >0, ¥ B € (0,p] (2.10)

ng = inf{I'(u) () ; ue X , |[ul| = B} >0,V B € (0,p]. 2.11)
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Demonstracdo. Sejau € X \ {0}, com ||u|| suficientemente pequena de modo que seja possivel aplicar

o Lema([l.24] e g > p. Entio, por (2.4), Observagao[1.25] (2.7) e Teorema[I.10] temos

1 Ko, 2 € [[ue] |7
I(u) > —||u||”—2—||u|| O = =ullh = Kaul|? >
p 14 w-iP p

[1—&—=Cil[ul|]” = Caf |ul["7].

Portanto, para € > 0 e p > 0 suficientemente pequenos, obtemos (2.10). De maneira similar, por (2.9)),
(2.4), Observagio[I.25]e o Teorema[[.10] segue que

I'(u) () = |u P + Vi (u) = Vo (1) — /f(u)udx > ||l [P[1 — & = Ca]|u] |7 = Ca |ue]|771).
RN

Logo, tomando &, p > 0 suficientemente pequenos, vale (2.11). 0

Lema 2.6. Sejam u € X \ {0}, t > 0 e g > 2p. Entdo,

limI(tu) =0 , supl(tu) < +oo e I(tu) — —oo as t — +oo.

Demonstracdo. Sejau € X \ {0}. Primeiramente, de (fs),

t2p 2

I(tu) = —||M|IP+EV0 /F tu)dx < —]|u||1’+ vao( ) — Cgt|ful| 9 — —oo,

quando t — +oo. Agora, de (2.7) e do Lema [1.24] para t > 0 suficientemente pequeno tal que ||7u||
estd nas condigdes do Lema 4] temos

tP
[ Fewax] <= Jlullr + Kyt lulf = 0,
p

quando ¢ — 0. Portanto, I(tu) — 0 quando ¢ — 0. Finalmente, como I € C'(X,R), dos dois fatos ja

demonstrados, segue que sup/(tu) < 4-oo. N
t>0

Consideremos, agora, uma sequéncia (u,) C X satisfazendo
3d >0 talque I(u,) <d,VYneN e |[I'(uy)||x(1+||ua||x) = 0 ,quando n— +oo. (2.12)

Lema 2.7. Seja (u,) C X satisfazendo . Entdo, (uy) é limitada em W*P (RN).

Demonstragdo. De (2.12) e (f3), temos

1 1 0 1
@ (1) 2 un) = 51 ) = 5ol + (551 [ Flun)ax > 5.
RN

para todo n € N. Portanto, 2pd +o(1) > ||u,||?, para todo n € N, donde segue o lema. O
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Observacao 2.8. (1) Observe que, trocando a condi¢do I(u,) < d, para todo n € N, pela condi¢do
I(u,) — d, para algum valor d > 0, o Lema 2.7|continua valido.

(2) Utilizando o Lema e o Teorema do Valor Intermediario, € possivel verificar que o valor ¢,
satisfaz 0 < mp < cpp < +oo.

(3) Como I possui a geometria do Passo da Montanha e ¢,,;, > 0, sabemos que existe uma sequéncia

de Cerami para I no nivel do Passo da Montanha, isto é, existe (u,) C X tal que
I(un) = cmp € || ()| |xr (1 + [[un[x) — 0. (2.13)

Além disso, tal sequéncia claramente satisfaz (2.12)).
O tltimo lema desta se¢do garante que € possivel tornar a massa de uma sequéncia de Cerami
associada a ¢, tdo pequena quanto se queira, de modo a ser possivel utilizar os resultados envolvendo

Moser-Trudinger.

Lema 2.9. Sejam (u,) C X satisfazendo e g > 2p. Entdo, para algum valor py > 0 suficiente-
mente pequeno,
limsup ||u||” < p{.
n
Demonstragdo. Pelo Lema 2pcmp +0(1) > ||un||P, para todo n € N. Entdo, limsup||u,||? <
n
2pcpyp. Desta forma, um passo natural serd procurar uma estimativa adequada para o valor c¢;),.

Inicialmente, considere o conjunto <7 = {u € X \ {0} ; Vo(u) <0}. Paracadau € X\ {0}, >0

e x € RN, definimos u,(x) = t?u(tx). Entio,
Vo(ur) = 772N Vo (1) — 17N It u] [} — —oo,
quando t — oo, visto que 4p — 2N =2p(2 —s) > 0. Portanto, <7 # 0.
Além disso, das imersdes dadas no Teorema |[1.10, existe uma constante C > 0 tal que ||u|| >
C||ul|4. Deste modo, as seguintes defini¢des fazem sentido

ML g S, = inf S,(v) > inf S,(v) > 0.

S —
a(v) V]l vess V20

Agora, pelo Lema para v € o/ e T > 0 suficientemente grande, I(Tv) < 0. Assim, definindo

Y:[0,1] — X por y(¢t) =tTv, temos que y e I'e

< = < .
cmp < max I(y(t)) = max [(1Tv) < max/(tv)

Consequentemente, para Y € o,

[N
VRS
| —

|
| —
~_
A

<
—~

<
S~—

LY
1l

tP
< < I p_ q q
cmp_rgxl(tw)_rgg{zpllw Cqt Illl/Hq}

° P4/ (4Cp)i
Tomando o infimo sobre as fungdes ¥ € o7, obtemos
L
2 _ SQ*P
limsup ||u,||P < la=p)_Si — <p,
" q (qCq) 77

para C,; > 0 suficientemente grande. 0
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Observacao 2.10. Pelo Lema € possivel observar que, fazendo C, > 0 suficientemente grande
tornamos o valor pg tdo pequeno quanto desejarmos. Isto nos garante que € possivel utilizar todos

os resultados de estimativas para o termo com crescimento exponencial para qualquer sequéncia que
satisfaca (2.12), com d = ¢y, ou (2.13).

No restante desta se¢@o, focaremos em determinar quando uma sequéncia de fungdes nos moldes
de (2.12)) é limitada no espago X.

Lema 2.11. Seja (u,) C X uma sequécia limitada em W (RN) tal que

liminf sup |lun(x)|Pdx > 0. (2.14)

€ZN
=By ()

Entdo, existem u € WP (R)\ {0} e uma sequéncia (y,) C Z" tais que, a menos de subsequéncia,
Vo Uy = iy, — u em WP (RV).
Demonstragcdo. Da equacdo e propriedades do liminf, sabemos que existe uma constante C; >

0 tal que, passando a uma subsequéncia se necessario,

sup |un(x)|Pdx > Cy , VneN.
yezZN
By(y)

Assim, para cada n € N, da defini¢do de sup, existe uma sequéncia (y}) C ZN satisfazendo

lim |ty (x)|Pdx = sup |lun(x)|Pdx > C;.
k—>+oo yeZN
Ba(yg) Ba(y)

Entdo, para cada n € N, existe ki € N que verifica

/ lun(x)[Pdx > Ci.
Bz()’,’%)

Além disso, como (u,,) é limitada em W*?(RV), existe C, > 0 tal que

Co> ull = lwllp = [ fm@)lPdx>cr.

B (y;:n)
0

Portanto, obtemos uma sequéncia indexada em n € N que satisfaz

/ un(0)|Pdx | C (G, (2.15)
Bz(yz(r)t)

Considere (uy) e (y,) as subsequéncias das sequéncias originais obtidas pela constru¢do acima. Ponha
il = Yy * Uy. Entdo, como || -|| é ZN-invariante, (ii,) é limitada em W*?(R"). Logo, existe uma fungio
u € WSP(RN) tal que i, — u em WP (RV).
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Como consequéncia, sem perda de generalidade, podemos assumir que i, (x) — u(x) q.t.p. em
RY. Mostremos que u # 0 em W5 (RN),

Primeiramente, como o operador restricio é continuo de W*?(RY) para W*”(B,), temos que

ftn‘Bz — u‘Bz em W¥?(B,). Entdo, pelo Teorema|l.11} ﬁn|32 — u}BZ in L”(B;). Assim,
€< [linlrdx= [ V], x> [ luly,|7dx < [l
By B> By
Logo, ||u||? > C; o que implica que u # 0 em WP (RY), como querfamos. O

Lema 2.12. Sejam q > 2p e (u,) C X uma sequéncia satisfazendo com d € (0,cpp) ou 2.13),

para a qual ndo ocorre ||uy|| — 0 e I(u,) — 0. Entdo,

liminf sup |lun(x)|Pdx > 0.
yezZN

By (y)
Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que

liminf sup / lun(x)|Pdx = 0.

€7ZN
Y B (y)

Entio, pelo Lema de Lions, u, — 0 em L?(R"), para todo ® > p. Assim, como %p > p, de (2.4),
V> (un) — 0. Além disso, por (2.9) e pela Observagao|1.25]

/f(un)undx < &fun|[}; + Cil|utnllge, < EC2+ Col[un lgr, — O,
N

quando € — 0 e n — +oo. Consequentemente,

1617+ Vi (1) = I (1) (1) + Va (10) + / Fltn)tndx — 0,
RN

quando n — +oo. Logo, como se tratam de termos ndo-negativos, ||u,|| — 0 e Vi(u,) — 0 e, pelo
Teorema |[t4a]|p — O € [|tn]|qry — O. Finalmente, de (2.7), Observacio e Teorema
concluimos que [ F(uy,)dx — 0.
RN
Portanto, I(u,) — 0, o que é uma contradi¢do com a hipétese, provando o lema. 0
Corolario 2.13. Seja (u,) C X uma sequéncia nas hipdteses do Lema Entao, (ii,) C X é limi-
tada.

Demonstragdo. Pelo Lema [2.12] liminf sup / |un(x)|Pdx > 0. Entdo, do Lema [2.11] existe uma

cZN
Y B>(y)

sequéncia de pontos (y,) C Z" tais que, a menos de subsequéncia, i, — u € WH?(RV)\ {0}. Agora,

pelo Lema [2.7| e pela norma || - || ser Z"-invariante, (ii,) é limitada em W*?(RN) e, pelo Teorema
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(@i,) é limitada em L®(RY), para todo @ > p. Além disso, sem perda de generalidade, podemos
assumir que i, (x) — u(x) q.t.p. em RV,
Consequentemente, por (2.9) e pelo Lema|l.24]

Vi () = I' (1) () + Va (1) + /f(un)undx+0(l) <C.Vnen.
RN

Portanto, sup Vi (ii,) < +eo e, da Proposicao|1.34] concluimos que (i,) é limitada em X. O
neN

O ultimo resultado desta se¢do € o ponto chave para utilizar teoremas classicos para obter mul-
tiplicidade de solugdes sem ser necessario utilizar teoria de género, uma vez que ele torna possivel

verificar a validade da condigdo (PS) em niveis adequados.

Lema 2.14. Seja (u,) C X uma sequéncia nas hipdteses do Lema Entdo, a menos de sub-

sequéncia, (uy) € limitada em X.

Demonstracdo. Primeiramente, do Lema (u,) é limitada em W5?(RM) e, do Coroldrio pas-
sando a uma subsequéncia se necessdrio, existe uma sequéncia (y,) C Z" tal que i, — u em X, com
u+#0em X, e il,(x) — u(x) pontualmente q.t.p. em RY. Além disso, pela Proposicao iy, —u
em L?(RN), para todo @ > p. Observe que, em particular, u # 0 em L” (RV).
Afirmacao 1: Existem R,C; > 0 e n; € N tais que ||“n||£,BR1 > C) > 0, para todo n > nj.

Como u € LP(RN)\ {0}, existe R, > 0 tal que HuH;BR2 > 0. Suponha que a afirmagio ndo é

valida. Entdo, podemos construir uma sequéncia (u,, ) C (u,) satisfazendo

1
m>/|unk(x)|pdx.

BR2

p

Fazendo k — +eo, concluimos que u,, — 0 em L”(Bg,) e, consequentemente, ||ul[,, B,

=0,o0queé
uma contradi¢do. Portanto, a afirmacao é valida.
Afirmacfio 2: A menos de subsequéncia, (y,) C Z" é limitada.

Suponha, por absurdo, que qualquer subsequéncia de (y,) verifica |y,| — . Assim, existe
ny € N tal que |y,| > 2Ry, para todo n > ny, onde R; é o raio dado na Afirmacao 1.

Lembramos ainda, que 1+ |x+y,| > \/T’yn’ , paratodo x € Bg, e n > ny. Portanto, considerando

uma subsequéncia se necessario, temos que

anll? = [ 101+ eyl (o)
RN
> Callunl[} 5, I0(1+ [yal) = C3In(1+ [yn]), ¥ n €N,
o que contradiz o fato de que (iZ,) é limitada em X, provando a afirmagao 2.

Agora, observe que

||un||f = /ln(1+ | — )| (x) |Pdx < ||di] X +1In(1 + yul)||En] 5,V n € N. (2.16)
RN
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Pela Afirmacdo 2, existem yg € Z" e 7 € N tais que y, = yo, para todo n > 7. Entdo, da equacio
(2.16) e do fato de (ii,) ser limitada em X,

|un||¥ < C4 onde C4=max{In(1+|yy,|),...,In(1+ |ya|),In(1+ |yo|)} > O.

Portanto, como (u,,) é limitada em W*?(R"), o resultado segue. O

2.3 Existéncia de Solucoes

Na presente segdo concluiremos a demonstragdao do Teorema [0.I] Comegamos provando uma
proposicdo chave, a qual determina sob quais condi¢des o funcional / possui pontos criticos ndo

triviais.

Proposicao 2.15. Sejam g > 2p e (u,) C X uma sequéncia ou satisfazendo a equagdo , com
d € (0,cmp), ou sendo uma sequéncia de Cerami para I no nivel cyp. Entdo, considerando uma
subsequéncia se necessdrio, apenas uma dentre as seguintes alternativas ocorre:

(@) ||uy|| — 0 e I(u,) — 0.

(b) Existe uma funcdo u € X \ {0} tal que u,, — u in X, um ponto critico ndo trivial u € X em I.

Demonstracdo. Suponha que (a) ndo ocorre. Entdo, pelo Lema (up) é limitada em WP (RV).
Mais ainda, pelo Lema a menos de subsequéncia, (u,) é limitada em X e u, — u em X. Apli-
cando a Proposicao temos que u, — u em L?(R"), para todo @ > N.

Agora, observemos que:
() [ (1) (un — )| < (1 () ]3|t — wel|xe < Co| | () [[x7 — 0, quando 7 — +- .
(ii) Note que ﬁ + 2’3—;1 =1, %(q— 1)>pew= %(g— 1)ty > p. Assim, da limitagdo de

(u,) em LP(RN) e em LP(RY), Observacio|1.25] Proposicio|1.17} (2.9) e a desigualdade de Holder,
temos

/f(un)(un—u)dx < /|ﬂ,,|”_1|un—u|dx—|—b1/|un|q_1|un—u|R(oc,un)dx
N RN

RN

2p_ 22 (q—1) 2p-1
< Cllun —ul|p +br[|un —ul|2p( JpyR(0 1) =T |14 | 27T dx) %

< Cllun—ul |+ b1 K |l — ul |2 lua I, =,

quando n — oo
(iii) Por (HLS), a desigualdade de Holder e a Proposicao|1.17]

2p—1
[Va (1) (st — )] < Kollutn| o Mot —ul] v, 0.

2N
2N-1

quando n — oo,
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(iv) Da Proposicao|1.17]
/ |2t (st — w)lx| < || ig] [ 8 —ul|, — O, quando n — +oo.
N

(v) Relembramos que, existe uma constante D > 0, dependendo apenas de p, tal que
la—b|P < Di(|a|’2a—|b|P*b)(a—b) ,Va,beR, ¥ p>2. (2.17)
Entao,

Vi) (=) = [ [ 101 b= 3Dl ()7t 0)17 2100 0) (0 (3) — ()
RN RN

>y [ [ In(1 4 ey ()t ) — () Py
RN RN

[ 0 b 1) )17 (5) 205 ) — )y
RN RN
=CyA1 + B;.
Observe que A} > 0 e, pelo Lema|1.33] B; — 0, quando n — +oo. Consequentemente, V/{ (uy) (1, —
u) >o(l).

Das observagdes anteriores, vem que

o(1) = 1" (un) (tn — ) = A(ttn) (s — 1) + Vg (t (1 — ) - /f(un)(”n —u)dx
RN
> A(un) (g —u) +o(1).
Isto é, A(u,) (u, —u) — 0. Entdo, como A satisfaz a propriedade (S), u, — u em W*?(RY). Portanto,
podemos obter que A} — 0 e, da Proposicao|1.34] ||u, — u||« — 0, provando que u,, — u in X.

Finalmente, resta provar que u € um ponto critico de /. De fato, seja v € X. Entao,
[I'(w)(v)| = Lim |I' (w,) (v)| < |[v||lim ||’ (u,)||x» = O.
O

Demonstragdo do Teoremal0.1} (i) Pelo Lema [2.5] e a Proposicdo [2.15] existe um ponto critico ndo
trivial para I, uy € X, tal que I(up) = cpp.

(ii) Inicialmente, defina o conjunto % = {v € X \ {0} ; I'(v) = 0}. Como uy € %, H # 0.
Assim, podemos considerar uma sequéncia (u,) C %" satisfazendo I(u,) — ¢, = vlenjli/ I'(v).

Observe que ¢, € [—o0,cpp). Agora, se c; = ¢mp N0 hd o que demonstrar. Por outro lado, se
cg < Cmp, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que (u,) < ¢, para todo
n € N e, pela defini¢do do conjunto %", vemos que (u,) verifica |[I'(u,)||x/ (1 + ||un||x) — 0. Além
disso, como I’ (uy)(u,) = 0, para todo n € N, da equagdo , ||un|| > p, para todo n € N. Portanto,
da Proposigao [2.15] existe uma fungdo u#; em X que é um ponto critico ndo trivial de / em X. Logo,

concluimos que u; € J# e I(u;) = cg. Particularmente, vé-se que cg > —oo. [l
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2.4 Multiplicidade de Solucoes

Esta secdo serd devotada a demonstrarmos o Teorema Para tanto, aplicaremos uma versao

Simétrica do Teorema do Passo da Montanha de Rabinowitz [4] (veja também [6,56]).

Teorema 2.16. ( [2| Teorema 4.1]) Seja E = E| ® E;, onde E é um espaco de Banach real e E| é um
subespago de dimensdo finita. Suponha que J € C'(E,R) é par, J(0) = 0, e J verifica as seguintes

condigoes
(J1) existem T,r > 0 tais que J(u) > T se ||u||g =1, u € Ey,

(J2) existem um subespago de dimensao finita % C E, com dimE| < dim.%, e uma constante % > 0

tais que maxJ(u) < %A,
ueg
(J3) J satisfaz a condi¢do (PS). para todo ¢ € (0,2).
Entao, J possui ao menos dim.% —dim E| pares de pontos criticos distintos.

Inicialmente, observamos que, pelas condigdes (f]) — (f1), I € C'(X,R), I é par, I(0) = 0 e, pelo
Lema 2.5 I verifica (J;). Deste modo, resta provar que I também verifica as condigdes (J>) e (J3).
Para tanto, tome k € N e considere Z C X um subespago de dimensao k, com norma usual denotada

por || -]|z. Lembramos que tal subespago pode ser construido de modo standard.
Lema 2.17. Existe R > 0 tal que I(u) < 0 para toda u € Z com ||u||z > R.

Demonstra¢do. Como dimZ < +oo todas as normas em Z sdo equivalentes, entdo, da condico (fa),
da Observagdo[I.25]e do item (iii) da Observagdo 2.1} vem que

2
I(u) < Cil[ullz + Collul|7” = Cs|[u]|3 — —ee,
quando ||u||z — +oo, pois g > 2p. O

Lema 2.18. Suponha C, > 0 suficientemente grande. Entdo, existe 1 > 0, suficientemente pequeno,

tal que maZXI(u) <nen <M, ondeM é dado no Lema|l.24
ue

Demonstracdo. Sejau € Z\ {0}. Entdo, por dimZ < +oo ¢ pela condi¢io (f1), é possivel encontrar

constantes positivas tais que
2
I(u) < Cy|[ul| + Calful |7 = 2C4Aq | ul 13,

onde ||ul|; > Ay||u||z. Assim, de modo andlogo ao Lema obtemos um limitante superior que

pode ser tornado suficientemente pequeno a medida que escolhemos C, grande. [
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Finalmente, resta verificar que I satisfaz a a condi¢io (PS),, o que é garantido no préximo lema.
Omitiremos a demonstrac@o visto que consiste em repetir argumentos similares aos lemas de limitacao
e a Proposi¢do [2.150 O leitor apenas deve observar que, os argumentos utilizados para sequéncias
(PSC) continuam vdlidos para sequéncias (PS) uma vez que, essencialmente, utilizamos o fato que
|7’ (un)|] = 0. Além disso, observa-se que a condi¢do n < M, onde M é dado no Lema é
necessdria para que seja possivel controlar as expressdes envolvendo f e F. Para finalizar, destacamos
que este € um resultado importante, o qual possibilitou resolver também o problema com norma
prescrita, visto que 1a ndo era possivel trabalhar com uma subsequéncia transladada, como fizemos

aqui, no trabalho original.

Lema 2.19. O funcional I satisfaz a condi¢do (PS)y para todo d € (0,1).

Demonstragdo do Teorema[0.2] Dos Lemas e uma aplicagdo direta do Teorema
comE=X,E ={0}, F =Z,J=1,t=mp, r=p e P =n,nos garante que / possui a0 menos
k pontos criticos ndo triviais. Portanto, fazendo k tdo grande quanto se queira, concluimos que (3))

possui infinitas solugdes. [



CAPITULO 3

Equacao de Kirchhoff-Choquard com
Potencial Interno Indefinido

Neste capitulo discutiremos a existéncia e multiplicidade de solu¢des para a seguinte classe de

equagdes de Kirchhoff-Choquard
—M(||Vu|3)Au+Q)u+p(V(| ) uP)u= f(u) em R,

onde g > 0, M : R — R é um fungio de Kirchhoff, Q : R> — R é um potencial ndo-negativo, V :

R — R € um potencial continuo, indeterminado e possivelmente ilimitado superior e inferiormente e
f R — R uma fungéo continua com primitiva F () = ft f(s)ds. O presente capitulo serd baseado no
artigo [13]. ’

Relembramos ao leitor que, ao longo deste capitulo, consideraremos as seguintes condicdes sobre
M,V.Qe f:

(M) M :R — R dado por M(t) =a+bt,paratodo t € R,com a>0¢e b>0oua=0 e b>0.

(Vi) Existem fungdes reais aj,ax : RT — Rtaisquea, € L*(RT), ajo = ir>1£a1(t) > 0,
>

ao= inf ap(t) >0e
teR*
a;()In(1+1) <VT(t) <ay(t)In(1+1),¥t > 0.

(V2) Existe uma fungdo real a3 : Rt — R tal que a3(¢) > 0 em um subconjunto de R* com medida

positiva,
az € L*(R),
- as(t)
V7 () < ; Vi>0 e ou
a3(t) =1*, para algum A € [1,3) e para todo ¢ > 0,
(V3) Existe um subconjunto aberto .# C R™ tal que V(¢) < 0 paratodot € .#.

37



3.1. Nogées Preliminares 38

(Q) Q € C(R%,R), ian Q(x) = Qo > 0 e existe p € (1,00] tal que Q € L”(R?).
xeR2

(f1) f€C(R,R), f(0) =0 e possui crescimento exponencial critico com o = 47.
/()]
=0, 1 T> 1.
(f2) o para algum
(f3) Existe 6 >4 talque f(r)t > O0F(tr) >0, paratodo r € R\ {0}.
(f4) Existem g >4 e C; >0 tais que F(t) > C,|t|?, paratodot € R.

Para conseguir provar a multiplicidade de solugdes, necessitamos da seguinte condi¢ao:

(f1)  f€CR,R),[f(0)=0,f éimpar e possui crescimento exponencial critico com ¢ = 47.

Finalmente, para garantirmos a existéncia de solugdes no caso degenerado, iremos assumir as

seguintes condi¢des:

() lim POl _ 0, para algum 7 > 3.
f=0 Jt7
(f3) existe 6 > 8 tal que f(r)r > OF(t) >0, paratodo ¢ € R\ {0}.

3.1 Nocoes Preliminares

Assim como no capitulo anterior, faremos uso de técnicas variacionais para obter solugdes para

(7). Relembremos que, uma solug¢ao fraca para (7) é uma fungio u € X \ {0} satisfazendo
/Vqudx+ b / \Vul?dx /Vqud)H— / O(x)uvdx

tu [ [Vx= s uve) dxdy= [ favdxyvex,
RN

RN RN

onde X € o espago adequado. Neste sentido, introduzimos o funcional de Euler-Lagrange associado a
@, 1: H'(R?) — RU{e}, dado por

I(u 2/\vu\2dx+— (@/vbﬂdx 2/Q () + 4 Plu) - /F(u)dx, 3.1)

RN RN
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onde P : H'(R?) — RU {oo} é definido como

P = [ [Vx=sh@i()dsdy. (62)
RN RN
Portanto, pontos criticos para o funcional / serdo solugdes fracas para (7).

Para auxiliar em nosso estudo, consideramos, ainda, duas formas bilineares positivas e simétricas
P1,Py: H'(R?) — RU {e} dadas, respectivamente, por

Piw) = [ [VH(x=sDutp)dsdy and Pow) = [ [V (x-shutopidsdy, (33
RN RN RN RN
e os funcionais delas provenientes Py, P> : H'(R?) — RU {eo} definidos como Py (u) = Py (u?,u?) e
P>(u) = Po(u?,u?). Observe que P(u) = Py (u) — P (u).
Como mencionado anteriormente, a fim de que I esteja bem definido, consideramos o espaco de
Hilbert
X={ucH' (R%); |lul|« <o}, onde |[ull= /ln(l + [ u (x)dx,
RN
munido com anorma ||-||% = || -||*+]|-||?, onde || - || é a norma usual de H!(R?), e || - || é a norma

proveniente do produto interno

(u,v), = /ln(l + |x))u(x)v(x) dx.
RN

Nosso primeiro passo neste capitulo é provar que I € C'(X,R). Para tanto, iniciamos discutindo
algumas desigualdades importantes.

Pelas condicdes (f1) e (f2), dados € > 0, @ > 4, fixado, para todo p > 2, podemos encontrar
duas constantes K| = K (p,a,€) >0e K = Kx(p, a,€) > 0 tais que

() <elt|"+KiJt|P " (e® — 1), VieR, (3.4)

F(t) <elt|™ + Kalt|P(e® — 1), VreR. (3.5)

Entdo, combinando o Lema [1.20} a equagdo (3.5) e a desigualdade de Holder, para ry,r, > 1,

rlwle%+%:1,temos

1

n

/ F(u) dx < e[ul |71} +Ka|lull5,, / ("M —1)dx | <o VueH'(RY).  (36)
RN

N

Além disso, da condicdo (V)), existe uma constante K3 > 0 tal que

Pu(w) < ol | [ 001+ = y1)u () )y < Kl 1 37
RN RN
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e, pela condigdo (V,) e Teorema|l.6] existe uma constante K4 > 0 satisfazendo

1
Po) < o | [ oo )y < Kl
RN RN Y

seasz € L”(R), e
1
) < [ [ () dxdy < Kiawsllulls (3.8)
e —y[** 7
RN RN

se a3(t) =t*, para todot >0 e A € [—1,3). Observe que a constante K4 também depende da
melhor constante para a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, denotada, aqui, por Kgg. partir
deste momento, consideraremos apenas o segundo caso na condi¢g@o (V;), visto que o caso em que
a3 € L*(RN) pode ser tratado de modo similar.

Finalmente, da condi¢do (Q), obtemos, para p > 1 dado em (Q), com 1%4—1% =1, que

[ owax< el B, e [ wu dx <11l llellyvlly- (39)

RN RN

Das consideracdes anteriores, e argumentos classicos, concluimos que / estd bem definido em X,
IcC'(X,R)e

P =4 [ [ V(=3 uly)v() dedy. ¥ v €X.
RN RN

3.2 Propriedades Geométricas e Resultados de Convergéncia

Na primeira parte desta se¢ao, verificaremos que o funcional / tem a geometria do Passo da Monta-
nha e provaremos que, a menos da passagem a uma subsequéncia, sequéncias de Cerami sao limitadas
em X. Num segundo momento, analisaremos as geometrias do potencial V e do funcional P.

Nos préximos resultados, precisaremos fazer uso da seguinte desigualdade

1

n
2
/f(u)u dx < €| |ul [T+ Ky |u]| 7, /(erlalul “dx| . (3.10)
RN N
Lema 3.1. Existe um niimero real p > 0, suficientemente pequeno, tal que

mg =inf{I(u) ; u € X,||u| =B} >0, VB € (0,p]

lg = inf{I'(u)(u) ; u € X, |jul| = B} > 0, VB € (0,p].

Demonstragdo. Sejam o > 47 e u € X tais que ryot|u||> < 47.
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Caso a > 0: Por (Q), pelas equacoes (3.6), (3.10) e (3.8), pelo Lema e pelas imersdes dos
espagos, obtemos

a.o 2, b 4,0, 2 H 4 1
1) = 11Vl UVl + S ul3 — S Kallul s el ul 24} ~ KoKl 4,

_ 5 b
> C[ul [P[1 = pCollul|* — £Cs]uf " = Callul 2] + ||Vl

onde C; = min {%, %} > 0 e, de modo similar,

I'(u) (u) = Cs|[ul [*[1 — uCo][ul[* — eCql[ul [*~" — Cs||ul[17%] +b]|Vul[3,
onde Cs = min{a, Qp}. Portanto, para u > 0 qualquer e p,& > 0 suficientemente pequenos, o resul-
tado € valido neste caso.

Caso a = 0: Como estaremos considerando o valor real p > 0 pequeno, podemos assumir que ||u||> <

1. Entdo, [[u|[3 > ||u||3. Além disso,
b Qo Gy
2 1Vull2+ -l [2 > Co(lIVally + [lullz) > [,

onde C9 = min {%, % } Consequentemente,

C _ _
1)l (= Cuo = el = ol ). G.11)

Portanto, para p, €, 1 > 0 suficientemente pequenos, novamente temos a validade do lema. 0
Observacao 3.2. Na desigualdade (3.11]), podemos escrever o lado direito da seguinte forma

&)

7~ Clon— eCy||ul|"> = Cua|uf|7*

C G - -
— (89—C10LL> + <89—8C11IIMW 3 —Cua|ul ) 4)-

Para que o primeiro termo seja positivo, devemos exigir que

3.12)

Co -
8Cio M
Mais precisamente, podemos explicitar um limitante para (. Para tanto, da desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg inequality, vemos que
3-4
4 e 4
lul["s < Kgy [lull,
37
onde Kgy > 0 denota a melhor constante. Assim, levando em conta que

b Qo } 3-A

Co = min{z,j e Cio=KursKs

obtemos
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Portanto, considerando iy > 0 suficientemente pequeno tal que a equacao acima € satisfeita e o se-

gundo termo em (3.12)) é positivo, temos que o Lema [3.1] é vdlido no caso degenerado para todo

M e (07“0)
Finalmente, ressaltamos que, no caso em que a3 € L°°(RN ), obtem-se

min{%,%}

3
8| |a3 | |ooKHL5KC2;N

> U.

Lema 3.3. Sejam u € X \ {0} e ¢ > 4. Entdo,

I(tu) \ O, as t =0, supl(tu) < oo e I(tu) — —oo, quando t — oo.
>0

Demonstragdo. Sejamu € X \ {0}, g >4 et > 0. Por (f1), (3.9) e (3.7), temos

1wy < 29alB+ LAVl 4+ 0l el + Al — el — —oo
=5 2 4 Ul > pliu 2p 4 ullx q u q ’

quando 7 — oo. Agora, considere ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que rjait?||u||> < 4x. Entdo, do

Lema e da equacao (3.6)),

/F(tu) dx < e17||ul |+ + Cye9|u]|9,, — 0, quando ¢ — 0.

RN
Assim, concluimos que I(tu) — 0 quando ¢ — 0 e, como I € C! (X, R), supI(tu) < oo. N
>0
Pelos Lemas e o valor real ¢, definido em estd bem definido e satisfaz 0 < mp <
Cmp < . Além disso, como [ possui a geometria do Passo da Montanha, existe uma sequéncia de

Cerami para [ no nivel ¢, isto é, existe (u,) C X tal que
I(un) = cmp € || (un)||x(1+]|unl|x) — O, quando n — oo. (3.13)

Antes de investigarmos limitacdo e convergéncia de sequéncia, estudaremos brevemente a geo-

metriade Pe V.
Lema 3.4. Para o potencial V e para o funcional P, verificam-se as seguintes propriedades:
(i) VT (t) — oo, quandot — oo, e VT (t) — 0, ast — 0;
(ii) V= (t) — 0, quando t — oo;
(iii) V(t) — oo, quando t — oo.

(iv) Existe uma fungdo ug € X \ {0} tal que P(ug) < 0.
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Demonstrag¢do. Da condicao (V;), parat > 2, temos
0<ajoln(l+1) <ai(t)In(1+1) <V*(t) = 0, quando 7 — oo,
Por outro lado, novamente da condigdo (V7),
0 <V*(t) <|laz||In(14¢) — 0, quando ¢ — 0.

(ii) Utilizando a condi¢@o (V;), vemos que

as (1) [las]] , se a3 € L”(RY)
o<V (1) < p < 1t — 0, quando ¢ — oo.
lm , S€ (13(I) :l‘il

(iii) Segue imediatamente da aplicacdo dos itens (i) e (ii).

(iv) Pela condi¢@o (V3) podemos considerar um intervalo aberto (¢,d) C .# no qual V(¢) < 0. Tome
xg € (BSNBy). Seja w uma fungdo tal que y € C*(R? R) e supp W C Bj_a (xo). Entdo, w € X \ {0}
e P(y) <O. ' O

Como uma consequéncia imediata, temos o seguinte corolério.
Corolario 3.5. O conjunto o7 = {u € X ; u# 0,P(u) <0} ndo é vazio.

Portanto, € possivel encontrar um limitante superior para o nivel do Passo da Montanha, o que

tornard possivel obter nossos teoremas principais.

K
Lema 3.6. Existe uma constante K; = K7(a,b,q,0,p) > 0 tal que c;p < —Z
i

Demonstracdo. Pelas imersdes continuas de Sobolev, para g > 4, existe uma constante C > 0 tal que
||u|| > C||ul|4, para toda u € H'(R?)\ {0}. Assim, pelo Coroldrio 3.5} faz sentido definir

Il . .
= d S;,=inf S > inf S > 0.
Hqu an q vlend Q(V) —320 CI(V)

Sq(v)

Agora, pelo Lema parav € o7 e T > 0 suficientemente grande, I(7'v) < 0. Entao, podemos definir
o caminho y € I" por y(t) =tTv, parat € [0, 1], tal que

< 1(y(1)) = 1(:Tv) < max(tv).
Cmp < Max (y(2)) [max ( V>_1}135< (tv)

Consequentemente, de (Q), (f4) e da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, para ¥ € <7, temos

p-1
a-+ K-r
o < macd [©E1CG

C
S, ()2 |y |2 — =L49|| w4
na > (W)l > 1271¥

b aa.14 Cq
e { 25,0l - Sl
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Considerando as funcdes auxiliares /1,4, : R — R dadas, respectivamente, por hy(¢) = at*> — bt? e
ho(t) = ct* + 014, para a,b, ¢,d > 0, obtemos

2

2
4—q 242 Ll S 2 (/1 42
ey < (zqz _ 7) (a+ 110l KT )75, (y) s (q—cq) .

Portanto, considerando o infimo sobre todas ¥ € o7, segue o resultado. 0

Para finalizar esta secdo, apresentaremos resultados que determinam quando uma sequéncia de
Cerami serd, a menos de considerarmos uma subsequéncia, limitada no espaco X. Para o que segue,

seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo
3d >0 s.t. I(u,) <d, foralln e Ne ||[I'(uy)||x(1+||un]|x) — 0, quando n — . (3.14)
Lema 3.7. Seja (u,) C X uma sequéncia limitada em H'(R?) tal que

liminf sup u>(x)dx > 0.
T yez?
By (x)
Entdo, existem uma fungdo u € H'(R?)\ {0} e uma sequéncia (y,) C 7 tais que, a menos da passa-

gem a uma subsequéncia, y, x u, = ii, — u € H'(R?). Particularmente, u # 0 em L*(RN).

Lema 3.8. Seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo , limitada em H'(R?) e tal que ||Vuy,||> <

2./-%, paratodon €N, e

ro’
liminf sup / u>(x)dx > 0.

n—yoo 2
YEL
By (y)

Entdo, a menos de uma subsequéncia, (ii,) € limitada em X.

Demonstracdo. A demonstragio segue dos Lemas|[1.17] e das equacoes e (3.8), do fato

de Py ser invariante por translagdes em Z? e pelo fato de que, para todo n € N,
a b
P () = 1y) = 5 1Vl B — 2|Vt 14— /Q R)dv+EP )+ [ Plun)a
RN
]
Destacamos que o proximo lema é um resultado técnico chave para a obtencdo de multiplas

solugdes para o problema (3]), uma vez que este torna possivel verificar a validade da condi¢io (PS)

para niveis reais adequados.

Corolario 3.9. Seja (u,) C X sob as hipdteses do Lema Entdo, a menos da passagem a uma

subsequéncia, (uy) é limitada em X.
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Demonstragdo. Inicialmente, pelo Lema passando a uma subsequéncia, se necessario, existe
(yn) C Z? tal que ii, — u em X, com u # 0 em L*(RV), ii,(x) — u(x) pontualmente q.t.p. em R? e,
pelo Lema i, — uem L*(RY), para todo s > 2.

Mais ainda, € possivel ver que existem constantes R,C; > 0 e nj € N tais que ||uy| |§73R| >Cy >0,

para todo n > ny. Desta forma, concluimos que (y,) € limitada em 72 e, como
lunllz = /ln(l + [x = yu ity (x)dx < || [Z +1In(1 + [yu])||iZa][5,¥ n € N,
RN

e (u,) é limitada em H'(R?), o resultado segue. O

Lema 3.10. Suponha q > 4 e o > 41 arbitrdrios, porem fixados. Seja (u,) C X uma sequéncia
satisfazendo (3.14),

Vip||2 <2, /7 e que ndo verifica ||u|| — 0 and 1(u,) — 0. Entdo,

liminf sup u>(x)dx > 0.
n—oo yezz

By (y)

Demonstragcdo. A demonstracao € feita por contradi¢ao, aplicando o Lema de Lion e utilizando as

equagdes (3.8) e (3.10), a desigualdade de Moser-Trudinger e o fato de que I’(u,)(u,) — 0, quando

n — oo, ]

3.3 O caso nao degenerado (a > 0)

A presente secdo serd dedicada a demonstracao dos Teoremas e Uma vez que estaremos
tratando do caso ndo degenerado, ao longo de toda esta se¢do iremos assumir que a > 0 e b > 0.
Nossa estratégia consiste em provar a limitacio de sequéncia de Cerami em H'(R?), garantindo que
serd possivel aplicar a desigualdade de Moser-Trudinger para tais sequéncias e, sob quais condi¢des,
I tem pontos criticos ndo triviais em X. Para finalizar a secdo, verificaremos que tem infinitas

solugdes.

Lema 3.11. Suponha que a >0 e b > 0. Seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo (3.14). Entdo,
(u,) é limitada em H'(R?).

Demonstracdo. Da condicao (f3) e da equagdo (3.14)), temos

do(1) 2 )~ 7)) = 1Vl B+ [ QLo+ [ [f L)t —F<un>} dx
RN RN

- 4
Portanto, para todon € N,

||ta||*,¥ 1 € N.

1
4d 2
e — >
(min{a,Q0}> +o(1) > ||un||,Vn €N,

e o lema segue. 0
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Corolario 3.12. Seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo (3.14), comd € (0, ¢p|, ou uma sequéncia
de Cerami no nivel cyp. Entdo, a menos de considerarmos uma subsquéncia, existe uma constante

K;
Kg = Kg(a,b,q,0,p) > 0 tal que ||u,|| < —i, para todo n € N.

Cci™
Demonstragdo. A demonstracdo segue diretamente dos Lemas e e das propriedades de
lim sup. U

Proposicao 3.13. Suponha q > 4 e C, > 0 ¢ suficientemente grande. Seja (u,) C X uma sequéncia
satisfazendo (3.14), com d € (0, cmp], ou uma sequéncia de Cerami no nivel cy. Entdo, passando a

uma subsequéncia se necessdrio, apenas um dentre os seguintes itens ocorre:

(a) ||un|| = 0el(u,)— 0.

(b) Existe uma fun¢do u € X \ {0} tal que u, — u em X e u é um ponto critico de I em X.

Demonstrag¢do. Suponhamos que o item (a) ndo ocorre. Entdo, pelos Lemas 3.8 e
pelo Corolario considerando uma subsequéncia se necessdrio, u, — u em X, para u € X \ {0}.

Além disso, pelo Lema|(1.17} u,, — u em L*(R"), para todo s > 2.
Agora, pelo Coroldrio[3.12] a menos de subsequéncia, podemos assumir que r &/||u,||> < 47, para

todo n € N e C; > 0 suficientemente grande. Assim, pelas equagdes e (3.12)), pelo Lema [I.20]
e pela desigualdade (HLS), obtemos as seguintes convergéncias

) 11ttt — )| < |1t ]t — ] — O, quando n — oo
(i) P (un) (uy —u) — 0, / O(x)uldx —0e /f(u,,)undx — 0, quando n — eo.

RN RN
Mais ainda, por u, — u em H'(R?), por ||- ||, ser fracamente sequencialmente semicontinua

inferiormente e as propriedades de liminf, passando a uma subsequéncia se necessdrio, temos
(Vit, V (=) = |[Vity|[3 = [|Vul [3 + 0(1).
Consequentemente, do Lema com g(t) =t e dos itens (i) e (ii), segue que
o(1) =1I'(un) (14 — 1)
> a(||Vun I3 = || Vael 3) + bl [Vt [3(| | Vitn] |3 = |Vl |3+ 0(1)) P{ (1) (s — 1) +0(1)
= a(|[Vunl B~ [Vl B+ [ [V (b= y1)u ) (o — 2 (0)dxdy
RN RN

[ [V v =y D 0uts) () — u(3)dxdy +o(1)
RN RN
> a|[Viaa| 3 |V B) + (1) > o(1).

Portanto, obtemos que ||Vu,||3 — ||Vu||5 — 0 e, como u, — u em L*(RV), u, — uem H'(R?). Além

disso, retornando na desigualdade acima, concluimos que

| [V (s o)~ ) dxdy = 0

RN RN
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e, pelo Lemal|l.31] ||u, — u||. — O, donde u, — u em X. Finalmente, para v € X,
(@) W)] < |1 () (v) = I’ (1) )]+ | () [[xr[[V] = 0, as n — 0.
Logo, u € um ponto critico ndo tivial para / em X. 0

Demonstracdo do Teorema O item (a) segue imediatamente da equagdo (3.13)), do Lema[3.T]e da
Proposicao Vamos provar a validade do item (b). Pelo item (a), .# # 0. Considere (u,) C
uma sequéncia tal que I(u,) — c,.
Observe que cg € [—%0,cpp). Se cg = cimp NA0 resta nada a ser provado. Assuma, entdo, que
cg < Cmp. Assim, utilizando a defini¢do do conjunto %", temos que (u,) satisfaz comd = Cpp.
Portando, pelo Lema [3.1]e pela Proposigdo existeu € X \ {0} tal que u, > uemX e u é um

ponto critico para /. Mais ainda, temos I(u) = ¢, 0 que implica, particularmente, que ¢, > —co.  [J

Para provarmos o segundo resultado principal, consideraremos k € N, arbitrario porém fixado, e
Z C X um subespaco com dimZ = k e norma denotada por || - ||z. Nosso objetivo serd aplicar uma
versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha, originariamente desenvolvido por Ambrosetti e

Rabinowitz [4](citamos também [|6,/56]]).

Teorema 3.14. ( [2, Teorema 4.1]) Seja E = E| G E, onde E é um espaco de Banach real e E;
tem dimensdo finita. Suponha que J € C'(E,R) ¢é impar, J(0) = 0, e que ele verifica as seguintes

condigoes:
(J1) existem T,r > 0 tais que J(u) > T se ||u||g =1, u € Ey,
(J2) existem um subespago de dimensdo finita % C E, com dimE| < dim.%#, e uma constante % > 0

tais que maxJ(u) < A,
uc.F

(J3) J satisfaz a condig¢do (PS). para c € (0,5).
Entdo, J possui ao menos dim.% — dim E| pares de pontos criticos ndo triviais.

Neste momento, nosso objetivo serd verificar a validade das condi¢des do Teorema Primei-
ramente, observe que, das condigdes (f]) — (f1), (@), (M) e (V1) — (V3) jd sabemos que I € C' (X,R),
1 é impar, 1(0) = 0 e, pelo Lema 3.1} 1 satisfaz (J;). Ento, resta provar que I também verifica (J,) e
(J3)-

Lema 3.15. Seja q > 4. Entdo, existe R > 0 tal que 1(u) < 0 para toda u € X verificando ||u||z > R.

Demonstra¢do. Como dimZ < o, todas normas sio equivalentes em Z. Assim, da condi¢do (fy) e
da equacdo (3.7), temos

1(u) < Cil|ul[Z+Ca||ul[ — C3][ul|§ = —eo, quando ||u|z — co.
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Lema 3.16. Seja q > 4. Entdo, existe N > 0, suficientemente pequeno, tal que male (u) <ne
ue

S —
rlamin{anO} < T

Demonstragdo. Seja u € Z\ {0}. Assim, por dimZ < oo, pela condigdo (fs) e pela equacdo (3.7),

existem constantes C1,C,,C3 > 0, dependendo apenas de a,b,q e Q tais que
2 4
I(u) < Ciul|Z + Col|u|[7 — CoCs||ul[Z-

Argumentando de forma similar como a feita no Lema3.6] podemos encontrar uma constante C4 > 0

satisfazendo
C
I(u) < —2, para algum expoente § = (g) > 1.
Gy
Consequentemente,
Cy
max/(u) < —
uez Cﬁ
q

e, tomando C, > 0 suficientemente grande, encontramos um valor 1) > 0 suficientemente pequeno

como desejado. 0

No préximo lema iremos garantir que o funcional / satisfaz a condi¢do (PS), para todos valores
d € (0,7m). Observe que a demonstracdo deste lema pode ser feita de modo similar aquela apresentada
para a Proposicdo (3.13| e, por este motivo, a mesma serd omitida aqui. Destacamos que, a validade

deste resultado sé € possivel gracas a existéncia do Lema (3.9
Lema 3.17. O funcional I satisfaz a condi¢ao (PSC), para todos d € (0,7).

Demonstracdo do Teorema Pelos Lemas e e uma aplicagdo imediata do Teorema
3.14, com E =X, E; ={0}, # =Z,J =1, t=mp, r=p e % =1, obtemos que I possui ao
menos k pontos criticos ndo triviais. Portanto, como podemos tornar k tdo grande quando se queira,

concluimos que (3)) possui infinitas solugdes. O

3.4 O caso degenerado (a = 0)

Nesta secdo, investigaremos a existéncia de solugdes para (3) no caso degenerado. Desta forma,

assumiremos que a = 0 e b > 0 ao longo de toda esta secdo. Agora, como a constante multiplicativa

zlt aparece em ambos os termos, a saber ||V - |
utilizada na Secao A técnica adotada serd baseada nos Lemas e[3.19] os quais sdo inspirados

em resultados encontrados em [20]].

2 e V, precisaremos de uma abordagem distinta daquela

Lema 3.18. Sejam (u,) C X uma sequéncia satisfazendo (3.14) e (t,) C (O, (%)4} Entdo,

I(tyuy) < 1(uy), para todo n € N.
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Demonstragcdo. Observe que

b 12
amm:ZﬂwWﬁ+§/Q@@w+%ﬂmw—/Fwwmx (3.15)
RN RN
c
;w%mwazﬂme—MWW%—/QMﬁm+/ﬂwwﬁx (3.16)
RN ]RN

Assim, combinando (3.135)) e (3.16),

b
I{tatn) = 1) = 30 = DI|Vin [+

2—1
2

/Qmﬁa+%@—nm%)

]RN
+/WW0—FWWWM
RN

4
comot,%—%—%§0,parat0d0n€N,e

1 1 -1
F(up) + 4 fun)uy < ) + 1 fup)u, <0,¥neN.

Portanto, I(t,u,) < I(u,), para todo n € N. N
Lema 3.19. Seja (u,) C X satisfazendo (3.14). Entdo, (uy,) é limitada em H'(R?).

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que ||uy|| — o0. Para um valor fixado o > 4x, defina

Vp = ”%HZ—ZH, para cada n € N. Assim, ||v,|| = rlia, para todo n € N. Consequentemente, (v,) é
limitada em H'(R?).
Afirmacao: li}gi;lf sup v2(x)dx > 0.

yEZZBz()’)

Caso isto ndo ocorra, pelo Lema de Lion, v, — 0 em L(RY), para todo s € (2,). Disto, pelas

equacdes (3.8), (3.10), (3.14) e pelo Lema|1.20] temos

0.< WPy () + B[ Vl[§+ 3 000Zdx = 1)) + HPs() + [ Flravnd
RN

< uslvallts +ellvallz5 +Cillvallgy, =0,

quando n — . Consequentemente, P(v,) — 0,

[Vvall2 = 0 e, por (Q),

[Va||2 — 0. Portanto,
||va|| — 0, 0 que é uma contradicao.

Logo, pelo Lema a menos de subsequéncia, v, — vem X, parav € X \ {0}. Podemos assumir,
sem perda de generalidade, que v,(x) — v(x) q.t.p. em R?. Mais ainda, das imersdes continuas de

Sobolev, v,, — vem L? (Rz). Assim, por ser fracamente sequencialmente semicontinua inferiormente,
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da limitacdao em X, da equacdo (3.9), da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg e da condic¢do (fs),

existem um numero ng € N tal que, parat > 0,

b/ 1 \? t2 T
I(tvy) <1*= (—) ||Q||p ~|—t4C2— Cyt?|v[|3,¥ n > no.

4 rno
Entdo, escolhendo um valor #y > 0 suficientemente grande, I(fyv,) < —1, para todo n > ny. Mas, por
outro lado,

T 1
— 0, asn— o0
i |ug||

0 que contraria o Lema Logo, (u,) é limitada em H'(R?). O

Considere (u,) C X uma sequéncia dada pela equag@o (3.13). Pelo Lema [3.19} existe uma cons-
tante K,,, > 0 tal que, passando a uma subsequéncia se necessario, ||u,|| < Kyp, para todo n € N.
Ainda que ja tenhamos obtido uma limitagdo superior para a sequéncia de Cerami, precisamos de

uma constante suficientemente pequena que limite ||Vu,||» para ser possivel aplicar o Lema

Lema 3.20. Seja (u,) C X uma sequéncia satisfazendo (3.13). Entdo, existem [y, > 0 suficiente-
1
mente pequeno e uma constante Ko > 0 tais que, passando a uma subsequéncia, ||Vuy,||» < Kocpp,

paratodon € Ne p € (0, lyp).

Demonstragdo. Pela equacdo (3.8) e a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos
Po(uy) < Ksllun||*s < KsK.3 4<KK K4v N
2(un)_ 5||”n||37L)L > K586y ||un|| > mp» neclN.

Consequentemente,

ey +0(1) = I{1tn) — %I’(un)(un)

3-A
b KsK 2 K* 1
> SVl -+ 3ol 0B (Pl )
RN
b JKoKaa K
> i - 2R e

Portanto, considerando {,,,, > 0 suficientemente pequeno, temos
4
cmp-+0(1) = eb||Vity I,

paratodon € N, u € (0, ) € um valor ¢ € (0 l) dependendo de tpp.

Logo, o resultado segue considerando Ko = (lb) > 0. O

Demonstragdo do Teoremal0.5]- (a). A prova segue dos Lemas[1.32] [1.20] 3.10] e

[3.20|e do Corolario [3.9] argumentando de um modo similar aquele utilizado na Proposi¢do [3.13]e no
Teorema H
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Como o item (a) ja foi demonstrado, podemos considerar o conjunto ndo vazio # = {v € X \
{0} ; I'(v) = 0}. Disto, cg € [—o0,cmp| € existe uma sequéncia (u,) C % tal que I(u,) — cg. Assu-

miremos que ¢, < cimp. Além disso, pela defini¢do de %, vemos que (uy,) satisfaz
1 () [ (1 + [ lutn|x) = 0, as 1= oo.
Consequentemente, do Lema existe uma constante K, > 0 tal que ||u,|| < K,, para todo n € N.

Lema 3.21. Seja (u,) C X uma sequéncia em J& que converge para c,. Entdo, existem [y > 0
Vitn||2 <

suficientemente pequeno e uma constante Kio > 0 tais que, a menos de subsequéncia,
1

Kiocmp, paratodon € N e € (0, ).

Demonstragdo. De modo similar ao feito no Lema [3.20, como ¢, < ¢, considerando uma sub-

sequéncia se necessario, obtemos

3-1
b KsK ;3 K
emp+0(1) > g|Via|[$ = == =E.

Assim, tomando [, > 0 suficientemente pequeno, temos
4
emp+0(1) = eb]| Vi 14,

), dependendo de .
> 0. O

para todon € N, u € (0, ttg) e um valor ¢ € (0,

— 00—

Portanto, o resultado segue para Kjp = (%)

Observacdo 3.22. E interessante observar que o fato do conjunto .# ndo ser vazio depende da

existéncia de uma solu¢do no nivel do passo da montanha. O valor U, deve satisfazer também

Hg < Ump-

Demonstragdo do Teorema[0.3}(b). A prova segue da aplicagio dos Lemas[T.32} [T.20} 3.10
e e do Corolario 3.9, argumentando de modo analogo a Proposicao e ao Teorema

0.1 ]



APENDICE A

Resultados Technicos

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados que complementam a tese e elucidam alguns

pontos abordados.

A.1 Diferenciabilidade do funcional V;

Nesta se¢iio garantiremos que o funcional V; : WS (RV) — [0, ), definido por

wrs Vi) = [ [ In(1+ eyl Pluy) Py, A1)
RN RN

¢é diferenciavel no sentido de Frechét.

Lema A.1. Sejam u,v € X. Entdo, a derivada de Gateux de V; existe e é dada por

Vi) =2p [ [ (14 ey ) ()17 2u(y)v(3)dxdy:
RN RN

Demonstragdo. Comecemos definindo a fungdo g : RY x RN x [0,1] — R por
g(x,y,1) = In(1+ bx — y[)[u(x) +1v(x)|"|u(y) +1v(y)[”.

Assim,

%g(x,y,t) = pIn(1+[x =y ulx) +1v(x) P72 (u(x) + 10 (0w () u(y) +1v(y) "

+pIn(1+[x =y [u(x) + v ()P lu(y) + v )72 (w(y) +1v () )v().

Pelo Teorema do Valor Médio, para (x,y) € RN x RV, fixado, existe fy € (0,1) tal que

d
g(x,y,t) —g(x,y,0) = a—fg(x,y, 1).

52



A.l. Diferenciabilidade do funcional V,

53

Ainda, como 7y € (0, 1), podemos escrever #y = €t, para algum € € (0,1) ez € (0, 1]. Disto,

[In(1 + [x — y[) [Ju(x) + v () |Plu(y) + v () [P — Jux) [P |u(y)[7]|

Pelo Lema ...,

1]

= pIn(1+ b y])|[u(x) +1£v(x) [P~ () + rev(x) (o) uy) + tev(y)|?
) + rev(OIP u(y) + 1ev(y) [P~ (uly) + rev(») ()|

< pIn(1+ [x—y) ()| + (o) [P~ @) )|+ v ()]]7

+ pIn(1 4+ =) o)+ ) P[] + bGP~ ()| = A+ B.

(JuCo)l+ @)D~ <2272 [u) P+ @) e (u@)] + )P <277 [|ux) [P+ [v(x)[7).

Pondo C = 2P~

22r=1 temos

A< Cptn(1+[x—y))[lu()|P~" + )P~ ) [[u@)] + v ()]
|

< Cpln(1+ |x|) +In(1+ [y ae() "~ @) [u) [P+ ()P~ v ()P + W) P ) + [v(x) [P v ) 7).

Observe que,
) / / In(1+
RN RN

) aa o) P~ v o) e () P ey <[]l 127 [

) [ [ (14 )~ ) o) ey < (1] 2l

RV RN

(iii)//ln(l+\X\)\M(X)\”’l\V(X)HV(y)!”dxdyS VIl 27 V115

RN RN

() [ [ 1+ Dol 0ol ) sy < (1]l 0]

RN RN

® [ [wa+

RN RN

) |w() 1P |v(x) [P doedy = [[ul [5][v]]%-

i) [ (£ ) )17 v Py = o 5] 2

RN RN

(v / [+ DOl dxdy = vl v

RN RN

Para a expressdo B podemos proceder de modo similar. Disto decorre que A+ B € L' (RY). Denote

(L YD) () [Pdxdy = [[v][5][V]]2-

pIn(l+ fx =y [u(x) + rev(x) [P (u(x) + rev(x))v () |u(y) +rev(y)|?
+[u(x) +rev () P lu(y) +rev(y) [P (u(y) +1ev(y))v(y)] = D.

Consequentemente, como u + €¢v — u q.t.p. em R" quando ¢t — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim Vi (u+tv

t—0

RN RN RN RN RN RN

—tim [ [D= [ [timD=2p [ [1n(1+ b= yDluCol )P 2u(r)v(y)dady.
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Agora, para v € X, temos

Vi@ ) <2p [ [ 1014 1) ) () () ey

RN RN

#2p [ [0+ DGl vy
RN RN
— —1
< 2plal 21l vl + 2l 5 [

1
Como as fungdes z7 e 7 -1 p > 2, sdo crescentes para z > (, temos
1 — -1 —1
V[l < (WP VD = [l il < Tvlix e 5™ < JlulP~! < [Jull§

Por conseguinte,

1 2p—1 -1 2p—1
aal 21 eel B2 < el 32 IvIx e a2l [21v]1x < el 521V ]x
Portanto, .
VI () (V)] < 2p| |l 37|V x-
Logo, V{(u) € X* e ||V{(u)|| < 2p||u|l" " O

Lema A.2. A derivada de Gateux Vl’ é continua em X.

Demonstracdo. Seja (u,) C X tal que u, — u em X. Das imersdes continuas, obtemos que u, — u
em WP (RVY) e em L*(R") para todo s > p. Assim,

et SR[ R{ 1+ = 31) (1 ()P~ 2200 (3) = 1 0) P La(3) P~ 2a(3) v (3)xdy

< [0+ = 3D ()i )17 20 5) = ) u(5) 7 20(3) v )xly
RN RN

< [ 00 ) it ()t ()72 3) = )23 )y
RN RN

p p—2 _ p p—2

00 D )Pt )20 ) = ) P3P 2(3) )y
RNRN

< [ 1004 D P (5172 3) )| 23) (3)

RN RN

[ [ )l ()17 = )7 a0 )

RNRN

[ [ Dl a0 200(2) = )P ~2u3) 1(3)

RN RN

[ a0 Dl (I = o) 017 [0y

RVRV
=A+B+C+D.

Vejamos que A,B,C,D — 0 quando n — +oco.
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Para A: Defina g : RY x RY — R por g(x,s) = |s|?~2s. Note que g é uma funcio de Carathéodory e
lg(x, )] = |s|P~". Entdio, o operador de Nemytskii Ny : L (RV) — L7 (RY), dado por N, (u) = g(x, u),
estd bem definido, é continuo e limitado. Assim, como u, — u em LP(RN), Ng(un) — Ng(u) em
L” (RV). Por Holder,

A < Jun|[Z]|Ng (1) = Ng ()] ¢ |[v]] = O

Para B: Como u, — u em L”(R"Y). A menos de subsequéncia, u,(x) — u(x) q.t.p. em R e existe
h € LP(RN) tal que |u,(x)| < h(x) < |h(x)| q.t.p. em RN e para todo n € N. Consequentemente,
|t ()P — |u(x)|? € |un(x)|P < |h(x)|P q.t.p. em RV, Note que

[[n ()17 = ()] < Juan ()P + () [P < [R(]P + |u(x) |7 = g(x)

J Il +u@Pdx < [ ineorde+ [ ) Pdx <+
RN RN RN

donde g € L' (RV) tal que ||u,(x)|? — |u(x)|?| < g(x) q.t.p. em R e para todo n € N. Deste fato, de
|14, (x)|P — |u(x)|P| — O q.t.p. em RY e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

/ln(1+|x|)||un(x)|p—|M(x)|”|dx—>0 e /||un(x)|p—|u(x)|p|dx—>0.
RN RN

Portanto,

B < [[ul[5~ V]l /ln(1+IXI)|Iun(X)I”—IM(X)|p|dx —0.
N

Para C: Sabemos que existe uma constante C; > 0 tal que

10 (0) P10 (y) = )P0 (9)] < Colan(y) = ()| (un ()] + () )P~

Segue que

C< ClHunHZ/IH(l D () = () (02 0) |+ [ ()P 2 () Iy
RN

P/

< Gl (R/llnaw)un(y)u<y>ﬂ’un<y>+u<y><P2>p’dy) Il

< il I (m/ 1n<1+y>un<y>u<y>de> (R/ In(1-+ 3]l ()] + u(y)l’)

- -2
< Ci[utnl D111 et =l [ (et 272 + ] [272) = O,

P=27 7
n—1 P

~

quando n — oo,
Para D: Por Holder e pelas convergéncias vistas em C,

-1
D < [[ul [ []] /Ilun(X)l”—lu(X)|”|dx —0.
N

Logo, existe uma subsequéncia (uy,;) C (u,) tal que V{(uy,,)(v) — V{(u)(v) paratodo v € X.
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Vejamos, agora, que V{ (u,)(v) — V{(u)(v) para todo v € X. Suponhamos, por absurdo, que isto
ndo ocorre. Entdo, existem € > 0 e uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tais que

V() (v) = V] (u)(v)| > €,V k €N. (A.2)

Mas, como u, — uem X, u,, — uemX e, repetindo os argumentos anteriores, obtemos (unk[) C (up,)
tal que |V{(un,)(v) — V{(u)(v)| — 0 quando k — oo, para todo v € X, contrariando (A.2). Portanto,
V{(un)(v) — V{(u)(v) para todo v € X.

Logo, V{(u,) — V{(u) V| é continuo. O
Corolario A.3. V| € C!'(X,R).

Demonstragdo. Pelo Teorema ..., como a derivada de Gateux de V; € continua, V| é diferenciavel a
Frechéte V| € C'(X,R). O

A.2 Diferenciabilidade do funcional V,

Nesta secdo discutiremos a diferenciabilidade do funcional V; : LwTp (RN) — [0,0), dado por,

u—Vo(u) = / /ln (1 + ﬁ) lu(x)|Pu(y)|Pdxdy, (A.3)

RN RN

em relacdo a Frechét.

Lema A.4. Sejam u,v € Lo (RN). Entdo, a derivada de Gateux de V; existe e é dada por

Vi) =2p [ [ 1014 )7 us) () )y

x—y|
RN RN

Demonstragdo. Comecemos definindo a fungdo g : RY x RY x [0,1] — R por

g(or) =In (1+ ) 4(x) + v ()P luly) + v )

x—y|
Assim,
28 gtont) = pin (14 Y ule) + 00 )+ C0) + )
+pln (1 + ﬁ) Ju(x) + 1v(x) P |u(y) + tv(3) [P 72 (u(y) +1v(y))v(y).

Pelo Teorema do Valor Médio, para (x,y) € RN x RV, fixado, existe ty € (0, 1) tal que

0
g(X,y,t) _g(x7y70) = a_fg(xa%to)‘
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Ainda, como 7y € (0, 1), podemos escrever #y = €t, para algum € € (0,1) ez € (0, 1]. Disto,
in (1 1) ) + 0 PIur) + 00 = o))l
i
1 -2
=pln (1 + H) [[Jua(x) +1&v(2) [P (ue(x) +rEv(x) v () [u(y) +18v(y)|”
+u(x) +1ev(0)|Plu(y) +1ev(y) [P (u(y) +1ev(y) ()]

<plh (1 + |x—iy|) [l + @ el + )P

+pln (1 + ﬁ) (o)l + @) [l + O () =A+B.

Pelo Lema ...,

() + D <2272 [u) P+ )P e (uCol+v))? < 277 {lu(x) P + [v(x) 7).

Pondo C = 2P~22P~! temos

A<Cph <1 + xiy,) (o) P~ [y () [P~ P (o) [l P + [v(9) 7]

C
< eI M)+ el IO+ O )P + P o) ]
Resta, ainda, observar que
(i) Por (HLS),
// O™ ) Py < Colll” vl g, el g, =2

e, aplicando Holder,

2N—1 1 -1

Aol e
(IR/ 2N r(p=1) ’V( )|2N 1dx> (‘R/ 2N r(p— lpldx) (R ’v ‘ZN 1pdx)

p—
<l IVl g,
Consequentemente,
D<C0HuH2p luvu v, < oo,

@) [ [ ) )Py < Colel [P < -+oe por (HLS).

RN RN 7
(“‘)/ / WP Pdxdy < Collul|[7y [[V]I72y < -+eo. aplicando (HLS).

|x — WP el

(1v)// ’\v WP v()|Pdxdy < Collv| Dy < -+, por (HLS)

De modo andlogo, podemos provar que B < 4. Portanto, A+ B € L' (R"). Disto, de u + £tv — u q.t.p.
em R" quando t — 0 e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que

i 2V s [ [ (1 + 1) ) Puy) 720y
RNRN

1—0 t lx—y|
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Agora, para v € L1 (RV), temos

V@2 [ [ (14 L) WP o)l

RN RN
2p—1
< Cillull Il gz,
Logo, Vi (u) € (L7 (RN))* e [|VL(u)|| < Ci||u] rjgg,,, para todo u € L71 (RV). 0

Lema A.5. A derivada de Gateux de V5, Vz’, é continua em L% (]RN ).

Demonstragdo. Sejam (up) C Lo (RN) tal que uy — u em L1 (RM)eve L1 (RY). Entdo,

V3 () () = . o
e Rlﬂgln( )”“"(’“)’ 1 (5)17 200 () — ) ()| P2u) [0y
/ / oy PO IO () = ) 2u)lv ) ey
+R{ R[ (7 = ) )P )y = A+

Para A: Aplicando (HLS), obtemos

A= [ [ Tl ) = )] )]+ o))y

]RN]RN
<2 3//‘ )Pl () = ) 0) P22y
RN RN
L0 3//| Pl () = ) [0 P2 )y = Ay -+ 42
RN]RN

Agora, aplicando (HLS) e Holder, temos
2(p—1
Ay < Col | P80 |t — ull v Il| v, =0,
N-TP
quando n RA + . Da mesma forma, vem
AzSCo||unll’%pllun—ull%pllull” Al , =0,

quando n — 4o0. Logo, A — 0.
Para B: Como u, — u em LT (RV), existe (un,) C (uy) tal que uy, (x) — u(x) q.tp. em RV
Consequentemente, |uy, (x)|? — [u(x)|? q.t.p. em RN quando k — +oo.

Agora, por ||u,, — uH%p — 0, sabemos que HunkH%p — HMH%I) e, por conseguinte,

P P -
|| |1t | ||21%/le — |||u| ||2[%]1X1p. Portanto, pelo Teorema
P _|ylP
[ty [” = [ul?]] 2x_, —O.
Disto, de (HLS) e da desigualdade de Holder,

P_|,P p—1
B < [l |” = ul?[] v pllul o IIVI] 20, = 0,
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quando k — +oo. Logo, como A + B — 0,
V3(u,)(v) = V() (v)] = 0,¥ v € L31 (RY).
Argumentando como no Lema|[A.2] concluimos que
V3 (1) (v) = Vi () (v)| = 0,¥ v € L31(RY).
e, consequentemente, ||V (u,) — V2(u)|| — 0, provando que V, ¢ continua. O
Coroldrio A.6. V> € C!(L7"1(RV),R).

Demonstragdo. Pelo Teorema ..., como a derivada de Gateux de V, € continua, V, € diferencidvel no
. . _2N
sentido de Frechét e V» € C!(L2V=1(RN) | R). O
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