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Resumo

Para o operador auto-adjunto H, a perturbacao H + A, sendo A também um operador auto-adjunto,
ha uma longa lista de resultados em relacdo ao espectro dessa perturbacdo. Nos estudamos o espectro
da perturbacao multiplicativa UX (XU), com U e X operadores unitdrios. Especificamente, encontra-
mos resultados andlogos para os Teoremas de Howland, Weyl-von Neumann e em relacao ao espectro

singular continuo para uma perturbagao de posto um.
Palavras-chave: Operadores Auto-adjuntos, Operadores Unitarios, Perturbagdes Multiplicativas, De-

composicao Espectral, Teorema de Birman-Krein, Teorema de Weyl-von Neumann, Teorema de Ho-

wland.
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Abstract

For the self-adjoint operator H, the perturbation H 4+ A, with A also a self-adjoint operator, there
is a long list of results regarding the spectrum of this perturbation. We study the spectrum of a
multiplicative perturbation XU (UX) with U and X unitary operators. Specifically, we find similar
results for the Howland, Weyl-von Neumann Theorems and the continuous singular spectrum for a

perturbation of rank one.

Keywords: Self-adjoint Operators, Unitary Operators, Multiplicative Perturbations, Spectral Decom-

position, Birman-Krein Theorem, Weyl-von Neumann Theorem, Howland Theorem.
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Lista de Simbolos

: Conjuntos dos niimeros naturais;
: Conjuntos dos nimeros reais;

: Conjuntos dos nimeros complexos;

~N QB 2

: Conjunto que pode ser R ou C;

D : Denota o disco unitario aberto;

T,S I ou 9D : Denota o toro de dimenséo 1;

A, 7 . Denotam os espagos de Banach e Hilbert respectivamente;
dom (7) : Dominio do operador linear T';

Im (7') : Imagem do operador linear T';

R(z) : A parte real de um nimero complexo z;

3(z) : A parte imaginéria de um nimero complexo z;

1 : Denota o operador linear identidade;

A C B : Diz que A € um subconjunto denso de B;

| < m: A medida [/ € absolutamente continua em relacdo a medida m:
[ 1 m: A medida / ¢ mutuamente singular em relacdo a medida m:
[ ~m: As medidas [ e m sdo equivalentes:

“q.t.p.” : Abrevia quase todo ponto em relagdo a alguma medida.






Introducao

Estamos interessados na preservacao dos diferentes tipos de espectro para operadores unitédrios U,
em um espaco de Hilbert .77, sob perturbagcdes multiplicativas (de fato, sio composi¢des de operado-

res), ou seja, se X for outro operador unitario, a perturbacao tem a forma
U—UX,

que € uma perturbacao pela direita, e

Uw— XU

€ uma perturbacao pela esquerda. Observe que ambos XU e UX sdo operadores unitarios.

A questdo geral, a tentar responder nesta investigacdo, é em que tipo de espectro de qualquer
operador unitario U é preservado, ou nao, sob uma perturbacdo multiplicativa ndo trivial X # 1, e
este estudo foi motivado pelas correspondentes perguntas feitas por Howland [10], del Rio, Makarov
e Simon [9] e Weyl-von Neumann [8] (o famoso teorema que leva o mesmo nome), no contexto de
perturbacdes aditivas para operadores auto-adjuntos.

Howland concluiu que ndo existe uma generalizacgao trivial do Teorema de Kato-Rosenblum, ou
seja, sO o espectro absolutamente continuo (em relagdo a medida Lebesgue) pode ser (sempre) pre-
servado sob uma perturbagdo diferente de zero (no momento, sob perturbacdes de classe traco). Del
Rio, Makarov e Simon concluiram que para um operador auto-adjunto A perturbado por AP, com
A € R e P é o operador de projecdo de posto 1 sobre mdltiplos de ¢ (o qual é um vetor ciclico),
resulta em espectro singular continuo em um intervalo (¢, 3) C R para um Gg denso de valores da
intensidade A da perturbagdo. Finalmente, Weyl-von Neumann concluiram que que para qualquer
operador auto-adjunto, existe outro operador auto-adjunto e Hilbert-Schmidt tal que a perturbacao
aditiva entre ambos operadores tem espectro pontual puro. Nossas conclusdes sao semelhantes, mas
agora sob perturbacdes multiplicativas e para operadores unitdrios. Nossos argumentos seguem as
linhas gerais dos trabalhos originais, e ndo segue o argumento por meio da transformada de Cayley,
j& que essa ndo leva a soma dos operadores auto-adjuntos na forma multiplicativa U — UX.

Como motivagdo adicional, que vale a pena mencionar, temos que tais perturbacdes multiplicati-
vas entre operadores unitdrios aparecem em sistemas quanticos [4, 6]] com perturbacdes especificas.
Seja A um operador auto-adjunto descrevendo um certo sistema quantico (um “livre”), tal que para

cada instante de tempo j7, com j € Z, sofre uma perturbacdo chutada (kicked) por outro operador



2 Introducdo

auto-adjunto B. O operador formal que descreve o sistema €

A+BY 8(t—jr),
jez
cujo operador de evolugao temporal entre dois chutes consecutivos (de imediatamente apos de um
chute até imediatamente apds o proximo; o operador Floquet) é dado por [4]

e—lBe—zAT

)

ou seja, as perturbagdes multiplicativas e~ dos operadores unitarios e A%, Um modelo histérico

importante [4] € o chamado rotor chutado (kicked rotator) com
d2

A:_W e B=xKcos(8), 0<6<2m,

e um pardmetro real k¥ > 0 (o espaco de Hilbert é L%(S)); é esperado que, para a maioria dos
periodos 7, o correspondente operador Floquet tenha um espectro pontual puro e uma dinamica locali-
zada, especialmente para K > 1 (que é uma regido em que a fisica cldssica e a fisica quantica discorda-
riam em termos de localizacao de energia), mas que atualmente existe uma demonstracdo matematica
[3]] para dinamica quantica localizada, apenas para x o suficientemente pequeno (0 < k¥ < 1). Uma
demonstracao dessa localizacdo para Kk > 1 € de grande interesse!

Este trabalho estd dividido da seguinte forma. No Capitulo [I] revisamos defini¢des e resultados
conhecidos da teoria de operadores que serdo tteis ao longo do texto. No Capitulo [2] definimos de-
talhadamente o que se refere a preservacdo de uma medida, por perturbacdes a esquerda e a direita,
de um operador unitario. Finalmente, nesse mesmo capitulo, mostraremos que ndo hé generalizacao
para o Teorema de Birman-Krein. No Capitulo 3| nossa contribui¢io é mostrar que, para o famoso Te-
orema de Weyl-von Neumann, existe um andlogo para perturbagdes multiplicativas € com operadores
unitarios. Ja no Capitulo |4, mostraremos um resultado em relag@o ao espectro singular continuo, mas
apenas para uma perturbacdo multiplicativa e unitdria de posto 1. Por fim, no Capitulo [5| fazemos
uma demonstracao alternativa do Teorema de Birman-Krein, mas para uma perturbacao multiplicativa

e unitaria de posto finito.



CAPITULO 1

Operadores Lineares e Espectro

Neste capitulo relembraremos algumas defini¢des bésicas e resultados da teoria dos operadores li-
neares em espagos normados, com €nfase nos espacos de Hilbert. Neste trabalho % e .7 representam
sempre o espaco de Banach e o espaco de Hilbert respectivamente. O conjunto B (4] ,.74) representa
o conjunto de operadores lineares limitados e se 7] = .7 = . o conjunto se escreve como B (7).

Também a notagdo A C B indica que o conjunto A € um subconjunto denso em B.

Definicdo 1.1. O operador linear 7 : dom (T') C 7 — J é simétrico se:

(TE,n)y=1(£,Tn), paratodo &,m € dom(T).

T € hermitiano se for simétrico e dom (7") for um subconjunto denso em 7.
Sejam 7 e 7% espagos de Hilbert. Seja T : dom (T) C .7 — 7%, definimos dom (7*) como o

espaco vetorial dos elementos 1) € .73 tais que o funcional linear

§—~(n,T¢), &edom(T),

pode ser representado por § € 1, ou seja,

(n,TE) =(,&), paratodo & € dom(T).

Defini¢ao 1.2. O adjunto de T é o operador T* com dominio dom (7*) definido acima e, para n €
dom (T*), T*n := {. Assim,
<77>T5> = <T*777§>7

para todo & € dom(7') e para todo 1 € dom (T™).

Observacao 1.3. Notar que acima, é essencial que dom (7') C J# para que T* : dom (T*) C 7% —
771 esteja bem definido.

Definicao 1.4. 1. O operador linear 7 : dom (T') C J# — ¢ auto-adjunto se T = T*.

3



4 Capitulo 1. Operadores Lineares e Espectro

2. Um operador limitado T : 7] — % é unitério se Im(T) = %, T é injetore T* =T,
3. Um operador limitado 7' : 7 — ¢ é normal se TT* =T*T.
Observacao 1.5. 1. Note que T : 7/ — 7 ¢ unitdrio se, e somente se,
(T8, Tm) =(&,T°Tn)=(S,n), paratodo &, 1 € 4,
e Im (T) = %; em particular os operadores unitdrios sdo isometrias e 7! também & unitario.

2. Se T for auto-adjunto, entdo (T, &) € R, para todo & € dom (T'). De fato, dado & € dom (7))

(T8,8) = (8, T78) =(,T§) = (TG, ¢).

Além disso, um operador auto-adjunto é simétrico. Portanto, todo operador auto-adjunto €

hermitiano.
3. Se T € B(.%), a nogdo de hermitiano e auto-adjunto coincidem.

Definicao 1.6. Sejam 7 e S operadores lineares em .77, defina dom (7 + S) := dom (7)) Ndom (S) e
dom (ST) :={£ € dom(T) | T§ € dom (S)},

(S+T)e:=TE+SE e (ST)E:=8(T¢&),
que sdo chamados de operador soma e operador produto, respectivamente.
Teorema 1.7. Sejam T : dom (T') C .7 — ¢ um operador linear e S € B(J¢). Entdo T*S* = (ST )*.
Demonstragdo. [8]. ]

Definicao 1.8. Seja {7}, uma sequéncia de operadores em B (J4,.74) e T : 741 — % um ope-

rador linear. Dizemos que:
1. T, converge uniformemente, ou em norma, para 7" se

|\ T, —T| — 0.

2. T, converge fortemente para T se
|T,& —TE| — 0, paratodo & € 4.

A convergéncia forte de operadores lineares pode ser denotada por 7;, — T ou
s-lim7T,=T.

n—soo



3. T, converge fracamente para 7" se
|f(T,&)— f(TE)| — 0, paratodo& € e fe i =B(7#,K), comK=RouC.

A . . w
A convergéncia fraca de operadores lineares pode ser denotada por 7,, — T ou

w-lim7T,=T.
n—oo

Teorema 1.9. Seja 77 um espaco de Hilbert e T € B(7) com ||T|| < 1. Entdo (1 —T) tem inversa

continua e

1-7)"'=1+ i T/ € B(JY).
j=1

Demonstragdo. Como ||T/|| < |T|| para todo j e Z |T||” < o, dado que ||T|| < 1, logo Z ||T’H <
Jj=0 Jj=0
oo, Agora, dados os naturais m e n, tais que m > n, tem-se:

m ) n ) m ] m )
LT -y =| L Tl< X [r][-o0
j=0 j=0 j=n+1 Jj=n+1

n
se m,n — oo, OU seja, { Z T/ } ¢ de Cauchy no espaco de Hilbert B(.7¢), entdo € convergente e
j=0 neN

(oo}

portanto a série Z T/ converge.
j=0

Seja § = Z T/ € B(JF), entdo
j=0
A=T)o(A+T+T*+.. +T")=1-T"" ' =A+T+T*+...+T")o(1-T)
para todo n € N. Fazendo n — o e como T"*! — 0se ||T|| < 1, obtemos

(1-T)oS=1=So(1-T),

entdo 1 — T & invertivel e que (1—7)~! :S:1+ZTJ. O
j=1

Definicdao 1.10. 1. Dizemos que os espacos de Hilbert 7] e % sdo unitariamente equivalentes

se existir um operador unitario U : J#] — 7 (sobrejetor).

2. Dois operadores lineares 7; : dom (T') C ¢ — ¢}, j = 1,2, sdo unitariamente equivalentes se

existir um operador unitdrio U : .7 — 7% de forma que dom (73) := Udom (T;) e
T,=UT,U '=Unu*.

Observacao 1.11. Se 77 e 7> forem unitariamente equivalentes, escrevemos 77 = 7.
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Vejamos uma observagdo importante com respeito aos operadores auto-adjuntos. Seja T : dom (7)) C

¢ — 7 um operador auto-adjunto, tem-se
V2 2 2 2
T £M)E"=TSI"+IEII7 = lI§ll7, paratodo ¢ € dom(T),
onde ||-||; € a chamada a norma do gréfico de T no dom (7'). Portanto, o operador
U(T) = (T —i)(T +i1)"' : Im (T 4 i1) — Im (T — i1)
¢ linear, injetor e isométrico. Além disso, se Im (7 +il) = Im(7 —il) = SZ o operador U(T) é
unitario.

Definiciio 1.12. O operador U(T) := (T —i1)(T +i1)~' : Im (7T +il1) — Im (T — i1) é chamado de

transformada de Cayley para o operador auto-adjunto 7'.

Definicao 1.13. Seja 7 : dom (7T) C 5 — # um operador linear. O escalar A € um valor regular do
operador T se (T — A1) é bijetor e

Ry(T):=(T-A)"" o = o7

€ continuo. O conjunto dos valores regulares de T € chamado de conjunto resolvente de 7' e denotado
por p(T') e o operador R (T') € chamado de operador resolvente de T'. Seu complementar (K — p (7))

¢ chamado de espectro de T’ e denotado por o(7).

Teorema 1.14. Seja T : dom (T) C A — A e Ay € p(T). Entdo para todo A no disco |A — Ay| <

m do plano complexo, Ry (T) € B(.7C) e
Ru(T) =Y (A = 20) Ry (T)H.

j=0

Demonstragdo. 8] O

Corolario 1.15. Seja T € B(J¢). Se |A| > ||T

,entdo A € p(T) e |R)(T)| — 0 para A — oo.
Demonstragdo. (8] L]
Proposicao 1.16. Se U : 5 — F é um operador unitdrio, entdo c(U) C{A € C||A| =1}.

Demonstragdo. Dado que ||U|| = 1, pelo Coroldrio tem-se |A| > 1, entdo A € p(U). Agora,

dado que U~! = Ry(U) € unitdrio e UU~! =1 =U"'U, entio 0 € p(U), e pelo Teorema
1

se A=A 0| < = =

U= [Ro(U)]

Al =1. O

=1, temos que A € p(U). Portanto, se A € o(U), entdo
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Proposicao 1.17. Seja T : dom (T) C B — . Entdo para todo z,s € p(T) temos a primeira identi-
dade do resolvente
Ro(T) = Ry(T) = (z—5)R:(T)R(T).

Portanto, R,(T) comuta com Rg(T).

Demonstragdo. [8]]. U]

Proposicao 1.18. Sejam os operadores T : dom (T) C B — B e S:dom(S) C B — HB, comdom(S) C
dom(T), e A € p(T)Np(S), entdo temos a segunda identidade do resolvente

Ry (T) = Ry (S) = Ru(T) (S = T)Ry(S).
Se dom (T') = dom (S), esta identidade é igual a Ry (S)(S—T)R,,(T).

Demonstragdo. [8]. L]

1.1 Teorema Espectral para Operadores Unitarios

Nesta secao, discutiremos sobre o teorema espectral para operadores unitdrios, que inclui introdu-
zir os conceitos de resolucdo da identidade, medida espectral e lembrar este teorema para operadores

auto-adjuntos.

1.1.1 Resolugao de Identidade

Seja Proj () o conjunto de operadores de proje¢do ortogonal em um espago de Hilbert .77, isto
é, Py € Proj () se, e somente se, Py € B(), é auto-adjunto e P; = Py (o que implica que Im (Py)
¢ um subespaco fechado de 7). </ vai denotar a o-dlgebra de Borel em R e para os conjuntos A,

todos disjuntos uns dos outros, o simbolo ZAj serd a unido deles. Finalmente, E4 vai denotar a

J
funcdo caracteristica do conjunto A.

Definicao 1.19. A resolucido (espectral) da identidade em .77 € uma aplicag¢ao
E:o — Proj(«)
que satisfaz
1. E(R)=1.

2. Se A=

Aj,com A; € o7, para todo j, entdo temos o limite forte
j=1

n
E(A):s—r}ggo;E(Aj).
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Observacao 1.20. 1. Aresolu¢do daidentidade € também chamada familia espectral, decomposicdo

espectral, resolucdo espectral e medida em valores de projecdo.
2. A resolugdo da identidade tem as seguintes propriedades:
(@) E(R\A)=1—E(A) e E(0) = 0 (o operador nulo).

(b) E (Z Aj) = Z E (Aj) se Aj, Ag sdo disjuntos para j # k.
i=1 j=1

(c) E (Al) (Az) =F (Al ﬂAz).

Dada a resolucdo da identidade E, para cada & € .77 associamos uma medida de Borel positiva
Hg em R por
A3 A g (A) = (5,E(A)G);

notar que Ug (A) = (§,E(A)E(A)§) = IE(A)E|* e e (R) = |E||*. Para o par &,1 € A, associa-

mos a medida de Borel complexa

peq (A):==(§,E(A)n),

pela férmula de polarizagcao

By (A) = [ (A) — g () (g1 (A) — g (M)

Claramente ig = fe ¢ € [te o < €]/ [I]-

Definicao 1.21. As medidas g e g , sdo chamadas medidas espectrais da resolugéo da identidade

E associada com & € 7 e £, € A, respectivamente.

1.1.2 Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos

Suponhamos agora que o operador T : dom (7T') C 57 — S seja auto-adjunto.

Teorema 1.22 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos ). Para cada operador auto-adjunto
T :dom (T) C SZ — S corresponde a uma tinica resolucdo da identidade ET em 7, de modo que
T = [gtdET (2).

Demonstragdo. [8]. L]

Definicao 1.23. A resolucio da identidade E7 é chamada a resolugdo da identidade associada ao

operador T e as medidas espectrais ug n sdao chamadas medidas espectrais de T .

Temos para o dominio

dom (T) := {5 c A | /thdl.lg(t) < °°}7
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e para cada par &, n € 7, (£,Tn) é dado por

(&1 = [ 1aul,0), pe st ()

a qual € convergente.

De forma geral, pode ser definido o operador

£(T) = /R FAET (1), (12)

para qualquer funcdo de Borel f: R — C.

Observacao 1.24. Da equacao podemos dizer que:
1. Se f(t) for uma fungao limitada, para todo ¢ € R, entdo f(7) é um operador limitado.
2. Se f(t) for uma fung@o real, entdo f(7) é um operador auto-adjunto.
3. Se |f(t)] = 1, entéo f(T) é um operador unitério.

Se temos uma aplicacdo ¢ — f(t) injetora, para todo ¢ € R, entdo a equagao|1.2|pode ser reescrita
como segue: seja ¢ uma curva no plano complexo dada por z = f () (—eo <1 < o), e seja g a fungdo
inversa de f, ou seja, r = g(z). A familia de proje¢des ortogonais é entdo definida em %, escrevendo
ET(t) =F'(z), sendo ET a resolugio da identidade associada ao operador T. Portanto a equacio

torna-se

f(T) = /{g ZdFT (z). (1.3)

. ~ t—i s
Em particular, se escolhemos a funcdo f(r) = P demonstra-se que qualquer operador unitario, no
i
qual 1 ndio é um valor préprio, é caracterizado pela resolucio da identidade F7 (z), definida no circulo
unitdrio S! =% = {z€ C||z] = 1}. Neste caso, FT(z) é geralmente escrito como F(0), sendo
z = €% (portanto r = — cot (%) ), ou seja, que a representacdo candnica de um operador unitario U €
tomada como
T 0T
U:/ F9FT(0), (1.4)
0

em que F7 (@) é uma resolugdo da identidade.

Agora vamos considerar o operador resolvente Ry (T) := (T — A1)~!; pelo Teorema [1.22, tem-se

T
ru(r) = [ 50,

e pela igualdade [I.T]

d T
Rl o= (£ (1)) — [ D) (15)

e o lado direito de ¢ conhecido como transformada de Borel da medida espectral pe.
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Agora, se tivermos o operador unitdrio U em vez do operador auto-adjunto 7, a transformada de

Borel da medida /.Lg associada ao operador U é

wmdu¥ (¢ 2w du¥ (¢
Hg():/o H,g() (1.6)

R,(A) = R, (U :/ _—
w0 = ERE) = [ = [T
com |A| # 1.
Da mesma forma, considere o operador Fy (U) = (U + A1)(U — ll)*l, sendo U um operador

unitario, define-se entao
t-|—/l 2 e -|-7L
)= (& RwE) = [l = [T G

com |A| # 1. Esta tltima igualdade é conhecida como transformada de Cauchy.

(1.7)

No Capitulo 4 e no Capitulo 5, fazemos uso extensivo das transformadas de Cauchy e Borel.

1.2 Decomposicao Espectral

Nesta secdao vamos discutir a decomposi¢do espectral, ou seja, as partes pontual e continua de

operadores.

1.2.1 Reducao Espectral

Seja E um subespaco fechado de 77 e Pr a projecdo ortogonal em E, entdo
H =EGE" e 1=Pg+Pg.
Se tivermos um operador linear 7 : dom (7)) C 5 — JZ, entao
dom(7) = Pg(dom (T)) + Pg. (dom (T)).
Se Pg(dom (7)) C dom(T), entdo Py, (dom (7)) = (1 —Pg)(dom(T)) C dom(7T) e portanto
T(dom(T)) = TPg(dom(T))+ TPy, (dom(T)),
ouseja, TE = TPgE + TPy, &, paratodo § € dom (T).

Definicao 1.25. O subespaco fechado E é chamado subespaco redutor do operador 7', ou simples-

mente E reduz T, se

Pe(dom(T)) C dom(T), TPg(dom(T))CE e TPy (dom(T))CE™".
Neste caso as restri¢des dos operadores Tg := T'|, =TPg e Tp1 := T |1 = TPy estdo bem definidas.
Lema 1.26. Sejam o operador linear T : dom (T) C 5 — J€ e o subespago fechado E C .

1. EreduzaT se, e somente se, PeT C TPg.

2. Se T for um operador hermitiano, entdo E reduz a T se, e somente se,

Pp(dom(T))CT e TPg(dom(T))CE.

Demonstragdo. [8]). U]
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1.2.2 Subespacos Espectrais

Dadas duas medidas finitas i e v, as notacoes
ulv e ukyv

indicam que u e v sdo mutuamente singulares e que p € absolutamente continua em relacio a v,
respectivamente.

Seja m a medida de Lebesgue sobre os conjuntos de Borel .7 de R. Lembre-se que, pela decomposi¢do
de Lebesgue, a medida de Borel u sobre R pode ser decomposta de forma unica como [ = U, + HUe,
com U¢ e Uy suas partes continuas (Uc({r}) = 0, para todo ¢ € R) e pontual (existe um conjunto
contdvel  de modo que p, (R\Q) = 0), respectivamente. Notar que (i, L m, ou seja, sio mutu-
amente singulares. Pela decomposi¢do de Lebesgue Ue = Uac + Use, cOM Uye K m € Use L m, tal
que

M= Hp + Hac + Hsc,
Uac € chamada a componente absolutamente continua de u, enquanto que L. € a componente singular

continua de U.
Definicao 1.27. O subespaco pontual de um operador linear 7 : dom (T') C 57 — 7 é
Hy = H(T) = {& € # |l (R\Q) =0},

sendo /.LéT a medida espectral de T para £ € 7% e Q C R um conjunto contdvel. Seu complemento
ortogonal J# = JE(T) := (%(T)) téo subespaco continuo de 7'. Os operadores PpT e PI' denotam

as respectivas projecdes ortogonais.

Observaciao 1.28. 1. O subespago .77}, € dado pelo fecho do subespago gerado pelos auto-vetores
deT.

2. H = Ao S

3. T=T,®T.,sendo T, :=TP] eT.:=TP!.

Sejaagora T : dom (T') C s — . um operador linear, o especto do operador T pode ser decom-

posto em duas partes, sua parte pontual 6,(7') e em sua parte continua o¢(7').

Definicao 1.29. Seja T : dom (T) C 5 — 5 um operador linear, os conjuntos:

0p(T) :={A €K|T —A1 nao tem inversa}

0.(T):={A €K|T—A1 tem inversa ndo limitada com dominio denso em .77’}

sdo seus espectros pontual e continuo respectivamente.
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Observacdo 1.30. 1. Outra forma de definir o espectro pontual e continuo é o,(7) := © (Tp) e

o.(T) := o (T;), respectivamente.
2. Notar que o espectro do operador 7', pode ser escrito como 6 (7T') = o, U O.
Defini¢ao 1.31. Seja 7 : dom (T) C 5% — 5 um operador linear

1. O subespaco singular de T é

%I%?(T)::{éeﬁﬂung}.

2. O subespago absolutamente continuo de 7" é

Hie = HoolT) = {E € A |1l <m}.

3. O subespaco singular continuo de T é
Hio = Ho(T) 1= {& € | u] (R\A) = 0},

para algum conjunto de Borel A C R comm(A)=0e ,ug (Q) = 0 para todo conjunto contavel
QCR.

Observacao 1.32. 1. Para cada um destes operadores, ou seja, T com k € {s,c,p,ac,sc}, pode-
mos definir 7}, := TPkT .

2. Para cada um dos subespacos (T ), com k € {s,c,p,ac,sc}, reduzem o operador 7.
3. Podemos decompor T = T}, + Ty + Tic.

4. Portanto 0(T) = 0p(T) U 0ac(T) U 05(T). Como nomenclatura adicional temos que: o ope-
rador linear T tem espectro pontual puro se G, (T) = 0s.(T) = 0; tem espectro absolutamente
continuo puro se op(T) = 0 (T) = 0; e tem espectro singular continuo puro se Guc(T) =
op(T) =0.

1.3 Formula de Duhamel

Definicao 1.33. A aplicagdo G : R — B(s¢) é um grupo de evolucdo unitaria a 1-parimetro, ou
simplesmente grupo de evolugdo unitéria, em .77 se G(t) € um operador unitario sobre .7 e G(t +s) =
G(t)G(s), para todos 7, s € R.

Definicao 1.34. Se G é um grupo de evolugdo unitaria, o operador T definido por:

dom(T) := {5 € I | existe }grg)% (G(h) —1)5},
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isto é, & € dom (T) se, e somente se 1 — G(t)& € diferencidvel em ¢t =0,

ré _zmi(a(h)—n, ¢ € dom (T)

¢ chamado gerador infinitesimal de G(¢).

Além disso, diz-se que a aplicagdo ¢ — G(r) é fortemente continua se

lim G(t)E = G(t9)E, paratodos 1) € R,E € 2.

t—ty

Proposicao 1.35. Sejat — G(t) um grupo de evolugdo unitdria. Entdo seu gerador infinitesimal T é

simétrico e para & € dom (T) a curva E(t) := G(t)E em F é a unica solugdo de
RS
T 0)=2¢.
D =Tew). E0)=¢
Demonstracdo. [8]. ]

Dado um operador auto-adjunto 7, tenta-se construir um grupo de evolu¢do unitaria para o qual

T seja seu gerador infinitesimal. Esta situacdo acontece frequentemente na mecanica quantica.

Teorema 1.36. Se T for um operador auto-adjunto, existe um grupo de evolucdo unitdria U (t) forte-

mente continuo, para o qual T é seu gerador infinitesimal. Neste caso escrevemos U (t) = e~ T t € R.

Demonstragdo. [8]. ]

Sejam 7" um operador auto-adjunto e B um operador hermitiano de modo que 7 + B € auto-adjunto

com:
dom (7 +B) C dom (T) Ndom (B).

Entdo os grupos de evolucdo unitdrios e 7 e e~ (T+B) estdo bem definidos (ver Teorema e
a tarefa aqui é comparar ambos. E como se perturbdssemos o grupo de evolugio unitria quando o
gerador infinitesimal é perturbado.

As seguintes manipulagdes sao bem justificadas (ver a Proposi¢ao . Seja & e dom (T +B), a
derivada

di (eitTefit(TJrB)é:) :l-TeitTefiz(TJrB)é 1T (T _i_B)efit(TJrB)é
t _ l-eizTBe—it(T+B)§

Y

entdo integrando entre O e ¢, obtemos:

T (TR e _ g —i/t T Be~it(T+B) gy,
0

e finalmente temos a férmula de Duhamel:

e (T+B 7ll‘T§ / 7ZM(T+B)du. (1 8)
No caso em que B for um operador limitado, temos:

H,n(m ltT§H<‘/ HBe ”BéHdu < el I1BIEN- (1.9)
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1.4 Operadores Compactos, Hilbert-Schmidt e de Classe Traco

Um dos operadores lineares mais importantes em espagos de Hilbert € constituido pelos operado-

res compactos, Hilbert-Schmidt e de classe traco.

Definiciio 1.37. Un operador linear T : ] — % é compacto se {T',}, . tem uma subsequéncia
convergente em .7/ para qualquer sequéncia limitada {&,},.y C #4. O conjunto de operadores
compactos se denota por By(#7,.74) (ou By(.7) no caso S = 543).

Definicao 1.38. Um operador T € B(s#1,.74) é Hilbert-Schmidt se existir uma base ortonormal
{ej}jej de 74 com

1
2
Tl = (zurejuz) o

jeJ
O conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt entre espagos de Hilbert serd denotado por HS (771, .743),
ou se .74 = %, entdo por HS (7).

Proposicao 1.39. Seja T € B(54,.76). Entdo
1. ||T||yg ndo depende da base ortonormal.

2. T e HS (74, 56) se, e somente se seu adjunto T* € HS (63,.71). Além disso,

T|lgs = 1T
Demonstragdo. [8]. L]

Proposicao 1.40. Sejam os operadores limitados T € B(76,.76) e S € HS (JA,56), entdo valem

que:
L [IS]] < 18] s
2. [ITS]lus < T[S ps-
Demonstragdo. [8]. OJ

Observacio 1.41. Observe que a partir dessa ultima proposi¢ao, temos que ||7S||ys < |7 ||gs IS as

e que o resultado pode ser adaptado para ST.
Teorema 1.42. HS(.74,.5%) C By(J4,76).
Demonstragdo. [8]. L]

Definicao 1.43. O traco de um operador linear positivo T € B() é

trT Z:Z<ej,T€j>,

J

sendo {e j}]. ¢ uma base ortonormal de .7”. Um operador T € classe traco se tr|T'| < eo.
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1.5 Medida de Clark no Toro

Seja a familia de perturbagdes de operadores unitarios de posto 1

com & € T (toro de dimensdo 1) e ¢ um vetor ciclico para U.
Sejam M o espaco de medida de Borel complexa em T, iy a medida espectral de Uy € D o disco

unitario aberto em C.

Definicdo 1.44. Paraz € D, & € T a fungéo

¢ chamada de o kernel de Cauchy em D.

Defini¢do 1.45. Paraz € D, & € T a fungéo

€ o kernel de Poisson em D.

1428\ 1]z
Observacdo 1.46. P,(&) =R (1 + Zg) = 2 |Z||2, entdo P, (&) é uma fungio harménica (dado que

€ a parte real de uma funcgao analitica).

Definicao 1.47. Se uy € M,
(Pha) () i= [ PE)ba()

¢ a integral de Poisson de (.

Para g € M (o espago de medida positiva de Borel complexa), a integral de Poisson P € uma

funcdo harmonica positiva em . O teorema cldssico de Herglotz diz que esta € tnica.

Teorema 1.48 (Herglotz). Suponhamos que uy é uma funcdo harmonica positiva em D, entdo ug =

Puy para uma vnica g € M+..
Demonstragdo. [3]. ]

Defini¢io 1.49. Para Ly € M, definimos para cada § € T:

T (3)
(Di)(&) :=liminf E2 202 m(I(1,€))
)

D :=limsu AUGL)
(Dpa)(S) -—1H0+p n(L.2)

com& €T,1>0el(t,§) :={&e" | =1 <s <1} éo0arco do circolo unitdrio subtendido pelos pontos

Eell e Ee.

Y
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Quando (Dpig (€)) = (Dug(€)) < oo, dizemos que Ly, € diferencidvel em € e escrevemos (Dity ) (€) :=

(Dpa(8)) = (Dpa(8)).
Proposicio 1.50 (Teorema da diferenciagio de Lebesgue). Se g € M, (D) (&) existe para m-qip,

§ T e (Dua)(§) = (g

Demonstragdo. [3]. ]
Proposicao 1.51. Seja g € M e Ug = U5 + Uy, é a decomposicdo de Lebesgue, entdo

1. (DUg) = Dpto m-qtp.

N

. Paratodo & € T

(Dha)(S) < Liminf(Pig)(r6) < limS}lp(Pua)(rﬁ) < (Dua)(8)-

r—
3. Se Dl = DUy = Dlg, entdo se (D) (&) existe, entdo (Dpg) (&) = limilnf(P,ua)(rfj).
r—

4. Duj, =0e DUy = Dui’, m-qtp.

|3

. U, € suportada por {DlLg = o}

N

. UL € suportada por {0 < Dy < o}
Demonstragdo. [3]. U]
Definicao 1.52. Para uma funcio analitica ¢ : D — D e para o € T tem-se

_i-leP

") = Tagrp ~ o ()

Observacio 1.53. Dado que ¢ € analitica e z — P;(@) € harmonica, entdo z — Py, (o) € harmonica.

Claramente u,, é também positiva em I e pelo Teorema de Herglotz

g (2) = (Pla)(2)

para uma unica Uy € M.

Vamos denotar a familia Ay := {lio | @ € T}. Este conjunto é conhecido como as medidas de
Aleksandrov-Clark (medidas AC) associadas com .
Proposicao 1.54. Se o € M, entdo existe uma fungdo analitica @ : D — D de modo que Lo € Ayp.

Demonstragdo. Seja a transformada de Cauchy F,, (z) := g Rk
—Z

dug (&) para z € D. Note que

L2
R (Fue(2) = | o dia(®) = (Phe)(@) >0
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Entdo Fy, : D — {z | Rz > 0}. A fungdo w — x—;}, vai de Rz sobre D e portanto
FlJa (Z) —1
Z = /N 4
e
1
ou seja, Fy, (z) = : + gézs que € uma func¢do analitica em [, entdo
—Q(z
L—|p(z)]?
(Pha)(2) = R(F, (2) = o= =5
¢ g 11— o)
que significa g = Ui € Agp. [
- L—|p(0)
Proposicao 1.55. Se uy € Ay, entdo g = —————-.
e “la—0(0))

Demonstracdo. Seja Py a fungdo constante 1, tem-se que

el T) = [t = [ B(ENua(&) = (Pria) 0) = PO
o —(0)]
O
~ . . . duy’ .
Observacao 1.56. Seja hy = DUy m-qtp, e pela Proposicdo|1.50} entdo hy = T OV SEI2, dlig =
m
hadm+dps,.
Proposicao 1.57. Para m-qtp, §{ € T
L&)
ho(§) = ———4.
‘S lap@)p
Demonstragdo. Dada a Proposi¢ao[I.51] tem-se que
: 1—p(r§)P
1 = lim — V2L
A eelre) = o~ o) P
=lim (Ppig)(r&)
r—1
=(Dla) (&)
:ha(£)~
O

Defini¢do 1.58. Uma aplicacdo ¢ se diz que € interna se |@(&)| = 1 param-qtpe & € T.

Proposicao 1.59. O conjunto Eq, = {E € T | 9(&) = ot} € um conjunto de Borel e é suportada por
M-
Demonstragdo. [3]. ]

Observacio 1.60. 1. Pela Proposicdo tem-se:

{§ €T [ (Dha) =} C{§ €T |ua(§) =} C Eq.
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2. Se ¢ for interna, entdo hy = 0, ou seja, g = Uy, € singular.

Corolario 1.61. u;, L “23 para o, # B.

Demonstragdo. Como os conjuntos Eq = {§ € T |9(§) =a}e Eg={§ €T |¢(§) =B} sdo dis-

juntos e suportados por [y, e ué , respectivamente, entdo Uy, L ufi , OU seja, sao mutuamente singulares.

Uma demonstracao alternativa é apresentada na Observacao[5.10 [



CAPITULO 2

Sobre o Teorema de Birman-Krein

2.1 Introducao

Para desenvolver este capitulo, primeiro é conveniente recordar o que diz o cldssico Teorema de

Kato-Rosenblum.

Teorema 2.1 (Kato-Rosenblum). Se H e A forem operadores auto-adjuntos, e A for de classe traco,

entdo as partes absolutamente continuas de H e H + A sdo unitariamente equivalentes.
Demonstragdo. [8, [3] e [15]. ]

Howland concluiu em [10], que ndo existe uma generalizacdo ndo trivial do Teorema de Kato-
Rosenblum, ou seja, apenas o espectro continuo (em relacdo a medida de Lebesgue) pode ser preser-
vada (sempre) sob certos tipos de perturbacdes (no momento, ¢ conhecido que sob perturbacdes de
classe traco). Neste capitulo, nossa conclusdo € semelhante, ou seja, ndo existe uma generalizacdo
nao trivial do Teorema de Birman-Krein (que € a versdao para operadores unitdrios do Teorema de
Kato-Rosenblum), a saber

Y

Teorema 2.2 (Birman-Krein). Se U e X forem operadores unitdrios, e X = €'Y comY auto-adjunto e

na classe trago, entdo as partes absolutamente continuas de U e UX sdo unitariamente equivalentes.

Demonstracdo. O enunciado original de Birman-Krein [2] é para perturbagdes aditivas U + X, mas

dela segue, com certa facilidade, o enunciado acima. L]

De fato, provaremos que se X for um operador unitirio de modo que as partes singulares continuas
de U e UX (ou XU) sao unitariamente equivalentes para todo operador unitario U, entdao X = 1.

Nosso principal resultado neste capitulo € resumido no Teorema mas para enuncia-lo de
forma apropriada, e também como preparacao para sua demonstracdo, veremos detalhes e uma série
de resultados preliminares sobre perturbacdes multiplicativas; tudo isso na préxima secao.

Como informagao adicional, os resultados encontrados neste capitulo foram aceitos para publicacao

na forma de artigo [[1]].

19
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2.2 Perturbacoes Multiplicativas

Estamos interessados em preservagdes de tipos espectrais de operadores unitdrios U, em um
espago de Hilbert .77, sob perturba¢des multiplicativas isto €, se X for outro operador unitério, a
perturbacdo tem a forma

U—UX e U—XU. 2.1

Observacao 2.3. Notar que tanto os operadores UX e XU também sdo operadores unitarios.

Y

Se temos X operador unitdrio é conveniente escrevé-lo na forma X = ', com Y um operador

auto-adjunto limitado. Tem-se que

© (iY)/ < (;Y)/
x=e" =Y W vy gy 2.2)
4 ! 4 |
=0 J =1 I
> @)
com W = Z — Assim, podemos escrever
=1 I
UX=UQ1+W)=U+UW. 2.3)

Observacao 2.4. Se o operador X = 1+ W for unitério:

1=1+W)A+W)" =14+W+W"+W*'W
1=14+W)"A4+W)=14+W"+W+WW",
ouseja, que W*+W +WW* =W*+W +W*W = 0 e segue que

W*W =WW*,
entdo temos que W € um operador normal. Mas tal condi¢@o nao € suficiente; por exemplo, se W = +1,
entdio X ndo seria unitdrio; precisamos que (W) C {e" — 1| r € R}.

Exemplo 2.5. No caso de perturbacdo de posto 1, temos que ||¢|| = 1,P4(-) = (¢,-) ¢ (que ¢ auto-

adjunto) e consideramos ¢"*%¢ (2 € R), como e**» =1+ W, com

WE = (e —1)(¢,E) ¢ = (e — 1Py (E).

De fato,
any e (AP S AR BB 2
Mo — ZTf’:HZ jf’ =14 (*—1)Py =W = (* —1)P,.
j=0 : j=1 )
Para uma perturbacio de posto 1
X, = o, (2.4)
tem-se:
Uy = UX), = U(1+ (™ —1)Py), 25)

sendo (e"’1 —1)Ps é um operador normal. Note que hd uma periodicidade no pardmetro e basta

considerar 0 < A < 27.



2.2. Perturbacoes Multiplicativas 21

Agora, vamos supor que ¢ é ciclico para U, ou seja, L({U/@ | j € Z}) = .
Observacdo 2.6. Observe que se ¢ for ciclico para U, entdio U ¢ é ciclico para U, para todo k € Z.

Um resultado particularmente importante, que serd empregado adiante, é a seguinte versdo, para
operadores unitarios, do Teorema de Aronszajn-Donoghue para operadores auto-adjuntos. Denote

por ,LL{}, a medida espectral no toro do par (U, y).

Teorema 2.7. Seja ¢ um vetor ciclico para U. Entdo para Ay # A, (ambos no intervalo [0,27)), as
partes singulares de U, e Uy, sdo mutuamente singulares, ou seja, para todo 0 # y € J, as partes

singulares das medidas espectrais ,ul,%‘ e ,uff sdo mutuamente singulares.
Demonstragdo. Corolario[I.61] O

Agora, sejam ¢ um espago de Hilbert separdvel e 1 uma medida Boreliana finita e positiva em
T=S'={zeC|lz|=1}.

Para discutir subespacos espectrais mais gerais, para ¥ € ¢, serd denotada por ,uf,{ a medida
espectral no toro do par (U, y) e, dada a medida ndo nula de Borel finita g em T, nés definimos o

seguinte subespaco:

Definicao 2.8. Seja U um operador unitdrio o conjunto

HpU) = {y e A |1y <pf,

€ o subespaco absolutamente continuo de U em relacdo a .

O complemento ortogonal do subespaco .7}, (U), pela Proposigao [2.10, é

HpU)i={y e | uf Lup.

Finalmente, denotamos por [U], a restricdo de U a 77, (U), i.e., [U], 1= U‘%(U).

Observacao 2.9. Aqui tem-se a medida espectral ,ul,lf = (y,E(S)y), com S conjunto de Borel e E a

resolucao da identidade do operador U'.
Proposicao 2.10. J7,(U) é um subespago vetorial fechado de J e
AU = {we%\ufﬂu}-

Demonstragdo. De fato, sejaa € C, temos que ), (S) = (ay, E(S)ay) = |a|* (w, E(S)w) = |a|*uy (S)
e como [,Lu(f < U, entdo |a]2u$ < W, portanto, ay € 7, (U).
Agora, sejam x,y € £, (U), entdo:

X+, E(S)(x+y)) = (x, E(S)x) + (x,E(S)y) + (3, E(S)x) + (v, E(S)y)
=1 () + 1 (S) + p + m (5)
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e como |l (S)|* = (v, E(S)x) > < [Iy[PIIE(S)x]|* = [yl > (S) e u < w, temos que se () =0,
entdo Y (S) =0, o mesmo com uY (S) = 0, portanto, (x+y) € 7, (U), ou seja, #,(U) é um
subespaco.

Seja (x,)neny C 3 (U) com x,, — x, quando n — oo, entdo,

1t (S) = ' (S)] = (s E(S)xa) — (3, E(S)x) |
=[x, E($)x) — (4, E(S)xn) + (6, E(S)xn) — (x, E(S)) |
=[ (0 =2, E(8)xn) + (x, E(S) (60 — %)) |
<| v =2, E(S$)x) [+ (6, E(S) (¥ — X)) |
Sl\xn—XHHE(S)an+Hxn—XHHE(S)XH
=|

[n = X[ (||E (S)xa] |+ [|E(S)x][) — O,

portanto, 1Y (S) — pY (S) e se u(S) =0, entdo uY(S) = ’}geou)g(S) =0, ou seja, uY < . 4 (U)
€ um subespaco fechado.

Agora, seja ;) = {l// € A | ,uqlf L [.L}. Vamos demonstrar que 7 = 7, & 7. De fato, seja
X € {VIE | ug <<u} eye {I/IE A | ,ulll{ 1 u}, entdo existe um conjunto A com u(A) =0e
,qu (SNA) = ,qu(S), ou seja, (1—E(A))y = 0, portanto, (x,y) = (x,E(A)y) = (E(A)x,y) =0, dado
que uY < u, ou seja, E(A)x = 0.

Para qualquer z € 77, podemos escrever z como a soma z =x+y com x € 7, (U) ey € 7 (U).
Para isso decompomos a medida p(S) como a soma da medida absolutamente continua u*(S) e a

medida singular u*(S). Para a medida singular u® associamos o conjunto de Borel Sy com p(Sp) =0
e us(S) = us(SNSy).
Denote y = E(So)w e x = z—y; afirmamos que x € 77, (U) e y € 7, (U). De fato,

H(S) = [ES)yI> = ||E(S)E(So)zl|> = ||E (SN So) 2l |* = p- (SN So) = p*(S)
e dado que u® (SN Sp) =0e u®(SNSp) = u*(S), temos

p(S) =[|E(S)xl?
=[|E(S)(z=y)II?
=[|E(S)z— E(S)yl?
=[|E(S)z—E(S)E(So)zlI?
=[|E(S) (1—E(So)z) ||
=(z,E(S)z) = (z,E(SNS0)2)
=[[E(S)z]|* ~||E (SN So) 2] |?
=H(S) — ()
=p*(S),
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portanto, (L, € absolutamente continua e i, € singular, ou seja, x € 7, (U) e y € 5 (U). Portanto,
H = 7, (U)® H;(U) e como 7 (U) € um subespago fechado, temos que

3@@UL:%$am:{xe%ﬂu$¢u}
Isto completa a demonstracao. 0

Definicdo 2.11. Um operador unitdrio X preserva u pela direita se [UX|, = [U]y, para todo operador

unitdrio U. E o operador X preserva i pela esquerda se [XU], = [U], para todo operador unitdrio U.
Observacao 2.12. 1. O caso simples de X = c1, |¢| = 1, pela multiplicacdo translada os espectros
em T e, portanto, ndo preserva as medidas se ¢ # 1.

Y

2. Como ja mencionado, pelo Teorema de Birman-Krein, se X = ¢ com Y na classe traco, entdao

X preserva a medida de Lebesgue ¢ em T.

3. Se v < U, entdo
[[U]ulv = U]y (2.6)
De fato, dado que 7, (U) :={x € H |m, < p} e H(U) :={x € A | my < v} ecomo Vv K
u, entdo %, (U) C H#,(U) e temos que [[U]u] L= ul,.

4. Para ¢ real, definimos a medida transladada em T

e (+) =g (e (2.7)

Entao
Ul = ¢" U 2.8)
Basta discutir a preservacao de uma medida pela direita ou pela esquerda, como diz a seguinte
proposicdo. Apos esta proposicao diremos apenas “X preserva U (como ja empregado acima).

Proposicao 2.13. X preserva U pela direita se, e somente se X preserva L pela esquerda.

Demonstracdo. Seja X* o operador adjunto de X. Se X preserva u pela direita, entdo escolhemos
X*U (o qual também é um operador unitdrio); pela hipétese [X*UX], = [X*U]y, e dado que X ¢é
unitdrio, [X*UX], = [U], e obtemos que [X*U], = [U],, e portanto X* preserva p pela esquerda. E
dado que temos [U], = [X*XU], = [XU], entdo X preserva i pela esquerda.

Da mesma forma, conclui-se a reciproca. O
Da demonstracao da Proposicdo [2.13] segue diretamente o
Corolario 2.14. X preserva | se, e somente se X* preserva |L.

Agora vamos ver a seguinte proposi¢ao, que sera util para provar nosso resultado principal neste

capitulo.
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Proposicao 2.15. Suponha que X preserva l. Entdo:

1.

2.

3.

4.

5.

Se v < U, entdo X preserva V.
X preserva L, para todo t € R.
Se X =Y, entdo Y preserva L.
Se Pg for uma projecdo ortogonal que reduz X, entdo PgX preserva |1 em Pg(¢) = E.

Se Y também preservar U, entdo XY preserva L.

Demonstragdo. 1. [UX]y = [[UX]ulv = [Uulv = [U]y.

2.

>~

[UX)y, = €"[UX]y = [¢"UX], e dado que €U ¢é um operador unitério, tem-se [¢"UX],
[e"U]y = Uy, logo [UX]y, = [Ul,-

. Se X =Y, istoé, Y = VXV* para algum operador unitdrio V, entdo

[UY]y =[UVXV*], = [V(VUVXV*'V)V*], =2 [V UVXV*V], = [V'UVX],,
e dado que V*UV € unitdrio e X preserva U, obtemos
VUVX]y = [VIUV]y = U]y,

ou seja, [UY], = [U],.

. Escrevendo /% = E ® E~; entdo X = X |g ® X| ., 0 qual pode escrever-se como

_(Xle O

Agora, if U e V sio operadores unitérios atuando em E e E-, respectivamente, entio

U 0
U = e
(6 )
é unitario em .77 . Portanto,

on=wx=[(§ 3) (8w, )], = (75" i)

Uly
0
dado que X |g preserva u em E = Pg (7).

e dado que (U], = ([ [‘70] ) , e igualando as primeiras componentes, temos [UX |] = 17”,
u

5. De fato, se U for um operador unitério, entdo UX é também unitario e

UXY]y = [UX]y = U,
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Finalmente o enunciado de nosso principal resultado neste capitulo:
Teorema 2.16. Se o operador unitdrio X # 1 preserva U, entdo U < /.

Demonstragdo. Pela Observagao [2.12|(1)), vamos supor que X # c1. Se X preserva U, o objetivo
€ mostrar que U < ¢. Pelo item da Proposi¢do 2.15] R*XR também preserva (i, para qualquer
operador unitario R. Escolha o operador R = X, de (2.3), com A = 7 e para algum vetor normalizado

¢ (que sera selecionado mais adiante), isto €,

RE=XzE=C+("—1)(9,E)p=E—2(9,&) 9,

para todo £ € 77, e note que R é um operador unitario e auto-adjunto.
Pela Proposi¢ao [2.15] itens (3) e (3, e Coroldrio [2.14] os operadores R*XR e

Z:=X"R'XR
preservam U também. Explicitamente, temos

R'XRG =R*X (§ —2(¢,5)¢)
=R*(X§—-2(9,5)X9)
=R"(X§) —R*(-2(9,5)X9)
=R*(XG)—2(¢,6)R* (X9)
=XG—2(¢,XG)9—2(9,8) (X9 —2(9,X9)¢)
=XE+ (4(0.8)(9.X9) —2(¢. X&) )9 —2(0.£) X9,

ese Yy =X"0,

ZE=8+1[4(9,5) (9. X9) —2(0.XE) v —2(9,5) ¢ := (1+W)S,
isto é,
WS =1[4(0.8)(¢,X9) —2(9.XS)|w—2(9,8) 9.

Dado que X # c1, escolhemos ¢ de forma que o conjunto {¢, v} seja linearmente independente
de modo que o operador W tem posto 2 (notar que se X = cl, entdo W = 0). Sejam e; e e, dois
autovetores normalizados e independentes de W, e observe que eles também sdo autovetores do ope-
rador unitdrio Z, por isso (e supondo que) e; L e;. Se E denotar o complemento ortogonal de e, o
qual reduz Z, e segue, pela Proposicao , que o operador Z, := Z|g também preserva i em E.
Agora, Z, tem a forma (2.3), isto é,

Zy =1+ (e* —1)P,,,

para algum A # 27k, k € Z.
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Finalmente, escolhendo um operador unitirio U em E com e, um de seus vetores ciclicos, tem-se
que
UZy =U+U(e* —1)P,

tem a forma (2.4). Dado que Z, preserva (i,
[UZo)y = Ul

e, pelo Teorema se U tem componente singular ndo nula, Z; ndo pode preservar U, e concluimos

que U € absolutamente continua em relacdo a medida de Lebesgue. [

Portanto, se as partes singulares continuas de U e UX sdo unitariamente equivalentes, so resta que
X=1



CAPITULO 3

Perturbacoes de Hilbert-Schmidt
Multiplicativas

3.1 Introducao

Se X e U sdo operadores unitarios em .7, o objetivo € encontrar um resultado andlogo, agora para

perturbacdes pela direita da seguinte forma
U~ UX, (3.1
do seguinte Teorema de Weyl-von Neumann

Teorema 3.1. (Weyl-von Neumann) Seja T um operador auto-adjunto. Para qualquer € > 0 existe
um operador auto-adjunto e Hilbert-Schmidt S, com ||S||us < €, de modo que T + S tem espectro

pontual puro.
Demonstragdo. [8]. ]

Nosso principal resultado neste capitulo € o Teorema mas para sua demonstracdao deduzire-

mos, preliminarmente, uma versao aditiva.

3.2 Resultado Multiplicativo

Y

Como no Capitulo [2 é conveniente escrever tais perturbacdes na forma X = ¢, com Y um ope-

rador auto-adjunto e limitado, de forma que

=1+) .- =1+W, (3.2)

(iv)!
!

com W = Z . Nesse sentido, podemos escrever,
j=1
UX=UQQ+W)=U+UW. 3.3)

27
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Nosso primeiro resultado aqui € uma versdo de Weyl-von Neumann para perturbagdes aditivas de

operadores unitarios.

Teorema 3.2. Dado € > 0, existe um operador unitdrio V em €, com espectro pontual puro, de
forma que

HU _VHHS <E,
para todo operador unitdrio U.

Demonstracdo. Escreva o operador unitario U = /T, com T auto-adjunto e limitado; entfio usaremos
o Teorema [3.1| para operadores auto-adjuntos, ou seja, que existe um operador auto-adjunto limitado
B, com ||B||gs < € e T + B é pontual puro. Disto segue que V = ¢!(T+B) & unitdrio e pontual puro.

O proximo ingrediente € a Formula de Duhamel, discutida na Secao que pode ser adaptada

para se obter a seguinte versao:
1
VU = o(T+B) _ ,iT _ —i/ ST (1=1) g iu(T+B) 3,
0

Usando entdo a Proposi¢io obtemos

Lo .
[v=Ulls < [ 70 BT g du

IN

! iT(1 iu(T+B
/0 e 1Bl [le™ | du

< HB”HS < E.
O]

Agora, com o auxilio do Teorema [3.2] estamos em condig¢des de demonstrar nosso principal re-
sultado neste capitulo, ou seja, uma versdao do Teorema de Weyl-von Neumann para perturbacdes

multiplicativas de operadores unitarios.

Teorema 3.3. Seja U um operador unitdrio em 7¢. Dado € > 0, existe um operador unitdrio X =

1+ W, com |W||us < € de modo que o operador perturbado pela direita
U+— UX

seja pontual puro.

Demonstragcdo. Do Teorema dado 0 < & < 1, existe um operador unitario e pontual puro V de
modo que B =U —V satisfaga ||B||gs < 0. Assim,

U=V+B=V(1+V'B),

e da Proposigio|1.40, ||V ~'B|jus < & < 1, e segue que (1+V~!B) é invertivel (em norma).
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Escrevendo X = (1+V~!B)~! tem-se
ux =yv,
concluindo que X € unitério (pois U e V sao). Logo, pelo Teorema temos que
Y (v
j=1

seguindo entdo que

(o] B . (] . 6
||X_1||HS < Z ||V 1BHﬁs < Z 0/ = ﬁ
j=1 j=1 -
Escolhe-se  de modo que % < ¢ e identifica-se W = Z‘;":l(—V*IB)j. O
Observacao 3.4. Para uma perturbagdo pela esquerda
U— XU, (3.4)

fazemos as seguintes alteragdes:
U=V+B=(1+BV )V

e da Proposicédo |BV~1||lus < & < 1, segue que (1+ BV 1) & invertivel; escrevendo X = (1 +
BV~ tem-se
XU =V,

concluindo que X € unitdrio (pois U e V sdo). Logo, pelo Teorema|[I.9] temos que

=1+ i (-BV !
j=1

seguindo entao

(o] _ . (oo} . 5
IX —1lus < Z 1BV s < ). 8/ = 15
j=1 j=1

Escolhendo & de modo que 25 < € e identificamos W = Y7, (— —BV—1)J.
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CAPITULO 4

Espectro Singular Continuo Para
Operadores Unitarios de Posto 1

4.1 Introducao

Para um operador auto-adjunto A, na literatura ja foi estudada a perturbacdo de posto um (com
uma longa lista de resultados)
Ay =A+AP, 4.1

sendo Py = (¢,y) ¢ com ¢ um vetor ciclico (normalizado) para A (veja, por exemplo [15, 9]).

Denote por i a medida espectral para o par (A, @) e a transformada de Borel-Stieltjes

R(Z):/Rd“@‘), 370,

X—2Z

Um resultado importante desta perturbacao € o seguinte Teorema de Aronszajn-Donoghue:

Teorema 4.1. E é um autovalor de A, se, e somente se G(E) < o e R(E) = —A~!, sendo
dpi(x) : dpi(x)
G :/—eR :hm/—,,
) R (x—y)? 2 elo Jr x — (E +i€)
comy e R.
Demonstragdo. [15]. O

Observacao 4.2. Observe que definimos G como 4+ se a integral diverge. Notamos também que se
G(y) < oo, entdo a integral que define R é finita em z = y, portanto de agora em diante falaremos sobre

R(y),comy € R.

Definicao 4.3. Um conjunto G5 é um subconjunto de um espaco topoldgico que é uma interseccao

contdvel de conjuntos abertos.

Del Rio-Makarov-Simon demonstraram em [9] os seguintes teoremas:

31
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Teorema 4.4. {y | G(y) = o} é um Gg denso no espectro de A (c(A)).
Além disso, temos
Teorema 4.5. {1 | A; ndo possui autovalores no 6(A)} é um Gg denso em R.

Como consequéncia, segue que se [a,b] estiver contido no espectro de A e esse operador ndo
possuir espectro absolutamente continuo, entdo A; possui espectro puramente singular continuo, no
intervalo (a,b), para A um conjunto G denso (genérico) em R.

Nosso objetivo neste capitulo € enunciar e demonstrar versoes unitarias multiplicativas dos Teore-
mas (4.4 e que serdo dadas pelos Teoremas [4.9] e respectivamente. Mas alguma preparagdo

serd necessaria.

4.2 Caso Unitario
Para o operador unitario U, consideramos a perturbagdo de posto 1
Uy =Ue*” =U + (¢* —1)UP,

sendo Py = (¢, ¥) ¢ com ¢ um vetor ciclico (normalizado) para U e /,L7L ¢ a medida espectral no toro

associada ao par (Uj, ¢). Da transformada de Cauchy

27 it 4 7
Fu(@) = | Sduo)

vamos denotar para u* sua transformada F2(z) = F)(2) = (9, (Up +21) (U, —z1)71¢).
Agora, um resultado que nos servird mais tarde e cuja prova pode ser encontrada em [13] e o

seguinte:
Teorema 4.6. Seja ¢ a medida de Lebesgue, finita e positiva, entdo:

1. lirr%F;L(rei’) existe (-q.t.p parat € [0,27) e se
r—

dpt () = 6y 2+ dpl o)

define f(t), entdo f(t) = R(Fy (e")).

2. to é um autovalor de U), se, e somente se

lim (1 — r)R(Fy (re™)) #0

r—1

e em geral lim,_,1 (1 — r)R(F (re™)) = u ({to}).

3. U estd suportada em {t \ lin}Fx(re”) = oo}.
r—r
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Por outro lado, pelos resultados de Combescure [6], considere a transformada de Borel R (z)

associada ao operador unitdrio U, , dada por

(0. W-) )= |

ﬂd‘LL

elt

| awo (s (5)) 1] - el

Proposicdo 4.7. Seja A # 0. Entdo, du* possui um dtomo no ponto x € [0,27) se, e somente se,
B),(x) # 0 (ou seja, G, (x) <o) e

e definindo

B;(x) =

lim (HE) (Ro (/4))) = 1—eih
ou A
lim (Fo(e'*+%)) = icot (—) :
£—0 2
Demonstragdo. [6]. ]

Observacao 4.8. Para qualquer medida de Borel, diremos que a medida é pontual pura ou atdmica se

a medida for suportada apenas por pontos.

Estamos em condicdes de apresentar nossos principais resultados deste capitulo.

Teorema 4.9. Dado o operador unitdrio U, o conjunto S = {x | Gy (x) =} é um Gg denso em

o(U).
Demonstracdo. Temos que G (x) = ” du (1) (sen2 (x%t) ) _1, entdo G (x) = oo quando x —¢
tende a 0. Por outro lado, se r —> 1 ’

1—72

. 2
R (F;L (re’x)) = /0 I

r2 —2rcos(x—1)
quando x —¢ = 0.
Agora suponha que G (x) < o sobre um intervalo (a,b) em T, consequentemente devemos ter

que x —t é ndo nulo nesse intervalo, logo lin}i)i (Fy, (re™)) = 0. Entdo, como
r—

du (1)

27 (1 —r?) + 2risen(x — 1)
lim F, =1l
s (re") = il N . 2rcos(x—1)
existe /-q.t.p. parat € [0,27) e
d

t
2 +d“§ ()7

du*(t) = f(t) 5=

r—1

sendo f = lin}EK (Fp. (re™)) e dul estd suportada em {t | im R (Fy, (re™)) = oo}. Obtemos que
r—
(a,b) Nsupp (du’) = 0. Entdo, S = {x | G} (x) = o} é denso em & (U).
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Agora, vejamos que S = {x | G) (x) = oo} é um Gg. De fato, seja

G (x) = 02” dut (1) (# +sen? (’%’))_1

a qual € uma fungio C* e G, (x) = sup,, Gy (x), entdo
{x| Gy (x) =} ={x| paratodo n,existe m talque G >n}
:ﬂU{x | G (x) > n}
n m
¢ um Gg. U

Observacao 4.10. 1. Pela Proposicao s6 0s x’s, com Gy (x) < e podem ser autovalores de
U, , entdo diz-se que os y’s com G, (y) = e sdo “energias proibidas”, ou seja, energias que nao

podem ser autovalores.

2. Se o espectro de U (o(U)) for um conjunto perfeito (ndo possui pontos isolados), entdo o

Teorema[.9 nos diz que as “energias proibidas” sdo localmente ndo enumerdveis em o(U ).
3. Obviamente, {x | G (x) =} C o(U).

4. Note que o Teorema4.9|nos diz que {x | G, (x) < e} tem interior vazio em (U ). Mais ainda,
o interior é vazio em [0,27). De fato, o teorema nos dé algo mais forte que este dltimo, nos diz

que o(U) poderia ter um interior vazio em [0, 27).

5. Observe que se G (x) < oo implica que a integral

27 (1 —r?) + 2risen(x —
Falv) = /0 (11 + r2>—+22rc0s()£—t)t)d 0

¢ absolutamente convergente e F; (x) é imagindrio puro quando r — 1.

Lema 4.11. Seja B un subconjunto de R nunca denso e seja H : B — R uma fungdo satisfazendo,

parax <Yy,
o(y—x) <H(y)—H(x) < B(y—x), 4.2)

fixados o, B > 0. Entdo a imagem de H é um conjunto nunca denso.

Demonstragdo. Dada a Observacdo [4.10] definimos a fung¢do H :=iF,. Por (4.2)), H tem uma tnica
extensdo continua para B que obedece também 2 desigualdade . Agora, R\B é uma unido de
intervalos (x;,y;), com x;,y; € B. Estendendo H ao intervalo, através de uma interpolacdo linear com
inclinag@o %(a + B), em qualquer um dos intervalos semi-infinitos de R\B. Esta extensdo de H
também satisfaz a desigualdade (4.2)) e define um homeomorfismo de R a R, portanto leva conjuntos

nunca densos em conjuntos nunca densos. 0
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Teorema 4.12. O conjunto S = {F) (x) | G, (x) < o, x € supp (u)} € uma unido contdvel de subcon-
juntos nunca densos de [0,27) (int (S) = 0).

Demonstragdo. [9]. ]
Teorema 4.13. {1 | U, ndo possui autovalores no o(U)} é um Gg denso em [0,27).

Demonstracdo. Seja a fungdo (que é um homeomorfismo) M : (0,27) — I, sendo I = {a+ib | a =0}

(eixo imaginario), definida por M(A) = icot (%) , entdo pelo Teorema .12 vamos ter que o conjunto

{4 existe .G, (1) <. x€ 0(U).M(x) = icot (1)}

¢ uma unido contavel de conjuntos nunca densos. Entdo, seu complementar € um conjunto denso pelo

Teorema de categoria de Baire, mas pela Proposi¢do 4.7|este conjunto é exatamente
{A | Uy ndo possui autovalores no 6(U)},
ou seja, € denso. Agora, e pelo Teorema 1.1 de [14], temos que também € um Gg. U
Temos entdo, como consequéncia desses resultados, que

Corolario 4.14. Se U ndo possuir espectro absolutamente continuo, entdo para A um conjunto

genérico (i.e., um Gg denso) em [0,21), U, possui espectro singular continuo puro.

Demonstragdo. Combine os Teoremas[2.2]e 4.13] O
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CAPITULO 5

Birman-Krein para Operadores Unitarios de
Posto Finito

5.1 Introducao

A ideia deste capitulo € fazer uma nova demonstracdo do Teorema de Birman-Krein, mas para
perturbacdes unitdrias de posto finito. Ou seja, para uma perturbacdo pela direita (esquerda) do tipo
U+ UX (XU), com X = ¢ operador unitario e ¥ auto-adjunto de posto finito, concluindo que as
partes absolutamente continuas de U e UX (XU) sao unitariamente equivalentes.

Esta nossa demonstracdo evita o uso de teoria de espalhamento, embora seja mais restrita, pois o
caso geral inclui operadores na classe traco. Para deixar mais clara nossa abordagem, discutiremos

previamente o caso de perturbacdes de posto um.

5.2 Perturbacao Multiplicativa

Consideremos o operador unitirio X = ¢4, sendo A auto-adjunto e de classe traco, entio podemos

escrever

A= Z] WPy, = 21 W; <§Dja > ?j;
J= 1=

com {¢;} . ¢ uma sequéncia ortonormal e ¥’ |@;] < co.

Agora pense na perturbacéo

U—UX,
e como em alguns dos capitulo anteriores, escrevemos X = et =1+W,entio UX =U(1+W) =
- (A)
U+UW,comW =Y ~——.
=

Agora, como Py, Py, =0, para j # k, segue que

ei(a)]P(,,1 +@Py,) ol01Pg, yi02 Py,

37
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Denote X, = e'Li=1 ©iFo; , logo o comutador [X,,,X,,| = 0, para todo n,m, ou seja tais operadores co-

mutam. Entao
itk . -y n+k .
Xpix = o1 OiFg; _ iYL 0Py i ©jF;
Formalmente, teriamos
X — ofA — pi® Py, . i P, . ,iOPy .

Py 2Py, 01 Py .

0 que vamos justificar no nosso caso de interesse.

Lema 5.1. {X,}, .y € uma sequéncia de Cauchy em B(J€). Isto justifica (5.2)), definindo X.

Demonstragdo. Primeiro lembremos o seguinte:

: iAPy)J iAPy)J i)/ P
>0 J = IS EA

=1+ (e* —1)P,.

Seja B; € C, e P; um operador projecdo para todo j € N, com P;P, = 0 para j # k, entdo

(I—I-ﬁj )(l—i-BkPk)—l-l-BJP +ﬁkPk para ]%k

e também usaremos que

‘ei"— 1| < |x| para x € R.

:HX" [ei“’n+lpwn+1 L L L m

Tem-se que

iy itk .
| |Xn+k _Xl’l|| — ‘ ’Xnelz_};{:lﬂrl a)JP(pj . Xn

(5.1)
(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

D, (14 (€ = 1) Py) - (L4 (€0 =1) P ) = 1] se =1

=||X, [(1+Bus1Pp,.y) - (14 BusaPy,.,) -+ (1+ BusiPo,.,) — 1]
=Xl [| (L4 Bus1 Po,1) - (14 BusaPo, 2) - (14 BusiPo,.,) — 1|
=[|(1+But1Py,,,) - (1+Bui2Py,.,) - (1+ ButiPo,,) — 1]

’ | (14 Bur1Po,. 1 But2Po,.s) - (1 4+ Burk—1Pg,. BusiPo,,.) —1]|

@’ }1+ﬁ”+1p¢n+1 +Bn+2P(pn+2 .. ‘ﬁn+kP<Pn+k -1
= ‘ }Bn+1P(Pn+l +ﬁn+2P(pn+2 .. 'BI’H‘kP(PnJrkl
<11Busll- [ Poye ||+ 1Bus2ll- [Pyl | + -+ 11Bull || P e

=Bl +[Batal[ +- - - 4[| Butl]
:‘eiw”+‘ —1|+‘eiw”+2—l‘+...+‘eiw"+k— 1|

< Ot +[Onpo] + - A+ | @O
n+k

=) |ojf—o0,

j=n+1

. , 1
para n — oo, por ser classe trago, ou seja, {a)J }jeN el.
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Coroldrio 5.2. {UX,}, . € uma sequéncia de Cauchy em B(J7).

Demonstragdo. Pelo lema anterior e dado que U € unitario, tem-se

|UX i = UXa| = [|U (X i = X |
<[NU[]- |1 X4k — Xl

= [| Xtk — Xul | = 0.
[
Lema 5.3. |UX, —UX]|| — 0, quando n — oo.
Demonstragdo. Andlogo ao Lema[5.1]e ao Coroldrio tem-se
HXn_XH = Xn_eiA
— || L)1 @iPo; _ X @Fg;  ,i¥jon OjPy;
_ || T @iPy; (1 _ i Lin ijq,j) H
<|l1- o' Li>n ©iPy;
<Y |o] 0.
j>n
quando n — o, e portanto ||UX, — UX|| — 0. O

Para operadores unitérios sabemos que para uma medida i em oD (T ou S'),comD={z € C | |z| < 1}

2 du(t) e +z
@@=A S <,

1 el —

2ﬂ:dut
Ru@= [ Mg,

sdo as transformadas de Cauchy e de Borel respectivamente. Aqui é importante o Teorema [4.6] em

, d 0
particular, lriTIIllmF“ <re’9) = %U

No caso de medidas espectrais (t de um operador unitario U,

Ru(z) =(,(U~21)""9) = (¢,R:(U)9),
Fu(z) =(@,(U+z1)(U —zl)_1(p>.

Lema 5.4.
F,(U) =1+2zR,(U).

Demonstragdo. Temos que F,(U) = (U+z1)(U—21)"' = (U —z+22)(U—2)"' =14+2z(U—z)" ' =
1+2zR,(U). O
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Observacao 5.5.

Fu(z) ={o,(U —|—z1)(U—z1)’1(p>
=(0,F(U)o)
= (¢, (1+2zR:(U)) o)
=(9.9) +(9,2zR:(U)9)
=14+2z(p,R,(U)0)
=1+42zRy(2).

5.3 Caso de Posto 1
Consideremos a perturbacdo de posto 1 de U
Uy =U (1 + (e 1)P¢,)

com A € [0,27). Seja p; a medida espectral associada com Uy e ¢. Aqui Ry = Ry, Ru(z) =
(¢,R,(U)@). Se mostramos que

. . U ~ . 1 ~
ou seja, que as medidas (uﬁ)ac e (/,pr] ) . 530 equivalentes para um vetor ciclico ¢, entdo os opera-

dores (Uy ), € (U),. sdo unitariamente equivalentes.
Lema 5.6. R,(U)(Ug) = (142zR.(U))e.

Demonstragdo. De fato,

R(U)[U(9) —z¢]
R(U)[U —z1](9)
U-2)"'(U-22)¢
Q.

R(U)(Ug) —zR:(U))(9)

Observacao 5.7. Pelo lema acima, tem-se

(0 R(U)(Up)) = (@, (1+2R:(U)) @)

(o
(9,190) +2(¢,R:(U)9)
{
1

®,0)+z2(p,R(U) o)
+zRu(2).
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Lema 5.8. Para |z| # 1

_ Ro(z)
Ry (z) = it +Z(€M — 1Ry (z) (5.6)
Py (2) = (e* — 1)+ (e* + 1) Fy(2) 57

(e +1)+ (e* — 1)Fo(z)

Demonstragdo. Pela segunda identidade do resolvente, tem-se que

RZ(U) _RZ(U?L) :RZ<U)(UA - U)RZ(U)L>
=R,(U)((e" = 1)UPy)R;(Uy),

entao

ou seja, Ro(z) — Ry (z) = (e — 1)R; (z) [1 +zRo(z)], portanto,

Ro(z)
e +z(e* — 1)Ro(z)’

Ry(z) =
Pela Observagio[5.5] tem-se

F)(z) =2zR) (z) + 1
Ro(2)

zzzem +z(e* — 1)Ro(z) +1

e (e = 1Ry(2) +22Ro ()

B et +Z(ei/1_1)R0( )
s —I—Z(el%—k 1)Ry(2)

7 Fz(e™ — 1)Ro(2)

B 2e* +2z¢* Ry (z) 4 22Ro(2)
2eir 4 2z¢ Ry (z) — 2zRo(z)

et — 14 e +2e™ 2Ry (2) + 1 + 2zRo(2)
er 41+ e 4+ 2e* 7Ry (z) — 1 —22zR0(2)
(e = 1)+ (e 4 1) (14 22Ro(2))

T(@ 1)+ (e — 1)(1+2:Ro(2))
(@ = D)+ (e + DR(2)
T(@ D)+ (@ - DR ()
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Observacgao 5.9. A partir desse dltimo lema, podemos encontrar as seguinte formulas, para A;, A, €

[0,27),
ei}l,z . eill + (eiM _I_eilz) F?Ll (Z)
F, (z) = — ; i ]
2@ = (¢h2 — i) F (2)
e
1+y)RE, (2
REy,(2) = ( y. : 11(2)’
|1 +iyFy, (2)|
eilz _ elﬂl
com iy = oM 1 pidt”

Observacao 5.10. Pelo Teorema 4.6, sabemos que a parte singular da medida (s estd suportada em

S = {A | lim F(re) = oo} .
r—1

Entdo, sejam os conjuntos
S = {/1 | lim £y, (re™) = oo} e S= {/1 | lim Fy, (re) = oo},
r—1 r—1

que sdo mutuamente disjuntos. Se A; # A,, e usando a Observagao segue que se A € Sy, entdo
) eilg —|—€M'1
z).) —

lim, 1 F, (re') = i # oo, portanto A ¢ Sy, ou seja, S| NS, = 0, entdo as medidas ,us’11 e uslz
e —e

sdo mutuamente singulares. Veja que este resultado ¢ o mesmo dado no Corolério[I.61]

Teorema 5.11. Para todos Ay # Ay, as partes absolutamente continuas de Uy, e U,, sdo unitaria-

mente equivalentes.

Demonstragdo. Dado que Uy, = Uy, + (A1 — A2)Py. Sejam os conjuntos

L= {t | lim Fy, (re") =0 ou #limFy (re”)}
r—1 r—1
. €i)1'2 +€i/ll
— : iy
Lz—{t|’1.1_l;l']lel(r€ )_gia'l—eiaa}’

e dado o teoremad.6] temos que as medidas desses conjuntos é nula. Se G = L; U Ly, entdo a medida

de G ¢é também nula. Pela Observacao[5.9] tem se

{t € T\G| lim Fy, (re") = o} = {r € T\G| lim Fy, (re") = 0} ;
r—1 r—1
portanto,
11%?%17,“ (re") #0 < liTnlliRFM(re”) #0,

entao /,Lélc1 ~ ,u;lcz, e portanto as partes absolutamente continuas de U, e U,, sdo unitariamente equi-

valentes. O]

Observacao 5.12. Desse ultimo Teorema, temos particularmente que as partes absolutamente conti-
nuas de U e U, sdo unitariamente equivalentes. No que segue, vamos generalizar essa demonstracio

sobre perturbacdes de posto um, conhecida na literatura, para perturbagdes de posto finito.
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5.4 Caso de Posto Finito

Voltando ao caso da perturbagdo U +— UX, com UpX = Up(1+ W) = Uy + UpW e pela segunda

identidade do resolvente,
R (Up) — R:(U) = R.(Up)(U — Up)R-(U) = R;(Uo) (UoW)R.(U),

n
com W = Z ujPy,, uj = (e'® —1), segue que
i=1

R:(Uo) — R (U) = WR(U) +zR(Uo)WR.(U) . (5.8)

Agora, e usando as notagdes Ry, = Ro, Ry (z) = (@, R.(Uo) @) € RS (2) = (@4, R,(U ) @,) para

qualquer k,m € {1,2,...,n}, e olhando como elementos de matrizes tem-se

n

k, k, k, k,j j .k
Ry"(2) —R;"(z) = wmRy" (2) +2 ) Ry’ (2)u;R}) (2),

j=1
ou seja,
Ro(z) — Ru(z) = MRy (z) +zRo(2)MRy (z),
€ com _ _ - _
uy 0 0 0 e 0 0 0
0 u 0 0 0 e 0 0
M: 0 O u3 .« 0 , Q: O 0 ela}j 0 :M+I,
0 0 0 - uy 0 0 0 - €]

sendo / a matriz de identidade n X n, entdo
Ry(z) = (M+1+zRo(z)M)~'Ro(2),

Ry (z) = (Q+2zRo(2)(Q 1)) 'Ro(2). (5.9)

Agora como Fy (z) = I+ 2zRy (z), tem-se que
Fy(z) = I +M + Fy(2)M) ™ (M + Fy(z) (M +21)),

Fy(z) =[(Q+1)+ Fy(z)(2 —I)]f1 (Q—=1)+Fy(2)(Q+1)). (5.10)
Se separarmos a matriz 2 da seguinte maneira:

cos(w;) +isen(w;) 0 0 - 0

0 cos(ap) +isen(awn) O --- 0

0 0 0 --- cos(w,)+isen(w,)
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entdo Q+ Q* =2C e MM* =2(I — C), portanto

2RFy (Z) = Fy (Z) —|—F(j (Z)
= 2(Q+N)+R(@)(Q-1)""REE)(Q"+1)+(Q —DF;(2) !,

REy(2) = (Q+1) + Fo(2)(Q 1) 'RE(2)(Q +1) + (Q* —DF} (2)) ", (5.11)

ou seja,
RF(z2) = (Q+1D)+ F(2)(Q—1)RFy(2)((Q"+1)+ (Q" —1F;(2)), (5.12)
para z € C\T.
Observacao 5.13. Pela segunda identidade do resolvente
R;(Uo) = R:(U) + R (Up)(UoW)R(U) = R:(Uo) = (I +R:(Uo)(UoW))Rz(U),
e seja
A=1+R;(Up)(UoW) = R(Uo)(U —z) =1+ W +zR,(Up)W,

e como R, (Up) = i(FZ(UO) —1I),entdo A =1+ v + lFZ(UO)W e dado que A ¢ limitado e tem inversa

2z 2 2
limitada e A = R, (Up)(U —z), tem-se A~ = R,(U)(Up —z). Entdo se 24 =T =21 + W + F,(Up)W e

como A € invertivel, T € invertivel ja que

-1 _ %A—l _ %RZ(U)(UO —7) = 4—1Z(FZ<U) —1)(Up—2).

Portanto, (21 +M + Fy(z)M)~! é invertivel.

Sejam

Lui(Uo) ;:{9 € [0,27)| ‘13%1111«“5””‘@&9) — o ou ﬂ%l{lF(;"”‘(re"@)}

Nu(Up) := {9 €[0,27) | lriTr{lFém(reie)(wm —1)= —Q—I}

com liTr? W Fy"" (re'®) algum elemento de lim QF;"" (re'®), temos que £ (1, 4(Up)) = 0, para todo m, k

1
e {(Nn(Up)) = 0, para todo m. Seja

Gim U (Nn(U0) UN(U) Ua (U) ULa (V).
m,k=1

entdo /(G) = 0. Das equagdes (5.11) e (5.12), tem-se

{9 € [0,27)\G | liTr{ﬁKFU(reie) = 0} C {9 € [0,27)\G | liTr{lgiFo(reie) = 0}

{9 €10,27)\G | l}rr?%Fo(reie) = 0} - {9 €10,27)\G | liTr{ISRFU(reie) = o},
r
portanto,
lriTnllERFo(reie) £0 liﬁl%FU(reie) £ 0,

entdo pu¥ ~ uo.
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Observacao 5.14. Da mesma forma, podemos encontrar este resultado para uma perturbacio U +—>
XU.

Observacao 5.15. Infelizmente (ainda) ndo foi possivel estender esse resultado para operadores na
classe trago (n = o), devido a dificuldades em controlar a medida do correspondente ao conjunto G

acima.
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