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Resumo

O foco deste projeto é a introducao ao estudo das séries de Fourier. A série de Fou-
rier que surgiu a partir dos estudos de Jean Baptiste Joseph Fourier sobre a equagao do
calor é uma importante ferramenta na resolugao de certos tipos de equagoes diferenciais
parciais, tais como a equacao do calor, equacao da onda, etc. Neste trabalho iniciaremos
o estudo sobre os conceitos bésicos da série de Fourier para posteriormente, utilizar essa
ferramenta no estudo de algumas equacgoes diferenciais, tais como a equagao do calor, e
por fim, apresentar e demonstrar o Problema Isoperimétrico. Iniciaremos relatando um
pouco da histéria de Jean Baptiste Joseph Fourier e seus estudos sobre o calor, para poste-
riormente estudar os contetidos essenciais para introducao ao estudo das séries de Fourier.
Trabalharemos a ortogonalidade de fungoes, em especial das fungoes trigonométricas seno
e cosseno, e também as propriedades de periodicidade. Como motivagao para o estudo das
séries de Fourier vamos seguir os passos de Fourier em um de seus estudos sobre o calor
e verificar que a soma finita de senos é uma solucao do problema de calor. Finalmente
iremos calcular e esbocar graficamente algumas séries de Fourier e as relacionar com os
teoremas de convergéncia e também as relacionar brevemente com o fendémeno de Gibbs.

Nos capitulos finais do trabalho, serd apresentado com detalhes duas aplicagoes das
séries de Fourier, a primeira envolvendo problemas de conducao do calor em uma barra
delgada, com diferentes condi¢oes de fronteira, e iremos solucionar esses problemas uti-
lizando séries de Fourier. Por fim, serd trabalhado o Problema Isoperimétrico, que é
essencialmente um problema geométrico, e vamos olhar para esse problema de um ponto

de vista analitico para utilizar as séries em sua resolugao.

Palavras chave: Jean Baptiste Joseph Fourier, Séries de Fourier, Equacao do calor,

Equagoes diferenciais, Problema Isoperimétrico.



Abstract

The focus of this project is the introduction to the study of Fourier series. The Fourier
series that emerged from the studies of Jean Baptiste Joseph Fourier on the heat equation
is an important tool in solving certain types of partial differential equations, such as
the heat equation, wave equation, etc. In this work we intend to begin the study of
the basic concepts of the Fourier series and, later, to use this tool in the study of some
differential equations, such as the heat equation, and finally, to present and demonstrate
the Isoperimetric Problem. We will begin by reporting a little of the history of Jean
Baptiste Joseph Fourier and his studies on heat, to later study the essential contents
for an introduction to the study of Fourier series. The orthogonality of functions will
be worked on, in particular the trigonometric functions sine and cosine, and also the
properties of periodicity. As motivation for the study of Fourier series, we will follow
Fourier’s steps in one of his studies on heat and verify that the finite sum of sines is
a solution to the heat problem. Finally we will calculate and graphically sketch some
Fourier series and relate them to the convergence theorems and also briefly relate them
to the Gibbs phenomenon.

In the final chapters of the work, we will present in detail two applications of Fourier
series, the first involving heat conduction problems in a thin bar, with different boundary
conditions, and we will solve these problems using Fourier series. Finally, we will present
the Isoperimetric Problem, which is essentially a geometric problem, and we will look at

this problem from an analytical point of view to use the series in its resolution.

Keywords: Jean Baptiste Joseph Fourier, Fourier series, Heat equation, Differentials

equations, Isoperimetric Problem.
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Introducao

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um dos precursores dos estudos envolvendo calor,
publicando obras muito importantes como Théorie Analytique de la Chaleur, obra essa
que tem grande importancia histéria dentro das areas de fisica e matematica. Durante
um de seus trabalhos, Fourier afirma que toda funcao definida em um intervalo de [—m, 7]
pode ser representada por uma soma infinita de senos e cossenos, afirmacao essa que nao
foi aceita pelos grandes matematicos da época, porém, apesar de nao ser uma verdade
absoluta, uma grande parte das fungoes possuem essa representacao, que é chamada série
de Fourier.

Faremos inicialmente durante o texto uma breve abordagem histérica sobre a vida de
Fourier para logo em seguinda introduzirmos os conceitos fundamentais que nos permitem
dar inicio ao estudo das séries de Fourier. No primeiro capitulo sera trabalhado o estudo da
ortogonalidade de fungoes, que sera feita a partir das defini¢oes de produto interno entre
fungoes reais continuas definidas em um intervalo [a, b] C R, e posteriormente discutiremos
acerca da periodicidade de funcoes e algumas de suas propriedades. Esses contetidos serao
essenciais para a compreensao da série, pois a série de Fourier é uma funcao periédica e o
estudo da ortogonalidade entre funcoes ird nos permitir durante o texto calcular de forma
mais rapida algumas séries.

No segundo capitulos motivaremos o leitor para o estudo das séries, que sera feita
seguindo os passos de Fourier durante seus estudos envolvendo a condugao de calor em
barras delgadas. Iremos introduzir um breve problema de calor em uma barra delgada
para concluir que a soma finita de senos é uma solucao do problema, explicitando para o
leitor de onde surgem as formas trigonométricas que aparecem na série de Fourier. Dando
continuidade nesse capitulo, expressaremos algumas séries de Fourier, explicitando a ma-
neira de calcular os coeficientes que aparecem na expressao da série, para posteriormente
estudar propriedades de séries de Fourier que sao pares e impares, resultando em séries
de senos e séries de cossenos. Para finalizar o capitulo, iremos apresentar teoremas de
convergéncia (sem demonstra-los) com a finalidade de entendé-los a partir dos exemplos
trabalhados, dando destaque para algumas funcoes especiais, como fungoes descontinuas
que possuem representacao por série de Fourier, pois nos pontos de descontinuidade des-
sas fungdes acontece um fenémeno chamado fenomeno de Gibbs, que serda brevemente

apresentado.



Nos capitulos finais do trabalho vamos mostrar aplicacoes mateméatica dos estudos da
série de Fourier. No quarto capitulo sera apresentado os problemas de conducao de calor
em barra delgada com diferentes condicoes de fronteira, e para resolvermos tais problemas,
iremos utilizar a série de Fourier como ferramenta. Apos isso, seré discutido o problema
Isoperimétrico, que é um problema essencialmente geométrico, porém, iremos interpreta-
lo numa perspectiva analitica para que seja possivel utilizar as séries na demonstracao do
problema, que sera apresentado como teorema.

No apéndice apresentaremos alguns resultados adicionais e também alguns resultados

que foram utilizados durante o trabalho e apds isso teremos as conclusoes finais.



Capitulo 1

Jean Baptiste Joseph Fourier

Nosso estudo foi baseado no trabalho de Howard Eves em seu livro Introducao a
historia da matemdtica, (EVES] [1992) e também nos estudos de Anderson Pifer e Katya
Margareth Aurani na obra (PIFER; AURANI, 2015).

Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu em Auxerre em 1768 e faleceu em Paris em 1830.
Fourier era filho de um alfaiate e ficou orfao ainda quando crianca aos oito anos de idade.
Apos esse fato, uma senhora recomendou Joseph ao Bispo de Auxerre, sendo ele educado
dentro de uma escola militar dirigida por monges beneditos, escola essa no qual ele ocupou
uma cadeira de matemaético, conhecimento esse que o mudou completamente. Aos 13 anos
Fourier era uma crianca desobediente e a matematica o modelou, como uma espécie de
cura, fazendo com que ele ficasse obcecado com aquilo, dando entao inicio a sua brilhante
jornada dentro da matematica.

Sua motivacao dentro da escola militar era seguir carreira no ramo da artilharia ou
engenharia, porém os monges beneditos fizeram com que Fourier seguisse firme dentro da
religiao, fazendo que que ele ingressasse na abadia beneditina de St. Benoit-sur-Loire.
Apesar disso, o jovem seguia firme em sua convicgdo na matematica, abandonando a
abadia em 1789 e visitou Paris, onde apresentou um artigo & Academia Real de Ciéncias
francesa sobre as suas pesquisas para a solucao de equagoes numeéricas.

Em 1790 tornou-se professor de matemaética na escola militar de Auxerre (onde ja
havia estudado) e em 1793 se envolveu na politica entrando no Comité Revolucionario de
Auxerre. Logo apoés sua ajuda na promocao da Revolugao Francesa, ele foi recompensado
com uma cadeira de professor (catedra) na Escola Politécnica.

Depois de acompanhar Napoleao em sua expedi¢ao ao Egito, como consultor cientifico,
em 1798 e apods as vitérias britanicas e a capitulacao da Franca em 1801, Fourier retornou

a Franca como prefeito de Grenoble, lugar esse onde se d& inicio seu trabalho com o calor.
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Figura 1.1: Autorretrato de Jean Baptiste Joseph Fourier.
Fonte: Wikipédia.

Em 1807 Fourier apresenta um artigo a Academia de Ciéncias da Franca tratando
do problema da propagacao de calor em barras, chapas e sélidos metalicos, denominado
Mémoire sur la propagation de la chaleur, e nesse artigo ele faz uma forte afirmagao de que
uma func¢do qualquer definida no intervalo (—m, ) pode ser representada nesse intervalo

por:

% + ;(an cos(nx) + by, sen(nx)),

sendo a,, e b, coeficientes reais escolhidos de forma adequada.

Nesse periodo a construgao de maquinas térmicas e o aperfeicoamento dos termome-
tros chamaram a atencao para os fenémenos relacionados ao calor, que era baseado em
duas principais teorias sobre a natureza do calor, a mecanica, que concebe o calor como
movimento de particulas de matéria, e a calérico, que tinha como base a ideia que o calor
era um fluido. Ainda durante esse periodo, Laplace aprofundou as ideias do calor, influ-
enciado pelo ideal newtoniano, criando o projeto laplaciano, que consistiu em defender
uma “nova’ fisica universal, com base na hipotese de movimentos moleculares e forcas a
eles associadas, de forma semelhante como na lei da gravitagao universal de Newton, no
qual as particulas exercem forgas sobre as outras (nesse caso, forga gravitacional).

Fourier com esse trabalho ignorou as ideias laplacianas e propos um estudo do problema
do calor baseado no célculo diferencial. Essa série é uma série trigonométrica, ja bem
conhecida pelos matematicos da época e inclusive ja era provado que em fungoes suaves
ela poderia ser representada por essa expressao, mas Fourier fez uma afirmacao forte,
pois ele disse que toda func¢ao definida no intervalo (—m, ) poderia ser representada por

meio dessas séries, nao somente as funcoes “bem comportadas”’, o que nao convenceu os
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matemaéticos da academia.

Desse modo, o artigo submetido por Fourier, julgado por grandes matematicos da
época como Lagrange, Laplace e Legendre, foi rejeitado. Para que Fourier nao se desmo-
tivasse e parasse com seus estudos, a Academia atribuiu um prémio tendo como tema a
propagacao do calor, assunto hoje muito conhecido e importante na Fisica. Dando conti-
nuidade em seus estudos, foi submetido um artigo em 1811 na academia com os estudos
de Fourier sobre o calor em busca desse prémio, e de fato o prémio foi atribuido a ele,
porém esse estudo nao foi publicado de momento nas memorias da academia devido as
varias criticas recebidas pela falta de rigor.

Mesmo que ressentido, Fourier deu continuidade aos estudos do calor e em 1822 publi-
cou um dos classicos da matematica Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria Analitica
do Calor), nesse trabalho, Fourier deduziu a equagao da condugao do calor por meio de
equacgoes diferenciais parciais e desenvolveu a solugao através de séries trigonométricas,
sendo a maior obra feita pelo matematico. Mesmo ignorando qualquer hipdtese sobre
a natureza do calor, Fourier descreveu um modelo fisico para explicar o mecanismo de
propagacao do calor. Dois anos ap6s a publicacao dessa obra, tornou-se secretario da
Academia, e nesse posto pode fazer com que seu artigo de 1811 fosse publicado de forma
original nas memorias da academia.

Embora ja tivesse sido provado que a afirmagao de Fourier de que toda fungao pode
ser expressa por uma série de Trigonométrica é falsa, sabemos que a classe de fungoes
que possuem essa representacao é extensa, tendo essas fungoes uma alta utilidade em
campos de estudos da Fisica. O trajeto de Fourier com relagao ao estudo dos problemas
envolvendo calor tiveram momentos conturbados, mas sua insisténcia na resolugao do
problema envolvendo calor e sua perseveranga nos mostram como de fato funciona um
método cientifico. As séries de Fourier hoje fazem parte do estudo do célculo diferencial,

sendo estudadas dentro das areas da fisica e mateméatica.



Capitulo 2
Conceitos fundamentais

Para que possamos de fato estudar as Séries de Fourier, iremos inicialmente estudar
detalhadamente os conceitos essenciais para o entendimento de forma integra do assunto.
Tais conceitos serao introduzidas de forma tedrica, analisados e posteriormente serao

refor¢cados com exemplos para o entendimento do leitor.

2.1 Produto interno

O Produto Interno (também conhecido como produto escalar) é um conceito impor-
tante de Algebra Linear, tendo ele varias aplicacdes dentro desse campo de estudo. Po-
demos utilizar esse conceito, por exemplo, para definir o que é uma norma em um espago
vetorial, para logo em seguida definirmos o conceito de distancia nesse espago, dentre
varias outras aplicagoes.

Nesse texto, a importancia do estudo do Produto Interno se deve ao fato de que iremos
estudar a ortogonalidade de fungoes continuas definidas no intervalo I = [a, b] com valores
na reta real, sendo impossivel esse estudo sem o conhecimento desse conceito. Um dos

livros que estamos utilizando é o livro (ZANI] 2003).

Definigao 2.1. Seja V um espago vetorial. Um produto interno sobre V é uma aplicagao
que a cada par (u,v) € V x V associa um ntmero real denotado por (u,v), satisfazendo

as seguintes propriedades:

i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V;

i1) {au,v) = a(u,v) para todo u,v € Ve a € R;

i11) (u,v) = (v, u) para todo u,v € V;

iv) (u,u) >0 seu#0.

Exemplo 2.2. Se x = (z1,...,2,),y = (y1,...,Yyn) € R", defina

<l’,y> =211+ TpYn.
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Mostre que a aplica¢ao (z,y) é de fato um produto interno.

Demonstragao: Para verificar que essa aplicacao é de fato um produto interno, devemos

verificar as propriedades descritas na definicao. Sejam z,y, z € R" e a € R, segue que:

i)
(x+uy,2) = (21, ., 20) + W1y Un), (21, -, 20))
= (((m1+y) + -+ (@ + ), (21, 20))
= (m4+y)a+-+ (@t Yn)n
= T121 t Y121+ -+ TpZn + Ynin
— (xm+~--+Inzn)+(y121+---+ynzn)
= (x,z>+<y,z>;

i)
(az,y)y = (a(z1,... 20), (Y1, -, Yn))
= ((ax1, ..., azn), (Y1 yn))
QT Yy + -+ QTpYp
a1y + -+ TnYn)

= a(z,y);
iii)
(r,y) = (@1, @), (Y155 Yn))
1Y + -+ Tpln
YiTy + -+ YnTn
= (y,2);
iv)
(x,x) = ((x1,...,20), (T1,...,2p))
= X1+ -+ Ty
— ‘/L‘% + P _|_ xi
Se x # 0, temos que existe algum k = 1,..., n tal que z; > 0. Assim, a soma 224+ - -+22 >

0, e desse modo concluimos que (z,z) > 0.

Exemplo 2.3. Seja u = (1,0,5,—1),v = (2,23,0, —10) vetores do R* e (u,v) como no
exemplo anterior. Calcule o produto interno de u por v.

Solucao: Basta notar que:

(u,v) = ((1,0,5,-1),(2,23,0,—10))
1.2+0.234+ 5.0+ (—1).(—10)
2+04+0+10

= 12
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Exemplo 2.4. Considere o conjunto formato por todas fungoes reais definidas em um
intervalo I = [a,b], que sera denotado por F = {f : [a,b] C R — R : f é uma fungao}
durante o decorrer do texto. Este conjunto é um espago vetorial, ver (ZANI [2003),
munido das operagoes de soma e de produto por um escalar, uma vez que se f,g € F,
temos que (f+g) € F e também se o € R, também temos que (af) € F. Se passarmos a
considerar o subespaco vetorial C°([a, b], R) que corresponde ao conjunto de todas funcdes
reais definidas no intervalo I = [a, b] que sdo continuas, com valores em R, e definirmos a

aplicagao que sai de C°([a, b], R) x C°([a, b],R) e chega em R por:

b
(f.g) = / f(2)g(z)dz,

teremos que (f, g) define um produto interno no espago das fungdes continuas no intervalo

I com valores em R.
Lema 2.5. (RUDIN, |1976) Toda funcgao continua f : [a,b] — R € Riemann integrdvel.

Vale notar que de acordo com o Lema o produto interno estda bem definido, pois
f(z).g(x) é uma fungdo continua, ja que o produto de fungdes continuas ¢ uma fungao
continua. Desse modo, para quaisquer f,g € C°([a,b],R), é possivel calcular essa integral

de Riemann, portanto o produto interno esta bem definido.

2.2 Funcoes ortogonais

Em Geometria Analitica estudamos o conceito de ortogonalidade, que tanto no R?
quanto no R?® tem a interpretacio geométrica de perpendicularismo, ou seja, se dois
vetores sao nao nulos e ortogonais, eles sao perpendiculares. Nesse campo de estudo,
é definido que dois vetores sao ortogonais se o produto interno entre esses vetores é zero.

Baseado no que foi dito, é natural que para a ortogonalidade de func¢oes nao seja
diferente, porém temos que escolher um produto interno adequado para expandirmos esse

conceito para fungoes, e a chave para isso ¢ o produto interno definido no Exemplo [2.4]

Definigao 2.6. No espaco vetorial C°([a,b],R) duas funcdes f e g sdo ortogonais no

intervalo I = [a, b] quando

b
(fig)= / f(x)g(x)dz = 0.

Definigao 2.7. Um conjunto de fungdes reais {¢, () }nen € ortogonal em um intervalo

I =la,b] se param #n

<¢na ¢m> = / ¢n($)¢m<l‘)dl‘ = 0.
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Neste momento ja esté definido como verificar se duas fungoes reais definidas em um
intervalo da reta sao ortogonais, entao faremos um importante exemplo com a finalidade

de fixagao do conceito.

Exemplo 2.8. Considere A = {l,cos (?),sen (n_z:v) tm,n € N}. Mostre que o

conjunto A é ortogonal no intervalo simétrico [—L, L] C R.

Solugao: Para mostrar que o conjunto A é ortogonal no intervalo descrito precisaremos

utilizar a Definigao . Se definirmos ¢g = 1, ¢,,, = cos (m;/rm) e U, = sen (%ﬂ)) com

m,n € Z\ {0}, temes que mostrar que:
i) (o, dm) =0, m # 0;

i) (o, ¥n) =0, 1 #0;

1) (Pn, Pm) = 0, m # n;

) (n, hm) = 0, m # n;

V) (G, Un) =0, m,n € Z.

Se fizermos isso, podemos concluir que esse conjunto é ortogonal no intervalo [—L, L].

Entao segue:
i) B
I
L

mmx
= 1 cos (—)dm
[ e
L
MTL
= cos | — )dx
[ eos ("5
B L Sen(mﬁx) L
N mm L o

) ()

seno

é iripar ]
i — [sen (mm) + sen (mm)]
L
- .9
— [2sen (m)]
= O,

y 2L »
ja que — é uma constante e sen (mm) = 0 quando m € Z*.
mm
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i)
L
<¢07 wn> = ¢0¢ndi€
-L
L nwx
= /_L 1sen (T>dl'
L
= / sen (—)d
-L
L nww
- {_E (T)] y
L nrLy nm(—L)
= oo { Cos 7
C(?SSGHO L
eRar _ = .
= — [cos (nm) — cos (nm)]
L
- .0
nmw
para todo n € Z, com n # 0.
i11)
L
e
—L
L nmwx mmx
—_— 2.1
/_LCOS<L>COS<L>dZE (2.1)

1 /Zos <_m7rx + w)dm‘ + /];os (mmc — @) dx
2 _I L L _L L L '

Para facilitar o entendimento do leitor, iremos resolver as integrais separadamente.

<m7mc n mrx)d L mnx + nrx L
cos r = |—sen| ————
I L L (m+n)m L .

(et )
_ m-Psen(mw%—nﬁ)]
— 0,

quando m,n € Z\ {0} e m # n.
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./L o8 (mﬂx B @)dx B L <en mnz — nrz\ 1"
) L L | m—n)r L o

* e ()

o [—(mmL = L)
)

L

= e [2sen (mm —nm)] =0,

quando m,n € Z\ {0} e m # n.
iv)

1 /L (mwa: mrx)d /L (mﬁx N mrx) J
= —- Ccos — —— |Jdxr — coS — | dx
2 _I L L _L L L ’
Resolvendo as integrais separadamente:
/ L (mmz: mm:) p L maz —nrz\ 1"

° oS ——)dr = |——— sen| ———

_L L L (m—n)m L o
L mnL —nnlL
= — - |sen| ———

(m—n)m L

. <—(meL— mrmﬂ

L
= o [2sen (mm — nm)] =0,

quando m,n € Z\ {0} e m # n.

/L <m7m: . mrx)d L mmnx + nrx L
° cos —ldr = |———— -sen| ———
I L L (m+n)m L I

L mmL +nmL
= ————— - |sen| ————
(m+n)m L

. (—(mﬂL; mrL))]

= ﬁ - [2sen (mm 4+ nm)] =0,

quando m,n € Z\ {0} e m # n.



2. Conceitos fundamentais 12

v)
<¢m7 wn> = ¢m¢nd$

Se m = n, teremos que:
1 /L (mmc . mr:zc)d L /L <m7rx mm:) J
—. sen | —— + — |dzx sen | —— — — ) dx
2 _L L L _L L L
1 L L
_ . {/ Sen(g.mwx)d:v—i—/ sen(O)daz] =0,
2 L L —L

j& que seno é uma funcao impar, e a integral de uma fungao impar em um intervalo

simétrico, como [—L, L], é igual a zero (Veja o Lema [3.11)). Porém, no caso em que

m # n. Solucionando separadamente as integrais:
/L <mm: n nmz)d L (mﬂx N mr:c) L
° sen —)dr = |————cos —
_I L L (m+n)mw L L 7|
L mnL +nmL
= ——— - |cos | ———
(m+n)m L

—mmnL +nnlL
—cos | ——
L

= _m - [cos (mm 4 n7) — cos (mm + nm)] = 0,

L

para todo n,m € Z, com n # m.

./L <on (mﬂx B @) ir — [_ L o (mwx — nwx)]L

_ L L B (m—n)m L

L —L
L L cos mnrL —nnwlL
 (m—n)7 L

oo [—(mTL —n7L)
()

= — ) - [cos (mm — nw) — cos (mm — nw)] =0,

para todo n,m € Z \ {0}, com n # m.
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Desse modo, a expressao:

1 /L (mwx n mrx)d +/L (mﬂx mrx) J 0
— - sen — |dzx sen — ——)dx| =0.
2 _I L L I L L

nmx

Portanto o conjunto {1,COS <?>,sen (T) :m,n € Z\ {0} e m # n} ¢ ortogo-
nal ao intervalo [—L, L] C R.

O
Observagao 2.9. Temos (¢, Om) = (¥n,¥m) = L quando, m = n. De fato, (2.1) com

m=n:
/L (mﬂx n nwx)d /L 2mmx J
° COoS — |dx = CoS T
L L L L L

param € Z e m # 0. Além disso, temos:

L

L
0/ cos <m7m: —@>d35:/ ldx = 2L.
I L L I

Entao teremos que a integral:

1 L mnxr  Nnmx L mmny NTx
<¢n7¢m>:§'[/LCOS( I +T>dl’+/LCOS<T—T)dﬁC:|:L,

quando m = n > 1. De forma similar, provamos que (1, ¥,) = L.

2.3 Funcoes periddicas

Esta secao é essencial para compreendermos o que é uma série de Fourier, pois tal
série é constituida por fungdes que sao periddicas, e sem o conhecimento desse conceito
nao teremos uma compreensao total do assunto em questao. Estudaremos as funcoes
periddicas com enfoque nas fungoes trigonométricas seno e cosseno, por meio da definicao,
exemplos e figuras para ilustrar o contetudo, ja que o conceito de periodo esté relacionado
com um "comportamento padrao", sendo bem visivel por meio de graficos de funcao.

Ao final desse secao ja teremos acumulado conhecimento suficiente para comecarmos
a falar de fato sobre a série de Fourier e estudarmos os conceitos relacionados a ela, como

os coeficientes de Fourier e a convergéncia da série em si.

Definigao 2.10. (DE FIGUEIREDO, 1977) Uma fungdo f : R — R ¢é uma fungao
periodica se existe um 7" € R* (periodo da fungao) tal que f(z) = f(x + T) para todo
z € R.
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Definigao 2.11. Se existe T € R de modo que f(z) = f(z + T), sendo f como na

defini¢ao anterior, se T' é o menor periodo possivel de f, entao T' é o periodo fundamental
de f.

Observagao 2.12. Veja que se 1" é um periodo fundamental de f, 27,37 e os demais
multiplos de T" também serao periodos da fungao. Sendo assim qualquer periodo de f é

um multiplo do periodo fundamental.
fla)=fz+T)=fz+2T) = f(z +3T) =--- .

Exemplo 2.13. As fungoes sen : R — R e cos : R — R sao fungoes periddicas com

periodo fundamental T' = 2.

/ cos(x) sen(x)

Figura 2.1: Gréfico das fungoes seno e cosseno.
Fonte: Autor.

Observacao 2.14. Veja que se uma funcao é periddica, ela tem um comportamento padrao,
que normalmente ¢é identificado a partir do periodo fundamental. Ou seja, se fixarmos
um ponto, por exemplo, z = 0 na fun¢do cosseno e analisarmos f(0) = 1, veremos que
a funcao s6 atingird novamente esse valor quando z for igual ao periodo fundamental ou

multiplos dele, como 27,47, - - - .

Proposicao 2.15. Sejam fi e fo duas funcoes reais periddicas de periodo T, entdo a
combinagao linear entre fi e fo também € uma funcao periddica.

Demonstracao: Queremos mostrar que a combinagao linear entre fi e fo € periddica,
para isso considere aj,an € R e h : R — R com h(z) = a1 fi(x) + agfa(z). Como T é

tanto o periodo de f, quanto de fo, vamos calcular h(x + T)):

h(z+1T) = arfile +T) + asfole+T)

T € periodo

a1 fi(r) + azfo(x)

= h(zx).
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Portanto, existe T € R de modo que h(x) = h(zx + T'), sendo assim, a combinagao linear

entre duas fungoes periodicas de mesmo periodo também é uma func¢ao periddica. O

Proposicao 2.16. Seja { f,(z)}nen um conjunto de fungoes reais periddicas de periodo T,
entao a combinacgao linear entre f1, fo, ..., fun_1 € fn € uma funcao periddica de periodo
T.

Demonstracao: Considere {a,, € R},en um conjunto de escalares e seja defina h :

R — R da sequinte forma:

hz) = arfi(x) + asfo(z) + - 4+ ap1fa1(x) + ap fr(x).

Para concluirmos que h € uma funcao periodica iremos utilizar o processo de indugao
finita em n. Parang = 2 temos que h(x) = oy fi(z)+asfo(x) € uma fungao periddica pela
Proposigao [2.15, entio dessa forma podemos formular nossa hipdtese de indugio: Para
no < k € N wvale que a combinagio linear h(x) = ay fi(x) + aofo(z) + - - + a1 fr_1(z) +
apfr(z) € uma funcgdao periddica.

Quando n =k + 1 temos:

h(z) = aifi(x) + asfo(x) + - + ap_1 fr—1(x) + e fo(x) + g foa (@),

porém, sabemos que por hipdtese fri1(x) € uma fungao periddica de periodo T e que
ag fi(x)+agfo(x)+- - +ag_1fro1(x) +agfr(z) também é uma fungao periddica de periodo
T, logo novamente pela Proposi¢ao temos a periodicidade da combinagao linear entre
ambos.

Desse modo, para qualquer n € N a combinagao linear entre as fungoes reais periodicas

f1, fay ooy fu também é uma funcao periodica de periodo T.
O

Se olharmos com atenc¢ao para o exemplo anterior podemos notar um fato interessante
quando estamos falando sobre combinagao linear de fungdes com mesmo periodo. No
primeiro capitulo do texto esbocamos a expressao da série de Fourier, e se olharmos
essa expressao com um pouco mais de cuidado, tendo em mente a Proposigao 2.16 e os
conceitos de fungoes periddicas, podemos observar que a expressao dentro do somatorio
¢ uma combinacao linear de fungoes trigonométricas periédicas de periodo fundamental

T = 27, o que também constitui uma fungao periddica de periodo 2.

EO + Z(an cos(nx) + by, sen(nx)).

n=1
Se retomarmos o Capitulo 2 destacando cada se¢ao, iremos observar que cada conceito
trabalhado esta diretamente ligado a série de Fourier, pois utilizamos do produto interno

para definir funcoes ortogonais, que na proxima secao terd um pouco mais de sentido, e
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agora estudamos o conceito de fungoes periddicas e observamos que ela esta diretamente
ligada a expressao da série. Dessa forma, acredito que temos contetdo suficiente para

iniciarmos de fato nosso estudo sobre a série de Fourier.
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Capitulo 3
Série de Fourier

Neste capitulo daremos inicio ao estudo da série de Fourier tendo em mente todos
os conceitos trabalhados anteriormente no texto. A ideia da série de Fourier é escrever
uma funcao a partir de um somatoério de combinacoes de fungoes trigonométricas, dife-
rentemente das séries de poténcia, por exemplo, que escrevemos as fungoes como soma de
polindémios.

Como visto no primeiro Capitulo [I| Fourier estava buscando estudar os principios da
condugao de calor, sabendo disso, usaremos como motivagao principal de estudo o pro-
blema da conducao de calor em barras, que serd modelado e solucionado. Posteriormente,
iremos definir formalmente a série de Fourier, estudar sua convergéncia para logo em se-
guida discutirmos sobre os coeficientes de Fourier e terminar o capitulo com exemplos e

algumas aplicagoes da série em si.

3.1 Motivacao para o estudo das séries de Fourier

Iremos introduzir um problema trabalhado por Fourier como motivacao para o estudo
da série em si, o problema consiste na conducao do calor em barras. Iremos inicial-
mente apresentar o problema e seguir os passos de Fourier adotando algumas hipoteses
simplificadoras, pois 0 nosso objetivo é utilizar esse problema como uma motiva¢ao, nao
solucioné-lo por completo. A finalidade dessa se¢ao além de motivar, é entender de onde
surgem as formas trigonométricas que aparecem na expressao da série de Fourier.

Considere uma barra delgada constituida por um material condutor homogéneo de
calor, com a superficie lateral da barra isolada termicamente, nao permitindo trocas de

calor com o meio externo & barra.
0 L

Figura 3.1: Barra delgada
Fonte: Autor.
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Seja R a regidao do plano cartesiano (z,t) descrita por 0 <z < Let >0 com L € R,
e R a unido de R com as semirretas = 0 e + = L quando ¢ > 0, e com o segmento
0 < x < L quando ¢t = 0, que serdo nossas fronteiras da regido. A regido R sera a regiao

no qual o problema sera solucionado. Vejamos agora as ilustragoes das regioes descritas.

R R

Figura 3.2: Regioes do plano
Fonte: Autor.

Para atingirmos nosso objetivo, devemos encontrar uma funcao definida na regiao
plano, R, que satisfaca a equacdo do calor, que adotaremos como hip6tese no texto. Mais
especificamente, deveremos encontrar uma fun¢ao u(z,t) (fun¢do do calor na barra no
ponto z e no instante ¢) definida em R satisfazendo a seguinte equacio (equagao do calor)

em R:
ou J%u

ot 9x¥

com K > 0 e satisfazendo a condigao inicial u(z,0) = f(z),0 < z < L, sendo f :

(3.1)

[0, L] — R uma fungdo dada e também satisfazendo as condigoes de fronteira u(0,t) = 0
e u(L,t) = 0. Perceba que estamos considerando a fungao f como a fungao que descreve
a temperatura inicial em cada ponto da barra.

Comecaremos com o caso mais simples, o caso no qual conhecemos a temperatura nas
extremidades da barra delgada e ambas temperaturas sdo nulas, ou seja, u(0,¢t) = 0 e
u(L,t) = 0, note ainda que com a variagao do tempo a temperatura nas extremidades nao
se altera. Utilizando o método de Fourier, que consiste em analisar o problema a partir da
separagao de variaveis da funcdo u(z, t), passaremos a olhar o problema da seguinte forma,
onde u(z,t) = F(z)G(t). Como queremos buscar solugdes que satisfagam a equagao do
calor, iremos substituir na equacao do calor nossa funcao levando em consideragao a

separacao de varidveis, obtendo:
F(z)G'(t) = KF'(x)G(1),

observe que estamos derivando com relagao a t do lado esquerdo e com relagao a x do lado
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direito, e olhando dessa forma interpretamos F'(x) e G(t) como constantes na derivagao,
respectivamente. Veja que se F'(x) é constante e igual a 0, teremos que a fun¢ao u que
buscamos também seréd identicamente nula, satisfazendo a equagao do calor, mas ela nao
ira satisfazer a condicao inicial, a ndo ser que f(z) = 0, e neste caso teremos que u = 0 é
uma solugao do nosso problema de calor na barra. De forma similar, temos que se a g for
identicamente nula, temos que u = 0 sera solu¢ao no caso em que f for identicamente nula.
Agora vamos procurar soluges nao triviais. Veja que se a f(x) nao for identicamente nula,
entao u = 0 nao é solucao do problema, entao iremos agora procurar por solucoes nao
triviais, para isso iremos considerar que F' e G sao diferentes de 0 para todo x. Fazendo

algumas alteracoes na expressao, iremos obter agora:

1 G(t)  F'(z)
K G(t) F(z)’

e escrevendo a equagao desse modo estaremos assumindo que ambas fungoes, F'(z) e G(t),
nao se anulam para nenhum valor do dominio. Analisando essa ultima expressao, vemos
que o lado esquerdo depende apenas de t e o lado direito apenas de x e ambos lados sao
iguais, ou seja, ambos lados independem tanto de x quando de ¢, dependendo entao de
um parametro que nao depende de x e t. Seja ¢ nosso pardmetro que nao depende de x

e t, entao temos:

Fi(s) ) Pl —
¢ — () - Pl -0,
%28 —( — G'(t) - GOKC =0,

como temos a condigao inicial para u(x,t), essa condigdo deve valer da mesma forma
para as equagoes que obtemos, dessa forma, observe que se u(0,t) = u(L,t) = 0, entao
também teremos F'(0) = F(L) = 0, pelo seguinte motivo, se F'(0)G(t) = 0 para todo
t > 0 e assumirmos que F(z) # 0, entao estariamos dizendo que G(t) = 0 e portanto
nossa funcao u também seria nula, mas isso seria uma solucao trivial, o que nao é o que
buscamos. Observe que se da condi¢ao inicial 0 = u(0,t) = F(0)G(t), temos que F'(0) =0
pois G(t) # 0 para todo t, da mesma forma, da condigdo 0 = u(L,t) = F(L) =0.
Estamos interessados em achar solugoes para nossa modelagem, e com as informagoes a
cima ja conseguimos esbocar valores para nosso parametro ( que nos direcione a encontrar

solugoes nao triviais F'(z) para o problema:

(3.2)

F'"(zx) = F(z)¢ = 0, para0 <z <L,
F0)=F(L) = 0.

Teremos apenas trés possibilidades para nosso parametro, ou ele seré igual a zero, ou
serd maior que zero ou sera menor que zero, entao faremos as analises desses casos para

conseguir chegar em uma expressao que nos ajude a encontrar as solugoes desse problema,
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que é um problema de equacao diferencial ordinaria em esséncia.

i) ¢=0.
Nesse caso, iremos obter F”(z) = 0, que ¢ uma equagao diferencial simples de ser
resolvida, com solugao F'(x) = kyx + ko, sendo k; e ko constantes. Como temos que
respeitar a condi¢ao inicial do problema, teremos que F'(0) = F(L) =0 = ko =
kiL + ke =0 = ki = ky = 0 portanto F' é nula, entao essa solu¢ao nao nos

interessa.

i1) ¢ > 0.
Neste caso, iremos encontrar as solugoes do problema utilizando o método de solugao
geral para equagoes diferenciais homogéneas de segunda ordem, para isso, iremos
relacionar a equagao diferencial F”(z) — F'(z)¢ = 0 com a equagao do segundo grau

R?* — ¢ =0 e iremos calcular o discriminante. Como
A=0%-4.1(-¢) =4¢ >0,

temos que o esboco da solucdo geral é F(z) = c1e™” 4 cye™”, sendo R, e R, as
solucoes da equagao do segundo grau. Calculando as solu¢oes obtemos que 1 = \/Z
e Ry = —/(, entdo F(z) = ¢1eV%" + cpe™ Ve Como devemos ter F(0) = F(L) = 0,

temos que:

C1 -+ Cy = 0, 0
= 1 =cy =0,
cle\/ZL + 026_\/211 = 0, ! ?

mas como a Unica solucao desse sistema é ¢; = ¢o = 0, novamente nao nos interessa,

pois F' seria identicamente nula.

iti) ¢ < 0.
Nessa situacao, considere nosso parametro ¢ = —A\%. Iremos buscar a solucdo geral
da mesma maneira que no item anterior, relacionando a equacao diferencial de
segunda ordem com a equacido do segundo grau R? — ¢ = 0, mas isto é equivalente

a dizer que R? + A\? = 0. Calculando novamente o discriminante teremos que:

A=0*-41(\) = -4\’ <0,
desse modo o esboco da solugao geral seré:

F(z) = e*(c1 cos (Bx) + casen (Bx)), sendo R = o +if.

Iremos agora buscar as raizes da equagao do segundo grau para explicitarmos melhor
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a solugao geral, desse modo, segue:

R*+ )X = 0
R2 _ _)\2
R = +vV-)\2
R = +i),

e como R = 0 4 i)\, concluimos que a = 0 e § = \. Substituindo na expressao da

equagao geral teremos:
F(x) = ¢ cos (Ax) + cosen (Az).

Da condi¢ao inicial F'(0) = F(L) = 0, segue que 0 = F(0) = ¢y, e consequentemente,
0 = F(L) = casen (AL) o que implica ¢o = 0 ou sen (AL) = 0. Como nao queremos
co = 0, ja que desse modo novamente nossa F' seria identicamente nula, o que
implica u identicamente nula, nossa tnica op¢ao é que sen (AL) = 0. Portanto,
como bem sabemos, a funcao seno se anula em multiplos de 7, desse modo, teremos

que AL =nm,n € Z \ {0}, sendo assim, indexando X e { por A, e (,, teremos:

n2m?

2

A= TE e Gy= = = =

Assim, concluimos que a EDO ([3.2) admite a familia de solu¢oes dadas por

nwx
F.(x) = ¢y sen (T) ,0<z<L,neZ\{0}.
Como ja esbogamos uma expressao para nosso parametro ¢,, iremos agora olhar para a
equagao diferencial G'(t) — G(t) K (, = 0 com relagao a essa expressao encontrada. Assim,

a familia de solugoes da equacgao diferencial é

n2n2Kt

Gn(t) = ce M =ce™ 17 ¥n € Z )\ {0}.

Como inicialmente utilizamos o método se separagao de variaveis e encontramos ex-

pressoes para F,(x) e G,(t), podemos expressar agora u,(z,t):

—n2n2Kt

up(x,t) =ce” 1% sen (?),Vn e 7\ {0}. (3.3)

Observe que u, satisfaz a equacao do calor e também nosso problema de fronteira
que ¢é o fato da temperatura ser igual a zero em suas extremidades. Para u satisfazer a

condigao inicial devemos ter u,(x,0) = f(x) para = € [0, L]. Porém, temos que

nma
)= ()
un(z,0) = csen 7
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donde vemos que esses u,, s6 irao satisfazer nosso problema se f tiver a seguinte forma:

f(x) = csen <W> (3.4)
L
Em particular, se nossa fungao f(x) = sen (37x/L), entao teremos como solugao:
- 7r2 t 3
us(x,t) =e 7 sen (%x), (3.5)

pois ug satisfaz todas condi¢oes propostas pelo problema, ja que satisfaz a equacao do
calor (3.1)), a condigao de fronteira u3(0,t) = uz(L,t) = 0 e a condicdo inicial:

us(w,0) = f(z) = sen (3”7"”)

Veja que conseguimos uma solugao para nosso problema no caso particular acima, mas
podemos ir mais a fundo, ampliando as possiveis fungoes f(x) a serem consideradas. Se
nosso f(z) = « -sen(3.m.x/L), sendo a uma constante diferente de zero, pois ndo nos

interessa esse caso, entao terfamos que

—9n?Kt 371-27
auz(x,t) = ae” 17 sen - )

¢ uma solucao da equagao do calor (3.1]), que satisfaz a condigao de fronteira aus(0,t) =

aus(L,t) = 0 e a condi¢ao inicial:

) =asen (51,

ou seja, o produto de uma solucao por um escalar também seréa uma solucao.

Anélogo ao raciocinio que fizemos acima, se tivermos f(x) = sen (2rx/L), entao nossa

—4an?Kt 2mx
ug(x,t) =€~ 17 sen (T)

solugao uy sera:

Agora, imagine que partimos de:

f( )7 3rx n 2w
I ) = (1 Sen I Qg Sen I s

entao dessa forma, naturalmente u teré a seguinte expressao:

—9nlKt 37]':[7 —4n?Kt 277-37
u(z,t) =are” 2 sen| — | + age” 7 sen | — |,

L L

que também serd solucao para nosso problema, pois também atende todas as condig¢oes

da equagao do calor (3.1). Ora, é natural mesmo que a soma seja solugao, pois pelo
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principio da superposi¢ao de solugoes, ver (PAULA] 2019), se u(z,t) e v(z,t) sdo solugoes

do problema, entao também sera solucao:
aru(z,t) + apv(z, t),

sendo o e ay constantes.
A partir das observagoes particulares que fizemos acima, e do principio de superposicao

de solugoes, vemos que se
N
nmwr
flx) = ch sen (T)’
n=1
obteremos que a solu¢ao u da equagao do calor (3.1)) sera:

2

N -n 7r2 t
u(z,t) :che 7 sen <?>7Vt>06x€ 0, L].

n=1

Por fim, nos questionamos se é possivel utilizar condig¢oes iniciais mais gerais; por

exemplo, se f(x) for da forma:

flz) = icn sen (%Lx), (3.6)

poderiamos pensar que o candidato natural a solucao sera:

2

> —-n 7r2 t
u(z,t) = che 77 sen (?),‘v’t >0exe€l0,L] (3.7)

n=1

Porém, surgem algumas perguntas. A f pode assumir a forma como em ? Como
iremos obter os coeficientes ¢,,? Nos conseguimos verificar que u como em satisfaz a
equacao do calor ? Essas séries convergem?

Essas questoes serao trabalhadas posteriormente quando introduzirmos o estudo de
convergéncia mais detalhadamente, pois j4 cumprimos nosso papel nesse capitulo, que é

a motivacao para o estudo da série e entender de onde surgem as formas trigonométricas.

3.2 Expressao da série de Fourier

Para conseguirmos expressar a série de Fourier de uma funcao f iremos mostrar qual
a relacao dos coeficientes a,, e b, com a funcao em si, e também as condigdes para que

possamos expressar os coeficientes.
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3.2.1 Coeficientes de Fourier

Nesta secao estaremos interessados em encontrar os coeficientes que aparecem na série
de Fourier, para que possamos relacionar uma funcao f : R — R com a série em si, porém
essa tarefa nao é tao simples. Suponhamos que seja possivel expressar uma fungao f como

definida a cima por meio da série de Fourier, entao terfamos:
- nmw
o
)=—+ <a cos( >+b sen( >>
2 ; " L

Como temos uma igualdade, é comum que pensemos que os coeficientes da série tem
alguma relacao com a funcao f, e o natural a se fazer é isolar ambos coeficientes para
entendermos essa relagao. Para isso, precisaremos supor que nossa série convirja unifor-
memente, e por consequéncia disso, como as fun¢oes trigonométricas sao continuas, f
também serd. Porém, antes de pensamos nos coeficientes em si, sera que podemos mesmo
definir f em toda a reta, ji que durante a motivacao de estudo trabalhamos apenas no
intervalo [0, L]? A resposta para isso é sim, e esse fato se deve a periodicidade das formas
trigonométricas e dos resultados de fungoes periddicas vistos no Capitulo 2.

Primeiramente iremos encontrar o periodo fundamental das expressoes trigonométricas

que aparecem na série, dessa forma, pela Defini¢ao teremos que:

T
sen (@) — sen (%), para todo z € R. (3.8)

Observe que o lado direito da expressao pode ser desenvolvida da seguinte forma:

“on (mr(x +T)> ~ e <@ N 7’L7TT)
L L L
nwx nrl nwx nrl
= sen (T) cos (T) + cos (T) sen <T)

Logo, apos expandirmos o seno da soma, substitua na expressao (3.8)):

(nm;) B (mm;) nrT i <n7r:r;) nmT (3.9)
sen | —— ) =sen (—— Jcos | — cos { —— Jsen | —— J. :
Lembre-se que isso deve valer para para todo = € R, entao escolha de forma particular

T=o-se dessa forma iremos obter que:
n

sen (3) =sen (3) eos (7). (3.10)

cos (ﬂ) =1. (3.11)

e disso obtemos que:
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Para que T tenha o menor valor possivel, teremos que:

T 2L
M o == I'=—

- = (3.12)

Utilizando a identidade trigonométrica sen(6)*+cos(#)* = 1 na expressao (3.11]), teremos:
nl

— | = 3.13

sen (175 ) = (.13

que implica também em 7" = % Observe que se T é o periodo fundamental de ambas ex-
pressoes trigonométricas; pelorﬁesultado a série de Fourier de f também tera periodo
fundamental T, desse modo, podemos "estender"o dominio no qual f esté definida, como
se estivéssemos fazendo uma colagem de acordo com o periodo. Pela Observacao
teremos que uma soma finita dos periodos fundamentais também é um periodo, entao,
somando n vezes T' iremos obter um novo periodo nT = n - - o que implica T' = 2L,

logo f tem periodo 2L. Sendo assim, podemos defini-la para toda reta:

% +; (ancos (?) + by, sen (n_zx)) ;v € [0, L],

e periddica de periodo 2L,

flx) = (3.14)

e agora faz sentido integrarmos esta func¢ao no intervalo [—L, L], pois agora ela esta bem
definida e é continua nesse intervalo.
Sabendo disso, considere a expressao e integre ambos os lados com relacao a z de —L

até L e utilize o seguinte lema:

Lema 3.1. (DE FIGUEIREDO, |1977) Sejam w,, fungoes integrdveis em um intervalo

oo
I CR com Zun(x) convergindo uniformemente, entdo:

n=1

/I (g un(ac)) iz — g /l () d

Do lema segue que:

/_if(x)dx—%-/ildw%—g(an/_zcos<$)dx+bn/isen(?> dx),

e por isso temos que:
1 L
ag = — - / f(x)dx, (3.15)
L),

pois sabemos que ambas integrais com funcgoes trigonométricas que aparecem do lado

direito na expressao sao iguais a zero, de acordo com os resultados i) e i) do Exemplo ,
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e a integral simples que acompanha o termo ag é igual a 2L. Dessa maneira justificamos o
fato de escrevermos % ao invés de somente ag, pois escrevendo dessa maneira a expressao
para encontrar o termo fica simplificada.

Agora, para encontrar os demais coeficientes, multiplique a equagao por
cos <$> para m > 0 fixado com m € Z e integre em relagdo a x no mesmo inter-

valo, como feito anteriormente. Estaremos utilizando implicitamente o seguinte lema:

Lema 3.2. (MASSAGO, |2014) Se Zan € an sa0 séries convergentes, entao a SErie
n=1 n=1
da soma serd convergente e:
S ot = Yomt Yo
n=1 n=1 n=1

Agora, dando continuidade ao exercicio, segue:

/_LL f(z) cos (m;m) de = % : /j: cos (m;rm) dx

L
+ Z by /Lsen (n_zx) cos (m;/rm) dx,

e finalmente chegamos a essa expressao. Lembre-se que o fato da série convergir unifor-
memente nos permite comutar o simbolo da integral com o simbolo do somatorio. Agora

iremos olhar para as expressoes do lado direito da igualdade:

L
@'/ cos(w>dx:0,
2 ) L
L
/sen(m>cos<w>dm:(),comn,mz1,
I L L

L nmwx mmx L, n=m2=>1,
/ CoS <—> CoS < ) dr =
-L L L 0, n#m, nm>1,

esses resultados sao obtidos de ), v) e iii) no Exemplo e da Observacao , respecti-

vamente, e dessa maneira podemos finalmente concluir que:

Ay, = % : /_LL f(z) cos <$) dx. (3.16)

Da mesma maneira que encontramos a,, podemos fazer o mesmo raciocinio para en-
mnx
, com

m respeitando as mesmas condi¢oes de anteriormente, e integrar no mesmo intervalo.

contrar b,,, basta multiplicarmos ambos os lados da expressao (|3.14]) por sen (
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Assim, analisando de forma analoga, concluimos que

b, = % . /_LL f(z)sen (?)daz‘ (3.17)

Uma vez que obtemos uma maneira de calcular os coeficientes que aparecem na série
de Fourier, podemos finalmente defini-la, relacionando fungoes reais com a série de ma-
neira clara, sendo assim, iremos agora trabalhar com alguns exemplos para aplicarmos os

conceitos estudados até entao.

Definigao 3.3. (DE FIGUEIREDO, 1977) Seja f : R — R periddica de periodo 2L,

integravel e absolutamente integravel, com os coeficientes ag, a,, e b, calculados como em

(3.15), (3.16]) e (3.17)), respectivamente, entao, a série de Fourier que esta relacionada com

f(z) ~ % + i <an cos (?) + by, sen (?)) . (3.18)

Observacao 3.4. Note que nao utilizamos o sinal de igualdade na relacao, pois nem toda

a fungao f é:

série de Fourier sera de fato igual a funcao, existem condig¢oes que tornam isso possivel,
mas isso sera visto mais detalhadamente quando estudarmos a convergéncia das séries de

Fourier.

Exemplo 3.5. Expresse a série de Fourier da fungao f sendo f : R — R periddica de

periodo 27, definida por partes da seguinte forma:

1,z € [nm,(n+ 1)) , para n par

flz) = :
0,z ¢ [nm, (n+ 1)7) , para n par
1
— — L ————
X 1 | j 1
" 1 ] N 1
| 1 | . 1
" 1 ] | 1
| 1 | . 1
| 1 I | I
| 1 ] . 1
| 1 I | I
| 1 | . 1
| 1 I | I
. ; o é ; .

Figura 3.3: Grafico de f
Fonte: Autor.
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Solucgao: Calculando ag:

ao—%-/if(a:)dx _ % [/if(x)dxﬂL/oﬂf(x)dx]
_ %-{/iodx—l—/oﬁld:v}
= l-[0+7r]
i,

Calculando a,,, para n # 0:
: /:r f(z) cos (?) dx
0 s
: [/ f(z) cos (nx) dx —1—/ f(z) cos (nx) dx]
-7 0

. {/_i()-cos(nx)dm—{—/oﬂl-Cos(nx)da:}
~/Oﬂcos(n:c)d:c:%~ [tho

Calculando b, para n # 0:

a, =

A~ [~ = |

by = %-/:f(x)sen<nix>dx
_ %-{/i@-sen(nw)d:er/owl-Sen(nx)dx}
_ %./O’rsen(n@dx:%.[MK
= (1 cos (nm),

) ) . 2
sendo assim, se n for par, b, = 0 e se n for impar, entao b, = —, logo:
nm

2
by, =0 e by = m, k € N*.

Logo, a série de Fourier que se relaciona com f(z) é

[e.9]

1
— 2k — 1)x).
~ 3 +; %_1 - sen (( )z)

U

Veremos que para que esse sinal seja de igualdade, precisaremos que nossa funcao
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atenda algumas hipoteses, como a de ser seccionalmente diferenciavel, ou seja, a fungao é

seccionalmente continua e sua derivada é seccionalmente continua.

Defini¢ao 3.6. (DE FIGUEIREDO| [1977) Uma func¢ao f : R — R sera seccionalmente
continua se tiver um namero finito de descontinuidades em qualquer intervalo limitado.
Em outras palavras, dado a < b, existem a < a; < as < --- < a, < btais que f é continua

em cada intervalo aberto (aj,a;4+1), j =1,2,...,n — 1, e existem os limites:

fla; +0) = hm+ f(z)e fla; —0) = lim f(x).
Tr—ra; T—a.
J J
Podemos ver que nossa funcao é seccionalmente diferenciavel, pois se considerarmos
cada intervalo [nm, (n + 1)7] com n € N, nossa fungao f possuirda apenas 1 ponto de
descontinuidade para cada valor de n, e sua derivada também sera seccionalmente continua
pois é nula, entao para este caso, vale o sinal de igualdade nos pontos de continuidade,

pois a funcao atende todas as hipoteses necessarias para o teorema de Fourier, que sera
apresentado futuramente (ver teorema [3.17)).

3.3 Série de Fourier de funcoes pares e impares

Como temos uma expressao para calcular a série de Fourier, iremos agora estudar o
caso especial que sao as séries de Fourier de fungoes pares e impares, e isso seré interessante

pois poderemos utilizar as propriedades de fungoes pares e impares.

Definigao 3.7. (DE FIGUEIREDO,[1977) Uma fungao f : R — R é par se f(—x) = f(x),
Vz € R. Uma fungdo f: R — R é impar se f(—z) = —f(z), Vo € R.

Exemplo 3.8. As funcoes cos(x), 2%, cos (nwx/L) sdo exemplos de funcdes pares. As

funcdes sen(z), 2°, sen (nmx/L) sdo exemplos de funcdes fmpares.

Observagao 3.9. O grafico de uma fungao par seré simétrico em relagao ao eixo y, ja o

grafico da funcao impar sera simétrico com relagao a origem.

Iremos considerar os seguintes lemas para que eles possam ser utilizados pensando

na aplicagdo da série de Fourier, os lemas e as demonstragoes se encontram em (DE
FIGUEIREDO, |1977).

Lema 3.10. Operacoes entre fungoes pares e impares:

o A soma de duas fungoes pares é uma fung¢ao par. A soma de duas funcoes impares

€ uma func¢ao impar.
e O produto de duas fungoes pares € uma funcao par.

e O produto de duas fungoes impares € uma fun¢ao par.
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e O produto de uma fung¢do par por uma fungdo impar € uma fungao impar.

Lema 3.11. Seja f : R — R uma funcao par que € integrdvel em qualquer intervalo

/LL fdo = Q/OL fd. (3.19)

Se f: R — R é uma fungao impar que € integravel em qualquer intervalo limitado. Entao:

limitado. Entao:

/_L fdz =0. (3.20)

L

Podemos utilizar o lema para reinterpretar os coeficientes (3.15)), (3.16)) e (3.17) quando

nossa funcao f for par ou impar, como veremos a seguir.
Se f : R — R for uma func¢ao par, periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente

integravel, teremos:
9 L
= 7 /0 f(x)cos (?) dx, (3.21)

pois o produto entre fungoes pares, é uma fungado par, e utilizando (3.19) teremos essa

expressao para a,. Também teremos que:
b, =0, (3.22)

pois o produto entre uma funcdo par e impar é uma fungao impar, e utilizando (3.20))
teremos que b, = 0.
Analogamente, se f : R — R for uma fun¢ao impar, periddica de periodo 2L, integravel

e absolutamente integravel, teremos que:
a, =0, (3.23)
e também teremos: ) . -
b, = I /0 f(z)sen (T> dx. (3.24)

Vamos agora utilizar os conceitos estudados para calcular as séries de Fourier de al-

gumas fungoes pares e impares.

Exemplo 3.12. Expresse a série de Fourier da funcao f : R — R, uma funcao peridédica
de periodo 2L, definida por f(z) = 2* quando —L < x < L.

Jean Baptiste JSolugaooseph Fourier Note que a funcao f é uma funcgao par, pois
f(z) = f(—x) Vo € [-L, L], entao utilizando a expressao (3.21)) iremos calcular a,, :
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faremos a seguinte mudanca de variavel, y = nmx/L, desse modo:

n3m3

2L2 nm
a, = : / y? cos(y)dy, (3.25)
0

iremos prosseguir utilizando o método de integracao por partes. Olhando para a integral

indefinida, teremos:

/ y*cos(y)dy = y’sen(y) —2 / ysen(y)dy

= y?sen (y) — 2(—ycos (y) +sen (y)) + C,

(3.26)

sendo C' € R uma constante. Utilizando o resultado da integral imprépria para a integral

definida ([3.25]), iremos obter:

2L [” sen(y) — 2(—y cos(y) + sen(y))] "

ay, =
n3m3

desse modo, apoés realizarmos os célculos, teremos finalmente:

4172
n2m2

ap = (=)™
Como temos que a fungao f é par, nosso coeficiente b, = 0 pelo resultado (3.22)). Para

calcular ag, segue:
B

2 [, 2 [a?
= _. dr==.12—-| =2
o e i[5

Como temos todos os coeficientes, a série de Fourier da funcao f seré:

L2

L2 SN 412

3 + - n2m2

n—=

- (=1)" cos <?>

Vamos olhar agora nossa fungao f quando L = 7, ou seja, agora nossa fungao f(z) = z*
quando —7 < x < 7 é periddica de periodo 27, e sua série de Fourier tera a seguinte

expressao:
72 = 4 (nz)
— E — - (=1)"cos(nx).
3 vt n?

Iremos agora comparar o grafico de f(z) com os graficos das somas parciais da série
de Fourier da funcao f, ou seja, iremos plotar os graficos de:
72 b4
£l + Zﬁ -(=1)"cos(nz), keNk>1.

n=1

Quando olharmos para o caso em que k = 1, iremos obter o seguinte resultado:
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N

Figura 3.4: Comparacoes entre os gréaficos
Fonte: Autor.

Note que ja obtemos uma boa aproximacao da funcdo f(x) = 27, que esta representada
em azul, por uma série de cossenos, agora iremos expandir as somas parciais para verificar

se conseguimos melhorar nossa aproximacao. Quando k = 3 teremos:

A

Figura 3.5: Comparacoes entre os gréaficos
Fonte: Autor.

Em k=10

Figura 3.6: Comparacoes entre os gréaficos
Fonte: Autor.
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O
Tudo nos leva a acreditar que quando olharmos a série de Fourier no infinito, teremos
que os graficos irao coincidir no intervalo fechado [—m, 7|, mas iremos explorar essas

nuances mais detalhadamente no capitulo de convergéncia.

Exemplo 3.13. Expresse a série de Fourier da funcao f : R — R, periédica de periodo
27, definida por f(z) =z se —w < x < 7.

Solugao: Note que nossa fungdao é uma funcao impar, portanto podemos utilizar os
resultados ja estudados para calcular os coeficientes da série de Fourier, sendo assim,
teremos que:

ap=0¢e a, =0,

pois sdo integrais de fun¢oes impares em um intervalo simétrico, que nesse caso é [—m, 7.

Calculando b,,:
2

by =—- / x sen (nx)dx,
0

™

de maneira semelhante ao exemplo anterior, iremos realizar uma mudanca de variavel,

sendo ela y = nx. Dando continuidade:

2 nm
by = : / ysen (y)dy,
0

mn?

utilizando os resultados da integral impropria que ja foi calculada em (3.26)), segue que:

2 nm
bp = ol [—y cos (y) +sen(y)ly”
e finalizando os calculos, teremos:
2
bn =——-(-1 n’
= (-1)

desse modo, nossa série de Fourier da fungao f é a série:

)~ =23 % (=1)" sen(na).

Como fizemos anteriormente, iremos olhar os graficos formados pelas somas parciais
da série de Fourier quando £ = 1, k = 3 e k = 10, para observarmos que temos uma
melhora quado aumentamos o valor de k.

Primeiramente, quando consideramos k = 1:
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-3

4

Figura 3.7: Comparacoes entre os gréaficos
Fonte: Autor.

Do mesmo modo, para k = 3:

-3

-4

Figura 3.8: Comparacoes entre os graficos
Fonte: Autor.

Finalmente, para k = 10 :

Figura 3.9: Comparagoes entre os graficos
Fonte: Autor.
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O
Iremos utilizar esses exemplos novamente e com mais detalhes quando iniciarmos o
capitulo de convergéncia. Note que nos exemplos utilizados, a funcao par nos forneceu

uma série de cossenos, enquanto a func¢ao impar nos forneceu uma série de senos.

3.4 Convergéncia da Série de Fourier

Vimos até entao que nao precisamos de muitas hipoteses para encontrar os coeficientes
da série de Fourier de uma funcao f : R — R de periodo 2L, apenas que f seja integravel e
absolutamente integravel no intervalo [—L, L]. Se f atender essas condigdes, conseguimos
obter seus coeficientes e expressar a série de Fourier desta funcao como feito no Exemplo
3.5l Nosso principal objetivo agora é apresentar o teorema de Fourier para logo em seguida
o relacionar com os exemplos estudados e também iremos relacionar func¢oes que possuem
representagao por série de Fourier nos pontos de descontinuidade, como no Exemplo [3.17]
com o fendbmeno de Gibbs, vendo graficamente os saltos que essas fungoes apresentam nos
pontos de descontinuidade. Antes disso, apresentaremos brevemente as classes de funcoes
que podem ser representadas por uma série de Fourier.

Considere a funcao f : [a,b] C R — R. Estamos interessados em saber quando tal f
pode ser expressa como uma série de Fourier, entao deveremos garantir que f satisfaca as
hipoteses que ja foram explicitadas, ou seja, ser periddica de periodo 2L, ser integravel e
absolutamente integravel no intervalo [—L, L]. Se nossa funcao f for limitada no intervalo

[a,b], defina P o conjunto de pontos xg,x1, - ,z, de modo que:
a=x9 < < <y =0,
logo P é uma partigao de [a, b]. Defina também:
Arvi=x; —x;_q, 1=1,2,--- n.
Como f ¢ limitada em [a,b], serd limitada nos intervalos [z; — x;_1], entdo podemos

também definir:
M; =supf(x), =z € [r; 1,2,

m; = inff(z), € [zi1, 2]
Por fim, defina:
S(P, f) = ZMiAJEi,
i=1

s(Pf) =Y miAw;,
=1

dizemos que f ¢ integravel quando infipyS(P, f) = suppys(P, f). Agora se f nao for

limitada, para que tenhamos a integrabilidade de f deveremos conseguir decompor o
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intervalo [a, b] em um finito namero de intervalos [Iy, - - - , I,], sendo I = [ag, bg], tais que
V6 >0, ¢ >0,afungio é limitada e integravel em [a; + 0, by — 0'] e existem os limites:
b —o'

" f(z)de = lim f(z)dz,

ag (576/)*%0’0) akJ,»(S

e a integral de f, denominada integral imprépria, sera:

/abf(x)dx = kZ;/G:k f(z)dz

Teremos que f é absolutamente integravel se | f| for integravel.

Observacgao 3.14. Note que a funcao ser integravel nao implica em ser absolutamente

integravel, e vice-versa.

Exemplo 3.15. Seja f : [0, 1] — R, definida por:

1, se z for racional com x € [0, 1]
flz) =

—1, se x for irracional com z € [0, 1]

Note que f nao ¢ Riemann integravel pois infipyS(P, f) = 1 # —1 = suppys(P, f).

Porém |f| é integravel, ja que:

|f(z)| =1, z€]0,1],
que é continua, e pelo Lema 2.5 deve ser integravel.

Definicao 3.16. Dizemos que f é uma funcdo do tipo £'(I) se, e somente se, f e |f|

forem integraveis no intervalo I.

Agora tendo em mente a Defini¢ao[3.16]e também os estudos feitos anteriormente sobre
coeficientes de Fourier, podemos dizer que se f : [~L, L] — R, com f sendo L£'([~L, L]),
entao conseguiremos encontrar os coeficientes de Fourier dessa funcao.

Vamos agora apresentar o Teorema de Fourier, sem demonstra-lo, pois estamos in-
teressados em aplicar o teorema nos exemplos estudados e compreendé-lo a partir dos

graficos das fungoes estudadas e das suas respectivas séries de Fourier.

Teorema 3.17. (Teorema de Fourier) (DE FIGUEIREDO, 1977) Seja f : R — R perio-
dica, de periodo 2L e seccionalmente diferencidvel, entao, a série de Fourier de f converge

1
para cada ponto x para 5 [f(z+0)+ f(x—0)], isto €

‘[f($+0)+f(l‘— I%—l—i(ancos( >+b sen(nzx>>.

n=1

DN —
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Observagao 3.18. As notagoes f(z +0) e f(z — 0) sdo os limites laterais da fungao f no

ponto x pela direita e pela esquerda, respectivamente.

Note que se a fungao f for uma fungao continua teremos que os limites laterais no ponto
x serdo iguais ao valor da fun¢do no ponto z, entao teremos que f(z+0) =z = f(z —0).
Ter a continuidade de f nos garante dizer que a série de Fourier da fungao f calculada

em x ird convergir para o valor f(x), de acordo com o teorema de Fourier, ja que:

[flx+0)+ f(x —0)] = f(x) Z%—i—i(ancos (?) + b, sen (n_zx))

N | —

Exemplo 3.19. Seja f : R — R, uma funcao periédica de periodo 2L, definida por
f(z) = 2* quando —L < x < L. Sabemos que a série de Fourier dessa funcdo ¢ expressa

da seguinte forma:

f()—xN—-l-an )" cos(nz),

como calculado no exemplo[3.12} De acordo com o Teorema de Fourier e com a observagao
3.18| pela continuidade da funcdo, teremos a convergéncia uniforme de f(z) = x? sua
respectiva série de Fourier, entao teremos uma relagao de igualdade entre a funcao e sua

série. Desse modo, temos:

fla)=a" = % Z ni —1)" cos(nz),

e uma vez que temos essa relacao de igualdade, garantida pelo Teorema de Fourier, temos

o direito de aplicar a fun¢ao nos pontos do dominio, sendo assim, seja z = 7.

o0 4
2 g _ —_
s E 2 )" cos(nm)

o)

6
= ﬁ —1)" cos(n)
n=1
= ero4 0,0
N 4 9 16

e dessa forma, a partir do Teorema de Fourier, conseguimos expressar um ntmero irraci-

onal a partir de uma soma infinita de niimeros racionais. 0

Vamos agora aplicar o teorema no seguinte caso, seja f como no Exemplo que é
uma funcao seccionalmente diferenciavel, porém descontinua em uma quantidade enume-
réavel de pontos, como por exemplo no ponto de origem. Plotaremos novamente o grafico

para que fique mais claro o que seré dito.
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Figura 3.10: Grafico de f no exemplo 3.5
Fonte: Autor.

Quando aplicamos o teorema de Fourier no ponto x = 0, note que diferentemente do
caso no qual a fungao é continua, a série de Fourier nao ira convergir para o valor da funcao
calculada em 0, pois nesse caso os limites laterais sdo diferentes. Como f(x +0) =1 e
f(z —0) = 0, pelo teorema de Fourier a série ird convergir para 0,5. Iremos plotar os

graficos das somas parciais da série de Fourier de f, que é:

n

1 2
- —_— 2k —1 N,n>1
5 —l—; ok —1)n sen (( Jx), neNn>1,

quando n = 1 e quando n = 6 para verificar visualmente que a série de fato esta conver-

gindo para 0,5, como apontado pelo teorema. No caso em que n = 1:

A —

/vO 5

0

I el

Figura 3.11: Grafico das somas parciais
Fonte: Autor.

No caso em que n = 6:

05

- — —
EL e

l
E)
)

Figura 3.12: Gréfico das somas parciais
Fonte: Autor.
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Podemos ver entao que o teorema de Fourier, quando aplicado nos pontos de descon-
tinuidade da funcao, converge para a média aritmética dos limites laterais da funcao no
ponto de descontinuidade.

Outro fato importante que podemos notar é o comportamento da série de Fourier
em pontos na qual a funcao é descontinua. Observe que em uma vizinhanca dos pontos
de descontinuidades a funcao da alguns "saltos", e eles serao nosso alvo de discussao a
partir de agora, porém, antes de darmos continuidade, iremos apresentar um teorema de

convergéncia uniforme que sera utilizado para compreendermos esse fenémeno.

Teorema 3.20. (Teorema de Convergéncia Uniforme da Série de Fourier)(DE FIGUEI-
REDO,|1977) Seja f periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada
primeira € integrdavel e absolutamente integravel. Entao, a série de Fourier de f converge

uniformemente para f em todo intervalo fechado que mnao contenha pontos de desconti-

nuidade de f.

Voltando para o exemplo, obviamente ela ird convergir uniformemente em todo in-
tervalo fechado que nao contém pontos de descontinuidade, mas nos pontos de descon-
tinuidade isso nao ira acontecer. Bom, sabemos que nos pontos de descontinuidade nao
teremos a convergéncia uniforme, mas e em sua vizinhanca? A resposta para isso se da
nos estudos de Gibbs, pois ele estudou a convergéncia da série de Fourier em uma vizi-
nhanca dos pontos de descontinuidade da série, e um dos aspectos dessa convergéncia tem
relacao com os "saltos" que apontamos anteriormente, esse aspecto de convergéncia hoje
é conhecido por fendmeno de Gibbs. Observe que em uma vizinhanga de 0 (Exemplo [3.5)
as somas parciais da funcao f ultrapassam o intervalo [0, 1] no eixo y, esse fendmeno sera

apresentado a partir do seguinte teorema:

Teorema 3.21. (Fenémeno de Gibbs) (DE FIGUEIREDO, 1977) Seja f uma fungdo
periodica de periodo 2L, seccionalmente continua cuja derivada primeira seja integrdvel e
absolutamente integravel. Entdo, o intervalo de Gibbs de f no ponto de descontinuidade

E ¢ o conjunto dos y tais que:

f(€+0)—f(8—())‘ S%/O sen (1)

‘y_ 2 t

sendo w = |f(€+0) — f(E —0)|, que € o salto de f no ponto E.

Aplicando o teorema no ponto & = 0 do exemplo [3.5] teremos que o intervalo de Gibbs

‘y_l‘gl/ sen(t)dt'
T Jo

sao os pontos y tais que:

2 t
A funcao definida por:
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é conhecida como fungao seno-integral, que possui papel fundamental dentro das transfor-
madas de Fourier. Essa integral é nao trivial, sendo ela calculada a partir de aproximacoes
numéricas feitas por softwares como WolframAlpha, ou por técnicas utilizadas no célculo

numérico, por exemplo. Utilizaremos a seguinte aproximacao:

[—lsz'(w), L gi(m) (3.27)

™ ™

_[-1,089 1,089
- 2 2 |’

logo, teremos que o intervalo de Gibbs do exemplo é, de acordo com (3.27)):

i
y 5

1 1,089
5| =

entao o conjunto de pontos y que representa o intervalo de Gibbs:

{_1,089 1,089 1} _{ 0,089 2,089}
2 Tyy et T2 a |

1
> Ty T
Como ja observamos, em uma vizinhanca de 0 (Exemplo as somas parciais da
fungao f ultrapassam o intervalo [0, 1] no eixo y, e isso nos induz ao seguinte questi-
onamento, esse fato interfere de maneira significativa quando estamos interessados em
integrar a fun¢ao f em uma vizinhanca de 0 7
Responderemos essa pergunta introduzindo uma breve subsecao relacionando a inte-

grabilidade da série de Fourier com o fendmeno de Gibbs.

3.4.1 Integracao da série de Fourier

Apresentaremos o teorema que nos garante a integracao termo a termo da série de

Fourier. Se nossa funcao f : R — R é igual sua série de Fourier, ou seja:

flz) = % +§: <ancos (?) + b, sen (?)) :

com esta série convergindo uniformemente, podemos utilizar o Lema |3.1| para garantir

que:

b ap [° - b nmx b nwx
/a flx)dx = ) /a 1dx+; (an/a Ccos <T> da:—l—bn/a sen <T> dm) .

Porém, nem sempre teremos que nossa funcao f ¢é igual sua série de Fourier, entao ire-
mos apresentar um teorema com hipdteses mais fracas que também garantem a integragao

termo a termo.

Teorema 3.22. (DE FIGUEIREDO, |1977) Seja f : R — R uma fungdo periddica de
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periodo 2L e seccionalmente continua, e sendo a sua série de Fourier a série:

545 s (75) b (7).

entao a série de Fourier pode ser integrada termo a termo e:

b ap [° = b nwa b nux
/a fz)dx = 5 /a ldx + ; (an/a cos <T) dx + bn/a sen (T) dx) :

Neste momento ja possuimos as ferramentas para relacionar a integrabilidade da série
com o fenoémeno de Gibbs. Faremos essa relacao a partir do Exemplo [3.5] integrando a
funcao f e em uma vizinhanca de 0 e também integrando sua série de Fourier em uma
vizinhanga de 0, para podermos comparar numericamente esses valores.

Note que nossa fungao utilizada no exemplo atende as hipoteses do teorema de inte-
grabilidade.

Se integrarmos f no intervalo [—7/2, /2] teremos que essa integral é igual a 7/2, pois

se trata de um gréfico de escada, entao para obter o valor abaixo do grafico basta calcular:

g v T v
dr=_-".0+T.1=-"
_gf@)“ 5 VT3 5

Iremos agora utilizar do teorema de integracao para integrar a série de Fourier no

mesmo intervalo da funcao f. Desse modo, iremos obter:

; 3
—/ﬁldachZ/_ﬂ k= 1)n -sen ((2k — 1)x)dx,
2 k=1 2

o fato da segunda integral ser igual a zero se deve ao fato de que sen ((2k — 1)x) é uma
funcao fmpar definida em um intervalo simétrico.

Apos integrarmos tanto f quanto sua série de Fourier no mesmo intervalo, intervalo
esse que contém um ponto de descontinuidade no qual ocorre o fenémeno de Gibbs, as
integrais ainda possuem mesmo valor, garantido pelo Teorema [3.22] Mesmo a fungao
possuindo saltos em uma vizinhanca do ponto de descontinuidade, que no nosso caso é 0,
a integral em uma vizinhanca de ponto mantém a mesma quando integramos sua série de

Fourier.
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3.4.2 Derivacgao termo a termo de uma série

Apresentaremos o teorema que nos garante a integragao termo a termo de uma série,

pois utilizaremos esse resultado para derivar uma série de Fourier.

Teorema 3.23. (Derivagao termo a termo)(DE FIGUEIREDO, |1977): Suponhamos que
as funcgoes u,(x) definidas em um intervalo I sejam continuamente derivdveis e que a
série das deriadas Y00 ul () convirja uniformemente. Suponhamos ainda que, para um

dado xo € I, a série 07 ju,(xo) convirja. Entao:

2 (Z un<x>) =3 ()

n=1

3.4.3 1dentidade Parseval

A identidade Parseval é uma importante ferramenta quando estamos estudando as
séries de Fourier, essa identidade nos sera util quando formos estudar mais detalhadamente
as solugoes do problema de valor inicial e de fronteira envolvendo a condug¢ao do calor em
uma barra delgada. Seja f : R — R periddica de periodo 2L, com f e |f| integraveis, a

identidade Parseval nos garante que:

2 > L
50 Z al +0%) = /_L|f(:v)2|dm.

A demonstragao do resultado nao sera feita de forma detalhada pois o objetivo desse
capitulo é utilizar os resultados de convergéncia. Iremos apresentar um lema que garante

a validade da Identidade Parseval e aplicar um exemplo para o entendimento do leitor.

Lema 3.24. Seja ¢;,i € N um conjunto de wvetores ortonormais e seja ci,Co,... UMG
sequéncia de nimeros complevos tal que Y50, |c;|* < oo. Entdo para qualquer ¢ € H a

série de vetores:

Z CiQ; = nh_{l(f)lo Z Ci®i, (3-28)
n=1 i=1
1
converge, e a norma do vetor limite € (3572,]c;|%) 2.

Teorema 3.25. (Identidade Parseval II) Sejam f e g duas fungoes de periodo 2L e de
classe C* por partes em [—2L, L] e Si(x) = ag/2+3°°, (a, cos (nmx/L)+b, sen (nmx /L)) e
So(x) = Ag/2+ %0 (A, cos (nmx/ L)+ By, sen (nwx /L)) suas respectivas séries de Fourier:

avo +Z (anAy + by By) / f(t)g(t)dt = (f,g).
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Capitulo 4

Aplicacoes da série de Fourier no

problema de calor

Neste capitulo iremos verificar como as condigoes iniciais influenciam na série de Fou-
rier, trabalhando os demais problemas envolvendo conducao de calor em uma barra del-
gada, com outras condi¢oes de fronteiras mais desafiadoras e aplicando a série de Fourier
para solucionar esses problemas, pois até o momento, solucionamos o problema de con-
ducao de calor na barra apenas no caso mais simples, no qual a temperatura na fronteira
é constante e igual a zero durante a variacao do tempo.

Nosso objetivo ao final do capitulo é aplicar a série de Fourier para solucionar os
problemas envolvendo a conducao do calor em uma barra delgada e que o leitor consiga
absorver os conceitos apresentados para compreender como podemos aplicar a série de
Fourier para resolver problemas de ciéncias da natureza, que no nosso caso, sera a con-
ducao de calor em uma barra delgada. Iremos explorar com mais detalhes a temperatura
nula na fronteira, um novo caso onde a derivada parcial com relagao a = na fronteira é

igual a zero e por fim, uma condi¢gao nao homogénea de fronteira.

4.1 Temperatura de fronteira igual a 0°C

No Capitulo 2 utilizamos como motivacao inicial para os estudos mais detalhados da
série de Fourier o problema envolvendo conducao de calor em uma barra delgada, no qual
sua temperatura é mantida constante igual a 0°C, que basicamente consiste em encontrar
uma funcao u(x,t) que satisfaca a equagao do calor, a condi¢ao de fronteira e a condigao
inicial. Matematicamente falando, estamos interessados em encontrar uma funcao u(z,t)

definida no plano com t > 0 e 0 < x < L, satisfazendo as condigoes:

Uy = Kug,, t>0,0<z<L,
uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (4.1)
w(@,0) = f(z), 0<z<1,
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com K € R e f uma fungao de distribuicao do calor no instante ¢ = 0 conhecidas.
Quando abordamos esse problema no Capitulo 3, conseguimos expressar uma fungao que
seria candidata a satisfazer esse problema de condugao do calor na barra, e deduzimos

que tal fungao u(z,t) deve ter a seguinte expressao:

ad 7n27r2 t
u(x,t) = che 7 sen (?),Vt >0exe0,L] (4.2)
n=1

e para que a condicao inicial seja satisfeita, nossos coeficientes ¢, devem ser escolhidos
de forma que nossa funcao de distribuicao de temperatura tenha a seguinte expressao,
quando t = 0:
- nmwx
f(z) = g Cp S€n (—) (4.3)
L
n=1
Como estudamos os coeficientes de Fourier, sabemos que ¢, deve ser o coeficiente de
Fourier da fungéo f em [0, L], porém precisamos estender nossa f na reta toda, de modo
que ela seja periddica de periodo 2L e impar, para conseguirmos expressar o coeficiente c,,.
Sabemos que essa extensao é possivel, pois isso foi feito durante o estudo dos coeficientes

de Fourier, entao, sendo assim, nossa expressao para o coeficiente é da seguinte forma:

Cp = % : /OLf(x) sen (?)dm,

pois utilizamos as propriedades de fungao impar para expressar ¢,. Uma observa¢ao im-
portante a ser feita é que nem sempre vamos ter a igualdade para uma funcao f
arbitraria, pois para que ela ocorra, algumas condigoes sobre f precisam ser impostas.
Primeiramente temos que f deve ser continua (condi¢ao inicial do PVIF), o que nos ga-
rante que f seja seccionalmente continua, que f(0) = f(L) = 0 (condicao de fronteira do
PVIF) e por fim que f’ seja seccionalmente continua, pois tendo essas hipoteses consegui-
mos assegurar pelo Teorema de Fourier |3.17] que f ird convergir para sua série de Fourier
Vo €0, L)

Até o momento o que fizemos foi expressar um candidato a solu¢ao do nosso problema
de calor, mas ainda nao verificamos que de fato a série infinita satisfaz , € Nosso
objetivo de agora em diante é verificar rigorosamente que tal fungao u(x,t) descrita dessa
forma é de fato uma solucao. Para isso, iremos definir o que é uma solugao do nosso PVIF
, mas antes, iremos relembrar quem é sdo os conjuntos R e R, que sao regioes do

plano xt.

R={(z,t) eR*: O0<ax<L, t>0}

R={(xt)eR*: 0<x<L, t>0}
Definigao 4.1. (Solugao do PVIF-Sentido I)(DE FIGUEIREDO, 1977) Uma fungao u :
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R — R ¢ uma solucao do PVIF (4.1)) se ela for continua em R, tiver derivadas parciais

U € Uy, em R e satisfazer as trés relagoes em (4.1)).

Defini¢ao 4.2. (Solugdo do PVIF-Sentido II)(DE FIGUEIREDO| [1977) Uma fungao
continua v : R — R & uma solucao do PVIF (4.1)) se:

(
U = Ktge, t>0,0<z<L,

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

lim u(x,t)w(x)dx:/o f(z)(x)dx,

L t—0 0

para toda fungao ¢ (x) seccionalmente continua em [0, L].

Se temos uma solu¢ao no sentido da primeira defini¢ao, conseguimos chegar na se-
gunda. Se uma fung¢ao u é solu¢ao no PVIF no primeiro sentido, para concluir que essa

funcao também ¢ solucao no segundo sentido, basta verificar que ocorre a seguinte relacao:

L L
iy [ utaivie)ds = [ flapiia)ds

Isso de fato ocorre, pois seja 1 (x) uma fungdo seccionalmente continua e I,,, n =
1,...k, uma parti¢ao disjunta do intervalo [0, L], de forma que v seja continua em cada
I,,. Como em cada I, 1 é continua, o produto u(x) - ¢ (x) sera continuo para todo x € I,
para cada n, entao podemos integrar esse produto, porém esse produto também converge
uniformemente no conjunto {(z,t) : =z € 1,,,0 < t < 1)}, entdao olhando para o limite

teremos:

lim [ w(z,t)y(r)de = i fx)y(z)dx,

t—0 I

para cada n, porém como os I, sdo uma partigao de [0, L], acontece que:

L L
fim | (e, v ()i = / F)(o).

De fato, se u é solugao do primeiro tipo, também serd uma solugao do tipo dois, mas
a volta nao é valida, olhamos como uma solucao aproximada, lembrando o teorema do
valor médio da integral [6.4, Antes do proximo resultado, iremos lembrar que uma fungao
f é um quadrado integravel em [a,b] C R quando a integral de f* em [a,b] possui valor

finito.

Teorema 4.3. (DE FIGUEIREDO, 1977) Se f for um quadrado integrdavel em [0, L],
entao a erpressao define uma funcao em R que € solucao do PVIF no sentido
II.
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Demonstragao: Considere as seguintes séries para K > 0:

—n27 Kt/L2 (mrx)
E nepe 7 )
—n '/1'2Kt/L2 (mm)
E 7’L Cpé 7 .

Afirmamos que as trés séries convergem uniformemente em qualquer sub-retangulo de
R:

Rip={(rt):0<s <ax<a,<L, 0<t; <t<ty<oo}

De fato as séries convergem. Conseguimos majorar as trés séries, utilizando principal-
mente o fato de que o modulo da funcao trigonométrica seno é sempre menor ou igual a
um e também o fato de que conseguimos majorar os ¢,, pois f(z) é uma funcao continua
em um intervalo limitado, portanto, a integral existe e é limitada, e utilizando o fato de
que o modulo de f é continua, conseguimos majorar todo cn por uma constante ¢ € R,
entao, dessa forma, as séries sao majoradas por X7 e " ¥ ne " " e ¥ ne —an®,
respectivamente, com o = 72Kt,/L*. A convergéncia dessas séries se da pelo teste da

razao, calcularemos apenas a primeira, e as demais seguem de forma anéloga:

—a(n+1)?
1 Ap+1 — L € ( )
im | | = lim —
n—00 Ay n—oo €

— lim e—a(n+1)2+an2
n—o00

— lim efa(n2+2n+1fn2)
n—oo

= lim e @D
n—oo

= 0<1,

portanto a série converge. Como |fi(z)] < X0 e —o* todo z € [0, L] e também temos a

N . — 2
convergéncia de X>7 ;e "

, pelo teste M de Weierstrass temos a convergéncia uniforme
de f; em [0, L], e de modo analogo, as demais séries convergem uniformemente.

Utilizamos agora o teste M de Weierstrass. Desse modo, a convergéncia uniforme da

00
_ 2 2 nmTx
ce n?m?Kt/L sen [ —=

n I )

n=1

série:

em sub-retangulos de R garante a continuidade dessa série em R. Agora, aplicando o
Teorema [3.23] para cada ¢ fixado, teremos o seguinte resultado: Seja X2 u,(z,?) uma

série de funcdes continuamente diferencidveis em um retangulo Rip = {(z,t) : 0 < 21 <
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r<mzy <L 0<t <t<ty< oo} tal que ela convirja para a funcao u(zx,y) e tal que
a série X0, 0u,(z,y)/0x, obtida por derivacdo termo a termo, convirja uniformemente
para uma funcao v(x,y). Entao, Ou/0z existe e é igual a v.

Utilizando o resultado anterior, podemos garantir que:

o
K 5 n?rlKt/L2 nmwT
w(z,t) = — : E ncpe sen { —— ),
n=1

12
e
R— nmwx
2 . _—n?n?Kt/L?
Uge (T, 1) = —— - E n-cpe sen ( — |,
L2 L
n=1

pois as séries apresentadas verificam a hipotese de convergéncia uniforme, pois ambas
sao formadas pelo produto de uma constante por uma série que converge uniformemente,
como mostrado anteriormente. Logo nossa funcao u é uma solucao da equacao do calor,
pois u;(7,t) = Kug, em R. Observe que a condi¢ao u(0,t) = u(L,t) = 0 também &
verificada, isso ja foi detalhado quando fizemos a motivacao para os estudos da série de
Fourier.

Agora, resta mostraremos que a condigao:

im [z, t)(z)de = /0 @) ()dz,

t—0 0

¢ satisfeita. Consideremos () seccionalmente continua de coeficientes b, estendida como
funcao impar e periddica de periodo 2L. Note que estendendo 1 dessa forma teremos uma
série de senos. Pela Identidade Parseval como ¢, e b, sao os coeficientes das séries

de Fourier de f(x) e ¥(x), respectivamente, teremos:
Sabi= g [ @il (4.4
n=1 0

Por outro lado:

/OL u(z, t)(x)de = g; /OL Cpe” TR gon <?>¢(z)dm, (4.5)

para ¢ > 0. Utilizando a convergéncia da série £ c,e™™ ™ 5/V* sen(nzz/L)h(z) em

xz € [0, L], de (4.5)) e novamente utilizando a Identidade Parseval [3.25;

L I 00
/ u(z, t)y(z)de = — - Z eTRYL b >0, (4.6)
0

n=1
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e por fim, temos que:

o0 7n27r2Kt/L2 o0 1 oo ) o0 )
e Cnbn| < bollen| < = - by, + c, | <oo, t>0, 4.7

isso vém da seguinte desigualdade |a||3] < (1/2)(a® + B%).
Desse modo, a primeira série de (4.7]) converge uniformemente para t > 0, sendo assim,
quando olharmos para essa série no limite com ¢ convergindo para 0, pela continuidade

em t teremos:
o0

11_1}1& e_”QWQKt/LZCnbn = Z Cnby. (4.8)
n=1 n=1

Olhando para o limite quando ¢ — 0 em (4.6) e utilizando o fato de que essa série

converge uniformemente, junto com (4.4)) teremos:

L oo
: " : £ i —7127r2Kt/L2
lg}r& i u(z, t)p(z)de "= 11_{%2 Zle Cnby,
@ L i
= —. bncn
n=1
L 2 [*
= L] T@e

o que conclui a demonstragao do teorema. 0

Teorema 4.4. (DE FIGUEIREDO, 1977) Seja f : [0, L] — R uma fun¢ao continua com
f(0) = f(L) =0 e tal que a derivada f' exista em [0, L] e seja quadrado integrdvel. Entdo
a erpressao define uma funcdao continua em R, que € solucio do PVIF no
sentido I.

Demonstragao: Pela continuidade de f, e sabendo que o produto entre fungoes con-
tinuas ¢ uma funcdo continua, temos que f* é uma funcdo continua, portanto, f é um
quadrado integravel de acordo com o Lema [2.5] Sendo f quadrado integravel, pelo Teo-
rema temos que a expressao ¢ solugao do PVIF (4.1) no sentido /1, logo, basta
mostrar que tal expressao define uma funcao continua em ¢ > 0, e para isso, iremos mos-
trar que a série converge uniformemente e utilizar o resultado do apéndice. Note
que a ¢ majorada X207 |c,|, pois:
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[e.9]

oo

—n2r2Kt nmx
E cpe L2 sen(T> < E
n=1

n=1

oo
= 2 lealfe

n=1

7n27r22 Kt ( nimwx >
cpe” L7 sen  ——
L

e ()]

—n2r2Kt
L2

[e.9]

< Z|cn\-

n=1
Basta mostrarmos que a tltima série converge, pois se isso ocorrer, podemos utilizar o
teste M de Weierstrass e garantir a contunuidade da primeira série em R. Para utilizar a
hipétese de f’ ser quadrado integravel, precisamos de alguma forma relacionar ¢, com os
coeficientes de Fourier de f’, para isso, iremos utilizar a integracao por partes na expressao

de ¢,:

= %-/OLf(a:)sen (?) dx = —%f(x) cos (?)

e disso temos:

L2 L nTx
. 7\ d
o+n7r /0 f(x)cos( L) T,
2 L nmx
cn—E-/o f(x)cos<T>d:E,

o que nos fornece:

L 1 Lo nwx
Cp = —dp, dn:—-/ f(:r)cos(L>d:x

—L

Observe que d,, sao os coeficientes da série de Fourier de f’ estendida como funcao

par, periddica de periodo 2L. Dessa ultima relagao, utilizando a desigualdade |a||5] <
(1/2) - (0 + ), segue:

1 L?
= < Z Z 2
[en] = |L/nl|du] < 5 <n2 ) an,

e portanto,
Z|C”|—2(ﬂ.22 ) Zd2<oo

uma vez que a série Y°° 1/n? converge e pela desigualdade de Bessel, ¥°°,d> <
(2/L) fOL| f'(z)?|dx, que possui valor real de acordo com a hipotese de f’ ser quadrado

integravel, e estd demonstrado. 0

4.2 Estudando novas condicoes de fronteira

Até o momento estudamos apenas a conducao de calor em uma barra delgada na

condicao de fronteira mais simples possivel, que é a temperatura constante e igual a
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zero, porém, existem outras condi¢oes mais desafiadoras que serao trabalhadas agora.
Os métodos utilizados serao semelhantes aos usados para a temperatura na fronteira
constante e igual a zero, porém, com algumas sutilezas que acarretarao mudangas na série

de Fourier.

Exemplo 4.5. (Derivada nula na fronteira) Considere uma barra delgada isolada
termicamente em todo seu comprimento e nas extremidades. Temos o mesmo objetivo

que anteriormente, queremos buscar uma funcao u(x,t) definida em R tal que:

§
U = Kty t > 0,0 <2 <L,

uz(0,t) = ux (L, t) =0, t>0,

im [ (e, t)(z)de = /0 Fa)(2)dz.

L t—>00

Note que neste problema a temperatura nas extremidades da barra tem derivada
parcial com relacao a z igual a zero, o que é diferente da temperatura ser zero nas
extremidades. Utilizando novamente o método da separagao de varidveis, temos que

u(z,t) = F(x)G(t), e substituindo na equagao do calor teremos:
G'(t)-Gt)K¢=0, t>0,
F'(x) = F(x)( =0, 0<z<L,

onde ¢ é um parametro a ser determinado, de modo que as solugoes satisfacam a condicao
de fronteira, que nesse caso é F'(0) = F'(L) = 0. Temos novamente trés possibilidades
para o parametro, ou ¢ = 0, ou ¢ > 0, ou ¢ < 0, e assim como no primeiro exemplo
trabalhado, o tinico caso em que nao temos uma funcao u identicamente nula é o caso
em que ¢ < 0, os demais casos geram funcgoes desse tipo, o que nao nos interessa para os
estudos da Série de Fourier.

Sendo ¢ < 0, nossa fungao F' tera a seguinte solugao geral:
F(x) = ¢1 cos(Az) + ¢y sin(Ax),

sendo c; e ¢ coeficientes reais. Como precisamos atender a condicao de fronteira, iremos

calcular a derivada de F', desse modo:
F'(z) = ca) cos(Ax) — ¢y Asen(Ax),

e finalmente podemos observar que se F'(0) = 0, teremos que nosso coeficiente ¢y = 0.
Quando olharmos para F'(L) = 0, teremos que sen(Az) = 0, pois se ¢; = 0 teremos

novamente u identicamente nula e nosso parametro é menor que zero, desse modo, de



4. Aplicagoes da série de Fourier no problema de calor 51

forma analoga ao primeiro caso trabalhado, teremos:

2.2
nmw nem
Para cada n = 0,1,..., teremos o A, correspondente e consequentemente a F,(x)

correspondente, que nesse caso, tem expressao:

e a partir do parametro (;, conseguimos expressar utilizando os métodos de solucao de

EDO temos a fungao G, (t) = e T KL LQ, e por fim, nossa familia enumerével de solucoes:

nmx
Up (1) = e T EYL? o5 (—) .
L
Para cada n = 0,1, ..., teremos que u,, é solucao do problema quando nossa funcao de

distribuicao de temperatura no instante inicial f é uma funcao possui uma expressao ideal,
que nesse caso, seria o produto de uma constante por um cosseno. Utilizando a mesma
ideia do primeiro exemplo trabalhado, observando o problema utilizando o principio de

superposicao finita de solugoes e posteriormente olhando para n — oo, teremos que:

u(z,t) = chew;? = cos (RLL:C)W >0exe€l0,L],
n=1

serd solucao do problema de calor quando nossa fun¢ao de distribuicao inicial de tempe-

ratura possuir a seguinte forma:

fla) = g e COS (?) . (4.9)

Em nossa primeira discussao sobre esse tipo de problema questionamos como obter
os coeficientes ¢,,, porém, ja temos recursos suficientes para expressa-los, pois eles sao os
coeficientes de Fourier da funcao f estendida como func¢ao par, periddica de periodo 2L,

e sendo assim, temos:

1 L
co = T ./o f(z)dz,
(4.10)

9 2
cnzz-/of(x)cos<?>dx, n=12...,

e portanto a solucao do PVIF neste caso deve ser dada por:

u(x’ t) = E cpe L2 - COS (?), (411)
n=1
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sendo os ¢,, calculados em . Bom, basta mostrarmos agora que de fato é solu-
céo do PVIF, ou seja, u define uma funcéo continua em R e infinitamente diferenciavel em
R. De fato, conseguimos majorar u por Zg’ozle—a“, com o = 7 K*t/L? e utilizar o teste M
de Weierstrass para garantir que a convergéncia da série seja uniforme, e posteriormente
utilizar o resultado do apéndice, que nos garante que a convergéncia uniforme de u
define uma funcdo continua em R, e além disso, u infinitamente diferenciavel em R. Tal
funcao também satisfaz a equacao do calor e também atende as condigoes de fronteira,
porém, nos resta questionar sobre a condi¢ao inicial. Nossa funcao de distribuicao de
calor s6 ird se verificar para todo x € [0, L] se atribuirmos a f algumas hipoteses
como a sua continuidade e existéncia da derivada f'(x) como uma fungao seccionalmente
continua. Se nossa funcao f nao for continua, caso f seja um quadrado integravel,

satisfaz a condigao incial no sentido mais fraco:

lim u(m,t)@/)(x)dx:/o f(x)Y(z)dz,

t—0 0
sendo 1 uma func¢ao seccionalmente continua. [l

Exemplo 4.6. (Condig¢ao nao homogénea de fronteira) Para complementar o estudo
da conducao de calor em uma barra delgada, iremos estabelecer agora uma condicao de
fronteira nao homogénea, no qual a temperatura na fronteira é nao nula. Queremos

determinar u(x,t) de modo que:
U = Ktlgy, t>0,0<2<L,

u(0,t) = ho(t), wu(L,t)=hy(t), t>0, (4.12)

uw(z,0) = f(x), 0<x<lL,

sendo f, hg, hy fungdes dadas. Para resolver esse PVIF iremos modifica-lo de modo
que ele seja semelhante a um problema de condi¢ao de fronteira homogénea, pois esse
tipo de problema conseguimos resolver de forma natural utilizando o método de Fourier.
Suponha que exista uma funcdo v(z,t) definida em R com valores na reta, v € C? tal
que v(0,t) = ho(t) e v(L,t) = hy(t). Seja w(z,t) = u(z,t) — v(x,t), sendo u a solugdo do
PVIF (4.12)), w deve satisfazer o problema:

wy = Kwgy + g(z,t), t>0,0<z<L,
w(0,t) = w(L,t) =0, t>0, (4.13)

w(x,0) = f(x) —v(x,0), 0<z<L,

sendo g(x,t) = Kv,, — v;. Caso seja possivel determinar v de modo que ela seja uma

solugao da equagao do calor, terifamos g identicamente nula, e isso tornaria w uma solugao



4. Aplicagoes da série de Fourier no problema de calor 53

do PVIF em que a temperatura na fronteira da barra é nula, o que ja foi estudado. Vejamos
o caso em que hg = e hy = 3, a, f € R. Iremos determinar uma expressao para v

solucionando o seguinte PVIF com relacao a v:
v =Kuvg,,, t>0, 0<x<L,

v(0,t) =, v(L,t)=p, t>0,

v(z,0) =g(x), 0<z<L,

utilizando o método de Fourier, que consiste em expressar v(z,t) = F(x)G(t), para obter

as seguintes equagoes diferenciais:

F'(z) — F(x)(=0, 0<z<L,

G'(t)—Gt)K¢=0, t>0,

e entdo, obtemos a expressao geral da solucao G(t) = ce®¢t com ¢ € R. Utilizando as

condicoes de fronteira, temos:

a = F(0)G(t)
5 = FL)GW

F(0)ce™!,
F(L)ce"" = (=0,

pois CeX¥ ndo é constante se ¢ # 0. Sabendo que nosso parametro é igual a zero, iremos

expressar a solugao geral de F(x):

F(L) = Be,

e alem disso, ¢'(t) = 0 implica que g(t) = ¢. Desse modo, F(z) = ¢1x + o, com ¢y, ¢a € R.
Utilizando as demais informagoes temos que a/c = ¢q e ¢1L + a/c = /¢, 0 que nos

implica ¢; = (8 — a)/cL. Segue que:

e por fim esbogamos a expressao de v:

(B-a),
L

v(z,t) =a+

Note que v é uma solugao da equagao do calor pois vy = 0 e v,, = 0, logo g é
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identicamente nula e w deve ser solu¢ao do seguinte PVIF:

wy = Kwg,, t>0 0<x<L,
w(0,t) =w(L,t) =0, t>0,

w(z,0) = f(x) —a+(f—a)z/L, 0<z<L,

no qual a solucao ja é conhecida, pois basicamente esse ¢ um problema homogéneo com

temperatura nula na fronteira, e a expressao de w portanto é:

> —n?r?Kt nmwx
w(x,t):E cpe” 17 sen (T)’

n=1

sendo ¢, os coeficientes da fun¢ao f(z) —a — [(f — «)/L]z. Portanto, u que é solugao do

nosso problema tem a seguinte expressao:

Note que da mesma maneira que anteriormente, precisamos atribuir a funcao f certas

condicoes para que ela consiga satisfazer a condicao inicial. 0

Certamente ha outras condigoes de fronteira mais desafiadoras, como por exemplo
quando ho(t) = a1 + ast e hi(t) = 1 + Pat, sendo «; e (; constantes reais para i = 1,2,
porém, essas condi¢coes nao serao amplamente exploradas pois o trabalho ird explorar
outras aplicagoes da série de Fourier na resolucao de problemas mateméticos. Caso o

leitor se interesse e queira explorar outras condigoes, elas podem ser encontradas na
principal referéncia do trabalho que é (DE FIGUEIREDO, [1977).
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Capitulo 5
Problema Isoperimétrico

O Problema Isoperimétrico é um problema matemaético com origem histérica ligada a
fundacao de Cartago, uma das principais cidades comerciais da Antiguidade, localizada
no norte do continente africano. Segundo a lenda, Elisa, irma do rei Pigmaliao de Tiro,
ganharia toda a terra que ela conseguisse cercar utilizando o couro de uma tnica vaca.
Para isso, Elisa cortou o couro em pequenas tiras e cobriu um vasto terreno em forma
circular, que por sinal é a curva que engloba maior area entre todas de mesmo perimetro,
e tal problema hoje é conhecido como problema isoperimétrico.

Vamos fazer uma breve revisao sobre curvas paramétricas no plano, apresentar a Desi-
gualdade Isoperimétrica como um teorema e demonstra-lo utilizando as séries de Fourier
e o Teorema de Green. Tal demonstracao nos fornece mais uma aplicacao da série de

Fourier dentro de problemas matematicos.

5.1 Curvas paramétricas no plano

Iremos relembrar ao leitor alguns conceitos fundamentais envolvendo curvas paramé-
tricas no plano, ja que o problema isoperimétrico se trata de um problema de geometria
diferencial, e também apresentaremos o Teorema de Green para que seja possivel o en-
tendimento completo da demonstracao, pois esses conceitos sao fundamentais para que
possamos estudar a Desigualdade Isoperimétrica. Serao apresentado definigoes e alguns

resultados envolvendo curvas paramétricas e por fim o Teorema de Green.

Definigao 5.1. Uma curva parametrizada ¢ uma funcdo a : (a,b) € R — R" de
classe C*, para algum k. Notacdo (em termos de fungdes de coordenadas): af(t) =

(ar(t), aa(t),...,an(t)). Se a & derivavel em t, escreve-se derivada de o em t:

do / / / /
Pty = /(1) = (04 (1), (1), .. (1),

e o(t) é o vetor tangente de a em t.

No nosso caso, para atingir nosso objetivo iremos trabalhar com curvas no plano,
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ou seja, quando n = 2. Além disso, diremos que uma curva o : [a,b] — R?, sendo
a(t) = (z(t),y(t)) é fechada quando a(a) = «a(b), e essa curva sera chamada de simples
quando tivermos a(a;) # a(by) para a < a; < by < b. Por fim, se & € C*°, a curva ¢ dita

regular.

Exemplo 5.2. Seja a : [0,37] — R? a curva definida por a(t) = (cost,sint). A imagem

da curva é a circunferéncia centrada na origem e de raio igual a 1:

-25 -2 -15

Figura 5.1: Imagem da curva a.
Fonte: Autor.

Olhando para a figura, intuitivamente temos a sensacao de que essa curva é uma
curva fechada, porém, isso nao se verifica. Apesar da imagem parecer "fechada", note que

a(0) # a(3m), e isso nos garante que tal curva nao é fechada. O

Definiremos agora o que sao curvas retificaveis, ou seja, curvas cuja a medida
do percurso sdo finitas. Seja a : [a,b] — R? uma curva no plano, seja P =
a=ty<t; <...<t,1<t,=>buma particao de [a,b]. Iremos associar a curva « e a

particao P o ntmero:

(o, P) = Z le(t:) — altizi)ll,

que é o comprimento da poligonal que liga os pontos a(t;), i = 0,1,...,n—1,n, que estdo
sobre a trajetéria da curva. Finalmente temos condig¢oes de definir o que é uma curva

retificavel.

Definigdao 5.3. Uma curva a : [a,b] — R? ¢ dita retificavel se existe suppl(c, P), com
P variando entre todas partigoes possiveis de [a, b]. Este supremo é denominado compri-

mento de «, que é denotado por [(«).

Exemplo 5.4. Uma observagao importante a ser feita ¢ que continuidade nao implica
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que a curva seja retificavel. Seja f : [—1,1] — R definida por:
i 1
f(t) = tsin (E) , t#0,
f(t)=0, t=0.

A fungao f é continua no intervalo [—1, 1], porém, apesar disso, ela nao é retificavel.

Observe a imagem de f:

02
] 08 06 04 02 VMV 02 04 06 08 1
02

Figura 5.2: Imagem da curva f.
Fonte: Autor.

Quando t se aproxima da origem, a curva f oscila infinitamente em torno de zero, e

isso faz com que nossa poligonal tenha comprimento infinito, logo, nao é retificivel. [

Como estamos interessados em resolver o problema isoperimétrico utilizando séries
de Fourier, estaremos interessados em estudar curvas seccionalmente diferenciaveis, que
é quando as fungoes componentes da curva forem funcgoes seccionalmente diferenciaveis,
ou seja, uma curva «(t) = (z(t),y(t)) sera seccionalmente diferenciavel se x(t) e y(t)

forem fungoes seccionalmente diferenciaveis. Sabemos que o comprimento de uma curva

b
= / o/ (1)),

mas como « é seccionalmente diferenciavel, temos que seu comprimento é dado por:

b
- / JE R+ g ()t (5.1)

o : [a,b] — R? ¢ dado pela integral:

Desse modo, dada uma curva C, de comprimento L, que corresponde ao caminho a(t)

quando ¢t no dominio [a, b, expressamos um parametro s que depende de t a partir da
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integral (5.1]), denominado comprimento de arco, por:

_ / VIR 4y ()Pt (5.2)

Definicao 5.5. Uma curva regular a : I C R — R? é dita parametrizada pelo compri-

¢
/ |/ (u)|du = t — to,
to

ou seja, a curva sera parametrizada pelo comprimento do arco se e somente se, |/ (t)| = 1

para todo t € I.

mento do arco se:

Se a curva a for injetiva e de classe C*, é possivel mostrar que existe uma repara-
metrizacao 8 de «, de modo que S seja uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco. Essa informagao serda importante quando estivermos demonstrando o Teorema da

Desigualdade Isoperimétrica. Detalhes dessa demonstracao podem ser encontradas em
(PEREIRA] 2019).

Teorema 5.6. (Teorema de Green)(GUIDORIZZI, |2002). Seja K C R* um compacto,
com interior ndo vazio, cuja fronteira € imagem da curva 7y : [a,b] C R — R?, fechada,
simples, C' por partes e orientada no sentido anti-hordrio. Sejam P e Q de classe C*

num aberto contendo K. Nestas condicoes:

%dejLQdy = // {@ — 8_]1 dxdy.

Definig¢ao 5.7 (Produto de Cauchy). Sejam a,, e b, sequéncias de ntimeros reais e 37 ay,

e 20° b, suas respectivas séries, sendo assim, o produto de Cauchy é definido por:

(e.) oo oo n
g ap, g b, = g Cn, COM ¢, = E arbn_.
n=1 n=1 n=1 k=1

Apresentada a ultima informacao essencial, temos condig¢oes suficientes para comecgar

o estudo do Problema Isoperimétrico.

5.2 A Desigualdade Isoperimétrica

Iremos apresentar agora o problema isoperimétrico, por meio de teorema.

Teorema 5.8. (Desigualdade Isoperimétrica)(DE FIGUEIREDO, 1977) A drea A englo-
bada por qualquer curva simples plana fechada retificdivel C', de comprimento L, satisfaz
a desigualdade:
L2
A< o (5.3)

além disso, a igualdade ocorre, se e somente se, C for um circulo.
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Demonstragao: Seja o : [0, L] — R? uma curva no plano com a(t) = (z(t), y(t)), com
parametrizacao pelo comprimento de arco de C', que é possivel, pois « é injetiva em seu
interior e de classe C*. Sabemos que a ¢ fechada, desse modo, teremos que a(0) = a(L),
e como a é de classe C*, também temos que a®(0) = a®(L) com k > 1. Como ja
feito anteriormente, iremos considerar as extensoes L-periddicas das fungoes x(t) e y(t),
de forma que elas estejam definida na reta toda. Observe que, feito isso, agora z(t) e
y(t) possuem expansao por séries de Fourier absolutamente convergentes pelo Teorema
ja que ambas sao fungbes de periodo L, continuas (o que implica seccionalmente
continua), possuem derivada primeira integravel (ja que ambas sao de classe C*) e sdo

absolutamente integréveis pois sao limitadas. Desse modo, considerando L = 2[, temos:

x(t) = % + Z (an Cos (nTmf> + b, sen (nTﬂt)> :
n=1

Co > nmt nmt
y(t) = B + ; (cn cos (T) + d,, sen (T)) :

sendo a,, e b, os coeficientes de Fourier de z(t), e também ¢, e d,, os coeficientes de Fourier

de y(t). Iremos utilizar o Teorema (3.23)) da derivagao termo a termo da série para obter:

[ (o) (7))
y(t) = i ["Tﬂ : (—cn sen (”T“) + d, cos (”TMD] .

Pela Identidade Parseval em ((5.4)):

[ =00 @),

-1 L ]

i/ W= Y[ @+ )

1 L J

—_

3

Somando ambas as expressoes, utilizando as operagoes com integrais e também com séries,

iremos obter:

- / @0 + (0= {(”7”)2 a2+ B+ )|,
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como a curva « é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que |&/(t)| = 1 para

todo t € [0, L], sendo assim, temos:
I I
[ @enwera = 3 [ @opa

!
. / 1dt
-1

o~ =

e entao:

i{( ) (a2 4+ b2 +c; +d2)]
-t , (5.5)
71'22 (a2 + 02+ +d2)}:212:L—.

Como estamos interessados em relacionar a drea A com comprimento L, iremos utilizar

o Teorema de Green com P =0 e () = x, nos fornecendo que a area A satisfaz a seguinte

- ?i zdy = /_ lla:(t)y’(t)dt. (5.6)

Calculando a integral, teremos:

/_llx(t)y/(t)dt _ /_ll s g (an cos (”T”> 4 by sen (”T”))] -
S [ (eusen (") + s (f))ﬂ "

n=1

relacao:

(5.7)

Agora, defina as fungoes A, (t) e B,(t) da seguinte forma:

t t
A,(t) = aycos (%) + b, sen (%) ,
nmw nmt nmnt
B,(t) = T (—cn sen (T) + d,, cos (T)) ,

e por fim, faga a distributiva na expressao (5.7)) e depois utilize a propriedade de integral

da soma para obter as seguintes integrais:
Dy &
<N B (Hdt
/5 L0
1 oo 00
/l D Au(t) ) Bu(t)dt
“'n=1 n=1
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Note que somando as expressoes i) e ii) iremos obter exatamente (5.7). Calculando

separadamente as expressoes:

i) /ao Z t)dt = 2 Z/ io_o

n=1

Foram utilizados as relagoes de ortogonalidade do Exemplo e também o fato das
séries convergirem uniformemente, para que seja possivel a comutatividade entre o simbolo
da integral e do somatorio. Concluimos que a primeira parcela da expressao (5.7)) é nula.

Agora, olhando para a segunda expressao:

| o0 o]
ii) /_l Z; Ap(t) - Z; B, (t)dt

Para dar continuidade no calculo da expressao, iremos utilizar o produto de Cauchy

51

[ 00 1 oo
ii) /l;An(t)-;Bn(t)dt = /ZC’n(t)dt, com  Ch ZAk

expandindo o somatoério e utilizando novamente as relagoes de ortogonalidade do Exemplo

2.8] teremos apos fazer todos os processos a seguinte expressao:

—k
—bic,_j sen (nTm‘) sen (u) dt.

Novamente das relagoes de ortogonalidade, temos que quando n = 2k, o produto dos
cossenos e o produto dos senos resulta em [, porém, quando n # 2k os mesmos produtos

sao iguais a zero, sendo assim:

= (2k — k -
Z akdkl - bkal Z akdk — bkck)

k=1 k=1

Finalmente concluimos que a expressao (5.6) é igual a:

]{xdy —/ t)dt —WZ n(andy, — bncy). (5.8)
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Utilizando as relagoes (5.5)) e (5.8]), iremos obter:

(

L* =21 [n?(a} + V] + ) +dY)]
n=1

—47TA = —47T2 Z[n(andn - Cnbn>]7

\ n=1

e somando ambas expressoes, finalmente obtemos:

L[ —d4nA = 27 [n’(a) + b+ +d2)] — 47 " [n(andy — coby)]
n=1 n=1

= 27 Z [n*(al + b} + 2 +d2)] —2 Z[n(andn — cnbn)]>
n=1 n=1

= 22 Z[?’LQ(a?1 + b2+ +d%) - 2n(and, — cnbn)]>

n=1

= 272 Z[nzai +n2b2 + n’c +n’d? — 2na,d, + 2ncnbn]>

n=1

= 2n° Z[nQai — 2na,d, + n*b2 + 2ne,b, + n*c + n2d2]>

n=1

= 2’ Z[(nan —dp)? + (b, + ) + (n® = 1)(c2 + di)]) :

n=1

Como os termos da série sao todos maiores ou iguais a zero a partir de n = 1, conclui-

mos que L? — 41 A > 0 e finalmente:

Para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que a igualdade ocorre se e somente
se o é a parametrizacao de uma circunferéncia. Observe que a igualdade L? — 474 = 0

ocorre quando:

o272 (Z[(nan —dp)? 4 (nby 4 c)* + (n* — 1)( + di)]) =0,

n=1

logo, iremos obter a seguinte relagao entre os coeficientes:
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se substituirmos os coeficientes nas extensoes por série de Fourier de x(t) e y(t), teremos

a seguinte expressao para a curva o:

a 7t T I 7t it
a(t) = (30 + aj cos (f) + by sen (f) , 50 + aq sen (f) — by cos (f)) )

Desse modo:

~+

e somando ambas parcelas e realizando as operag¢oes necessarias, concluimos que:

(e) - 2) + (s - L) =t + 87

Note que isto é a parametrizagao de uma circunferéncia centrada em (ag/2,¢y/2), de raio

\/a? + b?. Agora, se a for a parametrizagao da circunferéncia, a 4rea ¢ conhecida. Sendo

R o raio da circunferéncia, podemos concluir que:

A = 1R?
A2 R?
47
(27 R)?
47
L2

Ev

e finalmente temos a igualdade desejada, finalizando a demonstragao. U
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Capitulo 6

Apéndice

6.1 Resultados de integral

Apresentaremos alguns resultados utilizados durante as integragoes:

Teorema 6.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo)(GUIDORIZZI, 2001): Seja f inte-

gravel em [a,b] e se F for uma primitiva de f em |a,b], entdo:

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Teorema 6.2. (Teorema da mudanga de varidvel)(GUIDORIZZI, 2001): Seja f continua
em um intervalo I e sejam a e b dois reais quaisquer em I. Seja g : [c,d] — I, com ¢

continua em [c,d], tal que g(c) = a e g(d) = b. Nestas condi¢oes:

/abf (z)dz = / df (9(u))g' (u)du.

Teorema 6.3. (Teorema da integral por partes)(GUIDORIZZI, |2001): Seja f e g defini-
das e derivdveis em wm mesmo intervalo I, supondo que f'(x)g(x) admita primitiva em
I e observando que f(x)g(x) € uma primitiva de [f(z).g(x)]’, entao f(x)g'(x) admitird

primitiva em I e:

[ 1@lg @i = f@)glo) - [ gl

Teorema 6.4. (Formula do Valor Médio para integrais)(LIMA| |2009) : Sejam f,p :
la,b] = R, f continua, p integrdvel com p(z) > 0 para todo x € [a,b]. Existe um nimero

¢ € [a,b] tal que:

[ r@wtenie =) [ vy
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6.2 Resultados de Sequéncia

Teorema 6.5. (Teorema de Bolzano-Weierstrass)(LIMA, 2009) Toda sequéncia limitada

de numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 6.6. (Teste de Cauchy)(LIMA, |2009) Quando existe um nimero real ¢ tal que
/a, < ¢ <1 para todo n € N suficientemente grande (em particular, quando lim /a, <

1), a série Xa,, é absolutamente convergente.

Teorema 6.7. (Teste da razio) (LIMA, |2009) Seja (a,) uma sequéncia cujos termos sio

diferentes de zero. Se lim |a,y1/a,| = L, entdo lim Ya, = L.

Observacao 6.8. Note que no teorema anterior, se L < 1 a série é absolutamente conver-

gente, pois basta utilizar o teste de Cauchy.

Teorema 6.9. (Teste da comparagao)(LIMA| 2009) Sejam 3a,, e 3b,, séries de termos
nao negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que: a, < c.b, para todo n > ngy entao
a convergéncia de Xb, tmplica a convergéncia de Xa, e a divergéncia de Xa, tmplica a

divergéncia de Xb,,.

Teorema 6.10. (RUDIN, 1976) Se f, é uma sequéncia de fun¢oes continuas em E C R,

e fn converge uniformemente para f, entao f é uma funcao continua em E.

6.3 Relacoes trigonométricas

Apresentaremos algumas identidades trigonométricas que foram utilizadas durante o
texto:

e senacosf = =-[sen(a— )+ sen(a+ )],

e senasenf =

- [cos (o — B) — cos (a + B)],

e cosacosfl = =-[cos(a— )+ cos(a+f)].

N — N = N
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Conclusao

Com este trabalho podemos concluir que a matematica é uma ferramenta muito pode-
rosa, se fazendo presente em importantes areas da ciéncia, como nos estudos da conducao
do calor, que é um objeto de estudo da fisica.

Através da confecgao desta monografia notamos o poder que a série de Fourier tém
na resolucao de problemas na area de Ciéncias da Natureza e também em outras areas
da matematica, como na resolugao de equacoes diferenciais parciais, nos problemas envol-
vendo calor, no problema isoperimétrico e em muitos outros. Somente nos aprofundando
nos estudo de cada objeto matematico, nesse caso, na série de Fourier, podemos entender
a importancia desse conhecimento para a histéria da humanidade.

Espero que esse trabalho sirva de motivacao para alunos e professores que tém interesse
em estudar as séries de Fourier, servindo como uma introducao de estudo. Como aluno,
fico extremamente feliz de ter produzido este trabalho juntamente com meu orientador
Rodrigo Rodrigues, pois com certeza os conhecimentos absorvidos para redigir este texto

foram preciosos na minha formacao académica.



67

Referéncias Bibliograficas

BIANCONI, R. Séries de Fourier. Sao Paulo: IME, 2016. Disponivel em:
<https://www.ime.usp.br /mat /2456 /arquivos/ Fourier.pdf>. Acesso em: 29 margo 2022.

DE FIGUEIREDO, D. G. Analise de Fourier e equagoes diferenciais parciais. Rio
de Janeiro: IMPA, 1977.

EVES, H. Introducao a histéria da matematica. Tradugao de Hygino H. Domingues.
5. ed. Campinas: Editora Unicamp, 1992. ISBN 85-268-0657-2.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de céalculo. 5. ed. Rio de Janeiro: LTC-Livros Técnicos
e Cientificos., 2001. v. 1.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de calculo. 5. ed. Rio de Janeiro: LTC-Livros Técnicos
e Cientificos., 2002. v. 3.

LIMA, E. L. Analise real: Func¢oes de uma variavel. 10. ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2009. v. 1.

MASSAGO, S. Sequéncias e séries. DM UFSCAR, 2014. Disponivel em: |<https:
//www.dm.ufscar.br/“sadao/download /%3Ffile=student /sequencias-e-series.pdf>.
Acesso em: 08 margo 2022.

PAULA, E. W. de. Uma introducao as equacoes diferenciais parciais:

As séries de Fourier e a equagao de ondas. 2019. Disponivel em: <https:

/ /ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File /comat / TCC%20Elton%20versao%20final. pdf>.
Acesso em: 05 abril 2022.

PEREIRA, A. L. d. S. Desigualdade perimétrica e as séries de Fourier. Monografia
- Curso de Licenciatura em Matematica. Acarape: Instituto de Ciéncias Exatas e da
Natureza - Icen, Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-brasileira,
2019. Disponivel em: <https://repositorio.unilab.edu.br/jspui/handle/123456789/
1597>. Acesso em: 18 novembro 2022.

PIFER, A.; AURANI, K. M. A teoria analitica do calor de Joseph Fourier: uma
anilise das bases conceituais e epistemoldgicas. Brasil: SciELO, 2015. Disponivel
em: <https://www.scielo.br/j/rbef/a/V85P6jb6SDWqRgf5H3rcJx4k /?lang—pt&format—
pdf>| Acesso em: 29 marco 2022.

RUDIN, W. Principles of mathematical analysis. 3. ed. New York: McGraw-hill,
1976.

ZANI, S. L. Algebra linear. Sao Carlos: ICMC, 2003. Disponivel em: <https:
/ /sites.icmc.usp.br/szani/alglin.pdf>. Acesso em: 25 fevereiro 2022.


https://www.ime.usp.br/mat/2456/arquivos/Fourier.pdf
https://www.dm.ufscar.br/~sadao/download/%3Ffile=student/sequencias-e-series.pdf
https://www.dm.ufscar.br/~sadao/download/%3Ffile=student/sequencias-e-series.pdf
https://ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/comat/TCC%20Elton%20versao%20final.pdf
https://ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/comat/TCC%20Elton%20versao%20final.pdf
https://repositorio.unilab.edu.br/jspui/handle/123456789/1597
https://repositorio.unilab.edu.br/jspui/handle/123456789/1597
https://www.scielo.br/j/rbef/a/V85P6jb6SDWqRgf53rcJx4k/?lang=pt&format=pdf
https://www.scielo.br/j/rbef/a/V85P6jb6SDWqRgf53rcJx4k/?lang=pt&format=pdf
https://sites.icmc.usp.br/szani/alglin.pdf
https://sites.icmc.usp.br/szani/alglin.pdf

	Jean Baptiste Joseph Fourier
	Conceitos fundamentais
	Produto interno
	Funções ortogonais
	Funções periódicas

	Série de Fourier
	Motivação para o estudo das séries de Fourier
	Expressão da série de Fourier
	Coeficientes de Fourier

	Série de Fourier de funções pares e ímpares
	Convergência da Série de Fourier
	Integração da série de Fourier
	Derivação termo a termo de uma série
	Identidade Parseval


	Aplicações da série de Fourier no problema de calor
	Temperatura de fronteira igual a 0°C
	Estudando novas condições de fronteira

	Problema Isoperimétrico
	Curvas paramétricas no plano
	A Desigualdade Isoperimétrica

	Apêndice
	Resultados de integral
	Resultados de Sequência
	Relações trigonométricas

	Referências Bibliográficas

