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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho de conclusao de curso é apresentar os fundamentos
da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias, ramo da Matematica que é
considerado um dos mais aplicados. O presente trabalho abarca as definicoes elemen-
tares e parte dos principais resultados da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais
Ordinarias, tendo como base conceitos prévios referentes a Espacos Métricos, que sao
empregados ao longo de todo o texto. Apresentamos e demonstramos com detalhes dois
dos principais resultados da teoria: o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugao de

um Problema de Valor Inicial e o Teorema do Fluxo Tubular.

Palavras-chave: equacoes diferenciais ordindrias, teoria qualitativa, problemas de valor
wmacial, solugoes, existéncia e unicidade, equagoes autonomas, campos de vetores, fluxo

tubular.






ABSTRACT

The main goal of this course conclusion monograph is to present the basic topics of
the Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations, a branch of Mathematics that
is considered one of the most applied. The present monograph covers the elementary
definitions and part of the main results of the Qualitative Theory of Ordinary Differen-
tial Equations, based on previous concepts referring to Metric Spaces, which are used
throughout the text. We present and prove in detail two of the main results of the theory:
the Existence and Uniqueness Theorem of the Solution of an Initial Value Problem and
the Tubular Flow Theorem.

Keywords: ordinary differential equations, qualitative theory, initial value problems,

solutions, existence and uniqueness, autonomous equations, vector fields, tubular flow.
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INTRODUCAO

As equacoes diferenciais ordindrias constituem uma ferramenta matematica funda-
mental para a modelagem de diversos fenomenos da natureza, como problemas fisicos,
quimicos, biolégicos, meteorolégicos, populacionais e economicos. Logo, o estudo das
propriedades locais e globais das solucoes dessas equagoes torna-se imprescindivel para a
compreensao de tais questoes e de assuntos pertencentes a Matematica em si.

A origem dos estudos das equacoes diferenciais deu-se juntamente com o desenvolvi-
mento do Calculo Diferencial e Integral por Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Ao longo do tempo, foram concebidas diversas técnicas para a re-
solucao de equagoes diferenciais ordinarias, como a multiplicacao por um fator integrante
ou o método da separacao de variaveis.

Por outro lado, notou-se a impossibilidade de resolver explicitamente a maioria das
equacoes, visto que as mais simples delas ja apresentam um certo grau de complexidade
em suas respectivas solucoes. Nesse sentido, surge a necessidade de identificar quando
uma equacao diferencial ordindria admite solucao e se essa solucao é unica, além, é claro,

de descrever o comportamento dessa solugao.

Com o propésito de explorar essas propriedades das equacgoes, estabeleceu-se, entao, a
partir dos trabalhos de Jules Henri Poincaré (1854-1912) e Aleksandr Mikhailovich Lyapu-
nov (1857-1918), um ramo da Matemética que hoje é conhecido como Teoria Qualitativa

das Equacoes Diferenciais Ordindrias.

Os conceitos abordados nessa teoria visam a descri¢ao de comportamentos locais e glo-
bais das solugoes de equacgoes diferenciais ordinédrias. Dentre eles, destacam-se topicos re-
lacionados a existéncia, unicidade, dependéncia continua e ao prolongamento de solugoes,
ao fluxo de campos de vetores, as caracteristicas e classificacoes de pontos de equilibrio
(singularidades), ao efeito de pequenas perturbagoes nas condigoes iniciais (estabilidade)

e a diversas propriedades topoldgicas das solugoes.

Este texto abordara cada uma das defini¢oes fundamentais e os principais resultados da

13



14 SUMARIO

Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias, como também suas respectivas
demonstragoes, destacando o teorema central das questoes relacionadas a existéncia e
unicidade de solucao dessas equacoes. Em alguns casos, serao exibidos exemplos para
auxiliar a compreensao de determinadas ideias. Cabe destacar que, para a elaboracao
deste trabalho, foram necessarias nocoes prévias sobre Espagos Métricos, que se encontram
no primeiro capitulo.

Também serao abordados alguns conceitos relacionados as equagoes diferenciais au-
tonomas, principalmente aqueles necessarios para a demonstracao do Teorema do Fluxo
Tubular, além de definicoes e resultados auxiliares. Esse teorema auxilia o estudo do
comportamento local de solucoes préximas de pontos regulares, garantindo que, na vizi-
nhanca desses pontos, existira um difeomorfismo que conjuga um fluxo do campo vetorial

dessas solugoes com o campo cconstante.



CAPITULO 1

ESPACOS METRICOS

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados relacionados a Espacgos Métricos,
que serao empregados ao longo do texto. O leitor que ja tiver conhecimento sobre o assunto

pode avancar ao Capitulo 2.

Defini¢ao 1.1 (Métrica em um conjunto). Seja M um conjunto. Uma métrica em M é

uma funcao
d: MxM — R

(z,y) — d(z,y)

em que d(x,y) é chamada distancia de x a y, de modo que d goza das seguintes proprie-

dades para quaisquer z,y,z € M:

(d1) d(z,y) > 0, ocorrendo igualdade se, e somente se, © = y;
(d2) d(z,y) = d(y, );

(d3) d(x,z) <d(z,y) +d(y, 2).

Definigao 1.2 (Espaco métrico). Um espago métrico é um par (M,d), em que M é um

conjunto e d é uma métrica em M.

Observacao 1.1. E comum dizer “o espaco métrico M”, deixando, assim, implicita qual

a métrica d que esta sendo considerada.

Definigao 1.3 (Bola aberta e bola fechada). Seja M um espago métrico. A bola aberta

de centro a € M e raio r > 0 é o conjunto
B(a;r)={x € M | d(x,a) <r}.

15
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A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto
Bla;r)={x € M | d(x,a) <r}.

Observagao 1.2. Outras notagoes para bolas abertas ou fechadas centradas em a e de raio
r sdo: B(a;r) (fechada), B,(a) (aberta), B,(a) (fechada). A Figura [1.1]ilustra exemplos

de bola aberta e bola fechada de um espago métrico M.

M . M
; jtf\\
(\ A !
\\ //
B(a;r) Bla;r]

Figura 1.1: Representacoes de bolas aberta e fechada em M.

Defini¢ao 1.4 (Conjunto aberto e conjunto fechado). Um subconjunto X de um espago
métrico M é aberto se, para todo z € X, existe r > 0 tal que B(z;r) C X. Um
subconjunto Y de um espacgo métrico M é fechado se seu complementar é aberto, isto é,
se M'\'Y é aberto.

Proposicao 1.1. Toda bola aberta é um conjunto aberto, em todo espago métrico.

Demonstrag¢ao. Sejam um espago métrico M e uma bola aberta B(a;r) em M. Tomando

um ponto qualquer x € B(a;r), temos d(a,x) < r. Consequentemente, s :=r — d(a, z) >

0. Considerando, agora, B(x;s) e um ponto y € B(z;s), tem-se d(x,y) < s. Logo,
(d3)

d(a,y) < d(a,x)+ d(z,y) < d(a,x) + s = r. Portanto, y € B(a;r) e, assim, B(z;s) C

B(a;r). |

Definigao 1.5 (Conjunto compacto). Um subconjunto K C R"™ é compacto se é fechado

e limitado.

Definigao 1.6 (Ponto aderente). Seja X um subconjunto do espago métrico M. Um
ponto a € M é aderente a X se, para todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # 0.

A Figura traz um exemplo de ponto aderente ao conjunto X.
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M

Figura 1.2: Representacao de um ponto aderente a X.

Definigao 1.7 (Fecho). O conjunto de todos os pontos aderentes a um subconjunto X

de um espaco métrico M é chamado de fecho de X, e é denotado por X.

Definigao 1.8 (Cisao). Seja M um espago métrico. Uma cisdo de M é uma decomposigao

M = AU B, de M como uniao de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B.

Observagao 1.3. Notemos que as condicoes M = AU B ¢ AN B = () sdo equivalentes
a dizer que A = M\ Be B = M\ A, o que implica que, numa cisao M = AU B, os
conjuntos A e B sao abertos e fechados em M. Com efeito, o complementar de A em
relacdo a M é B, que, por definicao, é aberto. Logo, por definicao, A é fechado em M.

Analogamente, B é fechado em M.

Observagao 1.4. A cisao M = AU B é trivial se A =) e B = M ou vice-versa. Assim,
a cisao trivial é M = M U ().

Definigao 1.9 (Espago métrico conexo e conjunto conexo). Um espaco métrico M é
conexo se a unica cisao possivel em M ¢é a trivial. Um subconjunto X de M é um
conjunto conexo se o subespaco X C M é conexo. Se X admite pelo menos uma cisao

nao-trivial, entao X é dito desconezxo.

Definigao 1.10 (Aplicacdo continua). Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicagao
f: M — N é continua quando, para todos a € M e € > 0 dado, existe § > 0 tal que,
se d(z,a) < 9§, entao d(f(x), f(a)) < ¢, isto é, dada qualquer bola B’ = B(f(a);¢), existe
B = B(a;0) tal que f(B) C B'.

Definigao 1.11 (Aplicagao lipschitziana). Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagao
f: M — N é lipschitziana quando existe uma constante L > 0 (chamada constante de

Lipschitz) tal que d(f(z), f(y)) < L-d(x,y) para quaisquer z,y € M.

Teorema 1.1. Dados os espacos métricos M e N, se uma aplicacao f : M — N é

lipschitziana, entao f é continua.

. € ,
Demonstracao. Sejam x,y € M. Dado € > 0, tomemos § = T em que L é a constante
de Lipschitz de f. Assim,
€

da,y) <= = = d(f(@), f(y) S L-dlwy) <LO=L- — ==
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Definicao 1.12 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,)neny em um espago métrico
M é uma sequéncia de Cauchy se, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que d(z,, x,,) < € para
quaisquer m,n > ng. Equivalentemente, (z,),eny € uma sequéncia de Cauchy se, para

todo € > 0 dado, existe ng € N tal que d(z,,x,+,) < & para todos n > ng e r € N.
Teorema 1.2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (r,)nen Uma sequéncia que converge para a € M. Por defini¢do,

para todo € > 0 existe N(¢) € N tal que d(z,,a) < € para todo n > N(¢). Tomando
€

N(e) = o1 temos, para todos n,m > N(e), pelas propriedades (d3) e (d4) da Definigao

LI

d(l‘n’xm) S d(x'p’“a) + d(l’m,a) < g + % = £.

Defini¢ao 1.13 (Espaco métrico completo). Um espago métrico M é chamado de espago

métrico completo quando todas as sequéncias de Cauchy de M convergem para elementos
de M.

Definigao 1.14 (Contragao). Sejam M um espago métrico. Uma aplicagao f: M — M
¢ uma contracao quando existe uma constante A € (0,1) tal que d(f(z), f(y)) < A-d(x,y)
para quaisquer z,y € M.

Observacao 1.5. E imediato que toda contracao é uma aplicacao lipschitziana.



CAPITULO 2

INTRODUCAO A TEORIA QUALITATIVA
DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

Em um curso basico de Caélculo Diferencial e Integral, as equacoes diferenciais or-
dinéarias sao comumente definidas como “equacoes que envolvem funcoes de uma variavel

real e suas derivadas”. Porém, podemos defini-las de uma maneira mais geral.
Defini¢ao 2.1 (Equagao diferencial ordindria). Sejam t € R e x € R". Uma equag¢do
diferencial ordindria (EDO) em R™ é uma equacao da forma

e®) = f(t,xz, 2. .. a*D), (2.1)
em que k é chamado ordem da EDO e f : U — R"™ é uma aplicacao continua definida
em um aberto U C R+ =R x R,

Definicao 2.2 (Solugdo de uma EDO). Uma solu¢ao da equagao (2.1) é uma funcao
(curva) ¢ : I CR — R, k vezes diferenciavel, tal que

() (1, 0(1), (1), .., o5 V(1) € U SR Vie T,
(i) f(t @), @ (1), ..o * V() = pW(t) Ve

Dada uma equacao diferencial ordinaria em R™ de ordem £k,

(k) (k—l))j

v =gty Y,y

e y(t) uma de suas solugoes, definimos a aplicacio contfnua f : U C RF! — RF

como f(t,z1,x9,...,x%) := (T2, 23,..., Tk, 9(t,y, Y/, . .. ,y(k‘l))) de modo que 1 = y, 19 =

19
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Y, ..o =y* D Assim,

v =y =g, =y =, =y =gty )

o que significa que x(t) = (z1, X2, ..., zx)(t) é solugao da equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem
¥ = f(t, x). (2.2)

Em outras palavras, as solugoes de uma EDO de ordem k em R” sao equivalentes as
soluces de uma EDO de primeira ordem em R*. Por esse motivo, concentraremos nossos
estudos nas equagoes do tipo (2.2)) em R™.

Definigao 2.3 (Problema de valor inicial). Dado (tg,z¢) € U C R™"! dizemos que um
problema de valor inicial (PVI) para a equagao (2.2]) é o sistema

T = f(t,CC),

[L’(t()) = Xy,
em que f: U — R" é uma aplicagao continua.
Uma solugao do PVT ([2.3) é uma funcao ¢ : I C R — R™ que satisfaz tanto a equagao

diferencial =’ = f(t,x) quanto a condi¢ao inicial x(ty) = .

2.1 Existéncia e unicidade de solucoes

Dado um problema de valor inicial, surgem, naturalmente, duas questoes:
e Quando um PVI tem solucao?
e Se um PVI tem solugao, ela é tinica?

Exemplo 2.1. Consideremos o PVI

(2.4)

4

, t
E evidente que ¢;(t) = 0 ¢ solucao de 1) Por outro lado, ¢s(t) = T também é. De

fato,

t4 t2 t3 , 04
t\/pa(t) =t 1—6—75'1—2—902(75) e wg(O)—E—O.
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Figura 2.1: Solugoes do PVI ([2.4)).

A Figura ilustra os graficos das solugoes ¢1(t) e pa(t). Notemos que ambas as

solugbes passam pelo ponto (0,0).

No exemplo acima, pudemos ver que o problema de valor inicial (2.4) possui duas
solugoes no ponto (0,0) € R2.
Um dos principais teoremas da Teoria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais Or-

dinarias nos da condigoes suficientes, mas nao necessarias, para existéncia e unicidade

de solugao de um PVI.

Para demonstra-lo, sao utilizados outros trés resultados, sendo dois deles relacionados
a pontos fixos de uma contra¢ao e um a equivaléncia entre as solugoes de um PVI e uma

equagado integral. As demonstracoes que apresentaremos na sequéncia sao baseadas nos
resultados de [@]]

Antes, apresentemos uma definicao.

Definigao 2.4. Seja f : M — N uma aplicagao. Definimos f"™!(z) := f(f"(z)) como

a n-6sima iterada de f em x € M para todo n > 0. Naturalmente, definimos f°(x) := .

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam M um espago métrico completo
e f: M — M uma contracao. Existe um tunico ponto fixo p por f, isto é, existe um

tnico p € M tal que f(p) = p. Mais do que isso, p é um atrator de f, ou seja,

lim f"(z)=p Vze M.

n—o0

Demonstracao. (Existéncia) Sejam x € M e z, := f*(z). Como f é uma contragao,
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temos que existe A € (0, 1) tal que, para todos n,r € N,

d(xna xn+r> = d(f(xnfl)a f(x(n—l-r)—l)) < A d(wnfh x(n+r)—1) =
=A- d(f(xn72>7 f(x(n+7“)—2)) < )\2 . d(xan; x(n—f—?‘)—?) =

=\ d(f(x), f(z) <A d(z, ).
Pela propriedade (d3) da definicdo de métrica (ver Capitulo 1)),

d(z,z,) < d(x,z1) + d(x1, 22) + d(z2, x3) + + - - + d(zp_1, 2))

(z,20) + A-d(@, 1) + A - d(w,21) + -+ XN d(z,2) =
=1 +A+ X+ XY d(z, 7))

d
d

z,
z,

IN

Sabemos que
r—1
. ; 1 . n
fmd M=y e man=o

Assim,
n

d(xp, Tpgr) < S d(x,z1) — 0,

1— n—00
o que implica que (z,),>0 € uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente, visto que

M é completo. Suponhamos lim x,, = p. Dessa forma, pela continuidade de f,
n—oo

) = f (lim 2,) = lim f(z,) = lim 20 =p.

n—oo
(Unicidade) Sejam p e p’ pontos fixos por f. Por definigao,

d(p,p') = d(f(p), f(p) < X-d(p,p) = (1 =A)-d(p,p') <0=d(p,p') 0.

Sabe-se que d(p,p’) > 0. Logo, d(p,p’) = 0, donde se infere que p = p’, pela propriedade
(d1) da definigao de métrica. |

Para a demonstragao do principal resultado deste capitulo, utilizaremos outra versao

do Teorema do Ponto Fixo, enunciada e demonstrada a seguir.

Corolario 2.1 (Corolario do Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam M um espago
métrico completo e f : M — M uma aplicacao continua. Suponha que existe k € N tal

que f* é uma contracido. Entdo, existe um tnico ponto fixo e atrator de f.

Demonstracdo. Seja p o tnico ponto fixo e atrator de f* dado pelo Teorema do Ponto

Fixo. Queremos mostrar, primeiramente, que f(p) = p. Se ¢ é um ponto fixo de f, entao
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é evidente que ¢ também é ponto fixo de f*¥. Como f* possui um tnico ponto fixo, decorre

que f possui, no maximo, um ponto fixo. Notemos que

FEF) = fF ) = f(f*p) = f(p),

ou seja, f(p) é ponto fixo de f*. Por outro lado, o ponto fixo de f* é nico. Logo,

f(p) =p,

isto é, p é o inico ponto fixo de f. Mostremos, agora, que p ¢é atrator de f. Consideremos
x € M. Dado n € N, podemos escrever n = mk +r, em que 0 < r < k é o resto da

divisao euclidiana de n por k. Assim,

lim () = lim ™ () = Tim (F9)"(/7 () = p.

n—00 m— 00

Uma solucao de um PVI pode ser caracterizada por meio de uma equacao envolvendo

uma integral, de acordo com o proximo resultado.

Lema 2.1. Seja f : U — R™ uma aplicacao continua num aberto U C R"*!. Entao,
uma fungao diferenciavel ¢ : I — R™ é uma soluc¢ao do problema de valor inicial ([2.3])

se, e somente se, for uma solucao da equacgao integral

x(t) = xo + /tt f(s,z(s))ds, tel. (2.5)

Demonstracao. (=) Seja ¢ : I — R™ uma solu¢ao do PVI (2.3). Pelo Teorema Funda-

mental do Calculo, integramos a equacgao diferencial do PVI de ¢y a ¢, obtendo

| e = [ peplends & o) - e = [ 15,00
< p(t) =xo + /tt f(s,0(s))ds.

(<) Supondo ¢ : I — R"™ uma solugao da equacao integral (2.5 e calculando ¢(to),

temos

lto) = w0+ /1t " (s 0(s) ds = zo.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, ¢ é derivavel e, portanto, ¢'(t) = f(t,¢(t)). N

Para, finalmente, demonstrarmos o Teorema de Existéncia e Unicidade, necessitamos

do conceito de uma fungao localmente lipschitziana.
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Definigao 2.5. Uma aplicacao f : U C R*™™' — R"™ é localmente lipschitziana na

sequnda varidvel se, para cada compacto K C U, existe L > 0 tal que

Exemplo 2.2. Pela desigualdade triangular, verifica-se facilmente que f(t,z) = |z|, de-
finida em R?, ¢ localmente lipschitziana em z. Por outro lado, g(t,z) = x%, também

definida em R?, nao é localmente lipschitziana em z. Com efeito,

. . T e
lim [|g(t, 2) = g(¢, 0)[| = lim [l5 — 0[] = lim 23] |z — 0],
. 1 .. 2
e lim —— = +o00, 0 que significa que, dado qualquer compacto K C R? com (¢,0) € K,

=0 ||
nao existe L > 0 tal que

lg(t, ) = g(t,0)|| < L - ||z = O]

Agora, enunciaremos e demonstraremos o teorema central da Teoria Qualitativa das
Equagoes Diferenciais Ordinarias, que estabelece condigoes suficientes para a existéncia e

unicidade de solugoes de um problema de valor inicial.

Teorema 2.2 (Teorema de Picard ou de Existéncia e Unicidade de Solugoes de um
PVI). Dado (tg,z0) € U C R""! seja f : U — R™ uma aplicagao continua e localmente

lipschitziana na segunda variavel em = I, x By, em que a, b > 0 e I, = [tp—a,tp+a] CRe

By = B(xg,b) CR™ Se || f(t,z)]| < M em (2, entao existe uma unica solugao do problema

b
de valor inicial (2.3)) em [, = (to — o, tp + @) C I,, em que o = min {a, M}

Demonstrag¢ao. Consideremos o espago métrico completo X = {¢ : I, — By | ¢ ¢é continua}

munido da métrica uniforme
d(p1,p2) = tSUIP l1(t) — wa(t)]
el,

para quaisquer @1, s € X. Para ¢ € X, definamos

F(o): I, — R»
t — F(p)(t) ::xo+/ f(s,0(s)) ds

to

e notemos que:
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(i) F(X) C X. Com efeito, para todo t € I,, tem-se

I1E (@) () = 2o =

rot [ 05 ds

t
</Mds
to

/t:f(s,sa(S)) ds

— M|t —to] < Ma < b.

(s,0(s))l ds

(ii) Para m suficientemente grande, F™ é uma contracao de X. De fato, mostremos por

inducao sobre m que, para todo par ¢,y € X e m > 0,

L[t — to|™

IE™(p0)(t) = F™ (@) O] < ——

'd(@la§02)7 te Iaa

em que L é a constante de Lipschitz de f. E f4cil ver que a desigualdade é verdadeira

para m = 0 (diretamente da defini¢do da métrica de X'). Agora, suponhamos que

P4 (0) = Pronm] < 00 i, )

para algum k£ > 0. Assim,

I (1) (t) = F* o) ()] = [1F( F’“(sol))( ) = F(F*(2)) (1)

fs F¥(i01)(s)) ds — / F(s, F*(02)(s)) ds

(5)) = f (s, F*(2)(s)) ds

IN

[ 1 (s, F¥ (1) () — F(5, F(2)(s))]] ds

IA

[ LI (s) = o)l ds

to

t Lk s —t k
—| 0| 'd(901, @2) ds

<L

Lk+1 t
= dengn)- | [ 1=t ds
k! to
LE+1 |s _ t0|k+1 t
= d I ]
Ao .
Lk+1’t o tolk—i-l
= -d :
Portanto, a desigualdade é vélida e, dessa forma,
Lm™a™ (La)™

d(F™ (1), F™(p2)) < ~d(p1,p2) = o d(p1, p2)-
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(La)™

m!

Para m suficientemente grande, temos — 0, o que implica que F™ é uma

contracao de X.

Logo, com as propriedades (i) e (ii), decorre do Corolario [2.1] que existe uma tinica fungao

¢ € X tal que F(p)(t) = ¢(t), isto é, existe uma tnica fun¢ao ¢ € X tal que

o(t) = xg +/t f(s,0(8)) ds, tel,.

Pelo Lema [2.1] temos o resultado. |

O Teorema [2.2]leva 0 nome do matematico francés Charles Emile Picard (1856-1941)

por utilizar, em sua demonstragao, o chamado método iterativo de Picard.

Observacao 2.1. A condicao de Lipschitz na variavel espacial no Teorema pode
ser substituida pela continuidade da derivada parcial %, que implica na primeira. Com
efeito, consideremos f : U C R"" — R" uma aplicagao continua no aberto U com
% : U — R"™ também continua em U. Dado um ponto (ty,zo) € U, seja Q2 = I, X By,
em que a,b > 0, I, = [ty — a,to +a] C R e B, = B(wp,b) C R". Como a aplicacio % é
continua e ) é compacto, existe K > 0 tal que Hg—i(t,x)H < K para todo (t,z) € Q. Pela
Desigualdade do Valor Médio,

1f(t,2) = ft.y)| < Kz —y]
para quaisquer (¢, x), (t,y) € Q.

A partir da Observagao 2.1, o Teorema [2.2] pode ser reformulado da maneira seguinte,

trocando a condicao de Lipschitz pela condicao da continuidade de %.

Teorema 2.3 (Teorema reformulado). Se f, % : U C R*™ — R" sao aplicagoes

continuas em 2 = I, X By, em que a,b > 0, I, = [t —a,to+a] C R e B, = B(zg,b) CR",
entao existe uma unica solugao do problema de valor inicial (2.3)) em I, = (to—a, to+a) C

1,, para certo a > 0.

A demonstragao do Teorema[2.3]é andloga & demonstragao do Teorema[2.2] observando

que a constante de Lipschitz L sera substituida por uma constante M referente a limitacao

da aplicacao % em um conjunto compacto. Essa versao é mais utilizada para verificar se

um PVI admite solucao unica do que a anterior, pois, em geral, é mais simples verificar a

continuidade de % do que a condicao de Lipschitz.

Exemplo 2.3. No Exemplo , notemos que a funcao f(t,z) = ty/r é continua em

R x R,. Porém,
of t

or 2z’
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que é continua em R x R*. Portanto, pelo Teorema PVIs para 2/ = ty/r possuem

solucao unica se (ty, zg) € R x R.

Exemplo 2.4. Vamos aplicar o Teorema de Picard para determinar em que regiao do

plano o problema de valor inicial

o t—=x
2t + 52 (2.6)
.T(to) = 29

/

. ;. ~ . , 2 ~ of oz
admite uma tnica solugao, isto é, em que pontos (to,79) € R® as fungdes f e 35 sao

simultaneamente continuas. Vemos que f(t,z) = é continua se, e somente se,

x
2t + d5x

2t
2t+5x7£0(:)5x7£—2t(:)x7é—€.

Além disso,
Of _ —2t—5x —5t+5x Tt

Ox (2t + 5z)? (2t +52)Y

2t
que também é continua se, e somente se, x # e Portanto, o PVI 1) admite solucao

se

(to, 30) € {(t,x) ER? |3 4 _%} .

A Figura mostra, em cinza, a regiao na qual o PVI (2.6)) admite uma tnica solugao.

Figura 2.2: Tlustracao da regiao na qual o PVI (2.6)) admite solugao tnica.

Vejamos uma defini¢cao que nos auxiliard no decorrer do texto.
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Definigao 2.6 (Aplicacao de classe C*). Uma aplicagao f: U C R™ — R" ¢ de classe
C*, k € N, quando k é o maior natural para o qual todas as derivadas parciais de ordem

k de f existem e sao continuas.

Se a aplicagao f : U C R™™ — R™ é de classe O, entdo, dado (tg, o) € R"*!
qualquer, existe uma unica solucao do problema de valor inicial definida em um
intervalo aberto (ty — «, to + «), para certo oo = «(to, x9) > 0, uma vez que o fato de f ser
de classe C'! implica diretamente na existéncia e na continuidade da derivada parcial %.

Assim, daqui em diante, consideraremos que f : U C R"™' — R” sempre serd uma
aplicacao de classe C'. Dessa forma, a existéncia e a unicidade da solucao de cada PVI

apresentado estarao garantidas pelo Teorema [2.3]

2.2 Solucoes maximais

Ao garantir a existéncia e a unicidade da solucao de um PVI, é natural que nos
perguntemos qual é o intervalo de definicao dessa solucao. Para responder a essa pergunta,

vamos estudar o conceito e alguns resultados sobre solugcoes mazrimazs.

Definigao 2.7 (Solu¢ao maximal). Uma solugdo = : I C R — R"™ do PVI (2.3) em
U é uma solugdo maximal se, dada qualquer solucao = : J C R — R™ do PVI (2.3)),
necessariamente J C [ e T(t) = z(t) para todo t € J.

Pela Definigao [2.7, podemos levantar a seguinte questao: sera que ha algum intervalo

em que duas solucoes definidas em intervalos distintos coincidem?

Lema 2.2. Sez; : [ CR — R" e zy : I C R — R sao solugoes de (2.3), entao
x1(t) = x5(t) para todo t € I) N L.

Demonstragio. Seja S = {t € LN 1L | 21(t) = 25(t)} € I, N I,. E evidente que S # 0,

uma vez que to € S. Tomando ¢t € S arbitréario, segue da unicidade de solugoes do PVI
o' = f(t,2),2(t) = 21 (t) = 22(t)

que existe um intervalo aberto centrado em ¢t no qual z; e x5 coincidem. Logo, pela
Proposigao [I.1], S é um subconjunto aberto de I; N I5. Além disso, S é fechado em I, N Iy,
pois S = (z; — x2)"1({0}). Por fim, como I; N I é conexo, entao S = I N L. |

Assim como a solucao de um PVI que satisfaca as condigoes do Teorema [2.3| é tinica,

o intervalo maximal que a define também o é, e isso é garantido pelo teorema seguinte.

Teorema 2.4 (Unicidade de solugoes maximais). Se f é uma aplicacao de classe C'!, entao,
para cada (to, zo) € U, existe uma unica solu¢ao maximal do PVT ({2.3), necessariamente

definida em um intervalo aberto.
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Demonstracao. Seja I = UJ a uniao de todos os intervalos abertos J tais que, para cada
um deles, existe uma solugao T : J — R"™ do PVI (2.3). Pelo Teorema 2.3} I é nao-vazio.
Pelo Lema [2.2] dados dois intervalos dessa unido, as solugoes associadas coincidem na
intersecao dos intervalos. Dessa forma, dado t € I, tomamos um intervalo aberto .J da
colecao tal que t € J com solugao associada 7 : J — R" e definimos x : [ — R" tal que
x(t) = Z(t). Por construgao, x| , = T e, portanto, x ¢ solugio maximal de 1' definida

no intervalo aberto I. [ |

2.3 Dependéncia continua em relacao as condicoes
iniciais
Nesta secao, mostraremos uma propriedade relacionada as solugoes de um problema
de valor inicial que diz respeito a dependéncia continua destas em relacao as condigoes
iniciais.

Antes, vejamos um resultado que sera utilizado para a verificacao dessa propriedade.

Lema 2.3 (Desigualdade de Gronwall). Se f,g,h : [a,b) — R sdo fungdes continuas

nao-negativas tais que .
fO <)+ [ g5 (27)

entao

ﬂwsmw+/E@MQ£WMw&

Em particular, se h(t) = k € R* , entéo
ft) < kela9(s)ds.

Demonstracao. Definamos

o que implica p'(t) = g(t) f(t). Pela desigualdade ({2.7)), temos

f@) < h(t) +p(t) < g(t) f(t) < g@O)h(t) + g(t)p(t) < p'(t) < g(O)h(t) + g(t)p(D).
Multiplicando esta ultima desigualdade por e~ Ja9() s obtemos

p/(t)e_ Jra(s)ds g(t)h(t)e™ [ a(s) ds +g(t)p(t)e [Fa(s)ds

;

p(t)e a9 d —pt)g(t)e fas s < g(t)h(t)e Ja o) &
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)

< [plt)e o0%] < g(eyn(pye oo (2.8)

Integrando (2.8) de a a t, tem-se

t t
p(t)e Jas(s)ds < / g(s)h(s)e a9 du g oy p(t) < ela9(s) ds/ g(s)h(s)els 9t du g,
Logo,

F(t) = h(t) < p(t) < / t g(s)h(s)els 9 & ds e (1) < h(t) + / t g(s)h(s)els 90 du g,

Se h(t) = k € R%, entdo, integrando (2.8) de a a t, obtemos

t t
p(t)e_fa g(s) ds < ]{J/ g(s)e—f:Q(U) du Jo <:>p(t)€_fa g(s) ds < /{?/ di [—@_fasg(“) dui| ds
a a S
& p(t)e_ f(fg(s) ds <k (-6_ f; g(s) ds + 1)
s pt) < Lelaos)ds _
Logo,
f(t) —k < p(t) < k-ef(fg(s) ds AN f(t) < kef;g(s) ds.

Teorema 2.5 (Dependéncia continua). Seja f : U C R"™ — R™ uma aplicagao continua
e lipschitziana na segunda variavel. Se ¢ : [1 CR — R" e @5 : [ C R — R" sao as

respectivas solucoes tnicas dos problemas de valor inicial
'T/:f(t7x)7 x,:f(t7x)7
l'(to) =T .x(to) = T9,

entao
1 (t) — pa(t)|| < €™l oy — @)l Vi€ LN,

em que L é a constante de lipschitz de f.

Demonstra¢ao. Como @1 e @9 sao as respectivas solugoes tnicas dos PVls, entao
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le1(t) = pa(B)| =

o+ / Fls,1(s)) ds — 23— / P, pa(s)) ds

< ||z — 2o + ‘

/t F(5,01(5)) — £(5, als)) ds

< oy — ol + / 1£ (5 01(5)) — £ (5, 0als))]] ds

<l — sl + [ L) = ealo)] ds

to

Pela Desigualdade de Gronwall,

d Llt—to|

t
Lds
lor(t) — @a()]] < llzx — za| - el P = Jly — 2| - €

Em suma, o Teorema [2.5| garante que, ao tomar condi¢oes iniciais préximas no mesmo
instante ty para uma mesma equacao diferencial, as respectivas solucoes dos PVIs de-
pendem continuamente dessas condicoes iniciais, ou seja, a cada t, as solucoes também

estarao proximas uma da outra.
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CAPITULO 3

EQUACOES DIFERENCIAIS
AUTONOMAS

A fim de tornar nossos estudos mais simples, mostraremos que as solugoes de uma
equacao diferencial que nao depende diretamente da varidvel ¢ sao equivalentes as solugoes

de uma equagao do tipo ' = f(t,x).

Definigao 3.1 (Campo vetorial). Seja £ um subconjunto aberto de R™. Um campo
vetorial de classe C*, k € N, em E é uma aplicacao f : E — R" de classe C*.

Exemplo 3.1. Na Figura[3.1]a seguir, temos a representacio gréafica do campo f : R? —
R? dado por f(z,y) = (=2, 3y).

- L b o
- 4 <« .
- - - -
S O N NN
TRX X
TR X X
A N NN}

AN ]
4////fHIM\\\\\
AAAAA A A AR RN
AAAAL LA NN XXX
A AAA A S SN XX XY
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A AN, A N W SRS

|
'
y
|

Figura 3.1: Exemplo de campo vetorial em R2.
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Defini¢ao 3.2 (Equagao diferencial autonoma). Uma equacgao diferencial do tipo

¥ = f(2) (3.1)

é chamada equacao diferencial autonoma, em que f : E C R — R"™ é um campo

vetorial.

Observagao 3.1. E comum que o conjunto E C R™ seja chamado de “espaco de fase”do

campo f.

Defini¢ao 3.3 (Trajetérias ou curvas integrais). As solugbes da equagao (3.1)), isto é, as
aplicagoes diferencidveis x : I C R — F tais que 2/(t) = f(x(t)) para todo t € I, séo
chamadas trajetorias ou curvas integrais de f ou da equagao diferencial (3.1)). Quando

houver uma condigao inicial x(tg) = xg, diremos que x é a trajetdria de f por xg.

Definigao 3.4 (Curva integral méaxima). Uma curva integral z : I C R — FE diz-se
mdzrima se, para toda curva integral y : J C R — FE, tem-se J C [ ey = x}J. Neste

caso, I é chamado intervalo mazimal.

Geometricamente,  é uma curva integral de f se, e somente se, seu vetor velocidade

2'(t) em t € I for exatamente o valor do campo f em z(t).

Proposigao 3.1. Se z(t) é uma solucao da equagao diferencial autéonoma =’ = f(x), entao

y(t) = z(t + ¢), com ¢ € R, também é.
Demonstragao. Derivando y(t), temos

y(t) =2'(t+c) = fa(t+c)) = fy(1)).
|

Seja f : U C R — R™ uma aplicacao definida no aberto U. Se tomarmos X =

(t,z) € U e definirmos o campo vetorial

F: U — R"!
X — F(X):=(1,f(t,x)),

entao as solugoes da equagao diferencial ' = f(¢,2) em R™ sdo equivalentes as solugoes
da equagao diferencial autonoma X’ = F(X) em R"!.
Com efeito, se z(t) é tal que 2/(t) = f(t,z(t)), entao

X0 = (S0, Se)) = (1,40) = (1 51, 2(6) = FX (1)



CAPITULO 3. EQUACOES DIFERENCIAIS AUTONOMAS 35

Reciprocamente, se X (u) = (t(u),z(u)) é solugdo do PVI
(3.2)

entao
X'(u) = (t'(u),2'(u)) = F(X(u)) = (1, f(t(u), z(u))),
isto é,
t'(u)=1=tlu)=u+C, CeR.

Pela condigao inicial do PVI (3.2)),
to=to+C=C=0=t(u)=u

e, consequentemente, z'(u) = f(u, x(u)).

Proposicao 3.2 (Propriedade de translagdo ou invariancia de solugoes). Dada uma
solugdo qualquer z : I C R — R” da equagao diferencial auténoma 2’ = f(z), pode-se
determinar solugoes com qualquer condigao inicial temporal em R e qualquer condicao

inicial espacial em Im(z).

Demonstragao. Sejam t; € R e x(t*) = x; para algum t* € I. Definindo o caminho

derivavel
z: JCR — R"

t o T(t) =2t —t + 1),
emque J={teR|t—t;, +t* €I}, tem-se T(t;) =1 e
TH)=2"(t—t1+t") = fx(t —t1 + ) = f(Z(t), te.l

A partir de agora, sempre consideraremos f : F — R™ um campo vetorial de classe
C! para que a solucao do problema de valor inicial (3.3) sempre exista e seja tinica. A

propriedade acima possibilita que a solugao do PVI

(3.3)
.T(to) = X9

possa ser estudada tomando qualquer condicao inicial temporal t,. Convenientemente,

toma-se to = 0 na maioria dos casos. Dessa forma, pode-se dizer que, se x(t) é solugao de
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(3.3), entdo z(t + to) € solucao do PVI

3.1 Fluxo

Algumas das principais propriedades das equagoes diferenciais ordinarias autonomas

dizem respeito aos fluxos relacionados aos campos vetoriais que as definem.

Defini¢ao 3.5 (Fluxo no tempo t). Dado x € E C R™, seja  : I C R — FE a solugao
méxima do problema de valor inicial 2’ = f(z), 2(0) = . Dizemos que o fluxo no tempo

t associado ao campo f: E — R" é a aplicagao

é: E — R
x — ¢(x) = x(t).

Defini¢ao 3.6 (Fluxo de um campo vetorial). A unido de todos os fluxos nos tempos ¢

é chamada de fluxo do campo vetorial f: E — R", que é definido pela aplicacao

¢: [XE — R
(t,z) — o(t,x) := ()

para cada t € I.

Proposicao 3.3. O fluxo ¢ de um campo vetorial f satisfaz a equagao

O¢
E(t’ ZE) = f(¢(tv ZL‘)),

para cada t € I.

Demonstra¢ao. Tomemos a solugao x(t) do PVI 2’ = f(z), (0) = . Por definigdo, para
cada t € I, tem-se ¢(t,z) = ¢(x) = z(t). Derivando ¢(¢, x) parcialmente em relacao a t,
obtemos

99

5 (L2) =2'(t) = f(2(t) = f(é(2)) = f(9(t, 7).

Proposicao 3.4 (Propriedade de grupo). Se ¢ : R x E — R" é o fluxo do campo
f: E — R" que é de classe C', entao

¢(ta ¢(S,J])) = ¢<t + S,:E),

para quaisquer s,t € Re x € E tais que s,t+ s € 1.
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Demonstracao. Considerando o PVI
(3.5)

tem-se que x1(t) = o(t, d(s,x)) e x2(t) = ¢(t + s, ) sdo solugoes desse PVI, pela Pro-
posicao e pelas Defini¢oes e . Por outro lado, f é, por hipdtese, de classe C*,
o que implica que a unicidade da solugao do PVI esta garantida pelo Teorema .
Logo, x1(t) = zo(t). [

Geometricamente, supondo que o fluxo represente a trajetoria de uma particula em
movimento, partimos do ponto z, andamos com o fluxo ¢ um tempo s e chegamos no
ponto ¢(s,z). Em seguida, andamos sobre o mesmo fluxo por um tempo ¢ e chegamos
no ponto ¢(t,d(s,z)). A Proposi¢ao nos garante que esse ponto ¢(t, (s, x)) que
obtivemos é equivalente a caminhar pelo fluxo ¢ partindo do ponto x durante um tempo
t + s, como mostra a Figura [3.2]

¢(t7 ¢<87 :U)) = ¢(t + s, 33)

(s, )
¢(t,x)

t s t+s
Figura 3.2: Representagiao geométrica da Proposicao [3.4]

Um dos principais resultados da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Or-
dinarias é uma outra propriedade do fluxo de um campo vetorial que define uma equagao
diferencial autonoma. Porém, para enuncia-lo e demonstra-lo, precisamos introduzir os

conceitos da préxima segao.

3.2 Singularidades

As singularidades sao pontos de um campo vetorial cuja analise é bastante importante

para auxiliar na compreensao do comportamento global das trajetérias no espaco de fase
de em campo f.
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Definig¢ao 3.7 (Ponto singular e ponto regular). Um ponto xg € E é dito ponto singular,
singularidade ou ponto de equilibrio do campo f : E — R" se f(xg) = 0 e ponto reqular
de f se f(xo) # 0. Se xy é a unica singularidade em uma vizinhanga, dizemos que zq é

uma singularidade isolada.

Proposicao 3.5. Se xy € E é uma singularidade do campo f : E — R", entao z(t) = x
para todo ¢ € R é a tinica solugao do problema de valor inicial (3.4]).

Demonstracio. E imediato que z(0) = zp, uma vez que z(t) = xy V¢t € R. Notemos que

x(t) = xo é constante em relacao a t. Como g € E' é um ponto singular de f, entao

f(a(t)) = f(zo) = 0 =2'(t).
|

Em suma, a Proposicao nos diz que uma singularidade xy de um campo f é um
ponto tal que, para todo t € R, o fluxo no tempo t associado a f em z( é o préprio ponto

xo, que pode ser chamado de ponto fixro do campo.

Definicao 3.8 (Orbita). Seja 2 : I € R — R" a solucio méxima do problema de valor
inicial (3.4). O conjunto O(z) = {z(t) € R" | t € I} é chamado drbita de f por zg, e é

orientada no sentido do tempo crescente.

Definicao 3.9 (Orbita periédica). Uma érbita de uma solugdo méxima z : I C R — R”
do problema de valor inicial (3.4) é dita periddica se f(xzq) # 0 e existe t* > 0 tal que
z(t*) = x(0) = xg. O periodo T é definido como T" := min{t*}. Neste caso, xy é chamado

ponto periodico de f.
Notemos que, por definicao, uma singularidade nunca serd um ponto periédico.

Definicao 3.10 (Retrato de fase). Um retrato de fase de uma equagao diferencial autonoma
definida pelo campo f : E C R* — R" é o conjunto £ munido da decomposi¢cao em

orbitas.

O dominio aberto E do campo f é completamente decomposto em érbitas do campo,
uma vez que, pela existéncia e unicidade da solugao de um PVI, por cada ponto de E

passa uma unica orbita. Além disso, é imediato que orbitas distintas nao podem se cruzar.

3.3 O Teorema do Fluxo Tubular

Para enunciar e demonstrar um dos principais teoremas da Teoria Qualitativa das
Equacgoes Diferenciais Ordinarias, vamos, primeiramente, apresentar algumas defini¢oes e

outros resultados auxiliares.
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Definigao 3.11 (Homeomorfismo). Um homeomorfismo do espago métrico M sobre o
espaco métrico N é uma bijecao continua g : M — N cuja inversa ¢! : N — M &

também continua (adaptado de |[6])).

Defini¢ao 3.12 (Difeomorfismo). Um difeomorfismo é uma bijecao diferenciavel g : U C
R™ — V C R" (U e V abertos) cuja inversa é também diferencidvel (adaptado de [[7]).

Definigao 3.13 (Conjugagao local entre campos vetoriais). O campo f; : F; C R" — R”
em 1 € Fy é dito localmente topologicamente/diferenciavelmente conjugado ao campo
fo: By CR" — R" em x5 € E; se existem vizinhancas V) de x1 em Fy e V5 de x5 em
E5 e um homeomorfismo/difeomorfismo g : V3 — V5 tal que g(z1) = 22 € ¢(t, g(x)) =
g(éy(t,x)) para qualquer x € Vi e cada t no intervalo maximo da trajetéria por x
de fi restrito a V;. Nesse caso, dizemos que o homeomorfismo/difeomorfismo g é uma

conjugacdo local entre fi e fo em x1 e xq, respectivamente.

Defini¢ao 3.14 (Hiperplano afim). Seja V' um espaco vetorial real. Um hiperplano afim

de V' é um conjunto da forma
H={zeV|f(z)=c}

em que ¢ € R e f € V*. O hiperplano H tem equacao [f = ¢| (adaptado de [[1]).

Seja f : E C R® — R" o campo vetorial constante definido por f(y) := (1,0,...,0)
para todo y = (yi1,...,yn) € E. Dizemos que o fluxo de f é tubular ou laminar, uma
vez que todas as trajetdérias que estao no hiperplano afim y; = c¢ estarao também no

hiperplano afim y; = ¢+ t.

Exemplo 3.2. Dado o problema de valor inicial

em que
IE R* — R®
(xla T2, 1"3) — ?(gjla T2, 1’3) = (L 07 0)7
sua solugao é z(t) = (1 + ¢, x2, 23). Na Figura[3.3| vemos o fluxo tubular ¢;(z1, 22, z3) =

(z1 +t, 29, 23) de f entre os hiperplanos 71 = k e 2, = k + ¢.
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A T3

1 =k r1=k+t

/

» 1

T2

Figura 3.3: Exemplo de fluxo tubular em R3.

Definigao 3.15 (Secao transversal). Um hiperplano H contendo zg é chamado se¢ao

transversal de f por xy se o vetor f(zg), com origem em xg, é tal que f(zo) & H.

Pela continuidade de campos de vetores, para cada x € H préximo de zy, o vetor
f(z) € H. Porém, isto ocorre apenas localmente, ou seja, para z suficientemente préximo

de zg.

Exemplo 3.3. Uma secao transversal em R?® pode ser vista geometricamente na Figura

3.4
H
/ f(zo)

./

To

/

Figura 3.4: Exemplo de secao transversal em R3.

Teorema 3.1 (Teorema da Funcao Inversa). Seja f : U C R" — R" (U aberto) uma

fungao de classe C*. Se a € U é tal que f'(a) : R® — R" ¢ invertivel, entao existe
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B(a,r) C U tal que le(a " ¢ um difeomorfismo sobre um aberto V' que contém f(a)

(adaptado de [[5])

O principal resultado desta secao nos da a garantia de que, localmente em torno de
um ponto regular, todo campo se comporta como o campo constante f, isto é, possui

fluxo tubular.

Teorema 3.2 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja f : E — R™ um campo vetorial de
classe C! definido no aberto £ C R™. Se xy € E é um ponto regular, isto é, f(xq) # 0,
entao existem uma vizinhanca V' C E de xy, um aberto W C R®~!, uma constante ¢ > 0
e um difeomorfismo g : V — (—¢,¢) x W que conjuga o fluxo ¢; de f em V localmente

com o fluxo ¢y de f em (—¢,&) x W.

/_\ RN >
— >

Vv (—e,e) x W

Demonstracao. Tomemos uma secao transversal H dada por H = xz9 + U, em que
U = [f(x)]* é o subespaco vetorial de R™ perpendicular a f(zy). Por simplicidade de
notacao, facamos uma mudancga de coordenadas pela translacao por —xy. Dessa forma,
teremos g = 0 € E e f(0) = ae; = (,0,...,0), com a € R\ {0} e, assim, o con-
junto {(0,x9,...,2,) | T2,..., 7, € R} = [e;]* = H é uma segao transversal de f por
zo = 0 € E. Nosso objetivo é construir uma mudanga local de coordenadas ¢g(z) = y que
coloque f na forma tubular. Pela continuidade do campo f, escolhemos uma bola aberta
WCHtalque0e W, W C HNE e, para caday € W, vale f(y) ¢ H. Consideremos a

aplicagao

h: (—g,e) xW — R
(t, (0, Zo, ... ,I‘n)) — ¢(t, (0,372, ce 71:71,)) = (bt((], Zo, ... ,.Tn).

Assim, h é o fluxo de f restrito a uma vizinhanca da segao transversal e, portanto, é de
classe C*. Pela Proposicao ,

oh 13J0)
20,0/ = % = (6(0,0)) = £(0) = ac.
Além disso, temos
oh .
h(0,(0,z2,...,2,)) = (0,29, ...,2,) = =1 Vie {2,...,n},
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o que implica que o determinante da matriz jacobiana de h no ponto (0,0) é igual a
a # 0, isto é, essa matriz é invertivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa, h é localmente
invertivel em torno de t = 0. Como € > 0 é um valor arbitrdrio tao pequeno quanto se
queira, podemos supor, sem perda de generalidade, que h é um difeomorfismo sobre um
aberto V' C R". Notemos que V' é uma vizinhanca tubular da origem. Com efeito, o fluxo
tubular ¢, do campo f é dado, na decomposicao de R x H, por Ui(s, (0,29, ..., 2,)) =
(s+1t,(0,zq,...,2,)). Assim,

h(1(0, (0, 22,...,2,))) = h(t, (0,22,...,2,))
= ¢(0,x9,...,2,)
= ¢1(h(0, (0, z9,...,2,))).

Por fim, mostremos que ¢ := h~' conjuga localmente em V o campo f com o campo f.

Por construcao,
g(0,29,...,2,) = (0,(0,22,...,2,) e g ({0} x WNH)=WnH.
Dessa forma,

W(t, (0,29, ..., x,)) = (0, (0, 29, ..., 2,))
= g(6:(0, 22, ..., 2,))
= g(o(t, (0, 2a,...,2,)).



CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

Ao realizar este trabalho, foi possivel compreender como a Teoria Qualitativa das
Equagoes Diferenciais Ordinarias é relevante no que diz respeito a existéncia e unicidade
de solugoes de uma problema de valor inicial e as vizinhancas de pontos regulares, pois
nos permite analisar o PVI sem conhecer, explicitamente, sua solucao, inferindo sobre o
comportamento do campos vetoriais de equacoes autonomas.

Através da demonstracao do Teorema de Picard e da anédlise dos exemplos, ficou clara
a importancia dessa teoria na Matematica em geral. Além de sua importancia tedrica,
fornecendo condicoes necessarias para a existéncia e unicidade de solucao, também tem
sua relevancia intrinseca, pois utiliza um método originalmente numérico para demonstrar
analiticamente um teorema. Observamos que o método iterativo de Picard demonstra o
teorema e nos fornece um algoritmo para determinar a tnica solugao de um PVI.

Como consequéncia do Teorema de Picard, fizemos uma abordagem sucinta do conceito
de solucoes maximais, com o objetivo de explorar o dominio de solucoes de um dado PVI.
Além disso, vimos que essas solugoes sao continuamente dependentes das condigoes iniciais
pertencentes a regioes nas quais a solucao existe e é unica.

Com essas ferramentas em maos, pudemos explorar as equagoes diferenciais autonomas,
estudando campos de vetores e singularidades, fornecendo, assim, recursos para a demons-
tracao do Teorema do Fluxo Tubular.

Tendo em vista a riqueza de resultados da Teoria Qualitativa, bem como suas aplicacoes
em diversas areas, pode-se dizer que ela constitui uma forte base para intimeras outras
areas também dentro da prépria Matematica.

A elaboracao do trabalho contribuiu significativamente para uma conclusao integral do
curso de Licenciatura em Matematica, haja vista que proporcionou maior afinidade com
leitura e interpretagao de textos académicos e apresentacao em publico, e o fortalecimento

da base matematica explorada ao longo da graduacao.
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