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Resumo

O objetivo desta dissertagdo é o desenvolvimento tedrico do fluxo de Ricci, uma equacao diferencial
sobre uma familia de métricas riemannianas sobre uma variedade diferencidvel arbitraria, e sua utilizagao
na demonstracao do chamado Teorema da Esfera Suave, que afirma que toda variedade riemanniana
compacta, simplesmente conexa de dimensao maior ou igual a 4, com curvatura seccional pingcada entre

0,25 e 1 & difeomorfa a uma esfera.
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Abstract

The goal of this dissertation is the theoretical development of the Ricci flow, a differential equation
over a family of Riemannian metrics on an arbitrary differentiable manifold, and its use in the proof of
the so-called Smooth Sphere Theorem, which states that every compact, simply connected Riemannian
manifold with dimension greater than or equal to 4, with sectional curvature pinched between 0.25 and

1, is diffeomorphic to a sphere.
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Introducao

Em 1925, o matemético alemao Heinz Hopf demonstrou, em sua tese de doutorado, que qualquer var-
iedade riemanniana tridimensional completa, simplesmente conexa de curvatura seccional constante é
globalmente isométrica ao espago euclidiano, esférico ou hiperbdlico. Esse resultado abriu espago para
novos questionamentos. Mais precisamente, Hopf conjecturou que uma variedade riemanniana completa,
simplesmente conexa, com curvatura seccional positiva e delimitada em um certo intervalo, era uma
esfera. KEssa foi a chamada Conjectura da Esfera Pingada. Tal conjectura atraiu a atengdo da co-
munidade académica no mundo e se iniciou uma busca pela sua demonstracdo. A primeira descoberta
foi publicada pelo matemético americano Harry Rauch, que conseguiu demonstrar, em 1951, que se uma
variedade riemanniana completa e simplesmente conexa possuisse curvatura seccional (normalizada) entre
0.76 e 1, entdao a mesma era homeomorfa a uma esfera. Com o passar do tempo, outros mateméticos
buscaram relaxar essa hipdtese sobre a curvatura seccional: Em 1960, o matemaético alemao Wilhelm
Klingenberg conseguiu um avanco considerdvel, demonstrando a mesma conjectura, mas com a curvatura
seccional variando entre 0.55 e 1. Logo apds isso, Klingenberg e o matemadtico francés Marcel Berger,
demonstraram que a Conjectura da Esfera Pingada era verdadeira para a curvatura seccional variando no
intervalo (1/4,1]. Tal resultado ficou conhecido como o Teorema da Esfera 1/4-Pingada.

O espaco projetivo CP"™ munido da chamada métrica Fubini-Study é uma variedade riemanniana que

nao é homeomorfa a uma esfera, porém, se Kcpr é a curvatura seccional desse espago, segue que

. 1
min Kepr = — e max Kcpr = 1.
cp» 4 cpn
Ou seja, o Teorema da Esfera 1/4-Pincada era um resultado "6timo", no sentido de que a hipdtese
sobre a curvatura seccional j& nao podia mais ser relaxada. Uma vez que as condi¢oes sobre a curvatura
foram resolvidas, iniciou-se uma busca para tentar "melhorar a bijecao"entre a variedade em questao e

a esfera, no sentido de verificar se o teorema ainda é valido ao substituir a palavra "homeomorfismo"por

"difeomorfismo", aqui chamaremos esse resultado de Teorema da Esfera Suave. Uma complicagao a
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respeito desse problema é que as esferas de alta dimensao apresentam vdrias estruturas suaves que nao
sao difeomorfas.

No inicio da década de 80 que novas estratégias para demonstragoes de resultados geométricos de
rigidez foram descobertas gracas a introdugao do chamado fluxo de Ricci realizada pelo matemético
americano Richard Streit Hamilton (para mais detalhes veja [1]). Nas dreas de Andlise Geométrica e
Geometria Diferencial, o fluxo de Ricci é uma equagao diferencial parcial para uma familia suave a um
parametro de métricas riemannianas. Por causa das semelhancas formais na estrutura matemdtica da
equacdo, ela é tratada como uma forma andloga & Equacdo do Calor da Fisica, no entanto, o fluxo
de Ricci é nao-linear e exibe muitos fendmenos nao presentes no estudo da Equacao do Calor. Ao
longo da década de 80, Hamilton utilizou esse fluxo para demonstrar novos resultados de relevancia na
Geometria Riemanniana. Uma das muitas aplicacées do fluxo de Ricci foi feita pelo matematico russo
Grigori Perelman, em 2003, na demonstragao de um dos problemas mais importantes da matemdtica: A
Conjectura de Poincaré.

A introdugao do fluxo de Ricci feita por Hamilton veio com demonstracoes de uma série de resultados
de convergéncia, principalmente para espacos bidimensionais e tridimensionais e outros resultados parci-
ais em altas dimensdes, possibilitando novas estratégias para a resolugdo do Teorema da FEsfera Suave,
principalmente nas dimensées 3 e 4. Foi s6 ano de 2007 que os matematicos Simon Brendle (alemao) e
Richard Schoen (norte americano), em parceria, conseguiram arrematar o problema: Brendle e Schoen
conseguiram demonstrar que a positividade da "curvatura isotrépica'era invariante sob o fluxo de Ricci
(Teorema 10.1), resultado esse que foi demonstragdo também, de forma independente, pelo matematico
vietnamita Luc Nguyen. Além disso, Brendle e Schoen conseguiram relacionar a positividade da curvatura
isotrépica com a positividade da curvatura seccional (Corolédrio 9.1). Com isso, eles puderam se utilizar
dos cones algébricos, construidos inicialmente pelos mateméticos alemaes Christoph Bshm e Burkhard
Wilking, para demonstrar um novo resultado de convergéncia para o fluxo de Ricci (Observagao 11.1). O
Teorema da Esfera Suave é um simples coroldrio desse resultado.

A monografia estd dividida em 11 capitulos: O capitulo 1 apresenta a definicdo do fluxo de Ricci,
alguns exemplos que facilitam sua compreensao e por fim, algumas equagoes de evolucao de quantidades
geométricas de uma variedade arbitrdria sob uma familia de métricas geral, e outras equagbes para uma
familia de métricas que evolue pelo o fluxo de Ricci. Os capitulos 2, 3 e 4 nos mostram as condigoes
necessdrias para que o fluxo de Ricci admita uma tnica solucdo em um tempo maximal. O capitulo 5
tem como meta utilizar a convergéncia C* de Cheeger-Gromov para demonstrar o chamado Teorema de

Compacidade para Fluxos, que nos diz, sob algumas condi¢oes nos tensores de curvatura riemanniana
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e nos raios de injetividade, que toda sequéncia de solugdes completas do fluxo de Ricci possui uma
subsequéncia convergente para uma solu¢ao completa do mesmo fluxo. Os capitulos 6 e 7, através de
um desenvolvimento tedérico de certos funcionais, procura demonstrar que variedades fechadas que sao
solucoes do fluxo de Ricci ndo colapsam (Teorema 7.1), e provar também que toda solugao do fluxo de
Ricci produz uma solugao completa (isto é, definida em um intervalo ilimitado) do mesmo (Teorema 7.3).
O capitulo 8 apresenta ao leitor a teoria por trds dos cones de Bshm e Wilking, cujas propriedades foram
utilizadas na demonstragao do teorema final. J4 os capitulos 9 e 10 apresentam, através da complexificagao
de espacos vetoriais, trés cones no "espaco das curvaturas", suas propriedades, invaridncias sob o fluxo de
Ricci e sua relagao com a limitagao da curvatura seccional, uma das hipdteses do teorema final. Por fim,
o capitulo 11 tem como meta apenas enunciar e demonstrar o Teorema da Esfera Suave. A monografia
possui um apéndice que auxilia o leitor em alguns temas, como a teoria de fibrados, noc¢ées incomuns de

diferenciabilidade, e defini¢oes e resultados bédsicos da teoria da medida, andlise funcional e dlgebra linear.



Capitulo 1

Introducao ao Fluxo de Ricci

Nesse capitulo, vamos introduzir o conceito de fluxo de Ricci, uma equagao diferencial parcial que envolve
quantidades geométricas de uma dada variedade riemanniana. Vamos mostrar alguns exemplos e pro-
priedades para ganhar intuicdo no assunto. Por fim, vamos buscar entender como algumas quantidades
geométricas (como curvatura riemanniana, tensor de Ricci e curvatura escalar, por exemplo) evoluem
sob uma familia suave generalizada de métricas e também, como coroldrio, sob uma familia suave de
métricas que satisfaz o fluxo de Ricci. Algumas das expressdes que encontraremos serdo muito tteis no

desenvolvimento da teoria, outras servirdo para satisfazer a curiosidade do leitor.

1.1 Definicao e Exemplos

Seja M uma variedade riemanniana e considere uma familia suave a um pardmetro de métricas rieman-
nianas {g (t)},c; em M, em que I C R é um intervalo. Definimos as fungdes g;; : M x I — R, em

que

gij (z,1) = (9 (8))55 (x) = (9 (), (0i (), 0; (2)) ,

onde {0;};~, ¢ a base coordenada em torno de z € M.
Além disso, considere uma variedade riemanniana (M, g) e um ponto p € M. Definimos o tensor de

Ricci em p como

Ric 1 (X,Y) € X (M) x X (M) — Y _ g"R(X,0,Y,0;) €R,
ij=1

em que X (M) é o espago dos campos vetoriais em M, (gij ) = (gij)_l ¢ a inversa da matriz da métrica
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g € R é a curvatura riemanniana de M (para mais detalhes, veja a expressao (A.13) e a Segao A.0.1).
Quando X = 0y ¢ Y = 9, denotamos Ric? (9, J;) simplesmente por Ricy,.
Com esses elementos bem definidos, podemos entender o conceito de fluxo de Ricci, nosso objeto

central de estudo:

Definigao 1.1 (Fluxo de Ricci) Dizemos que uma familia a wm parametro de métricas suaves {g (t)},c;

satisfaz o fluxo de Ricci (ou evolui sob o fluxo de Ricci) se

891']‘

o= —2Ric?", (1.1)

J

onde I é o dominio de definicio das métricas e Ric?®) ¢ o tensor de Ricci da métrica g (t).

Como a curvatura riemanniana depende da conexao de Levi-Civita de M (para mais detalhes veja
a expressao (A.13)) que, por sua vez, depende dos simbolos de Christoffel (para mais detalhes veja a
expressao (A.11)), que dependem da métrica (para mais detalhes veja a expressao (A.12)), vé-se que o
fluxo de Ricci é um sistema de equagoes diferenciais parciais em {gkl}z,z:y

Para ganharmos intuigao com relagao a essa equagao de evolugao, vamos apresentar algumas solugoes
do fluxo de Ricci, comegando com variedades riemannianas cuja métrica inicial é Einstein, isto é, uma
variedade Einstein, que é uma importante classe de variedades riemannianas que tem aplica¢bes em fisica
(teoria da relatividade geral) e matematica. E finalizando com variedades produto, isto ¢, variedades que

sao produtos de outras variedades.

Exemplo 1.1 (Métricas Einstein) Comecemos caracterizando as solugoes do fluzo de Ricci cuja métrica

wmacial, go, é Einstein, isto é,se existe A € R tal que
Ric?® (X,Y) = Ago (X,Y),

para todo X,Y € X (M).

Considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais parciais:

ag;j = —2Ricfj(t)
g(0) = go

onde t,7 =1,...,m e a métrica inictal gg é Einstein.
Suponhamos, primeiramente que X # 0 e definimos g : I — T2 (M), isto é, g(t) é um (2,0) - tensor
em M (para mais detalhes veja a Definicao A.10), em que g (t) := h(t)go, onde h : I — RT. Notemos que
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g (t) é uma métrica em M, para todo t € I, pois gy o é e h é uma fungdo positiva. Seque da defini¢do de

g e do fato de gy ser Finstein que

. 895 ) "0 -
—2chf;t) =L =W(t) (90);; = hT(t)ch?; = hTmchfj(t)

9o =9g(0) =h(0)go

Como A # 0 e go é Finstein, vemos que a igualdade Ric%® = 0 é absurda. Portanto existe uma
vizinhanca de 0 € I tal que Ric?D) nao é o tensor nulo.Nessa vizinhanca temos o sequinte problema de

valor inicial (PVI) em h:
h'(t) = —2A
h(0) =1

Integrando ambos os lados da equacdo, vemos que a unica solugdo desse PVI é
h(t) := —2Xt + 1,

em que o dominio de h é um subconjunto de I tal que Ric?) nao é o tensor nulo e h(t) é positivo, isto

é, um subconjunto de (—oo, %) . Neste mesmo dominio vemos que
g(t) =h(t)go = (=2t +1) go

é solucao do fluxo de Ricci.
Se A = 0, entdo chfjo = 0, pois go € Finstein. Como chfjo = Ric?j(t)go (para mais detalhes veja a

expressao (A.14)), seque que

para todo t € I. Portanto

Assim, g (t) = go, para todo t € I (nesse caso, I =R), ou seja, uma familia de solugoes do fluro de Ricci

cuja métrica inicial gg é Einstein é dada pela expressdo
g(t) = (=2Xxt+1) go.

Pela expressao de g (t), vemos que se A > 0, a variedade encolhe, se A = 0, a variedade permanece
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constante e se A\ < 0, a variedade expande.
Exemplo 1.2 (Métricas Produto) Sejam (M, g1 (t)) e (M3y?,g2(t)) variedades riemannianas que
sao solugdes do fluxo de Ricci em um mesmo intervalo 1. Seque que

(M x My?, g1 (t) + g2 (1))

é uma solucao do fluxo de Ricci. De fato, pela definicao do tensor de Ricci, pela linearidade do traco e

pela linearidade das métricas, vemos que

RicD+92() — Rjcn(®) 1 Rjco2(®),

Considere uma carta canénica de My x My e denote por {01, ..., On 4ny } @ base coordenada candnica (em
an o n1 n1tng
que {0;};1, € a base coordenada referente a M e {0;}

z n2 A .

imm 11 € a referente a My®). Temos trés casos:
. . ni

Se 0;,0; € T, M,

—2 (Ricn®+92)) ((9;,0),(9;,0)) = —2(Ricm®) —2(Ric”®) (0,0
(Ric ) (8:,0), (9,0)) (Rien®)  —2(Rie™®) (0,0)
d(91)i;  9(g2)
_ - g1(t) _ 1] 2
2<ch >ij BN + ot (0,0)
d
= 5 (91+92)((9:,0),(9;,0))
Se ai,aj S T;DJWQTL2
2 (Rien ) ((0,8),(0,9;) = —2(Rie"®) (0,0) — 2 (Ric®=®))
ij
. 8(91) 8(92)1“
= _ g2(t)) 00 J
2<RZC )z‘j ot + ot
d
= a(glJrgz)((Ov@i)?(O,aj))-
Por fim, se 0; € T,M{"* e 0; € T,M;*, entdo
2 (Ricgl(t)+92(t)) ((:,0),(0,0;)) = —2 (Ricgl(t)> (9;,0) — 2 (Rich(t)) (0,8,)
d(g1) . d(g2) ,
at (8Z? 0) + at (07 aj)
o
= a(91+92) ((81,0),(0,8]))

Ou seja, (My x My, g1 (t) + g2 (t)) € solugao do fluxo de Ricci.
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Invaridncia e Reescalonamento

A curvatura riemanniana de uma variedade riemannianna M pode ser pensada como um valor que mede

a obstrucao da mesma de ser localmente isométrico ao espago euclidiano. Mais ainda, lembremos que

Proposicao 1.1 (Invaridncia por Isometrias) A curvatura riemanniana R é invariante por isome-
trias locais: Considere duas variedades riemannianas (M, g), (M,§> e uma isometria ¢ : (M,g) —
(M,§> entre elas. Entdo p*R = R, em que R e R sdo as curvaturas riemannianas de M e de M,

respectivamente (para mais detalhes veja a Segao A.0.1)

Demonstragao. De fato, dado x € M, pelo fato de ¢ ser uma isometria, vemos que

(@*é) (0,05, 00,0) = R(0,0:,0,05, 0.0k, 0.0) =G (ﬁ (0403, ©.05) PO, w*az)
= 9 (90* (ﬁ (0403, ¢.05) w*ﬁk) ﬁz)
(¢ (Veuor (Ve 0:0k) = Vo, (Ver0:0:0k) = Vip,0,0,0)9:0k) 1)
= 9(¢" (Ve.00e0" (Vor0,0.00) = Vio0,0.8" (Vor0.0.0k) = Vip.o10,0,10.0) 101
((VW* (%*ajgo*ak) — V0" (%*@.@*ak) - go*%%[@“aj]cp*ak) ,al)
((v@ (Va, k) — Vo, (Vo,0k) — v[a“aﬂak) ,a,) = g(R(8:,0;) Or, &)
G

i, 0, Ok, O1)

em que {0;};~; ¢ uma base coordenada em torno de z € M. |
Segue disso que se ¢ : (M, g (t)) — <M, §(t)> ¢ um difeomorfismo que nao depende do tempo tal que
g(t)=(¢*g) (t) e (M,ﬁ(t)) é solugao do fluxo de Ricci, entao

dgi; 20" 9y 0, . o
5 o = 57 (979 (9:,0)) = = (G(.0: £,9)))
_ 99 , Naos(9 o N\ 0
- E (@*87,,Q0*8]) +g <8t(‘0*a“<p*aj> +g <S0*ala 87590*8]>
8§ *6§Z * . g * D
= D(e.0n0.0)) = ¢S = ¢ (<2Ric))) = 20" (TrgR (91,195, )

= =2 (Trgw*ﬁ(ﬁi, -, 0}, )) = 2TrqR (¢*0;,-,¢"0;,")

_  _op:9
= 2chij,

em que, para a 4% igualdade foi usado que g ¢ um (2,0) - tensor e a Proposi¢ao A.7. Ou seja, (M, g (t))

também é solugao do fluxo de Ricci, e assim conluimos que o fluxo de Ricci é invariante por difeomorfismos.
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Podemos realizar uma analise das singularidades (se houver) do fluxo de Ricci. A invaridncia por
difeomorfismos que nao dependem do tempo nos permite mudar o sistema de coordenadas: Se g (z,t)
satisfaz o fluxo de Ricci, entdao g (z,t — tg) também satisfard, para todo tg € R tal que t — ¢ty € I com
t € I. De fato,

3815 (g (%t — to)) = ?3? (1‘, t— tO) — _2Ricg(ac,tﬂ€0)7

para todo (z,t) € M x I. Mais ainda, se g é uma solugao do fluxo de Ricci e A # 0, segue que podemos

definir
t
gx (CL’,t) = )\29 <$7 )\2> :

Como A2 > 0, vemos que gy (z,t) é uma métrica, para todo (z,t) € M x I. Além disso, gy também é

solucao do fluxo de Ricci, pois

%(gx (z,1)) = % <A2g <m ;)) = % (a: ;2> — opict(r) = —2RicH (@),

para todo (z,t) € M x I. O principal uso desse reescalonamento é para analisar singularidades do fluxo
de Ricci. Nessas situagoes, a curvatura riemanniana tende ao infinito, portanto reescalonamos a métrica

de modo a obter uma curvatura limitada e um limite suave para ela.

1.2 O Laplaciano da Curvatura Riemanniana

Dada uma variedade riemanniana (M, g), o laplaciano do (4,0) - tensor de curvatura (curvatura rieman-

nianna) R é dado pelo seguinte (4,0) - tensor:
AR =Tr,V*R,

em que T, é a contragio métrica (ou trago métrico) (para mais detalhes veja a Secio A) e V2 é a segunda
derivada covariante de R (para mais detalhes veja a Secao A.0.1). Agora vamos nos dedicar a encontrar
uma expressao do laplaciano de R que dependa do tensor de Ricci. Essa expressao serd utilizada no
célculo da variagao da curvatura sob o fluxo de Ricci. Para fazer isso, comecemos introduzindo os termos

quadrédticos B;jr; que serao tteis na simplificagao dos célculos.

Definicao 1.2 (Tensor de Curvatura Quadratica) Seja M uma variedade riemanniana. Definimos
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o tensor de curvatura quadrédtica como o (4,0) - tensor B € 15 (M), em que
B(XaKWZ) :g(R(X,,Y,*),R(W,,Z,*)),

em que g é um produto interno de tensores de mesma natureza (para mais detalhes veja o Exemplo A.5)
ou seja,

B(X,Y,W,Z) = Z 97g" R (X,0;,Y,0,) R(W,0;,Z,0,) .
i,9,k,0=1

Em coordenadas locais, temos que

n n n n
X = Z:caaa , Y = Zybﬁb , W= chﬁc e/ = szﬁd.
a=1 b=1 c=1 d=1

Usando essas igualdades na definicao de B, vemos que

B(X,Y,W,2) = Y ¢7¢"R(X,0,Y,0,) R(W,0;,2,0)
i,9,k,l=1
= > ¢’4"R (Z 204, 05, Y y"0p, ak) R (Z w°de, 05, Y _ 244, al)
i,,k,1=1 a=1 b=1 c=1 d=1

= > 2 w27 " R (9a, 0;, 00, 01) R (Oe, 05, 04, 0y)
©,9,k,l,a,b,c,d=1
n

b d_ij ki
= Z ;pay w€z gZJg Raikacjdl-
i?jvkvlyayb,C,d:]_

Segue disso que

n
Beygn = Z 9" " Rei pr Rgjni-
i kl=1

Estamos aptos ao célculo (e & compreensao da expressao) do laplaciano do (4,0) - tensor de curvatura:

Proposigao 1.2 (Laplaciano da curvatura) Em uma variedade riemanniana (M, g), o laplaciano do
(4,0) - tensor de curvatura R satisfaz
(AR);jp = (VQRiC)ikjl - (sziC)z’ljk - (VQRic)jkil + (VQRiC)jlik + 2 (Bijik — Bijii — Bikji + Bitjk)

n n
+ Z gquicl-qujkl — Z gquiquRpikk
p,q=1 p,q=1
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Demonstracao. Comecemos mostrando que

(v2R)pqijkl + (v2R)pijqkl + (v2R)quikl =0

Como é uma igualdade tensorial (o lado esquerdo é, obviamente, um tensor e o lado esquerdo é o tensor
nulo), podemos prova-la em coordenadas normais. Utilizando a Proposi¢ao A.7, concluimos que
(V°R) + (V?R) + (V?R)

(Vap (VR))qijk:l + (Vap (VR))

= Vp, ((VR)qijkl) + Vo, ((VR)’UW) Vo, ((VR)jqikl)
= Vap ((VR)qijk‘l + (VR)ijqkl + (VR)jqik:l>
= Vp, (0)

D

pqijkl pijqkl piqikl + (Vap (VR)>ijqk;l jqikl

pr— ()7

em que foram utilizadas as propriedades de coordenadas normais na segunda igualdade e a segunda
identidade de Bianchi (para mais detalhes veja a expressao (A.23)) na pentltima igualdade. Segue disso
e da defini¢ao de laplaciano para tensores (para mais detalhes veja a Secao A.0.1) que o laplaciano da

curvatura riemanniana é dado pela seguinte expressao:

(AR)z‘jkl = Zl g™ (VQR)pqijkl = Zl g™ (* (v2R)pijqkl - (VQR)quikl>
pa= p.a=
= Zl gpq ((v2R)piqjkl B (VQR)quikl) '
pa=

Trocando ¢ com j no primeiro termo, concluimos que

n

(AR)’ijl = Z gpq ((v2R)pzq]kl - (V2R)p]q’bkjl> :

p,q=1

Pela expressao (A.13) e pela Proposi¢ao A.13, vemos que

(R (95, 0p) R)qjk-l = (V2R) (sz)

piqjkl o ipqjkl’

ou seja, isolando um dos termos do lado direito da igualdade acima concluimos que

(V2R) igiia = (B (8:,0p) B) g + (V'R) iy
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Pela segunda identidade de Bianchi, segue que o segundo termo do lado direito da igualdade acima pode

ser escrito como a seguinte diferenca:

(VQR) ipqikl — (V2R) ikjglp — (VQR) iljgkp

Tomando a contragdo métrica (ou trago métrico) e usando a Proposi¢ao A.15, temos que

Z gpq (VQR)iqukl - Z gpq (V2R)iqulp - Z gpq (V2R)iqukp
p,g=1 p,g=1 p,g=1
= (VQRic)ika - (VQRiC)z‘ljk'

Como Rgji; ¢ uma funcdo suave em M, segue do teorema de Schwarz que R (0;,0p) (Ryjri) = 0.
Olhando agora para o primeiro termo do lado direito da expressao (1.2), segue da Proposi¢ao A.12 que:

(R (0, ap) R) R (0;, ap) (qukl) — R(R (9, ap) 9q, 95, O, ) — R (8117R(8i7 ap) 95, Ok, O1)

qjkl

a(paij(a’ua )8k78l) (aqaajaalﬁR(aiaap) 6l)

R(
= —R(R(0;,0p) 0y, 0,0, 01) — R (0g, R (0i,0p) 9;, Ok, )
R(

8(1)8]7R 82)6 ak) l)

:Ubutom

(0g: 05, Ok, R (04, 0p) Oy)
= -R <ZRlpq83,8],8k,81

<6q7ZRzpjasaakaal>
s=1
~R <aq,aj,ZR,.pkas,al> - <aq,a],ak,ZRzpla>

s=1

n
s s s
- E _Rz’quSjkl RlijqSkl - RikaQjSl - RileQJkS‘
s=1

Pela definigao do (3,1) - tensor de curvatura (para mais detalhes veja a expressao (A.14)), vemos que

(R (aza 8 Z g pzqm sykl + szngqskl + szka jsl + Rpilqujks) .

m,s=1

qjkl

onde usamos que

Z 9 szqm sjkl = Z qgmsgam sjkl = Z pigq sgkzlésa—z piq sykl-

m,s=1 m,s,a=1 s,a=1
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Portanto, temos que

Z gpq (R (817 810) R)qjkl = Z gpqgms (Rpiqusjkl + Rpiijqskl + Rpikaqjsl + Rpilqujks) .

p,q=1 p,q,m,s=1

Vamos tentar simplificar essa expressao: Para o primeiro termo, temos que:

n n n
ms ms ms a
E 9’9" Rpigm Rsjri = E d"g" RipmqRsjr1 = E 919" Ry Gaq Rk
p,g,m,s=1 p,g;m,s=1 p,g,;m,s,a=1
n n
_ ms pa _ ms ppP
- E g Ripm(sapstkl - E g Rimesjkl
p7m757a:1 p7m75:1
n
ms .
= g 9" Ricim Rsjii
m,s=1

n
= Z gquiciqujkl.
pg=1

Para o segundo termo, usando a primeira identidade de Bianchi (para mais detalhes veja a expressao

(A.22)), obtemos:

n n
Z gpqgmstiijqskl = Z gpqgmstijm (_Rskql - qusl)
p,g,m,s=1 p,g,m,s=1

n
= Z 979" (= Rpijm Rskqr — Rpijm Rkqst)

p,q,m,s=1

n
= Z gpqgms (Rpiijqlsk: - Rpiijqksl>

p,q,;m,s=1

n n
= Z gpqgmqulskRpimj - Z gpqgmstiijqkSl

p,q,m,s=1 p,g;m,s=1
n n
ms ms
= E gpqg Ripijlqks - § gpqg Ripijkqls
p,g,m,s=1 p,q,m,s=1

= DBijik — Bij-
Para o terceiro e o quarto termos, segue que

n n
Z gpqgms (Rpikaqjsl + Rpilqujks) = Z gpqgms (_Ripkaqus + Riplijqks)
p,q,m,s=1 p,q,m,s=1
= —Biji + Bijk-
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Ou seja, de tudo isso concluimos que

> g (V°R) iir = > gt (V?R) it + > " (R(9:,0p) R) g

p,q=1 p,q=1 p,q=1

n
= (VQRiC)z‘kjl — (VQRiC)iljk + Z gquiciqujkl + Bijik — Bijri — Bikji + Bijk-

p,q=1
Analogamente, temos que
n n
> I (VPR gy = (V2RiC) jyy = (VARiC) jy + D 9" RicsqRpiva + Bjr = Bjist = Bjit + B
p,q=1 pg=1

Usando que B;ji, = Bjjix = Biij, concluimos que

n

(AR)z’jkl = ZI g’ ((VQR)piqjkl - (V2R)quikl)
p,q=

n
= (V2Ri0)ikjl — (V2Ric)iljk + Z 9" RiciqRyiki + Bijik — Bijii — Bikji + Bijk

p,g=1

n
(VQRiC)jkil - (V2Ri6)jlik + > g™ RicjqRyir + Bjir — Bjik — Bjra + Bijui
P,q=1
= (V2Ri0)ikjl — (v2Ric)iljk - (VQRiC)jkil + (szic)jlik + 2 (Bijlk — Bijkl — B,‘kﬂ + Biljk)

n n
+ Z gquicl-qujkl — Z gquichRpikL
p,g=1 p,g=1

1.3 Variacao de Algumas Quantidades Geométricas

Nesta se¢ao, estabelecemos o cédlculo da derivada temporal de uma métrica e da conexao de Levi-Civita
associada. A partir disso obtemos expressoes variacionais para a curvatura riemanniana e para varias
outras quantidades geométricas.

Seja {g (t)},c; uma familia suave de métricas em uma variedade M. Dados X,Y € X (M), defina
g(X,Y): (z,t) e M x I~ g(z,t)(X(x),Y(z)) €R.

Definimos a derivada temporal de ¢ (¢) como sendo a familia de (2,0) - tensores {(%‘g) } , suave no
t)tel
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parametro ¢, onde
% (X7Y) ::Q(Q(X7Y))t—t )
o), ot lt=to
para todo X, Y € X (M) (campos vetoriais em M que ndo dependem do tempo) e todo ty € I. Como os
campos nao dependem do tempo, a definicdo acima concorda com a Proposicao A.7.

Com isso, temos a aplicagao

0 0
6—? (X, Y t) e X (M) x X (M) x I — <8§> (X,Y) e C(M).
t
Sabemos que, em coordenadas locais, a métrica pode ser expressada por (para mais detalhes veja a
Segao A)
n . .
g= Z gijdzr’ @ dx’.
i,j=1

Segue disso que

@_" dg ; j_nagij i j
8t_z(8t>ijdx ® dx —Z Y dzr' @ dx’.

2,j=1

i,0=1
Logo, derivar a métrica pode ser tratada como derivar suas componentes de acordo com uma base fixada.
Como a conexao de Levi-Civita pode ser expressada em termos da métrica, segue que ela também

depende do tempo. De modo similar, definimos a derivada temporal da conexao V = V® fazendo

ov 0
(va) = a (VXY) )

ot

para todo X,Y € X (M) (concordando novamente com a Proposi¢do A.7). Como a conexao satisfaz a
regra do produto, segue que V nao é tensor. Porém, de acordo com o préximo resultado, a derivada

temporal de V é um tensor.

Lema 1.1 (%—Y é um tensor) Considere uma familia suave de métricas riemannianas {g (t)},c; sobre

uma variedade diferencidvel M e seja VO a conexio de Levi-Civita de (M, g(t)) , entio %—Y € T2 (M).
Em outras palavras, apesar de ¥V ndo ser um tensor (pois vale a regra do produto), %—Y é um tensor.

Demonstragao. A linearidade da soma vale devido a linearidade da soma da prépria conexdo V e

da linearidade de 2. Dado f € C® (M) e X,Y € X (M) campos que independem do tempo, segue que:
ot

ov

ot

x.) = 2@ () = LY+ o) = L (79xr) = 12 xr) = 10 (x)



1.8. Variacao de Algumas Quantidades Geométricas 19

Além disso f sai também na primeira coordenada, pois

ov 0 0 0 ov
S5 FX.Y) = 2 (VyxY) = 5 (FVxY) = f (VxY) = f - (X.Y).

]
Uma observacao relevante a se fazer é que o lema acima vale apenas para campos que inde-

pendem do tempo. O proximo lema nos dd uma generalizacao do conceito de %—Y:

Lema 1.2 (Variagao da conexao (generalizada)) Considere uma familia suave de métricas rieman-
nianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M e seja V® 4 conexio de Levi-Civita de (M, g(t)).

Se X € X (M) ¢é independente do tempo e V : I — X (M) é um campo que depende do tempo, entao:

0 oV ov
En (VxV) = o (X,Y)+Vx <8t> -

Demonstragao. Fixe um campo X € X (M) que independe do tempo. Como Vy = Vg? X (M) —

X (M), segue que

(t+0) ()
9 (g® . Vy T(V(E+6) -V (V(©)
i (V¥V 0) = lim 5 ’

ou em uma outra forma de escrever:

9
at

(t+96) R vi(3)
(Vg?V(t)) _ %1_{% \Y (X, V(t+ (56)) v (X,V(t))'

Mas temos a seguinte igualdade:

VD) (X, V (t+6) — VO X,V (1) = VED (X, V(t+06) - VED (X, V (#))

+VE) (X V(1) = VO (X, V (1))

V) (X V (t+6)) — VD) (X, V (1))

n (v(t+6) _ V(t)) (X,V (1).
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Portanto, concluimos que a derivada % <V§)V (t)) tem a seguinte expressao:

(t+9) ()
9 (o) L VYT (V(E40) - Vi (V (1)
%(VXVW = im 5
VD) (X, V (8 4 8)) — VD) (X, V (1)) + (v<t+5> - v<t>) (X,V (1)
= lim
6—0 )
(t+6) _ v (t)
. V) (X, V (t + 6)) — VD) (X,V(t))+lim (V \% )(X,V(t))
6—0 0 0—0 )
t+6) _ @)
= g VI EV ) V@) (v - v) (X,V (1))
5—0 ) 50 1) ’
_ v (+d) _ ()
— v (x, i YOO VY lim< ) (X,V (1)
5—0 ) 5—0 1)

" <X, %‘:) + (5;) (X.V (1),

em que foram usados na peniltima igualdade que d é uma constante, portanto podemos colocéd-lo dentro
do segundo argumento de V(t), e que v® ¢ suave, logo o limite também entra no argumento. [
Mais ainda, gostarfamos de derivar os simbolos de Christoffel Ffj = dz¥ (Vp,0;) da conexiio de Levi-

Civita V. Para fazer isso, consideremos entao a aplicagao
[:X(M)xX(M)x Ty (M) —C>®(M),
em que
I'X,Y,w)=w(VxY), (1.3)

para todo X,Y € X (M) e w € 73! (M). Notemos que, localmente, I’ (81', 0, dxk) é justamente o simbolo

de Christoffel Ffj Portanto, de modo andlogo podemos definir a derivada temporal dessa aplicagao:

or 0
n (X,Y,w) := g (TM(X,Y,w)),

para todo X,Y € X (M) e w € 73! (M). Como veremos, tal derivada temporal é um tensor:

Proposigao 1.3 (Variagao de gama) Considere uma familia suave de métricas riemannianas {g (t)},c;

sobre uma variedade diferencidvel M e I' a aplicagao definida pela expressao (1.3). Entao %—5 é tensorial.
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Demonstracgao. De fato, temos que a aplicacao I' se resume a seguinte expressao:

or
ot

(X,Y,w) g(F(X,Y,w)):aat(w(VXY)):w(gtva>

oV
- «(Fram).
para todo X,Y € X (M) e w € 7j' (M). Basta usar esta igualdade e o fato de que 2 é tensor e obtemos
o resultado. n
Agora vamos encontrar algumas equagoes de evolugao de quantidades geométricas sob uma familia ar-
bitrdria de métricas. Sendo que algumas delas serao 1teis no desenvolvimento tedrico para a demonstragao
do teorema da esfera suave. Comecemos com a variagdo da matriz inversa da métrica, passando pelos
simbolos de Christoffel, alguns coeficientes da curvatura riemanniana, pelo tensor de Ricci e chegando

finalmente na curvatura escalar e na forma de volume:

Proposigao 1.4 (Variagao da inversa da métrica) Considere uma familia suave de métricas rie-

mannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. A variagio de (g ()"t a matriz inversa

da métrica g (t), com relagao ao tempo é dada por

89ij i ik jlagkl
=-) g"¢" —~. (1.4)
ot ] ot

Demonstragao. Por definigdo de matriz inversa, 2?21 9" gj1. = 95 Derivando essa expressao, vemos

que
n n

0=> = (979) =D 5. (6”) 9jt+ 6" 5; (93x)

J=1 J=1

portanto, isolando o primeiro termo do lado direito da igualdade concluimos que

n P
> o (97) gk =~ Zg 5 9t

7j=1 7j=1

SB\QJ

Em termos matriciais, a igualdade acima se resume ao seguinte:

%(gll) %(gln) G111 Gin gt .. gln %(911) %(gln)
2 (™) - 2(g™ gn1 t Gnn gt g 2 (gn1) -+ L (gnn)
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ou seja, isolando a primeira matriz do lado esquerdo da igualdade acima, vemos que
26" - 4™ g g\ ) e Do)\ (g e g
& (gm) 5 (™) g g 5 () - 5 (9nn) g g™
S99 5 (95) S0 995 (gn) g't o gin
n nj o (.. n nj o (g, nl .. gnn
Zj:l 97 5 (ggl) Zj:l 975 (g]n) g g
S 1 9V G (gn) S 1 999 (g5e)
S 9GS (i) YT 9795 (gjk)
Logo, olhando cada coordenada das matrizes vemos a seguinte igualdade
9 ak b 9
5 ( ) Z 9" 9" - (gw) -
k=1
]

Lema 1.3 (Variagao dos simbolos de Christoffel) Considere uma familia suave de métricas rieman-

nianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. A variagdo dos simbolos de Christoffel com relagdo

dg

dg dg
a), Ta), -~ (Ta0),,
{( ot igl ot jil ot lij

ao tempo é dada por

7 (1) =332

=1

Demonstragao. Pelo Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana (Teorema A.1), os simbolos

de Christoffel sao dados, localmente, pela seguinte expressao

k _ % Zglk {0 (gj1) + 05 (9a) — 01 (9ij)}

Portanto ao usar a regra do produto e o teorema de Schwarz, segue que

R ;ig{g 10 (970) + 5 (9) — A (939)} }
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1N o, [0 ) )
= *Z 8t 9; (g51) + 95 (gat) — 3z(gij)}+2lz;g {atai(gjz)Jrata (9it) = 5,00 (935)

n

_ 72 (% 9 (971) + 05 (gia) — Oy (gij>}+;Zg”‘“{3i (%’f) i <8agfl> o <a§§j>}

=1

Como o Lema que queremos provar ¢ uma igualdade de tensores, podemos provéa-la em qualquer base.

Tomemos coordenadas normais em torno de um ponto x € M fixo. Para o primeiro termo, temos que:

’Z 8t 9i (gj1) + 0 (ga) — A (gij) } (z,t) =0,

para todo ¢t € I, pois 0; (g;i) (z,t) = 0, para todo i, j,l = 1,...,n, portanto o primeiro termo é zero, ou

seja, em coordenadas normais em torno de um ponto x € M fixo:

% (Ff]) (z,t) = (;gglk {8 <6agzz> Lo, (6{99;1) P <Oagzj>}> (1),

para todo t € I. Por outro lado, em coordenadas normais em torno de x temos que:

(v%) e

|
/N
<
Q
N
Q&
N~
N~
{h\.‘
w
o~
N—

dg 0g
ar (:L‘,t) — a7 (vaialaal) (ﬁvt) ~ a7 (a'vv(%al) (:E,t)
8t>ﬂ ot ! ot

o <<gi>]z> 1)

|
A <
Q
L /N
2
~_
t}
\'H~
S~—
Il

para todo i,j,l = 1,...,n e todo ¢t € [0,T). Portanto, em x € M, temos que

ln . %9 99 _ (v% _ 1 ~ ik 9951 Agi\ 0gi;
212;9 {<vat>iﬂ+<v8t il Vot lij _229 %o ) T o W\ ) [

para todo t € I. Ou seja, temos a igualdade do teorema em coordenadas normais no ponto z. Como a

igualdade é tensorial, basta que a igualdade seja provada em um sistema de coordenadas. Como z € M

é qualquer, segue o teorema. [

Proposicao 1.5 (Variagao das componentes do (3,1) - tensor de curvatura ) Considere uma familia

suave de métricas riemannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. As componentes do ten-
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sor de curvatura (para mais detalhes veja as expressoes (A.14) e (A.21)) evoluem da sequinte maneira:

0 _ IS . 299 209 209 209
(9 (szk> N Z {<V at)jkza <v ot jaik v ot ik:]a v ot iajk

la b b
2 a,b=1 { “ 6 Z] at

Demonstragao. Como a expressao é tensorial, estamos aptos a trabalhar com coordenadas normais

em torno de um ponto z € M fixo. Utilizando a expressao (A.21) em coordenadas normais, segue que
Riji (w,1) = 5j<F§k)(w,t) 0; ( ) (1) +ZF”Fl — 9T, (2, 1)
= 0; (The) (@) = s (T, (@),

para todo t € I. Portanto, derivando ambas as extremidades da igualdade acima e utilizando o Lema 1.3

segue que

() @0 = 5 (0 - () 0 =, () 0 o (514) o)

- (i E {08, () (7). oo
({55, (75), - (), e
<35 (05),. (8- (), o

() () (2 )
_% an1 o <gl“> { (vgi>jka " (Vgi) kja - (Vgi)ajk} @

o {a (), o ((5),,) -2 ((75),) oo

Utilizando coordenadas normais nessa expressao, vemos que
0 I 1 & ! dg dg dg
— | R;; t) = = @205 e 0; —0; = t
Bt( w’“) (%) 2 & g {3<Vat Z.,w+ Vo via Vot wik (@.¢)

VL (0% A
Q;g {81<Vat>jka+8< 8t>kja al(vat>ajk}($’t)
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1 la{( 2(99) < 289> < 239> }
= Y gl (v v — (v (z,1)
2 Z:; ot jika ot jkia ot jaik

a

RS ! < 289> < 289> ( 259) }
Y g (vE) 4 (vE) - (vHE (1),
2 az:l { ot ijka ot ikja ot iajk

para todo t € I, onde, na tltima igualdade, usamos a defini¢ao de conexao dupla e que as coordenadas

sao normais, isto é:

ai<<v‘3§>jka> (z,t) = (va (Vgﬁ))jka(x,t)+< Zj) (Vo,;, 0, 9a) ()

5 )
+ (V ai) (), Vo, 08, 0a) (1) + (Va‘z> (95,0, V3, 0a) (2, 1)

(e (7)) o= (), o

para todo t € I e todo i, j,k,a =1,...,n. Portanto, vemos que

wl)eo = £ (o) (F) () fen 00

n

_t la 209 209 209
Zg { <v 8t>ijka <v at)ik]a <v at)iajk} (x? t)
- dg dg dg
la 2 2 2
=32 (), (78 () e
; { ot jika ot Jkia ot jaik
1 - la 209 209 20y
‘1‘229 { ( 6t>ijlm <V 8t>ik]a <v ot iajk (:I:’t)
99 (g2%9 299
( at)jika <v 82s>ijka <v ot jkia (x’t)
L

289) —<V289> +(V269> (z,t).
ot jaik ot ikja ot iajk

a=1

1 . la{ 2
2a:l
1 n
la
+52.9°4-
a=1

Pela Proposigao A.13, concluimos que

9 (i _ I 5099 209

2 (Ba) @t = 53 {(R@z,a» o) (T5) e
RS la ( 289> < 2&‘]) < 239) }

+— g — | Vo= \Y% \Y% (l‘,t),
2 z::l { ot jaik ot ikja ot iajk

para todo t € I.
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agka

Por fim, segue da Proposigdo A.12 e do teorema de Schwarz aplicado em que
Gg _ ) agka ag a . O
(r@.0)5) = R0 (%) - T (R@.0)000) - 3 0. 50,00
0 0
- —a—i (R (01, 0;) 01, 0u) - aﬁ (00 R (93,05 0u)

- B(Eana) Eag

0 0
= Z Rf]k 6? aba )7 fya ai (8kaab)

n

Ogba [
_ b b

b=1
Ou seja, concluimos que
0 . 1 " la 89 289
ot <ka>( V- 2 19 { 0%) at) (V at)jkia}(x’t)

at jaik 8t ik]a 8t iajk
0 0 0
)3 fieo
Jkia jaik ikja

1N 1 209 ~ (oo Ogba | b Ok
+2 19 {<v at)iajk Z(Rmk ot Rz]a ot (ﬂ?,t),

b=1

+

|
Q
\ 3
—

QN

8

/\/—MA

para todo t € I. Como a igualdade é tensorial, basta que a igualdade seja demonstrada em um sistema

de coordenadas qualquer. Como z € M ¢é arbitrério, segue o teorema. [

Proposigao 1.6 (Variagao do (4,0) - tensor de curvatura) Considere uma familia suave de métri-
cas riemannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. O (4,0) - tensor de curvatura evolui

da sequinte maneira:

Q(Rijkl) _ L (v28g> <V289> (V2ag) <V2ag>
ot 2 ot kil ot jlik ot ikjl ot iljk

1 ¢ 99q1 9gqk
+*pq:1gpq {Rijkp 8:&1 — Rijip az :
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Demonstragao. Por definicao da curvatura riemanniana,
n
Riji = (Rijk, Or) = <Z R@jk8m78l> = RIgm
m=1 m=1
Derivando ambos os extremos, obtemos o seguinte:
0 0 ) m "0 m O09mi
e (Rijki) = En Z Rlgmi | = > 7 (Rijkgmi) = o (Rijk) gmi + Rij—5.— ot (1.6)
m=1 m=1
Notemos também que
- 9941 9941 9941 dg
!
S P Ry 8;1 - Z GPIR Gy ag Z Sqm R, aZ ZRZ‘k m. (1.7)
p,g=1 p,q,m=1 q,m=1
Usando esse fato na expressao (1.6), segue que
0 "0 OGmi "9 " dGal
g (Rijrt) = Z e (RiH%) g + R, a;n = Z 5 (R%) gmi + Z gquijkpaiz-
m=1 m=1 p,q=1

E pela Proposicao anterior,

0 1< ma Qag 269 28‘(] 269
o imt) = Qm’;:lgng {(V 8t>jkia - (V 8t>jaik - <V 8t>ikja ’ <V at)i“jk

1 - ma b agba b agkb - 891
—3 2 9w {RU’“ or TRy [T 21 I Ry

m,a,b=1

= 32 () (78, (O (7F)
ot Jjkia ot jaik ot ikja ot iajk

dgp Ogrp = d9q1
b a b q
—= Z dla {Rz]k BN + Rija—%— ot (T 2::1 gquz‘jka

), ) ) )
2 ot kil ot jlik ot ikjl ot iljk

IS 3gbz Ro 99k - 9941
_2“{ ik T Z 9" Rigkn =5,

p,q=1
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Pela expressao (1.7), concluimos que

) 1 dg 509 209 209
— (Riji) = = <v2> — <v ) — (v - + (V=
ot =Y 2 Ot ) kit Ot ) jiik Ot J ikt Ot ) ik

n

! PiR 9941 PiR 9Yq - PiR 9gq1
_iquI g ijkp7+g il g +pqzlg ik 5y

- 5{(7%) (V2ag> —W) “(v3)
2 ot kil ot jlik ot ikjl ot iljk

1 & Ogq - Oggk

N e
2 ot kil ot jlik ot ikjl ot iljk

1 9gql O9qk

Proposigao 1.7 (Variagao do tensor de Ricci) Considere uma familia suave de métricas riemanni-
anas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. A variagao do tensor de Ricci com relagio ao tempo

é dada pela sequinte expressao:

9 1 ¢ 209 209 209 209
ot (Rici) = 2 Z {<V 8t>lik <V Ot ) ikia v Ot ) ik v Ot ) irial

l,a=1

Demonstragao. Da igualdade (1.5) segue que

9 _ I 209 209 (o299
a (ka> B 2 Zg {(v at)jika " <V ot Jkia v ot jaik
RS la ( 289) < 239> < 239)
+= g — (V= — V= Vv . (1.8)
QZ { ot ijka ot ikja ot iajk
Em particular, se j = [, entao
9 _ } - la 2@ 2@ 239
at (de> B 2 Zg {<v 8t>lil<:a * <v ot lkia v ot laik

1 - la 209 289 289
+2 g { (v at)ilka (v ot ikla v ot ialk . (19)
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Mas, pela expressao (A.24), vemos que

n
. E l
RZCik = Rilk
=1

Derivando ambos os lados, concluimos que

a9 . B _ =~ 209 299 _(v2%
ot (Ric) = ot (ZRZ”‘) B Z {<V at)l'k " <V O ) i1 Vo laik
la 1 wa e “
dg 209 Zag
R { <vz > <v ) <v
9 1;1 0t ) ika Ot / ikia Ot ) sk

Usando a simetria de 2 dt? e trocando as varidveis [ «<» a quando necessdrio, obtemos que:

S {88 - B3
la=1 ot ialk ot ilka la=1 ot ialk ot iakl

N dg\ dg
B Z {(Va vat) <V8iv8t) kl}
l,a=1 a

_ lé:lgza{vai< %Z) — Vo, (v?ﬁ)akl}
- ofea((vg),) v ((75),)]

0 0 dg
= Zglav ( (gik) 8‘3(Vaa3z,3k) n (517Vaa3k)>

l,a=1

) 0 9y
WA < <gfl) 91 (Vo.0.01) = at(a’“’va“al)>

l,a=1

Pela simetria da métrica g, vemos que

" 0 0 15) 0 0
Z {<V2 8?) <V2 8?) } = Z 9"V, < < g:z) E;Z (Ok, Vo, 01) — 8? (Vo, Ok, 31))
ialk ilka

l,a=1 l,a=1

B) ) 9y
WA ( (gfl> a1 (Vo000 = (8’“’%“8[))

l,a=1
= 0.
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Segue disso que a derivada do tensor de Ricci tem a seguinte expressao:

0 I 299 209 209
5 (Ricix) = 2 g {(V 8t>lz‘ka (V Ot ) 1hia v Ot ) ik
1 ¢ dg 20y 269
X (), O ) s
2l,a:1 ot ilka ot ikla ot ialk
5 ) ()
2l,a:1 ot lika ot lkia ot laik ot ikla

Lema 1.4 (Variagao da Curvatura Escalar) Considere uma familia suave de métricas riemannianas

{9 (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. A wariag¢do da curvatura escalar é dada pela seguinte

s A<Tr9<8t)> <8t Ri >+5 <8t (1.10)
9 ij la 289
onde § ( ) D laij=19"9 (V )ljia
A3 e A.4).

exPressao:

=Tr1 (TT23V2 (%)) (para mais detalhes veja os Exemplos

Demonstracao. Usando as férmulas de evolucio de g% e Ric;j obtidas nas Proposicoes 1.4 e 1.7,

respectivamente, e trocando as varidveis do somatério se necessario for, vemos que

o8 0 " i "9 P n d )
% o Z 9" Ricy; | = Z 5% (9" Ricij) = Z {(‘%( 7) Rici; + g e (wa)}
27.7:1 Z,]:1 l,j:l
n n a
— Z _ Zgzkgjl gklec”
11.7:1 k‘,lil
~ ol 9g 20y 209 209
+> g5 ¢ {<V2 ) (V — (v v
i,j=1 2l,a_1 ot ljia ot laij ot ijla ot lija
= - > 9“9”89]“%0” Z 9" l“{( gj) +<V2gi> }
kilyi,5=1 l ,a,t,7=1 ljia lija
1 <& - g 50g
LEer e, C2).)
2l,a,i7j:1 Ot ) 14 Ot ) it
-3 Wi 3w (V) LS i (v
k,li,j=1 laz,] 1 ljia la,z,j 1 t laij

n o Ok . n y dg n g dg
= — E ik jl IRt . E ij la 2 _ § ij la 2
gg ot R’LCU+ 9-9 v at Ljia 79 v at lazg

k,li,j=1 La,i,j=1 La,i,j=1
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Usando a definigdo de produto interno de tensores (para mais detalhes veja o Exemplo A.5),

. k& 1Okl . 99 .
ik gl R
g g"g 5 Ric;j <at,ch .

ki j=1

Portanto, concluimos que a derivada da curvatura escalar é dada pela seguinte expressao:

a5 g - ij la 209 - ij la 209
% = <atch> Zgg Val” Zgg Val“
l,a,i,j=1 Jra - lag,j=1 ay
_ @ . - ij la 2@ - la - ij 2@
= Gy s S (W) -3 ((v5), )
l,a,i,j=1 Jwa - Ja=1 3,j=1 a’ 1)
@ . - ij la 2@ - la 2@
<8t,ch>—|— Z g7g?(V i), Zg Try( |V ot ),
l,a,i,j=1 Jra - Ja=1
@ . - ij la 2@ . la 2 @
<8t’RZC> + Z g’g <V o), Z g\ VTr o)),
l,a,i,j=1 Jra Ja=1
99 . - ij 1 20y dg
_ ({2 ij jla 7 ~_AlT et
<8t’RZC> + > g”g <V o ), o\ 5
a,i,j=1 Jjra
99 . 2 (09 dg
= —(= — | -A(T -
<8t’Rw>+5 <6t> < Tg(at

Proposicao 1.8 (Variagao da forma de volume) Considere uma familia suave de métricas rieman-

nianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M. A forma de volume dp (g (t)) evolui da sequinte

maneira:

g, dg
atdu Trg <8t> dyt.

Demonstragao. De fato, utilizando a expressao local da forma de volume, derivando-a e usando a

expressao da derivada da fungao logaritmica, obtemos que

9 _ 9 ! )9 ) det A A dan
5% (dp) = 8t< det (gij)dz™ A /\da:)-at< det(glj)) dz* N -+ Ndx

& (det (g)) & (det (gij))
= gtijdml Ao Nda = Q2T det (gij)dat A+ Ada

det (gi;) 2det (gij)
_ % (det (Qz‘j))d B det (g;5) T'r ((gij) (%))
= 2 det, (gij) o 2 det (gz‘j) Z g 8t g’L_]

7.7_

" 8g 1 8
_ ’Lj 1]
= = E *2TT9 ( t> du,

7‘77
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onde, na sexta igualdade, utilizamos a férmula de Jacobi da matriz (g;;), que é dada pelo seguinte:

% (det A (t)) = (det A (£)) T'r ((A ()L A’ (t)) :

em que {A (t)},; ¢ uma familia suave de matrizes inversiveis. ]

Portanto, em uma familia qualquer de métricas suaves, temos o seguinte:

Evolucao de Algumas Quantidades Geométricas

f = - Shi s G
8 [k 1 Ik 3 9 9
ot (Fij) =52.0-19 {(Va?>i.l + (V(’T‘g) T (Va§>,}
J Jt 17
O (pl Y _1Nxwm  la) (w2089 _ (w289) _ (w28g 209
ot <Rijk> =322.019" {(V at)jkia (V at)jaik (V 8t>ikja + <V 3t>mjk}
Odba )
13y g {RY, 2 + R, %0 )
d 1 20 20 29 20
b= H{(7), - (7)) (78
e (Rijri) = 3 { 9t ) kit 9 ) ik Ot ) ikt + 9 ) i1k
a o
3 Tpamr 9 { Rt 38t — Rise 5" |
8 (pi. \_ 1 ! 20 20 20 20
or (Ricir) = 5ZZ“:lgaKv Fg)lika + (V 37?>zkm B (V ﬁg)zmk B <V £>ikla}
8s 8 99 2 (0
=5 (10 () () (3)

le]
%du = %Trg (%) d.

1.4 Evolucao das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de Ricci

Nesta se¢ao, vamos supor que uma familia suave de métricas riemannianas {g (¢)},.; sobre uma variedade
diferencidvel M, satisfaz a equagao do fluxo de Ricci, isto é,

891‘]’

_ . g(t)
T ——2chij .

E sob essa hipétese, vamos encontrar as expressoes das respectivas variagoes das quantidades geométricas

utilizando a secao anterior:

Coroldrio 1.1 (Simbolos de Christoffel sob o fluxo de Ricci) Considere uma familia suave de métri-

cas riemannianas {g (t) },c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagao do fluzo de Ricci,

. P 34 . t ~
15to €, 85—; = —2chfj( ), entao

% (FZ) _ Zglk {(VRic)ijl + (VRiC)jil — (VRZ'C)ZU} .
=1


https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_formula
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Demonstragao. Usando a equacao do fluxo de Ricci e o Lema 1.3, concluimos que

0 () _ I i 99 99\ (g%
§<Fij> B QZQ {(v8t>ijl+<vat>jil (vat>lij}

=1

- Zglk{ ~2Ric))yy; + (V (~2Ric)); — (V (~2Ric)), |
- k{ 2 (VRic),;, — 2 (VRic) ; +2 (VRic),; |

_ _Z g {(VRie); + (VRie); — (VRic),, }

Coroldrio 1.2 (Componentes do (3,1) - tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci) Considere uma

familia suave de métricas riemannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a

equacao do fluro de Ricci, isto é, 65? = —2Ric§-7j(t), entao

0
5 ( ”k> Zgla { Vszc)jkia + (V2Ric)jaik + (VQRic)ikja — (VQRic)wjk}

+ Z g {Rﬁ?jkmcba + Rﬁ?jaRz'ckb}.
a,b=1

Demonstragao. Usando novamente a equacao do fluxo de Ricci e o Lema A.3, concluimos que

0 1< ( 239> < 289> < 289> < 289)
ot ( "“) 22 { 0t/ jkia 0t/ jait O/ ikja 0

a=1
1 & IGba 0
-5 o { e
a,b=1
_ 1 Z la { (—2Ric)) ., — (V2 (=2Ric)) ., — (V? (~2Ri0)) ;... + (V° (—2Ric))mjk}

D) Z { Uk ZRZCba) + Rzga( 2chkb)}
ab 1

Zgla { V2RZ0) (VQRiC)jaik: + (V2Ric)ikja - (szic)iajk}

+ Z la {RleRiCba + R,ll)jaRZCkb} .
a,b=1
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Coroldrio 1.3 ((4,0) - tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci) Considere uma familia suave de

métricas riemannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagdo do fluzo de

Ricci, isto ¢é, agzj = —2Ric‘?j(t), entdo
0
5 Bim) = (AR — 2 (Bijik — Bijwt — Bikji + Bijr) (1.11)

n
+ Z gP? (RiquRpikl — RicigRpjr — RijrpRicy — Rijleich) .
p,q=1

Demonstragao. Pela Proposicao 1.6, segue que a derivada da curvatura riemanniana é dada por
0 1 ¢ 994l Ogqk 0 I 094 Ogqk
5 Ligwt) =5 > g™ (Rijkpaz + Rijpliai = 5 Bigw) =5 > g™ Rijkpiaz - Rijlpia[t]
p,q=1 p,q=1

1
- 9 {(v2h)jkil - (V2h)jlik - <v2h)ikjl + (v2h)iljk} )

em que h := %. Multiplicando por —1, obtemos que

0 1 " ag l 8g k 1 2 2 2 2
ot (Rijkl)+§ Z g™ (Rijkpas + Rijpi 8? 9 {* (V h)jkil + (V h)jlik + (V h)z’kjl o (V h)iljk} )

p,q=1
Usando a equagao do fluxo de Ricci na igualdade acima, obtemos que

0 - . . . . . .

ot (Rijir) — Zl "1 (RijppRicq + RijpRicg) = (VQch)jkil — (VZRZC)jlik — (Vszc)ikﬂ + (VQch)iljk )
Pg=

Utilizando a Proposicao 1.2 no lado direito da igualdade, vemos que

(V?Ric) ... — (V*Ric) . — (V*Ric) , . + (V*Ric)

ki ili i ik — (AR) i3y + 2 (Bijik — Bijit — Biji + Buji)

n n
+ Z 9" RicigRpjr — Z 9P RicjqRpiki.

p,g=1 p,g=1
Combinando essas equagtes, encontramos o seguinte:
8 n
o (Rijr) — Z " (RijipRicg + RijpiRicgr) = —(AR)y + 2 (Bijik — Biji — Bikji + Biji)

p,q=1

n n
+ Z gquiciqujkl — Z gquiquRpikl-
p,q=1 p,q=1
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Isolando % (Rijri) na equacao acima, conclufmos que
0
g (Rijt) = (AR)yp — 2 (Bijik — Bijki — Bikji + Bijk)
+ Z gpq (RichRpikl — Ricz’qujkl — RijkpRiqu — Rijleiqu) .
p,q=1
]

Coroldrio 1.4 (Volume sob o fluxo de Ricci) Considere uma familia suave de métricas riemanni-

anas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagdo do fluzo de Ricci, isto é

ag” = —2Ric] (), entao

0

atd,u, = —Sdu.

Demonstragao. De fato, ja sabemos que, sob uma familia qualquer de métricas suaves, vale

0 dg
= 7TT9 (at) dp.

Usando a equacao do fluxo de Ricci, concluimos que

1
aatd,u = Trg (—2Ric)dp = —T'rg (Ric)dp = —Sdp.

Coroldrio 1.5 (Tensor de Ricci sob o fluxo de Ricci) Considere uma familia suave de métricas rie-

mannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagio do fluxo de Ricci, isto
0gij

é, 5 = —2Ricf;t), entao

9, . ,
5; (Ricix) = (ARic)y, + (V29) Z 9" (VRic),,,., — Z 9" (V*Ric),,.. - (1.12)
la=1 l,a=1

Demonstragao. Utilizando a Proposicao 1.7 e a equacao do fluxo de Ricci, vemos que

O pi v _ NS 299 299 209 209
ot (RZCZk) B 21;19 {<V at)lika <v ot lkia v ot latk v ot ikla

= Z gla {_ (v2Ric)lika - (sziC)lkia + (szic)laik + (szic)ikla}
l,a=1
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= —Zg (V2Ric),,, — Zg (V2Ric),,.., +Z V2chlk+z (V2Ric).,,,
l,a=1 l,a=1 l,a=1 l,a=1

= —Zg (V2Ric),,,. — Zg (VRic),,.. +Z (V2Ric),,., + (ARic),,
l,a=1 l,a=1 l,a=1

= (ARic),, Z g ch lka Z g ch lk + Z g ch

l,a=1 l,a=1 l,a=1

Vamos mostrar que a seguinte igualdade é valida:
n
Z 9" (V2Ric) 0 = (V25) - (1.13)
l,a=1
De fato, pela definicao da curvatura escalar, vemos que

(V2S),, = (V?Trg (Ric)),, = (TrgV? (Ric)),, = Z 9" (V?Ric),, | = Z 9" (V2Ric), .. -

l,a=1 ik l,a=1

Pela equacgao (1.13), concluimos que a derivada do tensor de Ricci tem a seguinte expressao:

. . o
ot (Ricik) = (ARic);, + (V2S)ik - Z gl V2 Ric), Z ' (V*Ric) ) ihia -
l,a=1 l,a=1

Notemos que a expressao do ultimo coroldrio pode ser simplificada da seguinte maneira:

Coroldrio 1.6 (Ricci (versao simplificada)) Considere uma familia suave de métricas riemannianas

Ogij _
ot =

{g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagio do fluzo de Ricci, isto €,

—2Ric§j(t) , entao

g Ric;,) = (ARic),;,. + 2 ¢ RicapRiins — 2 gP1 Ricy; Ricgy,.
8.[: ik J P q

Jsl,a,b=1 p,q=1

Demonstragao. De fato, pela definicao do tensor de Ricci

n
Ricik = Y ¢'' Riji.
ji=1
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Derivando em t, obtemos o seguinte:

0 "9 "0 0
o (Rici,) = Z 9" Riji | = Z o <9]le’jkl) Z 5 9 ( )Rijkl + Z g]la (Rijit)
.77l 1 j,l:l =1 ]7l:1
Usando as expressoes (1.4), (1.11) e a equacao do fluxo de Ricci, vemos que
0 - - 0
> En (gﬂ> Rij=— gjaglbat (9ab) Rijrr = 2 Z 99" Ricay Rijhi,
7,l=1 7,l,a,b=1 7,l,a,b=1
além disso,
a LI LA
Z g]l Rij) = Z g’ (AR)jp — 2 Z ¢ (Bijik — Bijii — Birji + Bujk)
jl=1 =1 Jl=1

n
il . . . .
+ Z g] gpq (RZquRpikl - RZCiqujkl — RijkpRZqu — RijleZqu) .
Jbpa=1

Portanto, concluimos que a derivada do tensor de Ricci é dada por

o n ) LI L

5 (Bicik) = 2 Y. ¢ RicwRia+ Y ¢ (AR); —2 Y ¢ (Bijux — Bijit — Bixji + Bujr)
4,0,a,b=1 Jl=1 Jil=1

n
i . . . .
+ Z g7t gP? (R’LchRpikl — RicigRpji — RijrpRicy — RijleZqu) .
Jibp,g=1

Manipulando a terceira soma, vemos que

n n n
X = 2> @' B =2 ¢ (Bujr + Biji) +2 Y ¢' B
4i=1 Gil=1 Jl=1

n n n n
= 2> ¢"Biju—2Y ¢ Bujr+Biji) +2 > ¢ | Y. 979" RpignRrjar

j,l:l j,lzl j,lil p7q7r75:1
n n n
il il 1
= 2> ¢"Biju -2 ¢ Bijr+ Bijir) +2 > 99" 9% RpigrRejai
j7l:1 j7l:1 j7l7p?q’,r‘7821
n n n
il il ,
= 2> ¢"Biju—2Y_ ¢ Bijr + Bijir) +2 >, 979" Rpigr Ricr
Jil=1 Jil=1 p,q,7,5=1
n n n
1 il ,
= 2 ¢ Byu—4) @By +2 Y ¢ 9% RpigkRicys
j,l:]. j,l:]- P,q77"73:1

n n
= 2 Z gjl (Bijkl - 2Bijlk) +2 Z gprquRpiquiCrw
J7l:1 p,q,T,SZI
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onde X;; denota a seguinte expressao:
n
il
Xip = —2 Z 9" (Bijik — Bijki — Bikji + Bajk) -
.77l:1

Manipulando a quarta soma, utilizando mundancas de varidvel nas somas e trocando as varidveis dos

somatérios se necessario for, obtemos o seguinte:

n n n
. . il . il .
A = =2 E " Ricy; Ricg, + E ' 9P RicjqRpir — E ' 9P Rijpp Ricyy
p,q=1 P,q,5,l=1 P,q,5,l=1
n n
= -2 E gP* RicpiRicg, — 2 E 9" g"°* Rpiqr Ricrs,
p,q=1 p,7,q,5=1

sendo que A denota a seguinte expressao:
n
il . . . .
Z 9" " (RicjqRpii — RicigRpjrn1 — RijipRicg — RijpRicgy)
P,q:5,l=1
Portanto, utilizando mudanca de varidveis, vemos que
8 n n n
. 0 b .l .
5 (Ricin) = 2 > P9 RicasRiju+ D ¢ (AR)ji — 2 ¢ (Bijik — Bijit — Birji + Birji)
j7l7a7b:1 .77l:1 ]7121

n
+ Z gﬂgpq (RichRpZ‘kl — RicigRpjr — RijrpRicy — Rijleiqu)

Jilp,g=1
n n n
= 2 Z ¢7“g" Ricay Rijr + (ARic);, + 2 Z 9" (Bijii — 2Bijir) + 2 Z 97" g% Ryige Ricrs
Jilab=1 Jil=1 p,q,r,s=1

n n
-2 Z "' Ricy; Ricg, — 2 Z " 9"° Ryiqi Ricys

p,q=1 p,1,q,5=1

n n n
= (ARic)y, +2 > ¢"g"RicaRiju+2 > ¢ (Bijir — 2Bijir) —2 Y g""Ricy; Ricgp.
Jiba,b=1 Jl=1 p,q=1

Resta-nos demonstrar que a seguinte igualdade ¢é vélida:

n
Z ¢ (Bijr1 — 2Biji) = 0.
Jil=1
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De fato, utilizando a primeira identidade de Bianchi concluimos que

n n n
i1 i i
Z g] Bijkl = Z gj gprgqupiqurksl = Z g] ngququinrskl
j,l=1 7lp,q,r,s=1 Jil,psq,r,s=1
n
il
= > 99" 9" (Ryigj — Rpjgi) (Ronst — Roisk)
Jbp,qr,s=1

n
§ : il _pr _qs
= gj gp gq (Rpiqurksl - Rpiqurlsk - RquiRrksl + Rquiersk) .
Jolpyg,mys=1
Os dois termos do meio sao iguais e os dois termos das pontas também, basta trocar p e ¢, r e s para ver.

Com isso, vemos que

n n n
Z ' Biji =2 Z ' 9" 9% (Rpigj Rrkst — Rpigj Rrisk) = 2 Z " (Bijr1 — Bijik) -
j7l:1 j?l?p7q7T?s:1 j7l:1

Passando Z?,l:l gﬂBijkl do lado direito para o esquerdo, segue que

n
0="> ¢ (Biju — 2Biju)
=1

Proposigao 1.9 (Curvatura escalar sob o fluxo de Ricci) Considere uma familia suave de métri-
cas riemannianas {g (t)},c; sobre uma variedade diferencidvel M que satisfaz a equagdo do fluzo de Ricct,

. . 09ij . g(t ~
isto é, % = —2chlg; ), entao

% = AS + 2|Ric|*. (1.14)

Demonstracao. Para demonstrar a equacao de evolucao da curvatura escalar, primeiramente note-

mos que

A <T7“g (gﬁ)) =AY g"jaagf =A | -2 ¢YRic;; | =24 ) gVRicij | = —2AS.

1,7=1 3,7=1 3,j=1

Agora vamos calcular div (div (%)). Primeiramente, notemos que como % € ’]62(M ), entao div (%) €
T4 (M) e, consequentemente, div (div (%)) € C* (M) . J& que o divergente ¢é definido como o trago de
um tensor e o trago independe da base, podemos tomar um sistema de coordenadas normais denotando

por {0; }?:1 a sua respectiva base coordenada . Com ela, as conexdes Vp, 0; se anulam (no ponto, apenas)
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facilitando no célculo de div <div (@>>:

=3 (% () 0= 22 o (o (51) ) = (5 () ) 000
(o () ) - S (5 (55)
m=1 ¢ m=1 Gk=1 t Jkm
m=1 k=1 kkm m=1 k=1
n n 8 . n n 8 n n a
- vm< Vi (( g:f )>> = (Zf(vkak,am)> -3 vm< 8;;’ (ak,vkam)>
m=1 k=1 m=1 k=1 m=1 k=1
_ - - IGkm _ . OGkm . . Ogmk
= vm< v’“(at >>_vavk<at)_2vmvk<at>
m=1 k=1 m,k=1 m,k=1
= Y ViVi(—2Ricmr) =— Y Vi [2Vi (Ricomg)] Zv VimS,
m,k=1 m,k=1

em que foi utilizada a segunda identidade de Bianchi contraida (para mais detalhes veja a expressao

(A.27)) na ultima igualdade. Além disso, note que

AS = div(VS) ::div((vs)*):'kilgjk(v((vs)*))jk:jil(v«vs)*))jj
2 -
- i(vj (V$)") (05) = ;:(V" (V)" (@) - : (V)" (V,0)
_ ﬁjle«vs,am)
=

em que foi utilizado na quarta e napeniltima igualdade o fato de estarmos em coordenadas normais.Ou

div (le <8g>> = —AS.
ot

seja, concluimos que
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Vamos mostrar que div (div (%)) = (%). De fato, pela Proposicao A.6 item 4, segue que

as (av (5)) = 3o (v (37)), =1 (o () =0 (570 (< ()

I,m=1
0 0 0
= TT’14 <VTT’12 <V <8§>)> = T7'14 (TT23V2 <8§>> = (52 <8§> .

Portanto, substituindo tudo na equagao do Lema 1.4, concluimos que

as dg . . (99\\ /99 ,.\ _ _ /09 .\ _ 12
T ATTg(at>+d1V<d1v(at>) <at,ch>—2AS AS <at,ch>—AS+2|ch|.

Portanto, sob o fluxo de Ricci, temos a seguinte tabela:

Evolucao de Algumas Quantidades Geométricas sob o Fluxo de Ricci

& (1) = = Sy ™ {(VRic),; + (VRic); — (VRic), |
& (Réjk> =Yg {— (Vsz’c)jkm + (V2Ric)jm.k + (V2Ric)ikja _ (V2Ric)iajk:}
+ D ab=1 g {R?ijicba + R?jaRickb}

2 (Rijw) = (AR); ;11 — 2 (Bijik — Bijii — Bikji + Bijk)

+ Z;L’q:l g’ (RicjqRpir1 — RicigRpjr — RijipRicg — RijpRicgr)
% (Ricik) = (ARic);, + (V2S)ik — ZZ(L:I gl (VQRic)lika — ZZa:l gl (V2Ric)lkm
% (Ricir,) = (ARic),;, + 2 Z?’l%b:l 979" Ricap Rijr — 2 > pa=1 9P Ricy; Ricgk

12
%—f:AS—i—Q\ch]

%du = —Sdu




Capitulo 2

Existéncia e Unicidade em Curto Prazo

No primeiro capitulo foi introduzido o fluxo de Ricci, que nada mais é que uma familia de métricas que é
solucao de uma equacao diferencial parcial que envolve o tensor de Ricci da variedade. Nao faz nenhum
sentido estudar propriedades de solugdes de certas equagdes se as tais ndo possuem solugdes! O objetivo
desse capitulo é demonstrar que, sob certas condicGes, faz sentido estudar tal fluxo, isto &, pelo menos
em um curto espago de tempo a Equagao (1.1) possui solugao (mais ainda, vamos demonstrar que ela é

tnica), isto é, o objetivo desse capitulo é a demonstragdo do seguinte teorema:

Teorema 2.1 Se (M, gy) é uma variedade riemanniana compacta, entao existe uma unica solugao g (t),

t €[0,¢) do fluxo de Ricci tal que g (0) = go, para algum € > 0.

O Simbolo

Para investigar a existéncia e a unicidade de curto prazo para o fluxo de Ricci, naturalmente se olha para
a teoria de EDP’s néo lineares em fibrados vetoriais. Aqui estabelecemos o simbolo que serd usado para
determinar o tipo de uma EDP.

Sejam F e F fibrados vetoriais sobre uma variedade M e I (E),T" (F') os espagos das se¢oes suaves de
E e F, respectivamente (para mais detalhes veja a Definigdo A.6). Dizemos que L : ' (F) — I' (F') é um

operador diferencial linear de ordem £ se ele é da forma

L(u)= Y La(0"u),

lal<k

em que L, € Hom (E, F) ¢ um homomorfismo de fibrados e a ¢ um multi-indice.

Segue um exemplo de um operador diferencial linear:

42



43

Exemplo 2.1 Seja {ex},_, wm referencial local em E em uma vizinhanga de p € M com coordenadas

locais (:c’) . Entao o operador diferencial de sequnda ordem P :T'(E) — I' (E) possui a forma

- - p 0% - ROU Sk
P(u) = 2 ”;:1 (Nij); F2iBa —i-“Zﬂ ()] Eye + ;vlu k-
Aqui X\ € T (Sym? (T*M) @ Hom (E, E)), em que Sym? (T*M) ¢é o espago dos (2,0)-tensores simétricos
em M e Hom (E,E) é o espago dos homomorfismos de E, enquanto que p € I'(T*M @ Hom (E, E)) e
vel (Hom(E,E)).

O simbolo total o de L na diregao de ( € X (M) é o seguinte homomorfismo de fibrados:

olL](Q)=> (*La:E—TF

| <k

Assim, no Exemplo 2.1

n n n
o [L)(¢) (u) = Y ¢“La (u) = S CE )i+ ¢ (u)p e+ v | e
la]<2 k=1 \i,jl=1 il=1 I=1
No caso familiar das equagoes escalares, o fibrado é simplesmente M x R, e assim, Hom (M x R, M x R)
¢ unidimensional e podemos pensar em A como uma seciao de Sym? (T*M), em p um campo vetorial e
em v como uma funcao escalar.
O simbolo principal ¢ de L na direcido de ¢ é definido pelo homomorfismo de fibrados que utiliza

apenas os termos de maior ordem, isto €,

FILI() = Y ("La.

|a|=k

O sfmbolo principal captura algebricamente as propriedades analiticas de L que dependem apenas das

derivadas de ordem mais alta. No Exemplo 2.1 vemos que

IO =Y D F O fee=>_| D ¢ Og)le (u)] ex
k=1

k=1 \i,jl=1 ijl=1

isto é, vemos que

GILIQ = > )l e @ex.

i, k=1
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O célculo do simbolo ¢ facilmente obtido (de forma heuristica) pela substitui¢do das derivadas parciais

O sfmbolo principal determina "o tipo"de uma equagao de evolucao: Dizemos que um operador
diferencial L de ordem 2m ¢é eliptico se para toda direcao ¢ € T, M existe ¢ > 0 tal que para todo (C e

todo wu,

(@ [L1(C) (w) ,u) = e]¢*™ [uf?

Isso implica, em particular, que o sfmbolo principal em toda dire¢ao é um isomorfismo linear da fibra. De

fato, se u € Nuc (c [L] (€)), segue que

0= (0,u) = @[L](¢) (u) ,u) = e[¢|"" |ul?,

. 2 2 . . . . . ~
ou seja, ¢ |7 |u|® = 0 e isso implica que u = 0, 0 Teorema do Nticleo e da Imagem conclui a demonstragao

da afirmacdo. Uma equacéo linear da forma dyu = Lu é dita parabdlica se L ¢ eliptica.

2.1 Motivacao

A ideia da demonstragao (de autoria do matematico americano Dennis DeTurck) é modificar um pouco a
equacao do fluxo de Ricci, de modo a torné-la eliptica, dai garantimos existéncia e unicidade de solugao.
A partir da solugao dessa equacgao modificada, encontramos a solugao do fluxo de Ricci original. Aqui
vamos examinar o tensor de Ricci de perto. Para motivar a ideia de DeTurck, reescrevemos a linearizagao

do tensor de Ricci como

n

ORic;
~2[DRicy ()], = =27 = -2 | (ARic);, + Z 4" (V2Ric),,, — > 4" (V2Ric),,,,
l,a=1 l,a=1
= (& (=2Ric))y, + (V2 (- Z g —2Ric)) Z g (V* (=2Ric))
l,a=1 l,a=1
= (Dh)y + (V2 (=2Trg (Ric)) Z 9 h) ik = Z g (V*h) ) ikia
l,a=1 l,a=1
= (Dh)g +Try (( Z g (Vn) ) tika — Z 9 1) ikia
l,a=1 l,a=1

= (Ah ik + Z g v2 zkla Z g lzka Z 9 v2 lkza

l,a=1 l,a=1 l,a=1
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= (Ah);, + Z g v2h)ikla - (v2h)lika - (vzh)zkm) ,
l,a=1

em que h := %‘Z , na segunda igualdade foi usado a expressao (1.12) e na quinta igualdade foi utilizado o

item 4 da Proposicao A.6.

Seja Sym?T* M o espaco dos (2,0) - tensores simétricos de M e consideremos o operador linear definido

por By : ' (Sym*T*M) — I' (T*M) em que

c €T (Sym*T*M) — ))g 1= Z qg" ( )ik — (vc),%.j> e (T*M). (2.1)
i,7=1

Defina a 1-forma (ou (1,0) - tensor) V = By (h) € I' (T* M) e notemos que

n

Vk = Bg (h)k = Z gpq <(Vh)qu - % (Vh)kpq>

p,q=1

Derivando o tensor V' vemos que (para mais detalhes sobre o trago veja a Se¢ao A)

(VV),, = (VB,(h)), = <v (Tm, (Vh) — %Tm (Vh)))

ik

= (v (Triz (Vh)) — 5V (Trag (Vh))) )

= <T7“23 (V2h) — %Tr34 (v%))

ik
= 1
2 2
_ oy <(v D) g~ 5 (V h)ikpq> .
pg=1
Assim, segue que
— 2[DRicg (h)];; = (Ah)gy, = (VV)iy, = (VV); + Sik, (2.2)

em que S possui a seguinte expressio:
i: ( (V1) = (F20) ) + (F2) 0 = (920) ) + ((920) ., — (92) q,ﬂ.p))
E; (2 <§_: Rl hip + i R{kphrq> + <§i:1 Ry i + 2: R{qkhrp>>
+ Zl gP (Z Ry iy + Z Ry h )
P
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Trocando as varidveis p <+ ¢, vemos que

Sik = Z ( (Z Rqu rp) + (Z R:qphrk + Z quk;h’rp> (Z quthP + Z qup ”) >
p,q=1 r=1 r=1
g™ (Z hep (Rigg + Rige) + Y Rigohe + > Rigihep + Z R};qphﬂ>

n
p; =t T:1 !
n n ’Vl
= Z " (Z hrp qu o R:n'k) + Z quph,,k + Z quthp + Z qup ”) ’
pa=1 r=1 r=1 r=1

Pela primeira identidade de Bianchi, segue que

Sy = Z P <Z hep (=Rl — Ris — Roig) ZR,qphrk +Zqulhm +2qup )

p,g=1

- Z g™ <Z h”P qzk + Z quph”f + Z qup )
p,g=1

- Z 9" (=2Rgihp + Rigphur, + Rigphyi)
p,q,r=1

em que, pela Proposigao A.12 foi usado em (!) que

(V2h),.. = (V?h), = —(R(8;,8;)(h),, = —R (i 8;) (hpg) + b (R (s, ;) Bp, 0g) + h (3p, R (8;,0;) Dy)

1jpq Jipgq

= 04 h(R(8;,8)dp,dy) + h (9, R (;,8;) 0,)

= (Z prar,aq> +h (ap,ZRm >
r=1

- Z Rijphrq + Z Rijqhpr

= ZRUphquerth

Mais ainda, pela Proposi¢ao 1.3 e trocando os indices dos somatérios se necessirio for, podemos

escrever V' (pelo menos localmente) como

n n

V= Y g7 <(Vh)qu -3 (Vh)kpq) =3 g <; (Vh) e+ 5 (Vs — 5 (Vh)kpq>

p,q=1 p,q=1
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- % Z_: g™ <(Vh)qu + (V) gpr, = (Vh)kpq)

em que

DUy : T (Sym®T*M) — T (Sym*T*M @ TM)

¢ a linearizagao da conexao de Levi-Civita I" (g) . Agora gostariamos de adicionar um termo apropriado
de corregao para tornar o fluxo de Ricci eliptico.
Para isso, fixemos uma métrica g em M com conexao de Levi-Civita I'. Pela nossa investigacio acima,

definimos o campo vetorial W por

n n

W= > g (Thy = Thy) | 0 (2.3)

k=1 \p,q=1

Como temos uma diferenga entre duas conexoes (em suma), vemos que W é um campo globalmente bem

definido. Como W possui apenas derivadas da métrica g, o operador

P =P (T):cel (Sym*T*M) — P(g) = Lwe € T (Sym*T* M),

em que Lyc é a derivada de Lie de ¢ com relagdo a W (para mais detalhes veja sua definigdo na

expressao (A.34)) é um operador diferencial de segunda ordem em c. A linearizagdo de P é dada por

(DP (h)y, = jtto (Lwg)i, = jtltoviwk + itokai T (Z gklwl> NG (Z gaW )
"\ (d d
= zz; {Cltt:OVi <9szl> + %u:ovk <9ile)}
n d n " _
= zz; %”:Ovi Gkl Z g (Péq - ngq) + 7 o Vi | i Z g’ ( ~r )

p,q=1 p,q=1

N zn: {C(Ztlt=OVi <gklgpq (anq B fi’q)) + jﬂtzovk <gilgpq (Fii’q - fiﬂq))}

l,p,q=1

= 3 {5 (o (- T)) 49 (o0 (1 Th)) |

l,p,q=1
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Pela expressao da derivada de g/ (para mais detalhes veja (1.4)), segue que

l

n n ~ or
(DP (W) = > Vil | g™ =g Y 9”9 has (Féq - Fi)q) +gklgpquq

l7p7q:]- a’7b:1

l

n n ~ or
+ > Vi | | hag” + 91 D> 979 hay (Fi’q B F@ * gilgpquq
Lp,g=1 a,b=1

n n
= Y Vil | g™ =g Y 979 has (F;i?q - Féq) + Vi
l#’?q:l a”bzl

n n
+ > Vi | { hag™ 4 9u Y 979" hay (Féq - Fﬁ,q) +V
lvp7q:1 a,bil

n n
= ViV +ViVi+ > Vi | | g™ = g0 Y 979" hay (Féq - Féq)
l7p7q:1 a7b:1

n n
+ 3 Vi | | hag™ + ga D2 79" hay | (Thy —Thy)
lzpaq:]' a7b:1
= ViVi+ ViVi+ T,

em que h := 3; e Tj; possui a seguinte expressao:

n n
T = = Y Vil | g™ — gm0 D 99" ha (Féq - Fiﬂ])
l7p7q:1 a’b:l

n n
+ > Vi | | hag? 90 Y 979" hap (Fgoq - Féq)
lypqul a’bzl

Notemos que T;;, é uma expressao linear de primeira ordem com relagao & h. Comparando a igualdade

acima com a expressao (2.2), podemos considerar o operador
Q := —2Ric+ P : T (Sym*T*M) — T (Sym*T*M) .
Segue das expressoes (2.2) e (2.4) que

D@ (h);;, = —2DRic(h);, +DP(h)y, = (Ah)y, — ViV = Vi Vi + Sig + ViV + Vi Vi + Tiy,
= (Ah)ik + Sir + T,

= (Ah)ik + Aik,
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em que A := Sir + Tjr. Assim, o simbolo principal de DQ é

n
F[DQI () (h)y, = > 9"¢,Cehik = ¢ i (2.5)
p,q=1
Portanto, @) é eliptica, e assim a teoria de equacOes diferenciais parciais nos diz que o fluxo de Ricci
modificado,
g

5 = ~2Ric(g) + P(g) = ~2Ric(9) + Ly, (2.6)

também chamado de fluxo de Ricci-DeTurck, possui uma tnica solugdo em um curto prazo.

2.2 Relacionando os Fluxos de Ricci-DeTurck e de Ricci

Antes de demonstrar o Teorema 2.1, vamos enunciar um resultado que serd utilizado em sua demonstragao:

Lema 2.1 (de Escape) Considere uma variedade diferencidvel M e seja Ve X (M). Se~y é uma curva
integral de V' cujo dominio mazimal nao é toda reta R, entdo a imagem de vy nao pode morar em nenhum

subconjunto compacto de M.

Demonstragao. Denote por (a,b) o dominio maximal de 7, em que —0o < a < 0 < b < c0. Seja
p = v(0) e denote por 6 o fluxo do campo V', ou seja, pela unicidade das curvas integrais (teorema de
existéncia e unicidade de EDO) v = 0(p). Assuma que b < oo e suponha, por absurdo, que v (a,b) C
K C M, sendo K um subconjunto compacto. Vamos estender v além de b contradizendo b ser o extremo
superior do domfnio maximal de v. De fato, se {t;},c.y C (a,b) uma sequéncia tal que ; 'y b, entao
{7 (i) }ieny € K € uma sequéncia em K, que é compacto. Logo possui uma subsequéncia convergente
v (ti,) Fogo q € M. Existe uma vizinhanca U C M de ¢ e um nimero € > 0 tal que 6 estd definida em
(—e,e) x U. Tome um k € N tal que v(¢;,) € U e t;, > b— ¢ (tal k existe por causa da convergéncia).

Defina o : (a,t;, +¢€) — M, em que

v (t), a<t<b

o(t)=
(et*tik © 0t1k> (p) 5 tik —e<t< tik + e

Temos que o é suave, (975_% o 9%) (p) =0, (p) =~y (t). Assim, o é uma curva integral de V' que estende
v, absurdo. m
Demonstracao do Teorema 2.1. Vamos demonstré-lo em alguns passos, comegando com a

existéncia.
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Passo 1: Fixe uma métrica g em M e defina o campo W como na expressao (2.3). Seja o fluxo de

Ricci-DeTurck dado por

8521' = —2(Ric(9));; + (Lwg)y; = =2 (Ric(g));; + ViWi + ViW;, @7)

g(0) = go,

em que W; = Y1, gjk.Wk. Segue da expressao (2.5) que o fluxo de Ricci-DeTurck é estritamente
parabdlico. Logo, para toda métrica inicial go existe € > 0 e uma tnica solucao ¢ (t) de (2.7) definida
para todo 0 <t < e.

Passo 2: Como existe uma solucao do fluxo de Ricci-DeTurck, a familia a um parametro de campos
W (t) definida pela expressao (2.3) existe para todo 0 < t < e. Nesse caso, existe uma familia a um

parametro ¢, : M — M (isto é, o fluxo ao longo do campo —W) definida pela seguinte EDO:

Sor(p) =W (g (p),1),

¢o (p) = Idy-

Como M é compacta, o Lema de Escape garante que nao ha curvas integrais de W (t) que nao estejam
definidas em todo R. Com isso, e com o teorema de existéncia e unicidade para fluxos dependentes do
tempo concluimos que existe uma tnica familia de difeomorfismos ¢, que estd definida para todo 0 <t < ¢.

Passo 3:

Afirmagao: A familia de métricas g (¢) := ¢fg (t), 0 <t < g, é a dnica solucao do fluxo de Ricci

97 _ _9Ric (7
7 ic(g) 2.8)
9(0) = go.
De fato, primeiramente notemos que
9(0) = g (0) = Idpg (0) = g (0) = go.

Além disso, a derivada de g possui a seguinte expressao:
J7; d , ., 0 . 0

atk = ot (vig (t)ik) = %B:O (90t+sg (t+ S)zk) = s (gt+s (d (@Hs) (05),d (90t+s) (ak)))\s:o

Ogtis 0
[( ?; ) (d (%0t+s) (9;) . d (%Jrs) (ak))] + [QHS (&sd (‘Pt+s) (0i),d (‘Pt+s) (ak)>]
5=0 s=0

o (o) 00 5 (o) @)

s=0
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_ <g~z> (d (@) (3),d(¢,) (Or)) + [Qws <§Sd (Pr1s) (05),d (pr1s) (@;))]

+ [gﬁs <d (1+5) (03) %d (o) (ak)ﬂ s=0
o)

~ (v (gg))k (g, A lpe) 040 @0)) +a1 (4000 5 (1) @0)

— (el (2mic(o) + Lwaa+ai (5 1(0s) 0,000 00) +ar (400D @), 5 dlores) @)

s=0

Usando o bom comportamento do pull-back do tensor de Ricci e a simetria de g, vemos que

ag;k = —2(Ric(#{9)ix + (i Lwyg (), + ot (;;S:()d (145) (D) d (1) (ak))

v (1000 @) () @0)

~ —2(Ric(ein) + (eiLwos )y + (57, (s @)

Agora notemos que

Crrs = (el ops00) = (o7 0 ps) 0t
e que

9 1

D50 P O] =d(er Y <§88_0sot+s> = (¢ 1), <§8|8_Osot+s) = (¢;1), (W(t).

Segue da defini¢ao de derivada de Lie (para mais detalhes veja a expressao (A.34)) que

(B s @) = (55, (e o) twta ) )

Dss=0 s s=0 = (ﬁ(so;l)*(vva)) (erg W)) :

1k ik

e portanto a derivada de g é um muiltiplo do tensor de Ricci, pois

( i (#irs9 (t)))

0s |s=0

d9; o (oF *
Otk = —2(Ric(¢i9)) + (@tﬁvv(t)g (t))zk

+

ik
= —2(Ric(¢}9))g + (0 Lwryg (1), + (E(w;l)*(W(t)) (vig (t)))

= —2(Ric(¢}9)) -

ik

Assim, g (t) = ¢fg(t) é de fato uma solugao de (2.8) para t € (0,¢]. Isso completa a demonstracao da

existéncia.
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Passo 4: Nos resta apenas mostrar a unicidade da solugao do fluxo de Ricci. Para isso, é suficiente
mostrar que toda solugao do fluxo de Ricci-DeTurck pode ser produzida a partir de uma solucao do fluxo
de Ricci apds uma reparametrizacao definida por um fluxo de calor de uma aplicacao harmonica.

Mais precisamente, seja {(M, g(t)) }c(o ) uma familia de variedades riemannianas satisfazendo o fluxo
de Ricci. Fixe (N ,E,%) outra variedade riemanniana e seja ¢y : M — N um difeomorfismo. Defina

¢: M x[0,T) — N como um fluxo de calor de uma aplica¢do harmonica de modo que
n .. ~
0.0 =Dy e = 2 77 (FOV) plt). (8),
i,j=1 g

onde tomamos V como a conexdo de Levi-Civita V9 (no tempo ¢) em T*M e a conexao pullback 200,

em ¢ (t)* TN. Nesse caso,

n

Dowie = 297 (*09) ¢ @ Z@”( OFs, (o). (0)) — 2(t)- (V5,7))

i,5=1 ! i,j=1

= anﬁ“ 20V, anaj (wﬁ) dp o (t) —i((vgﬁj) (W)) 0y
i,j=1 B=1 =1

- 37X (%) (0 () 2o ) - ((7h0) 1) 2,
ijy=1 B=1

=3 [ 200, () 05+ 0, () (00, 0500 1) - 3 (Thdk (1) 0, 0 1)
t,5,7=1 p=1 k=1

= > (3500 (6) 05+ 05 () (Fots @0)) - X (Th0k (60) 0,
4,7, y=1 k=1

Do i® = En: g7 iaiaj (WB> 0,3+0j( )(Vz th"‘aaaﬁ) 3 (ffj@k (W)) Oy
,5,7=1 p=1 k=1
_ i 7" iaza( )8g+6-(¢5>i(8 )(vaaaﬁ) n( O ( ))87
ijy=1 B=1 a=1 k=1
- 3 (00 () () X 0w Zr %= 3 (Thane) o
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= > [ Yaa e+ X 0 (¢F) @) T - S oTHo () | 8. (2.9)
~y=1 k=1

i’j?’y:]‘ B?a77:1
Passo 5: Agora vamos definir

g = (v®7") 700, (2.10)

uma métrica que depende do tempo em N. Afirmamos que essa métrica é solugao do fluxo de Ricci-

DeTurck. Para mostrar isso, observe que um céalculo direto, semelhante ao do Passo 3, fornece o seguinte:

Lema 2.2 Se g é uma métrica que depende do tempo em N definida pela expressio (2.10), entao

dg _1\* (99
o= (207) (m) TEvg
em que V, = — (cp*ﬁt)‘w_l(p), para todo p € N.

Demonstracao do Lema: A invariancia geométrica da curvatura implica que

(e (57) = v.(5) =200, Ricl@) = ~2Ric(e (0).7)

= —2ric((» (t)_l)*g)

= —2Ric(g).

A demonstragao segue da expressao do fluxo de Ricci - DeTurck (2.6).
Logo, tudo o que precisamos é relacionar o termo derivado de Lie ao da equagao de Ricci-DeTurck, ou
seja, queremos mostrar que V = W. A observacdo chave aqui ¢ a invariancia geométrica da "aplicacao

Laplaciano"refletido na seguinte proposic¢ao.

Proposicao 2.1 Considere K, M e N wariedades diferencidveis com um difeomorfismo ¢ : K — M e

uma aplicacdo suave p : M — N. Seja g uma métrica em M, h uma métrica em N e g :=1*g. Entao

ANACEIDE (Ag,w) o .

Note que A_zp el (p*T'N), e portanto (A@E(p) ot € T (P*¢*TN) =T ((poth)*TN). O resultado
nao é surpreendente: Ele afirma que a aplicacdo harmonica Laplaciana de uma aplicacdo de K a M

permanece inalterada se aplicarmos uma isometria a M.
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Demonstracao da Proposigao: Para todo p € K, precisamos mostrar que

(8,7 (0o1) (1) = (8,5%) (¥ ).

Para fazer isso para todo ponto p fixado, escolha um sistema de coordenadas (x’) para M em torno de
1 (p) e induza um sistema de coordenadas (y’ =2z'o 1/;) . Fixe um sistema de coordenadas (z%) para N

em torno de (¢ o) (p). Nesses sistemas, temos que
zopox t=zopopoyptoxl=zo0pogpo(zo)) t=z20(potp)oyt. (2.11)

Além disso,

9i; = (¥.9) (0, 0;) = g ("0, 9" 0;) = gij.

Segue da igualdade das métricas e da expressao dos simbolos de Christoffel em termos das mesmas

que ffj = Ffj Segue de (2.11) que p® = (p 0 ¥)“, e portanto,

<A§7g¢> (¥ (p) = i g7 iﬁﬁj(sﬁ)—if@%( Z 3( ) )T, aia

4,J,7=1 v=1 k=1 B,a,y=1
_ - —ij - ¥ ok O 9
= Y g [ Y00 (wow)) = Y Thak (v Z 0 ((pov)’) ai (e o)) Tl | 5a
1,7,y=1 y=1 k=1 B,a,y=1
= (A@g (po ¢)> (p) -
Agora podemos completar o argumento. Como V(p) = — (¢,0) (gp‘l(p)) = — (A@fﬁcp) (cp_l (p)), a

Proposicao 2.1 (com 1 = ¢! e N = M) e da igualdade (2.9) nos d4 que

V = — — (SDO‘P 1) :_Ag,E(IdM)
_ —z] Zaa Id’Y + Z a ( ) afda) - ff]ak (IdX/I) a’Y
7]7 1 Bran=1 =
= — Z 6]ﬁ6azra5 ZFU(S’Y]C 7
z,],'y 1 B, y=1
= =Y (T
,J,y=1
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Passo 6: Finalmente vamos mostrar a unicidade de solugao para o fluxo de Ricci. Suponha que
existam g;(t) solugoes do fluxo de Ricci, em que i = 1,2 e com condicao inicial §;(0) = g5(0). Tomando
N = M e ¢y(x) = x, produzimos solugoes g;(t) do fluxo de Ricci-DeTurck, com g;(0) = g;(0) = g,(0) =
92(0). Pela unicidade de solugoes do fluxo de Ricci-DeTurck, temos que ¢1(t) = g2(t), para todo ¢ no
intervalo comum de existéncia. Ou seja, W = szzl g% (Ffj — ff]) é 0 mesmo para as duas solugoes.
Os difeomorfismos ¢; (t) sao dados pelo fluxo de calor de uma aplicagdo harmoénica, e como antes, a

Proposicao 2.1 nos dé que

(Gri) (2.8) = (D 501 (2:8) = =W (s (2,)
v; (x,0) = x.

Assim, ¢, e @y sao solugdes do mesmo PVI, assim ¢, (z,t) = 4 (z,t) e portanto,

Gy = P592 = ©191 = G1-



Capitulo 3

O Principio do Maximo

Logo mais (no préximo capitulo), vamos demonstrar que dada uma variedade M, a unica solugao (M, g (t))
do fluxo de Ricci com g (0) = g existe em um intervalo maximal 0 < ¢ < T < oco. Além disso, na
demonstragao do Teorema da Esfera Suave, vamos submeter nossa variedade M ao fluxo de Ricci, isto é,
teremos uma familia {(M, g (t))},c;, em que ¢ pertence a um intervalo maximal de existéncia I = [0,7).
Veremos que a variedade (M, g (0)) possui uma "certa propriedade"e gostariamos que essa propriedade se
estendesse para todo t € I. Esses resultados sao possiveis gracas ao chamado Principio do Maximo, uma
ferramenta que, em nossas aplicagoes, garante a preservacao de um limitante inferior de uma dada funcao
definida em um intervalo semiaberto limitado da reta, desde que essa limitagao aconteca em um extremo
e essa funcao satisfaga uma certa equagao diferencial parcial. Este capitulo tem por objetivo enunciar e

demonstrar esse principio, que serd muito ttil na demonstragao do teorema final.

3.1 Resultados Preliminares

Iniciemos com algumas definicoes e resultados preliminares que contribuirdo para a coompreensao do
Principio do Médximo, bem como sua demonstracao e eventuais aplicagoes.

Seja E um espago vetorial de dimensao finita com produto interno e E* seu respectivo espago dual.
Um subconjunto A C F é um conjunto convexo se tv + (1 — t)w € A, para todo v,w € A e todo
t € [0,1]. Um subconjunto I' C E é um cone com vértice u € E se u+t(v—u) € T, para todo v € T’
e todo t > 0. Um semiespago ¢ um conjunto da forma {z € E : [(z) < ¢}, em que | é um funcional nao
nulo de E.

Nesse caso, temos que
c ~

l
1] = W(%) < T =G

i

Cc

BRI

l(z)<e¢

96
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para todo x pertencente ao semiespago. Isto é, podemos nos restringir apenas aos funcionais do conjunto
S*={we E*: ||w| =1}.

Considere um conjunto convexo fechado A C F e seja | um funcional linear em E. Um semiespago
de suporte para A é um semiespago {z € E : [(z) < ¢} em que ¢ é o supremo do conjunto {l(x) : x € A}.
O bordo do semiespago de suporte, isto é, {x € E : l(z) = ¢}, é chamado de hiperplano de suporte

para A . A funcgdo suporte de A é uma fungio s = s4 : E* — {0} — R U {oco} definida por
s(l) =sup{l(z):z € A} (3.1)

Temos a seguinte caracterizacao de conjuntos convexos fechados:

Teorema 3.1 Seja E um espacgo vetorial de dimensao finita com produto interno. Um conjunto convexo

fechado A C E é dado pela intersecao de seus semiespacos de suporte, isto é,

A= ({z€E:l(z)<s(1)}.

lesS*

Demonstracgao. De fato, pela prépria definicao de s (I) vemos que A estd contido em cada um dos

semiespacos de suporte, portanto,

Ac ({zeE l(x)<s)}.

leS*

Para provar a outra inclusao é suficiente mostrar que se y ¢ A entdo y ¢ m {r e E:l(x) <s(l)}, isto

leS*
é, existe [ € S* tal que I(y) > s(l). Seja = € A um ponto de A que realiza a distancia entre y e A (tal =

existe pela defini¢ao de distancia entre um ponto e um conjunto e pelo fato de A ser fechado) e defina
l:ze E—(z,y—x) €R.
A linearidade de (-,y — x) nos garante a linearidade de [. Além disso, como x € A e y ¢ A, entao
Uy — ) =|ly—=|*>0,

ou seja, | € E* — {0}. Defina [ := ﬁ € S*. Se l(w) > I(x) para algum w € A, como tw + (1 —t)z € A,
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para todo 0 < ¢ <1 (pois A é convexo), e além disso,

%tzolly—(7fw+(1—t)ff)||2 = —2(w—z,y— (tw+ (1 - 1)1)),_g = —2(w — z,y — x)
= 2(w,y—x)—2(—z,y —x)
= —2(l(w) = U(z))

o[l <Z(w) —’[(x)) <0.

ou seja, para pontos p suficientemente préximos de z no segmento Zw, temos que d (y,p) < d(y,x) mas

como A é convexo, segue que p € A, e isso é um absurdo pela defini¢ao de x. Portanto, I(z) = s(I).
Porém,

o .
I(y) — 1) = Uy — ) = l(yuzn = a o

Para um conjunto fechado e convexo A C F, a funcdo d4 : F — R dada por
da(y) =inf{lly —z| : z € A}

possui uma caracterizagao em termos da funcéo suporte de A:

Teorema 3.2 Seja E um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno e A C E um subconjunto

convexo e fechado. Para todoy ¢ A,

da(y) =sup{l(y) —s(l): 1€ S}

Demonstragao. Como A é fechado, existe z € A tal que d4 (y) = ||y — z|| . Para todo | € S*,

Hy)—sl) = Uy - Sgp{l(v) v e A <U(y) —Uz) =y —2) <[y —2)| <[t lly — =l = lly — =]

= da(y),

ou seja, d4 (y) € um limitante superior para o conjunto {l(y) — s(l) : L € S*}. Tome o seguinte funcional

definido em FE:
<y -, >
I(-) = ~+——-.
ly — ]
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Como [ é continua, entao |l(v)| < ||| ||v]], para todo v € A. Notemos que se ||[v|| = 1, entao

Ly = =m0 _ =l o

< = [Jol =1
ly — =] ly — || ’

Yy—x
ly—=[[’

ou seja, pela definigdo de norma de uma transformacao linear, ||/|| < 1. Tomando v = obtemos a

igualdade, portanto [ € S*. Queremos mostrar que

ly =zl =1(y) —s(1).
Se isolarmos s (1), veremos que

-y lly—=
ly =zl [y -zl

s0) = 1)~ ly—af = Y0

y—zy—(y—=) ({y—==2
ly — | ly — =

ly — =l =

= 1(2),

isto é, basta mostrarmos que s (1) = [ ().
Primeiramente, usando o teorema do completamento e o processo de ortogonalizacdo de Gram-

Schmidt, podemos escrever x € A da seguinte maneira:
.Z':Oé(y—.’,U)—FﬁN,

em que {((y—z),N) =0e «, € R. Isolando o vemos que

_(wy—a) Uz
o= 5 = ,
ly —=*  ly — =]l

ou seja, [ (z) é justamente a norma da componente de z na dire¢ao do vetor unitério ﬁ

Seja C C E o subconjunto dos pontos de E cuja projecao na diregao de ﬁ possui norma igual a

[ (z). Portanto C separa F em dois semiespagos, ET e E~, em que

ET = {z€E:l(2)>I1(z)},

E- = {z€E:l(2) <l(z)},

isto ¢, E = ETUCUE™~ em que os subconjuntos sio disjuntos dois a dois. Vamos mostrar que A ¢ E~UC
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(que é a prépria defini¢ao de s (1)): De fato,

)~ Ua) =Ly — o) = Ty a0

isto ¢, y € ET. Seja B C E a bola de centro y e raio ||y — z||. Por construgao, C' é tangente & B em . Se
existe um ponto 2’ € (AN ET) — {z}, segue que 2’ ¢ C, logo a reta r que passa por x cujo vetor diretor
é v — 2’ nio é tangente & B, e como B e 7’ estdo no mesmo semiespaco ET, entdo existe um ponto do
segmento xz’ que estd em dB. Como B ¢ convexa (mais que isso: é uma bola) entdo um ponto qualquer p
no interior de x2’ estd no interior de B, ou seja, d (y,p) < d (y,x). Mas x e 2’ estdo em A, que é convexo,
logo p € A. Absurdo, pois x = d (A, y). Portanto A C E~ UC. (]

Considere agora U C R"™ um aberto e f : U — R uma fungado suave. Se f possui um minimo local
em algum ponto p € U, segue que Vf (p) =0e Af (p) > 0. Isso segue do teste da segunda derivada para
fungdes de uma varidgvel: Dado v € R", a fungdo ¢ — f,(¢) := f(p+tv) possui um minimo local em ¢ = 0,

ou seja, segue que

£7(0)

AV

portanto, temos que

0= %tzo{f(pﬂv)} =g(Vf(p),v),

para todo v € R"™, ou seja, Vf(p) = 0. Além disso, note que a derivada de f, pode ser escrita como

Fu(e) = 5 (F07) (1) = dfy (),

onde v (t) := p + te;, para todo t € R. Segue disso que
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Portanto, segue do teorema de Schwarz que em ¢t = 0 temos

0 < 20=9(4FHWw)=a(v () w0

0 [of _32f
- o () o=,

para todo i = 1,...,n, onde {¢;};~, ¢ a base canénica do R™. Logo, temos que

(Af)(p)=)_ 53 ) =20
g z‘:lael2 g

Em uma variedade riemanniana qualquer, utilizamos um argumento generalizado baseado nas geo-

désicas do ambiente, ou seja, utilizando a fungdo t — f,(t) := f(exp, (tv)) obtendo o seguinte resultado:

Lema 3.1 (Teste da Segunda Derivada) Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional e seja

uw: M — R uma funcio C%. Se u possui um ponto de minimo local p € M, entéio
Vu(p) =0 e (Au) (p) > 0.

Demonstracao. Dado v € T,M, defina a seguinte fungao: ¢ — u,(t) := uwo~y(t), em que 7y (t) :=

exp,, (tv). Segue que u, possui um ponto de minimo local em ¢ = 0, logo

ou seja, temos que

d

= di o {u(exp, (tv))} = du. <c(lit|t:0 exp,, (tv)> = dup.v = g (Vu(p),v)

para todo v € T, M, ou seja,
Vu (p) = 0.

Segue do raciocinio ja efetuado antes do lema que

wt) =g (Fuom 0.7 ) +9 (Vo 0, 0).
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Como 7 (t) é uma geodésica, segue que Dd—zl (t) =0, ou seja,

uy(t) =g (ft (Vuory) (1), (t)> =9 (Vi (Vo)) 07 (1) 7' (1) = (V) (Y () 7' (1))

logo, em t =0:

0<ul(0)= (VZU)W(O) (7' (0),7'(0)) = (V2u)p (v,v).
para todo v € T, M. Logo, usando a defini¢ao do Laplaciano e que o traco independe da base, segue que:

n

(Aw) (p) = Tr (V2u) =Y (V?u)  (Ei E;) >0,
i=1

onde {E;};"; ¢ uma base ortonormal de T, M. ]

3.2 Duas Versoes do Principio do Maximo

O Principio do Médximo é uma ferramenta muito 1itil na resolucao de equacoes diferenciais e serd utilizada
na demonstracao do Teorema da Esfera Suave. Usaremos tal principio em sua versao mais geral para
campos vetoriais. O Principio do Méximo mais simples é o escalar, para métricas que dependem do

tempo:

Proposicao 3.1 (Principio do Maximo Escalar) Considere uma familia suave de métricas rieman-

nianas {g ()}, ) sobre uma variedade diferencidvel compacta M tal que uw: M x [0,T) — R satisfaz

ou

E — Ag(t)u Z 0.

Se u (-,0) > ¢ para algum c € R, entao u(x,t) > ¢ para todo (z,t) € M x [0,T).

Demonstracgao. Dado € > 0 defina u. (z,t) := u (z,t)+e (1 +t), em que (z,t) € M x[0,T). Notemos
que

Ue (2,0) =u(z,0) +e(1+0) =u(z,0) + ¢ > u(x,0) >c, (3.2)

para todo = € M.
Afirmagao 1: Existe Ty € (0,7T) tal que u. (z,t) > ¢, para todo (z,t) € M x [0,Tp).
Como u. é continua, segue da desigualdade (3.2) que, para todo x € M, existe um aberto A, C M e

ty > 0 tal que u. (p,t) > ¢, para todo (p,t) € Az x [0,t;). Como M é compacta e M = Uzepr Ay, entao
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n

existem {z1,...,z,} C M tal que M = U Az,. Escolhendo Ty = min {t1, ..., t,}, obtemos u. (z,t) > c,
i=1

para todo (z,t) € M x [0,Tp), isso demonstra a Afirmacao 1.

Agora defina o seguinte:
Ts =sup{to € [0,T) : uc (z,t) > ¢, para todo (z,t) € M x [0,%9)}

Por construcgao, temos que Ts > Tp.
Afirmagao 2: T, =1T.
De fato, suponha, por absurdo, que Ty < T. Segue da definigdo de Ts e da continuidade de u que

existe zg € M tal que
i ue (29,Ts) = ¢
il. uc (x,t) > ¢, para todo (x,t) € M x [0, Ty).
iii. wu. (x,Ts) > ¢, para todo z € M.
Como T ¢ minimo da fungao w. (zo,-) : [0,7s] — R, segue que

Oue

ot 4 (ue (20,)) (Ts) < 0.

dt

(x(), TS) =

Por outro lado, a funcdo u. (-, 7s) : M — R, possui um ponto de minimo em zy. Logo, pelo Lema anterior:

0 < Ay (ue (-, T%)) (z0) = (Agyue) (wo, Ts) .

Como
Oue ou
ot — Ag(t)ua = E +e— Ag(t)u >e> 0
segue que
O,
0> == (20, Ts) > (Bgyue) (w0, T5) 2 0,

0 que é um absurdo. Essa contradicao conclui a demonstracao da Afirmacao 2.

Segue da Afirmacao 2 e da defini¢do de T que

ue (z,t) > ¢, para todo (z,t) € M x [0,T).
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Como ¢ foi escolhido arbitrariamente, fazendo € — 0, obtemos
u(z,t) > c, (x,t) € M x [0,T).

]

Antes de enunciar o Principio do Méximo para campos de vetores, precisamos das seguintes defini¢oes
(que sado adaptacoes de defini¢oes mais gerais para uma variedade diferencidvel da forma M x R):

Seja E um fibrado vetorial (para mais detalhes veja as Defini¢oes A.3 e A.4) sobre uma variedade
diferencidvel da forma M x R. Um subconjunto {2 C E ¢é dito convexo na fibra se, para cada (x,t) €
M x R, o conjunto Qs = QN E( ;) ¢ um subconjunto convexo do espago vetorial E, ;). Seja E* o
fibrado dual referente a E (para mais detalhes veja a Segao A). Definimos a fung¢ao suporte s : E* — R
de Q por

s (z,t,1) :==sup {I(v) : v € Quyp C By} - (3.3)

Dado (z,t) € M x R, o cone normal, N,Q, ;) C E&t), de (4 em um ponto v € 9, 4 ¢ definido

pelo seguinte conjunto:

NoQz. ) = {l € By 1(v) = s (.8, l)} :

Dado (z,t) € M x R, o cone tangente, TyQ(z,t) C Es,1), € definido pelo seguinte conjunto:

TQ0n = (| {2€Euy:iz) <0} (3.4)

IENVQ (44
Definicao 3.1 Seja E um fibrado vetorial em uma variedade diferencidvel da forma M xR, e Q C E
convexo na fibra. Seja F : E — E uma aplicagdo tal que F (E(z,t)) C B4, para todo (z,t) € M x R.
Dizemos que F' aponta para dentro de Q) se F (x,t,v) € T,Q,4), para todo (z,t,v) € 0Qy4) N By ).
Mais ainda, dizemos que F' aponta estritamente para dentro de Q) se F (x,t,v) estd no interior de

TyQ(zt), para todo (x,t,v) € Oy 1y N By y)-

Suponha que o fibrado vetorial E seja munido de uma conexao V (para mais detalhes veja a Definigao
A.14). Dizemos que €2 C E ¢é invariante por transporte paralelo pela conexdo V se para toda curva
suave v em M x R e todo vetor V € {1 (gy, 0 campo transporte paralelo de Vp ao longo de v estd contido

em .
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Além disso, vamos definir o operador L : I' (E) — I' (E), em que
L(u) (:E?t) = (Vatu) (.’L‘,t) - (Au) (CB,t) - (VVU) (:E’t) - F(fL‘,t, u (CL’,t)), (35)

para todo (z,t) € M xR, em que V' é uma secao suave do fibrado tangente espacial G (para mais detalhes
veja a expressao (A.17)) e F': E — E uma aplicagao tal que F’ (E(x,t)) C B

Com estas nogoes em mente, conseguimos compreender o seguinte resultado:

Teorema 3.3 (Principio do Maximo para Fibrados Vetoriais) Seja (E,V) um fibrado vetorial com
conexao de Levi-Civita em uma variedade riemanniana da forma M xR com M compacta, 2 C E um sub-
conjunto fechado, convexo na fibra e invariante por transporte paralelo com respeito a V. Seja F': E — E
uma aplicacao tal que F (E(m)) C E(y1), para todo (v,t) € M x R e que aponta para dentro de ). Se

u € I'(E) é solugao da equagao diferencial parcial L(u) = 0, isto €, tal que
(Vo,u) (z,1) = (Au) (,1) + (Vvu) (z,1) + F(2,t, u(z,1)), (3.6)

em que V é uma se¢cdo suave do fibrado tangente espacial G, e u(xz,ty) € , para todo x € M, entdo

u(z,t) € Q, para todo (x,t) € M X [to,T).
Demonstracao. Seja o chamado fibrado esférico S* C E*, definido por
Stesy = {1 € By s U =1},
para todo (z,t) € M X [to,T). Seja f: S* — R, definida por
fz,t,l) =1 (u(zx,t)) — S(2,t) (x,t,1),

em que s,y ¢ a fungdo suporte de €, ;) definida pela expressio (3.1). Pelo Teorema 3.2, para cada
(z,t) € M x [to,T), o supremo de {f (x,t,1) : 1 € S*} nos d4 a distancia de u (z,t) ao conjunto €, ;).

Portanto basta mostrar que f < 0 em S*. Em particular, a condigao u (z,ty) € Q(z,t0) nos diz que
f (1‘, to, l) =1 (u (ac, to)) = S(z,to) (ac, to, l) <0, (.%', to, l) e S*.

Vamos mostrar que a desigualdade acima se mantém para todo ¢ € [tg,T'). Nossa estratégia serd mostrar

que existe uma constante C' € R tal que f—e°C* < 0 para todo ¢ > 0. Primeiramente, vamos nos restringir
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a um dominio compacto: Sabemos que u é suave em M X [tg,t1], para todo t; € R tal que T' > t1 > to.
Como esse novo conjunto é compacto (produto de compactos), existe K > 0 tal que ||u (z,t)|] < K, em

M x [to, t1]. Dados vi,v2 € E(, 4 tais que [lv1]], [|va]] < 2K, como F' é suave, existe L > 0 tal que
[ (2,t,02) = F (2,8, 01)|| < Ljvg — o]

De fato, se v1 = v9 temos uma igualdade trivial. Caso contrario, a fungéo

HF(xatvUQ)iF(xvtaUl)H

eR
[v2 — v

(a:,t) e M x [t07t1] —

é suave e definida em um compacto, logo é limitada.

Escolhendo ¢y > 0 de modo que
506(L+1)(t1—t0) <K

9

vamos demonstrar que

f— gelLHD(Et0) < 0 em M x [to, t1],

para todo € < go: Como f (z,t9,l) < 0 a desigualdade acima é estrita em ¢ = tg. Suponhamos, por
absurdo, que a desigualdade acima nao valha sempre. Segue de um raciocinio andlogo ao efetuado na

demonstracao da Proposi¢ao 3.1 que existe (f,th) € S* tal que
f (5?2) — eelEHD(I=t0) — (3.7)

e além disso,

[z, t,l) — gelLHD(t=to) < (3.8)

para todo (z,t,l) € Sz‘w ¢ com to <t < t. Como Q(gg) é fechado, existe v € Q(E;) tal que v é o ponto de

Q(gg) que estd mais préximo de u (5,%) Pelo Teorema 3.2

Hv —u (E,%)H =sup{f (f,tN,l) le S} < ceLAD(=t0) < K,

para todo € < gq, onde foi usado a expressao (3.8) na primeira desigualdade. Como Hu (35, f) H < K, entao

Joll = o —w (@0 +u @D < o —u @D + |u @] <2K.



3.2. Duas Versoes do Principio do Mdzximo 67

Pela definicao de L, obtemos
|F (z,t,0) = F (z,t,u(7,%))|| < L|jv—u(z,7)] < LD (F-t0)

Afirmacgao 1: [ € NUQ( ot

‘;‘E7

De fato, pela demonstragao do Teorema 3.2, para termos o médximo de f, devemos tomar

W@ -w)
@ o

A demonstracao do Teorema 3.1 nos diz que v é o ponto de maximo de [, isto é, [ (v) = s (5, i l), portanto
le Nyﬂ(ga, isso demonstra a Afirmagao 1.

A condigao de que F aponta para dentro de 2 implica que
I (F (z,t,v)) <0.
Em uma vizinhanca U de (E,E), estenda [ a uma secao suave de E* por transporte paralelo ao longo de
geodésicas em M que partem de Z. Como a conexao em E é compativel com a métrica, segue que
D

_ 9 <dtl(m,t) (©) 1 by (v)> =2(Valwy (v) Ly (v))

0 2
5; It ()]

ou seja, em U ainda temos que [(, ) € S*. Dentro da Afirmacao 1, também afirmamos o seguinte:
Afirmagao 2: Para esse [, a fungao (z,t) — s (a:,t, l(m,t)) é constante em U.

O transporte paralelo ao longo das curvas indicadas acima induzem as seguintes aplicagoes:

P:(x,t,v9) €U x E(ﬂ») —vekE,
P (:ctf) €U X Blypy =l € B,

onde v € E(, ;) é o transporte paralelo de vg ao longo das geodésicas e [, 4) (v) := 1 (z1) (vo). A invariancia

de Q pelo transporte paralelo implica que

P (:c t, Q(ﬂ)) — Qs (3.9)
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para todo (x,t) € U. A definicdo da conexao dual (para mais detalhes veja a Proposigao A.9) implica

que

V3, (P* (mf)) (P(2,t,00) = Viles (P (@tv0)) = Vilwy (P (@t v0))
= V5, (l(:p,t) (v)) = Vv =0,

pois v € o transporte paralelo de vy, ou seja, (P* (33, t, 7)) (P (x,t,v0)) € constante ao longo das geodésicas.

Em particular, isso implica que

s (x,t, pP* (x,t,i)) = sup {P* (m,t,lF) (v):v e Q(m,t)}
(

= sup {P* x,t,f) (P (x,t,v0)) : vo € Q(E,Z)}

onde foi usado a expressao (3.9) na segunda igualdade. Isso demonstra a afirmagao 2.

Defina uma funcdo f em U da seguinte maneira:
fi(xt)eUwf (ac,t,l(m)) € R.

Pela construcio de [, f é suave em U. Mais ainda,

P8 =1 (2han) = f (7.01zp) = =10,

onde foi usada a expressao (3.7) na ultima igualdade, além disso,

f($,t) =f (x,tal(m,t)) < 56(L+1)(t_t0)a ($at) € M x [t07t]7

onde foi usada a expressao (3.8) na desigualdade. Segue do Lema 3.1 que as derivadas espaciais de f se

anulam em (%,f) e (AT) (%,%) < 0. Além disso, como f é suave em U, segue que

of ~~ d L)i—to)l — 9 (7 (LD —t0)) (~
o 0= g e V)= g (Foee V) @)

o 7 (5’54_ h) . 66(L+1)(Ftv+h7to) 7 (E,f) + 56(L+1)('t1t0)
B h—HEo h
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f (§,t~+ h) — ceLAD(Hh—to)
= Ilim
h=—0 h
> 0,

onde foi usada a expressao (3.7) na terceira igualdade e a expressao (3.8) na desigualdade, ou seja,

g{ (#1) — e (L + 1) D) > 0,

Como [ é paralela ao longo das geodésicas espaciais que partem de (35,%), temos a seguinte equacgao:

(v (1)) rvw) =

paratodoV e TMeW € E.

segue que

(5 ) 0 (5 1)) €990 (9 1)) 200
= 2(V (i) ) VW),

para todo U,V € TM e W € E, ou seja, V2l(§{) = 0. Em particular,

Alzzy = Tro (Vzz)) = Try (0) = 0.
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Pela definicdo de f, e pelo fato de [ ser constante ao longo das geodésicas espaciais

of 0 . o
e o (L (u) = s (1) = (Vo) (w) + 1 (Va,u) — 5 (s (1)
=1 (Vatu)

= 1((Au) + (Vyu) + F(u)),

onde foi usada a expressao (3.2) na peniltima igualdade e a expressao (3.6) na tultima. Além disso, temos

as seguintes equacoes:
Vf=V(lou—sol)=(VI)(u)+1(Vu)—V (sol) =1(Vu),

onde foi usada a Afirmagao 3.2 na tltima igualdade. Tomando {F;};"; uma base ortonormal em E,

vemos que

Af = A(lou—sol)=A(lou—sol)—A(s())=A(lowu)

= Y EEi(lou) =) Ei(Ei(lou))
i=1 i=1

= Y E(VeD) (w) +1(Vru)
=1

= Z {(szszl) ou+ (VEJ) (szu) + (VEZZ) (VEZU) +1 (VEszzu)}
i=1

= > (Ve Velou+2) (Vgl) (Veu)+1 (Z ininu>
i=1 i=1 i=1

= (A () +2) (Vi) (Veu) +1(Au)
=1
= [(Au),

onde foi usada a Afirmagao 3.2 na terceira igualdade. Usando estas duas equagoes, segue que

of

Fen " L((Au) + (Vyu) + F(u))
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Combinando esta equagao com as outras seguintes

Af) (7,t) <0

Vf=0

8 (@.7) — e (L +1)eHD(0) > g

P G.0) ~ P G (5 D) = bl ()] = Lo
1(F(7,t,v)) <0

11 =1

concluimos que

: %f( 7—5<L+1> (o)

= (A @D + (VW) @D +1(FGE Lu D) - F@Lv)) +1 (F@E ) — e (L+ 1) D)

IN

= Wwﬂ('3+Mmeu(AD—F@JWD+MF@jw»_5@+¢ﬁwﬂwqa
= I(F@, t,u(z,1) - F@,t,v) +1(F@,t0v) —e(L+1) o(L+1)(Ft0)

< 1(F@E tu(F 1) - F@ELv)) —e(L+1)eEHD0)

< l(F@ tou(3,t) - F@ tv)| —e(L+1) LA (Fto).

Pela definicdo da norma de um funcional linear, segue que

0 < [U||F@EEu(@ D) - F@ L) —e(@+1)etHDEn)
= [|[F(@ t,u(z,t) — F(@,t,v)|| —e(L+1) o(L+1) (o)
< Lo —u (@) - @+ 1))
—  LeeD(Ft0) _ o (L 4 1) D (Ft0)

= —ee(LH)(F{*tO) < 0.
Chegamos em uma contradi¢do. Ou seja, a inequacao
f — 86(L+1)(t7t0) < 0em M x [to,tl]

vale para todo € < gg. Portanto f <0 em M X [tg,t1]. A arbitrariedade de ¢; nos mostra que f < 0 em

M x [to, T). Portanto u (z,t) € Q(,4), para todo (x,t) € M x [to,T), como querfamos demonstrar. |
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3.3 Algumas Aplicacoes

Como uma primeira aplicagdo do Principio do Méximo para Fibrados Vetoriais, vamos usar o teorema no
caso mais simples possivel para provar a seguinte caracterizacao do fluxo quando um campo de vetores

preserva um conjunto convexo:

Coroldrio 3.1 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita, 2 C V um subconjunto fechado e convexo,
e F:[0,T] x V — V uma aplicagao tal que, para todo t € [0,T], F (t,-) aponta para dentro de S, isto é,
F (t,v) € T,$, para todo v € IQ. Entao o fluxo de F preserva 2, no sentido de que para todo ug € €2, a

solugdo da equagdo diferencial ordindria

G (w®)=F(tu(t)
u (0) = ug

: (3.10)

tem u (t) € , para todo t € [0,T] no intervalo de existéncia de u.

Demonstragao. Seja M = {z} uma variedade de dimensao zero e seja o fibrado vetorial trivial
E={z} x[0,T)xV = {(a:,t,v) :te[0,T),ve E(r,t)}
com a conexao trivial dada pela derivacao na direcao de t, ou seja,
(Va,u) (t) = u'(t)

para todo u € ' (E) ~ C* ([0,T),V). Como V tem dimensao finita, existe um produto interno em V.
Fixe h, um produto interno em V' e seja {h (t)}c(o 1), onde h(t) = h, para todo ¢ € [0,T) uma métrica
em E. Tome também Q = Q x [0,7) C E. Como produto de um convexo com um intervalo, é convexo,
garantimos a convexidade de Q. Como u depende apenas do tempo, segue que Au = 0. Portanto u

satisfaz a equagao (3.6) com X = 0, ou seja,

du

(Vou) (z,t) = — () = F(t,u(?)) = (Av) (,1) + (Vxu) (2,8) + F(z, 8, u(2,1)),

com z € M fixo, para todo t € [0,T). Como u (0) = ug € €, segue do Teorema 3.3 que u (t) € €2, para
todo t € [0, 7). [
Como uma ilustracao simples de como o Principio do Mdximo Escalar pode ser aplicado ao fluxo

de Ricci, consideremos a equagao de evolugao da curvatura escalar dada pela expressao (1.14). Como
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2|Ric|®> > 0, segue que
oS
a1 = B
Pelo Principio do Méximo Escalar, se existe ¢ € R tal que S (+,0) > ¢, entdo S > ¢. Nao conseguimos dizer
nada sobre limitantes superiores para S. Um resultado mais forte pode ser obtido ao notar a seguinte

desigualdade:
1 1
N 2 > . T - 2 — 2
|Ric|” > n( r (Ric)) nS ,

devido ao seguinte resultado:

Afirmagao 3.3.1 Seja (M™,g) uma variedade riemanniana de dimensdo n. Se T € TZ (M™), entdo

1 2
T > — (Try (T))?,
ou seja, temos que
n 1 n B 2
Z (T (Ei, E;))* > - Z 97T |
i,j=1 hj=1

onde {E;};_, € uma base ortonormal de T,M, para algum p € M arbitrdrio.

Demonstragao. De fato, como o trago independe da base em questdo, escolhendo a carta normal,

segue que gij = &L-j, portanto temos que

2

n n 2
(Try (1) = | ) ¢"Ty; | = (ZTM> :
=1

ij=1

Portanto, concluimos que :

n 2 n 2 n n
(Try (T))* = <ZTM> = (ZTzz]-) < (Zﬂ%) (Z 12)
i—1 i—1 i—1 i—1
= n <iT£> = n|T]2.
i—1

Para mais detalhes a respeito da desigualdade, veja o exercicio 7 do livro [7], na pédgina 20. ]

Usando esse fato, temos que

oS 2
E > Ag(t)S—i— gS .
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Defina Jp := inf {S (z,0) : x € M}. Usando o Coroldrio 3.1, obtemos que S (-,) > ¢ (), onde ¢ (t) é

solucao da seguinte equacao diferencial ordindria:

o _ 2 42
dt n
¢ (0) = Jo

Suponha Jy # 0. Nesse caso,por existéncia e unicidade de EDO, ¢ nao se anula em nenhum ponto. Logo

d¢
a _ 2
n

¢2

Integrando em ¢ em ambos os lados, obtemos que

1 2
- ——=—t+ K, K e R, (3.11
6@ n )
onde K é dado pela seguinte expressao:
1 1 2
—— =———=—0+K=K.
Jo #(0) n

Ou seja, substituindo o valor de K na expressao (3.11), vemos que

1 2 1 2J-n

o) n Do nJo

e portanto ¢ é dado pela seguinte igualdade:

t) = . 3.12
¢(t) = —— 2t 70 (3.12)
Se Jo = 0, entao a EDO se resume ao seguinte:
d 2 .2
@ =30
$(0)=0

=0¢ a xisténci ici Vi ¢ a uni 0.
Como ¢ = 0 é solucao e pelo teorema de existéncia e unicidade para EDO’s, vemos que é a tnica solucao

Notemos também que se substituirmos Jy = 0 na expressao (3.12) concluiremos que ¢ = 0. Portanto
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S(z,t) > ¢ (t), para todo (x,t) € M x [0,T), onde

Em particular, vemos que se Jy > 0, entao

n
n—2Jp=0t=—",
0 20

ou seja, ¢ (t) — oo quando t — ﬁ, logo o intervalo de existéncia do fluxo de Ricci nao pode conter

"estritamente"o intervalo [0, ﬁ) .
0

Estimativa de Tempo de Duplicagao

Outra aplicagao ttil do Principio do Méximo Escalar é a chamada estimativa de tempo de duplicacao,
que nos dé um limitante inferior no tempo necessdrio para a curvatura se tornar suficientemente grande.

Da equagao de evolucao da curvatura (demonstracao do Lema 4.1), segue que
. 2 3
50 7 = By | B+ C (n) [RI.

Portanto, se |R (-,0) | < K, entdo pelo Principio do Méximo Escalar, segue que |R (z,t)|? < ¢ (), (x,t) €
M % [0,T), onde ¢ : [0,T) — R ¢é solugao da seguinte EDO:

@ =C(n)g
¢(0) = K

Se K = 0, entdao ¢ = 0, ou seja R = 0. Suponhamos entdao que K > 0 (nunca é menor!), logo ¢ nao se

anula em nenhum ponto. Portanto podemos fazer

=C(n)t+J, J eR.
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Notemos que

i = = =Cn).0+J=1J,
K |K[] VK2 ¢ (0)
ou seja,
2 2 Kt—2
- _omyt- 2 -¢W
¢ (1) K K
Isolando ¢ (t), segue que
2K 2
t) =
¢(t) (C(n)Kt—2>
Como K > 0, )
2K
RP<|—" 3.13
Il _(C’(n)Kt—2> ’ (3.13)
ou seja,
2K
RI<—uro—. 3.14
| ‘_|C’(n)Kt—2| ( )
Notemos que
IC(n)Kt—2|>1<C(n)Kt—2>1ouC(n)Kt—2<—1.
Para o primeiro caso, temos que
3
t> .
~Cn)K
Como ¢ estd definida até t = W, desconsideramos este caso. Para o segundo caso, temos que
t < 1
~C(n)K’
Ou seja, temos que |R (z,t) | < 2K, em M x [0, W], onde [0,7T) é o intervalo maximal de existéncia

da solugao do fluxo de Ricci. Isso demonstra o seguinte resultado:

Teorema 3.4 (Estimativa de Tempo de Duplicagao) Seja g (t), t € [0,T), uma solugao do fluzo de

Ricci em uma variedade compacta M, com }RQ(O)‘ < K. Entao }Rg(t)‘ < 2K, para todo t € [0, W} ..



Capitulo 4

Existéncia a Longo Prazo

Nesse capitulo, vamos mostrar dois resultados (ou melhor, vamos apenas esbogar a demonstracao do
primeiro deles): O primeiro nos diz que se a curvatura riemanniana de uma solu¢ao do fluxo de Ricci é
limitada, entao podemos limitar suas derivadas covariantes também por uma constante, porém a mesma
depende do tempo. Além disso, mostraremos a existéncia de solugao para o fluxo de Ricci em um intervalo

de tempo maximal.

4.1 Regularidade: Estimativas Globais de Shi
Comecemos estimando as derivadas covariantes da curvatura riemanniana sob certas condicoes:

Teorema 4.1 (Estimativa de Bernstein - Bando - Shi) Considere uma variedade diferencidvel com-
pacta M™ e seja {g(t)},t €[0,T), uma familia suave de métricas riemannianas sobre M™ que é solugdo
do fluxo de Ricci. Entao, para cada p € N existe uma constante Cy,, dependendo apenas de n, tal que se a
curvatura riemanniana é limitada por uma constante K 2> 0, isto €, se |R (z,t)],;) < K em M™ x (0,T),

entao

K
(V7R) <x,t>\g<t)<min{e0ﬂ“ sup [(V7R) <x,o>rg(0);cpmax{f<”f;p}},
Mx{0} 2

para todo (x,t) € M™ x (0,T).

Observagao 4.1 Para evitar uma notagdo carregada na demonstracao adotaremos a sequinte convencao:
Se A e B sao dois tensores em uma variedade riemanniana, denotemos por A x B qualquer combinacao

linear de tensores obtida do produto tensorial A ® B por uma ou mais das sequintes operagoes:

1. Soma sobre pares de indices superiores e inferiores correspondentes;
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2. Contracao nos indices superiores em relacdo & métrica;

3. Contragao nos indices inferiores em relacao & métrica dual.
Para a (ideia da) demonstragao do Teorema 4.1, precisamos do seguinte resultado preliminar:

Lema 4.1 Suponha que, sob o fluxo de Ricci, o tensor A satisfaz
Vo A=AA+ B,

onde B é um tensor do mesmo tipo de A, e V é a conexdo no fibrado tangente espacial G definido por

(A.17). Entdo o quadrado de sua norma satisfaz a sequinte equagdo:
0
o AP = A AP —2|VA]* +2(B, A).
Demonstragao. De fato, usando o referencial geodésico notemos que

AlAP = Tr, (V214P) = Zn: 979 (Vo V1A, 0;) = zn:g (VaviaP,a)

ig=1 i=1
n n

= > g VaV| Y. (L))o
i=1 i1yremip=1

_ znj 9 (Vo v ((Aii)?) . 0) = znj 9(Va, {244,..4,V (Ai,.i))} )

2,01, 0 =1 8,21, 0 =1
= 2 Z {g (81 (Alllk) Vv (Alllk) ,81) +g (A”Zkv(')lv (Alllk) ,82)}

U501, =1

= 2 Z 0i (Aiy-iy) 9 (V (Aiy i), 0i) + 2 Z Aiy i, g Vo,V (Aiy.iy) , 0i)

401,00 =1 501,000k =1

n

=2 > ai(Ail...ik)g(Zaa(Ail...ik)aa,ai>+2 > Aii A (A )

8,81, =1 a=1 B,01, =1
n n
= 2 Z (& (Az1lk))2 + 2 Z A“ZkA (A“Zk) .
iy01, =1 iyi1, =1

Usando coordenadas normais, vemos que

n

AAP = 2 > (0(Ana))?+2 D Ai (AA),

481,00 =1 81,0 =1

= 2(VA,VA) +2(A AA).
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Segue dessa igualdade e da hipdtese que

0,,2 O 0 9 9

— A" ==(A,A) =2( =A,A)=2({AA+ B, A) =A|A|" —2|VA 2(B,A).

o AR = 5 (A ) =2( A A) = 2(AA+ B.A) = AAP ~2 VAR +2 (5,4

]
Mais ainda, usando a expressao
[Vt, VZ] A = VtVZA - VthA =R (Vt, VZ) A = VR % A
do Teorema A.5 e usando que
[V,A]A=VAA-AVA=RxVA+VRx A

vemos que VA também satisfaz a seguinte equacao:

Vo, VA = VR+A+VVA=VR*xA+V(AA+B)=VR+A+VAA+VB (4.1)

= VR+«A+R*xVA+VR+xA+AVA+ VB

~ VRxA+RxVA+AVA+VB.

Ideia da demonstracao do Teorema 4.1. A prova serd feita por indugdo em p. Primeiramente

comecemos com p = 1: Usando a x-convencao e o Teorema 1.3, vemos que

OR
— =A .
5 R+RxR

Usando o Lema 4.1 com A= R e B= R=x* R, vemos que
LT 2 2 _ 2 2
Bt‘R’ =A|R|"=2|VR|"+2(B,R) =A|R|"—2|VR|"+ R+« RxR. (4.2)

Mais ainda, usando o Lema 4.1 novamente, agora com A = VR e B = Rx VR, &€ possivel mostrar que

(em conjungao com a expressao (4.1)) que

gt IVR> = A|VR] —2|V?R|> +2(B,VR) = A|VR|> = 2|V?R|"+ RxVR+VR.  (4.3)
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Gostarfamos de estimar |VR\2 com estas equagoes. Contudo hd uma ou duas dificuldades: A primeira é
o termo R x VR * VR, que é potencialmente dificil de estimar. O segundo é que nao temos controle de

\VR|2 em t = 0. Para limpar estes obstaculos, vamos definir
F:=t|VR?+|R).

Com essa escolha, vemos que o termo incontroldvel ]VR\Q desaparece em t = 0. Segue da hipétese que
Fyo =|R|* < K*.

E para ¢ suficientemente pequeno, o termo ruim na expressao (4.3) pode ser controlado pelo termo bom

—2|VR|? da expressao (4.2). Temos que

oF

0 0 2
2 2 2 2 2 2

_ — |VR?+t—|VR?+ = |R]? = |VR]?> +tA|VR|> — 2t |V2R
5 \ !+9t! | 925\| VR IVR| | |

+tR+*VR*VR+A|R>—2|VR>+ R« R+ R
- A(t|VR|2) —2t|V?R|* +tR*VR* VR+ AR — [VR]?+ Rx R+ R
_ A(t|VR|2+|R|2> —2t|V2R[* + tR« VR« VR — |VR? + R+ R+ R

— AF—2t|V?R|+tR+VR*VR— |VR*+ Rx R+ R.

Com essa igualdade, pode-se mostrar que existem constantes C1,Cy € R tais que

F
%t < AF + (tC1K — 1) VR[> + Co K3,

Para 0 <t < CHLK segue que

F
%t < AF + (tC1K — 1) |[VR? + Co K3 < AF + G, K3,

ou seja, vemos que L(F) < L (K2 + t02K3), onde L é o operador do Principio do Méximo (para mais

detalhes veja a expressdo (3.5)). E como Fj;_y < K? = K? 4+ 0C3 K3, segue do Principio do Maximo que

t|IVR]* + |R* < K2 + tCL K3,
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ou seja,

1 Cs
tHIVRP? < K2 4+ 1O, K3 < K24+ — (oK% = (1 4+ 22 ) K2.
] \ < +tCo < +ClK 2 +Cl

Set > ClLK’ olhemos para o intervalo [t — ClLK? t} . Como esse intervalo é apenas a translagao do intervalo
[(), C&LK} pela constante ¢t — ClLK, vemos que todas as derivadas terao o mesmo valor de antes, ou seja, se
J € [t — CILK,t], entao

OF

Z_ () < AF K3
at (])— +02 )

usando novamente o Principio do Maximo, vemos que

JIVR]* < <1 + 02) K2,
C

em particular, a desigualdade acima é valida para j = t. Logo
1 2 2 Ca\ 2
—— |VR|" <t|VR]" < [1+ = | K=,
ChK | ’ ‘ | B < + 4
ou seja, isolando |VR|? vemos que

IVR]> < (C) + Cy) K3,

para todo t > ClLK Segue disso que

(1+&) K2

|VR|* < max ;

;(01 —I-CQ) K3

Logo, provamos o caso em que p = 1. Usando a expressao (4.1), podemos provar por indugao que

k
gtka —A (ka) + ; VIR« VF IR,

Segue do Lema 4.1 que

% ‘ka)Z — A ‘v’ch 9 ‘V’““R‘z + zkjij « VIR + VFR.
=0
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Agora seja

p 2
G =t |VPR>+ 6,3 apt?* ‘V”_kR‘ .
k=1

Procuramos aplicar as mesmas técnicas de EDP como antes, com escolhas adequadas das constantes ﬁ;,s.
De fato, em [0, C’LK] podemos mostrar que % < AGHB,K 3. Segue do Principio do Méximo, conseguimos

encontrar uma constante (/Z\’p dependendo de p e n tal que
—2 2
supG (z,t) < C, K~°.
x

Se t > &, 0 mesmo argumento em [t — &, t] nos dé que

[SIS]

VPR]? < (C(p) K) K% = C (p) K5,

4.2 Existéncia a Longo Prazo

Nesta secao, vamos mostrar a existéncia da tnica solugao para o fluxo de Ricci em um intervalo de tempo
maximal.

Considere (M,g(t)), t € [0,7), uma solugao do fluxo de Ricci. Dizemos que [0,7') é o intervalo
maximal de existéncia se T' = oo ou T' < 0o e nao existir € > 0 e uma solugao suave g (t), t € [0,T + ¢)
tal que g(t) = g(t) em [0,7). Para o segundo caso, quando T é finito, dizemos que ¢ (¢) tem uma
singularidade em 7', ou simplesmente que ¢ (t), t € [0,7), ¢ uma solugao singular. De agora em
diante, vamos falar sobre o fluxo de Ricci com métrica inicial g em um intervalo maximal de tempo

[0,7).

Teorema 4.2 (Existéncia a Longo Prazo) Em uma variedade compacta M com métrica inicial suave
go, a unica solugao g (t) do fluxo de Ricci com g (0) = go existe em um intervalo mazximal 0 <t < T < 0.

Mais ainda, T < 0o apenas se a curvatura riemanniana respeita o sequinte limite:

lim sup |R (z,t)| = 0.
=T zeM

Para demonstrar esse teorema, precisamos de limitantes para a métrica e suas derivadas:
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Lema 4.2 Considere uma familia de variedades riemannianas (M, g (t)), t € [0, 7] que é solugao do fluzo
de Ricci, onde 7 < oo. Se o tensor de Ricci é limitado por uma constante K, isto é, |Ric| < K em
M x [0, 7] entao

e g (0) < g (1) < g (0),

para todo t € [0,7]. Onde entendemos por go > ¢1 se g2 — g1 €é uma mélrica fracamente positiva

definida.

Demonstracao. Seja x € M. Para todo v € T,, M nao nulo, temos que

0 .
&g(aat) (Uv ’U) = _2R7'C(x,t) (’U, 1}) )

e portanto, pela teoria de Analise Funcional,

0
’atg(w,t) (v,v)

=2 ‘Ric(x,t) (v,v)| < 2|Ric| I(ay) (V,0).
g(t)

Segue disso que

= [ gg) (0,0) =g (v,0)] =

/t2
t1

‘ln 9(x,t2) (Ua U)

/t2 %g(:c,t) (U7 U) d
Ot 2T Lt
9(z,t1) (v,v) t

L 9 (0,0)

o)
dtZ/t2 ‘Eg(m,t) (U’U)‘dt
t

%g(m,t) (U, U)

IN

Y(wt) (V,0) L 9y (v,0)
to 2 R , to
< / il 9w (V) o el [ at = 2 Riel (ts — 1)
t1 g(x,t) ('U, 1}) t1

Fazendo t; = 0 e t3 = t, vemos que

n (1) ('U, ’U)

1 < 2|Ric|t < 2Kt.
9(x,0) (’U, v
Portanto temos que
v,V
9Kt <1In <g(”)()> < 2Kt.
9(@,0) (V,0)
Aplicando a exponencial obtemos o resultado. [

Lema 4.3 Considere uma variedade diferencidvel M e five uma métrica G e uma conexdo YV em M.
Para toda solugao suave g (t) do fluzo de Ricci em M x [0,T), tal que o supremo da norma da curvatura

riemanniana é limitada por uma constante K > 0, isto é, SUP a7 [0,T) |R| < K, existem constantes Cy,
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q € N, tais que
sup ‘V(Q)g (x,t)) <,
Mx[0,T) g
Demonstracgao. E suficiente provar por inducao que
;V(q)g = Z V7O R V(jl)g Kook V(jm)g. (4.4)
Jo++im=q
O caso q = 1 serd provado como segue: Como V independe do tempo, segue que
0= = 0 = . = .
5 Vo ) = Vo | 5.1 | = Vo, (=2Ricw) = =2V, (Ricy)
= -2 (ﬁaz Ric) 6l 2Ric (val Ok, 81) — 2Ric (3k, ﬁai 81)
= —2(VRic),,, — 2Ric (Va,0k, ;) — 2Ric (O, Vo, 01)
= —2(VRic),, — 2Ric (Z 7O, al> — 2Ric (ak, > ry;am>
m=1 m=1
= —2(VRic),; —2 Y Ric(T0m,0) —2 Y Ric(0k, Tjf0m)
m=1 m=1
e como os simbolos de Christoffel sao dados por
m 1 S km
I'ij =35 > {0igjk + 039k — Ogis} 9",
k=1
segue que
o _ _ _
5 Vi (gm) = VR + R* Vg
O passo de indugao agora ¢é simples, se a igualdade (4.4) é vilida para algum ¢ € N, entao
I, _ go2g9,_v S TR T T
ot ot . .
Jot+ijm=q
_ Z <§(jo+1)R R vACO) §g> N v(jl)g ek V(jm)g
]0++]m:q
4 Z V(]O)R " v(Jl"Fl)g % *V(]m)g S Z V]()R *v(]l)g R ﬁ(]m"‘l)g

JorteTim=g ort-tim=a
_ Z T R 4 v(h)g o *v(]m)g
Jotrrtim=q+1
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Agora podemos usar a expressao (4.4) para deduzir os limites necessdrios para o Lema por inducao

em q. Isto é, se controlamos V-derivadas de ¢ até a ordem ¢, entdo temos
o 1 2 _
7‘V(Q+l)g’ SC 1+’v(Q+l)g’ ,
ot g g

o que implica em um limite nas derivadas de ordem ¢ + 1 ja que o intervalo de tempo ¢é finito. [
Demonstragao do Teorema 8.4. Por contrapositiva, suponha que existe uma sequéncia {t;};.y

tal que t; "2%° T ¢ uma constante K € R independente de 7 tal que
sup |R (-, t;)| < K,
M

em particular, para pelo tempo de duplicagao (expressao (3.13)), segue que

2K

IR (-,t)] < 2-KC(n)(t—t;)’

para todo t > t; e todo x € M. Segue que, para ¢ suficientemente grande de modo que t; =T —¢, € > 0:

2K

RO s Reme— @ —o)

para todo t € [T —¢,T]. Assim, |R| < K em [0, 7).
Afirmagao: A métrica g (t) pode ser estendida suavemente de [0,7) para [0,77] .

De fato, pelos Lemas 4.2 e 4.3, segue que

(atz) (0,V)

< 2|Ric|t < 2K |ty — t1] .
9(z,t1) (’U,U)

In

llng(m,b) (’U,U) - lng(x,tl) (Uv ’U)‘ =

Ou seja, vemos que g(,) (v,v) é de Cauchy para ¢t — T. E pelo Lema 4.3, vemos que g(,) (v,v) ¢ de
Cauchy em C*, para todo k, quando t — T.

Entao, a partir desse resultado, tomamos ¢g(7') como a métrica "inicial". Pelo Teorema 2.1, a ex-
isténcia para curtos periodos de tempo implica que podemos estender o fluxo para tempos ¢ € [0, + €),

contradizendo assim a maximalidade do tempo final finito T'. ]



Capitulo 5

Teorema de Compacidade para Fluxos

Nesse capitulo vamos demonstrar que o conjunto de métricas completas, em uma variedade M, que
satisfazem o fluxo de Ricci é "compacto"em algum sentido: O objetivo desse Capitulo é a demonstragao
do Teorema de Compacidade Para Fluxos, que nos garante que, sob certas condigbes impostas sobre
a variedade M, toda sequéncia de solugbes completas do fluxo de Ricci possui uma subsequéncia que
converge para uma outra solugao do fluxo de Ricci de mesma natureza, onde essa convergéncia é conhecida

como convergéncia C'° de Cheeger-Gromov.

5.1 Conceitos Preliminares

Estamos interessados na convergéncia de métricas, que sao segoes de um certo fibrado vetorial. Para isso
fazer sentido, vamos definir o que se entende por convergéncia CP, ou convergéncia C'° para sequéncias

de secoes de um fibrado vetorial.

Definigao 5.1 (Convergéncia C?) Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade diferencidvel M, e
suponha que E esteja munido de uma métrica suave g e de uma conexdo V. Seja & C M wum aberto tal
que Q C M ¢ compacto, e seja (€)ren uma sequéncia de segoes de E. Para todo inteiro p > 0 dizemos

que (§1,) ey converge em CP para &, €T (E|ﬁ> se, para todo € > 0 existir ko = ko (¢) tal que

sup sup [(V* (& — £x0)) (2)], <&,
0<a<p 2e0

para todo k > ko. Dizemos que (§},),cy converge em C*™ para &, em Q se (§;),cy converge em CP

para &, para todo p € N.

86



5.1. Conceitos Preliminares 87

Agora vamos definir a no¢ao de convergéncia suave em subconjuntos compactos para uma sequéncia de
segoes: Seja M uma variedade diferencidvel. Uma exaustao em M é uma sequéncia de abertos (Uy)cn

em M tal que Uy é compacto e Uy C U1, para todo k € N e

U Uk =M.

keN

Note que se K C M é compacto, entao existe kg € N tal que K C Uy, para todo k > ko (em particular,

se M & compacto entdao M = Uy, para k € N suficientemente grande). De fato,

KcM:Um,
keN

ou seja, (Uk)pen ¢ uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, existe {k1, ..., k;} tal que

Seja ko = max {k1, ..., k;}, segue da construcao de (Uy),cn que

K cC LJJUkmC OmcUko.
m=1 m=1
Definigao 5.2 (Convergéncia C*° em conjuntos compactos) Seja (Uy),cy wma exaustio em uma
variedade diferencidvel M, e E um fibrado vetorial sobre M. Fize uma métrica suave g e uma conexao
V em E. Seja (§;);cn wma sequéncia de segoes de E definidas em abertos A; C M, e seja &, € T'(E).
Dizemos que (&;);cy converge suavemente em compactos para ., se, para todo k € N existe ig € N tal

que Uy, C A;, para todo i > ig, e a sequéncia (£Z’|U7) converge em C™ para &, em Uy,.
k/ i>1g

Em uma sequéncia de variedades, é frequentemente 1til verificar sua convergéncia local e nao global.

Para entendermos melhor essa nogao, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.3 (Variedades Pontuadas) Uma variedade riemanniana pontuada é uma variedade
riemanniana (M, g) com um ponto base (ou ponto de origem) O € M escolhido de modo arbitrdrio. Se
a métrica g é completa, dizemos que o par (M, Q) é uma variedade riemanniana pontuada completa. Se
(M, g (t)) é uma solugao do fluzo de Ricci, t € (a,b), dizemos que (M, g(t),O) é uma solugdo pontuada
do fluxro de Ricci.
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Gostarfamos de uma nogao de convergéncia para uma sequéncia {(Mg, gr, Ox)}ey de variedades
riemannianas pontuadas que leve em consideracao a acao de preservagao do ponto base por difeomorfismos

no espago das meétricas, espaco esse que serd denotado por Miet.

Definigao 5.4 (Convergéncia C>° de Cheeger-Gromov) Uma sequéncia {(My, g, Or)}en de var-

iedades pontuadas completas converge para uma variedade pontuada completa (Moo, goo, Oxo) S€ existir:
1. Uma exaustio (Ug) ey de Moo com Oo € Uy, para todo k € N;

2. Uma sequéncia de difeomorfismos {®y, : Uy, — Vi C M}y com @ (Oo) = Ok tal que (Pigr) ey

converge em C' para goo, em conjuntos compactos em M.

Essa nocao de convergéncia é frequentemente chamada de convergéncia suave de Cheeger-Gromov.
A convergéncia correspondente para uma sequéncia de solugoes pontuadas do fluxo de Ricci é definida

cOomo segue:

Definigao 5.5 Uma sequéncia {(My, gk (t),Ok) ey » Para t € (a,b), de solugoes pontuadas do fluzo de

Riccei converge para uma solugao pontuada do fluzo de Ricci, (ML, goo (t) , Ooo) para t € (a,b), se existir
i) Uma evaustio (Uy)yey de Moo com Ouo € Uy, para todo k € N;

ii) Uma sequéncia de difeomorfismos {®y : Uy — Vi C My} com @ (Oo) = Oy, tal que (®fgi (1)),.cn

converge em C™ para g (t) em conjuntos compactos em Moo X (a,b).

Tendo definido a convergéncia de uma sequéncia de variedades pontuadas {(My, gk, Ok) } ey, gostariamos
de estabelecer condicdes necessdrias para garantir que essa sequéncia possua uma subsequéncia conver-
gente. Como veremos, hd duas condigbes para isso ocorrer: A primeira é a garantia de um limitante
uniforme (global) para a curvatura riemanniana e suas derivadas; a segunda é a limitacdo inferior dos

raios de injetividade no ponto base, isto é:
1. |VPRI9%| < Cp em My, para todo p > 0;
2. injg, (Ok) > Ko, para algum kg > 0 (para mais detalhes veja a Definigdo A.17)

Dizemos que uma sequéncia de variedades riemannianas possui uma geometria limitada sempre que
a curvatura riemanniana e suas derivadas de todas as ordens possuem limitantes uniformes.

O teorema de compacidade resultante para métricas é apresentado a seguir. E um resultado funda-
mental na Geometria Riemanniana, independente do fluxo de Ricci, cuja demonstracao nao é trivial e

nao tem haver com o fluxo de Ricci, portanto nao serd demonstrado.
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Teorema 5.1 (Compacidade Para Métricas) Seja {(My, g, Or)}ey uma sequéncia de variedades
riemannianas pontuadas completas satisfazendo (1) e (2) acima. Entdo existe uma subsequéncia (ji)yen
tal que {(Mjk,gjk,Ojk)}keN converge no sentido de Cheeger-Gromov para uma variedade riemanniana

pontuada completa (Moo, goos Oco) quando k — oo.

E claro que ambas as condicdes sdo necesséarias: Por exemplo, se ndo houver limitacdes na curvatura,
entao podemos tomar a sequéncia da Figura ??. Explicitamente, tome variedades My como hipersu-
perficies de R"*! dadas pelos graficos de fi () = 1/1/k2 + |z|* com a métrica induzida e Oy = f (0).
Vemos que o limite ndo é suave no ponto base Oy, logo nao é variedade diferencidvel. Similarmente,
pode-se construir exemplos onde a convergéncia suave falha se a p-ésima derivada nao for uniformemente
limitada, para todo p > 0. Como veremos, as excelentes propriedades de regularidade do fluxo de Ricci
nos pouparao de dificuldades na andlise das curvaturas, isto é, se possuirmos a curvatura riemanniana
limitada (p = 0) entd@o as limitagoes em suas derivadas estarao garantidas.

Um assunto mais sutil é a limitagao inferior dos raios de injetividade por um limitante positivo, como
na Figura ?7?7. Para um exemplo explicito sobre o que pode dar errado, consideremos a sequéncia dada
por

M, =S x St = R?/72,

com métricas dadas, respectivamente, por
gk (w,y) = da® + k™ dy?,

e um ponto base qualquer Oy. Todas essas métricas possuem curvatura riemanniana nula, portanto, a
primeira condic@o do teorema ¢ satisfeita com C), = 0, para todo p € M. Contudo, (M, gx) possui uma
geodésica fechada (uma circunferéncia na direcao y) de comprimento 1/v/k, logo os raios de injetividade
nao podem ser maiores que 1/ (2\/E> . Esta sequéncia “colapsa”, em certo sentido convergindo para o S!
(uma variedade de dimensao menor). Esta condi¢ao provou ser um grande obstdculo na anélise do fluxo
de Ricci. Estabelecer um limite adequado é altamente nao trivial e foi um dos avangos fundamentais no
trabalho de Perel’man, por exemplo.

Quando consideramos uma sequéncia de solugoes completas do fluxo de Ricci, temos o seguinte teorema

de compacidade:

Teorema 5.2 (Teorema de Compacidade para Fluxos) Seja {(Mj, gi (t),Ok)} ey para t € (a,b),

onde —0 < a < 0 < b < oo, uma sequéncia de solugoes completas do fluro de Ricci respeitando os
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sequintes:

1. Limitagdo uniforme da curvatura riemanniana, isto é:

’Rg’“(t) < Cy em My x (a,b).

gr(t)

2. Estimativa dos raios de injetividade em t = 0, isto é:

injg,0) (Ok) > Ko,

para alguma constante kg > 0.

Entdo existe uma subsequéncia (ji)ney tal que {(Mj,, gj, (t),04,)} ey converge para uma solugdo

completa do fluxo de Ricci (M, goo (t) ,Ox) quando k — oo, para t € (a,b) .

Observagao 5.1 Como jd observamos, nao hd exigéncias para a limita¢ao das derivadas da curvatura
riemanniana, jd que elas sao deduzidas do Teorema 4.1. Notemos também que a limitagdo da curvatura
riemanniana pode ser substituida por limitantes uniformes locais, no sentido de que precisamos apenas
de limitantes que independem de k em cada conjunto da forma B, (Oy) x I C My x (a,b), onder >0 e

B, (Oy) € a bola de centro Oy, e raio v na métrica g, emt =0, e I C (a,b) é um intervalo compacto.

5.2 Demonstracao do Teorema e Aplicacoes

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema de Compacidade para Fluxos, para isso usaremos o Teorema
de Compacidade para Métricas (Teorema 5.1). Daremos a prova apenas para o caso em que as variedades
M. sdo compactas (embora nao exista tal suposigdo no limite My,). A prova para o caso mais geral
nao é muito mais dificil, mas requer uma versao mais forte do resultado de regularidade do Teorema 4.1,
que nao desejamos provar. Algumas das principais ferramentas da demonstracao do sdo o Teorema de
Arzela—Ascoli e os resultados de regularidade apresentados no Capitulo 4.

Sejam X,Y espagos métricos e C'(X,Y) :={f: X =Y : f é continua}. Dizemos que F C C (X,Y)
¢ equicontinuo se, para todo ¢ > 0 e x € X existir § > 0 tal que y € X e dx (z,y) < ¢ implicam
dy (f (z),f(y)) < e, para toda f € F. Fixando yp € Y, também dizemos que F ¢ pontualmente
limitada se para todo z € X existir C = C (x) < oo tal que dy (f (z),y0) < C(z), para toda f € F.
Além disso, dizemos que X é chamado localmente compacto se todo ponto x de X tem uma vizinhanca

compacta, isto é, existe um conjunto aberto U e um conjunto compacto K, tal que x € U C K.
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Antes de enunciar o Teorema de Arzela - Ascoli, facamos a seguinte observacao:

Observagao 5.2 Considere X,Y espagos métricos. Notemos que uma familia de conjuntos da forma
Uk ={f: X =Y : f(K)CU}, onde K C X é compacto e U CY ¢é aberto, define uma subbase para

uma topologia em C (X,Y), a chamada topologia compacto-aberta.

Teorema 5.3 (Teorema de Arzela-Ascoli) Sejam X,Y espagos métricos localmente compactos. En-
tao um subconjunto F C C (X,Y) é compacto na topologia compacto-aberta se, e somente se, é equicon-

tinuo, limitado pontualmente e fechado.

Notemos que se F C C' (X,Y") é compacto, entao toda sequéncia (fp), ey C F converge uniformemente
em todo subconjunto compacto de X. De fato, como F é compacto, se (fn),cy C F ¢ uma sequéncia,
entdo existe subsequéncia (fn, )iy C (fn)pen tal que fr, kopo f, onde a convergéncia ¢ na topologia

compacto-aberta. Seja K C X um subconjunto compacto. Dado € > 0, seja o aberto

U= U Bf(a:) (E) D) f(K)

rzeK

Como f é continua, f (K) é compacto, ou seja, existe {x1,...,x;} C K tal que

U:

-

Bi(z,) () O [ (K).

=1

Por construcao de U , | € U - Segue da convergéncia fy, kopo f que existe K > 0 tal que k£ > K

implica fn, € Uy 5. Seio € {1,..,j} e se z € K, entdo

d(fnk (:L‘) ,f(.%')) < d(fnk (.’L’) 7f(wl)) +d(f (xl) ,f(.%')) < je + je = 2jg,

k—o0 .
para todo x € K. Logo f,, — [ uniformemente em compactos.
Podemos aplicar esse resultado para extrair uma subsequéncia convergente de uma sequéncia de secoes

de um fibrado com derivadas limitadas.

Corolédrio 5.1 Seja M uma variedade riemanniana, E um fibrado vetorial sobre M, e fize uma métrica
g e uma conexdo V em E. Seja Q0 C M um aberto tal que Q é compacto e p > 0 um inteiro. Seja (&) ken

uma sequéncia de secoes de E sobre Q) tal que

supsup (V&) (1)), < C < oo.
0<a<p+l e
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Entao existe uma secao &, de E|ﬁ e uma subsequéncia de (§},),cn que converge para &, (convergéncia CP)

em ﬁ

Demonstracao. Como () é compacto, podemos fixar um numero finito, h, de cartas definidas em

>

subconjuntos compactos €; de Q tais que U Q; = Q. Se E for um fibrado vetorial de dimensdo j, entdo
i=1
estas cartas induzem a trivializacoes locais F; ~ Q; x R/ (para mais detalhes veja as Definicdes A.3 e

A.4). Nestas condigbes temos as seguintes associagoes:

(vafk)ml...mj (z) € (By), ~ <<£Z71>m1.‘_m]’ (), ..., (fzvj>m1..‘mj (@) e R7,

para todo z € ;. Como estamos em dimensao finita, podemos utilizar a norma do maximo. Dado ¢ > 0,

usando a desigualdade do valor médio, obtemos

IN

a,l
sup |d ’
0c(0,1) <§’“ >0x+(1—9)y

< sup sup |V ||z —yl
0<a<pt+l zen

C’x_y|7

&' (@) - 6 )|

lz—y| < sup |VOHE ||z -yl
0e(0,1)

IN

em que foi usado a norma do méximo na segunda desigualdade. Como a constante de Lipschitz é a mesma
para todo k e todo a, segue a equicontinuidade da familia { (f Z’l, e fz’j ) } A prépria hipétese ja garante
a limitacdo uniforme dessa familia de funcées. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli a sequéncia (§z’l)k

. N o, a,l l—=00 a1 N , . N
possui uma subsequéncia <§ k, )IEN tal que & K £55- A subsequéncia (k;);cy ¢, em particular, uma
sequéncia, logo podemos aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para a sequéncia (52;2)IEN produzindo outra
subsequéncia convergente (e preserva a convergéncia da primeira sequéncia pois se ela converge, entao

toda subsequéncia dela converge para o mesmo limite). Repetindo este procedimento j vezes, conseguimos

«, 05777—‘,-' h—oo a, O,’FLJr‘
< kh ,...7§kh j) ( [e.@] 7-..,&00 j).

|

H4a duas situagoes em que o coroldrio anterior é diretamente aplicdvel aos teoremas de compacidade
que estamos discutindo: A primeira é onde E ¢ o fibrado de formas bilineares simétricas em T'M, e as
secoes &}, sao métricas riemannianas em M. A segunda é onde F é o fibrado de formas bilineares simétricas

no fibrado tangente espacial S sobre M x I, onde I é um intervalo de tempo (para mais detalhes veja
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(A.17)). Entao as segoes §;, correspondem a uma sequéncia de métricas dependentes do tempo em M,
como uma sequéncia de solugoes para o fluxo de Ricci.

Com o Teorema de Arzela-Ascoli e a regularidade do fluxo de Ricci discutida no Capitulo 4 estamos
aptos a demonstrar o Teorema de Compacidade para Fluxos usando o Teorema de Compacidade para
Métricas:

Demonstracao do teorema de compacidade para fluxos. Vamos provar apenas o caso em
que cada My, é compacta (esse é o caso que nos interessa, afinal, vamos demonstrar o Teorema da Esfera
Suave). Considere uma sequéncia de solugdes pontuadas {(My, gi (t) , O)}en, Para t € (a,b), para o
fluxo de Ricci onde supyy, «(q !ng(t ‘ () < K (hip6tese 1). As estimativas de Berstein-Bando-Shi

(Teorema 4.1) nos da limitagoes da forma
VPR (2,1)| < C(p,e, K),

para todo © € My e t € [a+¢,b), para cada € > 0 suficientemente pequeno. A hipétese 2 dos raios
de injetividade em Oy, quando t = 0, cumpre as condi¢oes do Teorema de Compacidade para Métricas
(Teorema 5.1) aplicado na sequéncia {(My, gi (0) , Ok) } e - Assim existe uma subsequéncia que converge
no sentido de Cheeger-Gromov para uma variedade limite completa (M, g, 5) . Isto é, (passando a uma
subsequéncia, se necessdrio) existe uma exaustdao {Uy},cy de M, e uma sequéncia de injecoes suaves
{@r : U — My}yen tais que @4 (O) = Og. tal que ®f (g (0)) bopo g, onde a convergéncia é C'° em
conjuntos compactos de M. A ideia agora é obter um controle C* e uniforme em gy, (¢) := @} (g (t))
em subconjuntos compactos de M x (a,b) (pelo Teorema 1.1 g (t) também ¢ solugao do fluxo de Ricci).
Para fazer isso, fixe um conjunto compacto Z em M e considere apenas k suficientemente grande tal que

Z C Ui. Notemos que, pelo Lema 4.2, existe J > 0 tal que

72thk (O) < gk ( ) 2thk (0)

Como gy, (0) hogo g, entao o médulo da diferenca é limitado por uma constante H, digamos. Logo:

2Jt

IN

— 3|3 |e g, (0) — 9|}

2Jt—

9% (1) — 7] max { e

IN

max{e”ﬂﬁ(@—?lﬂe g— g! Mg (0) —gl+ e *'g—7|}

< max {e*H +[e*g —g|; e H + |e7'g — g}
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= max {62JtH + ’eyt — 1‘ l9l; e 2 + ’672‘” — 1! |§|}
< sup  max {€2JtH + |62Jt§ — y\ e 2t + }6_2‘“? — E‘} =:0
telo,B]C(a,b)
Portanto |gx (t) — g| ¢ uniformemente limitado em subconjuntos compactos de (a,b). Para limitar as
derivadas, vamos aplicar, para cada k, a equacao de evolugao (4.4) deduzida na demonstragao do teorema
de existéncia em longos perfodos de tempo:
O —g i i
Vg = Z VORI « NV g% oo« V™ G (5.1)

ot L .
Jot+ji+...+Iim=q

No caso ¢ = 1, a expressao acima se resume ao seguinte:

0 — _
- Vak

o <C(1+|Val|) <C(1+|Va — V| + V7))

onde C depende de K e de €, mas nao de k. Como os extremos de (a,b) sdo finitos e Vgy, (0) Fpe Vg,
que ¢é limitado em subconjuntos compactos de M, isso implica que }ﬁg} (t)‘ < A independente de k. De
fato, primeiramente vamos mostrar que |gi (t) — g| < © implica que ‘vg} — ﬁy\ < ©. Isso ocorre pois a
aplicagao V : 7 (H) — 1 (M) é continua. Suponhamos que Wg; — Vﬁ‘ nao possua um limitante que

independe de k. Logo, para cada n € N existe k,, € N tal que
\Vr, — Vg| > n.
Mas notemos que
|9k = 9k — 9+ 3| < |gk — 9 + 19l < © + 9],

isto €, {gr} ey estd contido no disco de centro 0 ((2,0) - tensor nulo) e raio © 4 |g|, que é um compacto de
7'02 (M) Portanto, a menos de tomar uma subsequéncia, podemos supor que g, — y € 7[)2 (M) Nesse
caso, seja

J = |Vy—Vgl|.

Segue que existe k; € N tal que |Vgg, — ﬁ§| > J. Portanto definitivamente a sequéncia gy, € tal que

Vo, —Vg| > J+1,
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mas tomando o limite vemos que
J+1< lim |V, — Vg| = [Vy - Vg| = J,
n—od

o que ¢ um absurdo. Logo existe 0>0 (independente de k) tal que }ﬁg} — ﬁ?‘ <0O.

E com isso,

VG () - Vg )] < sw |( 5

(8vg~k> (9)‘ It —0| < |t sup) |C (1+ |Vgi — Vg| + |Vg]) (6)]

0e(0,t) 0e(0,t
< |t|C (1 + { sup ‘ngk —%| (9)} + }Vg‘) ‘
0€(0,t)
< lhc|(1+6+[va))
< AeR.

E assim,
VGi (8)] < [VGr (8) = Vi (0)] + [Var (0)] < A+ |Vai (0)] < A+ [Vgi (0) = Vg| + |[Vg| = A e R
Procedendo por indugdo em ¢: Suponha que ‘ﬁj Jk (t)‘ ¢é limitado por uma constante que independe

de k, para todo j = 1,...,q. A expressao (5.1) nos dd novamente que

0 =q+1 ~
av gk

< c(1+ ‘Vq“g;\),

que implica em uma limitacao independente de k em Z x [a + £,b). Note que as derivadas na dire¢ao do

tempo também sao limitadas (basta olhar a expressao acima e usar a limitagao de

ﬁ‘”lg}‘). Segue do
teorema de Arzela-Ascoli (na forma do Coroldrio 5.1) que existe uma subsequéncia que converge em C'*
em Z x [a + €,b — €] (subconjunto compacto) Como todo subconjunto compacto de M x (a, b) estd contido
em um conjunto da forma Z x [a 4 €,b — €], provamos que {(My, gi, (t) , O) },cn converge no sentido de

Cheeger-Gromov para uma variedade (H, g(t) ,6) . [ |

Procedimento "Blow Up"

Aplicaremos os resultados de compacidade deste capitulo, em particular o Teorema 5.2, a uma solugao
do fluxo de Ricci com um tempo de existéncia maximo finito T . Como a curvatura explode nesta

. ~ . R . 1—00 L.
situacao, precisamos escolher uma sequéncia de (t;),cy — 1’ e reescalonar a métrica para tornar as
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curvaturas limitadas. Ao fazer isso, esperamos que a variedade limitante nos informe sobre a natureza da
singularidade e, talvez, algumas informagoes topolégicas desejdveis.

Suponha que uma solu¢do do fluxo de Ricci (M, g(t)) exista em um intervalo maximal [0,7") com
T < 00. Pelo Teorema 4.2

limsup |R| (-, t) = 400,
t—T

portanto o méximo valor de |R| na variedade compacta M explode para +o0o quando ¢t — T'. Nesse caso,

escolha O; € M e tempos t; — T tais que

i = iy ti) = ,t) .
Qi = |R| (0, t;) (m)g}%,ti]m\ (z,1)

Aplicando o reescalonamento parabdlico do fluxo de Ricci discutido na Secao 1.1, vamos definir
gi (t) == Q7 'g (t: + Q7 't)

tal que (M, g; (t)) satisfaz o fluxo de Ricci no intervalo [—t;Q;, (T —t;) Q;] . Para cada i e cada t < 0

temos que:

[ = | e o(era)| = 5

pela definicao de ;. Também observe que, para cada ¢ e cada t > 0:

Rg(tﬁQth)‘ <1 (5.2)

1
sup ‘Rgi(t)‘ < (independe de 1), (5.3)
" |

C(n)t
T” — 1|
(basta utilizar a expressao (3.14) com K = 1 devido a expressao (5.2)). Portanto g;(t) é tal que

sup sup ‘Rgi(t)‘ < 00,
i Mx(ab)
onde a < 0 (onde a curvatura foi controlada em (5.2)) e b = b(n) € <0, %) (b depende de n ¢ escolhido de
modo que o limitante em (5.3) nao v4 para o infinito). Nesse caso, a sequéncia {(M, g;(t),0;), t € (a,b)}
possui uma geometria uniformemente limitada. Segue do Teorema 5.2 que, passando uma subsequéncia
se necessério for, vemos que {(M, g;(t),0;)} Fzpe (Moo, goo(t), Oso), uma solugdo pontuada completa do
fluxo de Ricci, para todo t € (a,b), desde que possamos estabelecer um limitante inferior uniforme para

os raios de injetividade de Oy, para todo k.



Capitulo 6

O F-Funcional e os Fluxos Gradientes

Esse ¢ um capitulo mais técnico e tem como objetivo preparar o leitor para entender os conceitos e demon-
stragoes do capitulo seguinte. Introduziremos o conceito de F-Funcional bem como suas propriedades A
juncao desse capitulo com o préximo nos possibilita entender que solugoes do fluxo de Ricci nao colapsam
e que podemos modificar a métrica solugao desse mesmo fluxo de modo a produzir uma solugdo completa,
isto é, definida em um intervalo ilimitado.

6.1 Fluxo Gradiente

Vamos introduzir o fluxo gradiente associado a um funcional de energia em termos gerais. O conceito

surge naturalmente da fisica, das equagoes diferenciais, da andlise numérica e de outras dreas relacionadas.

Definigao 6.1 Se (H,(:,-)) é um espago de Hilbert com um funcional suave E : H — R, o campo

gradiente, VE : H — H, é dado em cada u € H pelo tinico vetor VE (u) € H tal que
(VE (u),v) = dEy.v,

para todo v € 'H.

Uma consequéncia direta dessa definicao é que [|[dE,|| = ||[VE (u)|, para todo v € H. De fato, se
VE (u) =0, entao a igualdade é imediata. Vamos trabalhar no caso em que VE (u) # 0. Se v € H ¢é tal

que ||v]] = 1, entdo segue da desigualdade Cauchy-Schwarz que

[dEy.v| = (VE (u),0)| < [VE (u)]| o] = [[VE (w)]],

97
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e portanto,

[dEL] < IVE (u)]

Por outro lado, tome |I§§EZ;H € H. Logo

vl = S = (v ) =4 (wre)
: ldE"(Hggg VG| S g, 4Bl = 14

Mais ainda, VE define um fluxo gradiente ® : H x I — H, em que I C R, dado pela seguinte EDO:

#Pu(t) = —VE (Du(t))
®,(0)=u

para todo u € H. Para interpretar esse fluxo, observe que as curvas integrais com respeito ao grafico

Gr(E) = {(u, E(u)) € H x R} sdo caminhos com uma "descida mais ingreme". De fato,se u: I CR — H

é uma curva em H, entao

ZE( (1) = dE,.(u/' (1) = (VE (u(t) , ' (t)) > — | VE (u(t))[| |'(¢)

onde a iltima desigualdade decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Além disso, vé-se que a

igualdade ocorre se e somente se u'(t) = —AVE(u(t)), A > 0. De fato,

B, (1) = —|VE @®)] |0
YO\ o - (VE@).VE@w)
& B <|| '<t>||>‘ IVE (W IVE @]
- o VE@ \ _ VE (u)
- <VE”’ !VE(u)H> dE“'( \VE()II)

Em particular, note que a derivada de E o ®, é dada por

LE@.1) = dB.(®,0)
= (VE(2.,(1), (1))
= (VE(Qu(t)), ~VE (Du(1)))
= —[IVE(@.(6)[?,

dt
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logo vemos que

—IVE (uto))ll | (to) || = = I VE (u(to)) | %, (t0) || = = I VE (Puto)[|*

d

d
aE(u(to))

v

para todo tg € R e toda curva u (t) tal que ||u' (to)|| = ||, (to)]-
Considere (M, g) uma variedade riemanniana. Temos o seguinte produto interno de formas bilineares

simétricas:
(1), = /M (h, By dp (g) =/ > g% hijhiydu(g) (6.1)

M k=1

onde (h,h’) é o produto interno de tensores usual (para mais detalhes, veja o Exemplo A.5). Ela é

comumente referida como métrica riemanniana candnica no espago das métricas riemannianas Met.

De modo andlogo, se X,Y € X (M), definimos o seguinte produto interno:

<xnp:4ﬂuxwmm

Por fim, se f,h € C* (M), definimos o seguinte produto interno:

umm:ﬁumw@.

Utilizamos a mesma notagao, porém o contexto nos dird se o produto interno é de formas bilineares

simétricas, de campos vetoriais ou simplesmente de fungoes suaves em M.
O fluxo gradiente mais natural em EDP é o que estd associado ao funcional de energia de Dirichlet:

Uma aplicagdo E : C*° (R") — R que ¢ definida pelo seguinte:
1 1
E(u) = / Vul* de = < ||Vul72
2 Rn 2

De fato, pela Proposicio A.23 no item c) e pelo Teorema de Schwarz, se u é suave em z € R"™! ¢ em

t € R, entao

1 1
iE(u(t)) = 22/H\Vu|2dx222/" (Vu, Vu) dz

= 1/ 2<8Vu,Vu>da::/ <§tVu,Vu>d:1;

2 ot
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_ / <v <§tu> ,vu> dz

ou
= — —A
. Ot udx

= <—Au,au> .
at L2
ou

Portanto, de modo formal, o fluxo gradiente ¢ a equagao de calor padrao g = Au. Observe que esse

exemplo (em comum com a maioria dos outros exemplos que surgem em EDP e célculo de variagdes) nao
se encaixa perfeitamente na estrutura de fluxo gradiente definida acima, uma vez que a energia £ nem é
definida no espaco de Hilbert L2(C* (R")) (para mais detalhes veja a Se¢do E.0.3). Podemos entender
E mno espaco menor L% (C* (R")) N C*® (C*™ (R")), mas neste espago o produto interno nio é completo
e E nao é diferencidvel no sentido de Fréchet (para mais detalhes veja a Se¢ao C). De fato, usando a

Proposicao A.23 vemos que

Blut) =B - @B)W = 5 [ [Va+old—g [ [Vuldos [ otude
— ;/ﬂ |V (u+ v)|2 — |Vu]2 + 20 A\udz
= % /n (Vu+ Vv, Vu + Vo) — ]Vu\z + 2vAudx
= % /Rn IVol* + 2 (Vu, Vo) + 20 Audz

1
= Q/Rn IVo|? da,

que ndo é necessariamente limitado nem se [[v]|;2 — 0 em L? (R") N C* (R"), muito menos se di-
vidirmos ambos os lados por ||v]| ;2 e fizermos |[v||;2 — 0. Contudo E é Gateaux diferencidvel (para mais
detalhes veja a Segao C) neste espaco, e a derivada (J,F) (u) é uma aplicacdo continua na norma de L2,

entao o vetor gradiente ainda estd bem definido.

Funcional de Einstein-Hilbert

Seja (M, g) uma variedade riemanniana fechada (compacta e sem bordo). Um dos funcionais mais naturais
que podemos construir em Met é o chamado funcional de Einstein-Hilbert E : et — R que é a

integral da curvatura escalar:

E(g) = /M Sdp

Vamos calcular a variagao de E em ¢ na direcao de h = %. Usando o fato de M ser compacto e as
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Proposigoes 1.4 e 1.8 obtemos o seguinte:

W) = 6 /M Sdy = /M 51 (Sdp) = /M (64S) dp + /Mswhdu)
= / {—=A(Trgh) + (6°h) — (h, Ric)} du +/ g(Trgh) du
M M

_ / (= div (V (Tr,h)) + div (div h) — (b, Ric)} dyu + / g(Trgh) du
M M

Usando que M nao possui bordo e o Teorema da Divergéncia (para mais detalhes veja o Teorema

A.8), obtemos

dE,.h

nE(g) = /M {=div (V (T'rgh)) + div (div h) — (h, Ric)} dpu + /M g (T'rgh) dp

= —/ <h,Rz’c>d,u+/ S(Trgh)d,u:—/ <h,Ric>d,u+/ §<h,g>d,u
M M2 M M2
= /<h,Sg—Ric>du
M 2
S
= (h2g-Ric)
(0 5),

E importante notar que o termo g g € devido a variacao do elemento de volume du. Segue da expressao
acima e da definicao do gradiente que

VE = gg — Ric.

Logo, o fluxo (do dobro do) gradiente de E é dado por

8gij
ot

=2 (VE)ZJ == Sgij - 2Ri0ij.
Note que esta equagao é similar ao fluxo de Ricci (a menos do termo Sg;;).

6.2 O F-funcional

Considere uma, variedade riemanniana fechada M. Para superar os problemas associados ao funcional de

Einstein-Hibert, consideremos um funcional F no espaco Mtet x C*° (M), definido por

Flg, f) = /M (s+ |Vf|2) el dy.
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E importante notar que F também pode ser escrita como

Fah= [ (S+a5)ed
M
De fato, notemos que

A(e_f) = Tr, (V2 f

- S @)= 3 (T (7))

2,7=1 3,7=1

= Z 979 (Va (Z gkl@k ) ) ) Z 979 (Va ( > gMo(f) 6f81) ,8j)
ni=1 k=1 ij=1 k=1

i,7=1 k,l=1 i,7=1
. Zgwg (0 (™) VI +e7790,(90),8;) = S 999 (=0 (£) eIV + eIV, (V).8))
i,0=1 4,7=1
= Y g (0(NeIVLG) — e Y 79 (Vo (V). 0)
i,j=1 t,j=1
= e/ zn: 9790 (F)V],05) —eTAf=et Z 979 ( Z 9"k (f) 01,0 ) —eIAf.
i,7=1 7,7=1 k=1

Pela linearidade da métrica, segue que

n

a(e) = e X 0o () gy —e LS

0,4,k 0=1

= e Y o (f)oa—eTDf
ik,l=1

= e Y oo —eInf
i,k=1

Mas notemos também que

VI[P = <Z 970; ()05, >, ™ok (f) 31>

ij—=1 k=1
n
= > 979;(N "0 (f) ga
ijkl=1

= Y g0 (1) 0 ().

J,k=1
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ou seja, acabamos de mostrar que o laplaciano de e~/ é dado pela seguinte expressao:
A(e) =T Y (o (f) e T AF = (VP eI af = (VIR AF) et (62)
ik=1

Como M nao tem bordo, segue do Teorema da Divergéncia que

/M (19412 = Af) e = /M A (e ) dp = /M aiv v (1) dpu =,

ou seja, temos a seguinte igualdade:

[vitetan= [ @petan
M M
Observagao 6.1 Temos algumas propriedades elementares de simetrias associadas a F :

1. A primeira delas é que F é invariante por difeomorfismos: Seja M uma variedade riemanniana

fechada e ¢ um difeomorfismo de M, entao F (p*g, fop)=F (g, f).

De fato, facamos as sequintes notacoes:

M=(Mg'g) e S@)=59)=5(p().

Temos que dp,.V (f o o) (z) = (V) (¢ (z)). Com efeito, por um lado, a definicio de gradiente nos
diz que

g (V) (e (2), X (p(2)) = X (¢ (z))(f).
Por outro lado,

9 (4o, V (f00) (@), X (0(@))) = g(dpV (f09) (), dp, (dieyly (X (0 (@)
= ¢ (V(Fo9) (@), eyl (X (0 (@)
= dily (X (p (@) (f o) = dgly (X (9 (2))) (o 9)
= d(fop), (deyly (X (¢ (@)
= dfpmy 0 dp, (Aol (X (9(2))))
= dfpin) (X (9 (2)))
= X(p(@)(f).
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Usando esse fato, vemos que

IV @I = [[de,¥(For) @] =9 (den¥ (7 20) @), 40T (F20) 2)
= ("9 (V(for) @),V (for) (@)
— H%(focp) 2* .
P*g

Assim, fazendo a mudanca de vdridveis e usando as igualdades acima, concluimos que

Fof) = [ (S+19sE) e duto) = [ {(5+194E) e} opdn(sa)
= /M{(SosoHVfl os@) f”}du(cp*g)
{

(Soe+1091) 0pl2) e~} du (')

. ) E‘f"“’} dp (%)
©*g

2. A segunda propriedade é o comportamento de escala: Para todos os escalares b,c > 0, temos que
F (g, f+b) =2 F (g, f).

De fato, temos que

S9 4|V (f + b>|§29) eIy ()

e , /det (¢ dml .dx,,

289 + ‘Vf|g29> e 2 det (g;;)dx1...dzy

(c” 289 4+ g (VF, V) )e "/ det (gij)dzy...dxy,

(2594—029(2 (cg” (0if) 05, 8kf ))efc”d,u(g)
ij=1 kl:l

,2sg+629 (Z 67291']' (8f 83, Z cf2gkl akf )) effc”dﬂ(g)_

ij=1 k=1

F (g, f+b) =

/N

289 + \Vf@g

I
LT ETE

I
:\s\z\
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Colocando c=2 em evidéncia, seque que

F(Pg,f+b) = e /M (025" +c?y (Z 97(0:) 05, Y 9" (Onf) 51)) el cdp(g)

ij=1 k=1

_— / (c2sg+c2g (Z 97 (0:1) 05, 3 6" (Okf) az>) el c"dp(g)
M ij=1 k=1
_ b / (7289 + ¢ 2 (VL. V) e dpu (g)
M
_ eben2 / (894 g(V1, V) e dp (g)
M
= " 2F (g, f).

Agora vamos obter uma expressao para a variacao do F-funcional:

Proposicao 6.1 (Variacao de F) Em uma variedade riemanniana fechada M, a varia¢ao de F é dada

pela sequinte expressdo:

. _ 1 _
SniyF (9, f) = —/M (Ric+ Hess (f),h)ye Tdu+ /M <2Trgh - l<:> (2Af — VS + S) e Tdy,
em que 0, 1) F (9, f) denota %\5:0‘7: (g + sh, f + sk).

Demonstragao. Seja v = (h, k) o vetor no qual vamos fazer a derivada direcional. Segue da definigao

da variacao acima que

0 0
S F @) = 5 Fla =g [ (V) e an (63

[ S o) 59 & ()

Segue da Proposi¢ao 1.8 que
S} = &)

d _(ris s
- {dse (F+ k>}d,u(g+sh) o te Ut ckd 75 Wdp (g +sh)}yg
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1
= {—k:e_(f“k)du (g + sh) + e_(f+5k)§ (Trgh) du (g + sh)}
|s=0
1
= —ke~ldp(g) +e7! S (Trgh) dp(g)

- (; (Trgh) — k) e ldu(g).

Além disso, segue da expressao (1.4) e do teorema de Schwarz que

(1942 (1.0))

hok) (!Vf\2( ) = d(h k) (<Zgﬂ3 ) 0j, nglakz(f)al>(f>g>)
i,j=1 k=1
= ( Z 979" 0 (1) 0i (f) g1 (fg) (Z 9" 0k (f) 0i (f) 6u (fﬂ))

4,5,k,0=1 ik, =1

i,k=1

= (Z 9"k () 0; () (f, )) = ;;S_O (Z 9" 0k (f) 0 (f)) (f + sk, g + sh)
T \dk=1

= i (Z (g—l—sh)ki Ok (f + sk) 0; (f+$k2))

ds|s=
5=0\ ;i1

D oE S CINTE XTI

£ (g4 sk O ) 047 + )

i,k=1
Pela expressao (1.4) e pelo Teorema de Schwarz, temos o seguinte:
n n

S (it Ue) = X {Z —(g+ k) (g + k) B (f + 5h) 0 (f+sk>}
[s=0

ik=1 | a,b=1

i,k=1

+Z{Z (g + sk)" {Ci(8k(f+sk))8i(f+sk)+8k(f+sk:)ZS(82-(f+sk:))}}
a,b=1 |s=0

= i { i — (g + sk)" (g + sk)** hayOy, (f + sk) 0; (f—|-s]<;)}
|s=0

ik=1 | a,b=1

+Z{ (g + sk)™ {8y (k) i(f+sl<:)+3k(f+sk‘)3i(k)}}
a,b=1 |s=0

i,k=1
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- > {Z g”gkbhabakmai(f)+g’“ak<k>ai<f>+g“ak<f>ai<k>}

i,k=1

= - Z 9 g haydr (F) 0; (f) +2_ g"0; (k) Ok (f)

a,byi,k=1 i,k=1
= = Y g¢"hak (f)0i (f) +2(VE,Vf).
a,b,i, k=1

Segue destas expressoes que
Sy F (9, f) = /M 821) {(S + IVf|2>}e_fd,u + (S + |Vf|2> % {e_fd,u}

— / {ATrgh + div (div h) — (h, Ric) — Z G g"hayr (f) 0; (f) +2(VE,V f>} e du
M

a,b,i,k=1

+/M (S + IVflz) <; (Trgh) — k) e ldu(g).

Pela expressao (6.2), e pela Proposi¢ao A.23 no item b) e do fato de M nao possuir bordo que

/M ~A(Trgh) e fdp = — /M (Troh) Ae~fdy = — /M (Trh) (ny|2 - Af) e1d

Notemos também que

Vel = Zn: 9”0, <67f) 0j = — Zn: 990; (f)e 0, =~/ Z 9"0; (f)0; = —e IV F.

i,j=1 ij=1 ij=1

Portanto a Proposigao A.23 no item c) e a expressao (6.2) nos mostra que

/M (VE,VfyeTdy = — / (Vhk, Ve ) dn = (— / k‘Ae_fdu)
E /kAe Ly :/ VI - af)e!

Das duas expressoes que conseguimos acima, vemos que

/M (—=ATrgh+2(VE, V) e ldy = — /M (Trh) (|Vf|2 - Af) e Tdu+2 /M k (\Vf|2 - Af) e1d
_ /M (2% ~ Trgh) (V£ ~ AF) e Ydp

_ 2/M (k - ngh> (nyyQ _ Af) et du
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Além disso, notemos que se T € T2 (M) e f € C*® (M) entdo

(divfT) () = > g9V {UT)(8:,05,) = Y ¢7Vi(T)(9;,")

t,j=1 4,j=1
= Zg”v (fT (95, Zg” fT) (Vid;, ) Zgij(fT)(aj»Vi')
3,j=1 7,j=1 i,j=1
= Zg” (0:) (T (0;,)) + f97V: (T (85,)) = £ Y g9T (Vidy,-) = f > ¢7T (9}, Vi)
t,5=1 =1 i,j=1
= D g7 T(05,)+ (fdivT)( (Zg” (1) J,>+<fdivT><->
i,j=1 t,j=1

= T(V)+ (FdivD) () = Ty () + (FdivT) ().
Segue disso que
divdiv (fT) = div (Tyy + fdivT) = div (Tys) + div (fdivT).
A expressao do segundo termo do lado direito é dada por

div(fdivT) = Z g7 (V (fdivT)) Z g (V; (f div T))

i,j=1 i,j=1

= D> g9 ((fdivT)(9))) = g7 (f divT) (V5,0))
2,7=1

= Zgﬂa £)divT (95) + fg”0; (divT) (8))) = fg” (divT) (Vo,0))
2,7=1

= Zg”@ £)divT (9;) 4 fdivdivT
2,7=1

= divT (Z g70; (f) aj) + fdivdivT

ig=1
= (divT)(Vf)+ fdivdivT,

ou seja, temos a seguinte igualdade:

divdiv (fT') = div (Tyy) + (divT) (Vf) + fdivdivT.



6.2. O F-funcional 109

Integrando em M em ambos os lados, usando o teorema da divergéncia e o fato de M nao possuir bordo,

obtemos

0 = /M divdiv (fT) dp = /M div (Tyy) dp + /M (divT) (Vf)du+ /M fdivdivTdp

_ / (divT) (Vf)du + / £ div div Tdy,
M M

e logo vemos que

/fdivdiVTdu:—/ (divT) (Vf)du
M M

Vamos analisar a expressao a direita:

(divT) (Vf) = (divT) Z 990, (f)0; | = Z g70; (f) (divT) ( Z g0 (f Z (VT)abj
ij=1 Q=1 ij=1 ab=1
— Z gz’jai ( ab VT ab] Z gma ab (vaT)bj
,5,a,b=1 ,5,a,b=1
= D 990:(N) g™ (0a (i) = 970: (1) 9™T (Vo,00,0) — 97 0; (f) g*T (8, V5, 0;) .
,5,a,b=1

Como divT é, a principio, é o trago do operador v — (VT (-,-,v), segue que em cada ponto, podemos
tomar uma carta normal e obter uma expressao simplificada dela (afinal, o trago ndo depende da base

escolhida), ou seja, tomando uma carta normal vemos que os termos Vg, 0, € Vg, 0; se anulam, e portanto:

n

divT) (V)= D g90;(f) 9" (0a (Ty)) -

1,j,a,b=1

Além disso, usando que a primeira derivada da métrica se anula no ponto, vemos que

(divD)(VS) = D g70i(H)g" (0a(Tiy))
i,7,a,b=1
= Y (970 (N 9" Ths) — 0 (97) 0 (1) 9" Tr; = 0 (9°) 6705 (1) Ths

7;7j7a7b:1

> 690 (0 (1) 9Ty

,5,a,b=1
= Y 0 <9ijai (f)g“bTbj) — 990, (8; (f)) Toy-

i,4,a,b=1
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Usando a expressao do determinante de uma matriz qualquer e o fato de que primeira derivada da métrica
se anula no ponto, segue que O ( det (gij)) = 0 no ponto central da carta normal. Portanto, segue desse
fato, da expressao (A.36) para o divergente e do fato de que M é fechada, que

Mas segue do Teorema da Divergéncia que

/M Zn: Oa (gij& (f)g“bTbj> dp = /Mazn‘:(?a Zn: 979" Ty;0; (f) | dps

ig,a,b=1 ij,b=1
n ~
_ / S o, (X“) dys
M a=1

= / div X dy
M
em que o campo Xex (M) é dado pela seguinte expressao:
. n — n n B
X=> X%=> | > g79"T;0; (f) ] 0.
a=1

a=1 \i,jb=1

Portanto, em um sistema de coordenadas qualquer, concluimos que

divT) (V) == > g7g" (V*f),, Ty

i)j)a7b:1

Logo temos a seguinte expressao:

/M fdivdivTdy = — /M (divT) (V) du= Y /M 9790, (0; (f)) Ty;dp.

,5,a,b=1

Neste momento, podemos voltar ao nosso real problema fazendo as seguintes substituigoes: T < h e

f e e f. Logo
/M e~/ (div (divh))dy = i’j§:1 /M g gab (V2e_f) ) hyj = mgﬁ /M g gab <<Va (ve_f)>¢) hydps
_ En: / gid g (va (v,-e—f ) — Vet ) hysdp
igab=1"M

_ f: /Mgijgab (00 (¢7) = (V) (7)) hagelp

i7j7a7b:1
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Z / gz]gab

%,5,a,b=1 ( p=1
- > [ g”gab( 0, ()0, (/) -
%,5,a,b=1
- Ty | 0, (5)0.(1) -
zj%bjl/ gg (

! ) hadp

)+ 20, (f)
p=1

ef) hy;dp

)+ Thd, (f)) hyjdp.
p=1

Notemos que o produto interno entre a hessiana de f e h é dado pela seguinte expressao:

(Hess(f),h)

,j,a,b=1
n
= Y g9 (Vs (V),
i jab—l
= Z g“¢" (3 (V)0
i,7,a,b=1
n
- az-<z
1,5,a,b=1 p,g=1
n n
SN @-<z
i,5,a,b=1 p,g=1
n n
S yants
ijab=1 P.g=
n
— Z giagjb
ijab=1

Segue desse raciocinio que

/ e~/ (div (div ) dp
M

> g g’ Hess(f)ijhas

37 > hab

i) —
g
9" (9pf) aq,8j> - <
19 1945 (0 )

-S> <apf>> h
p=1

p,q,u=

ivj7a7b:1

- [ e tess),

P (8pf)aqaaj> _< 3

Z 9T (9pf) gqu

(VF,V5,9)) hap

Z 9" (Opf) Og, Vo, 0;

)
)

p,q=1

ngq pf aqazr

p,g=1
)ha

1

Z /M e*fgijgabé?a (1) oi (f) hyjdp

h) dp.
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E portanto temos o seguinte:

Sy F (9, f) = / { ATrgh + div (div h) — (h, Ric) — Z 99" hayOk (f) 0; (f) + 2 (VE, Vf)} e fdp

a,b,i,k=1

/ (5+ IV/] ) ( (Trgh) — k) e du(g)
= o f (k=75 ) (0o - ) s > [0 (1) 0, ()

,j,a,b=1

/Me (Hess(f),h) du—i—/M{ (h, Ric) — Z 9 g"hay O (f) 0; (f)} e~ ldu

a,b,i,k=1

+ 5+|ny <(Trgh)—k>e_fdu

_ z/M (k Trgh )(|Vf| ) _fd,u—/Me_f (Hess(f), h) dp

—/M (h, Ric) efd,u—i-/ (S+ IV f] ) < (T'rgh) — k) e Ldp.

Pela linearidade do produto interno, concluimos que

SomF (9, f) = Q/M (k—Trg ><|Vf| ) _fd,u—/Me_f (Ric+ Hess(f), k) du

+/M (s+1vs7) ;(Trgh)—k) e dp
_ /M{<ngh —k) (2 f—2\Vf]2> - (Rz’c+Hess(f),h>}e‘fdu
+ M{(S+|Vf|2) <;(Trgh)—k>}e_fd,u
_ M{<ngh k;> (2Af |Vf\2+S) - <Ric+Hess(f),h)}efdu.

Se a medida dm := e~/ dyu nio variar, a expressao da variacao de F se reduz consideravelmente:

Coroldrio 6.1 (Variacao de F preservando medida) Considere uma variedade riemanniana fechada
M e um vetor de variagio v = (h, k) satisfazendo § ) (e_fdu) (g, f) = 0. Nesse caso a variagio de F

é dada pela sequinte expressao:

SheyF (9, f) = — /M (Ric+ Hess (f),h) e*fdu.
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Demonstragao. De fato, segue da expressao (6.3) e da hipétese que

SniyF (9, f) = /M % {(S + |Vf|2>}e_fd,u.

E pelos célculos feitos no teorema acima,

/M % {(5 + ywﬁ) } e fdy = /M { <ngh - k) (2Af 9 |Vf]2) — (Ric + Hess(f),h>} edp.

Porém, na demonstracao do teorema anterior vimos que

S (k) (6’f du) = @ (Trgh) — k) e Tdu(g).

Portanto, concluimos o seguinte:

/M a% {(5 n |Vf|2)}e_fdu - /M { (T’;gh _ k:) <2Af —9 |Vf|2) — (Ric+ Hess(f), h>} el dy

= —/ (Ric+ Hess(f), h) e dp.
M

Fluxo Gradiente de 7™ e um Sistema de Equacoes Associado

Com a Proposicao 6.1 em mente,vamos formular um fluxo gradiente apropriado na forma de um sistema de
equagoes, que pode ser relacionado ao fluxo de Ricci. Para ver isso, considere uma variedade riemanniana

fechada M, fixe uma medida positiva suave dw em M e defina um gréfico suave X : Met — NMet x C° (M)

Xige (andu(g))
dw

fazendo

Aqui entendemos por uma medida, uma n-forma positiva. Observe que se dm é qualquer n-forma
positiva, entdo para qualquer U C M aberto podemos definir m(U) := [,,dm. Portanto m : B(M) —
[0, 00) é uma medida positiva (no sentido estrito) definida na o-édlgebra de Borel B(M) (para mais detalhes
veja a Segao D)

A composigao resultante F := F o X : 9Met — R é um funcional em Miet que modifica F. Este
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funcional é dado pela seguinte expressao:

F'(g)=FoX(g)=F <g,1n d‘;fg”) = /M <S+ ‘vmd‘;ff)r) e dw = /M (S+ Ivf\Q) e dw,

onde f :=1In d’;—ff). Notemos que

du(g) dw

~1
e ldu(g)=e " w du(g) = <d/;£m> dp(g) = P ks (9) = duw,

como dw é uma n-forma positiva fixada, segue que

O (h,k) (e_fdﬂ) (9, f) = S(np) (dw) =
E pelo Corolédrio 6.1, vemos que
SmF™"(g) = —/ (Ric+ Hess (f),hye Tdu = —/ (Ric+ Hess (f),h)dw
M M
= —/ (Ric+ Hess (f),h) dw

= / Z 9% g" Ricapheq + Z 9"°g* Hess (f)  headw

a,b,c,d=1 a,b,c,d=1
= / Z g*q"? (Ricapheq + Hess (f)y hed) dw.
Mabcd 1

Notemos que pelo produto interno em (6.1) e pela Proposi¢ao C.2 segue que
dFy".h =63y F™ (g) = (—Ric — Hess(f),h) 2,

e pela definicdo de gradiente:

(VF™)(g9) = —Ric — Hess(f).
Assim, o (2 vezes) fluxo gradiente positivo de F™ em Met é dado por

0

95 = 2(VF™) (9),

i = —2(Ricij + Hess(f)i;) -
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Além disso, usando a Proposi¢dao 1.8 vemos que

of _ 0 (, dilw)_0 = 2 () =
ot~ ot <n do )~ g Wmanly) —Indw) =75 (ndp(9) = 77055
11, (g _ 1. (9
= o (o) w0 =57 (5)
_ %Trg (=2 (Ric+ Hess(f)))
Ou seja, consideremos o seguinte sistema
99 — _9(Ric+ Hess(f))

(6.4)

t
G =—(5+a0

Para (g, f) solugao do sistema (6.4) a derivada de F™ possui uma expressao muito simples:

Proposicao 6.2 Seja M uma variedade riemanniana fechada. Se (g (t), f(t)) € Met x C*° (M), t € I,

¢ uma solugao do sistema (6.4), entdo

d

pr (F™ (g (1)) = Q/M |Ric + Hess(f)|? dw.

Demonstragao. De fato, temos que

% (F™(g (1) = df;'zt).g'(t) = (—Ric — Hess(f),—2 (Ric+ Hess(f))) 2

= 2(Ric+ Hess(f),Ric+ Hess(f)) 2

= 2/ |Ric+ Hess(f)|* dw.
M

Sistema Acoplado e Fluxo de Ricci

Notemos que o fluxo de gradiente (6.4) é (a menos de difeomorfismo) equivalente ao fluxo de Ricci. Isso
é alcancado simplesmente executando um difeomorfismo dependente do tempo que transforma o sistema

(6.4) no fluxo de Ricci. Intuitivamente, se o difeomorfismo é gerado pelo fluxo ao longo de um campo que
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depende do tempo, V (t), entao terfamos um novo sistema:

% = —2(Ric+ Hess(f)) + Lvg
%{ =-S—Af+Lyf

Vamos usar o seguinte lema:

Lema 6.1 Considere uma variedade riemanniana fechada M. Para toda 1—forma w e todo campo X,Y €
X (M),
(L#9) (X,Y) = (Vw) (X,Y) + (Vw) (Y, X)),

em que w? € X (M) é o campo associado a 1-forma w (para mais detalhes veja A.3).

Demonstragao. Pela compatibilidade com a métrica, temos que
Xw()=X (g (w#,Y>) =g (wa#,Y) +g (w#,VXY> ,
e portanto, temos a seguinte expressao:
g <wa#, Y) —g (w#, vxy) S X (W (V) =w(VyY) - X (w(Y)) = (Vo) (X,Y).
Segue da igualdade acima que

(Losg) (XY) = o (g(X.¥) =g ([wh x| V) =g (X, |w#.7])
= g(Vw#X,Y)Jrg(X,Vw#Y)—g(vw#X—va#,Y) —g(X,Vw#Y—Vyw#)

— g (v ot Y) tg (X, Vyw#) = (Vw) (X,Y) + (Vw) (Y, X).

Coroldrio 6.2 Considere uma variedade riemanniana fechada M. Para todo campo X, Y € X (M),
(Lvyrg) (X,Y) =2Hess(f) (X,Y).

Demonstragio. Basta tomar w = df. Segue que w# = (df)¥ = Vf. Como Hess(f) é simétrica
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(para mais detalhes veja A.10), segue que

(Lvrg) (X,Y) = (Loxg) (X,Y) = (Vdf) (X,Y) + (Vdf) (Y, X)

= Hess(f)(X,Y)+ Hess(f) (Y, X)

= 2Hess(f).
[ |
Pelo Lema 6.1 e pelo Corolério 6.2 que, se tomarmos V (t) := V f, entao
Lvg = Lyvypg=2Hess(f); (6.5)
(Lysf) = (VO =(VLEVH = VI
Segue disso o seguinte sistema:

% = —2(Ric+ Hess(f)) + 2Hess(f) = —2Ric (6.6)

Y= —S—Af+|VSP

Convertendo o Fluxo Gradiente no Fluxo de Ricci

Considere (g (t), f (t)) € Met x C*° (M), ¢ € I uma solucao do fluxo gradiente (6.4), vamos mostrar que
existe uma solugao (g (t), f (t)) € Met x C° (M), t € I do sistema (6.6) fluindo ao longo do gradiente de

f:

Lema 6.2 Seja (g(t),f(t)), t € [0,T), uma solu¢ao de (6.4). Defina uma familia suave {® ()} eeor)

e iy — (I F
{ i (v | f) " (6.7)
O (0) = Idy

de difeomorfismos de M por

Entdo o pullback da métrica, g (t) := (®*g) (t), e a fung¢do f(t) := (f o ®) (t) satisfazem o sistema (6.6).

Demonstragao. Pela teoria das equagoes diferenciais que dependem do tempo, o PVI (6.7) sempre

tem solug@o. Nesse caso, segue do sistema (6.4) e das expressoes em (6.5) que

ag _ 8 *—\ *8§ * -\ _ *8§ * =
a ~ o ?9= <‘I> m) +0" (Lag) = (‘D 87&) + 0" (£(gnogy9)
= —20* (Ric?) — 29" (Hess([)) + 2®* (Hess(f)) = —2®* (Ric?) = —2Ric’.
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E portanto, novamente pelos sistemas (6.4) e (6.7), vemos que

0 0 — 0 do
Y - a T 0-Tean+ (V)
9 o
_ ai:o@() (VI VT P od
of 77 2 — — 77 2
= S o0 )+ |V fod|"=—(So®+ (A f)o®)+|VI fod|
= —(S+ANH+IVIP,
onde S e A sdo a curvatura escalar e o laplaciano, respectivamente, na métrica g (t). [

Convertendo o Fluxo de Ricci no Fluxo Gradiente
Agora vamos fazer o contrario, dada uma solugao (g (t), f (¢)) de (6.6), vamos mostrar que existe uma

solucao (g (t), f (¢)) do fluxo gradiente (6.4).

Lema 6.3 Seja g(t), t € [0,T) uma solugao do fluxo de Ricci e seja fr uma fungdo arbitraria em M.

Entao:

1. Existe uma tunica solucdo da equacgdo do calor "backward"

U =—Nf-S+|VI, tel0.T]
f(@) = fr

2. Mais ainda, dada uma solu¢ao f (t) do sistema acima, defina uma familia suave {® (t)}te[U’T) de

difeomorfismos de M por
() = (V4O 1) (0);
U (0) = Idy.
Entdo a métrica pullback g (t) = (¥*g) (t) e o pullback da funcio f(t) := (f o W) (t) satisfazem o

sistema (6.4).

Demonstracgio. 1. Facamos a seguinte reparametrizacio: 7 =T —t, seja u = e~ . Notemos que

8u ou _ af 8f 9
ou __f9f CAf_
or ot ¢ ot “or ( Af =S+ )“



6.2. O F-funcional 119

Ja sabemos que o laplaciano de u é dado por
Au=A (e_f) = (|Vf\2 - Af) e = (|Vf|2 - Af) u.

Portanto segue que

gz:Au—Su.

Como esta é uma equacao linear parabdlica no tempo e com dado inicial em 7 = 0, a teoria de equagoes
diferenciais nos garante que existe uma unica soluc¢ao em [0,7].

2. Temos que

g 9, v (09 . _ (&+99 .
5 = 5 (@)= <<I> at> + 0" (Lasg) = (<I> at) + 0" (£ (g y9)
= 20" (Ric?) — 29" (Hess(f))

= 20" (Ric? + Hess(f)).

E além disso,

87 B 5] _af
5% a(foq))(t)—ao

= Yosy - (vir, v on

®(t) + <V9f,cgf>

_ Zoq»(t)— IV9fod|? = (‘Af—S+IVf\2) 0®+|VIf oo
= (=Af—8)o0d.

Monotonicidade de F a partir da Monotonicidade de F™

A invariancia do difeomorfismo de todas as quantidades em consideragao implica a férmula de monotoni-

cidade para o fluxo de Ricci:

Proposigao 6.3 Considere uma variedade riemanniana fechada M. Se (g (t), f (t)) € Met x C (M),

t €I, é uma solugao do sistema (6.6), entao:

SF ). F@) =2 [ |Rie+ Hess(D) e
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Demonstragao. Como (g (¢), f(t)) é solucdo do sistema (6.6), segue do Lema 6.3 que g(t) :=

(U*g) (t) e f(t) := (f o W) (t) sdo solucdes do sistema (6.4). Pela Observagiao 6.1 F ¢é invariante por

difeomorfismos. Assim, temos que

e portanto, derivando ambos os lados vemos que

CFGW.F0)= SF (50,7 (0).

Mais ainda, pela Proposicao 6.2 vemos que

%}' (g (t) ,f(t)) = 2/M ’%—F@(T)f e_?d,u (9) = Z/M |Ric + Hess(f)|2e_fdu (9).



Capitulo 7

O VW-Funcional e o Nao Colapso Local

Os objetivos principais desse capitulo sao as demonstracées dos Teoremas 7.1 e 7.3. O primeiro deles
garante que se a solugdo do fluxo de Ricci é uma familia de variedades fechadas, entao essa familia
nunca colapsa. Ja o segundo nos garante uma forma de sempre lidar com solugées completas do fluxo de
Ricci, isto é, a menos de modificar a familia solu¢ao, {g (t)}tE[O’T), do fluxo de Ricci, podemos supor que

t € (—o0,b), para algum b € R. Mais ainda, essa nova solugao possui curvatura riemanniana limitada.

7.1 O W-Funcional

Considere uma variedade diferencidvel M fechada (isto ¢, uma variedade diferencidvel compacta e sem
bordo) de dimensdao n. Definimos o W-funcional de entropia de Perel’man como uma aplica¢ao

W Met x C®° (M) x Rt — R, em que
Wig, f,7) ;:/ (T (S+ \Vf|2> +f—n> udp,
M

em que u = (477) "2 e/, 7 > 0 é o parametro de escala, Vf ¢ o gradiente de f (para mais detalhes

veja (A.7)) e S é a curvatura escalar de M. Notemos que

W(gafaT)_

Fof) = [ (r(S+IViE) + 5 =n)udu— T [ (5+19)

(47T) 2 (477)2

/M (7’ (S+ |Vf|2> +f- n) (4rm) "2 e Tdp

g L o)

121
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= [ (s IvR) )y E e [ (=) ) E e a

M
- /M (47:7)3 (5 +1V412) e an

_ 1 et
B (4%7)% /M f ) -

Esta equagao relaciona os dois funcionais. De modo semelhante ao do Capitulo 6, procuramos encontrar
um fluxo de gradiente para YW que inclua o fluxo de Ricci de modo a tornar YW mondtono. Com isso,
provamos o nao colapso local para o fluxo de Ricci. Em seguida, provamos os limites inferiores de

injetividade desejados.

Observagao 7.1 Assim como F, o funcional W é invariante por difeomorfismos: De fato, sejam M e
N wariedades diferencidveis (N riemanniana com métrica g), F: M — N um difeomorfismo e (¢, M,U)
, (¥, N, V) cartas locais. Localmente, sendo f : N — R suave, a defini¢ao de integral em uma variedade

nos da que

/¢1(V) fdp ::/Vfow_l\/ﬁdylmdyn.

Da mesma maneira,

/ foFdu ::/ foFop t/det(F*g)dz...dx,
e~ 1(U) U

Pelo teorema de mudanca de varidveis no espaco euclidiano, temos que:

/fow—l\/(?tgdyl,,_dyn - /foqv/;_loﬁ(\/detg) o F x |det Jo| dzy...dz, (7.1)
\% U
— / foFo<p_1 (\/detg) o F x |det Jﬁ‘ dry...dx,,
U

em que Fi= oFople Ji € a matriz jacobiana de F'. Notemos que

F*g = F* Z gi;dy' @ dy? = Z (gij o F) F* (dyi ® dyj) (7.2)
ij=1 ij=1
= Y (o F) (Frdy') @ (Frdy’) = Y (gij 0 F)d(Fy') @ d (F*y)
i,j=1 4,j=1

OF, OF;
= Y (gjoF) 8:13(18732 (dx“ ® dxb)

1,7,a,b=1
n n

OF; OF; .
= Z Z (gij o F) 8xa 67;8}], (di[f X dl‘b) .

ab=1 \ij=1
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A 5% igualdade é vdlida, pois
d(F*yZ) :d(ﬂ'iOﬁosp) :Wiodﬁodcp,

e portanto, N
oF;

Logo temos a sequinte igualdade:

y . . iy OF; OF; OF; OF;
(d(F*y'") @ d (F*y)) (v,w) :azlv b@xa o az_ D5, Doy (d:n ® dx ) (v,w),

para todo v,w € TM. Segque da expressao (7.2) que a matriz da métrica F*g é justamente
X T
(F*g) = (Jp)" (9i5) (Jp) -

Portanto, vemos que

det (F*g) = \/det Jz) gzj \/det det (gij) det (J3)

= \/det (9i5) (det (Jﬁ)) = 4/det (gij) |det (J5)]

E pela igualdade (7.1), concluimos que

/wl(V) fdp, = /‘/f0¢1@dy1...dyn = /UfoFmpl <\/M) o F x ‘det Jﬁ! dzy...dx,
= / foFop '/det(F*g)dx...dx,
U

= / fOFd/,LF*g.
e=H(U)

Com isso em mente, vamos mostrar que, assim como F, o funcional W é invariante por difeomorfis-

mos: Seja M uma variedade diferencidvel fechada e considere ® um difeomorfismo de M. Entao

* *for = T * * 1 *f£_ —o*f
W@t = (T F @ oy @ e

= T * — _é*f *

(4%7)%.7:(%][) " (477)2 /M (&°f—n)e Wy
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T

= —F , -
(4mT)2 (9, )+ (4mT)2

= Wiy, f,7).

| r=myeta,

Além disso, para todo ¢ > 0 temos a sequinte invaridncia:

n
2

CT _ C _
Weg fror) = — T [ (594 VI ey + e [ (e,

(dmer)2 (dmer)2

cre? 1 9 _ c _
= — _ Sg—l—Vfc>efdu —i—n/ f—n)e du
(dmer)2 /M <C IV 1 le 7 (4rer)? M( ) g

cT 1 9 _ 1 _
(4n7)2 /M (C IV 1le Hg (4wT)2 M( ) Hg

n n

cT 1 1 .. 1 .. B
= /M “S0+cg | Y 970105, Y ~g"0:(N0; | | e dn,

n
2
(47 ij=1 ij=1

3
3

)
1 —n)ef
+(47r7)% /M Y ) g

Colocando % em evidéncia, seque que

cT LI B
Wieg foer) = T [ [ 5742 S a0 S a0, | | e,
(drr)2 Jar | € ij=1 ij=1
1 / _f
d
47TT M Ho

_ 1 -f 1 et
- M <c IVf‘ )e g + (471'7')% /M (f =) dug

= / Sg—l—]Vf\ fdug—i- /M(f—n)efd,ug

(4rT)2

:W(

1
(4mT) 3

Agora vamos encontrar uma expressao para a variagdo de W :

Proposigao 7.1 (Variagao de W) Em uma variedade fechada M, a varia¢ao de VW é dada pela segquinte

expressao:

1
S(h )W (g fi7) = / <Ric +Hess (f) = 59, ~Th+ cg> udp
M

1 a1
+/ T<Trgh—k—n§> <S+2Af—Vf|2+fn> ud.
M 2 2T T
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Demonstragao. Vamos calcular a variagao, 6, x.)W (g, f,7), de W em (g, f, 7) na direcdo de (h, k,<)

via dois passos: Vamos realizar a separacao
6(h,k,§)W (ga f7 7-) = 5(h,k,0)w (g7 f? T) + 5(0,0,§)W (ga f7 7—) .

Para cada 7 € R™ fixado, vamos calcular S(hk,0)W (g, f, 7). Pela Proposicio 6.1, temos que

5(h,k,0) <(47:;_)721.7:(97f)> (9, f,7) = (47:;)36(;1’,{’0) (F (g, 1)) (g, f,7)
) _@;53f;“““+ﬂwsqxhw<wn
+(47:T)3 /M <;Trgh - k> (287 = IVS1* +8) e ap

= —/ T(Ric+ Hess (f),h) udp
M

+ /MT <;Trgh - k:) (2Af — VS S) wdp,

e por um célculo direto,

! —n)e S T) = 1 —n)e ! .
5(h,k,0) ((47T7‘);L /M (f ) d:“’) (gv f7 ) (47_(7_)% 5(h,k,0) </M (f ) d#) (97 f’ )

1 d g
- (4777)% ds|s=0 /M (f sk —mn)e ! kdugﬁh
1 d
— il _ —f—sk
(477)2 Jar ds|s=0 ((f Fek—ne dug+8h>

N (47:7)3 /M <jss=o (f 40k - n)) <y

Usando que u = (4777')7% e~ 1, segue que

! —n)e ! T)= U —n)(—k)u —nlr U
<mm«umﬂAff ) M%Qﬁ)‘&k@wfaf ) () udngt [ (7 =) 5Ty (0w,
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= [ (e kG gy )

_ /M <k: + <;TT9 (h) — k:) (f - n)> udps,.

Para o célculo de 699 W (g, f,7) com g e f fixados, vemos diretamente que

5(0,0,g)W(97f77') = 5(0,0,<) ((47:7)3 (9, f) + mlT)L/M (f—n) efdu>
. # —n)ef
<5(00<)( ) ) (9, f) + ( (0,0,6) (47TT)2> /M (f ) dp

d T 4+ 56 d 1 _
- - - F g, - —n)e'd
<ds (4w (T+3g))2>50 (9:4) + (dS (47 (T + s9)) > s—0 /M Y ) s

(4T (T4 56))% — 2 (47 (1 + 56)) 2 drg (7 + 59)

- (4 (1 + s9))" |s:0f (9.9)

+ (—g (47 (14 56)) "2 47T§) o /M (f —n)e ldu.

|3

Fazendo s = 0 nessa expressao, vemos que

n n—2
c(dnr)z — 2 (477) 2 dnmgT 4msn
6(070,§)W (ga 8 T) - (zﬂ'T)n F (97 f) + 4 n+2 d:U/
T)
— 2 (4r7r)" M4 2
_° 2 ( 777)2 7T§T/ (S+]Vf|2>e_fdu— 7Kn/ —n)udp
(4mT)2 M

M T )y
B /M(g( _%) (S+|vf‘2)_%(f—”)>udu.

Somando todos os termos, segue que

6(h,k,q)w (ga fa T) - 6(h,k,0)W (ga fv 7—) + 5(0,0,§)W (gv f: T)

d(h,k,0) (M;);f(g,fo (9, f,7) + 0 k0 ((47:7)3 /M (f—mn) e_fdﬂ) (g, f,7)
+5(0,0,§)W (97 s T)
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= —/ T(Ric—l—Hess(f),h>ud,u+/ T(lTTgh—k‘> (QAf—|Vf|2+S) udp
M Mo \2

+/M <k+<;Trg(h)—k> (f—n)> udu—i—/M( (1—f) (S+|Vf|) ;—(f—n))udﬂ

_ /M <_ (Ric+ Hess (f),Th) +7 (;Trgh - k) (287 - 1VfP+ S)) udp

+/M<<k+<;Trg(h)—kz> (f—n)>+( (1_7) (s+vs1) - ;Z (f—n)))udu

Mas como valem as seguintes igualdades:
S =(Ric,g) e Af=(Hess(f).g),
segue que a variagao de W é dada por

SraoW (9, f.7) = /M ((Ric+ Hess (f),—7h) + 7 @Trgh - k) (287 — VS + S)) wdp
+/M ((k+ (;Trg (h) —k) (f—n)) ( (1 - 7) (S+ V] ) 27; (f—n))) udps
= /M [(Rz’c+Hess (f),—Th+<g) +7 <1Trgh — k) <2Af —|Vf2+S+ f;”)] udp

+ /M [t (1902 = af) =2 (5 +1V112) = 27 — )] udn.

Colocando o termo —% dentro do primeiro parénteses, segue que

k)W (9, £,7) = /M _<Ri0 + Hess(f),—th+<g) +7 <1Trgh - k) <2Af —|Vf?+ S+ f;”)] udp

w [ s (1972 -a) =5 (5+191F) -
/

= / _<Rz’c+Hess(f),—7'h+gg>+T<2Trgh k:—> <2Af ’VfP—i—S—i—_n)]ud,u
.l T

n

S (F =) udn

+ /M (k46 (1N = AF) = ns [V + msAf] udy

= / [(Ric+Hess(f),—Th+gg>+T<Trgh k:—T> <2Af |Vf|2+5'—|-f;n>]ud,u
M

+/M [k (0= 1) (Af = V1) | udp.

Agora notemos que
neg

g R ANy G AL
(=2 —th+sg) =5 {9.h) = 5= (9.9) = 5Trgh— .

2T
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Logo, a variacao de W tem a seguinte expressao:

S W (9. fo7) = /M [(Ric + Hess (f) . —h + <g)] udy

+/M[ <2Trgh k— )(QAf |Vf2—|—S+f7_n>}ud,u
+ /M [k (= 1)s (A7 = V7] udp

Somando e subtraindo um mesmo termo, vemos que

bW (g, fo7) = /M [(Ric+ Hess (f), —h + cg)] udy

+/ _ ( Troh—k — ><2Af ny\2+S+f_"_l)Mdu
M L T

9 1 ng
—I-/M _k:+(n—1)g(Af—|Vf| )—I— <2T7“gh—k:—27>} udp

= /M KRZ'C—{—H@SS (f) — %, —Th+§g>] udp

+/ _ ( Troh — k:—> <2Af ny\2+S+f_"_1)}udu
M L 2 T

T /M (n 1)< (AF ~ V) udp.

Por fim, temos que

/M (n—1)¢ (Af - \Vf]2> udp = (Zl;;); /M <Af - ]Vf\2) e ldp = (Zl;;)g /MA (e*f) dp = 0.

Logo, concluimos o seguinte:

|3

Sy ig, f,7) = /M [<Ric + Hess (f) — %, —7h + gg>} udps

+/M [T <;Trgh i — > <2Af V2454 f_:f_l)] wdps
+ /M (= 1)< (AF = [V 42)] udp

= /M [<Ric+Hess (f)— %,77h+§g>} udp

+/ [ < Troh —k — ><2Af \Vf|2+5+fnl)]ud,u.
M 2 2T T
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Novamente, se a medida dm := udp nao variar, obtemos a seguinte expressao simplificada para a

variagao de W:

Coroldrio 7.1 (Variacao de W que Preserva Medida) Considere uma variedade fechada M. Para

variagoes (h, k,<) tais que o, 1) (udp) (g, f,7) = 0, temos que

5(h,k,<)W (gv 5 T) = /

y <<Ric + Hess(f) — %, —Th + §g>) udfs.

Demonstragao. De fato, usando o Coroldrio 6.1, obtemos que

1
S )WV (9, [sT) = Oy (M?(g,f)) + (ke (W /M (f —n) e_fd,u>
= (S(h,k,g) /M T (S + ’v'f’2) udu + 5(h,k7§) (/M (f — n) udu)
s [ (541978 Jua ([ 15 =l

= [ s (SR udut [ S [(5+ 194)]

d
= + sk —n]ud
sy | sk nludp

/ S <S+ \Vf|2> ud,u+7/ O (hk) [(S—i— |Vf’2)} ud,u+/ kudp
M M o
/Mc(s+\vfy2) udp + (4;),5 /Mawﬁ) [(5+1vsP)] e—fdﬂ+/Mkudﬂ'

Pelo Corolério 6.1 novamente, segue que

oW ) = [ (5192 = T [ i esst) 1) eS|

A7) M

= /M (g (S+ ]Vf|2) — 7 (Ric+ Hess(f),h) +k:) udps

/M (§ <’Vf\2 - Af) + (Ric+ Hess(f),—Th +<sg) + k) udp

/§<|Vf|2—Af)udu+/ ((Ric+ Hess(f),—Th +sg) + k) udp
M M

= /M ((Ric+ Hess(f),—Th +sg) + k) udp..
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Por fim, notemos que

0 = Bk (i) (g, £,7) = B NP R (L
= ko) \Uat) (g, J,T) = ks PN 9,J,T) =\ 7= PN H
(hokys) (k) (4nm)2 ¢ ds|s=0 (47 (1 + s¢)) 2 !
et ( d
+ 7| o digy )
(477)2 \ds|s=0 gt
_ke—f-sk (4 5 _ny 27 Ypge=f—sk 1
_ ke T (4 5))% — 5 (4m (T sq))2 T dme dpy + ——— 5Ty (h) du
(47 (1 + 59)) |s=0 (4m7)2 2
—ke ™! (4n7)2 — 3 (4n7) 2 dmee! e/ 1
_ du + -5 “Tr (h)d
(4mr)"™ Hg (4r7)2 2 ro (R) dp
—ke™/ — Bse/ e/ 1
e nT d +7n7TT h d
) g (inr)E 2 g (h)dp

ng 1
= (—k: ~ 5 + §Trg (h)) udjs,
e como u e dy ndo sao nulos, entdo —g= + %Trg (h) = k, ou seja,

Sk (9 f7) = [ (Ric+ Hess(f).~rh+ <) + ) udp
M
. ng 1
((ch + Hess(f),—Th +<g) — o7 + §T7“g (h)) udps

J,
= /M <<Rz‘c+ Hess(f) — %, —7h + §g>> udjt.

Fluxo Gradiente de )V e Monotonicidade

Nesta secao, queremos formular um fluxo gradiente apropriado para W que o torne um funcional monétono.
Considerando que na Secao 6.2 foi possivel fazer isso formalmente para o funcional F, aqui encontraremos
o fluxo gradiente para W heuristicamente.

Primeiramente fixemos uma medida

de modo que a variacao %—T =0y, (dm) (g, f, ) se anule, isto &,
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Isolemos f na definicao de dm:

eif
dm = =du
(4mT)2
= e*f:(47r7')%d—
dp
n dm dm n dm
= —f= n<(47r7')2 d,u>_l <du>+ln<(4m—)2)_ln<du
s e () S ) = () - P ()
= m 5 (drr) =In{ —= 5 In(4m7).

Usando que 7/ = —1 (para garantir a monotonicidade), e derivando em ¢,

of 0 du n o 0 n o 0 n (—4r)
9 o () 2 h4ar)) = 201 1 L R -
ot ot <dm> 2(%(11( ) 8t(n(dm n(dm)) 20t n (4m7) Gt(n(dﬂ)) 87T
1 /0 n(—4r) 11
= @ (aﬂ“) - Sger ~ apa T dut o
- L h)+3—1 77,29 +— L (Tr, (—2Ric — 2Hess(f)) + -
T Ty T My g\ g\ TEIe T AT 2r
= S—Af+ L
2T
Logo temos o seguinte sistema:
8—? = —2Ric — 2Hess(f)
U — S-Af+ 2 (7.3)
o = —1
Pelo Corolério 7.1, 7/ = —1 implica que
iW = /W(ng):/ Ric+Hess(f)—i—T@+T'g dm
dt ( 7f 77_) 1 M 2T at
= / (<Ric+ Hess(f) — i, —7 (—2Ric — 2Hess(f)) — g>> dm
M 2T

/ <<Ric+Hess(f) ~ 50 27 (Ric + Hess(f
M

27/ <<Ric+Hess(f) 2— Ric+ Hess(f
M

9

2T

dm

27/ ‘Ric + Hess(f)
M
0,
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ou seja, sob o conjunto das solugoes do sistema (7.3), W é uma fungdo monétona. Fazendo a mesma

mudanca por difeomorfismo efetuada na Segao 6.2, obtemos diretamente o seguinte sistema de equagoes:

%Z—QRZC

a7 — 72 n

U = S AF+|VF +2 . (7.4)
or

o = 1

Este sistema inclue o fluxo de Ricci. Segue agora, por um argumento semelhante ao da Se¢ao 6.2, que

temos o seguinte resultado de monotonicidade para o funcional W:

Proposicao 7.2 Se (g ), f (@) ,T(t)) € Met x C° (M) x RT, t € I, é uma solugio de (7.4) em uma

variedade fechada M, entdo

Va0 T0.70)= [ 2

dm.

Ric+ Hess(f) — 21

Demonstragao. De fato, pela Observagao 7.1, W (g (t), f(t),7(t)) = W(g(t), f (t),7 (). Por-

tanto, fazendo mudanca de varidveis, concluimos que

%W (?(t)af(t)ﬁ(t)) = %W(g(t)7f(t),7(t)) :/ QT‘Ric—i—Hess(f) — % 2dm
= / 27 |Ric + Hess(f) — i dm.
M 2T

O u - Funcional

Considere uma variedade diferencidvel M e seja Met o espaco das métricas suaves em M. Vamos olhar

agora para o funcional p : 9et x RT — R definido por
w(g,7):=inf{W (g, f,7): f € C®(M) é compativel com g e 7},

em que (g, f,7) é dita compativel se

1
/ud,u: n/ e fdy=1.
M (4n1)2 Jm
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Como veremos, o funcional p desempenha um papel importante na prova do resultado do nao colapso
local da préxima secdo. Antes de podermos fazer isso, precisamos verificar que p é mondétono e limitado

por baixo e que o infimo é alcangado.

Observagao 7.2 Seja M uma variedade diferencidvel e ¢ € R um escalar. Temos que p(cg,ct) =

w (g, 7). De fato, pela defini¢ao de u e pela Observagio 7.1,

w(eg,er) = inf{W (cg, f,cr): f e C® (M) é compativel com g e T}
= inf{Wi(g, f,7): feC®(M) écompativel com g e T}

= nig7).
Além disso, p (®*g,7) = p (g, 1), para todo difeomorfismo, ®, de M. De fato,

w(®*g,7) = inf{W(®%g,f,7): f € C>®(M) é compativel com g e T}
= inf {W(®*g,®*f,7): f € C* (M) é compativel com g e T}
= inf{Wi(g, f,7): feC®(M) écompativel com g e T}

= nig7).
A préxima Proposigdo nos garante uma limitacao inferior para p :

Proposicao 7.3 (u € Limitada por Baixo) Considere uma variedade diferencidvel fechada M, g €
Met uma métrica suave em M e 7 > 0. FEziste ¢ € R tal que W (g, f,7) > ¢, para todo f € C* (M)

compativel com g e 7. Consequentemente, p(g,7) > c.

Demonstracgao. Pela propriedade de reescalonamento, 1 (g,1) = u(7g,7). Logo podemos supor,
i

I
2

sem perda de generalidade, que 7 = 1. Seja w := \/u = (477) 1 e”2 > 0 com [, w?dp =1 (de fato, f &

compativel com g e 7). Segue da defini¢do de w que f = —2Inw — §In47m e com isso,

Vf=—-——Vuw.

2
w
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Assim, podemos escrever W (g, f,7) em termos de w da seguinte maneira:

Wy, f,1)

/ (S+|Vf| )+f—n)ud,u (7.5)

(
_ E<S+ ——Vw 2) (—21nw _ gln47r> _ n> w2dp

<S+]Vw| ) (—21nw—%ln47r> —n> w?dp

= /4|Vw\ +<S—2lnw—gln4w—n)w2du
M 2

= H (ga 'LU) :
Como M é fechada, segue que

S—n——1n47r> inf S—n—fln47T>C> —00.
reM

O tinico termo que é um problema ¢ w?Inw. Felizmente, a desigualdade do logaritmo de Sobolev

nos permite limitd-lo por um termo do tipo Dirichlet. Segue do Lema abaixo que

H(g,w) = /M4\Vw|2+(S—anw—glnélw—n)de,u

= / <4]Vw]2 —2w21nw) d,u—i—/ (S— E11147T—n) w?dp
M M 2

> / (4]Vw|2—2w21nw> du—i—/ Cw?dp
M M

= / 4\Vw|2d,u2/ w2lnwd,u+/ Cw?dpu (7.6)
M M M

> / 4\Vw]2du—2/ |Vw|2du—C(1,g)+/ Cw?dy
M M M

= 2/ V| dp—C(1,9)+C
M

Lema 7.1 (Desigualdade do logaritmo de Sobolev) Seja (M, g) uma variedade riemanniana fechada.
Para todo a > 0 existe uma constante C = C (a, g) € R tal que se ¢ > 0 satisfaz a identidade fM dp =1,

entao

/wQ(lnso)d#<a/ Vol du+ C (a,g).
M M
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Demonstragao. Devido aos vdrios resultados preliminares necessdrios e a sua baixa importancia
para o desenvolvimento da teoria, vamos omitir sua demonstracao. O leitor pode encontréd-la no livro
Bennett Chow, Peng Lu, and Lei Ni, Hamilton’s Ricci flow, Graduate Studies in Mathematics, vol. 77,
AMS, 2006. p.184. =

Agora vamos exibir uma esbogo da demonstragao de que a aplicacao W (g, -, 7) é sempre minimizada

por uma funcao suave:

Proposicao 7.4 (Existéncia de um Minimizante Suave) Para toda métrica suave g € Met em uma

2

variedade fechada M e T > 0, o infimo de W sobre todas as funcgées f compativeis é alcancado por uma

funcdo minimizante suave compativel foo.

Um esboc¢o da demonstragao. Novamente, sem perda de generalidade, podemos supor que 7 = 1
e vamos definir H (g, w) como na expressao (7.5). Vamos utilizar métodos diretos do célculo das variacoes
para mostrar que H possui um minimizante. Segue da estimativa (7.6) que toda sequéncia minimizante
{wi} ey de fungdes compativeis para H (g,-) (isto é, fungdes que sio positivas e satisfazem [, w? = 1)

possuem energia de Dirichlet limitada, isto é, para cada k € N, existe Cj € R tal que

1
/ V| < C.
2 Jm

Além disso, existe uma subsequéncia que converge fracamente para o limite w € W12, o (1,2)-espaco de
Sobolev (para mais detalhes veja a Definicio E.2), isto é, w, Dw € L?(M) (em que Dw é a derivada de w

no sentido das distribui¢oes). Pelas boas propriedades da energia de Dirichlet, segue que

/ |Vw|? / ‘th infwy,

Vamos utilizar o teorema de compacidade de Rellich, que nos diz o seguinte: "Se 2 C R" é um

—hmlnf/ |Vwk‘ —hmlanwkHWm

dominio regular limitado com 1 < p <ne C 1 < ¢q < p* = np/(n—p), os conjuntos limitados em
WP () sdo pré-compactos em L? (Q2) (para mais detalhes veja a Se¢do E.0.3). Em particular, se {uy},cn
¢ uma sequéncia de fungdes em WP () tal que |lug |1, < C, onde C independe de k, entdo existe uma
subsequéncia de {uy}, .y que converge em L9 (Q2)".

Segue da desigualdade e do teorema de compacidade de Rellich que {wy}; oy converge em L9 (€2), para

todo g < 2n/ (n — 2). Em particular, para ¢ = 2 temos que

/w2:1.
M
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De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no produto interno canénico por integracao, vemos

que

0 = lim [jwy —w|3= lim/ wy, — w|* dp > lim/ (Jwi| = |w])* dp
k—o0 k—oo J 1 k—oo Jr

_ lim/ \wkIQdu—Q/ ]wkHw|d,u+/ w2 dp
. 2 2 2 2
> g [ wPau—z [ e [ el [ el
k—oo Jar M M M
= 1—2/ w|2du+/ lw|? dp
M M
1_

/ w?dp.
M

Além disso, como ||wy — wl|3 — 0 (em que |||, é a norma do espaco L?), segue que

| s Swidp = [ Swdpl

< / |S\|w£—w2|d,u
M
< 2 25 _ _
< m]\%X|S|/M‘wk w?| dp <mj&x5> /M|wk w| |wy + w|dp
< <max\5\) \// (wk—w)zdu\// (wi +w)? dp
M M M
<

(1mgx1s1) \/ [ - w>2du\/ [ w20
— (mgels1) \/ [ -y d#\/ [ =+ 4 = ) w - dutd
— (mgels1) \/ [ -y du\/ [ e dnra [ - wpudara [ wta

Tomando o mdédulo no quarto termo, vemos que

] | sutan— | Sw%m' < (mﬁx|5|> \/ | - w)Qdﬂ\/ e wtdua [ o= ulloldu+a [ wran
< (mj\f}XS’) \/ [ = wau <\/ | o=t \/4 [ =l ldu+ \/4 /| w?du>
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< <mﬁXS|> \/ ] =) d \/ | o= w2 \/ /M|wkw|2dﬂ\/ /M!w|2du+\/4 | wrdn
< <mﬁX5’> \/ | =) d <\/ | w2 ( [ =l wl2du>1/4 /e /Mw%m)
k—>000’

em que as integrais sempre existem pois M é compacta. Ou seja,

lim/ Sw%du:/ Swdp.

Queremos mostrar que a integral de w?Inw na definicdo de H também converge. Para ver isso, seja
p:=w?Inw e note que

Vp=Q2uwhw+ w)Vuw.

Para todo € > 0 existem ¢y, ca > 0 suficientemente grandes tais que
lwlnw| < e¢; + 02w1+8/2,

logo, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

/|Vp|d,u = /|(2wlnw+w)Vw]du§/ ‘(201+202w1+8/2+w)Vw‘du
M M M

< / |(2c1+w)Vw]du+2/ ‘CQwHa/QVw‘du
M M
1 1
) 3 ) 2
< (/ |2¢1 + w| d,u) (/ |Vwl du)
M M
2 \2 >
+2 </ 02w1+5/2) du) </ ]Vw|2du)
M M
1 1 1 1
2 2 2 2 2t 2 2 2
= </ |2¢1 + w| d,u> </ |Vwl du) + 2¢o </ |w| Edu) </ |Vwl du) .
M M M M
1
Trivialmente, <fM]Vw|2du)2 = |lw|ly12 € limitado por [|w|yy1.2. E usando as desigualdades de

Sobolev, isto ¢, |[w|» < Cllw|y1, em que 1 < p < n, pode-se mostrar que os outros termos sao
limitados por ||w||;12 também. Usando o teorema de compacidade de Rellich novamente, vemos que a

sequéncia {pk}keN possui uma subsequéncia que convergente em L', isto ¢, & menos de passar o limite
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em uma subsequéncia,

k—o0
/ prdp — / pdj.
M M

Segue disso que, fixando uma métrica g € Met, H (w) < limg_oo H (wg) = inf H, isto é, w é um mini-
mizante de H e é compativel. Assim, por definigao, vemos que H (g, w) = p (g,1).
Como w ¢é limite de fungdes positivas, segue que w > 0. A primeira férmula de variagdo nos mostra

que w é uma solucdo fraca da equacao de Euler-Lagrange para H, que é a seguinte equacao:
Aw + (21nw+n+gln47r—5+,u> w/4 = 0.

Usando técnicas da teoria de EDP, queremos mostrar que w é suave e positiva. Isso é um pouco sutil
devido a presenca da nao linearidade logaritmica.

Pode-se mostrar que w pertence ao espago de Holder C%®, para algum o« > 0 (para mais detalhes
veja a Secao E.0.4). Agora vamos mostrar que wlnw pertence ao espago de Holder C%8 para todo
f < a: Como 0 <w < K (pois [, w?dy = 1 < 00), para algum K > 0, nés temos, para todo ¢ > 0,
uma constante C (g) tal que [lnw| < C(e) + w™¢. Mas entao, escrevendo ws := (1 — s) w (z) + sw (y) e

assumindo que w (y) > w(x), vale a seguinte igualdade:

1
(wlnw) (z) — (wlw) (y)] = /0 (1 + Inw,) (w(y) — w(z)) ds|.

De fato, desenvolvendo o lado direito da igualdade, vemos que

1 1 1
/0 (1+nwy) (wy) - w@)ds = (wly) - wz)) / ds + (w(y) — w(x)) / Inw,ds

1
= w(y) - w(z) + (w(y) - ) / In (1 - syw(z) + sw (y)) ds

= w(y)In(w(y)) —w(z)n (w(z)).
Trabalhando essa igualdade, vemos que

((winw) (z) — (winw) (y)| = /0 (1 +Inws) (w(y) — w(z))ds
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1
(1 + ws]) [w(y) — w(z)|ds

IN

1
; (Cle) +ws) [w(y) — w(z)|ds

J
J

IA

1
= Iw(y)—w(m)\/o (C(e) +w, <) ds

fws_€+1 s=1
= (w(y) —w(z)) <C(€) + ((1 —¢) (w(y) — w(x)))sz())

s () (@) ).

Agora notemos que

1
(1= [ (i) - wia) s —(Lwﬂww—w@»<

= w%fs — wéfs
= w(y) —w()

[(whhw) (z) = (wnw) (y)] < (w(y) —w(z)) Cle) +

Simplificando a expressao, vemos que

[(whhw) (z) — (whw) (y)| <

= :C(d(y,2)" 7.

Assim, wlnw é Holder continua com expoente a (1 —¢), para todo £ > 0, como queriamos. Algumas

estimativas, as chamadas estimativas de Schauder, (para mais detalhes veja [10, Teorema 6.2]) podem

entdo ser utilizadas para vermos que w € C?#. Em particular, w é uma solucéo cldssica da equacio.
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Um principio de méximo forte implica que w tem um limite positivo abaixo, de modo que wlnw é
uma funcdo suave de w, e entdo C?#. Uma maior regularidade segue das estimativas de Schauder, logo
weC®(M). ]

Agora vamos demonstrar que o p-funcional é monétono, para isso precisamos entender a nocao de
"operador de calor conjugado"e uma propriedade especifica:

Definindo o operador O := % — A agindo em C*° (M x [0,T)), e calculando % J vw, vemos que o
operador de calor conjugado [I* := _E — A+ 5, em que S é a curvatura escalar, é conjulgado a [

no seguinte sentido:

Lema 7.2 Seja M uma variedade diferencidvel compacta. Se g (t), t € [0,T) é uma solug¢do do fluro de

Ricci e v,w € C*° (M x [0,T)), entdo

/OT (/M (Ov) wdu) dt = [/M vwdﬂ]:+/oT (/M”(D*w) du) i@

Demonstragao. Usando o fato de g (¢) ser solugdo do fluxo de Ricci e o Teorema de Stokes, vemos

que

[ fym = [ ], (oo}, Gt [, e
[y [ f o

0 ow Bd,u
e (vwdp) —v— Y dp — ) / / vAwdp

(vwdp) — va—wdu + vadu) - / / vAwdp
ot ot o Ju

B e s
= vwdp |+ ' ———Aw—i—Sw du

(), [,
</M vwdu)o + /OT /MU(D*U)) dp.

Com esse Lema, podemos demonstrar a monotonicidade da aplicagao pu:



7.1. O W-Funcional 141

Proposicao 7.5 (Monotonicidade de p) Se (g (t),7(t)), t € [0,T), é solugcao do sistema

Jg .
5 = —2Ric

or _
5 =1

em uma variedade fechada M com 7(t) > 0, entdo p(g,7) é uma aplicagao mondtona decrescente, isto é,
(g (t2), 7 (t2)) < p (g (t), 7 (t1)),

para todo 0 <t <to < T.
Demonstragao. Para todo ty € [0,7), seja f solucao da segunda equagao do sistema (7.4) definida
no intervalo [0, ¢p] com

fit=t, = argmin {W (g (to), f,7 (t0)> . f € C>® (M) compativel com g e T} .

Pela Proposicao 7.2, a monotonicidade de W implica que

W), (0),7(6) 20,

para todo t € [0,tg]. Notemos que a compatibilidade é preservada pelo fluxo no sistema (7.4), ja que

d n d n
i/, (4nr) 2 e fdp = /M p ((47r7)_5 e_fdu)

- [ d e
+ /M (4n7)"2 a4 <e*f> dp +/ (477)" 2 e*f% (dp)
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Agrupando os termos, vemos que

2
_ /M <’; (4m7) 7! - ?9{ + <;T7’g (—2Rz’c))> udp

- n -1 af
=, (-5 =) uan

dt Ju

= /(—Au)du
M
= 0,
onde usamos que
Ou _ 1 ey 3Lt~ ey E o f 2P gy 2 (O
5 = 2(471'7') 27 e 5t (dnr) 2/ = 2(471'7) U=t =g T W

e além disso, pelo Lema 7.2 e pelo fato de f ser compativel,

/Ot (/M (O*w) d#> dt = /Ot (/M (O u) x 1du> dp P /Ot </M (Dl)udu> dt — (/M ud,u>:
= /Ot (/MOudu) dt —(1)h=0—(1-1) =0,

para todo t € [0,T), logo [,, (O0*u) dp = 0.

Assim, para todo ¢t € [0,7) temos que

p(g @), 7 (@) <W(g (), f(t),7(t) <W(g(to), f(to), 7 (t)) = p(g (o) , 7 (o)),

onde a iltima igualdade é por construcao. ]

Em particular, fazendo 7 (s) = —s+ 172 +to, em que t; = 0 e t3 = ¢, obtemos a seguinte desigualdade:

Coroldrio 7.2 Se g(t), t € [0,T), é solugao do fluxo de Ricci em uma variedade fechada M. Entao para

todo t € [0,T) e todo r > 0, temos que

p(g0),r*+1) <p(g(t),r?). (7.7)

_n _n_ _n 8 _n
d (4nr) 2 e Tdy = /M (n (4rr) "2 e 4 (4mr) 2 (—a{e_f> + (4nr)"z e/ <;Trg (—2R7jc)>) du
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7.2 O Nao Colapso Local

Para provar os limites de injetividade desejados, basta trabalhar com o volume. Isso é necessério, pois é
dificil trabalhar diretamente com o raio de injetividade. Mostraremos que existe um limitante inferior na
razao de colapso de volume sob o fluxo de Ricci, estabelecendo um limite superior em g em termos de
varias quantidades geométricas. A partir disso, demonstraremos uma versao mais forte do resultado de
"nao colapso local", onde apenas um limite pontual na curvatura escalar .S é necessdrio em vez do tensor

de curvatura riemanniana R.

Proposigao 7.6 Seja (M, g) uma variedade riemanniana fechada. Entdo existe A > 0 tal que, para todo

ponto p € M e todo r > 0,

Vol (B (p,r)) Vol (B (p,r))
ulg.r?) <In <7~n> " (36‘42 e /B@,T) |S|d“> Vol (B (p,/2))’ 9

Observagao 7.3 Observe que o primeiro termo do lado direito da desigualdade é a razdo de volume

desejada. Procuremos vincular os outros termos sob condi¢oes razodveis nos dados iniciais.

2

Demonstragao. Escolha 7 :=7* e seja w := y/u de forma que fM w?dp = 1. Como

~

I3
|

MY

Vau = (477) 71 e77 = (4nr?)”

ao isolar f vemos que

f=—"2lhw- %hl (47rr2),

e por consequéncia,

2
Vf=—-——Vuw.
w

Tomando o infimo sobre todas as fungoes f € C*° (M) compativeis com g e 7, vemos que

IN

plg:r®) < Wig, fr?) = /M(T(s+ny2)+f—n)udM

2
( <S+ ‘—Vw ) —i—f—n) widp
< <S+2|Vw|>+f—n>w2du

Sw +4|Vw|) (f —n)w2> dp. (7.9)

Il
\\\
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Agora fazemos uma escolha criteriosa de f compativel de modo que o lado direito da igualdade (7.9)

reflita a geometria local em um ponto p € M em relacdo & métrica g. Em particular, seja

f(@)i=c—In <(¢ (M») ,

segue disso que

N3

(w(z))? = (4nr?) 2ef (7.10)

en(le))

ey

em que c(n,g,z,r) € escolhido de modo que [, w?dp =1, dy (z,p) ¢ a distancia de z & p na métrica g e

|3

= (47r%)"

= (471'7“2) B

V|3

¢ :[0,00) — [0,1] é a fungao de corte suave distribuida de modo que ¢ (y) = 1, para todo y € [0,1/2]
e ¢(y) = 0, para todo y € [1,00) com uma inclinagao escolhida de modo que ‘(b’ (y)‘ < 3, para todo
1/2<y<1.

Afirmacao: A constante ¢ € R satisfaz a seguinte desigualdade:

B
Vol (B (p,r))

|3

1
e < (7.11)

() e S B )

Demonstracao da Afirmagao: Como |¢| < 1 e supp (w) C B (p,r) (vide a expressao (7.10)), entao

2
1 = / w2d,u:/ wzd,u:/ (47rr2)_5 e ¢ (d; <dg(:n,p)>> du
M B(p,r) B(p,r) r

s

2
<[ e (o),
B(p,r) r
2
< 47TT 2 C ((;5 (dg (x,p))) du
r
4777“ 2 e du
= 47rr 3 e “du

) : ‘/ dp
B(p,r)

r?) "2 e Vol (B (p,r),

fuon

< o
oo
(4
(4
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ou seja,
1

- - 7_‘.7,,2
VB = )

Mais ainda, como ¢ (y) = 1, para 0 <y < 1/2, segue que

2
L = / wdp = / wdp > / wdp = / (4mr?) "2 e <q§ (dg (x,p))) dp
M B(p,r) B(p,r/2) B(p,r/2) T

— / (4777“2)7% e “du
B(p,r/2)

— (4mr?) B / dy
B(p,r/2)
= (471'7“2)75 e Vol (B (p,r/2)),
ou seja,
n 1

Unr) 2 e < B D)

Agora vamos estimar cada um dos termos da expressao (7.9) separadamente:

Termo 1: Seja ¢ (z) := ¢ (dg (z,p) /7). Primeiramente notemos que

() @).¥) = (60 BED) () = dog 0d (BLE) () g (L2 g (L)) )

d d ¢ (TM) T T
= o () (v (B v ) = S @y )Y
1 ( dg(z:p)
= <¢(dr’”)vug <-,p>>,Y>,
para todo Y € T, M, isto é,
V0) (@) = o' () v a, ()

Segue disso que

r

(Vo) ()] =

l(ﬁl (dg (x,p)) V (dq (~,p))’ < 1sup ¢/ sup |V (dg (-, p))| < §SUPW<d9 (,p))l
. r M rMm

Como tal desigualdade é valida para todo p € M, vemos que

1 3
< = | mi . = =
(V)| < TSHPW\I{EES%IV(%(?M)! —A
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Segue da igualdade (7.10) e da definigao de 1, que
Vw = (4777“2)7% e 2V

Como o suporte do gradiente de v estda dentro de B (p,r) ,vemos da expressao (7.11) que

n

_n c 2 _n
4r2/ Vw|?dp = 4r? / ‘ (47r%) e_ivw‘ du:47"2/ (477%) > e~ | V| du
M M

= dr / (47r? )7%6_C|V@D|2du
B(pr)

2
< 47“2/ (4mr?) "2 ¢ (3A> du
B(p,r) r
= 3642 (47‘(7“2)_% e_c/ du
B(p,r)

= 3642 (4777"2)7% e Vol (B (p,r))
_ 364°Vol(B(p,r))
—  Vol(B(p,r/2)

|3

Termo 2: Como ¢ = 0 fora de B (p,r) entao pela desigualdade (7.11) concluimos que

r2/ Swidy = 7“2/ S ((4777“2)_% e_cw2) dp = r2/ S ((4777“2)_% e_cwz) d
M M B(p,r)

n 2
_ 2 4 2\ "3 —c/ S 2d < r / S 2d
" ( ™ ) ‘ B(p,r) Vi = Vol (B (p,?“/?)) B(p,r) v :

r2

2
Sv?|d ! S| dp.
Vol (B (p,1/2)) /BW)‘ vl S B ) /B(p,m' |

Termo 3: Como o suporte supp (w) C B (p,r) e como In ((4%)_%) < 0, segue que

E\

(~2mw - ZIn (47r?) ) w?d
2 (Inw) 2du+/ (- g

(n (w?)) w?dp + In ((47r%) 2)/ wdy

(In (w?)) widp+ (I (4m) 7% ) +1n (r2) %) /szdu
(In (w?)) w’dp +1In (r™™) /M w’dp

(In (w?)) wldp + In (") = — /B () vt ()

47rr ) wrdp

A
|

I
!
ST ETE T



7.2. O Nao Colapso Local 147

< In(r™) +In(Vol (B (p,r)))
- (LAEEN),

rn

em que a ultima desigualdade é devido a desigualdade de Jensen, que afirma o seguinte: Seja N uma

variedade diferencigvel, ¢ : R — R uma funcdo convexa e ¢ € L' (V). Entdo vale a seguinte desigualdade:

m/Jv(wow)duZ¢<wll(m/N¢dﬂ)-

Em particular, se ¢ (z) = zlnz e ¢ > 0 com [ ¢dp = 1, segue que

| @hwde = () (UO&N) /. wlnw)du)
> wol(N)g (vol}N)/Nwdu> = wol(N)g (voliN))

= vol(N)wltN) n <vol1N)>

= —In(vol(N)).
[ |
Motivados pelo lado direito da expressao (7.8), definimos
T : = inf yT) s
vr (9) Telfé,rz}“(g 7)
Ma(pr) = sw [ |Sldn
0<s<r B(p,s)
Pela desigualdade (7.8) novamente, segue que
Vol (B (p, 3))) 2 2, .2 Vol (B (p,s))
In| ————==] > ul(g,s°)—|364 —|—s/ S|du
(5 (6:5) b)) Vol (B (p.5/2)
Vol (B (p,s))
> %) — (3642 + M ’
= M(gvs ) ( + R(pas)) Vol(B(p,s/2))
e assim, conclufmos o seguinte:
Vol (B (p,s)) 2 Vol (B (p,s))
TORP )] on(gs?) — (3642 4+ M ’ . 12
oo 2T e (ST MR 09) s, o 72)) 12

Observagao 7.4 Como s> fB(p 5) |S|dp =) 0, a aplicacio Mg estd bem definida, para todo r > 0. Como
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s2>0 eS| >0, seque que se 71 < T3, entio

Mr(p,r1) = sup s / Sldu < sup & / 1S]du = Mg (p,rs)
B(p,s) B(p,s)

0<s<ry 0<s<ro

Agora procuramos limitar as razées de volume usando v, e Mpg.

Corolario 7.3 Se (M, g) é uma variedade riemanniana fechada e 0 < s <, entdo

Vol (B (p,s))

STL

> (9 exp (—3" (364% + Mg (p,1))) -

Demonstragao. Primeiramente, se % < 3", segue do fato de que v, (¢9) < p(g,s) e da

desigualdade (7.12) que

Vol (B (p,s))

Sn

e“(9’52) exp <— (36A2 + Mg (p, s)) Vol (B (p,5)) )

Vol (B (p,s/2))

> e(95°) exp (—3" (3642 + Mg (p, 5)))
> evr(g) exp (—3” (36A2 + MR (p7 S)))
> e exp (—3" (364% + Mg (p,7))) -

Agora suponhamos que % > 3", entao

Vol (B (p, 2%)) k—o0

2",
Vol (B (p, 7))

pois quanto menor o raio, mais préximo da bola euclidiana ambas ficam. Dai basta calcular a fragao
olhando ambas as bolas como bolas euclidianas e sua expressao resultard em um nimero tao préximo de

2" quanto se queira. Logo existe k > 0 tal que

Vol (B(n.5)) _,,
Vol (Bp. i)

s

Vol( B(p5k . . o :
Contudo, M > 3", para todo 0 < i < k (isto é, este é o primeiro valor k tal que o quociente
o 2y =ny

se torna menor que 3"). Agora, utilizando a Proposi¢ao 7.6 com raio de 2%, vemos que

u <g, (;>2> <In (‘W) 4 (36A2 + (28,{)2/3@3) |S|du> Vvojl(j(BB(z(f:j::);)
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In (W) +3n (36A2 + (;)2/3@’8) ‘S’d,u)

Vol (B ,% " 9 s
In (W) +3" (3647 + Mg (p, o2 ) )

S
w““

S
w““

e isso implica que
2
o(o(3)7) 2 VLB (0 5)) (3502 n(.50))
ST |

Assim, vemos que

Vol (B (ps)) _ Vol(B(p,s)) Vol (B (p,3)) o qn Vel (B(.3) _ <3>" Vol (B (p,%))
s Vol (B (p,%)) sm sm 2 '

Fazendo o mesmo procedimento acima k vezes, vemos que

2

i (9 SO (3 ) ot

s 2 (2%)" -

> (3) oo ) o (o (0 0 050)

3

nk
> (2> exp (vr (9)) exp (—3" (36A4% + Mg (p, 7))

> exp (vr (g)) exp (—3" (36A4% + Mg (p,7))) .

Com isso, temos o seguinte Coroldrio imediato:

Corolério 7.4 Seja (M, g) uma variedade fechada com 0 < s <r. Se S < K (n)r=2 em B (p,7), entdo

Mpg (p,r) < K(n), e portanto,

Vol (B
‘W > (@) exp (—3" (36 4% + K (n))) (7.13)
Por fim, podemos demonstrar o Teorema do Nao Colapso Local:

Teorema 7.1 (Nao Colapso Local) Seja (M,g(t)), t € [0,T), uma solugio do fluro de Ricci em uma

variedade fechada com T' < oo e seja p € (0,00). Entao existe uma constante k = k (n, g (0),T, p) > 0 tal
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que, para todop € M, t € [0,T) er € (0,p] com

em By (p,7), vale

para todo 0 < s < 7.

Demonstragao. Primeiramente, utilizando a defini¢ao de v e a expressao (7.7), vemos que

vy o) = i p(g(0),7) < (g (0) 2 t) <p(g(t),r?),

para todo r € (0, p|]. Ou seja, U ST (9 (0)) é cota inferior para o conjunto

{nlg(®),m) 7€ (0,07}

Como, r € (0, p], temos que

{M(g(t),T)ITG (0,7“2]} C {,u(g(t),T):TE (O,pQ]},

ou seja,
v (9(0) <inf{u(g(t),7) i 7€ (0.7} = v, (g (1)),
para todo r € (0, p] e todo t € [0,T) . o resultado segue da expressao (7.13). |

O Nao Colapso Local Implica em Limitacoes dos Raios de Injetividade

Pelo Teorema 7.1 podemos agora deduzir um limite inferior positivo no raio de injetividade. Isso comple-
tard nossa discussao sobre a explosao de singularidades.

Em uma variedade riemanniana (M, g), lembremos que o raio de injetividade inj(p) de um ponto
p € M ¢é definido como o supremo de todo 7 > 0 tal que exp, ¢ um mergulho quando restrito a B, (0) C

T,M, isto é&,

inj(p) = sup {r > 0: exp, estd definida em D,(0) C T,M e & injetiva} .
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Além disso, lembremos que o raio de injetividade de uma variedade riemanniana (M, g) é dado por
inj (M) = inf,e s ing(p).

Com isso, estamos aptos a entender o principal resultado dessa secao:

Teorema 7.2 Seja (M"™,g) uma variedade riemannianna fechada satisfazendo |R| < 1, entdo existem
escalares p > 0, K = K(n) > 0 e um ponto p € M tais que

Vol (B (p,r))

T’I’L

K
,
para todo r € (0, p] .

Faremos apenas um esboco do argumento principal. Precisamos apenas considerar o caso em que o
raio de injetividade é pequeno (na escala da curvatura), pois de outra forma nao hd nada a provar. Em

tal configuracao pode-se aplicar o seguinte lema de Klingenberg;:

Lema 7.3 (de Klingenberg) Se M é uma variedade riemanniana compacta cuja curvatura seccional
¢ sempre menor ou igual a 1 e inj(M) < m, entdo existe uma geodésica fechada de velocidade unitiria

Y135 — M com A = 2inj(M).

Usando esse Lema, vamos mostrar que para todo p € v, o volume de B (p,r) é pequeno se o raio de

injetividade é pequeno. Notemos que Vol (B (p,r)) < Vol (B (v,r)), em que
B(y,mr)={q€ M :d(q,v(s)) <r para algum s}.

Todo ponto g € B (v, r) pode ser alcangado por uma geodésica que sai de um ponto de v em uma diregao
ortogonal com uma distancia de no maximo r (veja a Figura 7?). Seja {E1(s), ..., En_1(s), En(s) =+'(s)}
um referencial ortonormal em 7’,,)M obtido por transporte paralelo (para mais detalhes veja a Segao

A.0.1), para 0 < s < . Entdo defina f : [0,\) x B"~!(0) — M por
n—1 '
f (S,Vl, oy V"il) 1= €XPay(s) (Z VZEi(S)> ,
=1

isto &, se V = (Vl, ...,V"_l), f(s,V) é obtido andando na geodésica que parte de v (s) na direcao

Z?;ll ViE;(s) (ortogonal a/(s)) com tempo 1 e andando a uma distancia menor que 7. Como a aplica¢io
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f ésuave e Im (f) = B (v,r), segue do teorema de mudanga de varidveis que

VBl = [ = [ dp= [ jdet(D]d
B(y,r) Im(f) [0,A)x By~ 7(0)

O jacobiano de f pode ser expressado em termos dos campos de Jacobi (para mais detalhes veja a Defini¢ao
A.18), cujo comportamento pode ser controlado, uma vez que a curvatura seja controlada. A estimativa
requerida ¢ fornecida pelo teorema de comparacao de Rauch (para mais detalhes veja o Teorema
2.3 do livro Manfredo Perdigao do Carmo, Riemannian geometry, Translated from the second Portuguese
edition by Francis Flaherty, Mathematics: Theory and Applications, Birkh#duser, 1992.). Em particular,

para r < 1, temos que |det (D f)| < 1. E portanto, para r < 1,

Vel(B(vr) = [ det (D) du< | dy
[0,3)x B~ (0) [0,0)x B~ (0)
= Vol ([0,\) x B (0))
= Vol (B! (0))

= cnr"_l)\,

em que ¢, € RT é uma constante. Dividindo ambos os lados por 7", vemos que

Vol (B (1.1) _ en)

)
rh T

para algum ¢, > 0, em que o que A = 2inj(M) nos garante o resultado.

A Explosao de Singularidades e o Nao Colapso Local

Estamos agora em condigoes de completar o resultado da explosao de singularidades usando o Teorema
do Nao Colapso Local para obter o limite de injetividade desejado discutido na Secao 5.2.
Como antes, suponha que exista uma solucao (M, g(t)) do fluxo de Ricci em um intervalo de tempo

maximal ¢ € [0,7) com T' < co. Pelo Teorema 4.2, existem pontos O; € M e tempos t; 20T tais que

|R[(Os,ti) = sup |R|(x,1).
M x[0,t;]

Com essa sequéncia, definimos as métricas de explosao

9 () =Q; g (ti+Q;'t),
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em que t € [0,7) e Q; = |R|(O;,t;). Como discutido na Segdo 5.2, para todo a < 0 e para algum

b=0b(n) >0, a curvatura de g; € limitada. Em particular,

sup S (gi(t))| <C
M x(a,b)

para todo ¢ = i(a) suficientemente grande e para alguma constante C' = C'(n) < co. Agora se 0 < r <
1/VC = %2 > C, entao
1
5 (g:(0))l < -

Agora, se 0 < r <1//Q;,C = %2 > ;C, e entao

1S (9(t:))] = Qi (9(t:))

= Q118 (Qus0))| = @15 (5:0))] < QUC < .

1
—S
Qi
Pelo Teorema 7.1, para todo p € M, 0 < r < 1/4/Q;C com i suficientemente grande, existe um limitante

inferior
Vol (B, (p,7))

TTL

> R,

para todo 0 < r < 1/\/5 E pelo Teorema 7.2, fixe r := min {1/\/5, ,0} > 0 de modo que

r Vol (Byo) 1) _ 5

inj (M, gi (0)) > Ve n K

Em particular, fr ¢ um limitante inferior positivo dependendo apenas de n, g(0) e T. Portanto, o

teorema de compacidade para fluxos (Teorema 5.2) nos dd o seguinte:

Teorema 7.3 (Explosao de Singularidades) Suponha que (M,g(t)) seja uma solu¢io do fluro de

Ricci em um intervalo maximal [0,T) em que T' < co. Entao existe uma sequéncia O; € M e t; — T com

IR|(Oi,t:) = sup |R| (x,) "= 00
M x[0,¢;]

de modo que, definindo g; (t) = Q; g (t; + Q; 't), onde Q; = |R| (Oi,t;), eviste b=1b(n) > 0 e um fluzo

de Ricci completo (Moo, goo (t)), t € (—00,b), € um ponto O € Moo tal que
(M, gi (t),05) "= (Moo, goo () , Occ) ,

onde a convergéncia é no sentido de Cheeger-Gromov (para mais detalhes veja a Defini¢ao 5.4). Mais
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ainda, |R| (g0 (0), Oce) = 1 ¢ |R| (gso (t) ) < 1 para todo t < 0.

Demonstragao. A primeira parte do teorema decorre diretamente da construcao feita acima e do

Teorema 5.2. Além disso, temos que

9:(0)=Q; g (L),

portanto,

IR| (g (0),0;) = |R| (Q; g (t:),0:) = Q; ' |R| (9 (), O;) = Q; ' Qi = 1.

Tomando o limite, vemos que

IR| (9o (0) ,Oc0) = 1.

Mais ainda, na Segao 5.2 vemos que |R| (g; (t),-) < 1. Fazendo i — oo e usando a continuidade de |R| (-, -),

vemos que |R|(goo (t),-) < 1. [

7.3 Produto de Kulkarni - Nomizu e Lema de Schur

O principal objetivo dessa se¢do é a demonstragao do Lema de Schur, que serd utilizado como argumento
final na demonstragao do Teorema da Esfera Suave. Para compreender sua demonstragao, temos de
entender uma certa operacao entre (2,0)-tensores simétricos de uma variedade M, o chamado Produto de
Kulkarni - Nomizu.

Dados dois (2,0)-tensores em uma variedade diferencidvel M, gostarfamos de construir um (4,0)-tensor,

A, que tenha as mesmas propriedades do tensor de curvatura riemanniana, ou seja:

L Aijjr = —Ajing;s

2. Ayjir = —Aijiks
3. Aijit = Apiijs
4. Ajjr + Ajkit + Akiji = 0.

Para fazer isso, precisamos de uma aplicacao, chamada de produto de Kulkarni - Nomizu, da

seguinte forma:

® : Sym? (M) x Sym? (M) — Curv (M), (7.14)

em que Sym? (M) é o conjunto dos (2,0) - tensores simétricos de M e Curv (M) é o conjunto dos (4,0) -
tensores de M que respeitam as propriedades 1 a 4 descritas logo acima. Dados «, 8 € Sym? (M), vamos

exigir entao que:
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L (@O B = — (@O B) i s

2. (@@ B)yjm = — (@O By

3. (a® B = (@© By

4 (@ ®B)ij + (@O B)jpy + (@ ® B, = 0.

Um caminho bem natural é definir ® a partir do produto tensorial ®. Por linearidade, esperamos que
(a ® ) seja a soma de (o ® () com os componentes permutados de tal forma que as simetrias coincidam
com as simetrias do tensor de curvatura riemanniana. Assim, tudo o que é necessdrio é encontrar as
permutagoes adequadas.

Como « e 3 sao simétricos, termos como «;;3;; nao sao permitidos, ji que esses termos contradirao
os itens 1. e 2. acima. Portanto, precisamos misturar os indices ¢, 7 com os indices k,[l. Se supusermos,

ingenuamente que hd o termo «a;3;;, entao o item 3 implica que precisamos ter também o termo o3y,

il

De fato, pelo item 3 acima

ik + aiBiy = (@ © B = (@ © B) iy = iy + ujBri-

Por um lado, a igualdade acima ocorre devido ao item 3, e por outro, devido & simetria de a e 5. E pelos

itens 1 e 2, devemos adicionar também os termos —a;x3; e —a; 3. Dessa forma temos
(@ ® B)ijp = irBy + auBa — uBy — caBjp,
ou de outra forma,

(QQB)p (/U17/U27/U37/U4) o= (a®5)p(’01,1}3,1}2,’l}4)+(a®ﬁ)p(’l}2,’l}4,1}1,’03)

—(a® f), (v2,v3,01,04) — (@ ® B), (v1,v4,02,03),,

para todo p € M e v1,v2,v3,v4 € T, M.
Vamos demonstrar que (o ® ) respeita as 4 simetrias acima:

Para a primeira:

(a® 5)ijkl = ipB + auBi — akBy — @B = — (—Oéz‘kﬁjz — 1B + By + ail/Bjk)

= — (B + by — By — ajBy) = — (@ © B)jikt -
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Para a segunda:

(@O B)ijm = uBj+ @b — ajrby — caBj, = — (—wby — B + ajwBa + @By
= — (aaBj, + by — @B — awby)

= — (@O B)n-

Para a terceira:

(@O B = By + auBiy — ajeBy — cuBji = akiBy + B, — cubj, — ajrBy

= akzﬁzj + B — alvﬁkj — QB = (@® IB)klij .

E para a quarta:

(@©B) i + (@O B)jpu + (@O By = By + uBiy — By — B, + aiBiy

tarBj; — akiBj — @B + akiBy + qaBr; — B — kB
= (oBj — owiBji) + (uBix — jiBri) + (—ouBi + o Bir)

+ (—caBi, + b)) + (@B — @ijBr) + (B — arubi;)
= 0.

Uma observacao importante é que, quando restrito ao espago dos (2,0) - tensores simétricos, o produto
wedge (para mais detalhes veja a Segao B) é (& menos de uma constante) igual ao produto de Kulkarni-

Nomizu. De fato, (para mais detalhes sobre o produto interno g” veja a Secao B)

d"((AAB)(eiNej),exNe) = g" (; (A(e;) NB(ej)+ B(e) NA(ej)),ex A el> (7.15)
1 N n n n n
= ig Z Aipep A Z Bjseq + Z Bipep A Z Ajqeq,er N e
p=1 q=1 p=1 q=1
1 N n n
= 39 Z AipBjq (ep Neg) + Z BipAjq (ep Neg) e N e
p,q=1 pq=1
1 <
= 39 Z (AipBjq + BipAjq) ep N eg, e N ey

p,q=1
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(AipBjq + BipAjq) q" (ep Neg e Aer)
1

N
=
=}
Il

Il
N | —
[+

(Aiijq + BiPAJQ) (<€p7 ek) <eq’ er) — <ep7 er) <€q, ex))
1

=
2
Il

Il
N | —
[~]=

(AipBjq + BipAjq) (0prdqr — pidgr) -
1

p.q

Distribuindo os termos, vemos que

3

1 n
9" ((ANB)(ei Nej) e he) = (AipBjq + BipAjq) Oprdqr — 5 > (ApBijq + BipAjq) Spibn

,q=1 p,q=1

p
1
(A Bji + BiAjp) — 3 (AyBji + BiAjr)

= 3 (AixBji + BirAji — AuBji — BiAji)
1
= 5 (A® B),jp -

N = N

Em particular, se « = 8 = ¢g em que ¢ é uma métrica riemanniana de uma variedade diferencidvel M,

entao

(9©Dij = Gikgjt + jigik — 9ikgit — Gilgjk (7.16)

= 2(9ikg9j1 — 9jkYil) -

Tensor de Curvatura de Weyl

Dada uma variedade diferencidvel M, o tensor de curvatura de Weyl de M ¢ definido como a com-
ponente sem trago do tensor de curvatura riemanniana de M. Para chegar nele, comecemos definindo o
seguinte (4,0) - tensor:

Cijrt = c15 (9 © g) 01 + C2 <Ric ©) g> , (7.17)
ikl

em que c1,co € R, S é a curvatura escalar, g é uma métrica riemanniana e
o . 1
Ric := Ric — —Sg (7.18)
n
¢é dito tensor de Ricci livre de trago. De fato, temos que

o 1 1 L 1 N
T Ric| =T Ric— —-Sqg | =Tr, (Ric) — —ST = Y Ric;; — —S " G
Tq ( zc) Tq ( ic - g> rq (Ric) n Ty (9) Z g~ g n Z 97 Yij

3,j=1 1,7=1
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1w 1.
— S—nSz&sz—nS;l:S—S

ij=1
= 0.

Além da expressao (7.17), vamos exigir que Trog (C') = Ric. Com essa condicdo, segue que
n .
Ricik = (TT‘24 (C))zk = Z ngCijkl.
Jil=1

Pela definigdo de ® e pela igualdade (7.16), segue que
Cijrt = caS(g0o g)ijkl + ¢ <Rz‘c ® g)
ijkl

o o o o
= 2c15(9ivgj1 — gjrgu) + c2 <R’i0ikgjz + Ricjigi — Ricjrgq — Ricz'zgjk> :
Isolando Ric na equacgao (7.18) e usando a igualdade acima, vemos que

1 o, ‘ no
589% + Riciy, = Ricy = ;1 ngCijkl
]7 =

n
= Z g <2C1S (9ikgj1 — 9jkgi) + c2 (RiCzkgjl + Ricjigi, — Ricjrgi — R'icz‘zgjk>>
Jil=1

n n
= 2¢15 Z g’ (9irgjt — gjrga) + c2 Z g (Ricikgjz + Ricjigir, — Ricjrgi — Ricilek)

Jil=1 gl=1
n n ° n °
= 2¢15 Z (g]lgikgjl — gjlgjkgil) +c2 Z Ricig” gji + c2 Z Ricjig” gir
ji=1 ji=1 ji=1
n ° ) n ° ‘
—c Z Ricjrg’ gi — c2 Z Ricig’ ;i
ji=1 =1

Pela definicdo das matrizes (g;;) e (gij ), vemos que

1 O. n n O. n O‘ )
—Sgin + Riciw = 2018 (Z ougik — 5lkgu> +c2 Y Ricikdy+ca Y Ricjighgin
=1 =1 ji=1

n n
o o
—C2 E RiCjk(Sij — C2 E Rz’cﬂdlk
j=1 =1
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= 2¢15(n—1)gix + c2 (nRiCik + giTrg (Ric) — Rici, — Ricik>

= 215 (n—1) gir + c2 (n — 2) Ricig.

Isso nos diz quais valores c¢; e co podem ser tomados:

1 1
nS 1S (n—1) = =g =1

can—2) =1 = co =

Portanto definimos o tensor de curvatura de Weyl da seguinte maneira:

1 o S
(Weyl)ijkl = Rijr — m_9 <RZC © 9) i - m (9© g)z’jkl (7.19)

Notemos que

<Rz’c ® g) = (<ch — Sg) >
ijkl ijki
o1 .1 o1
= | Ric— —Sg gjl + | Ric——=Sg ) g — | Ric——=Sg| gu— | Ric——Sg| gji
j n il n ik n il
J J
. 1 . 1
= | Ricy, — Sglk gj + | Ricj; — ;S’gﬂ gik — | Ricjp, — ﬁngk gil
- (RiCil - SQil) Jjk
n
. 1 } 1 .
= Ricikgj — ﬁSgikgjl + Ricjigi — ESlegik — Ricjrgi
1 . 1
"‘Engkgil — Ricygjr + ESgilgjk
4 4 4 4 S
= (Ricirgj + Ricjigi — Ricjrgu — Ricagjr) — - (9ikgj1 + 9j19ik — 9jk9i — Gudijk) -

Pela defini¢do do produto de Kulkarni - Nomizu, segue que

o ] S
(ch 0) g) = (Ric® g)ijkl -—(9o g)z‘jkl )
ijkl "
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e portanto,

1 o S
Weuyl).. = P P — ) - ..
( ey )z]kl RZ]k?l n—2 <R/LC © g> i,y m (7’L _ 1) (g © g)zgkl

1 S
= P R ) .. e — e — .. 2
lekzl n—29 (RZC © g)z]kzl + n (7’L — 2) (g © g)”kl m (n — 1) (g © g)z]kl (7 0)

1 .
= Rjjp — Y (Ric® g)z‘jkl + 2(n—1)(n—2) (9@ g)ijkl :

J& que Weyl é definido como uma combinagao linear de produtos de Kulkarni - Nomizu (somado com
o tensor de curvatura riemanniana), entao ele possui as mesmas propriedades de simetria do (4,0) - tensor
de curvatura riemanniana R, mas por defini¢cdo, todos os seus tracos se anulam. De fato, para o traco

1,2, temos que

1 , S
(Triz(Weyl))y = (TriaR)y — — (Tr12 (Ric© g))y + 5 RS (Tr12 (9 © 9))
1 S
= Z .g mkl_i Z g RZC@g)z]kl+ 2(7’1, 1) (n_2 Zg g®g)z]kl
7.7 1 7.7 1 ,j 1
n n
= Z g Rijkl — n_9 Z q {chikgﬂ + RZlegik - RZCjkgil - Rlcilgjk}
4,j=1 ',j_l
S TP e Z 9742 (9irgji — gjnga)}
,j=1
= > ¢"Rin - P > g7 Ricikgi + Y g7 Ricigin — Y, 9 Ricjugi — Y 9" Ricagj
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 ij=1

er Z 97 gigsi — Z 97 gjri
i,j=1 1,j=1

Pela definicao das matrizes (g;;) e (gij ), e pela primeira identidade de Bianchi, vemos que

(T?“12 (Weyl Z g ]szkl - Z duRicy, + Z 5ijZCJl Z (5J1R7,Cjk - Z 0;pRicy

1,j=1

+m Z 0jkgjl — Z ik il
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I 1 , . . . S
— Z g jRijkl — m {chlk + Ricy; — Rigy — Rlckl} + m (gkl — gkl)

ij=1
n n

= E 9" Riji = E 9" (= Rriji — Rjrir)
b= ij=1

= E g Rikji — ]k’il)
t,j=1

= Rickl - Rickl =0.

Para o Trago 1,3 segue que

(Trizs(Weyl)), = (TrizsR)y, — ﬁ (T'r13 (Ric® g)) g + 2(n — S (n —2)

(Tr13 (9 © )

n n
iy 1 .
— VPR, . L) ]
- E 1g lejl TL*QE 19 (RZC@g)ikjl+2( n72 E :g ®g ikjl
)= )=

n n
= Y Ry — Y > 97 {Ricijgn + Ricrgi; — Rickjga — Ricagrs}

t,j=1 ':j_l
+ S Z 9742 (gij9k — grign)}
2(n—1)(n-2) £ ! !

n
= Z g" Rzk]l ‘|‘ Z g" gzggkl Z gijgkjgu

1,j=1 4,j=1 1,j=1

1
n—2

n n n n
> g7 Ricijgn + > g Ricugi; — Y g Rickjga — Y 9" Ricugr
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1

Novamente, pela definicdo das matrizes (g;;) e (gij ) vemos que

(TT13 (Weyl))kl = Z QZ]Rikjl — m Sgkl + Z 5ijZCkl — Z (5le2ij — Z 5ikR7/Cil
i,j=1 j=1 j=1 i=1

+(n—1— Z5g]9kl Z5zkgzl

n J—
- Z 9" Rigji — —— {Sgkl + nRicy — Ricy — Ricy} + S (ngr — grt)
t,j=1 ( 1)( —2)
) 1 S
= chkl — 7591@1 R,Lckl + gkl
n—2 )

= 0.
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Pelas simetrias de Weyl, concluimos que

(Tria (Weyl))y = —(Trizs(Weyl)),, =0,

(Troz (Weyl))y = —(Trizs(Weyl)),, =0,

(Troa (Weyl))y = —(Tria Weyl)),, =0,

(T'r3q (Weyl))kl = (Tri2 (Weyl))kl =0.

Além disso, notemos que:
1 o 2 S 2

Weyl|*> = |R]* — ——— |RicO g| — <> ®g.
(Weyl|” = |R| (2 9 1)) 1999

Para demonstrar essa igualdade, basta utilizar a definicao de produto interno de tensores do Exemplo

. 2 - . .
A5, e abrir o termo |Weyl|”. Como teremos expressdes muito grandes, vamos evitar as contas.

Lema de Schur

2
Consideremos uma variedade diferencidvel M e um ponto p € M. Definimos a fungao Id A Id : /\ T,M —
2
/\ T,M, em que

(Id AN Id) (uAv) =uAwv.

2 2
Para cada u Av € /\ T,M temos também o seguinte funcional associado: Idyny : /\ T,M — R, em que

Idupy (2 Aw) = g (TAANId) (uAv),z Aw) = g" (uAv, 2z Aw).

A menos que haja ambiguidade, vamos denotar Id,, simplesmente por (Id A Id) (u A v).
2

O operador de curvatura de M ¢é dado por R : /\ T,M — T3¢ (M), em que

2
R(u/\v):R(u,v):/\TpMaR,

em que tal aplicacao é definida por
R(uAv)(wAz):=R(u,v,w,z), (7.21)

para todo u,v,w, z € T,M, sendo o lado direito da igualdade o (4, 0)-tensor de curvatura riemanniana de
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M. As simetrias do tensor de curvatura riemanniana garantem que o operador estd bem definido.

Lema 7.4 Uma variedade riemanniana M possui curvatura seccional constante em Tp,M, igual a ko(p),

se e somente se Ry, = ro(p)ld A Id, em que R é o operador de curvatura de M ,isto é

R (u Av) = koldypy,
2

para todo u Av € /\TpM.

Demonstragao. (=) Suponha, para cada p € M, que a curvatura seccional de M é constante, isto
é, K (II) = ko para todos os subespacos bidimensionais IT < T),M. Segue da defini¢ao geral de curvatura

seccional (para mais detalhes veja a Proposicao A.16) que

R(%?J»%Z/)
[ [y[* = (z,3)”

= Ko,

2
ou seja, manipulando a expressao e usando a definicao da métrica g em /\ T, M (para mais detalhes veja

B.1), vemos que

R(zAy)@hy) = Rwy,ay)=ro (lof yP = (2.9)°) = kog" (@ Ay,a Ay)
= kog" (IdAId)(z Ay),zAy)

= KOIdsz (ZC A y)

para todo x,y € T, M vetores L.I’s. Segue da expressao (8.4) que Id A Id possui as mesmas propriedades

de simetria de R. Por fim, temos que

koldupy+znw (@AY +2Aw) = kog" (IdAANId)(xAy+2zAw),zAy+2zAw)
= RAy+zAw)(zAy+zAw)
= R(zANy)(zAy)+R(zAy)(zAw)+R(zAw)(zAy)+R(zAw)(zAw)
= koldgpny (x NYy) + R(z,y,2,w) + R(z,w,2z,y) + kol dpw (2 A w)

= koldyny (2 ANY) + 2R (2,y,2,w) + koldpw (2 A w)

Por outro lado,

g (ko (IdANId) (x Ay+ 2 Aw),z ANy+2Aw)=g" (ko (IdANId)(z ANy),zAy)
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+g" (ko (Id AN Id) (x Ny), 2 Aw) + g" (ko (Id A Td) (2 Aw),z Ay) + g" (ko (Id A Id) (2 Aw), 2 Aw)
=g" (ko (Id NId) (z ANy), 2 Ay) + 29" (ko (Id AN Id) (x ANy),z Aw)+ g™ (ko (Id A Id) (z Aw), 2z Aw)
= koldyny (x AN y) + 26" (ko (Td AN Id) (x Ay), 2 Aw) + koldopw (2 Aw) .

Das duas igualdades vemos que
Koldgpy (2 Nw) = g" (ko (Id A Td) (z Ay), 2 Aw) = R(2,y,2,0) = ¢" (R(z Ay), 2 Aw),

para todo z,y, z,w € T, M, ou seja, ko (Id ANId) (xz Ny) = R(xz Ay), para todo x,y € T,M.

(<) Para a volta, suponhamos que R = kold A Id, para algum kg € R. Logo,
R(z,y,2,y) = g" (kold NId (z Ay),x Ay) = kog" (x Ny, x Ay) = Ko (Ifffl2 lyl* - <w,y>2> :

]

Uma variedade M ¢é dita isotrépica se, para todo p € M, a curvatura seccional K, (II) é constante
sob todos os subespacos bidimensionais em 7}, M.

O seguinte lema mostra que a discussao entre variedades isotrépicas e variedades com curvatura

seccional constante nao é necessdria:

Teorema 7.4 (Lema de Schur) Seja M" uma variedade riemanniana conexa comn > 3. Se K, (II) =
f(p), para todo subespago bidimensional Il < T,M e todop € M, entio f é constante. Em outras palavras,

toda variedade isotrépica possui curvatura seccional constante.

Demonstragao. Para todo p € M, nossa hipé6tese implica que

2 12 2
Ry, (z,y,7,y) = f(p) (!w\ yl" = (z,y) ) :
para todo z,y € T, M vetores L.I.’s. Notemos que

g/\ ((Id VAN Id) (82 VAN 8]) L0k A 81) = g/\ <; (Id(@z) A Id(aj) + Id(&) VAN Id(aj)) , O A 8[) (7.22)
— g/\ (; (8,~/\8j +8iA8j),8k/\81)

1 1
= 50" (0 N0, 0k NO) + 59" (0i 7 0;, 0 N D)

= (0, 0k) (0,01) — (0;, 1) (05, O)
1

= 3 (9O 9)iju s



7.8. Produto de Kulkarni - Nomizu e Lema de Schur 165

onde a ultima igualdade é devido a expressao (7.16). Segue do Lema 7.4 e da expressao (7.22) que

1
R = <2f)g®g.

Nesse caso, o gradiente da curvatura riemanniana é dado pelo seguinte:

2VR 2V(<;f>g®g>ZV(fg®9)=(Vf)g®g+fV(g®g)
= (Vfgog+f(Vg) g+ fgo(Vg)

= (Vflgog.

Usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

0 = 2((VR)(U,X,Y,Z, W)+ (VR)(Z,X,Y,W,U) + (VR) (W, X,Y, U, Z))

= (Vf) (g®g) (UvXaY727W)+(Vf) (gQg) (Z,X,Y,W,U)+(Vf) (gQg) (VV,X,KU,Z)

= (va) (29(X7Z)9(Y7W) —QQ(Y,Z)Q(X,W))-i-(VZf) (29(X7W)9(KU) _29(Y7W)9(X7U))

+(Vw f) (29 (X,U)g(Y,2) —29(Y,U)g(X,2)),

para todo X, Y, W, Z, U € X (M) .
Se Z € T, M ¢ arbitrario, entdo é possivel escolher Y, W € T),M de modo que {Z, W, Y} seja ortogonal

(pois dim M > 3). Fazendo U =Y em p, a equagao acima implica que

0 = (VWwf)(29(X,2)g(Y,W) =29 (Y, 2) g (X, W)) + (Vz[) 29 (X, W) g (Y,Y) =29 (Y,W)g(X,Y))
+(Vwf) 29(X,Y)g(Y,2) —29(Y,Y)g(X, 2))
= (Vzf) ¢ (X, W) g (Y.Y)) + (Vw [) (=29 (Y, Y) g (X, Z))
= (Vzf) ¢ (X, W) g (Y.Y)) + (Vw [) (=29 (Y,Y) g (X, Z))

= 29(V\Y)((Vzf) g (X, W) = (Vw [) (9 (X, Z)))

0 = Z(Ng(X, W) -W(f)(9(X,2))
= 9(X, Z(HW -W(f)Z).
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para todo X € T,,M, portanto, Z(f)W —W(f)Z = 0. Mas como {W, Z} é L.1., segue que Z(f) = W(f) =

0. Mas Z é arbitrdrio com Z(f) = 0. Segue disso que f é constante. ]



Capitulo 8

Os Cones de Bohm e Wilking

Na demonstragao do Teorema da Esfera Suave, vamos recorrer a uma certa familia de cones no espago
vetorial Curv. Essa familia (construida em primeira mao pelos matemdticos Boshm e Wilking) possui
algumas propriedades que ajudam a entender a geometria da variedade riemanniana em questao. O com-
portamento dessa familia ao longo da evolugao da variedade sob o fluxo de Ricci nos ajudara caracterizé-la.
Embora extenso, o presente capitulo tem por objetivo explicar ao leitor toda a teoria de modo a capacita-
lo & entender a definicao dessa familia de cones, bem como a demonstragao de que tal familia realmente

existe.

8.1 Operadores de Curvatura Algébrica

Consideremos uma variedade riemanniana da forma M x R. O tensor de curvatura (espacial) pode ser
considerado como um (4, 0)-tensor no fibrado tangente espacial, isto ¢, uma se¢do do espago tensorial
7'04 (G). Contudo, as simetrias do tensor de curvatura significam que ele mora, de fato, dentro de um
subfibrado invariante, que chamamos de Fibrado dos Operadores de Curvatura Algébrica Curv (G)

que possui um subespaco invariante correspondente Curv < 7t (R™) consistindo dos tensores R € T (R")

tais que
R (u,v,w,z) = =R (v,u,w, z),
R (u,v,w,z) = =R (u,v,z,w),
R (u,v,w,2) = R(w, z,u,v),
R (u,v,w,z) + R (w,u,v,2) + R (v,w,u,z) =0,

para todo u,v,w,z € R™.

Dado um subconjunto S C M, (R), dizemos que Curv é S-invariante se R4 € Curv, para todo

167
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A€ S, em que
RA (u,v,w, z) := R (Au, Av, Aw, Az) ,

para todo u,v,w,z € R™.
Podemos verificar diretamente que esse subespago ¢ O(n)-invariante (mais que isso, ¢ GL(n)-invariante):

Dados R € Curv (G), A = (aij) € Mpxn (R) tal que det A # 0 e u,v,w, z € R", vemos que

RA (u,v,w,2) = R(Au, Av, Aw, Az) = —R (Av, Au, Aw, Az) = —R* (v,u,w, 2),
R4 (u,v,w,z) = R(Au,Av, Aw,Az) = —R(Au, Av, Az, Aw) = —RA (u,v,z,w),

R4 (u,v,w,z) = R(Au,Av,Aw, Az) = R (Aw, Az, Au, Av) = RA (w, z,u,v),
e por fim,

R4 (u,v,w, z) + RA (w,u,v,z) + R4 (v,w,u,2) = R(Au,Av, Aw,Az) + R (Aw, Au, Av, Az)
+R (Av, Aw, Au, Az)

= 0.

n P
Se {e;};*_; ¢ uma base ortonormal em T}, M, o operador de curvatura R leva e;Ae; em ) | ApgepNeg,

n
p<g=1

onde Apg = Rjjpq, isto é,
n n
R(e; Nej) = E Apgep Neg = E Rijpqep N eq.
p<qg=1 p<q=1

Como os elementos de Curv sdo antissimétricos no primeiro e no tultimo par de argumentos e sao

simétricos na troca do primeiro com o ultimo par, é natural interpretda-los como formas bilineares simétricas
2

agindo no espago /\ (R™), com cada par antissimétrico de argumentos em R"™ correspondendo a apenas

2 2
um elemento de /\ (R™), isto &, Curv C Sym? (/\ (R")) . De fato, a curvatura pode ser vista como um

endomorfismo auto-adjunto de /\ (G), definido pela expressao
Rz ANy,urAv):=(R(xAy),uAv),

para todo z,y,u,v € G,y =~ R, onde (-,-) = g" estd definido pelas expressoes (B.1) e (B.2). Observe
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que ambas as formas sao equivalentes, pois

n n
R(eiNejex Ne) = < Z Rijpgep N €g, e N el> = Z Rijpq (€p N eg, el N ep)
p<g=1 p<g=1

= Y Rijpg (e, er) (eg,€1) — (ep, €1) (€g, €k))

p<g=1

= ) Rijpg (6pk8q1 — 6p101)
p<qg=1
= Riju-

Da mesma forma, podemos expressar R como uma forma bilinear simétrica, isto é¢, como um elemento de
2
2 * .
Sym ( AT M) :
* * * *
R = Z Rijui (€ /\ej) ® (ex Nep).
1<j,k<l

De fato, toda forma bilinear simétrica 8 : V x V — R define uma aplicagao
veV i (ww f(v,w)) e V*

2
. . N .
e vice-versa. Agora consideremos uma outra base ortonormal {o,},_; para /\ T,M, em que N ¢ a
. ~ N .
dimensao desse espaco, com correspondente base dual {o},},/_; . Com respeito a essa base, a curvatura R

(como forma bilinear) pode ser expressada como
N
R= ) Rapo,®0},

a?ﬁ:]'

em que R,3 = R(04,0p). Fazendo a mudanga de base, vemos que

n n
= Z UZ{(ei/\ej)ef/\ejz Z (a(’;)ije;‘/\e}
i<j=1 i<j=1
n n ..
Oo = Z <Uo¢7ei/\ej> eiNej = Z (o’a)lj e; N\ ej.

X

1<j=1 i<j=1

Portanto encontramos as componentes de R com respeito a duas bases ortonormais e elas se relacionam

por
N n

Rijri = Z Rup (Ua)z‘j (08) € Rop = z (Ua)ij (Uﬁ)klRijkl
a,f=1 i<jk<l=1
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Lembremos que a equagao de evolugao do (4,0)-tensor de curvatura obtida do Corolario 1.3 é dada

por

0

o (Riji) = (AR);ji — 2(Bijik — Bijri — Bikji + Bjk)

n
+ Z gP? (RichRpikl — RicigRpji — RijrpRicy — Rijleiqu)
pg=1

Busquemos entender os chamados termos quadraticos de reagao, que sao definidos por
Qijkt = Bijii — Bijir + Birji — Bk

Para isso, nos usaremos dos chamados termos quadraticos de curvatura, que sdo definidos por

N N
1
2 E § 60
Raﬁ = Ra/\R/\ﬁ [§] Rfﬁ = 5 CZTIC[B Rry&Rn@)
A=1 v.m,0,0=1

onde ¢ sdo as constantes estruturais (para mais detalhes veja a Secao B) para so (n), a dlgebra de
Lie de SO(n), com respeito a base {0}, .

Com essas identificagoes, vemos que o campo ) € Curv pode ser escrito como
Q(R) = R? + R". (8.1)

Isso é uma consequéncia imediata dos seguintes lemas:

Lema 8.1 Para todo R € Curv,

2
Ri1 = Bijkl — Bijik-

Demonstragao. Pela sua definicao, sabemos que B;ji; = Bjix = Byi;. Portanto, tomando coorde-
nadas normais, usando que B é uma contragao métrica (isto é, um trago), que ¢é invariante por mudanca

de base e usando a primeira identidade de Bianchi, segue que

n

Z RijpgRripg = Z Rypgij Rpgki = Z (_Riqu - qupj) (_Rkpql - qupl)

p,q=1 p,q=1 p,q=1
n

= Z (Ripgj + Rigjp) (Rikpgt + Rigip)
pq=1
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n
= Z (Rigjp — Ripjq) (Rkqip — Riplq)
p,g=1
n n n n
= Z Rigjp Rrqip — Z RigjpRipiq — Z Ripjq Riqgip + Z Ripjq Ripiq
pg=1 pg=1 p,g=1 p,g=1

= Bijr — Bijik — Bijix + Biju

= 2(Bijii — Bijik) -

Por outro lado,

n n n N N
Z RijpqRripg = Z RijpqRpght = Z Z Rop (UOé)ij (Uﬁ)pq Z Rys (Uv)pq (06) 1
p,q=1 p,q=1 p,g=1 \,3=1 v,0=1
n
= Z Rag (Uoé)ij (Uﬁ)pq Rys (Uv)pq (06) 1
P,q,0,8,7,0=1
n n
= Z Raﬁ (Ua)ij R’y(s (05)kl Z (Jﬁ)pq (G’Y)pq
a:ﬁ7776:1 p’q:1
n
= 2 Z Ragp (Ga)ij Rys5(05) 11 0y
a,B,v,0=1
n
= 2 Z Raplips (Ua)ij (06)
&76,5:1
2Ri2jkl7

em que, na quinta igualdade, foi usado a seguinte igualdade:

1 — i 1 &
53y = (0%,0%) = <2 > (0p);€; o > (0y)wer Ae;>

i,j=1 k,l=1
1 n
T Z (08);; (07) g (€5 N e€j ek Neq)
ij ke l=1
1 n
) Z (08);5 (o) (€ Nefr ek Aef)
1<j,k<l=1
1 n
= 3 Y (98 (0w Sk
i<jk<l=1
1 n
) Z (Oﬁ)pq (UV)PQ'
p,g=1
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Lema 8.2 Para todo R € Curv,

# o
R = Bikji — Bitjik-

Demonstragao. Como no Lema anterior, tomando coordenadas normais e usando a expressao (B.5),

temos que
n n
Bikji = Bijk - = Z RipkqRjpiq — Z Ripig Rjpkq
p,q=1 p,q=1
n
= Z (Ripqujplq - Riplqupkq)
p,q=1
n N N
- Z Z Rog (Ua)ip (Uﬂ)kq Z Rys (O-'Y)jp (Ué)lq
p,q=1 a,B=1 ~,0=1
n N N
o Z Z Raﬁ (Ja)ip (O-B)lq Z R’st (O-’Y)jp (05)kq
p,q=1 \a,0=1 ~v,6=1

n

N
= Z Z RapRys (Ua>ip (Uﬁ)kq (Uv)jp (05)lq — RapRys (Ua)ip (Uﬁ)lq (O—'V)jp (05)kq
pa=1 \a,B,7,0=1

n N
= Y| X BasRes 00y (02);, ((08), (0)g = (@8)y, (75)s,)
p,g=1 \a,8,y,0=1

Usando a igualdade (B.5), vemos que

n N

Bigji— Bk = Y| Y. BRapRys(0a)iy,(04);, [(05) (0],
p=1 \a,B,v,0=1

n N n
= Z Z RopRys (Ua)ip (U“/)jp Z 056 )ik
p=1

O‘7B7775:1 77:1
1 n N n
4
= 2 > RagRys ((0a)y (02);, = (02); (00),) S el (o),
p=1 \a,B,7,0=1 n=1
1 N n
5
= 9 Z RapRys [(02) ) (U:)]ij Zc’g (Un)lk
015,7,5:1 77:1
1 N n n
5
= 3 Z RQBRM;ZC;W (Uﬂ)ij ch (o)
a,B,7,6=1 =1 n=1
1 N
T2 Z ¢y en’ RapRos (00);; (o), = B (e Nej e Ner)
a,B8,7,6,0,n=1

_ #
= Ry
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]
Para apresentar os resultados de Bohm e Wilking precisamos estender um pouco os produtos o e #:

Tomando V = R", definimos os operadores circulo e sharp, respectivamente por

2 2 2
o, 4 : Sym? (/\V*) x Sym? (/\V*) — Sym? (/\V*) ,

em que

N
RS+ SR 1
(ROS)Q/B = <2> = §ZR04)\S)\ﬁ +Sa>\R)\ﬁa
af A=1
1 N
(R#S)aﬁ : = 5 Z ancgeRvgsng.
¥,1,0,0=1

Observagao 8.1 Segue da antissimetria das constantes estruturais (para mais detalhes veja a Segao B)

que
1 N 1 N 1 N
50 08 068
(B#S)ag = 5 > A R5Sne = 3 > (=) (_C,B ) Snoltys = 5 > SRy
7,m,8,0=1 v,m,8,0=1 ~m,8,0=1

Além disso,

RS + SR> B <SR + RS>
af af

(Ro8)5 = <2 5 = (SoR),ps-

2
Mais ainda, vamos denotar por I o elemento identidade de Sym? (/\ V*) . Contudo, devemos notar que

R#1I nao é igual a R, em geral.

Com essas defini¢oes, podemos estender os Lemas 8.1 e 8.2 da seguinte maneira:

2
Lema 8.3 Para todo R, S € Sym? (/\ V*) , valem as sequintes tgualdades:

1 n
(RoS)ju = 3 Z RijpqSpqkt;

p,q=1

(R#S)ijkl = Z RipkgSjplq = RipigSijpkq-
p,q=1
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Demonstragao. De fato, desenvolvendo o lado direito da segunda igualdade, vemos que
n n
Z Ripkquplq - Z Siplqupkq
p,g=1 p,g=1
n
= Z (Ripkquplq - Siplqupkq)
p,q=1
n N N N
- Z Z Rag (00) (08)1, Z Sys (94) 1, (95)14 Z Sap (0a)i (98); Z Rys (94) 5 (06)kg
p,q=1 \a,f=1 7,6=1 a,B=1 v,6=1
n
= Z Z RapSys (Ua)ip (U,B)kq (Uv)jp (Ué)lq — Saplys (Ua)ip (U,B)lq (U'y)jp (05)kq
pg=1 \a,B,7,6=1
n N
= Z Z RapSys (Ua)ip (Uﬁ)kq (O-'Y)jp (Ué)lq — 5y5Rap (Ua)ip (Uﬁ)lq (O—’Y)jp (05>kq
pg=1 \,B3,7,0=1
n N
= S| X RasSs 00y (04);, ((08)1, (05)1g — (08)1 (05, )
pg=1 \a,B,7,0=1

Utilizando a expressao (B.5), vemos que

n
Z Ripkquplq -

p,q=1

Z SiplgRjpkq = Z

pg=1 p=1 \a,fB,7,6=1

3

N
Z RapSys(0a)iy (04), [(o5) (03)]1@1

= Z RaﬂS’st (Ua)zp Oy ]pzcﬁ(s J77 lk

1 7/3 776 1

n N

3
I

N =

p=1 \o,B,7,0=

= Z RaBS'yé

aﬁ%li 1

RapSys <(an)¢p (O—'Y)jp - (Ua)ip (U’Y)jp> Z Crﬁza (o),
1 —

,85
”ZC (o)

= Z Ragsyézce 0o ”Z 0 ()i
n=1

a,B,v,0=1
N

1
DS
a,B,7,0,0,n=1
= (R#S)ijkl'

ay (6
Cy ' Cp R

aBSys (09>ij (0n)ye = (R#S) (es Nej e Nep)
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E além disso, a respeito da segunda igualdade, vemos que ela também é verdadeira, pois

n

n N N
Z RijpgSpakt = Z Z Rap (Ua)@'j (Uﬁ)pq Z Sy (Uv)pq (06) ki

p,q=1 p,q=1 \a,f=1 v,0=1
n
= Y Rap(0a)y (08),, 5 (02), (00)s
P,q,,8,7,0=1
n n
= Z Rup (Ua) 575 (05)kl Z (Uﬁ)pq (O-’Y)pq
ozB%é—l p,q=1
= 2 Z Otﬂ 00‘ i 75 (Ud)kl 667
a,B,7,0=1
n
= 2 Z RapSps (Ja)ij (06) ki
Oé,ﬁ,ézl

= 2(RoS)(eiNejepNep)

= 2(Ro S)ijkl .

Mais ainda, a partir do termo quadrético de curvatura, definimos um operador bilinear

2 2
Q: (R,S) € Sym? (/\V)xSym2 (/\v*) — Q(R,S):= RoS + R#S € Sym? (/\v*) (8.2)

2 2
Induzido por ele, temos o operador CNQ : Sym? (/\ V*) — Sym? (/\ V*) em que

Q(R):=Q(R,R).

Se nao houver ambiguidade, vamos denotar @ por @ também.
2

Os produtos o e # nos habilitam & construir um novo elemento de Sym? ( /\ V*) a partir de dois
elementos dados. E importante notar que existe outro método para construir elementos de Sym?2 ( /\ V*)
a partir de dois elementos de Sym? (V): Dados dois elementos A, B € gl (n,R) ~ V ®V podemos enxergar

2 2
o produto wedge de A com B como uma aplicacdo A A B': /\ V — /\ V, em que

(AAB)(x Ay) = = (Ax) A B(y) + B(z) A A(y)). (8.3)

N |
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Notemos que

(ANB)(zAy) =5 (Alx) A Bly) + B(x) A A(y)) = 5 (B(x) A Aly) + A(x) A B(y)) = (BAA) (z Ay),

DN | =
N =

2
para todo z Ay € /\ V. Usando o wedge, podemos construir uma aplicagao de inclusao natural

2
Idy: A€ Sym? (V) AAIde Sym? (/\V*) .

Note que se I = Id A Id, entao I;;p = 0,405 — 0495 € o tensor de curvatura da esfera canonica. Quando
restrito ao espago dos (2,0)-tensores simétricos, o produto wedge é (4 menos de uma constante) igual ao

produto de Kulkarni-Nomizu, ou seja, temos que

g" ((AAB)(ei Nej),er Nep) g" (; (A(e;) NB(ej)+ B(e) NA(ej)),ex A el>

1, " n n n
_ 59 Zl Aipep A Zl Bjseq + Zl Bipe, N Zl queq7 er N\ e

1 - n
= 59/\ Z AipBjq (ep Neg) + Z BipAjq (ep Neg),ex N e
p,q=1 p,q=1
1 n
= 59/\ Z (Aiijq + Bl'ijq) ep Neg, e Ne
p,g=1

N =

n
Z (AipBjq + BipAjq) q" (ep Neg,er Nep),
p,q=1

e pela definicao de g”, segue que

3

9" ((AAB)(eiNej)ex Nep) = (AipBjq + BipAjq) ({eps ex) (eq, e1) — (ep, er) (eqs k)

1

N =
=
i

Il
[T
(]

(Aiijq + Biijq) (5pk5ql - 5p15qk)
1

3
Q
Il

1 n
(Aiijq + Biijq) 5pk5ql D) Z (Aiijq + Biijq) 5pl5qk
1 p,q=1

Il
DO |
(]

3
aQ
Il
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1 1

=5 (AixBji + BirAji) — 3 (AuBjk + BuAj)
1

= 5 (AaBj + BixAj — AuBjr — Badjr) (8.4)
1

= 5 (AO® B),jp -

Em particular, se A = B = Id, entdo temos que
1
Lijw = g" (Id A Id) (e; A ej).exNe) = g" (2 (Id(e;) N 1d(ej) + Id(e;) N 1d(ej)),er A el> (8.5)
Al
—(eiNej+eiNej),ex Ne
A

)
]‘ AN
59 (ei/\ej,ek /\61)

para mais detalhes sobre a ultima igualdade veja a Segao 7.3.

E vantajoso definir o operador de Ricci Ric : Sym? (/\ V*) — Sym? (V), em que

n n
Ric(R) (e;,¢€j) : Z (ei Nek),ej Neg) = Z Rikjk,
k=1 =

para todo R € Sym? /\V* . Se R é a curvatura riemanniana, entdo a operagdo acima recupera a

curvatura de Ricci. Similarmente, definimos o operador escalar por

S(R) =Tr (Ric(R Z Rikik,
i,k=1

para todo R € S? ( /\ V*) , e se R é a curvatura de Riemann, entao recuperamos a curvatura escalar.

E interessante notar que o seguinte resultado é vélido:

Proposigao 8.1 O operador 2Id, é a adjunta do operador de Ric, isto é,
(21dn (A), R) = (A, Ric(R)),

para todo (2,0)-tensor A.
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Demonstracio. Usando a norma do traco em Sym? (V) e Sym? ( /\ V*> , temos que

n

- 1
(2Id\ (A),R) = (2AANId,R)=2 > (AAId),, Ry = 1 > (A®Id) R

n

2.

,7,k,0=1

',j,k =1

|

s

a =1 i,k 1=1

(Airdji + Ajdix — Audjr — Ajrdir) Riuij

1 < 1 < 1 <
Aiedj By + > Ajbik R — 1 > AadikRui; — 1 > AR
i hl=1 i bl =1 ijihl=1

= i Z Aszklzl+ Z A]lelzj Z Ale]lz]_% Z A]kRk“]

,,ll

z jl 1 i,j,l:l i,5,k=1

= 1 Z Az’kka-FZ Z Alez@'jH-% Z Ailleij_% Z Aji Riiji

ik, l=1

1,7,l=1 1,75,l=1 ,5,k=1

= % z”: A Ricy;

ik=1

— (A, Ric(R)).

Para célculos futuros, notemos também que: Se A, B € Sym? (V) entdo

((Ric (AN B))(ei) ¢j) =

n n

Z<<AAB) (ei Neg),ej Neg) =
- k=1

<A (61) A B (ek) + B (61) NA (ek) €5 N 6k>

=
[N

N —
(=

(A(ei) N Ber),ej Nek) + (B (ei) NAler),ej Aek)

i
I

N | =
(=

(A(ei),ej) (Bex) er) — (Alei),ex) (B (ex),€;)

[y

n

+
l\DM—\zl’Ir

(B(ei),ej) (Aler),ex) — (B (ei),ex) (Aler),€;)

i
I

A;jBy, — AiBj + BijAgi — Bik A

N =
(7=

k=1
1 n
3 AijByy + Bij Ak — AixBrj — Bip Ay
k=1
1 1 1w 1 —
5 AiyTr (B) + 5ByTr(4) — 5 ZlAik:Bkj ~3 Z Bk Ay
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E isso implica que

Ric(A A B) = %A(Tr (B)Id— B)+ %B(Tr (A)Td— A).

Em particular,

Ric(AAnA) — %A (Tr (A) Id— A) + %A (Tr (A)Id— A) = A(Tr (A) Id — A) (8.6)
— Tr(A)A- A2,

Ric(ANId) — %A (Tr (1d) Id — Td) + %Id (Tr (A) Id — A) = %A (nld— Id) + %Id (Tr (A) Id — A)

n—1 Tr (A) 1 n—2 Tr (A)
= A Id— -A= A
2 + 2 d 2 2 + 2

logo, se Tr(A) = 0, entao

Ric(ANA) =Tr(A)A— A% = — A2

: (8.7)
RiC(A/\Id):”T_QA_FwId:%—QA

8.2 Decomposicao dos Operadores de Curvatura Algébrica

O espago dos operadores de curvatura, Curv, pode ser decomposto de uma maneira andloga a feita na
2
Secao 7.3. Identificando /\ V* ~ so (n) (para mais detalhes veja a Se¢ao B), existe uma decomposi¢ao

natural, O \
Sym? (so (n)) = (I) & <Ric> o (W) o AR",

em subespagos O(n)-invariantes e irredutiveis. Aqui, (I) denota o subespago gerado pela identidade
I =1dAId, <Rozc> denota o subespago gerado pelo Ricci sem trago e (W) denota o subespago gerado
pelo tensor Weyl. A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [9] na Segao 10.3.

Um elemento R € Sym? (so (n)) satisfaz a primeira identidade de Bianchi se e somente se nio possui

nenhum componente no ultimo fator. Isto é, temos que

Curv = (I) ® <Roz'c> @ (W).

Dado um operador de curvatura R € Curv, sejam Ry € (I), R« € <Ric> e Ry € (W) as compo-

Ric
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nentes de R, isto &,

R:RI+RRO +RW

Para tal R, definamos também

P LU
n n

Em uma comparagao direta com as expressoes (7.19) e (7.20), um operador de curvatura pode ser

decomposto como

A 2
= I ) I .
R — —|—n_2R200(R)/\ d+ Ry (8.8)
2
- (CNan Ric(R) — 2B 1a) A 1d+ R
(n—1) n—2 n

n(n—1) n(n—2)
(n—2)S(R)—2(n—1)S(R)
n(n—1)(n—2)

< —S(R)
(n—1)(n—2)

_ Z S(H) _, S(R) >1+7:23¢C(R)A1d+RW
(

2
>I—|—n_2Ric(R)/\Id+RW

2
)I+ Ric(R) N 1d + Ry .
n—2
Por essa decomposicao, vemos que a classe dos tensores sem trago possui a seguinte expressao:

Proposicao 8.2 Para todo A € Sym?(V) com Tr(A) = 0, vale a seguinte igualdade:

Tr (A2
r(A, 2 (A2) ATd+ (AN Ay,

A/\A:_n(n—l) n—2

em que (A2)0 é a parte sem traco de A?.

Demonstragao. Usando as expressoes (8.7) e (8.8), vemos que

ANA = i((iifll))f—i—niQ(Ric(A/\A)—WId)/\Id—F(A/\A)W
_ TrRic((And), 2 (Ric(A/\A)—TTRiC((AAA))Id)/\Id+(A/\A)W
n(n—1) n—2 n
Tr (—A?) 2

Tr (— A2
= I+ (—A2 - Mm) ANId+ (ANA)y

n(n—1) n—2 n
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I (—Az) 2 , Ir (AQ)
= vl <A — I ATd+ (AN Ay
_ Tr(-A?) 2 2
= n(n—l)I_ — (A%) A Td+ (AN A)y, .
u
8.3 O Operador Q e o Subespaco Weyl

Um importante passo para Boshm e Wilking foi estabelecer a relacao entre @, definido em (8.2), e os vdrios

subespacos de curvatura definidos acima.

Proposicao 8.3 Para todo R € Curv, valem as sequintes igualdades:

Ric (R2 + R#>” -

n

Z Ric (R)kz Rikji,

k=1

S(R2+R#) -

) Ric(R),, Ric(R),, .

k=1

Em particular, se R € (W) entdo Q = R? + R € (W).

Demonstragao. Segue dos Lemas 8.1 e 8.2 que

Ric (R?+R*) = 3 (7 +r%),
j=1

p,q,j=1

n n
= E Qijkj = g Bijkj — Bijjk + Bikjj — Bijjk
Jj=1 Jj=1

n
= Y RpigjRokgj — 2Rpiqi Rnjk + Rpigk Rpjoj-

Usando a primeira identidade de Bianchi, e invertendo os indices dos somatdérios se necessério for, temos

que

n

Z RigpjRirpj = Z (*Rpiqj — Rypij ) Ryrpj = Z (Rz’qu + Riqu) Rigrpj

p,j=1 p,j=1

n

p.J=1

n n
= Z Ripgj Rirpj + Z RipjqRirjp

p.j=1

n
= 2 E . Ripgj Ricrpj
p,j=1

p.J=1
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Nesse caso,

> " RpigiBpjok = Y RipgjRirp; = 3 > " RigpjRigp; = 3 > RyipjRakps-
p,q,j=1 p,q,j=1 p,q,j=1 p,q,j=1

Assim, invertendo os indices dos somatérios se necessédrio for, o operador de Ricci aplicado em @ nos dé

que
n
; 2 # — . o - . .
Ric (R +R )zk = § , Rpigj Rpkqj — 2Rpigj Rpjqk + Rpigk Rpjq;
p:q,j=1
= Y RyigjRpkqj — Raipj Rakpj + RoighRpjaj
p,q,J=1
n n n
= Y RpigiBpkgj — Y RuigjRpkgj + O RupigkRpjaj
p,¢,J=1 p,q,J=1 p,q,J=1
n
= E : Rpiqk Rpjqj = E , RyigRicpg
p,q,j=1 p,q=1
n
= E Ricpg Ripryq-
p,q=1

Além disso, o operador escalar aplicado em () nos da que
S (B2 + R*) = Tr (Ric (R? + R*)) = 3 Ric (R? + R#) Z RicpgRipiq = Z RicpgRicy,.
=1 p,q=1 p,q=1

Agora suponha que R € (W) e note que se tomarmos uma base ortonormal de T),M,

‘ S
Ric(W)y, = Z Rijej = = (RZC © 9) b T =1 (9 © 9)ijj

. 1 & L0 o ° °
= Ric(R)i, — — <RZCi]{;gjj + Ricjjgix — Ricjrgij — RZCiijk)
7j=1

n
Z 9ik95j + 933 9ik — 9ik9ij — 9ijgik)
le

(n— 1
1 n o o o .
= Ric(R)i, — fQ <Ri0ik5jj + Ricjjd;, — Ricjrd;j — Ricij%‘k)
S n
“2n(n—1) > (Sikbji + 0550k — Ojndij — 0ijbje) .

1

<.
Il
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Pela definigao de §;;, vemos que

n

1 o o o
Ric(W)y, = Ric(R)iy— — <nRz’cik — Ricy, — Ricik) Z Sindjj —
] 1
= Ric(R); _R'O. _Li(d(gu_(s.)
= e ik 1Cik n (n — 1) = 1k0jj ik

| o S 5
= Ric(R);; — Ricy, — m Zézk (0, — 1)
j=1

° S
= RZC(R)Zk — RiCZ‘k - gézk
= RZ'CUC - Rz’cik

= 0.
Ou seja, se R € (W) ,entdo Ric(R) =0, logo

Ric(Q);, = ch(R2+R#> Zchpq ipkg = 0,

p,q=1

S(Q) = S(R2+R#):Zn:Ric(R2+R#) :zn:ozo.
=1

[ —
Logo, segue da expressao (8.8) que

—5(Q)

m]d/\]d—F

Q(R) =

Definimos a forma trilinear de Huisken por

3
i:(R,S,T) e (Sym (/\V)) Q(R,S),T) e R,

ou seja, como @ (R, S) é simétrico, segue que

2 Rie(@) A Td+Qw = Qw € {IV).

djk0ij)

tri (R, S,T) = 2T ((Q (R, S))T T) — 277 (Q(R,S)T) = 2T (Ro S + R#S)T).

Vamos mostrar a simetria total da aplicagao tri:

tri (R, S,T) = 2(Q(R.S),T) = 2(Q(S,R),T) = tri (S, R, T) .
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Além disso, notemos que

tri (R,S,T) = 2Tr

—~

(Ro S)T) +2Tr (R#S)T)

(R0 8)0) (To6)) +2Tr (((R#S) 45 ) (T29))

N N
> (RoS8),, Tk5> + 2T (Z R#S) .. T;ﬂ;)

k=1 k=1

= 2Tr

|
)
S

/\/\

r

N

(RoS)arTha +2 Y (R#S) s Tha
1 k,a=1

WE

= 2
k,

=]

k,a=1

N N N
1 1
= 2 E 3 E (RaxSxk + SaaRok) + B E e’ RysSu | Tha
k,a=1 A=1 ¥,m,0,0=1

N
= Z (Ra)\S/\kaa + SoaRokTho + 1) RA/(SSnGTka) -
k7a7>\7ﬂy77]7570:1

Fazendo a seguinte troca de indices: (k,a) < (n,6), e usando a simetria de R, vemos que

N
tre (R, S, T) = Z <R9,\TngS)\q7 + TngR)\nSQ)\ + CgkcgaR,ynggska>
k,o, A\ 7y,n,0,0=1
N

= Z (R)angSe)\ + TngRg)\S)\n + (—CZ€> (—Cgfl) Rﬂ/éTnGSka>
k,o,A,7y,m,6,0=1
N

9
= Z (Rannesex + TypRopnSxy + 1c) RMTneska)
k7a’A7’y,T]7570:1

= tri(R,T,S).
E por fim, usando as duas simetrias mostradas acima, segue que
tri (R, S,T) =tri(S,R,T) =tri(S,T,R) =tri(T,S,R) .

Esse conceito nos ajuda na demonstracao do seguinte resultado:

Proposicao 8.4 Se R ¢ <Rozc> e S e (W), entao Q (R, S) € <Rc%c>.
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Demonstragao. Como S,WW € (W), e R € <Ric>, é suficiente mostrar que

tri (S, R,W) = 0

tri (S,R,I) = 0

Para provar o primeiro, lembremos que ¢ri é totalmente simétrico, portanto tri (S, R, W) = tri (W, S, R).

Como S, W € (W), entao S+ W € (W), logo, pela Proposicao 8.3
(S+W)Y?+(S+W)* =Q(S+W) e (W),

Mas notemos que

N
1
(S+W)or (S+W)ys+ 3 D Qe (S+ W) 5 (S+ W),y
A=1

M=

(S+ W)+ (S+W)E, =

>
Il
—

I
M=

(SaxSxg + SaaWig + WarSiag + WarWig)

>
Il
—

N
Z clncge (SA,Z;SW + SysWho + W,sS5p0 + W,y(;an)
v,m,0,0=1
= 825+ S0 Wap +WoSag+ W25+ SH#S + SHW + WHS + WHW

+
N[ =

= 8254250 Wap+ W2s+ ST+ 254 Wap + W
Como (W) é um espaco vetorial e S2, W2 S# W# ¢ (W), segue que
2(So W + S#W) e (W).
Portanto, como R € <Roic>, segue que
0= (S oW + S#W,R) = Tr ((SoW + S#W) R) = tri (W, S, R).
O Lema 8.5 que veremos nos da que tri (S, R, I) = 0, pois

tri (S,R,I) =tri(R,1,S)
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onde a tltima igualdade é devido ao abaixo. Como as identidades podem ser reescritas como

0 = (SR+RS+2R#S,W)=2(Q(R,S),W),
0 = (SR+RS+2R#S,I)=2(Q(R,S),I).

vemos que Q(R,S) € <Roic> . ]

8.4 Uma Familia de Transformacoes Para o Fluxo de Ricci

Na préxima segao, falaremos da "familia pingada"de cones e discutiremos sua existéncia. Embora mais
técnico a presente se¢do tem por objetivo construir ferramentas que nos auxiliem na demonstragao da

familia de cones em questao.

Definig¢ao 8.1 Para todo a,b € R defina a transformagao linear O(n)-invariante l,p : Curv — Curv em
que
lap(R)=R+2(n—1)aRr + (n — Q)bRRO‘ .
1C

Observagao 8.2 Notemos que cada l,p preserva a componente Weyl no sequinte sentido:

(lay (R))yy = B + (2(n — 1) aRyp)yy + ((n ~2)bR . )W ~ Ry,

ic

para todo R € Curv. Decompondo R, podemos ver l,; (R) da sequinte maneira:
lap(R)=(1+2(n— 1)a)R1+(1+(n—2)b)RROA + Rw.

Além disso, note que

lop(R)=R+2(n—1)0Rr + (n—2)0RRoA =R.
1c
Também observe que l, é invertivel desde que todas as trés componentes de l,p, (R) sejam ndo nulas, isto

é, desde que a # —ﬁ eb# —ﬁ (vamos sempre assumir que valem estas identidades).

A partir de [, 5, definamos o seguinte campo em Curv:

Xaa(R) = 1} (Lo (B)) + (Lo (B))F) = (k0 Qo 1y ) (B).
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E denotemos por D, a diferenga entre X, ; e o campo vetorial original para o fluxo de Ricci ¢ definida
por

Dy () i= (Ig} 0 Q0 lus) () = Q(R) = Xap(R) — Q(R).

Segue dessas nomenclaturas o seguinte resultado:

Lema 8.4 O campo vetorial QQ aponta estritamente para lo,(C) (no sentido da Defini¢io 3.1) se e so-

mente se o campo vetorial X,y aponta estritamente para C.

Demonstragao. Como [, ¢ continua, se existe uma sequéncia { Ry}, .y C Curv tal que R, — R,

entao

laa(R) = Loy ( lim Ro) = Tim Lo (Ro).

Segue diretamente disso que 0 (lq4(C)) = l3(0C). Desse modo, os pontos de 9 (l,(C)) s@o da forma
lap(R) para algum R € OC. Por definicao, @ aponta estritamente para l,,(C) se lop(R) € 0 (lo5(C))
implicar @ (lo5(R)) € Int (ﬂa,b(R)la,b(CD . Agora notemos que devido & linearidade de I, ,

T, o@las(C) = [ h7 (lap(C) = lap(R)) = lap (U (O - R))) = lap (TRC).

h>0 h>0

E a mesma igualdade vale para os interiores, isto é,

Int (T, (1las(C) ) = lap (Int (TRC))..

Assim,

Q (lap(R)) € Int (T, (1ylap(C)) = lap (Int (TRC)) = 11 (Q (lap(R))) = Dap (R) € Int (TC).

isto ¢, se e somente se X,; aponta estritamente para C. =

A ideia agora é a seguinte: Suponha que C seja um cone preservado pelo fluxo de Ricci, isto é,
o campo @ aponta para dentro de C. Queremos que X, = @ + D, aponte estritamente para C. Pelo
lema anterior, basta mostrar que D, ; aponta estritamente para C.

A descoberta de Bshm e Wilking é que o operador D, ;, (R) sao possui componente na dire¢cao Weyl (ou
seja, nao possui a componente Ry ), portanto pode ser simplesmente calculado em termos dos autovalores

de Ric(R). Isso simplifica nossa tarefa de entender como Q(R) muda sob a acao de lgy.
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Teorema 8.1 (Férmula Principal para D,;) Para todo a,b € R,

[e)

[¢] o 2
Doy (R) = ((n—2)b*—2(a—1D)) Ric A Ric+ 2aRic A Ric + 2b* (ch> AId

Tr ((Roic>2> (nb? (1 — 2b) — 2 (a — b) (1 — 2b + nb?))

1.
n+2n(n—1)a

_l’_

Demonstragao. Vamos denotar a componente de um elemento de R € Curv que estd em <Roz'c> por
RRO‘ ou simplesmente por Ry. Primeiramente, estabeleceremos que Dg (R) independe da componente
Wez;l de R. Logo, podemos calcular D, (R) de forma explicita a partir das componentes de R que
independem de Ry :

Afirmamos que

Doy (R+S)=Dgy(R),

para todo S € (W) e todo R € Curv.

De fato, primeiramente notemos que se S € (W), entao

lap (S) =S +2(n—1)aSr + (n —2)bS o =S+0+0=5,

e assim, Dgy (S) se anula, ja que

Day (8) = (Ioh 0 Qo luy) () = Q(S) = 174 (Q(5)) ~ Q) =Q(S) - Q(S) =0, (8.9)

)

pois @ (S) € (W) (Proposigao 8.3), l,p (Q(S)) = Q(S). Olhemos D = D, ; como uma forma quadratica
em R e seja

B(R,S) :=-(D(R+5S)— DR -S)).

=

Desenvolvendo essa expressao, vemos que

)
[e]
O
s
=
+
2!
;:\4
=
+
)
|
| =
O
=y
+
O
uy)
+
2!

B(R,S) =

e

=
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o~
L
(e]
Q

~/—/~ B8
o~
8
S
(@]
N——
—~
S~
IS
o
~—~
=
S~—
|
S~
S
oS
—
Wn
SN—
\.N
IS
o
—~
=X
S~—
S~
8
o
—
nn
SN—
S~—
+
o
O
—
=
|
O
=
|
Wnn
SN—



8.4. Uma Familia de Transformacoes Para o Fluro de Ricci 189

Usando a bilinearidade e a simetria de @, segue que

BR.S) = 12 (Q(lap (F) +2Q (lap (F) 1ap (8)) + Q (e () — ;QUR) — 12Q(R,5) — 1 Q(S)
1 (14 0Q) s () + 32 (130 Q) (e (R) 10 (8)) — 1 (1h 0 @) (1 (8)) + 1 Q(R)
i@msw—@<>

= 1oy (QUap (R) ,1ap (9))) = Q(R. S)
= 1, é(Q(lab(R) S))_Q(R7S)

E suficiente mostrar que B(R, S) = 0, para todo S € (W) e todo R € Curv: Nesse caso,
D(R + 8) — D(R) = (D(R) + 2B(R, S) + D(S)) — D(R) = 2B(R, S) + D(S) = 2B(R, S) =

Fixe S = W € (W) e provemos que B(S,-) = 0 considerando B(R, S) em que R estd em cada componente
de Curv que é O(n)-irredutivel.

1. Suponha que R € (W). Entdo, pela expressao (8.9) D(R + S) = D(R — S) = 0, e portanto
B(R,S)=0

2. Suponha que R = I ¢é a identidade,

lap(I)=1+2(n—1)al; + (n— )b[o =I+2n—1al=(1+2(n—-1)a)l = (1+a)l.

Ric

Logo,

BW,I) = I3 (Qlap (1), W) = QU,W) =13 (Q((1+a) [,W)) —QU,W)
1
b

= oy (I+ ) QU W)) = QU W).

Contudo, segue da identidade de polarizagao que

L@V QW 1)

((W+I)2+(W+I)#—(W—I)2—(W—I)#).

QUW) = QW H+I,W+I)—Q(W —-I,W 1)) =

N N
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Desenvolvendo essa expressao pela sua definicao, vemos que

QW) = (W2+2WOI+I2+W#+2W#I+I#>

1
4
1

-3 (W2 F2W o (=) + (—I)% + W + 2W (~1) + (—1)#)
1

= 1(W2+2WOI+IQ+W#+2W#I+I#>
—i<W2—2WOI+IQ+W#—2W#I+I#)
1

= (AW o I+ aW)

— WoldWHI =W +WHI

pr— ()7

onde a iltima igualdade é devido ao Lema 8.5

3. Resta considerar o caso em que R € <Ric> . Segue da definigdo de B (W, R) que é suficiente mostrar

que Q@ (W, lap (R)) = 1,5Q (W, R) : Nesse caso,

BW,R) = 13(Q(lay (W), R)) = QUV,R) = I} (Q (W, 1y (R))) — Q(W, R)

)

= I, (lapQ (W, R)) — Q(W, R)

= 0.
(o]
Para isso, notemos que como R € <Ric> , entao

lop(R) = R+2(n—1)aRi+(n—-2)bR o =R+ (n—2)bR: =(1+(n—-2)b) R

ic Ric Ric

— (1+(m-2b)R=(1+p)R
E portanto,
QWilap (R) =Q(W,(14+B)R) = (1+5)Q(W, R) = lap (Q (W, R)),

pois Q (W, R) € <Ric> pela Proposigao 8.4

Isso completa a demonstragao de que B(W,-) = 0 e assim, D(R) independe de Ryy.
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Agora podemos mostrar o teorema assumindo que Ry = 0, isto é, R = R1+Rﬁ .Sejaa=2(n—1)a,
1c

B=(n—-2)be Ry = RR%C = —2.Ric A Id. Temos que

lop(R) R+2(n—1)aR;+ (n—2) bRﬁz‘c =R+ aRr+ BRRoiC (8.10)

= 1+ R +(1+P)R
(4 a)
= n_l.LM1+MR&

Usando isso e o Lema 8.5 vemos que

Dayb(R) = (l;; oQo la,b) (R) — Q(R) = (l;é o Q> <(1n+_ai XI +(1+75) Ro) - Q(R)

_ 2 By 7
O+QMI+G+@RQ +(“Jﬁ”l+ﬂ+mRo )—Qm)

1

_
+
£
>
~
N———
no
+
)
N
+
£
>|

) fo<1+ﬁ>Ro)+<<1+mRo>2)

(
(

i ((““‘”I)# r2 (U204 p) ) + (14+9) Ro)#> _Q(R)
(

n—1

2 _
(1+041))\> IQ+2(1+O;L)(_11—|—B))\IORO>

o _
Hlap ((1+6)2R§+ ((1n+ aF) f#f+2(1+02(11+m1#1%0+<1+6>2 (Ro)#> —~ Q(R).

Usando a linearidade de l;; e colocando os termos certos em evidéncia, vemos que
b

o _
Dap(R) = I, (((Zl—i—a))\> (IZJFI#I)+2(1+a)(1+5))\(IOR0+I#RO)+(1+5)2<R3+(Ro>#>)

n—1 n—1
—Q(R)
= Qﬁ((a;j?A>2On—lﬂj+n;2Z&)+20+%29j#”AQ%+I#R@+(L+@2QU%O
—Q(R)
- il («tf‘)lwuz(l “7‘3(_11*5” <R°m1d> +(1 +5)2Q(Ro)> ~Q(R),



8.4. Uma Familia de Transformacoes Para o Fluro de Ricci 192

Pela Proposigao 8.2 com A = Ric, segue que

n(n—1) n—

o \ 2
Tr<<Ric> ) ° 5
Ric A\ Ric = Id/\Id—22<<Ric) >/\Id+ <Ric/\Ric> (8.11)
w

(e} 2 (e} [e]
% gantd——2 ((Rie) ) A1ds (Rien Ric) .

E pela Afirmagao 8.1.1,

[e)

2 o \?2 o
R = Ric AN Ric— — | | Ric ANld+ ——I

1 2 2 o o
_ —— % dATd- Ric)| | Ald+ ( Ric A Ric
n—2 n—1 n—2 w

()

= L ic ic — 4 oic i M
= (n—l)(n—Z)IdAId+ <R /\R )W (n—2)2<<R >>A1d+(n2)(n1)l

o\ 2
= g I— 4 5 (Ric) ANId+ L (ch A ch) .
n—1 (n — 2) - w

Dessa forma, sabemos que l;i atua em cada termo Também pelo Lema 8.6 temos que

1 o ° 20 ©
Q(R) = R*+ R" = Ric A Ric+ Ric A Id —
n—2 n—1

(n—2 n—2

2 %o b% o
)2<R’LC )0/\Id+ j+ I

Notemos que B

1 A 1 1

I+ (1
ap (B) =173 A Bo = o Rt gl

de fato, usando a expressao (8.10) vemos que

z;goza,b(}z) = za;(( + a) ARr + (1 + ) Ro)

= 1ia ((1—1—04))\R1—|—(1—|—6)R0)]—|-

1
1+5

(1 +a) AR+ (1+ B) Ro),
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= ‘434«1+10XR1+“4£*(1+6)R0

1+ a 1+
= Rr+Ro
p— R’
mais ainda, notemos que
1 1
lapol & = 1
b0y (R) b <1+aRI+ 1+BRO)
= (1+a)< + ! R) +(1+6)( ! + ! R)
- 1 1), T+a "7 145778,
1
= (1+ R+ (1+ R
( 04)1+ 7+ ( ﬁ)l—i‘ﬁ 0
= R+ Ry
= R.

Usando as expressoes de Q(R), Q(Ryp), e de l;;, segue que

. _
Dop(R) = I (W”Q(l +02(_11+5)A <Roich> + (1+B)2Q(Ro)> - Q(R)
. _
— Wla:; (I) + 2(1 + Og (_11+ A) Az;j <Roic A Id) +(1+pB)? l,5 (Q(Ro)) — Q(R).

Pela defini¢ao de l;ll), vemos que

(At aN? 1 1 1+a)(1+BX[ 1 (.o 1 /o
Das(B) = 2% <1+a1}+1+51‘0>+2 v <1+a(ch/\Id)I—l—1+(ch/\[d)())

OO 2 o o
+(1+ B0 nill_ (n_42)2<<Ric> )/\Id+ni2 <Ric/\Ric)W - Q(R)

1+ )N 1 I+a)1+HX 1 (o
1 1+a[+2 p— 7 6<ch/\ld>

1 o 4 o\ 2 1 o o

1 2 I — . I . .
+(1+8) Ttaln_1" (n—2) ((R’LC) >/\ d —I—n_2 <<ch/\ch>W>I
o 1 o 4 o \? 1 o o
+ (1 + Iy — R ANld| + Ric N\ Ri
(1+5) 1+8|n—1"° (n —2)* << Zc) ) ”—2<< w ZC)W>o

—Q(R).
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Simplificando os termos, segue que

(At N 1 I+a) (14X 1 /o
Dyy(R) = m—1 1+aI+2 —] 1+ﬂ(chAId>

N (1;;5@)2 <ni1h)+(1+6) (71:42)2 ((Roch) ATd
0

— -2
X oo 2 ° A
RicATd+ (Ric%), ATd— + 2 )
)2 0

——~_RicA Ric—
n—2 e e n—1 (n—2 n—1 n-—2

o

i2 o 2 o 2
_ (1+a))\I+2(1+a))\<RiCAId>+(1+ﬂ) o I_4(1+52)<<Ric>)Ald
T Tra -1 (-2

T 2
1 o o 2\ o 2 ° Y -
n_Qch/\ch 7n_1ch/\ d+(n_2)2(ch )0/\ d (n—1+n—2>

Usando as igualdades (8.11)

Ric A Ric — Ric A Ric = N-T + 2\Ric A Id,

segue que

o

32 o 2 o \ 2
Day(R) = (1:_04)1)\ [+2(1n+_a1)>\ (Ric/\[d) + (111@ n‘i 1 - ‘t:_z@) <<Ric> ) AId

< 2
1 o ° 2\ © 2 2y A o
_mch/\ch—mch/\Id—F 2)2(ch )0/\Id— <n—1+n—2>I

(n—
2 (o) o]
+ (1+5) <Ric A Ric) .
2 w

n —

Colocando os termos corretos em evidéncia, vemos que

[¢]

o) 2 g o] 2 o) [}
D.p(R) = (1+a) N1+ 2)(RicAId +(1+/B) I—4<1+B) Ric Ald— L Ric A\ Ric
(n—2)? n—2

’ n—1 l1+a n—1

~2 ~ 2 .02 g
- AT+ 2\ Id Id — 1
n_1< + 2\Ric A )+(n_2)2(ch)0/\ (n_2>

[}

2 (e} (e} (e} 2
LD B nRie— | - ran1a- 2 Ric) | AId
2 n—1 n—2

n —
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o o 2 ° 2
= (1+a) (Ric/\Ric—Ric/\Ric)—i—<1+5) g I—4<1+ﬁ2)<<Ric> )/\Id
n—1 l+a n—-1 (n —2)

1 o o 1 o o 2
2RiC/\RiC— ] <Ric/\Ric—Ric/\Ric> + ( 2)2 (Rz’CQ)O/\Id_ 7 g

n — n —

2 5 o 2 2002
+f1+€)RmARm+(1+5) o ;. 2 (4P ((Rw>>/dd

n— n—2 n—1 n—2 n—2

Simplificando os termos, segue que

’ n — l1+a n—-1 n—2 n—1 n-—2

1048) 2 (4pP 2 - \? aep? 1\ e
+<_(n—2)2+n—2 n—2 +(n_2)2> <<R16> )/\Id+< n_9 —n_2>ch/\ch

o 2 —
= < Ric/\Ric—Ric/\ch + (1+8)° +(1+6) _n-l 7 7
n—1 1+a n-2 n-2)n-1

2
+<2(1+6)( 2 +2>< ch >A1d+ﬁ2+ 6<ch/\ch>
n—

2 —
= a <ch/\ch—ch/\ch <(1+5) +ﬁ—|—2ﬁ+1_n 1) g

o o 2 2
D,y(R) = al<Rz’c/\Ric—Ric/\Ric)+<(1+ﬁ) 7 +(1+B) o _ )I

n—1 14+« n—2 n—2n—-1

232 o
p 3 ch /\ Id Ric A Ric) .
(n—2)
ou seja, conluimos que
[e] e} 1 2 2 2
Dyp(R) = a Ric A\ Ric — Ric A Ric | + (L+5) +ﬂ + 5_1 9 7
’ n—1 1+a n—2 n—1

2 Qo 2 2 o o
+ 28 5 ((Ric) )/\Id —I—B +25 <Ric/\Ric>,
(n—2) n—2

Por fim, usemos os seguintes fatos:

a=2(Mn-1)a
B=(n-2)
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( o

((ch)2> = (1ie) ot

(o]

Tr <<Roz'c>2> —Tr ((Rcéc)Z) +oTr (Id) = oTr (Id) = on

Com isso, vemos que D, (R) é dado pela seguinte expressao:

9

\

(o] (0] 2 2 2 (o] 2
Dun(R) = —° (Rich Ric— RienRic) + (LFA° %28 4 o, 20 Ric) | AId
) 1 1+« n—2 n—1 (n—2)2
2 o) [}
—i—B + 20 <Ric/\Ric>
n—2
o] (o] J— 2 J— 2 —
_ 2= Da (o Ric— Rien Rie) 4+ | SE =207 (=272 =2 ) o
n—1 1+2(n—1)a n—2 n—1

n—2

+2(EZ:§;2®2 <<<Roic>2 —O'Id) /\Id) + ((n—2)b)2+2(n—2)b <ROZ'C/\ROic)

(14 (n—2)b)?
1+2(n—1)a

+2b° (((ﬁic) . aId) A Id) + ((n— 2) b? + 20) (RC%C A }fic) .

Colocando os termos corretos em evidéncia, vemos que

- 2a<Ric/\Rz’c—Ric/\Ric>+< +(n—2)b2+2b—1> 011
n_

5

2
Day(R) = 2aRic/\Ric+<(1+(n DO° 0 -2y +25—1) 2 —2b2a>I

1+2(n—1)an-1 n—1

o 2 o o
+ (2v7) (Rz’c) AId+ ((n—2)b% +2b — 2a) (Rz’c A Ric)

_ 2aRic/\Rz'c+< (At (n=2)b 0 +((”_2)b2+25—1—252(n—1))0>I

(I1+2(n—1)a)(n—1) n—1
+(20%) (R?C)Q AT+ ((n—2)b* —2(a—b)) (Rc%cA Roz'c>

2a — 2b — b2n — 4ab + 4b2 + 2ab> o \?2
= 2aRicARic+<a - n—fa) AT L ”>I+(2b2) <Ric> Ald
2a — 2an — 1

+((n—2)8 —2(a—1b)) <Roic/\ R%) .
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Por fim, pela definicao de o concluimos que

o \ 2 o 12 9 9
Dyp(R) = 2aRic/\Rz’c+<T7~<<Ric> )2a 2b — b*n — 4ab + 4b* 4 2ab n)[

’ 2an — 2an? —n

+ (207 <Roic>2 AT+ ((n—2)6 —2(a— b)) <R°z'c A Roic) .

Corolario 8.1 (Autovalores de D, e de Ric(D,;).) Suponha que {e;};_, seja uma base ortonormal
[}

de auvetores de Ric em que {\;};—; sdo os seus respectivos autovalores. Entdo e;Nej, i < j, é um autovetor

de Dy, com autovalor correspondente dado pela sequinte expressao:

o(nb>—2(n—1)(a—0b)(1—2b))
1+2(n—1)a '

dij = ((n —2) 0> = 2(a — b)) NiXj+2a (X + i) (A + X)) +b* (A7 + A2) +

Mais ainda, e; é autovetor de Ric(Dgyp) com autovalor

o (n*?—2(n—1)(a—0b)(1—2b))

i = —2bA2 + 20X (n — 2) i + 2aX” (n — 1
r bA; 4 2aX (n —2) \j + 2aX\” (n— 1) + T+2(n—-1)a

Observacao 8.3 \; + \ ¢é autovalor de Ric.

Demonstracdo. Escolha uma base ortonormal {e;};" ; de autovetores de Ric com autovalores corre-
spondentes {\;}; ;. Segue da expressdo (8.3) que
o o 1 o o o o o o
<Ric A Ric) (e; Nej) = 3 (Ric (e;) A\ Ric(e;) + Ric(e;) N\ Ric (ej)) = Ric(e;) A\ Ric(ej)

= Aie; A )\jej = )\1)\] (67; A e]-)

o 2 ° 2 o 2
((R@) A Id) (eihe;) = % ((Ric) (e1) A Td (e) + Id (e5) A <Ric> (ej)>
1 (AF +29)
= 5 ()\?ei/\ej + e /\)\?ej) = 5 (ei/\ej)
(Ric A\ Ric) (e; Nej) = % (Ric (e;) A Ric(ej) + Ric(e;) A Ric(e;)) = (A + A) e A (Aj + X) ¢

= N+ (N +N) (e Aey)
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Segue destas igualdades e do teorema anterior, que

Doy (R) (e; Aej) = ((n—2)b* —2(a—b)) (Rozc A Roz'c) (ei A ej) + 2aRic A\ Ric(e; N ej)

o2 TT<(1~§£C>2> (nb? (1-2b)—2(a—b) (1-2b+nb?) )
+202 ((Rz’c) A Id) (ei Nej) + I (ei Nej)

n+2n(n—1)a

=((n=2)b*=2(a—0b)) NiAj (es Aej) +2a (A +A) (A + A) (ez/\ej)—|-2b2( o) (ei N ej)

Tr((Roic)2> (nb?(1-2b)—2(a—b)(1—-2b+nb?) )
n+2n(n—1)a

= <((n— 2)b% —2(a—b)) NAj +2a (N +X) (A +X) +2b2( Az)) ei N ej

on(nb?(1—2b)—2(a—b)(1—2b+nb?
( n+2n(n71)(a )) €i /\ €;
=(((n=2)b>=2(a—b)) XiXAj +2a (A +X) (Aj +X) 02 (A +A3)) es Aej
o (nb?(1-2b)—2(a—b) (1-2b+nb?))
+ 1+2(n—1)a

+

(ei A ej)

e; N\ €j.
Para a segunda expressdo, usemos as igualdades (8.6), (8.7) e (8.4). Com isso, encontramos que
o _ o _ [¢] _ 2
Ric(Ric A Ric) = (Tr(Ric)) Ric — Ric* = <Tr <Ric + AId)) <Rz’c + )\Id> — <Rz’c + )\Id>
_ o _ [e] 2 [e] _ _ [e] . 2
= An (Ric + )\Id) - (Ric) — Rico Md — Xd o Ric — (Xd)
o . o 2 _ © — © —
= XnRic+n)\'1d - <Ric> — MRic — ARic — X'1d
) —9 o 2
= (n—2)ARic+ (n—1)XId— <Rz’c> )
Ric(IdNId) = (Tr(Id))Id— Id® =nld—Id = (n—1)1d,

o (e} o [e] o] 2 o
Ric (Ric A Ric) = <T7" <Ric>> Ric — (Ric) =— <Ric> ,
o \ 2
o \? n—2 2 T7“<<RZC> > n—2 2 o
Ric ((Rz’c) A Id) = (ch) 4+ —— 2 Jd= (ch) + TId‘

2 2 2

E portanto, temos que

o o o 2
Rc(Dqgyp (R)) = Re | ((n—2)b* — 2(a — b)) Ric A Ric + 2aRic A Ric + 2b? <Ric> A Id)

o \ 2
Tr<(Ric) >(nb2(1—2b)—2(a—b)(1—2b+nb2))

n+2n(n—1)a 1

+Rc

[¢] [e] [¢] 2
=((n—2)b*—2(a—1)) Re <Ric A Ric) + 2aRc (Ric A Ric) + 2b*Re ((Rm) A Id)
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o \ 2
Tr ( (Rm) ) (nb?(1—2b)—2(a—b) (1—2b+nb?) )

+ n+2n(n—1)a Re (I)
o 2 __©o -9 o 2 o 2
=—((n—2)b*—2(a—b)) (Rm) +2a (n — 2) ARic+2a (n — 1) \"Id—2a (Rm) +b% (n —2) <Rz’c> +
b*nold
o (nb?(1—2b)—2(a—b)(1—2b+nb?
e - 1 14

Simplificando essa expressao, vemos que

o 2 _ O —
Re(Day(R) = —2b (R@) +2a(n — 2) ARic + 2a(n — 1) X-1d

o (nb® (1 — 2b) — 2(a—b) (1 - 2b+nb?))

b’nold
Hormetdt 1+2(n—1)a

(n—1)Id

(e} 2 _ © —
= -2 <Ric> +2a(n — 2) NRic+2a(n — 1) X-1d

o ((nb* (1 —2b) —2(a—b) (1 —2b+nb?)) (n—1) + (1 + 2(n — 1)a) b*n)
1+2(n—1)a

1d.
Por fim, conclui-se o seguinte:

o 2 o
Rc(Dgyp (R)) (e5) = —2b <Ric> (€;) + 2a(n — 2) ARic (e;) + 2a (n — 1) NId (€)

o ((nb?(1—2b) —2(a—1b) (1 —2b+nb?)) (n—1)+ (1+2(n— 1)a)b*n)
1+2(n—1)a
= —2bX\Ze; +2a(n — 2) Miei + 2a(n — 1) N e
o ((nb? (1 —2b) —2(a—b) (1 —2b+nb*)) (n—1) + (1+2(n — 1)a) b*n)
1+2(n—1)a

€;

€;

e <~ o((nb? nb? n— 20
_ (—2b>\?+2a(n—2)>\)\i+2a(n—1))\24- ((nb?(1-2b)—2(a—b)(1-26+nb?) ) (n—1)+(1+2(n—1)a)b )>

1+2(n—1)a

— — gn2 a— n2
_<—2b)\§+2a)\(n—2))\i+2a)\2(n—1)+ (nb?(1=20)—2(a—b) (120 i) >

14+2(n—1)a

Lemas Algébricos de B6hm e Wilking

Pelos cédlculos que serao realizados na proxima secao, se faz necessdria a anilise dos seguintes lemas:

Lema 8.5 Para todo R € Curv, vale a sequinte igualdade:

R+ R#I = (n—1)R;

Ric

Observagao 8.4 O lema implica que Q(R,I) = R + R#I, nao possui nenhuma componente em (W),
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isto é, (R+ R#I)y, = 0.

Demonstragao. Pelo Lema 8.3 e pela primeira identidade de Bianchi, vemos que

n
Z Ripkgliplg — RipiqLjpkq =
pg=1 p,g=1

n n
= E , Ripkqfsjl‘qu - E : Ripkq5pl5jq
p,q=1 p,q=1 p,q=1
= djRicy, — Rypj — 0juRicy + Rigj

(R#I)ijk:l =

= O Ricy — Ryg; — 01 Ricy + Rk
= 5leiCik — 5ijiCZ'l — Rklij

= 5leiCik - 5ijiCil - Rijkl

em que Ly = (Id(e; Nej),ex Aep) = iy

(Ric A Id)z‘jkl = % (Ricijldy — Ricjld, — Ricyldj, — Ricjpldy)
= % (Ricijom — Ricjidi, — Ricydji — Ricjidq)
= % (Ricijor — Ricjidir — Ricydjr — Ricjidi + Rji —
= % (Ricijop — Ricjidp — Ricydj, — Ricjrdy + Rjik
= % ((R + (R#)) 1 — (R + (R#I))jikl)

—~

R+ (R#I)), 4 -

onde na tltima igualdade usamos o seguinte fato:

N N

> (R#D 0500 =
Ol,ﬁ:]. 7ﬁ:1

R#I ijkl —

Z Riplq‘sjk‘qu -

Z (R#I) 5 ‘P?i‘sz =

Z Rzpkq Jl5pq 5pl5jq) — Ripiq (5jk5pq - 5pk5jq)

Z Riplq(spk(sjq

p,q=1

— 9310%- Usando isso, segue das expressoes (8.3) e (8.4) que

Riji)

— Rjitg + Rijr — Rijia)

— (R#I) i1 -

Dizemos que um operador de curvatura é do tipo Ricci se R = R; +RRO‘ , isto é, se Ry = 0. A partir
1C

dessa nomenclatura, temos o seguinte resultado:

Lema 8.6 Se R € Curv é um operador de curvatura do tipo Ricci, entdo

]_ o o QX o
R?+ R* = — —Ric A Ric+ ———Ric A Id —
n—2 n—1

(n—

% (Ric*), A 1d + (

N o),
n—1 n-—2
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Demonstracao. Lembremos que Ry = %I eRy:=R. = %Ric A Id. Logo,
Ric n

R*+ R* = (Rr+ Ro)*+ (Rr+ Ro)* = R2+ 2Ry o Ry + R: + RY + 2R #Ro + R}
A A A A A by
— R24+RY I I+2
R0+R0+n—1 on—l * n

by by by by
= R4+RI+(—"—) I+2—"—Ro+ —"—) I#I+2—"—I#R,
n—1 n—1 -1 n—1

IoRy+ A I# A I+2 A
1 n n

I
171 [l ko

n
X )
= RI+RI+(—"=) (I+1I#I)+2—"— (Ro+ I#Ry).
n—1 n—1
Como o0s dois iltimos termos sdo conhecidos pelo Lema 8.5, é suficiente mostrar a sequinte afirmacao:

Afirmacao 8.1.1 Se R € Curv é um operador de curvatura do tipo Ricci, entdo

g

1 o o 2 °
R} + R = — Ric A Ric — — 5 (Ric®) A Td +

P~ 1 (8.12)

[e]
Para provar esta afirmagao, escolha uma base oortonormal {e;};_, de autovetores de Ric (sempre
podemos fazer isso devido a simetria de Ric e pelo Teorema Espectral de Algebra Linear) com autovalores

correspondentes \;, i = 1,...,n. O operador de curvatura Ry é diagonal com respeito a base {e; N ej}Kj

o
(de fato, pertence a <Ric>>, com autovalores dados pela equagdo

2 o 2 1 ° °
Ro(einej) = p— <Ric/\ld> (ei Nej) = —t <Ric (ei) N1d(ej) — Ric(e;) Nld (e¢)>
— 1 R'(o.)/\._R' (O.)/\. _L()\/\ ,_)\../\,)
= 5 | Ric(e) Aej ic(ej) Nei | = —— (Aiei Aej — Ajej Nei
i+ A
= n_;ei/\ej.

Seque disso que

Ai + A Ai + A YR
R(Z)(ei/\ej): ;l_;ei/\ejo;Z_;ez-/\ej:(;l_;) e; N\ ej.
Além disso,

)\l+)\3
n—2

AZ+>\j
n—2

(Ro)ij = (RoleiNej),exNey = < (ei Nej,ex Nep)

N+ A
= 2J (0ik0j1 — ;K041 -

ei/\ej,ek/\el> =
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E pelo Lema 8.3, temos as sequintes igualdades:

(R#S)ijkl = Z Ripkquplq - Riplqupkq-
p,g=1
1 « 1 «
R# (eiNej) = 5 Z <R§£(ei/\ej),ek/\el>ek/\el =35 Z (R#)”klek/\el

k<l=1 k<l=1 K

1 n

= ) Z ((Ro)ipkq (RO)jplq - (Rﬂ)z‘plq (Ro)jpkq> ek /\ €

k<l,p<g=1

I &= At A+ A
- 3 Z ﬁ (0ik0pg — digOpk) 7]1 — 2p (0j10pg — 05q0p1) €k N €
k<l,p<q=1

1 Ai + A A+ A
D) Z . (6it0pq — OigOpi) ;z — 2p (0k0pq — Ojq0pk) €x A €1

n—2
k<l,p<q=1
1 < i+ Ap A+ A i+ Ap Aj+ A
= 5 > ( T Oikdpger et — P L digbprey /\el) (87100g — 0q0p1)
k<l,p<qg=1
1 < i+ Ap Aj+ A i+ Ap Aj+ A
—5 Z ( n_9 n_ pézlépqek Ne — 5 T _ pézqéplek AN €l> (5jk5pq — 5jq6pk) .
k<l,p<q=1
Distribuindo os termos, vemos que
1 i+ A A+ A i+ A A+ A
R# (ei VAN ej) = B Z ( n_9 m_ p(slk(qud]lcquek Ne — 5 n_ p5lq5pk5jl(§pqek VAN €l>

k<l,p<q=1

1 ¢ Xi A A+ A Xi+ A A+ A
) Z < n—2 n— p5zk6pq5jq5plek Ner———5 — p5zq5pk5m5plek A el>
k<l,p<q=1

1 < i +2p N+ A A Ap Aj 4 A
5 Z < S p5¢15pq5]k5pqek Nep— —— 5 p5lq5plc5jk5pqek A el>
k<l,p<g=1

1 < i+ A A+ A Ai + A A+ A
T3 Z ( pd%l‘;pq53q5pk€k Nep— p5zq5pl5jq5pkek A el>

k<l,p<q=1 n-2 n- no2on-
ZA+AA+A N IDYE DYDY LA+ A+ oA
= - e; N\Nej— i I\ €5 — i I\ €5
n—2 n_2 ONGT YTy S NG T Ty S G
_72)\ NN N A AN N TR AN
n—-2 n-2"7""92np-2 n-27 """ 2 p-2 pn-2o2 7 "
_ ixiﬂmw e MENNEN L NENNEN
o n—2 n—2 7 n—2 n—2 ' n—2 n—2 7
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Ao somar os termos, concluimos que

n
ANt A+ A
R#(ei/\ej)zz ’;L—QP ;_21’61/\6]'..
=1
]I));éi,j

E no lado direito da Equacgdo 8.12, temos que

((Rioc2)0 A Id) (e; Nej) = ((Rz’oc2)0 (e;) N Id(ej) — (Ri002)0 (ej) A Id (ei))

<(Rz’oc2)0 (ei) Nej+ e A (Rz‘j:Z)O (ej)>

N~ NI~ N~

((Rfcz)o (&) Aes +ei A (Ric%), (ej)> |

Mas pela definicao de (Rz’cg)o,

o

(Ri®), (c;) = <(R¢C2) () — a> e = (2 —o)e

e portanto, temos o sequinte:

1 ° ° 1
: ((3162)0 (&) Aej+ e A (Ric?), (ej>) = L -)ene ten (B -o)c)
AP+ A =20
= 72 Ei /\ ej-
Segue disso que se denotarmos por A;; a expressao
L_RicA Ri 2 (Ri®), A Id+—7—T) (e Aey)
ic ic — — 5 (Ric e; Nej
n—2 (n — 2)2 0 n—2 ! 17
concluimos que
1 ° ° 2 .02 (o
Alj = n_zRZC(ei)/\RZC<€j)—W(RZC )0/\Id(€1/\€])+mI(€l/\€])
1 2 AN+MN-20 o
= m}\lez/\)\JGJ — (n_2)2 4 2] 6i/\€j+m6i/\ej

Aidj 2 AN +AN -2 L N
— — e; N\ €j
n—2 (p—2)> 2 n—2)"" "
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AN, A AHAN 20+ (n—-2)0
= — 5 + 7 | eiNe;
n—2 (n—2) (n—2)

= €; €;.
n—2 (n_2)2 J

(o] (0]
Como A\, € o k-ésimo autovalor de Ric, a soma dos autovalores (que é o trago de Ric) é zero. Assim,

Z)\k_—A — ).

k#z g

E como ()\i — U) é o k-ésimo autovalor (Ri02)0 (que também tem trago nulo), seque que

0 = éﬂ—a :<Z)\k>—na

= Zx\k—na— — A2
k:;ézg
Assim, temos que
AAFNN s (A (A A A 200 AT R AN AN s AR A
) R () () - S e e e
n—2 1 n—2 n—2 (n—2) ! (n—2) et (n—2)
k#1,j k#i,j k#i,j
B >\Z2+2)\i)\j+)\? (n—2))\i)\j+)\i(—)\i—/\j)
(n—2)’ (n—2)?
(=X = A)Aj +no—AF = A3
(n—2)
_ (n—2) \iXj +no — A7 — A2
(n—2) '

8.5 Construcao dos Cones

Dada uma variedade riemanniana M e um ponto p € M arbitrario, lembremos que se R € Curv e

0 € O(n), a aplicagio R® € Curv ¢é definida por

R (u,v,w, z) := R (Qu, Ov, Ow, 0z)
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para todo u,v,w,z € T,M.

Definicao 8.2 (Familia Pincada de Cones Convexos) Dizemos que uma familia continua C(s) C
Curv de cones convexos fechados top-dimensionais (isto é, de mesma dimensao que Curv), parametriza-

dos por s € [0,00), é uma familia pincada (com respeito ao campo Q(R) = R? 4+ R ) se

1. C(s) é um cone O(n)-invariante para todo s > 0, isto ¢, R € C(s) implica R® € C(s), para todo
O € O(n);

2. Cada R € C(s) — {0} possui curvatura escalar positiva;

3. Q(R) aponta estritamente para C(s), para todo R € 0 (C(s)) — {0}, para todo s > 0, isto é, Q(R)

estd no interior de do cone tangente TrC'(s);

4. C(s) converge (em conjuntos compactos, na topologia Hausdorff) ao cone unidimensional RT T

quando s — o0.

Vamos assumir que temos um cone convexo fechado preservado inicial, C(0), no espago vetorial Curuv,
que é O(n)-invariante, contido no cone das curvaturas seccionais positivas, e que contém o cone dos

operadores de curvatura positivos. Vamos mostrar que vale o seguinte resultado:

Teorema 8.2 Ezxiste uma familia pingada C(s), 0 < s < 0o, de cones convexos fechados partindo de um

cone C(0).

A construgao usa as identidades ja demonstradas para produzir uma familia de cones pingados, dada
pela aplicagao dos operadores [, (para a e b cuidadosamente escolhidos) & intersecao de C'(0) com um
cone de operadores com tensor de Ricci pingado (definido por uma "razao pingada"p). A defini¢ao dessa
familia estd em dois estdgios: O primeiro aumenta b até um valor critico e o segundo aumenta a até o

infinito, ou seja, temos os seguintes lemas:

Lema 8.7 Considere uma variedade riemanniana M. Para s € [0,1/2], sejam

 (n—2)s%+2s

(n —2)s?
Q= 2 T A4S
2+2(n—2)s?

b= - _\n=as
: S PE I T mog)e

O campo Q aponta estritamente para dentro do cone (no sentido da Defini¢io 3.1)

C(s) =lap <{R € Curv: R e C(0), Ric> pW}) , s€0,1/2].
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Demonstragao. Segue do Lema 8.4 que bastar mostrar que o campo X, ; aponta estritamente para

o cone C (0) N C, para todo elemento R nao nulo do bordo, em que
T .
C :{RGCurv:Riczpr(Rw)}.
n

Isto é, devemos verificar que X, (R) estd no interior do cone tangente 7g (C (0) N C}) . Pelo Teorema
F.3, é suficiente mostrar que X, (R) € 7z (C (0)), para todo R € 9C (0) N Cp, e que X4 (R) € Tr (Cy),

para todo R € C (0) N dCp. Vamos considerar esses dois casos:

1. Bordo de C(0): Suponhamos que R € 9C (0) N C,. Por suposi¢ao, C(0) contém o cone C, dos

operadores de curvatura positivos, e assim, R + Cy C C (0), e assim,

Cc0)—R
c,cc-Rrc|/ (21 = T (C (0)).
h>0
Ja que sabemos, por suposicdo, que @ aponta para C(0), e como Xq, = D, + @, é suficiente
mostrar que D, ; aponta estritamente para C (0) e portanto ¢ suficiente mostrar que D, estd em
C4. Podemos fazer isso verificando a positividade dos autovalores de Dgy (dados pelo Coroldrio

8.1). De fato,

(Dap) (B, R) = (Dap(R),R) = <Da,b ( > aner A 61) ,R> = Y an(Dap(ex Ner), R)

k<l—1 k<l—1
n n n
= E ag (drer N e, R) = E ag { dier N ey, E ajje; N e;
h<i=1 k<i=1 i<j—=1
n n
= § driogog (ep N e, e Aej) = E driog v (0rid1j — Okjoui)
k<li<j=1 k<li<j=1
n n n
= E : dijoijoj — E : djiovjicij = E dijo; — dijoio;
i<j=1 i<j=1 i<j—=1
n
_ a2 PN
= E : dijog; + dijojo;
i<j=1
n
_ 9
= 2 E dija;.
i<j=1

Como R € C), temos as seguintes estimativas para os autovalores de Ricy :

S(R) Id(e;) = Ric(e;) — S(R)

n n

Aie; = Ricy (e;) = Ric(e;) —

€,
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logo, A; tem a seguinte expressao:

)\i - )\1 <6i,€i> == <RZC (61) - S(nR)ei,ei> == <R’LC (61) ,6i> - S(nm <€i,€i>

= (Ric(e;),e;) — S(nR)

Observe, com a nossa parametrizacao, que

(1 —2b) (n —2)b?  (1-2s)(n—2)s? (n—2)s?+2s
Trm_p 2= = ST <2—|—2(n—2)32_s>
=0

e que

9 (n—2)s%+2s

n—2)s2
(n—2)b2+2b—1fa = (n—2)82+28—% = 0.

p T 1+ (n—2)s?
Nesse caso, o Corolédrio 8.1 implica que
~ ~ o (nb?(1—2b)—2(a—b)(1—2b+nb>
diy = (= 2) 5% —2(a— b)) Ady+2a (R4 Ai) (R Ay) 452 (A2 + A2) - L2 2e D0 2ini?))
B B o nb2(172b)7%(172b+nb2)
- (127_10 —2b—2(a— b)) Aidj+2a (X4 Ag) (X + Aj)+b2 (A7 + A9)+ ( T2 T)a )
B B o (1-20) (b2 - B=22 (1o 4 np?)

— (ffp _ 2a) AN +2a (VX)) (VA7) + 6% (A2 4+ 03) + ( 1;;<(nf;;a )

—2)p2
o(1-2b) (nb2— 14(:zn—)2>52 (1—2b+nb2))

= 22N 20 A+ X)) (V+ ) + 02 (A +X7) +

1+2(n—1)a
(n72)b2
o(1-2b) (mﬁ-m (1—2b+nb2))

= 2NN+ 200" + 200\, + 200\ + 2a\A, + b2 (A2 + A7)+ et T)a

a(l—2b)(nb2— (n=2)0> (1—2b+nb2)>

— 2N + QaX)\j + 2a\ )\ + %Ai)\j +b? ()\12 + )\3) + 1?2((7;:;1;1
o o(1-20) (b2 B=D (1 _op4np?)
=2a (z\2 +AN+ M)+ ﬁ)\i)\j) + b? ()\12 + /\]2) + ( 11++2((njib)a )

Somando e subtraindo 2apx2, segue que

2
o(1-2b) <nb2— T¥S e (1—2b+nb2))

2~ ~2
dij = 2a ((1 DA A+ M)+ lflp)\i)\j>+2ap)\ +b2 (A7 + A5)+ 3T
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o(1-2b) (202 2L )

=20 (L=p) X+ X0 + ) + i) + 2ap)” + 0% (M + X3) + T Bt

= ( PYX X+ M) + T A ) +2ap\” + 1 (A2 + A7) 4 gl (fj&_’%’lg)
( PN+ X (N +/\)+#p)\i/\j>

=% N+ (1 =p)X) (N +(1=p)A)

= ((n=2)0*+2b) (\i + (1 =p)A) (A + (1 =p) A)

Y

0,

pois0<s=b<1/2.

. Bordo de C)p: O cone C), pode ser dado pela intersecao de semiespacos da seguinte maneira

ﬂ {ReCurv:l(R©>§0},

0€0(n)

em que

I(R) := pS(nR) — Ric(R) (e1,€1) .

Por simetria, podemos assumir que estamos trabalhando em um ponto R do bordo tal que I(R) =0
e R € C(0). Pelo Teorema F.3, é suficiente mostrar que (X, (R)) < 0 (para R # 0). Como
I (R®) <0, para todo O € O(n), variando os elementos de O(n) de modo termos todos os elementos

e, ..., ep concluimos que

0 > pS(nR) — Ric(R) (ej,e;) = pA — (Ric(e;) , ;) = p\ — <Ric(ei) —

— pA— <Ric(ei) — S(f)ei,ei> _ S(R) (e, eq)

n
= p\—(Rico(e;),e;) — S(nR)
= pX—)\i—X

isto é, temos a seguinte desigualdade:
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Com a igualdade em ¢ =1 (pois [(R) = 0). Temos que mostrar que [ (X, (R)) < 0, isto é, que

Ric(Xap (R))y; > pS(Xa?’f(R)).

Primeiramente, pela Proposi¢ao 8.3 temos que (em uma base ortonormal)
n n n

SQMR) = Y (Ric(R)) =Y (Mm+2)" =3 (Az + 2AkX+X2) =S 1S A+ an
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

= Tr <<R0ic>2> + 2NTr (Roic> 4
= Tr <<R0ic>2> +nx (8.13)

— no4+nx

= n(a+X2>.

3
3

Como >>7  X; =0e Y7 A\? = no, segue do Coroldrio 8.1 que

1=1""

o (n?b* —2(n—1)(a—b)(1—2b))

S(Dap(R) = dri=> —2A +2aX(n—2) A +2a(n—1)X +
=1

| =1 1+2(n-1)a
— —Zbizn;Af +2aX (n — 2);”;)\2- + Zzngga S A (il 21(2 Qﬁffagf) (1—2b))
— o+ 2an (0 1) 3 4 T —fig—(;)fal)—ab) (1 —2b))
— a3t " (n2? —2(n—1)(a ;i)étn—fﬁ)))a— 2bno (1+2(n—1)a)
et e s
= 2an(n—1)X —no+ ”1(12((7;:21))1220

Combinando esse resultado com a expressio (8.13), vemos que

= 20(n-1¥ (11 : 2(?71_—2)1;);" A (8.14)
= (2o )¥ oy LRI,
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Note que essa equacao se mantém para todo a # —m e independe da escolha da parametrizacao.

Agora, pela Proposicao 8.3 com

Ricy, = (Ric(eg),ex) = <quc (ex) ,ek> + <S§lR)ek,ek> =\, + 5 (R) (ex,ex) = Ap +(B.15)

n

segue que

Ric(Q(R));; = > RiciRikir > >  pARikir = pA Y Rikit = pARici; > p?A”, (8.16)
k=1 k=1 k=1

Além disso, pelo passo anterior, nossa parametrizacao implica que

= 1 <2
d; = 2a ((1 —P)A AN+ N) + 1_pmj> +2apX” + 6% (A + A%)

+a (nb2 (1—-2b)—2(a—0) (1 — Qb+nb2))

1+2(n—1)a
= 12_ap ()‘i+(1*p)X) ()\j+(1fp)X) +2apx2+b2 ()\22+)\j2.)
o (nb? (1 —2b) —2(a —b) (1 = 2b+nb?))
* 1+2(n—1)a
o (nb? (1 —2b) — 2 (a —b) (1 — 2b+ nb?))

> 2aph + 0% (A +A2) +

1+2(n—1)a

Nesse caso temos que

Ric(Xap (R));; = Ric(Day (R)),; + Ric(Q (R)); = Y0, dij + Ric (Q (R));,

1
i#]

. n ~2 o (nb?(1—2b)—2(a—b)(1—2b+nb>
> Ric (Q(R)y + Ty {2008 412 (33 4 23) + Sy o) |
i#]

>N Y {Qap)\2 +02 (A2 + %) + o
i£]

=p?X" 4 {2&10)\2 (n—1)+ b2 ((n — DA+ Y A?) + ”(”—1)(”‘72(1_1%;(_”25‘;)_: )(1=2b4nb?)) }

nb?(1—-2b)—2(a—b) (1-2b+nb?))
1+2(n—1)a

i#]

~ -~ o(n—1)(nb?(1—2b)—2(a— —2b4+nb?
= PQ)\Z + {2ap)\2 (n—1)+b((n— 1)\ +no — A?) + (n=1)(nb?(1 1242(71251);)(1 2b+nb ))}

:p2X2 +2apX2 (n—1)+ (n—2)b2\2 + <% +2b— 1) o.



8.5. Construcao dos Cones

211

Combinando esse resultado com

S (Xa,b (R))

Ri
ic( .

Xab (R))u -Pp

Segue da nossa parametrizacdo p = p (b) e

—(1=p)(n—2)b

a expressao (8.14) obtemos

(14 (n—2)b)?
1+2(n—1)a

v

pQXQ + 2apX2 (n—1)+ (n—2)b*X\2 + (

+2b—1>(7

(1+ (n—2)b)?
1—|—2(n—1)a

(p271)X2+2a(p ))\ (n—1)+(n—
2
+<(1_p) (1+(n—2)b)

1+2(n—1)a

(pQ—p)X +2a(p— 1))\2(n—1 )+ (n—
B 2

+ <(1—p) (11:2(? z)i))a b—l> o

pp— 1)+ (n—2) 12 + ((1— py Lt (=20

—(1+2a(n—1))N -

2) b2\?

+2b—1>0

2) b2\

Vv

Vv

+2b—1>0

1+2(n—1)a

a (b) que

a =

n—2)s?
B —(i-(n—)2)s2> (n—2)s"

Logo, temos a seguinte igualdade:

pp—1)N +(n

e além disso,

—2) b2\

1+ (n—2)b n — 2) b 1+ (n—2)b)?
(1—p)(1 2( _)1) 12 —1 = (1—1( _)2 b2) (L+( (n)22b2+2b +25—1
t2ln-1) =D -1 (St
B 2nb?
 omb+1°

Por fim, concluimos que

Ric (Xa b

Zp(p—l)AQJr(n—?)bQA?Jr<(1—p)

(14 (n—2)b)?
1+2(n—1)a

+2b—1>0
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— 2nb?
= (-2 b2(A2—1— ZAQ)
(=28 (M= (1-p2) + o
2
S 2nb -
- nb+1
> 0,

Lema 8.8 Considere uma variedade riemanniana M . Para todo s € (1/2,00), seja

_1+2s 1 4

—1—
@ 4 ’ 2 ’ p n+4s’

entdo o campo Q(R) aponta estritamente para dentro do cone C(s) = lop, (C(0) N Cyp), para todo R €
oC (s) — {0}.

Demonstragao. A demonstragdo é muito similar & feita no lema anterior: Temos dois casos para
verificar: O primeiro é para R € (0C (0)) N C), e o segundo ¢é para R € C (0) N (0Cp) . Por conveniéncia ,

vamos definir v := s — % > 0.

1. Se R € (0C (0)) N Cp: Como antes, é suficiente mostrar que os autovalores de D, sao positivos.

Segue do Corolério 8.1 com

1+2s 1+2(u+1/2) 2+2u  1+u

4 4 4 2

1
b =3

que d;; possui a seguinte expressao:

dij = ((n=2)b"=2(a—0b)) Adj +2a (A+ X)) (A+ X)) +b° (A7 + A7)
o (nb>—2(n—1)(a—0b)(1—2b))
+ 1+2(n—1)a

= ((n—2) (;)2—2 <142-u _;)) /\iAj+21J2ru A+ X) (A +0) + (;)2 (A2 +22)
+a(n(;)2_2<n_1> (- 1) (1-28))

1+2(n—1)4u

Avdn—1D(1+u)

-2 B B )
= (n4 _u> Aidj 4 (L u) A+ X) (V) + 5 (A + A7) +
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Notemos que vale a seguinte afirmacao:
Afirmacgao 8.2.1 A quantidade o = %2?21 )\22 ¢ limitada por cima em termos de \, isto é,

- 16(n—1)X\
T (n42+4u)?

Demonstracao. Como \; + A > p), para todo i = 1,...,n, considere o problema de otimizacao

0 =0 (A1, ..., A\p) s0Ob a restrigao
n
> xi=0.
=1

Notemos que

g D0
ax? IA1OA, v
Hess (o) (v,v) = (v1,...,0p) : :
0% .. D% v
% 0 (%)
= (01, 00) '
0 % Un,

271
= —g v >0,
n
i=1

para todo v € R” — {0}. Como Hess (o) > 0, segue que o atinge seu ponto de mdximo no bordo do

conjunto

n
{(/\1, v An) 2 A+ A > pA paratodoi=1,....n e Z)‘i = 0}
i=1
e mais ainda, nos vértices. Portanto, os pontos extremos de o sdo da forma

e as permutacgoes de suas coordenadas. Assim, temos que

(CO-PX ==X = {0 pP R+ (0PN 4t (0= 12 (1P R
=p? X {1414+ (0= 1)}

1
%(1—p)2x2{n—1+(n—1)2}
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(1—p)2x2{n—1+n2—2n+1}

— p)2X2 {n2 — n}
= MDD g2 R (2 )
2

— (-1)-pPA

S 33

Mais ainda, como A; + A > pX e

PN S S 4 4
P= n+4s nt+ds n+d(u+1/2) n+du+2’

concluimos a demonstracao da afirmacao. m

Além disso, temos que

40 4\ ~
)\i ¥ _>\7, 1_ )\20
e Nt g Nt
Segue dessas desigualdades que
g, = ("2 A-A»+(1+u)(X+>\-)(X+>\-)+1(A?+>\2-)— o
* 4 I ‘ J ! J 4+4(n—1)(1+u)
n—2

= TN A N DN A+ A Uk Uk ud +ud; + ()\2+/\2)
B onu
444(n—1)(14u)

2
= T R I AR X Uy R+ ()\2+>\2)

anu
44+44(n—1)(14u)
= 7)\1')\- 1 NANO N 2O+ N LC IO onu
G (T Hu) A+ A+ ) +ud (N + )+4(z+ 2 I DaTY
onu
Itdn-D( 1w

2 — 1
_ ”+ B+ (140X + (14w X0+ h) + 7 (0 +F) -

por outro lado,

n+2 4\ 4\ —2(n—2 n—+2 n—+2 4\
N+ —— ) [N+ —— A = i i
4 ( +n+2)< + +2>+ <n+2+u> ( 4 > 3+< 4 > n+2

n+2  n+2
9 o _ _
_ <”I >/\i>\j+/\i>\+>\/\j+>\2+u/\2

2 — _
= <”I )AiAj+A(Ai+Aj)+(1+u)A2.
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Portanto, pela afirmacao que acabamos de demonstrar,

o on+2/ 40 4 4N 2 (n—2 Ty NN 9 onu
dij = — <Az+n+2> (Aj+n+2>+A <n+2+u)+u/\(Aj+Al)+4(Ai+Aj)+4+4(n_1)(1+u)
2 (n—2 - onu
> . L) —
- <n+2+u>+UA()\]+)\Z) 44+4(n—1)(1+4u)
2
— -2 1 -1
> A2<” +u>+u)\()\j+ ;) — bnin—1)Au ;
n+2 A+4(n—-1)1+u)(n+2+4u)
2
— -2 - 4 -1
_ /\2<n +u)+u)\(/\j+)\i)— n{n—1)Au 5
n+2 n4+u(n—1))(n+2+4u)
2
o /n—2 - - - dn(n—1)XNu
> A +u |+ —(1I-=-pA+—-(1-p)A) -
<n+2 u) A== =) (n+u(n—1))(n+2+ 4u)?
2
_ )\2<n_2+u)—2(1—p)u)\2— dn(n—1) A u i
n+2 (n+u(n—1)) (n+2+4u)

2 (n—2 4 2 nn—1)\"u
= A tu)]—2(—— ) u\ — 5
n+2 n+du+2 (n+u(n—1))(n+2+4u)
B <n—2 8u dn(n—1)u >)\2
- ) .

+u— -
n+2 n+du+2  (n4u(n—1))(n+2+ 4du)?

2 Ca
Colocando A" em evidéncia, vemos que

d~~—<n2—|—u— 8u B dn(n—1)u ))\2
Yo\n+2 n+du+2  (ntu(n-1)(n+2+4)?/) "

Juntando o segundo e o terceiro termo, segue que

n—2 wu(n+4u—06) dn(n—1)u —2
dij = + - 5 | A
n+2 n+ 4u + 2 (n4+u(n—1))(n+2+4u)
(;) n—2 u(n+4u—6) 4(n—1)u 2
“\n+2 n+ 4u + 2 (n+2)(n+ 2+ 4u)
<2
(n—2) (n+2+4u) 4(n—1)u A
- du — 6) —
( n+2 Fuln e =6 - e 4
2
—2) 244 4(n—1
(n (n+2+ u)+un+4u2—6u— (n—1)u A
n+2 n+2 n+2+4+4u
2
4u A
244 — 6u—
<n 4w 4 un — Gu n+2>n+2+4u
2
4 A
4 -2 —6—
<u +n +<n n+2>u>n+2+4u’
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onde usamos em (!) que
n 1

ntun—1)(nt2+du) ~n+2’

para todo n > 1 e todo u > 0.

Mais ainda, se n = 3 entao

4 4 19
4u2+n—2+<n—6_H)u=4u2+1+<—3—5>u:4u2—5u+1>0.
n

Além disso, para todo u > 0 fixado, a funcao 4u® +n — 2 + (n —6— ﬁ) u é mondétona e crescente em

n, logo d;; > 0, para todon > 3 e todo u > 0

2 Se R € C(0)NOC,: Pelo mesmo argumento do caso anterior (ou seja, usando o Teorema F.3 novamente)

é suficiente mostrar que

S (X,
_- (n ,b)'

Ric(Xap);; = Ric(Dayp);; + Ric(Q(R));;

(23

Pelo Corolério 8.1, com a = HT“ e b=1/2, vemos que
~ - 202 —2(n—1)(a—b) (1 —2b
ri = —2bA7 +2a)\(n—2)\ + 2N (n—1)+ o (n (-Da—b)( )

1+2(n—1)a

1 1 _ 1 _
- —22)\?4—2(;“)/\(71—2))\1-4—2( ;“) N (n— 1)

o (n?(3) ~2(n— 1) ((*5%) ~ 1) (1 - 23))

2
+ 1+2(n—1) (1Y)
an2l
= A+ I+w (-2 N+ (1 +u)A (”_1>+1+2(”—f) (%)
2
O"I’L2

= —A?+<1+“>X(”—2)Ai+<1+“ﬂ2("—1)+4+4(n71)(1+u)'

Além disso, pelas expressoes (8.16) e (8.14) vemos que

S<X0;’f(R)) = (1+2a(n-1)X + (11i2<7zn_—2)1;)§

— (1+2<1;u)(”_1))>‘2+1+<21(;il;1j)(>;)0

TLQO'

dn+4u(n—1)

= A+ @+u)(n-1))N+
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Nesse caso, podemos supor que \; = — (1 — p) A, logo, é suficiente mostrar que
s p (14w -1 R — O
r; u) (n — .
iTp P dn +4u (n —1)

Se mostrarmos esse fato, entdo veremos que

Ric(Xap);,; = Ric(Dayp),; + Ric(Q(R));; =mi + Ric(Q(R)); > i +p°X
TLZO'
> p<(1+(1+“)(n_ DX + 4n + du (n — 1))
_ S

Por fim, temos que

2

ri—i—szQ—p((l—i—(l%—u)(n—l))xz—l—ﬁ&_l)) = X1+ -2 N+ L+ N (n—1)+

O'TL2

44+4(n—1)(1+w)

~2 32 n’c
+p%A —p((l—l—(l—f—u)(n—l)))\ +4n++(n_1)>

—92 —2 ~2 an
=—(1=-p’N = (1+w)X (n=2)A=p)+ 1+ W)X (0= 1) + s

2

~2 32 n‘o
+p2)‘ - P ((1 + (1 + u) (n - 1)) A+ 4n+4u(n—1)> .

Juntando os termos corretos, vemos que

2

% 12 n o ~2 —2 —9
PN =p (1 (1) (0= D)X + e ) = = (1= p)* X=(1+ 0) X (= 2) (1= p)+(1+ ) X’ (n = 1)
—p)on? ~2 —9
+%+P2>\ —-p(1+Q+u)(n—1)A

= (1-p)? N1+ X (n—2) (1 —p)+A+u)X (n— 1)+%+p2x2—p(1 +(A+u)(n—1)N
> (1-p) PN =1+ (=21 —p)+ A +uw) N (n—1)+p*X° —p(1+ (1 +u) (n— 1))\

s ~ e 32
Dividindo essa expressao pelo valor positivo A, temos

4
—u(l—
s u(1—p)

= —(1-p)’-(1+u)(n-2)1-p) + (L +u)(n-1)+p* —p(1+(1+u)(n-1)),

como queriamos demonstrar
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Ou seja, a familia de cones que satisfaz o Teorema 8.2 é dada por
Tr (Ri
C(s) =lap <{R€Curv:R€C(O), Riczpr(nw)}> , s € [0,00),

em que a,b e p sao dados pelas seguintes expressoes:

_ (n—2)s242s . _ (n—2)s?
O=55mae o 0=s , P=Tmas o sE€[0,1/2]
o= 12 , b=1 , p:1_nf4s ’ s € (0,00)

8.6 Conjuntos Pincados Generalizados

Dada uma familia de cones C(s) C Curv, com algumas propriedades, precisamos garantir a existéncia
de um certo conjunto em C(0) que "converse"com os termos quadraticos de reacdo, Q(R). Para isso,

precisamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 8.3 (Conjunto Pingado) Considere uma variedade riemanniana M. Um subconjunto Z C

Curv é dito um conjunto pincado se

1. Z ¢ fechado e convexo;
2. Z é O(n)-invariante;

3. Z é preservado pela EDO ‘fi—}f = Q(R), em que
(Q (R));jxs := Bijri — Bijis + Bikji — Bk,

onde B = B(R) ¢é o tensor de curvatura quadratica (para mais detalhes veja a Defini¢cdo 1.2 que se

generaliza trivialmente para todo R € Curv)

4. Existem 6 >0 e K < 0o tais que
R < K|

para todo R € Z, em que R=R- %Tr (R) € a parte de R livre de trago.

O proéximo teorema fornece um conjunto que garante a compressao para curvaturas seccionais con-

stantes onde a curvatura escalar é suficientemente grande. O resultado é uma ferramenta ttil, pois
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comprova a existéncia do conjunto pingado simplesmente a partir da existéncia de uma familia adequada
de cones. Comecemos lembrando algumas defini¢ées preliminares:

Seja E um fibrado vetorial em uma variedade diferencidvel M x R. Um subconjunto Q C E é dito
convexo na fibra se, para cada (v,t) € M xR, o conjunto Q, ;) = QN E(, ;) é um subconjunto convexo
do espago vetorial E(, ).

Definimos a fungao suporte s : E* — R de () por

s (z,t,1) :==sup {1(v) :v € Quy C By} (8.17)

O cone normal NvQ(x,t) de Q(,,+) em um ponto v € 92, ;) ¢ definido por

NUQ(:E»t) = {l € EEk:B,t) : l(’U) =S ($,t7l)} .

O cone tangente ¢é definido por

TQun = [ {2€Euy:U(z)<0}. (8.18)
LENQ (5 1)

Seja ) C E convexo na fibra. Dizemos que uma fungao F' : E — FE aponta para dentro de 2
se F(x,t,v) € Ty(z,1), para todo (z,t,v) € E com v € 0Q(; ). Mais ainda, dizemos que F' aponta
estritamente para dentro de (2 se F'(,t,v) estd no interior de 7,2, ;), para todo (z,t,v) € E com
v € 0y p)-

Vejamos agora algumas conclusdes a respeito de Q (R) = R? + R*:

Observacgiao 8.5 Notemos que R? + R¥ satisfaz a primeira identidade de Bianchi. De fato, usando os

dois lemas acima e as simetrias dos tensores de curvatura quadrdtica, vemos que

ijkl

(B2 +R*) (R4 R#)kiﬂ + (R + R#)M = R}, + Rl + Ry + R, + Ry, + RY,
= (Biji — Bijir) + (Birji — Bitji) + (Briji — Briij)
+ (Brji — Briij) + (Bjri — Bjri) + (Bjikt — Bjika)

= 0.

Proposicao 8.5 Se R € Curv, entdo Q (R) € Curv.
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Demonstragao. De fato, como B;ji; = Bjir, = Byij, entao

Qijkl + Qjikt = Bijki — Bijik + Bikji — Bujk + Bjiri — Bjak + Bjri — Bjiik
= Bijr — Bijik + Bikji — Biijk + Bjiki — Bjiik + Biijk — Bikji

= 0.

Além disso,

Qijki + Qijik = Bijr — Bijik + Birji — Bijk + Bijik — Bijki + Bijk — Bikji

= 0.
Mais ainda,
Qijki — Qriij = Bijri — Bijik + Bixji — Bitjk — (Briij — Briji + Britj — Brjii)
= Bijii — Bijik + Birji — Bajk — (Bijt — Biij + Bikji — Bjkir)
= 0.
Por fim,
Qijrl + Qriji + Qjkit =  (Bijr — Bijik + Birji — Bajr) + (Briji — Britj + Brjit — Briij)

+ (Bjkit — Bjrii + Bjirt — Bjiki)
= (Biju — Briij) + (=Bijir + Bjirt) + (Bikjt — Brij) + (—Bajk + Bjril)
+ (Brijt — Bjiki) + (Brjit — Bjrii)

= 0.

[ ]
Se houver ambiguidade, vamos denotar a curvatura escalar por Scal. Concluimos agora com o principal

resultado dessa secao:

Teorema 8.3 Seja {C (s)} y C Curv uma familia continua de cones O(n)-invariantes, fechados e

s€[0,00
converos de mdazrima dimensdo, contido no semiespaco dos operadores de curvatura com curvatura escalar

positiva. Suponha que, para todo s > 0 e todo R € (9C(s)) — {0}, o vetor Q(R) = R? + R¥ estd contido

no interior do cone tangente TrC(s). Entdo se K é um conjunto compacto contido no interior de C(0),
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existe um conjunto O(n)-invariante, fechado e convexo F' C C(0) com as sequintes propriedades:
1. Q(R) € TrF, para todo R € OF;
2. K CFy

3. Para todo s > 0, existe p(s) tal que F + p(s)I C C(s), em que
I (u,v,w,2):=g" (uhv,wAz),

para todo u,v,w,x € T,M, p € M.

Demonstracgao. Pela continuidade da familia {C (s)} , dado um compacto K no interior de

s€[0,00)

C(0), segue que K C C (sg) para algum sg > 0. Construimos o conjunto F' da seguinte forma:

F::C(so)ﬂﬁ{R:R-ﬁ-QthEC(Si)}y

i=1

em que h > 0 e {s;};cy ¢ uma sequéncia crescente que tende ao infinito. Assim, F' ¢ dado por uma
interse¢ao de cépias transladadas de C (s;). Temos que F' é convexo, pois é uma intersecao de cones, ou

seja, uma intersegao de convexos, que é convexo. Vamos escolher sg > 0 e h > 0 tal que
K C C(so)Nn{Scal(R) < h}

Lema 8.9 Para todo 5 > sg, existe N (5) > 1 (ndo-decrescente em s) tal que se s € [sg, 5] e R € C (s)

com Scal(R) > N (5), sendo Scal(R) a curvatura escalar que depende da curvatura riemanniana R, entdo

Q(S) € TrC(s), para todo S com |S — R| < 2|I|.

Demonstragao. Seja Z o seguinte conjunto compacto:
Z =A{(s,R):s€[s0,5], RedC(s) e Scal(R) =1}.

Afirmacao: Existe r > 0 tal que (s, R) € Z, |S — R| < r implica que Q(S) € TrC(s)
De fato, suponhamos que a afirmacao seja falsa. Logo existe uma sequéncia (s;R;, S;) tal que (s;R;) €
Z e |S; — Ri| — 0, mas Q(S;) ¢ TrC(s;). Assim, pela definicdo de cone tangente (para mais detalhes

veja a Expressao (8.18)), para cada ¢ existe uma transformagao linear de norma unitdria I; tal que
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li (Ri) = supgys,li com l; € Ng,C(s;), mas l; (Q(S;)) > 0. Por compacidade, & menos de passar
a uma subsequéncia, podemos supor que s; — s € [sp,S], e (pela continuidade da familia {C (s)})
R; - Re€ dC (s)N{R € Curv:S(R)=1}. Por compacidade do conjunto das transformagoes lineares

com norma unitdria, também temos que l; — [ e

[(R) = lim [; (R;) = lim sup l; = sup/,
e 0 C(si) C(s)
isto é, 1 € NrC (s). Como |S; — R;| — 0, segue que S; — R. E pela continuidade de @ e pelo fato de que
1(Q(Si)) > 0 que I (Q(R)) > 0. Mas isso contradiz o fato de que [ (Q(R)) < 0, para todo | € NgC (s)
demonstrando a afirmacao.
Afirmamos que o lema é vélido para N (3) := @ Se R € 0C(s) com S(R) > N (), entao (s, %) €
R

Z. De fato, como C (s) é um cone e R € 9C(s), segue que s € 0C(s) e mais ainda, S (%) =

ﬁS(R) = 1. Temos que |S — R| < 2|I| nos d& que
S R 211 _ 2|
— < < =
S(R) S(R)|~ S(R) ~ N (s

Assim, @ <%) €7 s C(s) (afirmagao anterior). O resultado segue, j& que

Q) = Q(sR5s) = (SRig ) o (55 ) + (st ) # (st
S

s (5 Yo (S 2( 5 (5
s (5m) * (scm) *+ 50 (s6m) # (50m)
_ 20( 5
s (5 )
e o cone tangente 7rC(s) ¢ o mesmo que 7. s C(s) (isso segue direto da defini¢ao de cone tangente e do
fato de que S(R) > 0. [

Lema 8.10 Eriste uma fungio nao-crescente 0 : [sg,00) — R tal que, sempre que s € [sg,5] e R+ I €

C(s) com Scal(R) < N (5), entao R+2I € C(s+6(3)).

Demonstragao. O conjunto compacto

Z={(s,R+2I):s€(s5], Scal(R) < N(5) e R+I1e€C(s)}
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estd no interior do conjunto {(s,A):s € [so,5] e A€ C(s)}. Pela continuidade da familia de cones
{C(8)}se[so.5 existe 6 > 0 tal que Z C {(s,A) : s € [s0,5] e A€ C(s+0)}. Obviamente, para cada
5 € R temos um ¢ > 0 diferente. E isso completa a demonstragao. [

Continuagao a demonstracao do teorema. Com esse resultado, vamos construir uma sequéncia
{si};eny em que s;41 = s; + 6 (s;), para cada ¢ > 1. Suponhamos que s; e p < oo. Como ¢ é uma
funcao nao-crescente e positiva, segue que {Si}ieN é também uma sequéncia crescente. Logo, dado € > 0
existe i € N tal que p > s; + ¢, portanto, ¢ (s;) < €, pois sj+1 = s;+0 (s;) < $; +€ < p. Ou seja, § (p) < ¢,

para todo € > 0. Assim, d(p) = 0 o que é um absurdo. Portanto, lim;_, s; = 00. Seja

J
F; ::C(so)ﬂﬂ{ReCurv:R—i—Zthe C(si)}-
i=1

Vamos provar que para cada j € N,
Fjy1N{R € Curv: Scal (R) < 2/N (s;) h} = F;N{R € Curv: Scal (R) < 2/N (s;) h} (8.19)
Para ver isso, basta mostrar que
FixaN{R € Curv: Scal (R) < 21N (s;) h} > FjN{R € Curv: Scal (R) < 21N (s;) h},
afinal Fj 1 C F}, portanto ja temos que
Fiy1N{R € Curv: Scal (R) < 2/N (s;)h} C F;N{R € Curv: Scal (R) < 2'N (s;) h}.

Se R € F; N {Scal (R) < 27N (s;) h}, entdo R + 2°hl € C(s;), para todo i = 1,...,j e além disso
Scal (R) < 27N (s;) h. Portanto,

R 1 ,
_ —_ J .
2jh+1*2jh(R+2 hl) € C (s;)
e além disso,
Scal By L S l(R)<—1 2/N (s;)h = N (s;)
ca oin ] = 2n ca S 5 S = S;5) -

Segue do Lema 8.10 que

R
%ﬂLﬂe C(sj+6(s5) = C(sj31),
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e portanto,

R+ 2RI =21 (R+2I) € C (sj41).

Assim, R € Fj11, como querfamos demonstrar.
A expressao (8.19) nos diz que quando j aumenta acima de um indice 4, a parte de Fj com Scal(R) <

20N (s;) h ndo muda. Segue disso que
FN{Re Curv: Scal(R) < 2'N (s;) h} = F,N{R € Curv: Scal(R) < 2'N (s;) h}, ieN,
em particular, para ¢ = 0 temos a seguinte igualdade:
FN{R e Curv: Scal(R) < h} =C1(so) N{R € Curv : Scal(R) < h}

Notemos que F' é localmente intersecdo de uma quantidade finita de conjuntos fechados. Portanto, F é

fechado. Além disso, temos que
K c C(so)N{R € Curv:Scal(R) <h} =FN{R € Curv: Scal(R) < h} C F.

Resta mostrar que @ (R) pertence ao cone tangente de F, para todo R € OF. Pela definigao de F,
R € OF implica que R € 9C (so) ou R € 9 (C (s;) —2'hl) para uma quantidade finita de valores
de i, onde necessariamente Scal(R) > 2/"'N(s;)h pela inclusio (8.19). Vamos mostrar que Q (R) €

Tr (C (si) — 2'hI) = Ty in;C (s;), para cada i j& mencionado. Primeiramente definamos
R =2"n""(R+2'nI) e S=2""""'R.
Dessa forma, temos que

|S—R|=]2""n""R—2""n" (R+2'hI)| = (2" = 2" ) 'R —2I| = 21|,
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e além disso,

Scal (R') = Secal (2''h™' (R+2'hI)) = Scal (2" 'h" 'R +1)
= 217'h71Scal (R) + Scal (I)
> 217 N (5)h + Scal (1)

= N(s;) + Scal (I)

v

N(SZ)

Portanto, pelo Lema 8.9, Q(S) € TrC (s;) e assim, Q(R) € T (C (s;) —2'hI) como querfamos

demonstrar. m



Capitulo 9

Condicoes de Curvatura

Para demonstrar o Teorema da Esfera Suave, precisamos garantir que os operadores de curvatura da
variedade riemanniana M estdo contidos em um certo cone convexo, fechado e preservado pelo fluxo de
Ricci (isto é, o campo @ aponta para dentro do cone). Um dos objetivos desse capitulo ¢ encontrar (através
do Teorema 9.1 e da Proposicao 9.1) algumas caracteristicas desse cone que possibilitam compreender
melhor a geometria da variedade M. Além disso, vamos demonstrar um resultado mais geral que o

Teorema da Esfera Suave, e o Coroldrio 9.1 nos mostrard essa generalizacao.

9.1 Condicoes PCSC e PIC

Para compreender algumas condigoes de curvatura, precisamos da noc¢ao de complexificagdo de um espaco
vetorial:

Seja V' um espago vetorial real. Vamos realizar uma complexificagao em V da seguinte maneira:
Defina Vg = {u+vi:u,v € V} ~ {(u,v):u,v € V}. Vamos munir V¢ das seguintes operagoes: Se
a+bieCeu+wvie Ve defina:

(a+ bi) (u+ vi) = (au — bv) + (av + bu)i € V.

Além disso, se u + vi,x + zi € V¢, defina:

(u4vi)+ (x4 2i) == (u+x)+ (v+2)i € V¢.

226
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Note que dim¢ Vg = dimg V. De fato, seja B = {v1,...,v,} base de V. Dado u + vi € V, segue que
n n
U = Z%‘Ui e V= Zﬁivi;
i=1 i=1
onde oy, B; € R, ¢ =1,...,n. Logo temos que
n

n n
u+m’=Zawi+ (Zﬁivi) Z oz]+zﬁj vj,
i=1 i=1

J=1

ou seja, B gera V.
Dado um espago vetorial munido de um produto interno (V, (-, -)), podemos extender o produto interno

a uma transformacao complexo-linear em Vi definida por:
(2 +iy) - (u+iv) == (@,u) — (y,0) +i (g, u) +i (&,0). (9.1)

Essa é realmente uma transformacao complexo-linear, pois dados x + iy, uy +iv1,ug +ive € Ve e a, 8 € C,

segue que

(x 4+ 1y) - {a(ur +iv1) + B (ug +ive)} = (xz+iy) - {(aus + Bug) + i (avy + Bve)}
= (z,au + Buz) — (y,avi + Bua) + i (y, aus + Bug) + i (z, avy + Bus)
= alw,u1) + B (w,u2) — @y, v1) — By, va) + i@ (y,w1) +iB (y, uz)
+ia (@, v1) + i (z, v2)
= a((z,u1) — (y,v1) +i(y,w) +i(z,v1))
+8 (2, u2) — (y,v2) + i (y, u2) +1i (w,v2))

= a{(z+iy) - (ur +iv1)} + B{(x +iy) - (uz +iva)}.
Além disso,

{a(ur +iv1) + B (ug +iv2)} - (z+iy) = {(aui + Pu2) +i(avr + fv2)} - (x + iy)
= (auy + Bug, ) — (a1 + Boz,y) +i(av1 + Bug, ) +i{aur + Bug,y)
= OZ<U1,ZL'> +5 <U2,$> - a<017y> - B <U27y> + <’U17$> +6’L <U27$>

+oi (u1,y) + Bi (u2,y)
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= a({uy,z) = (v1,y) +i(vr,2) +i(ur,y))
+8 ({ug, ) = (v2,y) + 1 (va, ) + i (u2,y))

= af{(u1+iv) - (z+iy)} + B {(ug +iva) - (x + 1y)}.

Por outro lado, hd uma maneira natural de estender o produto interno (-,-) a um produto interno Her-

mitiano ((-,)) da seguinte maneira:

{((x+1iy), (u+w))) == (x +1y) - (u—1w) = (z,u) + (y,v) + i (y,u) — i (z,v).

A bilinearidade de ((-,-)) de d4 pela bilinearidade de (-,-). Além disso,

((z+1iy), (x +iy))) =0 (z,7) + (y,y) +i(y,z) —i(2,y) &

A segunda igualdade é trivial, e como (z,z),(y,y) > 0, segue que (x,z) = (y,y) = 0 e como (-,-) é

produto interno, segue que isso ocorre se e somente se x = y = 0. Por fim, temos que

((+iy), (utiv)) = (z,u)+ (y,v) +ily,uw) —ilz,v) = (z,u) + {y,0) +i((y,u) - (z,0))

= (@) + (y,0) —i((y,u) = (z,0)) = (&, ) + (y,v) + i ({z,0) = (y,u))

= (wx) +(v,y) +i((v,2) = (u,y)) = ({(u+iv), (z +iy))).

Outros tensores que agem em V podem ser estendidos de vdrias maneiras, com cada argumento se es-

tendendo de uma maneira linear ou conjulgado-linear. Em particular, se R um operador de curvatura
2

algébrico, e V = R", hd uma extensao natural de R a uma forma bilinear Hermitiana agindo em /\ Ve. Em
particular, para todo subespaco de dimensao 2, I, de V¢, R define uma curvatura seccional complexa
de II dada por

Kc(I):=R(Z,W,Z,W),

onde W e Z formam uma base ortonormal de IT com respeito ao produto interno Hermitiano ((-,-)) de

Vc. Note que as simetrias de R implicam que K¢ (IT) € R. De fato, por um lado, ao usar que R é uma
2

forma bilinear Hermitiana agindo em /\ Vi, vé-se que:
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Por outro lado, usando as simetrias de R segue que

Kc(M)=R(Z,W,Z,W)=R(W,Z,W,Z) = Kc (II).
Além disso, se {X,Y} é uma outra base ortonormal para II, segue que

X =aZ + bW
Y =cZ+dW

R(X,Y,X,Y) = R(X,Y)=R(aZ+bW,cZ+dW)
= R(aZ,dW)+ R (bW, cZ)
= adR (Z,W) +beR (W, Z)
= adR(Z,W)+bcR(Z,W)

= (ad+be) R(Z,W)

a —b ~
= det | Rz w).
¢ d
Mas notemos que
1 = || X]? = ((aZ +bW,aZ + bW)) = a® + b?
1 = |[Y]?= {(cZ+dW,cZ +dW)) = ? + d?

Ou seja, os vetores (a,b) e (c,d) sdo unitdrios. Portanto (a,—b) e (c,d) = (¢,d) também sdo, logo

Vemos que K¢ (IT) independe da escolha da base ortonormal.

Escrevendo Z = X +:iY, W = U + ¢V e usando a primeira identidade de Bianchi, vemos que
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Kc(M) = R(ZW,Z,W)=R(X+iY,U+iV,X +1Y,U+iV)=R(X +iY,U +iV,X —iY,U —iV)
= R(X,U X,U)—iR(X,U,X,V)—iR(X,U,Y,U) - R(X,U,Y,V)+iR(X,V,X,U)
+R(X,V,X,V)+ R(X,V,Y,U) —iR(X,V,Y,V)
+iR(Y,U,X,U)+R(Y,U,X,V)+R(Y,U,Y,U) —iR(Y,U,Y,V) = R(Y,V,X,U)
(

+iR(Y,V,X,V)+iR(Y,V,Y,U)+ R(Y,V,Y, V).
Separando os termos com i e sem ¢, vemos que

+R(KUaXaV)_R(X7UaKV)_R(Y7V’X7U)
FiR(Y,U, X,U) —iR(Y,U,Y,V) +iR(Y,V,X,V) +iR(Y,V,Y,U) — iR (X,V,Y,V)

—iR(X,U,Y,U) —iR(X,U,X,V)+iR(X,V,X,U).
Pelas simetrias de R e pela primeira identidade de Bianchi, concluimos que

Kc() = R(X,UX,U)+R(X,V,X,V)+R(Y,U,Y,U)+R(Y,V,Y,V) (9.2)
+2R(X,V,Y,U) — 2R (X,U,Y,V)
= R(X,UX,U)+R(X,V,X,V)+R(Y,U,Y,U)+ R(Y,V,Y,V)
—2R(V,X,Y,U) — 2R (Y,V, X,U)

Com estas nogoes em mente, compreendemos a ideia de subespagco (e vetor) isotrépico:

Definicao 9.1 Um subespago complexo, U, de Vi é dito isotrdpico com respeito a forma complexa
definida pela expressao (9.1), se existir pelo menos um vetor nao nulo u € U tal que u-v =0, para todo
v € U. O subespago é dito totalmente isotrépico se essa condigao é verdadeira para todo u € U (ou seja,
se a forma complexa (9.1) se anula em U). Em particular, dizemos que um vetor z # 0 é isotrépico se

o subespago (z) < V¢ € isotrdpico (ou seja, se z-z =0).
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Note que se z = = + 1y, entao
2oz = (z+iy) - (z+iy) = (z,2) = (y,y) + iy, 2) +i(2,9) = |2l* = |y|* + 2i (z,y) .

Por igualdade de niimeros complexos vemos que z é isotrépico se, e somente se z - z = 0 se, e somente
se ||z]| = |ly|]| e xLy. Um subespago é totalmente isotrépico quando é composto inteiramente de vetores
isotrépicos. De fato, se um subespaco U < V¢ é totalmente isotrépico, entao u-v = 0, para todo u,v € U,
em particular, se u = v segue que u - u = 0, para todo v € U. Por outro lado, se v - v = 0, para todo

u € U, entao segue que
O0=(u+v)-(u+v)=u-u+2w-v)+v-v=2(u-v),

ou seja, v - v = 0, para todo u,v € U e U &, portanto, totalmente isotrépico.

Estamos interessados nos 2-planos totalmente isotrépicos, isto é, os subespagos complexos de dimensao
2 de R¢ = C" que sao totalmente isotrépicos. Todo 2-plano pode ser gerado por vetores da forma
Z=X+1Y eW =U+1iV,onde U,V, X,Y sao todos ortonormais. De fato, dados «, 8 € C, temos que

aZ + W = 0 se e somente se
0+0i=a(X+Y)+5(U+iV)=aX+pU +i(aY + V),
por igualdade de nimeros complexos, vemos que isso ocorre se, e somente se

aX+pU = 0

oY +8V = 0

Como s@o ortonormais, {X,U} e {Y,V} sao dois conjuntos L.I’s, portanto isso ocorre se, e somente se
a = =0. Logo {Z,W} gera o 2-plano.

Neste capitulo, estamos interessados nas seguintes condicoes de curvatura:

Defini¢ao 9.2 (Condigao PCSC) Dizemos que R € Curv possui curvatura seccional complexra

positiva (PCSC) se todas as curvaturas seccionais complexas de R sao positivas. O conjunto dessas
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curvaturas é o sequinte cone convexo fechado em Curv:

Cpesc @ ={Re€Curv:R(X,Y,X,Y) >0, para todo X,Y € C"}
= ﬂ {R € Curv:lxy (R) >0},
X,Yecn
onde lxy (R) := R (X, Y, X, ?) . Dizemos que uma variedade riemanniana M possui curvatura seccional

compleza positiva se R € Int (Cpcsc (Tp,M)), para todo p € M.

Observacao 9.1 Notemos que Cpcsc € de fato, convezxo, uma vez que lxy € uma transformagao linear
e Cpcsc € a intersegao dos semiespagos superiores de todos os lxy. Logo é uma intersegdo de convezos,
que é convexo. Além disso, Cposc € fechado, pois

[

(Cpesc)® = () {ReCurviixy(R)20}] = [J {ReCurv:lxy(R) >0}
X.,yecn X,YeCn
= |J {ReCuwv:ixy (R) <0},
X,YeCn

2

ou seja, Chrgo € uma unido de abertos, portanto é aberto. Além disso, observemos que Cpcsc é um
cone positivo, pois Curv é um espago vetorial, logo tR € Curv, para todo t € R e se t > 0 entao
(tR) (X,Y,Y,?) =tR (X, Y, X, ?) > 0, para todo X,Y € C", ou seja, tR € Cpcsc para todo t > 0.
Por fim, temos que Cpcosc é O(n)-invariante: Dados X, Y € C" e O € O(n), seque que 0X e QY € C",

logo, se R € Cposc, pela definicao de Cposc seque que
R% (X,v,X,Y) = R(0X,0Y,0X,0Y) >0

Como R € Cpcsc implicou que R® € Cpcsc, entio Cposc ¢ O(n)-invariante. Além disso, R €

Int (Cpcsc (T,M)) significa que R (X, Y, X, ?) > 0, para todo X,Y € C".

Definicao 9.3 (Condicao PIC) Dizemos que R € Curv possui curvatura isotrépica positiva (PIC)
se as curvaturas seccionais complexas de todos os 2-planos totalmente isotropicos em C" sdo positivas. A

partir disso, definimos o cone Cprc por

Cprc = ﬂ {R € Curv :T(R@> > 0} ,
0€O0(n)

em que l := le, {ies e3ties- Dizemos que uma variedade riemanniana M possui curvatura isotrépica positiva
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se R € Int (Cprc (T,M)), para todo p € M.

Observagao 9.2 Da mesma forma feita na Observacao 9.1 vemos que Cprc €, de fato, um cone convexo,

fechado e O(n)-invariante. Além disso, notemos que, pela expressio (9.2)

ZN<R®) = l61+i62763+i64 (R(O))
= 12(61763761,63) +'f%(€1,€4,€1,€4) +-}%(€2,€3,62,63) +-f%(€2,€4,€2,64)-— 2}{(61,62,63,64)

= Ri313 + Ri414 + R2323 + Rogo4 — 2R1234.

O operador de curvatura ]3% de M x R* induzido por R (curvatura de M) e pela projegao ortogonal

natural 7, : R*** — R” ¢ um elemento de Curv (TM X Rk) em que

~

Ry (u,v,w, 2) := (7L R) (u,v,w, z) := R (7g (u) , 7k (v), 7k (W) , 7k (2)) u,v,w,z € R"TF,

Se nao houver ambiguidade, vamos denotar R simplesmente por R omitindo a dimensao.

Definicao 9.4 Definimos o cone Cprc, como o cone de todos os operadores de curvatura de M cuja

curvatura induzida em M x R* produz curvatura isotrépica positiva, isto é,
Cpic, = {R € Curv(R") : Ry, € Cprc (R”+k)} = (m3)7"! (szc (R””“)) .

O préximo resultado nos mostrar um bom comportamento do pullback da projecao 7} em @ (R):
Lema 9.1 Se R € Curv, entio 7}, (Q (R)) = Q (7}, (R)) .

Demonstragao. Ji que @ é O (n + k)- invariante (pois é uma soma de tragos, invariantes por

mudanca de base), podemos calcular 7} (Q (R)) em {ei}?;rlk tal que ey, ..., e, é base ortonormal de R"™ e

€n+1, .-, €ntk € base ortonormal de R*. Entéo, para 1 < a,b,c,d < n segue que:

~ ~

B (m}, (R))abcd = Z RapbgRepdq
1<p,g<n+k

= Y R(mk(ea),mk(ep)  mr (e) , 7k () R (mk (), 7k (€p) , Tk () , Tk (€g))
1<p,g<n+k

= > R(mk(ea),mk(ep),m (en), Tk (€g)) R (mk (ec) , T (€p) Tk (€a) , Tk (eq))

1<p,q<n

= B(R)(mk (ea) 7k (ep) s Tk (€c) , Tk (€a))

= (75 (B(R)) apea



9.1. Condigoes PCSC e PIC 234

onde a segunda igualdade é devido ao fato de que ey1, ..., €511 pOssui as n primeiras coordenadas nulas.
Se a,b,c ou d > n, teremos 0 = 0, ou seja, a igualdade é imediata. Como @ (7 (R)) é soma de termos da

forma B (7} (R)) temos o resultado. ]

abed?

Por outro lado, (772)71 se comporta bem com relagao ao cone tangente de Cpyo:

Lema 9.2 Para todo R € 86P[Ck, vale a sequinte igualdade:

TrCprc, = (nf) ™ (TRAC'PIC> -

k

Demonstragao. A aplicacao 7j é um isomorfismo linear de Curv (R™) no subespaco

L= ﬂ {RE Curv (R”+k) R (v, ) :0}
ve{0} xRk

De fato, primeiramente verifiquemos que a imagem de 7} estd em L : Dado R € Curv (R"), v € {0} xRk

e u,w,z € R"F segue que
(WZR) (Ua u, w, Z) =R (7719 (U) y Tk (U) y Tk (w) y Tk (Z)) =R (Oa Tk (u) y Tk (w) y Tk (Z)) =0.
Dados R, S € Curv (R") e o, 8 € R, segue que

(@R + BS) (u,v,w,2) = (aR+BS) (mk (u), 7 (v), 7k (W), Tk (2))
= aR(m (u), mp (v), 7k (W), 7k (2)) + BS (mx (u) 7k (V) , 7 (w) , Tk (2))

= a(mR) (u,v,w, z) + B (7}S) (u,v,w, z),

para todo u,v,w,z € TM x R¥. Além disso, se 7 (R) = 7 (5), entao existem a,b,c,d € R" tais que

R(a,b,c,d) # S (a,b,c,d). Sejam E,g, c, d € R"* extensdes canonicas de a, b, ¢, d, respectivamente, logo

7t (R) (a’,’z},acf) - R(Wk(fi),wk (E),wk(a,wk (&)):R(a,b,c,d);éS(a,b,c,d)
= S (me@.m (b) 7@, (d))
) 5,3,5,&),
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Por fim, dado R € L, queremos definir R € Curv (R") tal que 7, R = R. Definimos R por
R(a,b,c,d) := R (5,5, 5,(?)

em que a,b,¢,d € R"* sdo as respectivas extensdes canonicas de a,b, ¢, d € R™. Se tratarmos os vetores
de R™ x {0} como tangente e os vetores de {0} x R¥ como perpendiculares e usarmos a definicio do

conjunto L, entao pontualmente temos o seguinte:

(niR) (@, 8,7,0) = (xiR) (a7 +a* 87+ 8597 49407 +04)

ﬂ'kOéT + Wkal, ﬂ'kﬂT + FkﬂJ', mwT + 7T]€’}/J‘, med |+ 7Tk5L>

NNN>

!

(

(s 8™ T ™) = B (T e e i
(aT,ﬂT77T’6T) - R (aT’BTﬁT,(;T) TR (QL’BT’,YT’(ST)
(aT n aL’ﬁT,WT,5T> - R (a,ﬁT,7T75T)

= R (a,ﬁT,'yT,(ST) +R (a,ﬁl,'yT,éT) .

Notando que 87 + 8+ = A e usando o fato de que Re L, segue que

=

(wiR) (0. 8.7,0) = R(a.8.77.87)
(.8.97,67) + F (a,8.9%,67)
(n0)
= R (a,ﬁ,7,5T> +R (a,ﬂ,%éi)

= Ra’/87(775)’

Il
N

Il
N

para todo a, 3,v,0 € R"*. Logo temos o isomorfismo.
Em particular, 77 leva apjck em L N Cprc. Portanto, pela definigdo de cone tangente (para mais

detalhes veja a expressao (F.1))

wi (Talric,) = W,g(U CPth—R>

h>0

h h
h>0 h>0

Ny WZ@PIck)—WZ(R) :U<LOCP[C—§;>
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h
h>0
Cpic — Ry
= L —ZPIC — Tk
h>0
= LOTR;CP[C

onde a ultima igualdade ¢ devido ao fato de que 7; A Cprc C Curv(R™), ou seja, os elementos sao

-1

tensores. Portanto, usando o fato de que Tf%; Cprc C Curv (R™) e aplicando (77)” " em ambos os extremos,

concluimos que

#Cpic, = (7))~ =Cprc) = (m3)" ) (T Cpic
TrC (mp) (LN Tz C () L) N (=) (TzC
= Curv(R") N (x)"" (TR; CP,C)

= () (T Cric).

Para o teorema conclusivo, precisamos entender o conceito de cone preservado:
Seja A C Curv um subconjunto convexo do espago vetorial Curv para o qual o campo vetorial )
aponta para dentro (para mais detalhes veja o inicio da Segao 8.6). Chamamos tal conjunto de conjunto

preservado e, em particular, um cone que é preservado é chamado de cone preservado.
Teorema 9.1 Se Cpjc (R”*k) é um cone preservado, entio Cprc, (R™) também é.

Demonstragao. Segue dos Lemas 9.1 e 9.2 que
T (Q(R) = Q (xiR) = Q (Ry) € LN Ty Cric = i (TaCricy.)
onde R € a(?pmk. Portanto, para todo v € {0} x R¥
Ry (v,,,) = R(m, (), 7k (), 70 (), () = RO, () 7 (), 7k () = 0,

ou seja, Ry € L e assim Q (ék) € L (esse fato segue diretamente da expressao (8.1)). Pela definigdo do
cone tangente Té; Cpic e de supremo, vemos que }/%k € Tﬁkalc. Como 7} (Q (R)) € 7}, (TRap[Ck), se
Q(R) ¢ TRéplck, entdo haveria D € TRép,Ck tal que 7} (Q (R)) = 7, (D) com D # Q (R), isso é um

absurdo pois 7}, ¢ injetora. Logo Q (R) € TRépmk. ]
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2
Considere uma variedade riemanniana M. Dizemos que um operador de curvatura R : /\ (R™) x
2
/\ (R™) — C°° (M) é nao negativo se

R(p,p) >0,

2
para todo ¢ € /\ (R™). Nesse caso, denotamos R > 0. A partir dessa definicao, temos o seguinte resultado:

Proposicao 9.1 O cone apjck contém o cone dos operadores de curvatura ndio negativos {R €Curv:R> ()} ,

para todo k. E todo R € Cprc, possui curvatura seccional nao negativa.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que {R ‘R > O} C Cpjc. Dado R € Curv um
2
operador de curvatura nao negativo e {ey, ...., e4} um 4-referencial ortonormal em R". Seja ¢, 1) € /\ (R™),

onde
p=e1 Ne3g+eqg/Nes

P =e1Neqg+ e Aes

segue da primeira identidade de Bianchi que

OSE(g@,g@)Jré(z/J,w):}~2(61A63+64/\62,61/\63+e4/\62)+R(61/\e4+62/\63,61/\e4+62/\63)

= ]5;(61 Nes,e; Aes) —i—ﬁ(el Aes,eq N eg) +§(e4/\eg,el Nes)+ R(es Nea,eq Nea) + R(er Neg,er Aey)
+R (e1 Neg,ea Nes) + R (ea Nes,e1 Neg)+ R (ea N es,ea N es)

= Ri313 + Ri3a2 + Rao13 + Ra2a2 + Rig14 + Ria23 + Ra2g14 + Rasa3

= Ri313 + Rosa3 + Razao + Ri1414 + 2R1342 + 2R1423

= Ri313 + Rosa3 + Razao + R1414 + 2R1342 + 2Ry132

= Ri313 + Ra323 + Ragao + Ri414 — 2R3410.

Ou seja, pela definigao de Cpr¢ (para mais detalhes veja a Definigdo 9.3) vemos que R € Cpjc.
Definindo &; := (e;,0,...,0) € R""* 4§ = 1,...,4, temos que {eﬁ-}?:l ¢ um subconjunto ortonormal de

R"*%. Denotando R o= R (€q, &y, €, €q) vemos, pela definicdo de R, que

~ ~

R’fm + Rm + Rm + Rm — 2R37ﬁ"2\ = R(el, €3, €1, 63) + R (62, es3, €2, 63) + R(€4, €s, e4, 62)

+R (é\laézlaé\laé:l) - 2R (é:gnézlvé\l?éé)



9.1. Condigoes PCSC e PIC 238

= R(mg(e1),mk(€3),mk (€1), 7k (€3)) + R (mk (€2) , 7 (€3) , 7k (€2) , T (€3))
+R (7 (€a) i (€2) , mx (€4) , 7 (€2)) + R (mk (€1)  mx (€a) , i (€1), 7k (€4))

—2R (7, (€3) , mx (€1) , 7w (€1) , T (€2)) -
Projetando, vemos que

Riz3 + Ragss + Ryggs + Rygqg — 2R5553 =  Risiz + Rases + Ry + Rig1a — 2R3412

v

0,

isto ¢, R € Cpic,-
Agora vamos mostrar que Cprc, estd contido no cone dos operadores de curvatura seccional positiva:

Seja R € C pIc, € {e1,e2} C R™ um 2-referencial ortonormal, e defina
~ ~ ~ e ~ —
61:(617070) ) 63:(627070) ’ 62:<0>O71> 5 4:<0>1>O)
um 4-referencial ortonormal em R” x R2. Como R € éplcz, entao Eg € Cprc, ou seja,

0 = (§2> 1313 + (]/%2) 2323 + <§2>4242 + <§2>1414 -2 <§2>3412 ’

Mas temos que

[((Ro),,, = () (61.6.6,@) = R(m2 (61) 72 (@) 72 (61) 72 (@) = Rfer, ea,e1,2)
(Re),, = (B2) (62,6.6.8) = R(m2 (&) .72 (&) 72 (&) . w2 (&3)) = R (0, 2,0, e2) = 0
(R2) 1 = (R2) (1.63.60.65) = R(m2 (é3) .72 (&) .72 () .72 (@) = R(0,0,0,0) =
(R2) . = (B2) (@.61.6.6) = R(mz (&) 72 (1) 72 (€1) w2 (61)) = R (e,0,€1,0) =

ou seja,
0< (Re)  +(Ro) 4+ (B) +(R) —2(R) =R
1313 2323 4242 1414 3412

portanto R possui curvaturas seccionais nao negativas. [ |
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9.2 Lema de Berger e Aplicacoes

Um resultado simples mas muito importante na demonstragdo do Teorema da Esfera Suave é o chamado
Lema de Berger. Mostraremos que o tensor de curvatura pode ser limitado sempre que a curvatura

seccional é limitada (superior e inferiormente):

Lema 9.3 (de Berger) Dada uma variedade riemanniana (M,g). Suponha que em algum ponto p a
curvatura seccional é limitada. Seja A := maxyyer,m {K (uAv)} e 6 1= mingper,mr {K (uAv)}. Se

u,v,w,r € T,M sao vetores ortonormais, entao

|R (u,v,w,v)| < = (A —=9) e IR (u,v,w,z)| < = (A—=9).

N
[SCR )

Demonstracgao. Dados u,v,w € T, M. Primeiramente, a multilinearidade de R garante que

R(u+w,v,u+w,v) = R(u,v,u+w,v)+ R(w,v,u+w,v)

= R(u,v,u,v)+ R(u,v,w,v) + R(w,v,u,v) + R (w,v,w,v).

Além disso, temos a seguinte igualdade:

R(u—w,v,u—w,v) = R(u,v,u—w,v)— R(w,v,u—w,v)

= R(u,v,u,v) — R(u,v,w,v) — R(w,v,u,v) + R (w,v,w,v).

Portanto, destas duas igualdades vemos que

R(u+w,v,u+w,v) — R(u—w,v,u—w,v) = 2R (u,v,w,v)+ 2R (w,v,u,v)
= 2R (u,v,w,v)+ 2R (u,v,w,v)

= 4R (u,v,w,v).

Segue dessa identidade e da defini¢do de curvatura seccional (para mais detalhes veja a Segao A.0.1 ) que:

2|R (u,v,w,v)| = 3 |R (u+w,v,u+w,v) — R(u—w,v,u—w0)
:%’K((u%—uﬁ/\ )(|u+w| v|? — u+wv> K(( w)/\v)(\u—w\2|v|2—<u—w,v>)|
= 1K (@ w) Av) fu+wl® - K (- >Av>ru—wr\

— LK (@ w) Av) (V2)" = K ((u=w) Av) (V)]
=|K ((u+w)Av)— K ((u—w) Av)]



9.2. Lema de Berger e Aplicagoes

240

<A —-J.

Para a segunda desigualdade da Proposicao, notemos que

R(u,v+z,w,v+z) = R(u,v,w,v+z)+ R(u,z,w,v+ x)

= R(u,v,w,v)+ R (u,v,w,z)+ R (u,z,w,v) + R(u,z,w,z).

Da mesma forma, temos a seguinte igualdade:

R(u,v—z,w,v—z) = R(u,v,w,v—1z)— R(u,x,w,v—1x)

= R(u,v,w,v) — R(u,v,w,x) — R(u,z,w,v) + R (u,z,w,x).

Logo, segue que

R(u,v+z,w,v+z) — R(u,v —z,w,v —z) = 2R (u,v,w,z) + 2R (u, x, w,v) .

Notemos também que

R(w,u—z,w,u—2x) = R((v,u,w,u—z)—R((v,z,w,u—x)

= R(w,u,w,u) — R((v,u,w,z) — R(v,z,w,u) + R (v,z,w,z).

Além disso,

R(v,u+z,w,u+2z) = R©,u,wu+z)+R((v,z,w,u+ x)

= R(v,u,w,u)+ R v,u,w,z)+ R (v,z,w,u) + R(v,z,w,z).

Portanto, usando as duas iltimas expressoes vemos que

R(v,u —z,w,u—z) — R(v,u+z,w,u+x) =—2R(v,u,w,z) — 2R (v,z,w,u).

Logo, obtemos que:

R(u,v+z,w,v+x) — R(u,v — z,w,v — ) + R(v,u — z,w,u —z) — R(v,u+ z,w,u+ x)

= 2R (u,v,w,z) + 2R (u,z,w,v) — 2R (v,u,w,x) — 2R (v, z, w,u)
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= 2R (u,v,w,z)+ 2R (u,z,w,v) + 2R (u,v,w,x) — 2R (v, z,w, u)

= 4R (u,v,w,x) + 2R (u,z,w,v) — 2R (v, z,w,u) .

Olhando para os dois 1ltimos termos e usando a primeira identidade de Bianchi, vemos que

2R (u,z,w,v) — 2R (v,z,w,u) = 2R (u,z,w,v)—2R(w,u,v,z) =2R (u,z,w,v) + 2R (w, u, z,v)
= 2(R (uamvwvv) + R(U),U,.TJ,U)) = 2(—R(m,w,u,v))

= —2R(z,w,u,v).

Logo, segue que

—R(u,v—z,w,v—2)+ R(v,u —z,w,u—z) — R(v,u+z,w,u+x)

Usando essa igualdade e a primeira desigualdade demonstrada, segue que:
6|R (u,v,w,z)| =|R (u,v+ z,w,v+2z) — R(u,v —z,w,v — x)
+R (v,u —z,w,u—2zx) — R(v,u+z,w,u+ )|

o o 57,05 20 o 5 ) 20 ) <2 o 5
§2‘R< ”\J/rﬁc,w,”JrI)‘—i—Q‘R(, ,w,f)’+2’R<v,“—;,w,%>‘+2‘R(v,%,w,“—+2x)’
<(A=0)+(A=-0)+(A=0)+(A-9)

=4(A-Y9),

onde multiplicamos e dividimos por 2 todos os termos na segunda igualdade. ]

Busquemos alguma caracterizagao do cone Cprc, que o torne mais compreensivel. Para isso, comece-
mos demonstrando o seguinte resultado:

2
Lema 9.4 Suponha @, € /\ (R4) satisfazem p A =0, p Ap =1 A e (p,) =0. Entao existe uma

base ortonormal {ey, ...,e4} de R* tal que

@ =aier Nes+ ageq Neg s 1 = brey A eqg + baea A e3,
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onde aijas = b1bs.

Demonstragao. Primeiramente, vamos considerar o caso em que ¢ ou % nao é nem autodual nem
anti-autodual (para mais detalhes veja a Se¢ao B). Suponhamos, sem perda de generalidade que ¢ nao
¢ nem autodual nem anti-autodual. Considere a seguinte forma bilinear antissimétrica definida em R*

(para mais detalhes sobre o produto interno g” veja a Se¢ao B)
(v,w) € R* x R* = ¢" (¢, v Aw).

Por um resultado de Algebra Linear, sempre é possivel encontrar uma base ortonormal positivamente
orientada {v1,ve,vs,v4} tal que

p = a1vy N vz + agvg A va,

em que a,a2 € R. A condicdo (p,1) = 0 implica que
0=9"(p,9) = g" (a1 (v1 Avz) + az (va Av2) ;) = arg” (v1 Az, ) + azg” (v Ava, ).
A condig¢ao ¢ A 1 = 0 implica que

0 = (,0/\’¢: (al(vl/\03)+a2(v4/\v2))/\1/):a1 (Ul/\vg)/\w—l-ag(w;/\vg)/\l/}
= ajcay (V1 Avs) A (va Avg) + azciz (vg Ave) A (v1 A vs)
= (—04024 + CL2013) v1 A v2 Avg A vy

= (6119A (¥, v4 Ava) + azg” (¥, v1 A Us)) v1 Av2 Avz Avy

Ou seja,

a19” (1, v4 A v2) + azg" (¥, v1 Aws) = 0.
Agora pela definigdo do operador Hodge Star, segue que
(i Av3) A (xp) = g" (p,v1 Aw3)

= ¢"(a1v1 A vg + agvg A vg,v1 Avs)

= a1vy ANv2 Avg A vy

Por outro lado,

(v1 Avg) A £ = Fagvr Ava Avsg A vg.
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Como ¢ nao é nem autodual nem anti-autodual, segue que a1 # +asq, e portanto,
a? — a3 # 0.
Agora temos o seguinte sistema:

a19™ (¥, v1 Avs) + azg” (Y, va Avg) =0

azg™ (¥, v1 Avs) + a1g” (Y, va Avg) =0

cujo determinante é a3 — a3 # 0. Portanto, a tinica solugao desse sistema ¢ a solugao trivial, isto é,

9" (¥, v1 Avg) = g" (1, va Avg) = 0.

Agora consideremos dois subespacos bidimensionais de Z,W < R* em que W = ({v1,v3}) e Z =
({v4,v2}) . Tomemos as suas orientagoes de modo que as respectivas base mencionadas sejam positivamente

orientadas. Consideremos a seguinte forma bilinear:
o:(w,2) €W x Zw— g" (v Aw).

Pela decomposigao do valor singular (resultado de dlgebra linear), podemos encontrar uma base ortonormal

positivamente orientada {ej,es} de W e {e4,e2} de Z tal que

0(61,62) =0= 0'(63,64) .

Juntando as bases nessa ordem, vemos que {ei,es,eq,e2} é uma base positivamente orientada de R*.
Efetuando duas trocas: eq <> ez e ez < e3, vemos que a base {e1,e2,e3,e4} é também positivamente
orientada. Como W = ({vy,v3}) = ({e1,e3}) e Z = ({va,v2}) = ({e4,e2}), essas duas informagoes nos

dao, respectivamente, que v; Avg = ey Aeg e vg A vy = eq4 A ea. Portano,
@ = ai1v; AN vg + agvs A vg = ajer N\ e3 + azeq A eg.
Mais ainda, temos que

g/\ (djv WA 63) = g/\ (¢701 A U3) = Oa

9" (Wreahea) = ¢" (,vaAva) = 0.
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Usando a forma o, também obtemos o seguinte:

9" (Y,e1 Nex) = o(er,e2) =0,
9" (,e3Nes) = o(es,eq) =0.

2
Usando que {e; Ae; }f 2j—1 € uma base ortonormal para /\ (R4) e que todos os produtos internos acima

dao zero, vemos que existem constantes b1, by € R tais que
1 = bier Aeg + baea N es.
Por fim, notemos que

eNp = (ajer ANes+ageq Aea) A(arer Aes+ agzeq A es)
= (alag) et Neg Neg e+ (agal) egs Nea Nep Aes

= (2&10,2) e1 Nea Nes ey,
e mais ainda,

YAY = (breg Aeg+ baea Aes) A (brer Aeq + baea A es)
= (blbg) et Neqg Nex Nes+ (bgbl) ea Nes NeypNey

= (2()1[)2) e1 Neg Nesg N ey.

Por hipétese, ¢ A ¢ = ¥ A ¢, ou seja, vemos que ajaz = b1bs.
Agora consideremos o caso em que ¢ e ¥ sao ou autodual ou anti-autodual. Suponha que um deles,
digamos ¢, seja autodual e o outro, digamos 1, seja anti-autodual. Se {ey,...,e4} é a base canodnica de

R4, segue que

OAp = @A(xp)=e1 ANea Aes ey,

YAY = = A(x)) = —eg Aea Aes Aey.

Mas isso € um absurdo, por hipétese, pois ¢ A ¢ = ¥ A 1. Portanto, ou ambos sao autoduais ou ambos
sao anti-autoduais. Suponhamos, sem perda de generalidade que ambos sejam autoduais. Se ¢ = 1) = 0,

entao o Lema estd demonstrado trivialmente. Suponhamos entdo que ¢ # 0. Como foi feito acima,
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escolha uma base ortonormal positivamente orientada {vq,vs,v3,v4} de R* tal que
@Y = a1v; A v3 + asv4 A va.
Como ¢ é autodual, entao *xp = . Portanto,

(v1 Avg) A (xp) = (a1)vi Ave Avs A vy,

(v Avg) A = (az)vy Ave Avs A vy.

Assim, a1 = ag = a # 0, ou seja,

<p:a(v1/\U3+v4/\v2).
A condigao ¢ (p,%) = 0 implica que
g/\ (’Ul N V3 + v4 /\UQ,ZD) = 0.

Notemos que

(v1 Avz) A (xp) = g" (v1 Avs, ) v Ave Avg Avg,

(v Avz) A = g" (va Ava,p) v Ava A Ay
Como 7 também ¢é autodual, segue que g” (v1 A vz, ¥) = g" (v4 Ave,1)), ou seja,
O:g/\ (UIAU3+U4/\U27"¢) :29/\ (vl /\1)371/})'

Assim, concluimos que g” (v Awvs, ) = g™ (vg Avg,1p) = 0. Criando a fungdo o novamente, de modo
andlogo encontramos a mesma expressao para . [ ]

Com isso podemos provar a seguinte "versao rotacionada'"deste mesmo resultado:

2
Lema 9.5 Suponha ¢, € /\ (]R4) satisfazem o A =0 e o Ap = ANYp. Entdao existe um referencial

ortonormal {ey, ...,e4} de R* ¢ 6 € R tal que

(cos@) @+ (sinf) Y = are1 A es + azes A ey
— (sin®) o + (cosB) 1 = biey A eq + baea A e3
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onde aijas = b1bs.

Demonstracao. Primeiramente defina 6 € R de modo que

5 sin20) (I — [0 = (1) cos 20,

.

E sempre possivel encontrar tal 8, pois podemos olha-lo como solugéao de

(. (WF—MQ_ ))_
g (Sln 207 COS 20) I 9 ) <S07 w) - 07

em que g é o produto interno canénico do R?, e sempre pode-se encontrar 6 de modo que (sin 26, cos 26)
2 2
seja ortogonal ao vetor (%, — (i, @Z)>) € R2.

Agora se ¢ = (cos) ¢ + (sin@) v e ' = — (sinf) ¢ + (cos 0) 1. Por hipétese, segue que

G AP~ AW = ((cos8) i+ (sind) ) A ((cosb) o + (sinb) )
— (— (sin )  + (cos ) 1) A (— (sin6) o + (cos 6) )
— (cosB) g A (cosB) o + (cosf) o A (sin) 3 + (sin ) A (cos ) @
+(sin6) ¢ A (sin6) ¢ — (— (sind) o) A (— (sin8) ) — (— (sin6) o) A ((cos ) )
~ ((cos8) ) A (— (sin6) ) — ((cos ) 1) A ((cos ) ).

Juntando os escalares, vemos que

PN =Y AP = (cos?0) o A+ (cosh) (sind) p A+ (sind) (cosf) P A + (sin® 0) ¢ At
— (sin®0) o A @ + (sind) (cos 0) p A + (cos ) (sin ) 1 A — (cos® 0) P Ay
= (cos?0) p A+ (sin?0) 1 Ap — (sin®0) p A p — (cos? ) 1 A1)
= (cos?6 +sin? 0 — sin? 0 — cos? 0) 1 A9

= O,
ou seja, o A’ =1 Ay, Além disso,

&AW = ((cos0) @+ (sin ) ) A (— (sin) @ + (cos 0) 1)
= ((cosO) @) A(—(sinf) @) + (cos @) p A (cosf) P + (sinb) P A (— (sinh) p) + (sinf) 1 A (cos ) ¢

= —(cosf)(sinf)p A+ (COS29)QO/\¢* (sin29)1/1/\g0+(sin9) (cos@) AN
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= —(cos®)(sinf) o A ¢+ (sinf) (cosf)p Ay
= (—(cosf) (sinf) + (sinf) (cos b)) N

= 0.
Mais ainda, pela definicdo de 6 vemos que

(@) = ((cos0) i+ (sin0) 5, — (sin0) o + (cos.0) ) = ((cos) p, — (sin ) ) + ((cos 0) o, (cos 0) )
T ((sin ), — (sin0) ) + ((5in 6) ¥, (cos ) )
= —(sin0) (cos0) [p]* + (cos®0) (p,v) — (sin®0) (¥, ) + (sin0) (cos 0) ||
= —52(5in6) (cos6) [pl? + 32 (sin6) (cos6) [ + (cos26) (v, o)

_ %(sin%) (01 = [[2) + (cos 26) (1, )
= —(cos20) (¢, @) + (cos20) (1, p)

= 0.

Aplicando o lema anterior para {cp’ v } temos o resultado. [

Com isso em mente, podemos caracterizar o cone Cpjc, da seguinte maneira:
Proposigao 9.2 (Caracterizacao de Cprc,) R € Cprc, se, e somente se

Riz13 + N Rigia + p1* Rosas + A2 1i? Raas — 2M\1R1234 > 0,

para todo j-referencial ortonormal {ey,...,eq} e todo A\, p € [—1,1].

Demonstragao. Suponha que R € 5’p102, ou seja, que R € Cprc. Seja {e1,...,e4} C R™ um 4-

referencial ortonormal, e seja A, u € [—1,1]. Definamos
é\l = (61,0,0) ) é\2 = (M62707 ]-_IU’Z) 3 éi\3 = (637070) ) é:lz <)‘647 1_)‘2,0) .

Deste modo vemos que {é1, ..., é;} forma um 4-referencial ortonormal para R™ x R%. Com isso e pelo fato

de R € Cpic, segue que

0 < Risiz+ Risia + Rosos + Roaoa — 2R1934

= R(é1,¢3,61,¢3) + R(€1,€4,61,¢€1) + R(€2,€3,€2,€3) + R (€2, €1, €2,€1) — 2R (€1, €2, €3, €4)
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= R(m(é1),m2(e3),m2(€1),m2(€3)) + R (w2 (€1),m2 (€1) , 72 (€1) , 72 (€4))
+R (2 (€2) , 72 (€3) , w2 (€2) , w2 (€3)) + R (w2 (€2) , 72 (€a) , w2 (€2) , w2 (€1))
—2R (ma (€1) ,m2 (€2) , 72 (€3) , 72 (€4))
= R(e1,es,e1,e3) + R(e1, Aeq, e1, Neq) + R (ues, es, pea, e3) + R (uea, Aeq, pea, Aeg) — 2R (eq, pes, e, Aey)

= Riz13 + N Ruaa + p? Rozoz + ? N2 Rogos — 2ulRi234.

Agora vamos demonstrar a volta: Dado {é1,...,é;} um 4-referencial ortonormal para R" x R2. Por
defini¢do, €; = (vj,z;), onde v; € R" e x; € R?, j = 1,...,4. Seja V um subespagco de dimensao 4 contendo

{v1,v9,v3,v4} e (fixada uma base de V) defina o, € A% (V) por

@ =v1 Av3 + v4 A\ V2

P = vy Avg + v2 A vs.

seja {eq, ..., e4} uma base ortonormal de V. Segue que
o = viAvz+vsAve=(v1 ®vz—v3Rv1)+ (V4 ® V2 — V2 @ vy)
4 4 4 4 4 4 4 4
= E vie; ® E viej — E vge; ® E viej + E vye; ® E vye; — E v5e; ® E vie;
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
4 4
= (viv% - vév{) ei®ej+ E (viv% — v%vi) e ® e
ij=1 ij=1

(viv] — v3v] + vVl — vgvi) e; @ ej.

I
™=

1

.

sJ

Analogamente,

4
P = E (Uzlvfl — vy + vhul — vév%) e ® ej.
ij=1

Vamos denotar ¢ A ¢ (€q, €p, €c, €q) POT (O A ©)peq € © (€as ) POT gy Segue da expressao de ¢ que.

(4,0 A So)abcd = PabPed — PabPdc — PacPbd =+ PacPdb + PadPbec — PadPecb
~PbaPed + PbaPde + PocPad — PbcPda — PbdPac + PodPeca
~—PcbPad + PebPda + PeaPbd — PeaPdb — PedPba + PedPab

—PabPeca + PabPac + PdcPba — PdcPab — PdaPbe + PdaPcb
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Juntando os termos iguais, vemos que

(CAP) abed = 2PabPed = 2PabPdc — 2PacPbd + 2PacPab + 2PadPbe — 2PadPeb

_290basocd + 2<pba90dc - 2(10bc(70da + 2(70bd§00a + 2300b(10da - 2(100a30db
= 2j1k1 — 2joka — 253ks + 2jaka + 2j5ks — 2j6ke — 2j7k7 + 2jsks

—2j9kg + 2j10k10 + 2711 k11 — 2j12k12,

em que os coeficientes j;, ¢ = 1, ..., 12, sdo dados por

¢

g1 = v§vl — viub + v§vs — v§ud ( g7 = v0v§ — v8vé + vivg — viud
o = 3ol — ugol + vgvl — vge} Jo = o — ohof + ohs — oo
Jz = vivg — v3v] + vivg — vivg jo = vhv§ — viv§ + vvs — vug
Ja = v{vg — v3v] + vivg — vivg j10 = v0vd — v§ud 4+ v§vg — vivd
j5 = vivg — vévd + v§vd — vdvg J11 = v§v§ — vl + v§us — v§vl
| J6 = viv§ — vvf + viv — vgvd | J12 = v{v§ — v5u] + vjvg — v5vg
e os coeficientes k;, ¢ = 1, ..., 12, tém as seguintes expressoes:

( k1 = v§vd — v§od + v§ud — v§ud ky = v§vd — vSud + v§vd — v§ud
ko = viv§ — viv§ + v§v§ — vivg ks = viv§ — vdv§ + v§v§ — v§v§
ks = vbvd — v{ud + vjud — viod ko = vivg — v§vd 4+ v§v§ — v§vd
ky = vl — vdvb + vdvl — vl k19 = vivg — v§uf + vivg — v5UY
ks = viv§ — vhv$ + v — vhug k11 = viv§ — vdvf + vfvg — vdvg
ke = v§vs — v§0b + v§oh — v§vl k1o = vivl — v§vd + vfvh — vdvh

Da mesma forma, denotando 1 A ¢ (eq, €p, €c, €q) POT (¥ A V) peq € ¥ (€q, €) POT Yy, Segue que

WA apea = Yared = Yar¥ae = Yacbd + VacVab + VadVbe = Yad¥eb
“Vpa¥ed T Voa¥de T Voc¥ad = Voc¥da = Yoa¥ac + Voa¥ea
“Yepad T Yepaa + Yeaba — Yeaab — Yeaba + Veatab
~Var¥ea + Vaslac + Vac¥a — Yac¥ab — Vaa¥be T VaaVeb-
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Juntando os termos iguais, vemos que

(77[} A w)abcd = 2wabwcd - 2wab¢dc - 2¢acwbd + 2¢acwdb + 2wadwbc - Qwadwcb
—2Vpa%ea T 2Vpa%dc — 2%0c%da + 2¢0a%ca + 2V 6%da — 2% caVan

= 2limq — 2lamg — 2I3mg + 2lgmy + 2lsms — 2lgmeg — 2lymy + 2lgmg

—2lgmg + 2l19mio + 2l11mi1 — 2l1amae,

em que os coeficientes [;, i = 1, ..., 12, sdo dados por

(
I = v§vh — v§b + v§vl — vl Iz = vdv§ — v§u§ + viv§ — v5vd
Iy = v§v§ — v§vb + vivl — vivl ls = viv§ — vhvd + vivd — vhvd

I3 = v§v§ — v§o§ + v§v§ — vivs lg = v0v§ — V40§ + viv§ — vius

l4 = vivg — viv] + v5v§ — vSvg lio = v{v§ — v§uf + vivd — Vg
Is = v{v§ — v§vd + v§vd — v§vd 1 = v§vl — v§od + v§vh — vSeh

le = viv§ — vivd + v§vd — v§vd

lig = vjv] — vjv] + v5V§ — v§Uy

e os coeficientes m;, ¢ = 1,...,12, tém as seguintes expressoes:

my = v§v§ — v§vf + vsvd — vSvd mr = v§vd — v§vf + vsvd — vSd
my = viv§ — v§v§ + vdv§ — vivg ms = viv§ — vv§ + vdv§ — vivg
mg = vivd — vivf + vivd — vbvd mg = vivg — viv] + vdv§ — vus
my = vivh — vl + vl — vivh mip = vivg — vguT + v5v5 — v3v5
ms = viv§ — 5§ + vhv§ — vhvs mi1 = v{v§ — v§vf + vdv§ — vivg
me = v§05 — v§ed + v§vl — v§ul miz = v — vdvd + vvh — v§vh

Com isso, vemos que ¥ A = ¢ A p. Mais ainda, denotando ¢ A ¥ (eq, €p, ¢, €q) POr (© A V) peas

 (€ar €b) POT Py € 1 (€0, €4) POT g, temos que

(QO A w>abcd - (pabwcd - (pabwdc - %c%d + gpacwdb + (padwbc - (padwcb - (pbawcd —+ (Pbawdc
+§0bcwad - @bcwda - @bdwac + Qobdwca - @cbwad + @cbwda + %a%d - Qpcawdb

—edVba T Pea¥ab — Paiv¥ea T Pab¥Vac + Pac¥ba — PacVab — Pda¥be T Pda¥ e
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= N101 — N202 — N303 + N404 + N505 — NgOg — 707 + NOY
+ngog — n1p010 — N11011 + N12012 — N13013 + N14014 + N15015 — N16016

—MN17017 + N18018 — N19019 + N20020 + N21021 — N22022 — N23023 + N24024

= 0,

em que os coeficientes n;, i = 1, ..., 12, sdo dados por

ny = v§vl — v} + vivh — vl ny = v}v§ — v{vd + vivg — vivd
ng = vl — v} + vivh — vl ng = vivd — v5vé + Vv — vivd

b

n3 = v{v§ — v§v] + v{v5 — v5Vy ng = v4v§ — viu§ + vhvs — viug

b

ng = v{v§ — v§U] + v{vs — v5Uy nyo = v40§ — v5u§ + vhvg — viv§

ns = vivd — vgvf + vffvg — v§vg ny1 = viod — vgvf + UZ’Ug — vhvd
_ a,d d a,d b,.d d b,,d
os coeficientes n;, ¢ = 13, ..., 24, tém as seguintes expressoes:
( (
niz = v§v8 — v5v8 + v§vl — vsvl nig = vivl — vdvh + v§vh — vvh
b b d,b d,,b
n1g = v$v§ — V508 + v§vs — vsvl ngo = vl — vl + vvh — v§
nae = vl — vy Coy@ __ \CpyQ —_ dye _ odoc dyc _ ,d,cC
15 = U{Ug V3V1 + () VaUy n21 = V13 V3 U7 + VU5 VyUy
Nie = VS8 — Sy [N R ) _ dye  odoc d,c _ ,d,c
n c,d o d d,a _.d
17 = V{V3 v3vl + v41)2 v5Vy Ng3 = V] V3 v3v1 + v4v2 v§vy
n1s = v§v§ — v§vf + v§vd — v§vd | n2a = v — vivé + vivg — vdug
os coeficientes 0;, 2 = 1, ..., 12, sao dados por

o1 = (v§v§ — v§of + v5vd — v§v or = (v§v§ — v§of + v§vd — v§vd)

02 = (viv§ — viv§ + viv§ — vius 0g = (viv§ — v{v§ + v§v§ — vus)

03 = (vhv§ — vjof + v3vd — vhod 09 = (viv§ — vjvs + v§vd — vird)
{ Y2

04 = (vl — v§r} + vl — vd d09)

o010 = (vivg — viv§ + v§v§ — v§vs
tv§ — vof + vhu§ — vjvs
b
4

on = (vj'vg — vivf + vjvs — vgvh)

C
ViVq — v4v1 + 1)2113 V5Uy

)
)
)
2)
5)
2)

— C,,Q C,p,a C,,a C,,a
012 = ’U1U4 - U4U1 + U2U3 - 'U3’U2)
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e os coeficientes o;, i = 13, ...,24, tém as seguintes expressoes:

013 = (vaff — vffv‘li + vgv?‘f — vgfug) o019 = (v{v] — vivy + v5v§ — v§VT)
o014 = (Uilvff — v§v§ + v — vgvg) 020 = (v{v§ — v{v§ + V§V§ — VGVS)
015 = (Ull’vff — v4vl + v21}3 — v3v2) 091 = (vlfvg — v4v1 + v2v3 — 1}31}5)
016 = (vilvz — v4vl + v2113 1)31)2) 090 = (v‘fui — fuffvl + 1151)3 2131)3)
o017 = (U’l’vi v4v1 + v2v3 v3112) 093 = (vll’vj — vﬁvf + vgvg v3v2)
| 018 = (v‘fvﬂ — 1)41}1 + 1)22}3 avg) | 024 = (vaz — vivll’ + v§v3 v3v2)

Como dimV = 4, temos que V ~ R* Segue do Lema 9.5 que existe um referencial ortonormal

{e1,....,ea} para V e 0 € R tal que

¢ = (cosO) o+ (sinh) = aje; Aes+ azeq N eg
Y = —(sin@) o + (cos @)y = brey A eq + baea A e3

onde aiae = b1by. Primeiramente notemos que

R(¢.¢)+R(W.W) = R((cosh) g+ (sinb)w, (cost) ¢ + (sinf) ¢)
+R(— (sinf) ¢ + (cos ) 1, — (sin @) ¢ + (cos 0) )
= (cos”0) R (¢, ) +2(cos0) (sin ) R (¢, ) + (sin®0) R (¥, )
+ (sin? 0) R (p, ) — 2 (sin6) (cos0) R (p, ) + (cos 0) R (1),1))
= ((cos?8) + (5in%6)) R (g, ) + ((sin?0) + (cos?0)) R (1, %)

= R(p,0)+ R, v).

Pela linearidade de ﬁ, vemos que

R(¢,¢)+R(W,¢%) = R(arer Aes+azes Aeg,arer Aes+ ageq A e)
+R (bre1 A eq + baea Aeg,bier Aeg+ baea A e3)

= a%ﬁ (e1 Nes,e1 Nes) + alagﬁ, (e1 N es,eq Neg)
tajasR (es Neg,e1 Nes) + a%é (e4 N eg,eq N e3)
+b%}~2 (e1 Neg,e1 Ney) + biboR (e1 N eg,e2 Nes)

—I—blbgé (62 Nes,e1r N\ 64) + b%é (62 A es, e A\ 63) .
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Usando primeira identidade de Bianchi e que ajas = b1bs, vemos o seguinte:

R(¢,¢)+R(W,¢) = alRiziz + araaRizaez + a1aaRazis + a3Rasas + b3 Riara + biba Riaos
+b1ba Roz14 + b3 Rasas
= aiRi313 + 20102 R1342 + a3 Rogos + b3 R1a14 + 2b1b2 R1423 + b3 Rozos
= aiRi313 + b R1g14 + a3 Roaoq + b3 Rogos + 2a1a2 (Rizaz + Rise3)
= aiRi313 + bI R1414 + a3 Rogos + b3 Ra3o3 + 2a1a2 (Ra213 + Ri423)
= afRi313 + 0T R1g14 + a3 Rosoq + b3 Rozos — 2a1a2 Ro143

2 2 2 2
= a7R1313 + b1 R1a14 + a3 Ro424 + b3 R2323 — 2a1a2R1234.

Fazendo A\ = b1 /a1 e u = be/a; nossa hipétese implica que o extremo direito é ndo negativo, de fato,

dividindo a expressao por a% temos.
b? a? b2 a a3 a
1 2 2 2 2 2 2 2
Ry313 + 5 Ri414 + —5 Roa24 + —5 Rases — 2— R34 = Ri313 + A" Ri414 + —5 Rog24 + p” Rozoz — 2— Rio34.
aj aj as aq a3 a1

Notemos também que

bl b2 b1b2 ai1ag ag
M= —— = =2 = ==

arar a3 a  ar’

e portanto, utilizando a hipétese vemos que

2
a ag
Ri313 + M Ryga + G%RMM + 1% Rogas — 2a71R1234 = Rizi3 + N Ruaa + N2 Rogos + 1> Rogas — 20 uR1234
1

v

0,
ou seja, a seguinte desigualdade é valida:

0 < a?Rizi3 + b2 Rig1s + a3Rogas + b3Rogas — 2a1a9R134 = R (¢, ¢) + R (v, )
= §(¢,¢)+§(w,w) :R(Ul A V3 4 vg A v2,v1 /\03+U4/\v2)+]§(v1 A vg+ v2 A3, v1 Avg+ V2 Av3)
= R(Ul A vg,v1 A v3) —l—é(vl A 3,04 A V3) +]§(v4/\v2,v1 A v3) +I§(v4/\vg,v4/\v2)
—l—é(vl A vg,v1 A vy) +]§(U1 A vy, v3 A V3) —l—é(vg/\vg,vl A vy) +}~E(v2 A vg,v9 A v3)
= R(v1,v3,v1,v3) + R (v1,v3,v4,02) + R (v4,v2,v1,03) + R (v4, V2, V4, v2)

+R (v1,v4,v1,v4) + R (v1,v4,02,v3) + R (v2,v3,v1,v4) + R (v2,v3,02,03) .
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Segue da definigao de é; que

0 < R(m(e1),m2(e3),m2 (1), m2(63)) + R (w2 (€1), 72 (€a) ;72 (€1) 72 (€4))
+R (2 (62) ,m2(63) , w2 (€2) , w2 (€3)) + R (w2 (€2) , 2 (€4) , w2 (€2) , 2 (€4))
—2R (w2 (€1) 72 (€2) , 72 (€3) , 72 (€4))

= R(61,6,6,6) + R(61,61,6,61) + R(6,6,6,6) + R (&, 61,6,61) — 2R (61,6, 6,61)

= Ri313 + Ri414 + R2323 + Rosoq — 2R19234,

ou seja, R € Cprc e portanto R € Cpyc,. ]
Vamos concluir o capitulo com o resultado, demonstrado por Brendle e Schoen, que relaciona a
positividade da curvatura isotrépica com a "condigao 1/4", isto é, a positividade e a restrigdo da curvatura

seccional. Resultado esse que é fundamental na demonstracao Teorema da Esfera Suave.

Coroldrio 9.1 Seja R € Curv. Se a curvatura seccional de R satisfaz a "condi¢ao 1/4", isto é, se

1
ZKmax < K S Kmaxa

entao §2 € Cpyc e portanto R € 6’p102.

Demonstracao. Se for necessério, reescalone a métrica de modo que a curvatura secional de R
morem no intervalo [1,4]. Seja {ei, ..., e4} um 4-referencial ortonormal em R" e seja A\, n € [—1,1]. Pelo

Lema de Berger (para mais detalhes veja a Se¢ao A.0.1) vemos que

2
‘R(61,62,63,64)|§ (4—1):§><3:2.

Wl N

Nesse caso, o resultado segue da proposicao anterior, ja que

Ri313 + A’ Riaia + 11 Rasas + A2 Roaga — 2AuRig3a > 1+ X + 1% + N p® — 2ApR1934

> 14+ X2+ p? + X202 — 2| A\uRio34|

> 1+ N 457+ N — 4]l

= 14+ M+ p% + Np® = 22| — 2| Ayl
(1= ) + (1A = [u)?

0.

v
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Assim, pela proposicao anterior, R € Cp 10, |



Capitulo 10

Condicao PIC sob o Fluxo de Ricci

Este capitulo visa a demonstracao da preservacao pelo fluxo de Ricci da positividade da curvatura
isotrépica. Resultado esse que foi demonstrado por Brendle e Schoen, em parceria, e de forma inde-

pendente por Nguyen. Em suma, queremos demonstrar o Teorema 10.1.

10.1 Analisando a Decomposicao de Brendle e Schoen

Comecemos enunciando o resultado principal a ser demonstrado:

Teorema 10.1 (Brendle, Schoen, Nguyen ) Seja M wuma variedade compacta de dimensao n > 4
com uma familia de métricas {g(t)}co ) evoluindo pelo fluzo de Ricci. Se g(0) possui curvatura

isotrépica positiva, entao g (t) possui curvatura isotrépica positiva, para todo t € [0,T).

Pelas consideragoes prévias, a demonstragao segue apenas um passo: Demonstrar que Cpro é um cone
preservado pelo fluxo de Ricci, isto é, que o campo vetorial @) em Curv pertence ao cone tangente para

Cprc em todo ponto do bordo do mesmo. Pela Definicao 9.3 e pela Observagao 9.2,

Cprc = ﬂ {R € Curv :T(R@) > O} ,
0€0(n)

onde T(R) = Ri313+Ro424+ R1414+ Rases—2R1234. Jé que Cpre € um cone O(n)-invariante apresentado

explicitamente como uma intersecao de semiespagos, o Teorema F.3 implica que é o bastante verificar que

HQ(R) =0 (10.1)

para todo R € 9Cpjc, isto é, com T(R) =0e T(R@) > 0 para todo O €0(n).

256
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Para demonstrar a expressao (10.1) comecemos com o seguinte resultado:

Lema 10.1 (Decomposicao de Brendle e Schoen) Para todo R € Curv,

~ 1
! (Q (R)) = 5 ((R13pq - R24pq)2 + (R14pq + R23pq)2) + (Rlplq + R2p2q) (R3p3q + R4p4q)

_R12qu34pq - (R1p3q + R2p4q) (R3p1q + R4p2q) - (R1p4q - R2p3q) (R4p1q - R3p2q) .

Demonstracgao. Pela Observacao 8.5, Q = @ (R) satisfaz a primeira identidade de Bianchi (apesar

de R? ¢ R# nao satisfazerem). Usando esse fato, vemos que

L(Q(R)) = Qiz13+ Q2424 + Qra14 + Q2323 — 2Q1234
= Q1313 + Q2424 + Q1414 + Q2323 + 2Q3124 + 2Q)2314

= Q1313 + Q2424 + Q1414 + Q2323 + 2Q1342 + 2Q1423.

Pelo Lema 8.3, vemos que

1 « 1 « 1 «
Riss + Riuos + Riga + Rizoy + 2RT300 + 2Ri 403 = 5 Z RizpgRi3pq + 5 Z Raapg R2apq + 5 Z Ryapg Riapg
p,q=1 p,q=1 p,q=1

1 n n n
+§ Z R23qu23pq + Z R13qu42pq + Z R14qu23pq

p,g=1 p,g=1 p,g=1
1 n n 1 n
2 2
= 9 Z (R13pq) + Z R13qu42pq+ 9 Z (R24pq)
p,q=1 p,q=1 p,q=1
1 n 1 n n
2 2
+§ Z (R14pq)” + B Z (Raspq)” + Z RiapgR23pq
p,q=1 p,q=1 p,q=1
1 n
- 9 Z (R13pq)2 — 2R13pq Raapg + (R24pq)2
p,g=1

1 n
+§ Z (Rl410q)2 + 2R1apg R23pg + <R23pq)2
pg=l

1 n
=3 Z {(R13pq — Raapg)” + (Ruapq + R23pq)2} ; (10.2)
p,q=1

e além disso, usando a primeira identidade de Bianchi vemos que
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n
# # # # # # _
R1313 + R2424 + R1414 + R2323 + 2R1342 + 2R1423 = Z (RlplqR3p3q - R1p3qR3p1q)
p,g=1

n
+ Y (RopaqRapsq — RapagRapzg)
pg=1

+ Z (RlplqR4p4q — RipagRapiq)

p,q=1

+ Z (R2p2qR3p3q - R2p3qR3p2q> (10.3)

p,q=1

+2 Z (RipagRsp2q — Rip2qR3paq)

p,q=1
n
+2 Z (Rip2qRapsg — RipsqRapag) -
p,q=1
Trocando as varidveis do somatério, vemos que
n
Rﬁl?) + R;%m + Rﬁm + R2#323 + 2Rf§42 + 2Rﬁ23 = Z (Rapig + Rapaq) (Rapsq + Rapaq)

p,g=1

- Z (Ripsq + Ropaq) (Rspig + Rapaq)

p,q=1

n
- Z (Ripaq — Raopsq) (Raprg — Rapaq)

p,q=1

n
—2 Z RipaqR3pag + 2R1p2q Rap3q

p,g=1
n

= Z (Rip1g + Rapzg) (Rsp3q + Rapaq)
p,q=1

- Z (Ripsq + Ropaq) (Rspig + Rapaq)

p,q=1

n
- Z (Ripag — Ropsq) (Rap1q — Rapzg) + Ri2pq R3apg,

p,q=1

em que a iltima igualdade é devido a seguinte igualdade:

n

n
g _2R1p2qR3p4q + 2}%1;)2¢]1%4p3q = Z R12qu34pq-
p,q=1 pq=1



10.1. Analisando a Decomposicao de Brendle e Schoen 259

De fato, notemos que

n

Z _2Rlp2qR3p4q + 2R1p2qR4p3q
p,q=1

n n
Z _2R1p2q (R3p4q - R4p3q) = Z _2R1p2q (—Rp34q - R4p3q)
p,q=1 p,q=1

n n
Z —2R1p2qgR3apg = Z —2 (= Rp12q) Raapq
p,q=1 p,q=1

n n
Z 2 (_R2p1q - R12pq) R34pq = Z —2 (R2p1q + R12pq) R34pq
p,q=1 p,q=1

n

E , _2R2p1qR34pq - 2R12qu34pq
p,q=1

n

E , *2R2p1qR34pq - Rl?qu34pq - Rl?qu34pq
p,q=1

n

E (—2R2p1q - R12pq) R34pq - R12qu34pq
p,g=1

n

> (—Rapig — Raprg — Rizpg) Raspg — Razpg Raapg-
p,g=1

Por fim, utilizando a primeira identidade de Bianchi e trocando as varidveis dos somatdrios se necessario

for, vemos que

n

n

Z —2R1p2q R3paq + 2R1p2q Rap3g = Z (—Rapiq + Rpi2q) Raapg — Ri2pqR34pg

p,q=1

Usando que Q = R? 4+ R? e somando as expressoes (10.2) e (10.3) temos o resultado.

p,g=1
n

= ) (—Rapig — Ripag) Raapg — RizpgRaupg
p,q=1
n

= E (—R2p1q - R2q1p) R34pq - Rl2qu34pq
p,q=1

n
= E —Rop1gR3apg — RoqipR3apg — RizpgR34pq

p,g=1
n

= > (= RopigRaapg + RoqipRasgp) — Riopg Raapg
p,g=1

n
= - E Rl?pq R34pq .
P,q=1



10.1. Analisando a Decomposicao de Brendle e Schoen 260

Por esse lema, vemos que

n

1 2 2
Risi3 + Rigoq + Riga + Rizos + 2Rizu0 + 2Ris03 = 5 Z {(Rl?mq — Roapg)” + (Riapg + Razpg) } 2> 0.
pyq=1

Portanto, para provar o Teorema 10.1, resta apenas mostrar o seguinte:

Afirmacao 10.1.1 Se R € Cpjc com T(R) >0, entdo

0 < Z (Rlplq + R2p2q) (R3p3q + Rapaq) — (R1p3q + R2p4q) (R3p1q + R4p2q> (10.4)
p,q=1

n
- Z (Ripag — Rapsq) (Rap1q — Rapag) + RizpgRsapg-
p,q=1
Observagao 10.1 Notemos que hd uma redunddncia em nossa descri¢ao de Cprc, jd que nem todos os

semiespacos dados por

{R € Curv :Z~(R®> >0, 0€0(n) ﬁxado}

sao distintos: Notemos que, pela expressao (9.2), I (R) calcula a curvatura seccional complexa de R no
plano gerado por e1 + ies e es + ieq. Mas isso ndo é alterado se escolhermos uma base diferente para
o mesmo subespaco bidimensional. Em particular, teremos o mesmo resultado se fizermos a sequinte

mudanca:
e1+iea — eg —ie; = —i(e1 + iea) ou es +ieq — eq —ie3 = —i(e3 + ieyq) .

Ou se apenas trocarmos ey + iea por es + ieyq e vice-versa. Assim, para toda desigualdade que provarmos

para l~(R), existem desigualdades correspondentes para T(R@), onde Q@ é uma matriz 4 X 4 dada por

0 -1 00 1 00 O 0 010
1 0 00 010 O 0 001
) ou )
0 0 10 000 -1 1 0 00
0 0 01 001 O 0100

por exemplo.
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10.2 Desigualdades do Teste da Segunda Derivada

Nesta se¢ao vamos demonstrar a Afirmacao 10.1.1. Faremos isso aplicando o teste da segunda derivada

para a funcao Z em O(n), onde

Z(0) = T(R@) ,

ao longo das curvas integrais no grupo de Lie O(n) que passam pela matriz identidade.

Comecemos com as seguintes definiges e resultados preliminares:

Definicao 10.1 Um grupo de Lie cldssico ou grupo de Lie de matrizes é um subgrupo fechado de

GL (n)

Definicao 10.2 A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G < GL (n) é o conjunto
g:=T1aG = {7 (0) € Myxn; v € C®((—¢,2),G) e (0) =Id},

em que Myxn, € 0 conjunto das matrizes n X n com entradas reais. Definimos a dimensao de G por

dim G = dimg.

Definigao 10.3 Um campo de wvetores em um grupo de Lie de matrizes G é uma aplicagdo suave
X : G — Myxy, tal que X(A) € ToG, para todo A € G. O conjunto dos campos vetoriais em G serd
denotado pelo simbolo X (G). Dizemos que um campo de vetores X € X (G) é invariante a esquerda (resp.
a direita), se

X(AB) = AX(B) (resp. X(AB) = X(A)B)

Denotaremos os conjuntos dos campos invariantes a esquerda e a direita por X1, (G) e Xg (G), respecti-

vamente.

A proposigao abaixo relaciona a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G com o conjunto dos seus campos

invariantes a esquerda:

Proposicao 10.1 A aplicagio V : g — X1 (G) definida por
U (A) (B) = BA, AcgeBeG

é um isomorfismo de espagos vetoriais, isto é, X1, (G) e g sao isomorfos.
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Demonstracao. Dado A € g, defina V = ¥ (A) € X1 (G). Primeiramente vamos mostrar que V'
estd bem definida, isto é, mostrar que BA € TG, para todo B € G. Com efeito, seja a : (—g,e) — G
uma curva suave tal que « (0) = Id e o/(0) = A. A partir de «, defina a curva 8 : (—e,e) — G, onde

B(t) = Ba(t). Note que
B(0) = Ba(0) = B(Id) =B e  p'(0)=Bd(0) = BA,

portanto BA € Tg(G. Temos que o campo V ¢ diferencidvel, pois cada coordenada é uma funcio polinomial
(ja que V' se resume a multiplicar matrizes). Agora vamos verificar que V' ¢ um campo invariante a
esquerda. De fato,

V(CB) = (CB)A = C(BA) =CV (B),

para todo BC' € G. Nos resta verificar a linearidade, injetividade e a sobrejetividade de W. Com relagao

a linearidade, dados a, 8 € R; J, K € ge B € G, segue que
U (0 + BK) (B) = (o] + BK) B = aJB + KB = a¥ (J) B + f¥ (K) B.
Vamos provar a injetividade. Dados J, K € g tais que ¥ (J) = ¥ (K), segue que
J=Jd) =V (J)(Id) = ¥ (K) (Id) = K,

portanto ¥ é injetora. Por fim, dado V' € X, (G), vamos provar que V = ¥ (V (Id)). De fato, dado que

V' ¢é invariante & esquerda, segue que
U (V (Id)) (B) =BV (Id) =V (B),

para todo B € G isso prova a sobrejetividade de ¥ e conclui a demonstracgao. [

Lembramos que, para toda matriz A € M,,«,, a aplicacao

eXp:AEMan'—> E ﬁEMnxn
k=0

¢ denominada aplicacdo exponencial matricial. Além disso, as seguintes propriedades sdo verdadeiras:

1. ¥ = Id;
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4. Se AB = BA , entdo eleB = A1B;

5. Se AB = BA , entdo e*B = Bet. Em particular Ae? = ¢4 A;

. . . ~ -1 _
6. Se B é uma matriz inversivel, entao eBAB™ = BeAB1;

7. det (eA) = Ir(4),
8. e(AT) = (eA)T;

9. % {exp (tB)} = Bexp (tB). Em particular, para toda matriz Ay € M, «n, a aplicagao

A:teR+——exp(tB) Ay € Mpxn

verifica

A(0) = Ao
A(t) = %{exp (tB) Ao} = %{exp (tB)} Ag = Bexp (tB) Ag = BA(t)

portanto A é a tinica solugao do PVI

(10.5)

Lema 10.2 Considere um grupo de Lie de matrizes G. Se X € X1, (G), entao seu fluro mazimal é
Ox:(t,A) e Rx G — Aexp (tXo) € G

onde Xg = X (Id) € g.

Demonstragao. Considere um campo de vetores X € X1, (G) e observe que

X (A) = X (AId) = AX (Id) = AX,
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para toda matriz A € G. Podemos entdo considerar a extensio natural X € X, (GL (n)) de X definida
por

X (A) = AX,

para toda A € GL (n). Em particular, X (Id) = X,.

Decorre da igualdade acima e das propriedades (9), (5) e (7) que, para toda matriz Ay € G, a aplicac¢ao
A:te R+ Agexp (tXo) € GL (n)

verifica

A, (t) == A[)Xo exp (th) = Ao exp (th) XO = A (t) XO =X (A (t)) .

Portanto A (t) é a dnica solu¢ao do PVI

A (1) = X (A1),
A(0) = A,.

Com isso, temos o fluxo global

Ox : (t,Ag) € R x GL(n) — Agexp (tXo) € GL(n).

do campo X em GL (n).
Como G é uma subvariedade fechada de GL (n) concluimos que o fluxo maximal fx de X sobre G

estd definido em R x G e vale que 0x = é;QRX .- Mais precisamente,

Ox : (t, Ag) € R x G — Ox (t, Ag) = Agexp (tXo) € G.

Teorema 10.2 Dado um grupo de Lie de matrizes G < GL (n) com dlgebra de Lie g, seque que
g=1{A € M,xn; exp (tA) € G}

Demonstragao. Dado A € g, segue da Proposigdo 10.1 que existe um tnico campo invariante a
esquerda X4 € g tal que
X4 (Id) = A.
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Além disso, segue do lema anterior que exp (tA) € G para todo t. Por fim, dado B € M, tal que
exp (tB) € G, temos que
exp (0.B) = exp (0) = Id,

e além disso,

= Bexp(0) = B.Id = B.

t=0

ddtto (exp (tB)) = Bexp (tB),

Portanto B € T4G e isso conclui a demonstragao. [ |

Agora vamos mostrar alguns exemplos de dlgebras de Lie em grupos de Lie especificos:

Exemplo 10.1 Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
GL(n) ={A € Myx,, : det A #0}.

Pela Propriedade 7 vemos que

det (exp (tA)) = exp (T'r (tA)) # 0,

para todo A € My, xyn,. Portanto, a dlgebra de Lie de GL(n), denotada por gl (n), é simplesmente o conjunto

M, «n de todas as matrizes com entradas reais.

Exemplo 10.2 Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
SO(n):{AGMan; detA=1 e AAT:Id}
Seque do teorema anterior que
so(n) =~ {A € Myxn ; exp (tA) € SO (n)}
Tome A € so0(n). Como exp (tA) € SO (n), pela Propriedade 7 obtemos que
eI = det [exp (tA)] = 1 = Tr (A) = 0.
Além disso, pelas Propriedades 8 e 3 e pelo fato de que exp (tA) € SO (n) concluimos o sequinte:

exp (ftAT) = exp ((ftA)T> = exp ((—tA))! = exp ((—tA)) ! = exp (tA)
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Derivando ambos os extremos, seque que
— AT exp (—tAT) = Aexp (tA)

Fazendo t = 0, concluimos que

Logo A é antissimetrica.
Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) € SO (n). De fato, como B é antissimétrica,
seque que os elementos da diagonal de B tem que ser todos nulos, assim Tr (B) = 0. Usando esse fato e

a Propriedade 7, obtemos que
det (exp (tB)) = exp (Tr (tB)) = exp (0) = 1.
Além disso, seque da Propriedades 8, 3 e da definicio de B que
exp (tB) " = exp (—tB) = exp (tBT) = exp <(tB)T> =exp (tB)".
Portanto concluimos que
so(n)~ {A € Mpxn ; A= —AT e Tr(A) = 0}.
Exemplo 10.3 Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
O(n)={A; AAT = Id}
Segue do teorema anterior que
o(n)~{A € M,x,; exp(tA) € O(n)}
Tome A € 0(n). Como exp (tA) € O (n) e pelas Propriedades 8 e 3, concluimos o sequinte:
exp (ftAT) = exp ((ftA)T> = exp ((—tA))! = exp ((—tA)) ! = exp (tA)

Derivando ambos os extremos, seque que
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— AT exp (—tA") = Aexp (tA)

Fazendo t = 0, concluimos que

A=-AT.

Logo A é antisimetrica.
Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) € O (n). De fato, seque da Propriedades 8, 3 e da

definicdao de B que
exp (tB) ™ = exp (—tB) = exp (tBT) = exp ((tB)T> = exp (tB) .

Portanto concluimos que

o(n) =~ {A € Myxn ; A= —AT}.

Voltando ao nosso problema, as curvas integrais de O(n) podem ser convenientemente calculadas
usando os fluxos dos seguintes campos invariantes a esquerda: Dado A € so (n), o campo vetorial invariante

a esquerda correspondente X € X (O(n)) é dado por
X (0) :=0A
Notemos que X € X (O(n)). Como A € so(n), segue dos exemplos anteriores que
OA € Oso (n) C Qo (n) = 0T3O (n) = TpO(n).

A curva integral na diregao de A e que passa pela identidade é solugao da seguinte EDO:

Equivalentemente, se escrevermos %vi(s) = +0(s)ei, i = 1,...,n, entdo a EDO acima ¢ equivalente

ao seguinte sistema:
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n

= 0s) [ Y Alej | =Y M0(s) (ep)
j=1

Jj=1

= 3 Mu(s). (10.6)
j=1

com v; (0) = 0 (0)e; = Idpe; = e;.
Notemos que Z (0(0)) = Z (Id) = T(Rld) = I(R) = 0 pela hipétese da Afirmacao 10.1.1, enquanto
que Z (O (s)) = T(R@(S)) > 0, para todo s € R.. Segue que s = 0 é um ponto de minimo local (mais que

isso, € minimo global) para Z (O (s)), portanto

2O =0

Se %Z (O (s))| s—o < 0 entao pelo teste da segunda derivada, terfamos que s = 0 seria um mdximo local,

mas isso é um absurdo. Portanto
d2

—5Z(0(s)))—g 2 0. (10.7)

Avaliando explicitamente as condi¢oes da 1% e 2% derivadas, mostraremos que a soma, sobre os indices
p<4<q, qg<4<pesobrel <p, g <4 da expressao (10.4) se anula. Apés isso, mostraremos que a

soma sobre os indices p,q > 5 da expressao (10.4) é ndo negativa, provando assim a Afirmagao 10.1.1.

Termos de Primeira Ordem

Vamos escrever Z (O (s)) da seguinte maneira:

Z(0(s) = T(R@<S>)
= RO (e, e3,e1,e3) + RO (9,4, €2, e4) + RP® (€1, €4, €1, €4)
+ROG) (e2, €3, €9,€3) — 2 RO(s) (e1,e2,e3,€4)
= R(Qeq1,0e3,0eq1,0e3) (s) + R (Vez, Qeq, Qez, Qey) (s) + R (Ver, Qeq, Qey, Qey) ()
+R (Qez, Qesz, Qez, Qe3) (s) — 2R (Vey, Qeg, Qes, Qey) ()

= R(v1,v3,v1,v3) + R (v2,v4,v2,v4) + R (v1,04,v1,04) + R (v2,v3,v2,v3) — 2R (v1, v2,v3,v4) .

Derivando essa expressao diretamente e usando a expressao (10.6) obtemos o seguinte:
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d d d d
%(Z (@ (5)))|5:0 - %(R (Ulav3avlav3))|5:0+ %(R(UQaU4aU2a’U4))|5:O+ %(R(Ulav4avlav4))‘5:0
d d
+os (R (v2, 03,02, 03)) 50 — 2 (R (v1, 02,3, 04)) 50
= A+B+C+D+E,

em que as letras maitsculas denotam as seguintes expressoes:

A= (R (dj; 1)3,1)1,113) +R (Ula dus >U1,U3) +R (Ul,v& o U3) +R (U17U3,U1, dds3)
avg
S

)
B=+ (R (dds ,v4,v2,v4) + R (1)2, %,m,m) + R (vg,v4, K?W) + R (U2,1)4,’U2, 7 ))|s=0
C=+ <R (%,04,1)1,1)4) +R (vl, %,vl, 4) +R <v1,v4, 7317”4) + R (vl,v4,v1, %>>\s:0
D=+ (R (d%,vg,vg,v:),) +R (1}2, %,UQ,U?,) +R (UQ,Ug, d—j,vg) +R (Ug,’vg,’vz, %))ls:o
=-2 (R (d%,vg,vg,m) +R <v1, ‘3?,1}3,1}4) +R (’Ul,’Ug, %,m) +R
(

/~/
<
i
<
N
<
o
&
(‘n
\_/
N—
T
o

Usando que % d”’ = ZZZI APv,, e a linearidade do tensor R, concluimos que

[ 4= <Zp 1 ATR (up, v3,v1,v3) + AR (v1, vp, 01, v3) + ATR (01, v3,vp, v3) + A R(Ul’v3’vl’v”)>|s:0

B = (Zp_ AL R (vp, v4,v2,v4) + Ay R (va,vp, va,v4) + ASR (v2,v4,vp,v4) + AjR (v27U4’U2’vp)> |s=0

O - <ZZ:1 AP R (v, v, v1,v4) + AL R (v1,vp,v1,04) + AV R (v1, va, vp, va) + AJR (v1, v4, v1,vp))lszo

D— (Ep L ALR (v, v3,v9,v3) + AR R (v2, vp, v, v3) + ABR (v2, v3,vp, v3) + A R(vz,v3,v2,vp))‘8:0
E=-2 <Zp 1 AR (vp, v2,v3,v4) + ABR (v1, vp, v3,v4) + AER (v1, v, vp, v4) + A R(Ul,’Ug,’Ug,Up>)

\ |s=0

Portanto, usando que v;(0) = e;, conluimos que

d

75 (Z(0(s)s=0 = > APRyzi3 + A5 Ripis + AL Ragps + A Rigiy + ASRpaza + Af Ropos + AS Roups + Af Rouop
p=1

n
+ Z AV Rpa1a + Ay Rypia + A Ryaps + A Ria1p + ASRp3os + AL Ropos
p=1

n
+ Z ABRosps + AL Rogop — 2 (A Ryosa + AL Ripsa + A R1ops + AL Ria3p) .
p=1
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Fatorando os termos apropriadamente, vemos que

d n
s (Z(0(s)))js=0 = DAY (Rysiz + Risps + Rpara + Rispa — 2Rpos4)
p=1

n
+ Z A% (Rip13 + Riz1p + Ropos + Rasap — 2Ri9p4)
p=1

n
+ Z A% (Rpaza + Raaps + Ryz23 + Razps — 2R1p34)
p=1
n
+ Z AYf (Ropoa + Roaop + Ripra + Riarp — 2R123p)
p=1

= Z 2AY (Rps13 + Rpa1a — Rpaza) + 2A% (Rip1s + Ropoz — Rigpa)
p=1

+ Z 2AL (Roapa + Rosps — Ripsa) + 2A% (Roazp + Ria1p — Riasp)

p=1
onde usamos que
d d d d
% (R (vaavbavcavd)) = Tf ('Ua,'Ub,'UC,'Ud) +R <dsva7vb7vt’/‘7vd> +R (vaa dsvb7vcavd>
d d
+R Vay Vb, =~ Ve, Vd +R Vay Vb, Ucy 7 Vd
ds ds

= R ivaavbavcﬂ)d +R Uaaivbavavd +R Uaavlnivcﬂ)d
ds ds ds

d
+R <'Ua, Uy, Ve, 'Ud) .
ds

Segue da condi¢ao da primeira derivada de Z (O (s)) que

0 = Z AT (Rps1s + Rpaia — Rposa) + AL (Raaps + Rasps — Ripsa) (10.8)
p=1
+ Y AL (Ripis + Ropas — Rigpa) + A (Roazp + Riarp — Rizsp)

p=1

para toda matriz antissimétrica A. Escolha A = e, ® ¢4, isto ¢, A ¢ uma matriz da seguinte forma:
e Linha 7 e coluna j = epieq; — €pjeqi para i < j;
e Linha 7 e coluna j = epjeq; — epi€qj para i > j;

e 0 na diagonal.
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Logo, para e, ® e, s6 teremos termos potenciais nao nulos nas linhas e colunas p e ¢:
Para p < 4 < ¢q:linha p e coluna p: 0 —0 =0 ; linha pecoluna g: 1 x1—0x0=1; linha g e coluna
p: 0x0—1x1=—1;linha g e coluna ¢q: 0 x 0 — 0 x 0 = 0. Portanto, se fizermos a associagao p <> ¢ na

expressao (10.8) e supormos que p < 4 < g, entao teremos as seguintes equagoes:

p = 1:0=Ry313+ Rya14 — Rg234 = Ri33q + Riaaq + Rz (10.9)
p = 2:0= Rogs+ Rozq3 — Rigaa = — (Ra33q + Roaaq + R3a14)
p = 3:0= Rip13 + Roge3 — Ri2q4 = R1314 + Ra232¢ + R1244

p = 4:0= Rogoq + Ria1g — R123¢ = R2a2q + R1414 + R2134

Além disso, vamos tomar A = e} ®e3 e A = e; ®eyq. Se fizermos a associagdo p <> ¢ em (10.8), teremos

que

e1®es : 0=A}(Rssis + Raara — Rsoza) + A3 (Rin1s + Ro123 — Ri214) (10.10)
= (R3313 + R3414 — R3234) — (R1113 + Ro123 — Ri1214)
= (R3414 — R3234) — (Ra123 — Ri1214)
= Raaa + Rza23 + Ri223 + Ri214,
e1®es © 0=A](Razis + Raara — Raosa) + Af (Roaor + Ruan1 — Rios)
= (Ru313 + Raa14 — Razza) — (R2421 + Ria11 — Ri231)
= (Ra313 — Ra234) — (Roso1 — Ri231)

= R3134 + R3424 + R1224 + Ro113.

Provemos agora que alguns termos da Afirmacao 10.1.1 se anulam:

Lema 10.3

4
E g = Bpg = Vpg — Mpg = 0,
p,q=1

em que as letras gregas denotam as sequintes erpressoes:

apg = (Ripig + Rapag) (Rapsq + Rapag) o Bpg = (Rupsg + Ropag) (Rap1q + Rapzg)

Ypg = (R1p4q - R2p3q) (R4p1q - R3p2q) ; Npq = Ri2pq R3apq-
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Demonstragao. Por um célculo direto, temos que

4
Z g = PBpq = Ypg ~ "pq

p,q=1

A1 — Ri211R3411 + A2 — Ri212R3412 + A3z — Ri1213R3413 + A4 — R1214R3414

+B1 — Ri221R3421 + B2 — R1222R3422 + B3 — R1223R3423 + Ba — R1224R3424

+C1 — R1231R3431 + C2 — R1232R3432 + C3 — R123373433 + C4 — R1234R3434

+D1 — Rioa1 R34a1 + Do — Ri242R3442 + D3 — Ri243R3443 + D4 — R1244R3444.

Em que as letras Aq, ...,

.

Ri111 + Ro121) (3131 + Ra141

Ri112 + Ro122

Ay = (Ri114 + Ro124

\

as letras By, ...

¢

Ri211 + Ra291
Ri212 + R2292
Ri213 + R2223

R3231 + R4241

R3933 + R4243

= ( )( )
= ( )( )
= ( )( )
By = (Ri214 + Ra2224) ( )

as letras C1, ...,

R1311 + Roa3a1

= ( R3331 + Raza
= (Ri312 + Ra32o

= (

(

R1313 + Ra323

)
)
)
Cyq = (Ri314 + R2324)

e as letras Dy, ...,

;

= (Ria11 + R2421) (R3431 + Raaa1
= (Ri412 + R2420)
= (R1413 + R2423)
( )

Dy = (Ri414 + Raa24

=( ) ( ) — (Ra131 + Raia
= ( ) (R3132 + Ra142) —
= (R1113 + R2123) (R3133 + Ra143) —
( ) (3134 + Ra144) —

R3230 + Ryo42) —

R3234 + Ry244) —

( ) — (Ri331 + Rasa
(R3332 + Raza2) —

(R3333 + Ra343) —
(R3334 + Razaa) —

( ) — (Riaz1 + Roaar
(R3a32 + Ragaz) —
(R3433 + Raaaz) —
(R3434 + Raaaa) —

A4 denotam as seguintes expressoes:

( ) (Rs111 + Ra1z
(R1132 + Ra142)
(R1133 + R2143)
(R1134 + R2144)

, B4 denotam as seguintes expressoes:

— (Ri231 + Ro241) (R3211 + Rag21)
(Ri232 + Ro242) (R3212 + Ra222) —

— (Ra233 + Ro243) (R3213 + Ragosz) —
(R1234 + Ro244) (R3214 + Ra224) —

C4 denotam as seguintes expressoes:

R3311 + Ra321

( )
(R332 + Roga2)
(R1333 + R2343)
( )

R334 + Ro344

D4 denotam as seguintes expressoes:

R3411 + Ra21
Ri432 + Rosq2

Ri434 + Roq44

( ) — (R
(R3112 + Ra122) —
(R3113 + Ra123) —
(R3114 + Ra124) —

— (R1241 —

( ) — (Ri3a1 —
(R3312 + Raz22) —

(R3313 + Raz23) —
(R3314 + Raz2a) —

( ) ( ) — (Riaa1 —
( ) (R3a12 + Raa2) —
(R1433 + R2443) (R3413 + Ra423) —
( ) (3414 + Raa24) —

— R2131) (R4111 — R3121

( ) ( )
( ) (Ra112 — R3122)
(Ri143 — Ro133) (Ra113 — R3123)
( ) ( )

Ri144 — Ro134

Ri142 — Ro132

R4114 — R3124

R9931) (R4211 — R3221

Ri242 — R2232) (R4212 — R3222

(
(
(R1243 — Ro233
(

Ri244 — R2234

Ra213 — R3203

) (
) (
) (
) (

—_— — ~—  —

Ra214 — R3204

R9331) (R4311 — R3321

R4313 — R3323

(

(R1342 — R332
(Ri343 — Rosss
(

) ( )
) (Raz12 — R3322)
) ( )
) ( )

Ri1344 — Ro334) (R4314 — R3324

Ro431) (Raa11 — R3421

( ) (

( ) (Raa12 — R3422
(Ri443 — Ro433) (Ras13 — R3423
( ) (

Ri444 — Roa34

)
Ryg42 — Rosso )
)
)

Ras14 — R3424
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Simplificando os termos, vemos que

4
Zapq—ﬁpq—qu—qu = /1+A/2+Aé+Aﬁl+Bi+Bé+Bé+Béll
p,g=1
+C1 + Cy + Cy + Cy + Dy + Dy + Dy + D),

em que as letras A’l, e Aﬁl denotam as seguintes expressoes:

A} = Ro121 (R3131 + R4141) — Ro2141Ra121 — Ro131 R3121
Ay = —Ro142R3112 + Ra132Ra112 — R1212R3412

A% = Ro123R4143 — Ro143 (R3113 + Ra123) — R1213R3413
A} = Ro124R3134 + Ro134 (Ra114 — R3124) — R1214R3414

as letras BY, ..., B} denotam as seguintes expressoes:

B} = —Ri231 Ra221 + Ri1241 R3221 — R1221 R3421

By = Ri212 (R3232 + Ra242) — R1232R3212 — R1242 Ra212
By = Ri913R4243 — R1243 (Ra213 — R3223) — R1223R3423
Bj = Ri1214R3234 — R1234 (R3214 + Ra224) — R1224R3424

as letras C1, ..., Cj denotam as seguintes expressoes:

C] = Ras21Ra341 — (Ri3s1 + Rosa1) Rasor — (Riga1 — Ress1) Rasin — Ri231Raas1
C4 = Ri312Ra342 — (Ri342 — Ro332) Razi2 — Ri232R3432

C4 = (Ri313 + R2323) Ra343 — Ro3a3Raz23 — Ri3a3 (Ra313 — R3323)

!
C) = —Ri334R4324 + R23314Ra314 — R1234R3434

e as letras DY, ..., D) denotam as seguintes expressoes:

D = Roy21R3431 — (R1431 + Ro4a1) R3a11 + (Riaa1 — Roaz1) R3a21 — Ri241 R3aa
Dj = Rys12R3432 — (R1432 + Roaa2) R3412 — Ri242 R3442

Dy = — (R1433 + R2443) R3413 + R1443R3423 — R1243R3443

Dy = (Ria14 + Roaq) R3434 — R1434R3414 — Roaz4R3404
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Agrupando os termos adequadamente, vemos que

4
Z Qpg = Bpg = Vpg — Mpg = (1212 + R3434) (R3131 + Ra141 + R332 + Raz42 + 2R3421)
p,q=1

+Ri213 (—R1213 — R3413 — Ri242 — R3442) — Ri242 (R1213 + R3413 + R3442 + Ri242)

+R3413 (—R1213 — Ri242 — R3a42 — R3442) + R3442 (—R1213 — R1242 — R3442)
+2R1234 (R2323 + R1414 + R1313 + Roa24 + 2R1342 + 2R1423)

+R1214 (—R3414 — R1223 — R1214 — R3423)

+R3414 (—R1223 — R2334 — R3414 — R3423) — R3423 (R1223 + R2334 + R3414 + R3423)

+R19223 (—R1223 — R3414 — R3423 — R1214) .

Notemos que alguns desses termos sao quadrados perfeitos. Por esse motivo e pelas igualdades em (10.10),

segue que

4
Z Qpq = Bpg = Vpg — Mpg = (R1212 + R3a34) (R3131 + Ra141 + R3232 + Ra242 + 2R3401)
p,q=1
— (Ry213 + R3413 + Ri242 + R3442)2 — (R3414 + Ri223 + Ri214 + R3493)*

+2R19234 (Ra323 + Ri414 + Ri313 + Roa24 + 2R1342 + 2R1423)
= (Ri212 + R3434) (R3131 + Ra141 + R3232 + Ra242 + 2R3421)
— (R1213 + R3413 + Ri242 4+ R3as2)® — 0

+2R1234 (Ra323 + Ri414 + Ri313 + Roa24 + 2R1342 + 2R1423) .

Novamente, pelas igualdades em (10.10), pela primeira identidade de Bianchi e pelo fato de I[(R) = 0,

concluimos que

4
Z Qpg = Bpg = Vpg — Mpg = (Fa212 + R3a34) (R3131 + Ra141 + R332 + Raz42 + 2R3401) —0—0
p,q=1

+2R1234 (Ra323 + Ri414 + Ri313 + Roa24 + 2R1342 + 2R1423)

= (Ri212 + R3434) (R3131 + Ra141 + R3232 + Ra24a2 + 2R3491)
+2R1934 (Rosg2s + Ri414 + R1313 + Ro424 + 2R4312)

= (Ri212 + R3434 + 2R1234) (R3131 + Ra141 + R3232 + Ra242 — 2R1234)
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= (Ri212 + R3434 + 2R1234) X 0

= 0.

Lema 10.4 Para todo q > 5 fizado, temos

4
0 = (Rlplq + R2p2q) (R3p3q + R4p4q) - (Rlp3q + R2p4q) (R3plq + R4p2q)
p=1
4
- Z (Ripag — Rapsq) (Rap1q — Rapaq) + RiapgRaapg
p=1

Demonstracao. Temos que

M)

(Ripiq + Ropag) (R3p3g + Rapaq) — RiopgR3apg = (Ri11g + R212¢) (R313¢ + Ra14q) — Ri1214R3414

p=1

+ (Ri21q + Ra222q) (R323q + Ra24q) — R122¢R3424
(Ri11g + R212¢) (—Ri33q — Ri44q) — Ri21qR3414

+ (Ri21¢ + Ra22¢) (—Ra33q — Raaaq) — Ri22¢R3424-

Pelas igualdades em (10.9), vemos que

2
Z (Ripiq + Ropaq) (R3p3q + Rapaq) — RiopgR3apg = (Ri11q + Ro12¢) Razeq — Ri214R3414

p=1
+ (Ri21¢ + Ra22q) R341q¢ — Ri22¢R3424

= Ro19¢R432¢ — R121¢R3414 + R121413414 — R122¢ 13424
= Roiaq (Ruaz2q + R342¢) + Ri21q (R3414 — R3414)
— 040

= 0.

Além disso, se ©pq denotar (R1p3q + R2p4q) (R3p1q + R4p2q) e wpq denotar (R1p4q — Rngq) (R4p1q — Rgpzq),
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entao

4
Z Opg T Vpg = (Ri33g + Razaq) (R3319 + Ruzag) + (R13aq — Ro3szg) (Raz1g — R3324)
p=3

+ (Ri43q + Raaaq) (R341q + Raazg) + (Riaaq — Roa3q) (Raa1g — R3a2q)
= (Ris3q + Ro3aq) Razaq + (Ri34g — Ra33q) Raz1q + (Ria3q + Raaaq) R3a14
— (Ri44q — Roa3q) Raaoq
= (Riz3q + Rozaq + (Riaaqg — Roa3q)) Ras2q

+ (R143q + Raaaq — (Ri34g — R233¢)) R3414-

Pela primeira identidade de Bianchi e pelas igualdade em (10.9), segue que

4
> (Ripag + Ropag) (Rapig + Rapag) + (Ripag — Ropag) (Rapig — Rapag) = (Ruzag + Ruag — Raang) Razag

p=3
+ (Ra31q + Ra244q + Ro33q) R3414
= (Ri33q + Riaaq — R3aq) Rusag
+ (Rasz1q + Roaaq + Rassq) R3a1g
= 040

= 0

Fazendo a mudanga {e1, e2, e3,e4} para {es, eq,e1,e2} (podemos fazé-la, pois nao alterard T(Q (R)) pela

Observagao 10.1). Segue da simetria de ambas as somas que

Zﬁzs (Rip1q + Rap2q) (R3p3q + R4p4q) — RigpgRR34pq = 0,
212;:1 (R1p3q + R2p4q) (RBplq + R4p2q) + (R1p4q - R2p3q) (R4p1q - R3p2q) =0.

Isso conclui o resultado. ]

Termos de Segunda Ordem

Agora vamos calcular os termos que compoe a segunda derivada de Z e estabelicer a ndo negatividade
da soma final sobre os indices p,q > 5. da expressao na Afirmagéao 10.1.1. Agrupando termos similares ,

encontramos que a derivada de segunda ordem de Z, é dada por
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£z
ds? |s=0

d n n n
T ZA’{R (vp, v3,v1,v3) + ZA’;R (v1,vp, v1,03) + ZA{R (v1,v3,Vp, V3)

p=1 p=1 p=1 |s=0
d n n n
—i—% Z AR (v1,v3,v1,0p) + ZA’Q’R (vp, V4, v2,v4) + Z AV R (va,vp, v2,v4)
p=1 p=1 p=1 -
[s=0
d n n n
—l—d— Z ABR (va,v4,vp, v4) + Z AR (va,v4,v2,vp) + Z ATR (vp, v, v1,v4)
y p=1 p=1 p=1 -
|s=0
d n n n
+— Z AYR (v1,vp,v1,v4) + ZA’fR (v1,v4,Vp, v4) + Z ALR (v1,v4, 01, vp)
5\ p=1 p=1 —
|s=0
d n n n
+d— Z ABR (vy, v3, 02, v3)|8:0 + Z AR (v2, vp, v2,v3) + ZAgR (v2, U3, Vp, V3)
5 p=1 p=1 p=1 _
|s=0
d n d n n
—I—d— ZA"‘;R (7}2,7)3,7)2,7}13)‘8:0 — Qd— ZA{R (vp, v2,v3,v4) + ZAgR (v1,vp, v3,v4)
5 p=1 y p=1 p=1 _
|s=0
d
-2 ZA R (v1,v2,vp,v4) +ZAPR (v1, v2, v3, Vp)
= p=1
|s=0

Distribuindo a derivada e usando a expressao da derivada de um tensor (para mais detalhes veja a

Proposigao A.7 ), vemos que

#2
ds? [s=0

= (Al + A9+ As + Ag + As + Ag + A7)‘s:0 + (Ag + A9+ A1g+ A1 + A9 + A1z + A14)|S:0

+ (A5 + A1 + A17 + A1s + Arg + A20) 5 -

em que as letras A1, ..., A7 denotam as seguintes expressoes:

A=Y APALR (vg, 03,01, v3) + APASR (v, vg, 01, v3) + ATAIR (vp, 03, v, v3) + APALR (v, v, 01, v,)
Ay =" ABAIR (vg, v, v1,03) + ABALR (01,04, v1,v3) + ASAIR (01, vp, v, v3) + ABALR (01, vp, 01, 0,)
A =370 1 ATATR( v3) + R( v3) + R( v3) + ( Vg)
Ay =" ABAIR (vg, 03,01, 0p) + ABASR (01, v, 01, vp) + AAIR (v1, 03, v, vp) + ABALR (v1,v3, 01, v,)
(vg &y ( &y ( oy ( Vgq)
( Vy) ( vy) ( Vs) ( Vg)
( )+ ( )+ ( )+ ( )

PAY PAg PAg
Vg, U3, Up, U3) + ATASR (v1, vg, Vp, v3) + ATARR (v1,v3,vg, v3) + ATASR (v, v3, Up, Vg

A5—qu 1 AOALR (vg, va, v2,v4) + ASATR (vp, vg, v2,v4) + ABAIR (v, v4,vg,v4) + ASAIR (vp, va, 02,04
Ag =30 = L AALR (vg,vp, v2,v4) + AYALR (v2, vg, v2,v4) + AYAIR (vo, vp, vg, va) + AJALR (v2, vy, v2, v,
A7 = qu L NAIR (vg, va, vp, 14

D PAIR D
+ ABAR (va,vq, vp, va) + ABALR (v2, v4, vg, va) + ABALR (v2, v4, vp, vg



10.2. Desigualdades do Teste da Sequnda Derivada 278

as letras Asg, ..., A14 denotam as seguintes expressoes:

Ag =30 =1 MJASR (vg, va,v2,vp) + AGALR (v2, 04, v2,vp) + AJAGR (v2,v4,vg, vp) + AGALR (v2, 04, v2,v,)
Ag =370 — L ATALR (vg,va, v1,v4) + AVAR (vp, vg, v1,v4) + AVAIR (vp, v, vg, va) + ATAIR (v, v4,v1,v¢)
A = qu L NUAL R (vg, vp, v1,va) + AJALR (v1, vg, v1,v4) + AJATR (1, vp, vg, v4) + ALALR (v1,vp,v1,04)
A =300 1 ATATR (vg, 04, vp, va) + ATAGR (v1, vg, vp, va) + AYAGR (v1, 04, v, v4) + ATALR (v1, 04, vp, vg)
Ay =370 o1 NATR (vg, va,v1,vp) + AJALR (01, vg, 1, vp) + AGATR (v1, 04, vg,vp) + AALR (01, 04,01, v9)
(vg, v3, v2,v3) + AZALR ( v3) ( v3) ( Ug)

( ) ( ) ( ) ( )

A13:qu L ASAZR Vps Vg, V2,03) + ABALR (vp, v3, 04, v3) + ABALR (vp, v3, v2, 14

Ag=370 L MEAIR (vg, vp, v2,v3) + ABALR (v2, vg, v2,v3) + ASALR (v2, vy, vg, v3) + ASALR (v, vp, v2, 04

e as letras Ajs, ..., Agg denotam as seguintes expressoes:

Ais =370 1 ABAIR (vg,v3,vp,v3) + ASALR (v, vq, vp, v3) + ABALR (v2, v3,vg, v3) + ASAIR (v2, v, vp, vg)
Ag = qu L MEAIR (vg, v3,v2,vp) + ABALR (v2, vg, v2,vp) + ASALR (v2, v, vg, vp) + ALALR (va,v3,v2,v4)
A = =230 ATALR (vg, va,v3,v4) — 2A7AG R (v, g, v3,va) — 207 AR (vp, v2, vy, va) — 2A7AGR (vp, v2,v3, g
Aig =230 ABAIR (vg, vp, v3,v4) — 20MALR (v1, vg,v3,v4) — 2A5AIR (v1, vp, vg, V4
Arg =23 _ 1 MAIR (v ) — 2AL5ALR (v1,vg, vp, va) — 2AEALR (v1, 02, vg, V4
Agg = =230 1 AJATR (vg, va,v3,vp) — 2AJAG R (v1,v4,v3,0p) — 2A5 A3 R (v1,v2, vg, Up

) — 2ALALR (v, vp, v3, 04
) — 2AEAIR (v, v, vp, v
) — (

PAY
2A4 AR (v1,v2,v3, 7

Vg, V2, Up, V4

Usando que v;(0) = e;, vemos que as letras Ay, ..., A7, em s = 0, denotam as seguintes expressoes:

A =50 APAS Rygrs + APASRys + APAY Rysgs + ATAS Ry,
Ay = X0 ABAY Ryprs + AJAS Rigrs + AEAY Rips + ABAL Ripng
Az =Y APAY Ry + AVAG R, s + APAL Riggs + APAY Ryzy,
Ay =X NI Rygry, + AJAS Ry g1y + MDA Rysgy + ABAS Rz,
As =370 =1 ASAG Ryaoa + ASA T Rpgas + AGAS Rpaga + ASAL Rpaog
Ag = Yy AEA Rypos + AZAL Rogos + AZAS Ropgs + ASAY Rapog
A = 5" ABAS Ryups + ABA Ry + ABAL Rosgs + ADAY Ragp
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as letras Asg, ...

, A14, em s = 0, denotam as seguintes expressoes:

Ag =30 ARAS Ryuop + AJAY Rogop + A§AS Rosgp + A§AT Rosg
Ag =370 1 MAFRya1a + ATALRyg1a + ATA] Rpaga + ATA I Rparg
Aro =32 =1 MiATRypra + AYAG Rigra + AYAT Ripga + AJAL R1p14
An = qu 1 AAI Ryaps + ATAG Ry gpa + ATARR14ga + ATAI R4y,
Ay =30 MiAT Ry + NATRig1p + AJA  Ruagp + AJAS R4y,
Az =30 ABASRysos + ABAS Rpgos + ABAS Rya3 + ABALR 35,
| A= qu 1 MEAIR 03 + AEAL Rogas + ABALRopgs + ASAL Ry,

e as letras Ajs, ..., Agg, em s = 0, denotam as seguintes expressoes:

Ay = Zp =1 ApAqngp;), + A Al 3Rogp3 + AD AqR23q3 + AP A3R23pq
Aig = qu 1 ApAqRq?,Qp + A Al qugp + A Al R23qp + A Al R232q

Agrupando os termos adequadamente, vemos que

R

2| 0=B1+B2+B3+B4+B5+36+B7+Bs+39+310,
s=

em que as letras By, ..., B5 denotam as seguintes expressoes:

Bl =2 Ez,qzl AII)A({
B2 =2 Z]T)L,qzl AgAg

B4 =2 E;,q:l AgAZ
B5 =2 Z;L,qzl A?‘A?l

p3q3 T Rq4p4) +2 ZZ q=1 ApAq (Rp4q4 + Rp3q3)

Arr = =2370 1 MApRgasa — 207N Rpgza — 2ATAS Ryogs — 2A7 A Rpasg
Aig = -2 Z;q:l ASAT Rypsa — 2A5Af Rigaa — QAQAgRlpqél — 2A5A{ Rip3q
Arg = —2370 1 ASATRgops — 2A5A5 Rigps — 2A5A) Ri2gq — 2A5A7 Rz
Aoy = 25 AEAY Rz — 2NEALRygs, — 205AS Rsgy — 2AEAL Ry,

(R

(Rig1p + Rag2p) + 2 Zp g=1 ApA (R2q2p + Ripig — Ri23q)
By =2 Zz,qzl AI{A% (R pq13 T Rigp3 — Rp2q4) +2 Zp q=1 ApA (R13qp + Ripgs — Rq2p4)

(Roapg + Ragpa) + 2305 1 AJAS (Roagp + Ryazp — Rigap)

(R14pq + Rigpa — Rp23q) +2 Zp,qzl AiA'f (Rl4qp + Rya1p —
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e as letras Bg, ..., B1g denotam as seguintes expressoes:

Bg =2 ZZ,q:l AgAg (R23pq + Ragps — Rlpq4) +2 Zz,qzl AgAg (R23qp + Rys2p — qup4)
Br =230 AJAS (Ri3gs + Riaga — Ryaza) +2 30 ) AYAG (Raaga + Razgs — Rigaa)
Bs =230 1 ASAS (Rizig + Raszg — Rizga) +23°) 1 AYAY (Raagg + Riang)

Bg = =2 Zz,qzl AYAG Rpgaa — 2 Zﬁ,qzl AN Ropa

[ Bo=-2 Zz,qzl AN R1p3q — 2 ZZ,Qzl AGATR12pq — 2 Zz,qzl AYAS Ri2gp

Trocando as varidveis p <+ ¢ podemos agrupar alguns termos e concluir que

A

Wlszo:B{+B§+B§+BQ+B§+B§+B’7,

em que as letras Bj, ..., B, denotam as seguintes expressoes:

Bi =2 Zz,qzl A A ( p3q3 T Rq4p4) +2 ZZ q=1 ApAq (Rp4q4 + Rp3q3)

By =230 1 ASAS (Rigip + Ragzp) +2 307 g AGAT (Ragzp + Ripig — Rizsg)

Bé =4 Zz,q:1 AZAT 1 (Risgp + Ripgs — Rgzpa) + 4 Zp,qzl AiAg (Raagp + Raazp — Rigsp)
BAIL =4 Zz,qzl A:ZA (R14qp + Rga1p — q23p) +4 Z;,g:l A]:;Ag (R23qp + Ryz2p — qup4)
By =230 ATAS (Ri3gs + Ruaga — Ryaza) +2 30 ) ASAG (Raaga + Rasgs — Rigaa)
By =237 1 ASAD (Risig + Rasag — Ruzga) + 230, (1 AjAG (Roazq + Riang)

By =437 o1 MASRpgaa — 437 1 AgA T Rizy

Facamos a seguinte identificagao:

apg = Ripig + Ropag ) bpg = Rsp3q + Rapaq
Cpg = Iaprg + Rapag ; dpg = Rap1q — Rapaq (10.11)
epg = Rizpg ) frg = Rsapq

Com essa identificacao e utilizando as igualdades em (10.9), podemos escrever a segunda derivada de

Z da seguinte forma:
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e = 2 D APAT +2 > ABALby +2 ) ABAdap, +2 ) AfAfay,
B p,g=1 p,g=1 p,g=1 pg=1
n n
+4 Z AgA(f (R13qp + Ripgs — Rgopa) + 4 Z AZA% (Raagp + Rgazp — Ragap)
pq=1 p,q=1
n n
+4 ) ARAY (Ruagp + Ryarp — Ryosp) +4 Y A5AL (Rasgp + Rysap — Rigpa)
p,q=1 p,q=1
n n n n
+2 > ATAZ0+2 ) ABAS0+2 > ABAZO 42 ) ARAZ0
p,q=1 p,q=1 p,q=1 p,q=1
n n
—4 > ATAL S — 4> ASAfep,.
p,q=1 p,q=1

Excluindo os termos que valem zero, vemos que

d2Z n n n n
P > ALy +2 > ABALby +2 > AfAdap, +2 Y AfAda,
B p,g=1 p,q=1 p,g=1 pg=1
n n
+4 Z ASAT (Rizgp + Ripgs — Raapa) +4 Z AGAS (Raagp + Raazp — Ragap)
p,q=1 pg=1
n n
+4 ) AJAT (Rugp + Roarp — Rezsp) + 4 ) ASAG (Rasgp + Ryszp — Rigpa)
P,q=1 p,g=1
n n
—4 Z Ail’Agqu —4 Z AgAzepq‘
pg=1 p,q=1

Além disso, pela primeira identidade de Bianchi concluimos que

d?Z ~ n n
ds? |s=0 = 4 Z AgAg ([R3p2q + R4p1q] - 2R3q2p) +2 Z A]fA(fbpq +2 Z AgA%bpq
- p,q=1 pg=1 pg=1
n n n n
+2 > AAap +2 > AfAap —4 ) 0 APALf, — 4> AfAde,,.
p,q=1 p,q=1 p,q=1 p,q=1
Note que se fizermos a mudanca {e,-}?zl — {€é1 =e9,63 = —e1,€63 = e4,€4 = —e3}, os coeficientes

Apq, Dpgs €pg € fpg Permanecem invariantes. De fato, se denotarmos R (€;, €}, €y, €;) por R;ji sendo seus
respectivos coeficientes denotados por apq, bpg, €pg € fpg, € Usando as simetrias da curvatura riemanniana,

segue que
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ajpq = Elplq + §2p2q = R2p2q + R(—l)p(—l)q = R2p2q + Rlplq = Qpq
bpg = Rapsq + Rapaq = Rapag + R(_3)p(—3)q = Rapaq + R3p3q = bpq
qu = §3p1q + ]5”41)2«1 = Rupaq + R(73)p(71)q = Ruapaq + Rsp1q = ¢pq

dpg = §4p1q - §3p2q = E(—?»)pzq - §4p(—1)q = _ﬁ3p2q + E4p1q = dpq

€pg = Ri2pg = R2(—1)pq = —Rao1pg = Ri2pg = €pq

L E)q = é34pq = R4(73)pq = _R43pq = R34pq = qu

E se denotarmos por Q’(s) a matriz do novo referencial ortonormal, segue que

d2 n n
@Z (@/ <S>)‘S:0 = 4 Z AgA‘f ([R4p2q - R?»plq] - 2R4q2p) +4 Z A’ZA% ([R3p1q - R4p2q] - 2R3q1p)
p,g=1 p,g=1

+4 ) AGAY (= Rspag — Raprg] + 2Rsg0p) +4 > ABAL ([ Raprg — Rapag] + 2Raq1y)

p,q=1 p,q=1
n n n n
42> AAb +2 > ABAD +2 > ASAday +2 ) AfAlay,
p,q=1 p,q=1 p,q=1 P,q=1
n n
—4 > ATAL S —4 > ASAfep,.
p,q=1 p,q=1

E portanto, se denotarmos Z (O (s)) por Zg e Z (Q' (s)) por Zgr, concluimos que

d? -
ds2 (Z(@ + Z®’)|5:0 = Z 4A§AC11 ([R3p1q - R4p2q] - 2R3q1p) + 4AZA3 ([R4p2q - R3p1q] - 2R4q2p)
p,q=1

+ Y AMAY ([Raprg + Rapag) — 2Ragp)
p,g=1

+ Z ANPAY ([R3p2q + Raprq] — 2R3q2p) + 202 A%by, + 205A2b,, + 205N %a,, + 202 A%a,,

p,g=1
n n n
—4 Z ATAS fpg — 4 Z ASAfepg +4 Z ASAT ([Rapag — Raprg] — 2Ragap)
D=1 p,g=1 p,g=1

+ Z 4AZA3 ([Raprg — Rapag] — 2R3q1p) + 4AZA({ ([=Rsp2q — Rap1q] + 2R3q2p)
p,q=1

+ Y AASAL ([=Raprg — Rapag] + 2Rag1y)
p,q=1

n
+ > 2APATbyg + 205AGbyg + 205ASapg + 205 A ap, — AATAS fg — 4NN ey,
p,q=1
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Reorganizando os termos e utilizando as identificagoes feitas em (10.11), vemos que

2

d n
25 (Zo+Zo) g = 4 ) MM ([Rapig — Rapag) — 2Raqip) + ASAY ([Rapg — Rapig] — 2Ragap)
p,q=1

+4 ) ARAS ([Rapag — Rapig] — 2Ragap) + A§AS ([Rsprg — Rapag) — 2Rsq1)
p,g=1

+4 ) AGAT ([Raprg + Rapag] — 2Ragrp) + MNjAT ([—Rapag — Rapig] + 2Raq2)
p,g=1

+4 ) ABAL ([Rapag + Raprg) — 2Rsgap) + A5AS ([ Raprg — Rapag] + 2Raqry)
pg=1

+2 Z A Ay, + ABALD,, + ATATD,, + AGAZD,,
p,q=1

n
+2 Z A ASap, + AGAap, + ASA%a,, + ARASay,
p,q=1

n
—4 Z ATAS fog + AgAgepq + ATA fpg + AQ’AZ%-
P,q=1

Juntando os termos adequadamente, segue que

d2 n n n n
2 (Zo + Z@’)\szo = -8 Z ASATR3q1p — 8 Z ASATRagop — 8 Z AJAS Ragop — 8 Z ANJAS R3q1p
p,g=1 p,g=1 p,g=1 p,g=1
n n n n
—8 ) " MjAIRiqy +8 > AJAIR30p —8 Y ASASRsg2, +8 > ASAIRsq,
p,q=1 p,g=1 p,q=1 p,q=1
n n n n
4> AAD +4 > ADAIb +4 > ASAay +4 ) AfAlay,
p,q=1 p,q=1 p,q=1 p,q=1
n n
—8 > ATALf —8 > AAfep,.
p,q=1 p,q=1

Reagrupando os termos, vemos que

2

d n
ds2 (Zo + Z®’)|S=o = -8 Z ASAT (Raqup + Ragap) + AGAS (Ragap + Rsqip) + AfAT (Ragqp — Ragzp)
pg=1

-8 Z ASAS (Rsg2p — Ragip) +4 Z ATATbpg + ASASDp + AASap,
p,q=1 p,q=1

+4 Z AjAfap, — 8 Z ATAS frg + AgAquepq-

p,q=1 p,q=1
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Por fim, segue das identificacoes feitas em (10.11) que

2 n n n n
ds? (Zo + Z©’>|3:0 = -8 Z ASAcpg — 8 Z AjAJcpg — 8 Z AjA{dpg + 8 Z ASASdpq
p,q=1 p,g=1 p,g=1 p,q=1
n n n n
4> AAb +4 > ADAIb +4 > AAday +4 ) AfAlay,
p,q=1 p,q=1 p,q=1 p,q=1
n n
—8 > ATALfp —8 > AAfep,.
p,q=1 p,q=1

Esta ¢ uma expressao muito mais simples, envolvendo apenas ayq, bpg; Cpg, dpg, €pg € fpg- Mais ainda,

jaque Z(0(0)) =Z(0'(0)) =0e Z(O(s)) > 0, para todo O, segue que a soma

2 2
% (Z(0(5)))oo + % (Z(0'(5))) 420

¢é positiva semi-definida por construgao. Notemos que

2 b b=
% (Z(0(s) + Z (0 (5))) |, = i

v

onde as letras maitsculas sao dadas pelas seguintes expressoes:

b1 -+ bin €11+ Cln diy -+ dig
B = , C = , D=
bpi -+ bun Chl " Cnn dp1 - dun
el cc eln fir o fin
FE = , F = ,
€nl " €nn fnl T fnn

e a letra A, é dada por

AU = (ALA% "'aAévAga "'aAqlwA?Lv vAn) ’

n
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ou seja, a matriz

¢é positiva semi-definida. Notemos que

epqg = R12pg = —Ri2gp = —€gp e Jra = Raapg = —Raagp = — fop,
ou seja, ET = —F e FT' = —F. Com isso vemos que a matriz L é simétrica. Definindo a matriz
0 0o I 0
0 0 0 —I
U= ,
-7 0 0 O
0 I 0 0

a conjulgacao de L por U é dada por

0 0 I O B -F -C -D 0 0 -1 0
_1 T 00 —I F B D -C 0o 0 0 I
ULU = ULU" =2
-7 0 0 O -cT D' A -E I 0 0 O
0 I 0 0 -pt' ¢t E A 0 -I 0 0
A E ct DT
) -E A -DT C7T
¢ -D B F
D C -F B
Nesse caso, a propriedade de ser positiva semi-definida nos garante que
B —-F -C -D A E (¢t DT
0<Tr(L(ULU_1)) Loyl £ B D -C -E A -DT c7 Tr (4€;;)
< =—Tr =—>0
16 16 —¢T pT A -E c -D B F 16

-pr —_¢cT E A D C —-F B
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em que as letras gregas &4, ...,&14, 891, ---, 94 denotam as seguintes expressoes:

¢&,=FE—D?>+ AB - C? £y = —BE+ AF

€19 = BE — AF 9o = FE — D?> + AB — C?

¢13=FD+ BCT + FDT — BC €y3=BD+CTF—-BDT + CF
| éuu=—(BD+C"F - BD" +CF) &y = FD+ BCT + FDT — BC

e as letras &31,...,&34, €41, -+, E44 denotam as seguintes expressoes:

€5 =—-DE - ACT — DTE + AC £4=AD+CE - ADT + CTE
£30=—(AD+CE — ADT + CTE) £p=—DE— ACT - DTE+ AC
¢33 = FE — (CT)? = (DT)* + AB €43 = BE — AF

&34 = —BE+ AF 544:FE_(CT)2_(DT)2+AB

Tomando o traco e usando sua linearidade, vemos que

1
0 < J{TrFE-TrD*+TrAB—TrC*+TrFE —TrD* + TrAB — TrC?}
1
+{TrFE - Tr (C7)* = Tr (D7)’ + TrAB + TrFE - Tr (C7)* = Tr (D")” + TrAB}
= TrFE+TrAB—TrC?* — TrD?

n n n n
= Z ajibr; + Z ik Sfrj — Z CjkChj — Z djkdr;

7,k=5 ,k=5 J,k=5 J,k=5
n n
= > apbiy— Y (ejpfin + cikcrj + dikdg)
J,k=5 J,k=5

portanto temos que

n n
Z ajkbrj — Z (ejkfjk + cjkcrj + djkdkj) >0
jok=5 e

e isso demonstra a Afirmacao 10.1.1. O Teorema 10.1 segue diretamente do Principio do Méximo.
Finalizaremos o Capitulo com um resultado que relaciona os cones Cposc € ép 1C,, para uma deter-

minada dimensao:

Proposicao 10.2 Se k = 2, entdo os cones Cpcsc e Cpic, sdo iguais, isto €,

Cpcsc = Cpic,

Demonstragao. Dado R € Cpogc e dados X,Y € A, sejam X’, Y extensoes de X e Y, respectiva-
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mente, para M x R¥ talque)?-)?:)?-?:?~?:(), segue que

0<R(X,Y,X,Y)=R (wk ()?) 1k (V) ()?) T ()?)) — R, ()?1?)?)?) ,
ou seja, R € 6’P]Ck. Para provar a volta é suficiente mostrar que dados Z,W € C" linearmente inde-
pendentes, existem extensoes Z , W em C" x C2 tal que o 2-plano complexo que eles geram ¢é totalmente
isotrépico e

Ky (Z,W) = Ky (Z W.) (10.12)

Para mostrar isso, sejam

Z = 7 4+ ueq + ves
W::W+xel+yeg

tais que geram um plano totalmente isotrépico. Como R? ¢ flat é imediata a igualdade das curvaturas

seccionais na expressao (10.12). Precisamos apenas encontrar u,v,z,y € R tais que Z2-Z2=2W=

W-W =0. Expandindo o produto, vemos que

Z-Z=7-Z+u24+02=0
E-W:Z-thux—l—vyzo
W -W=W W+z2+y2=0

ou em termos matriciais:

u v U T —Z-7Z —Z-W
Ty vy —Z- W -W-Ww

Esta equacao matricial pode ser resolvida, ja que a matriz do lado direito da igualdade pode ser diago-

nalizada pois é simétrica. [



Capitulo 11

O Teorema da Esfera Suave

Uma das questoes sobre a relagdo entre curvatura e topologia é o problema de classificar variedades
riemannianas completas com curvatura seccional constante. Em 1925, Heinz Hopf estudou as propriedades

globais de tais variedades e provou, em sua dissertagao de doutorado, o seguinte:

Teorema 11.1 (de Hopf) Seja M™ uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e com

curvatura seccional, K, constante. Logo,
1. Se K =0, entao M™ é isométrico ao R";
2. Se K >0, entao M"™ é isométrico ao S™;
3. Se K <0, entao M"™ é isométrico ao H".
Agora possuimos todos os ingredientes necessarios para a demonstracdo do Teorema da Esfera Suave:

Teorema 11.2 (Teorema da Esfera Suave) Uma variedade riemanniana compacta, completa e sim-

plesmente conexa de dimensiao n > 4 e com "condigcao 1/4", isto é, cuja curvatura seccional K satisfaz

1
ZKmax < K S Kmaxa

é difeomorfa a um espago esférico.

Observagao 11.1 De fato, vamos demonstrar um resultado mais forte, que qualquer variedade rieman-
niana compacta (M, g) tal que M x R? tem curvatura seccional positiva em subespacos bidimensionais
totalmente isotropicos (isto é, seu tensor de curvatura riemanniana R pertence ao cone Cprc,) é difeo-

morfa a um espago esférico. Isso implica o Teorema da Esfera Suave pelo Coroldrio 9.1.

288
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Demonstragao. Considere (M, gg) uma variedade riemanniana compacta com curvaturas seccionais
complexas estritamente positivas, ou seja, de modo que o tensor de curvatura riemanniana R estd no
interior do cone Cpogc = ap[CQ, para todo p € M (onde a igualdade é devida a Proposigao 10.2).
Seja (M, g (t)) a solugao do fluxo de Ricci em um intervalo maximal [0,7) tal que (M, g (0)) = (M, go)
(lembremos que a existéncia é garantida pelos resultados dos Capitulos 2 e 4). Além disso, notemos
que T < 00, jd que o Principio do Méximo nos dd um limitante inferior na curvatura escalar, o qual se
aproxima de infinito em um tempo finito (demonstramos esse fato na Segao 3.3). Os tensores de curvatura
em (M, go) moram em um conjunto compacto K no interior do cone Cpcgc. Pelos Teoremas 9.1 e 10.1, o
cone Cpogc € um cone preservado pelo fluxo de Ricci, que estd contido no cone das curvaturas seccionais
positivas e contém o cone dos operadores de curvatura nao negativos (Proposigao 9.1). Portanto, pelo
Teorema 8.2 existe uma "familia pingada"de cones C(s), 0 < s < 1 com C(0) = Cpcsc, e pelo Teorema
8.3 existe um conjunto convexo fechado e preservado F' contendo o compacto K, e nimeros p(s) tais
que F'+ p(s)I C C(s), para todo s > 0. Pelo Principio do Médximo para Fibrados Vetoriais (Teorema
3.3), os tensores de curvatura em g (t) moram em F', para todo ¢ € [0,T'), de fato, podemos aplicar esse
principio para os operadores de curvatura, pois sua variagao sob o fluxo de Ricci é dado pela expressao
(1.11), um caso particular da expressao (3.6) que é uma das hipéteses do Teorema 3.3. Agora vamos
fazer o "procedimento blow-up"descrito na Secdo 5.2. Como indicado no Teorema 7.3, pelo teorema de
compacidade do Capitulo 5, junto com a limitagao inferior do raio de injetividade do Capitulo 7 (junto
com as estimativas de regularidade do Capitulo 4) existe um limite (Mso, oo, Oco) de uma sequéncia de
"métricas blow-up"g;(t) := Qig (t; + Q;lt) sobre pontos O; com Q; := |R|(O;,t;) = supysou, 1B — 00
e o limite possui |R|(z,t) < 1, para todo ¢t < 0. Portanto as curvaturas de g; sdo dadas por Q;l vezes a
curvatura de g, e portanto moram no conjunto Q;IF . Em uma vizinhanca de O as métricas pullback
{®79i}icny em que {@;}; .y ¢ a sequéncia de difeomorfismos da convergéncia de Cheeger-Gromov (para
mais detalhes veja a Definigdo 5.4), possuem curvatura escalar limitada longe do zero, logo R (goo) moram
na linha R*I (Esse simbolo quer dizer que a curvatura sé depende do ponto e nao dos campos) pela
condi¢ao (3) do Teorema 8.3. O Lema de Schur (Teorema 7.4) diz que uma variedade diferencidvel de
dimens@o maior ou igual a 3 para a qual R (z) = « (x) I possui « (x) constante, e portanto R é constante.
De fato, se {e;,e;} ¢ uma base ortonormal de um 2-plano qualquer em 7, M, entdo a curvatura seccional

é dada por

K =Ry (ej,ej,eiej) = a(x) I (e, ¢ej, 6, ¢5) =a(x)g" (IdNId(e; Nej),e; Nej) = a(z),
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o Lema de Schur nos dé o que queremos. Portanto (M, goo) ¢ uma variedade riemanniana completa
com curvatura seccional constante positiva, logo é um espago esférico pelo Teorema de Hopf (Teorema
11.2). Como M, é compacto, a convergéncia é no sentido C*°, ao invés de apenas C'™ em subconjuntos

compactos. Em particular, M é difeomorfa a um espaco esférico. m



Apéndice A

Teoria de Fibrados

Separamos este apéndice para descrever os conceitos preliminares necessédrios para o desenvolvimento da
teoria do fluxo de Ricci, bem como resultados que ajudam na demonstragao do Teorema da Esfera Suave.
Vamos partir do pressuposto de que o leitor é conhecedor da teoria de variedades diferencidveis, do Célculo
Diferencial e da Algebra Linear. Comecemos definindo o conceito de fibrado, o alicerce de todo contetido

desenvolvido.

Definicao A.1 (Imersao) Sejam M e N duas variedades diferenciqveis e f : M — N uma aplicagdo

diferencidvel. Entao f € dita ser uma imersao se sua diferencial dfy, : T,M — Ty,)N é injetora.

Definigao A.2 (Submersao) Sejam M e N duas variedades diferencidveis e f : M — N uma aplica¢ao
diferencidvel. Entao f ¢é dita ser uma submersao se sua diferencial df, : T,M — Ty,)N € sobrejetora,

para todo p € M.

Com a definigao de diferencial e de submersao em maos, estamos aptos & definir um conceito extrema-

mente 1til para fazer os cdlculos e desenvolver a teoria:

Definicao A.3 (Fibrado) Sejam F e M duas variedades diferencidveis. Um fibrado sobre M com
fibra F é uma variedade diferencidvel E junto com uma submersdo sobrejetora w: E — M satisfazendo
a sequinte condi¢ao de trivialidade local: Para todo p € M existe um aberto U C M e um difeomorfismo
¢: 71 (U) = U x F (chamada trivializacao local) tal que 7 = 71 0 ¢, onde 71 (z,y) := x é a projecio

na primeira coordenada.

A fibra em p, denotada por E,, ¢ o conjunto 7! (p), que é difeomorfo a F, para cada p. De fato,
como 71 (U) ¢é difeomorfo & U x F, como restri¢do de difeomorfismo também o é, segue que 7~ ({p}) é

difeomorfo a {p} x F', que é difeomorfo a F'.

291
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Embora um fibrado E seja localmente um produto U x F', isso pode nao ser verdade globalmente
(um exemplo disso é¢ o chamado fibrado de Mobius). O espago E é chamado de espago total, M de
espago de base e 7 de projegao. Ocasionalmente nos referimos ao fibrado dizendo: "seja 7 : E — M
um fibrado". Na maioria dos casos os fibrados que consideramos serao "fibrados vetoriais"em que a fibra
F' ¢ um espaco vetorial e as trivializacoes locais induzem uma estrutura linear bem definida em FE, para

cada p:

Definicao A.4 (Fibrado Vetorial) Seja M uma variedade diferencidvel. Um fibrado vetorial suave
(ou simplesmente fibrado vetorial) de dimensdo k sobre M ¢é um fibrado 7 : E — M com fibra R¥,

tal que

i) As fibras E, = 7= ({p}) possuem uma estrutura de espago vetorial de dimensao k;

ii) As trivializagées locais ¢ : 7~ (U) — U x R¥ sdo tais que ma o g, + Ep — R* ¢ um isomorfismo

linear, para cada p € U, onde 72 (x,y) :=y.

Exemplo A.1 (Fibrado Tangente) Seja M uma variedade diferencidvel. Um dos exemplos mais im-

portantes de fibrados vetoriais sobre M é o fibrado tangente T M .

TM := |_| T,M = {(p,v) (ouwvp):veT,M}.
peEM

Assim, podemos definir a aplica¢io 7 : (p,u) € TM — p € M. Notemos que m é sobrejetora, ja que para

todo p € M wale p = m (p,0). Agora vamos analisar a aplicagio

dm(pu) * Ty (TM) — T, M,

p,u)

para algum (u,p) € TM. Dado v, € T,M, seja v : I — M, tal que v(0) = p e v'(0) = v, e defina
A:I —TM, em que \(t) = (’y (t) ,uv(t)), Uy (p) € 0 transporte paralelo de up ao longo de . Temos que

A(0) = (’y (0) ,uy(o)) = (p,u) =up e N (0) = (’y’ (0),D (uy(t)) (O)) = (vp,0) > v,

Por definicao de diferencial, seque que

) () = (70 ) O) = 5 (m (1) w) = V(O = ©) =,
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ou seja, dm,,,) € sobrejetora, para todo (p,u) € TM. Portanto, © é uma submersdo. Além disso, dado
p € M seja (U,p) uma carta em M tal que p € U. Defina a aplica¢io ¢ : U x R* — 7= (U) = TU,
onde ¢ (p, a1, ...,an) = (p, iy ;0;) € TU. Vamos mostrar que ¢ é um difeomorfismo. De fato, se
o (p,a1,...,an) = o (q,B8y, .., B,), entao

(p, > ozz@z) = (q, ZB@-) =p=gq
=1

i=1

n n
Zaiai = Zﬁiai = a; =, para todoi =1,....n
i=1 i=1

onde foi usado a unicidade dos escalares. Ou seja, ¢ é injetora. Dado (p,v) € TU, seque que v =
Yo, vi0;, ou seja, temos que

(p’,v) = ¢(p’ v1, "'avn)a

isto €, ¢ € uma bijecio. Como ¢ e ¢~ ' sdo suaves, temos um difeomorfismo. Note também que

T (O (p, 1,y i) = 1 <<p,Zozl-8¢)> =p=m(p,a1,...,0p).
i=1

Mais ainda, jd vimos que w1 ({p}) = T,M ¢é um espago vetorial de dimensio n. E se nos restringirmos

aTp,M, seque que

(71'2 o ¢|TPM) (a1 ey i) = 7o (p, Zai&) = Zai&- € T,M.
=1

=1
Notemos que
(7T2 ° ¢|TPM> (J (a1, .yom) + k(Br, - Br) = (Wz ° P, M) (Joa + KBy, ... jan + kBy)
= zn: (Jai +kB;)
=1
= jiaiﬁﬁ—kzm&
1=1 =1

= (7T2 ° ¢\TPM) (a1,..,0m) + K (772 o ¢|TpM> (B1s - Bn) -

Se <7r2 o (b‘TpM) (a1, ey ) = <7r2 o (b‘TpM) (B1, s Bp), entao Y1y ;0 = Y1y 3;0; € por unicidade dos
escalares em uma base, seque que (i, ...,c) = (Bq, ..., B,,) . A igualdade das dimensdes e o teorema do

nicleo e da imagem garantem que mwg o ¢|TpM ¢ um isomorfismo entre R™ e T, M.
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Definicao A.5 (Pushforward) Sejam M e N duas variedades diferencidveis e f : M — N uma apli-
cagao suave. A aplica¢do

fs i (p,v) €TM — (f(p),dfpv) € TN

é denominada pushforward de f.
Vamos definir agora uma generalizacao de campos vetoriais em um fibrado qualquer:

Definicao A.6 (Secoes de Fibrados) Uma se¢@o de um fibrado w : E — M é uma aplicagdo suave
X: M — E, tal que mo X = Idpy : M — M, ou seja, (mo X)(p) = p, para todo p € M. Em alguns
momentos usaremos a notagdo X, ao invés de X (p). Denotaremos por I'(E) o conjunto de todas as

secoes suaves de E.

Se E & um fibrado vetorial, entao I' (F) é um espago vetorial real. De fato, sejam as operagoes

(X+Y)(p) : =X +Y(p),

(AX) (p) = AX(p),

para todo X,Y € T'(F) e A € R, onde a soma e a multiplicagdo no lado direito das igualdades é com
relagao a soma e a multiplicacao no espaco vetorial E,. Como E, é espago vetorial real, estas operacoes
tornam I' (F) automaticamente um espago vetorial real.

E comum resolvermos problemas trabalhando apenas com uma base de determinado espaco vetorial.

Isso motiva a seguinte definicao:

Definicao A.7 (Referencial Local) Um referencial local para um fibrado vetorial E de dimensdo k
¢ uma k-upla {&,,...,&,} de segées de E que sao pontualmente L.I’s. em algum aberto U C M, isto é,

{&1,-, &} CT (Ejy) um subconjunto L.1.

Dado um referencial local, toda se¢do « de E (dimensao k) sobre um aberto U C R pode ser escrita
como o = Zle a’¢;, onde {€q, ..., &} € um referencial local em E. De fato, para cada p € U, a (p) € E,,
que é um espago vetorial de dimensao k, com uma base {{; (p),...,&; (p)}, segue que existem escalares

o (p), i =1,...,k tais que
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Como os campos em M, uma secao o € I' (E|U) é suave se e somente se cada componente o' : U C
M — R é suave.
Como C* (M), com as operagoes usuais de soma e multipicagdo de fungoes, é um anel, segue que

I' (F) é um mdédulo sobre C*° (M), a multiplicac@o é definida por

(fX) (p) == f(p)X(p),

para todo f € C*° (M), X € I'(F) e todo p € M. Este resultado sai diretamente do fato de R ser um

corpo e da definicao da operacao acima.

Defini¢ao A.8 (Campos Vetoriais) Seja M uma variedade diferencidvel. As se¢oes suaves de T M

serao chamadas de campos vetoriais (ou simplesmente campos) e o espago vetorial dos campos vetoriais

de M serd denotado por X (M), ou seja, X (M) :=T (T'M).

Subfibrados

H4 subconjuntos de fibrados vetoriais que também sao fibrados. Veremos um exemplo muito importante
desse caso: Os "(2,0)-tensores simétricos", um subconjunto dos "(2,0)-tensores". Comecemos definindo

melhor esse conceito:

Definicao A.9 (Subfibrado) Seja M uma variedade diferencidvel. Para um fibrado vetorial E, um
subfibrado de E ¢ um fibrado vetorial E' sobre M com um homomorfismo injetor de fibrados vetoriais
i: B — FE tal que tgoi = g, onde mg e T sdo as submersoes sobrejetivas de E e E', respectivamente,

em M.

Notemos que i : E/ — E ser um homomorfismo injetor de fibrados vetoriais significa que 4 ¢ injetora e

i (ax + By) = ai(z) + Bi(y),

para todo o, 3 € R, z,y € B, p € M.

Se retirarmos a condicao "vetorial"dos fibrados, entao retirando a condicao "homomorfismo"de i,
temos uma definicdo de subfibrados para fibrados quaisquer.

A ideia essencial de um subfibrado de um fibrado vetorial E é sua visdo como uma familia de subespacos
Ez,) das fibras F), que variam suavemente em p. Contudo, é conveniente distinguir se¢oes de um subfibrado
das secoes do fibrado vetorial maior, e é por isso que utilizamos a definicdo acima. Podemos pensar a

aplicacao 7 como simplesmente a inclusao de E' em E.
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Exemplo A.2 (Fibrado Pull-Back) Seja f: M — N uma imersao suave entre duas variedades difer-

encidveis. A aplica¢do pushforward fy : TM — TN nos permite definir o conjunto

FUTN) = || TN = {(p,w) : w € Ty N},
peEM

e o fibrado
TNy ¢ (p,w) € fF(TN) —pe M.

A aplicacao f induz a aplica¢ao entre fibrados
i:(p,v) € TM — (p,dfp.v) € f*(T'N)
Notemos que se (p,u),(p,v) € TM e a,f € R, entao

i(a(pu)+B(pv) = i(pou+pv)=(p,dfp (ou+pv)) = (p,adfyu+ Bdfyv)
= af(p,dfyu) + B (p, dfy.v)

= ai(p,u) + Bi(p,v).
Além disso, se i (p,u) =1(q,v), entio (p,dfp.u) = (q,dfy.v). Logo p = q e portanto
dfp.u = dfy.v = dfp.v.

Como f ¢é imersao, seque que u = v, ou seja, i é injetora.
Além disso,

(Wf*(TN) ° Z) (2% 1)) = Tf*(TN) (1% dfp-U) =p=TTM (p, ”) .

Portanto © nos permite ver TM como um subfibrado de f* (T'N) sobre M.

Fibrados Referenciais

Denotamos por GL (k) o grupo das matrizes k X k que sdo inversiveis.

Para um fibrado vetorial 7 : £ — M de dimensao k, existe um fibrado associado sobre M com fibra
GL (k), chamado de fibrado referencial linear generalizado. Esse fibrado ¢ denotado por F (E). A
fibra F'(E), sobre x € M consiste de todos os isomorfismos lineares Y, : R*¥ — E,, ou equivalentemente,

o conjunto de todas as bases ordenadas para E, (identificando a aplicagdo Y com a base {Y1,..., Yi},
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onde Y; = Y(e;), i = 1,...,k). O grupo GL(k) age em cada fibra pela composi¢do, ou seja, para cada

ponto x € M fixado temos

(AY)eGL(k)x F(E), —Y*=Y oA :RF - E,.

T

Note que Y* € F (E) »» Pois composicao de isomorfismos ainda o é. Notemos que uma trivializacao local
¢:7 1 (U) — UxRF (U C M é&um subconjunto aberto) para F, junto com uma carta local 1 : U — R"

para M, produz uma carta para E compativel com a estrutura de fibrado: De fato, temos

(z,0) €771 (U) = 6 (2,0) = (z,m2 (¢ (2,0))) = (1 (2) , 12 (¢ (x,v))) € R" x R,

isso nos d4 uma carta em E. Além disso, toda carta em FE dessa forma também induz uma carta em

F (E) dando a ela uma estrutura de variedade de dimensdo n + k2 : De fato, temos
(,Y)— (n(x),m20¢,0Y,) e R" x GL (k) C Rn+k2,
onde ¢, () := ¢ (z,-). Notemos que se

(77 ($1) , 20 ¢x1 o YZ‘1) = (77 ($2) , T2 0 ¢502 © Yl‘z) )

como 7 ¢ injetora vemos que x1 = x2. Segue que Y, Y, € F(E);,, mas em cada fibra my0¢,, = m20¢,,
é injetora, mais que isso € uma composicao de homeomorfismos locais, e portanto uma carta.

Além disso, definamos IT : F'(E) — M, sendo que II(F'(E),) = {z}, v € M. Como 7 é sobrejetora,
dado z € M, existe E, C E tal que 7 (E;) = {z}. Como F ¢ um fibrado vetorial existe pelo menos
um isomorfismo Y : R¥ — E,, e portanto II"*({z}) # 0, ou seja, II é sobrejetora. Dado Y € F (E) e
v € TyM, seja a curva suave 7y : I — M em que v (0) =p e v/ (0) = v. Defina a curva §: I — F (E) em
que B (t) = (7 (t) ,Yv(t)) . Segue que

(ITo B)' (0) =+ (0) = v,

isto ¢, II é uma submersao sobrejetiva. Portanto vemos que F (F) é, de fato, um fibrado vetorial sobre

M.



298

Tensores: Definicao e Isomorfismos

Dado um espago vetorial V| denotamos por V* = {f : V — R : f & linear} o espaco dual de V.

Definicao A.10 (Tensor Covariante e Contravariante) Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita.
Um k-tensor covariante em V é uma aplicacio multilinear F : V¥ — R. Similarmente, wm I-tensor
contravariante é uma aplicacio multilinear F - (V*)! — R. Um tensor misto do tipo (’;) ou (k,1) é
uma aplicacao multilinear

F:(V)'xVFk R

Vamos denotar o espago de todos os k-tensores covariantes em V por T (V). O espago dos I-tensores
contravariantes em V serd denotado por T; (V). Mais ainda, o espago dos (k,l)-tensores mistos em V

serd denotado por T} (V).

Definimos o conjunto End (V') como o conjunto de todas as transformagoes lineares de V em V.

O seguinte isomorfismo é frequentemente 1til:

Lema A.1 Seja V um espago vetorial sobre K de dimensdo finita. O espago T;1 (V) é canonicamente

isomorfo a End (V), onde o isomorfismo ® : End (V) — T (V) é dado por
O(A): (w,X)eV*xV -w(A(X)) €R,

para todo A € End (V).

Demonstragio. Vamos mostrar primeiramente que ® (4) € 7 (V). Temos que

® (A) (fiwr + fowz, 1 X1 + g2 X2) = (fiwr + fows) (A (91 X1 + g2X2))
= fiw1 (A (g1 X1 + g2X2)) + fows (A (91 X1 + g2X2))
= fiwr (1A (X1) + 924 (X2)) + fawz (914 (X1) + 924 (X2))
= figwr (A(X1)) + f1g201 (A (X2))
+fag1w2 (A (X1)) + fagows (A (X2))
= f191® (A) (w1, X1) + f192® (A) (w1, X2)

+f291® (A) (w2, X1) + foga® (A) (w2, X2) ,

para todo f1, f2,91,92 €K, wi,wa € Ve X1, Xp € V.
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Dados A, B € End (V) e a, B € R, segue que

@ (@A +BB) (@, X) = w((ad+BB) (X)) =w(aA(X)+ BB (X)) = aw (A (X)) + fw (B (X))

= a®(4) (w,X) + 2 (B) (w, X),

para todo (w,X) € V* x V, ou seja, ® (ad+ 5B) = a® (A) + P (B). Além disso, se ¢ (4) = ¢ (B),
seja B ={v1,...,v,} uma base qualquer de V' e suponha que A seja a matriz de A na base B e B seja a

matriz de B na base B, e seja B* = {v],...,v}} a base dual de V* sobre B, segue que
@ (A) (vj,v5) = (B) (v7,v5),
mas temos que
A = (vj (Avj)) = (2 (A) (v}, v5)) = (2 (B) (v, v5)) = (vj (Bvj)) =B,

como as matrizes com relacao & mesma base B sao iguais, concluimos que A = B. Logo temos a injetividade
de ®.

Segue de dlgebra linear que
dim 73! (V) = dim V x dim V* = (dim V)? = dim End (V).

Portanto, pelo teorema do niicleo e da imagem, segue que ® é um isomorfismo. [
Seja V um espaco vetorial e V* seu respectivo espago dual. Denotamos o espaco das transformagoes
multilineares de (V*)! x V¥ em V por Mult ((V*)l x VF, V)

Uma generalizagao dessa identificagao é expressada como segue:

Lema A.2 Seja V um espaco vetorial sobre K de dimensdo finita. O espago ’ZZ“H (V') é canonicamente
isomorfo ao espago Mult ((V*)l X Vk,V>, onde o isomorfismo ® : Mult ((V*)l X Vk,V> — ’]EL (V) é
dado por

D (A): (wo,wl, ...,wl,Xl, ...,Xk) € (V*)lJrl x VE i 0 (A (wl,...,wl,Xl, ...,Xk>) € R,

onde Mult ((V*)l x VF, V) ¢ o espaco das transformagoes multilineares de (V*)l xVE emV.
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Demonstragao. Dados A, B € Mult ((V*)l x VF, V) e a, B € R, segue que

® (A + pB) (wo,wl, o wh Xy, ...,Xk> = W ((aA +BB) (wl,...,wl,Xl, ...,Xk))
(wl, ...,wl,Xl,...,Xk) + 6B (wl, ...,wl,Xl,...,Xk))

(wl, ...7wl,X1, ...,Xk>)

para todo (wo,wl,...,wl,Xl,...,Xk) S (V*)lJrl x V¥ ou seja, ® (aA+ BB) = a® (A) + B® (B). Além

disso, suponhamos que ® (A) = ® (B), seja

n n
B = 0,...,v],..,0):i=1,.,n Ul (0,...,v5,...,0): i =1,..,n
— —
delan i=1 de n+1 a 2n i=1
n
U...U< (0,...,v7,...,0): i=1,..,n
de (I-1)n+1 anl i=1
U 0,...,vi,...,0) :i=1,..,npU..U 0,...,vi,...,0) :i=1,.,n
— —
de nl+1 a nl+n=n(l+1) de n(l+k—1)+1 a n(l+k)

= {(pl,---,@n(Hk)}

uma base de (V*)! x V¥ tal que {vf}!_, € base dual de {v;};_; e suponha que A seja a matriz de A na

base B e B seja a matriz de B na base B, segue que
©(A) (v],¢;) = (B) (v, ;) »
mas, pela definicdo de ®, temos que
A=(®(4) (vf,95)) = (2(B) (v}, ¢))) = B,
logo temos a injetividade de ®. Segue da teoria de Algebra Linear que

dim 7%, (V) =(+ 1) dimV* + kdimV =+ )n+kn=n(l+k+1).
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Por outro lado,
dim Mult ((V*)l x VE, V) = dim (V*)' x dim V* x dimV = nl +nk +n=n(+k+1).
Portanto, pelo teorema do nicleo e da imagem, segue que ® é um isomorfismo. [

Produto de Tensores

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita.H4 um produto natural nos espagos dos tensores em V:

Definigdo A.11 (Produto Tensorial) Dados F € T* (V) e G € T} (V), definimos o produto tenso-

. k
rial F @ G € 7E+Zp (V) por

(F®G) (wl, WX Xk+p) — F (wl, b X, Xk> G (d“, e W Xt Xk+p) ,

para todo (w',...,w'™, Xy, ..., Xp4p) € (V¥ 5 yhtp,

A multilinearidade de F' ® G decorre diretamente da multilinearidade de F' e G.

Mais ainda, se {ey, ..., e, } € uma base de V' e {e7, ..., e}, } sua correspondente base dual, entao o conjunto
« . . .
A= {ejl ® ... @ €5 @ €] e @ €, 1 Jy ey JUy U1y ey 1k = 1y n}

¢ base para 7,* (V), onde
ej ®..0ej Qe ... ®ej, (€f, i €hs€ryyner,) =€) (ex)) ..ej, (e:l) er, (er) ...ef (er,)
= e, (ej1) -5, (ej,) €f, (er)) ...€7, (er,)
= 5;115;;53}15312

De fato, basta mostrar que A é um conjunto linearmente independente (L.L.), ji que A possui n!**

elementos, que é a dimensdo de 7% (V). Se

n
* *
E Qo eofisit,esin €1 @ - @ €, @ €. @ € =0,

JLyeeesJls015eesip=1

*

. ! .
ao aplicarmos esse tensor soma no ponto <ej1, . e;fl, ity ey eik> e (V*) x Vk seguird que

n

e . . . . . . * * * * . . e . . . .
0= E : Qjytyit i €1 @ - D €5, @ €5 & €y (ejla ey €5 Gy ey elk) = Oy, ik (A-l)
j17"'7jl7i19"'7ik:1
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€ COMO J1,.eey JI, 11, -y i € {1,...,n} slo arbitrérios segue o resultado.

Portanto, todo tensor F' € 7}’“ (V') pode ser escrito , com respeito a esta base, por

n
— J1---1 A , * *
= E F i i€ ® Q€ Qe ... €,

Jlseees U581 50yt =1

onde introduzimos a seguinte notagao pela expressao (A.1):

J1---1 — * x ‘
F 21...0k T F (ej17 “'7ejl7ellﬂ ""ezk) .

Contragao Tensorial

Uma contragao tensorial é uma operagdo em um ou mais tensores que surge das relagoes naturais de
um espaco vetorial de dimensao finita com seu dual.
Intuitivamente, hd uma noc¢ao natural do "tragco de uma matriz"A = <A;) € Mpxn (R), em que

My xn (R) é o conjunto das matrizes n X n com entradas reais. Essa nogao é dada por
n
Tr(A):=) A
i=1

O trago é uma aplicagdo R-linear e comutativa no sentido de que Tr(AB) = Tr(BA). De fato, se

A= <A;> € Myxn (R), B = (B;) € Myxn (R) e se a, 5 € R, entao

Tr(aA+8B) = Tr(a(A)+B(B)) =1Tr ((adl) + (8BL)) = Tr ((adl + BBY))

n

= D (adi+BB)=a) Ai+5) B
=1 =1 i=1
= olr(A)+pTr(B).

Além disso, se

ailr -+ Gin bir -+ bin

an1 - GOnpn bp1 -+ bun
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Entao a multiplicacao dessas matrizes resulta em

C11 +++ Cln
AB =

Cnl *°* Cnn

em que as entradas de AB possuem a seguinte expressao:

n
Cij = Y Gikbrj.
k=1

Os elementos da diagonal de AB sao dados por

n
Cii = aigbp;.
k=1

Por outro lado, se fizermos a multiplicagdo invertida, obteremos a matriz

din - din
BA =

dnl to dnn

em que os novos coeficientes sdo dados pela seguinte expressao:

n
di]’ = Zbikak]‘.
k=1

Os elementos da diagonal sao os que possuem os dois indices iguais, ou seja,

n
di; = E bikar; = ci;-
k=1

Portanto,

Tr (AB) = i Ci; = Zn:du =Tr (BA) .
i=1 =1

Segue disso um coroldrio muito ttil em nossos estudos:

Coroldrio A.1 (Trago é invariante) O traco de uma matriz é invariante por conjugagao.

Demonstragio. De fato, dado B € M,x, (R) e P € My, (R) inversivel defina A = PBP~! ¢
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M, «n (R). Calculando o trago de A, obtemos a seguinte igualdade:
Tr(A)=Tr (PBP™')=Tr (BP'P) =Tr(B).

]
Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Com esse coroldrio, fica bem definido o trago de uma

transformacao linear 7 : V — V por
Tr(T):=Tr(A),

em que A é a matriz de 1" em uma base qualquer.

Mais ainda, segue do Lema A.1 que o trago pode agir em tensores também.

Naturalmente, definimos a contragdo de F € 7' (V) como o tragco de @1 (F) € End(V), onde
® : End(V) — Tt (V) é o isomorfismo do Lema A.1. Fixada uma base B = {e1, ...,e, } de V, considere o

endomorfismo de V' dado pela matriz (F (e}, e;)). Entao

O ((F(eire5) (w, X) = w((F(ef, ) X) =w ((F (ez‘,ej))Zxkek> =Y mw ((F (€], ¢5) ex)
k=1 k=1
= > mpw (F(ef,ex), ... F (€], ex))
k=1

n
= Z kale7 (F (eivek),"wF(e'Zaek))
k=1

n
= Z zpw' F (e, ex)

k=1

n
= Z F (ef,er) e @ e (w, X)
k=1
= F(wX),

para todo (w,X) € V* x V, ou seja, (F (e},¢ej)) ¢ a matriz de 1 (F). Portanto temos a aplicagao
Tr: T} (V) — R, onde

Tr(F)=> F(e,e)=)» Fi.
] i=1

Usando essa defini¢cao, podemos generalizi-la da seguinte maneira: Definimos a aplicagao T'r : ’Tlfﬁl (V) —
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7 (V) por
Tr (F) <w1, b X, Xk> = Tr (F (wl, b X0, e, X )) .

Em componentes, isso é equivalente ao seguinte:

Tr (F)jl"'jl =Tr(F) (e* e, €y, ...,eik) =Tr (F (e* ey €55 Ciyy ey G ))

g1 Eg J1

n

_ * * %k . .

= g F(ejl,...,ejl,em,e“,...,6lk,em)
m=1

n

_ §’ JieJrkm

= F i1eiym”
m=1

i1

Dados a, 8 € R, se N; := F (wl,...,wj, cnwh L X X, -), entao

Tr(F) (wl, e aw’ + B Wl X, ...,Xk) = Tr (F (wl, o’ + Bt Wl X X, ))
= Tr(aN; + BN;)
= oTr (N;)+ BTr (N;)
= olr(F) (wl,...,wi,...,wl,Xl,...,Xk>

+5Tr (F) (wl, cnwl Wb X, ...,Xk) ,

onde foi usado a multilinearidade de F' na segunda igualdade. E de modo andlogo, se L; ¢ definido pelo
seguinte:

Lj=F (wl, b X s X X ) ,

entao temos que

Tr (F) (wl,...,wl,Xl,...,aXi+BXj,...,Xk) - Tr(F(wl,...,wl,-,Xl,...,aXi+5Xj,...,Xk,-)>
= Tr(al; + BLj)
= odr (L) + BTr(Lj)
— oTr(F) <w1,...,wl,X1,...,XZ-,...,Xk>

+5Tr (F) (wl, owh X, D, ¢ T Xk> ,

onde foi usado a multilinearidade F na segunda igualdade. Ou seja, realmente Tr (F) € T,F (V).
Notemos que o par de componentes que escolhemos para calcular o trago foram: o iltimo da parte

de contravariante e o tultimo da parte covariante. Mas isso nao é uma regra, ou seja, ha varios tipos de
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tracos, por exemplo:

Exemplo A.3 Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita e F':= 370"\ | F; J}ce;‘ ®ej@er € T2 (V).

)

Logo temos 0s segquintes tracos possiveis:

Trip (F) (ex) :=Tr (F (- ) = 25
Tras (F) (ex) = Tr (F (e, 7)) = 2y By,

O "T'r13"ndo estd definido, pois F (-, €},-) ndo estd em T (V).
Além disso, podemos ter o seguinte caso:

Exemplo A.4 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e F := )" i d=1 Fi; ki e ® e Rer e €
T2 (V). Podemos tomar o trago na 1° e na 8* coordenadas (T3 (F) € T (M)) e depois o trago na 2

e na 4% coordenadas, ou seja:

n

Trog (Tri3 (F)) = Y (Tris(F ZTTB ZTT »€irs )

=1

= Z ZF ej,el,e], Z)

i=1 \j=1

n

= Z F(e],ez,ej,el)

i.j=1

n ..
= > FyY

i.j=1

Finalmente, uma das aplicagoes mais importantes surge quando F' = w ® X € Tll (V), para algum

(w, X) € V* x V fixado. Nesse caso,

TrweX) = Z(w@X)(ez, l):Zw(ei)X(e;‘):Z Zwa ; <ZXkek>

por outro lado,
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ou seja, vemos que ITr (w ® X) = w (X), para todo (w, X) € V* x V.
Essa ideia pode ser estendida como segue: Se F' € ’Z}k (V) com (wl, cnwh X1,
fixado, entao

FRW®.0weX®..0X,e T2 V).

Portanto, se utilizarmos a seguinte notacgao:

Xi) € (V) x vk

(e(jhjl) ’ ),w“vl),X(Lk)) =€, ®..0¢;,Q€;,®.0€¢, QW ®..0w X ®..® X,

2 € (i,
a contracao desse tensor sobre todos os indices nos d&

Tr<F®w1®...®wl®X1®...®Xk)

n
_ J1---J1 . ) * * 1 l
= Tr E F i1 €1 @ Qe Ve ..Q€ QW @...0w X
J1yeesJ158 50yl =1
n

®...®Xk

- R s (ejl ®.Qe Re)..Q€¢, Ow ®..0wW RXI®..® Xk>

JLseensJUsT1 50yt =1
n

— Z Fjl.ujlilu_ikTlel("'(T,rjll(TT’ill+1("'<TTikl+k <e(j1,jz)’ez<i1,ik)’w(17

JlseensJUs01 50yt =1

n n
. . uy...up
_ E : J1---i } : L oF (1,0
- F 210k (e(]lvjl)’ e(ihik)’ w ’ X(lvk) v
J1seesJi1 505t =1 UL 5oy UL, VT 5o, VE =1
& i Ji
_ J1---J1 1\J1 l
= S @) (W) (X e (X,
J1seeosJi1 50yt =1
Por outro lado,
n . n . n
1 l 1\J1 1\Jt _*
F(w sy W ,Xl,...,Xk> = F E (w ) IR E (w ) el E (X1);, €iyseees
Jj1=1 Ji=1 i1=1

l>,X(ly,€)) )

v1...V

VUL U

n

Z (Xk)zk €iy,

ir=1

= Y (@) (@) (X0, e (X, F (€ oo €€y sy

G1egiiyip=1

Ji--Jit1. g =1

ou seja, vemos que

Tr (F W .0 OX®...0 Xk> —F <w1, b X, Xk) :
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onde o trago é feito sobre todos os indices.

Fibrados Tensoriais e Campos Tensoriais

Para uma variedade diferencidvel M, podemos aplicar a construcao da se¢ao anterior em 7;,M, para cada
p € M. Nesse caso, um (k,l)-tensor em p € M & um elemento de 7;* (T,M). Definimos o fibrado

tensorial dos (k,!)-tensores em M por
72'“ (M) = |_| T/“ (Tp,M) = |_| o (T;M) ®' ,M,
peEM peM

em que
& (T M)@'T,M = {(p,wl 0. 0wX1® .. @XQ LW € TIM, X; € T,M,i=1,. ke j= 1,...,1} :

Se nao houver ambiguidade, denotaremos (p,cu1 R.9wrRX1®..® Xl) simplesmente por w! ® ... ®
FoXi®.. X

Em particular,
7' (M) = | | & (TyM) @' T,M = | | T,M =TM,
pEM peEM

(M) = | | @ (TpM) @ T,M = | | (I; M) =T M.
pEM peEM

Um subfibrado muito importante de 72 (M) é Sym? (M), o espago dos (2, 0)-tensores simétricos em M.
O elemento central do fluxo de Ricci pertence a esse espaco: estamos falando do tensor de curvatura de

Ricci, que detalharemos mais adiante.

Defini¢ao A.12 (Campo Tensorial) Seja M uma variedade diferenciavel. Um (k,l)-campo tensor-

zal em M ¢é um elemento de

r (%" on) =1 | | & (M) &' 1M
peEM

As vezes utilizamos a notagdo JF (M) =T (T}* (M)).
Para verificar que '];k (M) é um fibrado vetorial, seja

7:(p,F) e TF (M) —pe M.
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Seja (U, ¢) uma carta em M, entdo todo tensor F € T;¥ (M) pode ser expressado como

n
F= Z Fjlmjlil...ikaji ®..®0), ®dr" @ ... ® dz't,

J1yesJ1581 50 i =1

onde 0; (q) := dcp;(lq).ei e dxfo(q).ei = 0} (¢), para todo ¢ € U, i = 1,...,n e as funcoes F-dn S
C>* (U,R).

A trivializagdo local ¢ ¢ : 71 (U) — U x R ¢ dada por

i1

6 (0, ) i= (@ F o FP0 e Y

De fato, primeiramente dado p € M, seja 0, € ’Z;k (T, M) & o tensor nulo, entao 7 (0,) = p, ou seja,
é sobrejetora. Além disso, dado T € ’ng (M), p e M ev e T,M, seja uma curva suave v : I — M
em que 7(0) = pe 7 (0) = v. Defina o : I — TF(M) em que o(t) = (v (t), Ty)) - Segue que
o (0) = (v(0),Ty0)) = (p,T}) - Segue disso que

d d

arr (' 0) = o) =F  1(B=70)=v

ou seja, dmr é sobrejetora, para todo T' € ’sz (M). Isto é, m & uma submersao sobrejetora.

11...0k

Além disso, dado (p, Qlren ) e U x R”Hl, seja (U, ¢) carta em M tal que p € U. Defina o tensor

n
F, := Z ajl"'jlilmikajl ®..®0; ®@dr"...@ds"™ € m1(U),

J1yesJ1st1 50yt =1

segue por construgao que

<p, Fjlmjzilmik) — (p’ Gjl...jlilmik> ,

por unicidade dos coeficientes de uma combinagao linear, vemos que F = G, portanto ¢ é uma bijecao.

Por ser um produto de projegoes, vemos que ¢ é diferencidvel. Mais ainda, como

n
o1 (p, ot 11%) = Z ajl“'”ilmikajl ®...® 05, @dz"... @ dz" € a ! (U)
150 J15815ee eyt =1
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é diferencidvel, temos que ¢ é um difeomorfismo. Por fim, notemos que

(6 (F) = m (0 F 0 ) =p =7 (F),
para todo F € T,F (T,M) C T;¥ (M) . Portanto 7,* (M) ¢ um fibrado.

Fibrados Duais

Se E & um fibrado vetorial de dimensao k sobre M, entao definimos o fibrado dual de E, denotado por

E*, cujas fibras sao os espagos vetoriais duais das fibras de FE, isto é,

B = |_| (Ep)* ={(pw):we (EP)*v peM}.
peEM

Se {fi}le ¢ um referencial local para E em um aberto U C M, entao a aplicagao ¢ : ng (U) - U x R*

definida por
(psw) = (p,w (&1 (P)) -y w (& (P))

é uma trivializagio de E* sobre U: De fato, dado (p, 21, ..., x1) € U x R¥, defina w € Ey, onde w (&;(p)) :=

z; (como w é um funcional, basta defini-lo na base). Segue disso que

¢(p,w) = (p,w (51 (p>) y ey W (gk (p))) = (pvmla 7"1716) )

ou seja, ¢ é sobrejetora. Além disso, se ¢ (p1,w1) = ¢ (p2,w2), entdo

(p1,w1 (&1 (P1)) 5y w1 (€k (1)) = (P2, w2 (&1 (P2)) 5 -y w2 (§k (P2))) 5

j4 vemos que p; = py = P, Ou seja, wi e wo possuem o mesmo dominio. Mais ainda, como wq (§j (p)) =
w1 (fj (p)), Jj=1,...,k, isto é, w1 = wy em uma base de E,, logo sdo iguais. Além disso, ¢ ¢ diferencidvel,

pois é produto de fungoes diferencidveis. Além disso, temos que sua inversa
k
¢ (pywy e r) €U X RV 1 (p,Zm;‘) enpe (U),
i=1

¢ um produto de fungoes diferencidveis, portanto também é diferencidavel. Ou seja, ¢ é um difeomorfismo.

Mais ainda,

(m109) (pyw) =71 ((p,w (§1 (P)) -y w (€ (P)))) =0 = T~ (p,w)
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para todo (p,w) € 75! (U).

Por fim, vamos mostrar que a aplicagdo mg+ : (p,w) € E* +— p € M, onde w € E; C E*, ¢ uma
submersao sobrejetiva. De fato, dado p € M, tome 0, : £/, — R a transformacao linear nula. Segue que
wp+ (0p) = p, ou seja, mp+ é sobrejetora. Mais ainda, dado w : E,, — R, w € E* e dado um vetor v € T,M,
seja o : I — M uma curva suave tal que a(0) = p e o/ (0) = v. Podemos definir localmente a curva
t— (a(t) ,Wa(t)) € E*, temos que (o (0),w) = (p,w). Mais ainda, 7= (a (t),wa)) = @ (t), ou seja,

d

b=t e (0 ).

sendo assim, vemos que d (7g+), : TLE* — T pe(w)E™ € sobrejetora, portanto g+ é uma submersao
sobrejetora, e assim, E* também é um fibrado (vetorial).

Se {fi}le é um referencial local para E, entao o referencial local correspondente para E* é {&; }le.

Produto Tensorial de Fibrados

Se Ei, ..., B}, sdo fibrados vetoriais sobre M, entao

E1®®Ek= |_| <E1>p®®(Ek)p
peEM

¢ um fibrado vetorial também. De fato, se 7’ : E; — M sao as submersoes sobrejetivas, de E;, i = 1, ..., k,

Entao defina

I:(p,1®..Q0u) EF1®.QFE,—peM

A sobrejetividade de II sai da sobrejetividade de 7!. Seja
Hl V1 Q... QU €E1®...®Ekn—>v1 e Fi.

Notemos que IT = 7! o II'. Mais ainda, dado 1 ® ... ® v € F1 ® ... ® E}, e um vetor v € T,M, vamos

definir a curva

t—alt)@u®..0u, € B1®...Q Ej
segue disso que Il (a (t) ® v2 ® ... ® vg) = « (t), ou seja,

d

$|t:01'[ (a(t) @V ®...Qu) =a (0)=v
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portanto vemos que II é uma submersao. Como a diferencial da composta é a composta das diferenciais,
segue que composi¢do de submersoes também o é. Isto é, Il é uma submersdo sobrejetiva. Além disso,
se ¢! (7Ti)_l (U) — U x RJi sdo as trivializacoes locais de Ej, i = 1, ..., k, definamos ¥ : (II)"* (U) —

U x Rt +7% onde

v (pavl ®X..® Uk) = (paﬂ-Q o ¢1 (pa Ul) oy TE41 © ¢k (pa Uk)) :

Como todos os v}s estdo em fibras cujo ponto base ¢ o mesmo e como ¢' sdo difeomorfismo, segue que ¥

também o é. Mais ainda,

m1oV (v ®...®v) =T (p,ﬂloéf)l (U1)7--~,7T10¢k(vk:)) =p=1(p,n1 ®...0 ),

para todo v1 ® ... @ v € (E1), ® ... ® (E}), C E1 ® ... ® Eg. Logo, produto tensorial de fibrados também
o é.

Se U C M é um aberto, e {5{ 1< < nj} ¢ um referencial local para F; sobre U, j =1, ..., k, entao
{5111@'“@521 Pl <5 < ny, 1§j§kz}

forma, por construgao, um referencial local para F1 ® ... ® F.

Temos os seguintes isomorfismos:
Proposicao A.1 Ef ® B} ~ (F1 ® Ey)".

Demonstragao. Dado (p,w; ® wa) € Ef ® E3, definamos 7,,,,, € ((El)p ® (Eg)p> , onde

Nwiws (5@1 ® 5?) = w1 Q@ ws (511 ® 5?) = w1 (511) w2 (gf) )

em que {Ef 1< < nj} ¢ um referencial local para E; sobre U > p, j = 1,2. Notemos que se 7, ,, =
Mg, €NLA0O

w1 ®ws (§ ©E) =wsQws (§ ®ET),
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a igualdade de tensores na base garante que wi ® ws = w3 ® wy. Além disso,

Nownws+fuwsws (61 @ EF) (aw1 ® wy + Bws @ ws) (§ © &5)

= aw; @ws (& ®f§) + Bwz @ wy (&} ®£§)

= Wy, (6 R E) + By, (&5 ©E7),
por fim,
dim F} ® Fj = dim £} dim E3 = dim F; dim F3 = dim F; ® Ey = dim (E; ® Fa)*
Segue do teorema do micleo e da imagem que Ff @ B ~ (Ey ® Es)*. ]
Proposicao A.2 (E; ® E2) ® B3 ~ F1 ® (B2 ® Es).
Demonstragao. Basta notar que
(11 ®v2) ®v3) € (B1 ® Ea) ® B3+ (v1 ® (12 ®v3)) € B ® (F2 @ E3)

nos dd um isomorfismo trivial. ]

Um Teste para Tensorialidade

Seja E1, ..., By, fibrados vetoriais sobre uma variedade M. Dado um campo tensorial F' € I' (B ® ... ® EJ)

e segoes X; € I' (E;), a fungdo em um aberto U C M definida por
F(X1,..,X3) :p€U s F, (Xl‘p, ...,X,%) €R,

é suave. Logo ela induz a aplicagdo F : ' (Ey) X ... x I'(E)) — C* (M). Pode ser facilmente verificado

que esta aplica¢ao é multilinear sobre C* (M), no seguinte sentido:
F(fiXu, oo fiXe) = fr S (X, Xp),
para todo f; € C* (M) e X; € I' (E;), i = 1, ..., k. Notemos que existe (wr,...,wy) € E} X ... x E}, tal que

F=w®..0w.
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De fato, temos que

Ei®..oE=|]|(E),®.. o),
peEM

Como F' é um campo tensorial, segue que F(p) = w1 (p) ® ... @ wg (p), em que w; (p) € (E;")p. Como a
aplicagao

T 01 ®.. ¢, €Ef®...0 Ef — ¢; € E}

é suave e w; (p) = (7T'Z® ) F) (p), variando p € M obtemos uma aplicagao suave w; : M — R, para todo
1=1,...,n

Segue disso que

F(fiX1,0 fiXp) = w1@...@wi (X1, iXi) = w1 (1X1) wr (feXk) = frwr (X1) .. fowr (Xg)
= fl...fkwl (Xl) LW (Xk) = flfk (w1 ®...Q wk) (Xl, cey Xk)

= flko (Xl, (T Xk) .

A volta também é verdadeira:

Proposicao A.3 (Teste do Tensor) Para fibrados vetoriais En, ..., Ey sobre M, a aplicagdo
F:T(E) x..xI'(Ey) — C>®(M)

¢ um campo tensorial, isto é, F € I' (B} ® ... ® E}) se, e somente se F' é multilinear sobre C*° (M).

Demonstragao. Vamos mostrar apenas a volta, pois a ida foi discutida acima. Suponhamos que
F & multilinear sobre C* (M). Para mostrar que F' é um campo tensorial, por defini¢do, basta mostrar
que F (X1, ..., Xk) (p) s6 dependa dos valores dos campos X; € I' (E;) em p € M. De fato, suponha que
X, = 2?1:1 aijfij7 em que {{ij }::1 é base de FE;. Segue que

n

F(Xy,..Xp)(p) = F 5 Sy aR = DD dvd*F (&, .8, | ()

]k:]' jlv"':jk:l
n
JiyeeJe=1
Como a expressao final s6 depende das coordenadas das se¢des em p, temos o resultado. [

Pelo Lema A.2 também temos o seguinte resultado:
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Proposicao A.4 (Teste do Tensor que Cai em Fibrados) Para fibrados vetoriais Ey, En, ..., By, so-
bre M, a aplicagio F : T' (Eq)x...xI' (E) — I' (Eg) é um campo tensorial, isto é, F € T' (E} ® ... ® E} @ Ep)

se, e somente se F' é multilinear sobre C*° (M) .

Demonstragao. A demonstragdo é direta do teste do tensor e do isomorfismo mostrado no Lema
A2. ]

Esta proposicao nos permite interpretar os elementos de I' (Ef ® ... ® E} ® Ep) como uma aplicacao
que age em F] ® ... ® Fj com valores em Ej.

A importancia das duas ltimas proposigoes é que elas nos permitem trabalhar com tensores sem se
referir aos atributos pontuais. Por exemplo, a métrica ¢ em M pode ser considerada como um produto
pontual g, : T,M x T,M — R que depende suavemente do ponto base. Pela nossa identificagao, podemos

pensar neste tensor como uma aplicagao
g:X(M)xX(M)—C>®(M).
Portanto, se X,Y e Z s@o campos vetoriais, segue que g (X,Y) e Z(g(X,Y)) € C>®(M).

Tensores Métricos

Um produto interno em um espago vetorial permite definir comprimentos de vetores e &ngulos entre eles.

Meétricas riemannianas trazem essa estrutura para o espago tangente de uma variedade.

z

Definicao A.13 (Métrica Riemanniana) Uma métrica riemanniana g em uma variedade M é
um (2,0)-campo tensorial suave simétrico positivo definido, isto é, g € T’ (Symz(M)) e gp € um produto
interno, para todo p € M. Mais ainda, uma variedade M munida com uma métrica riemanniana g é

chamada variedade riemanniana (M, g).

Se ndo houver ambiguidade para a métrica, podemos denotar uma variedade riemanniana (M, g)
simplesmente por M.
Dado p € M, seja (U, ) uma carta em M tal que p € U. Dadosv = Y 1 v'; (p) e w = 2?21 w’9; (p)

vetores de T}, M, segue que

n n n

gp (v, w) = gp [ D 00 (p), ) w'd;(p) | = D v'wlg, (i (p).0; (p)

i=1 j=1 i,j=1
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= S 0 (0 0) 0 () i () e ()
1,j=1

= Z gp (O (p)) dz’ ® da? (v, w)
i,j=1

= Z i (p) da’ @ dz? (v,w),
i,j=1

ou seja,

gp = Z 9ij (p p)de’ @ da.
,j=1

Contragoes Métricas

Se uma meétrica riemanniana g é nao degenerada, hd um isomorfismo canonico que depende de g, T'M ~

T*M. De fato, defina:

n n
w:Zwid:ci (p)eT;MCT*MHw#: Zgijwj Zw ) e T,M (A.3)
' =1
n .
X=> X0;(p)eT,MCTM— X’ = Z gij X dat (p ZX da' (p) € Ty M. (A.4)
i ,j=1

Notemos primeiramente que

#(zw+yn) = # (w > wida' (p)+y Y nyda’ (p)>
=1 =1

= # ( (zw; + yn;) da’ (p)> = > g7 (awj +yn;) 9i (p)

ij=1

para todo w,n € TyM e z,y € R, p € M. Mais ainda,

(X +yY) = b (x Z X'0; (p) +y Z Yo, (p)) =b (Z (X" +yY") 0 (p))

i=1

n
= Z gij (xX7 +yY?)da' (p) = = Z gi; X7 da (p) +y Y gV da' (p)
t,j=1 1,5=1 1,j=1

— D (X)+p(Y),
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para todo X, Y € T,M e z,y € R, p € M. Por fim, temos que

po#(w) = bo#(zwidm%m):b " 49,0 (p)
1=1

ij=1

= Y gwgVwida’ (p) = ) dijw;da’ (p)

i.j.k=1 ij=1

= zn:widﬂfi (p) = w,
i=1

#ob(X) = #ob(ZXiaxp)):# > 95X da’ (p)
i=1

ij=1

= Y gaXI0 () = . 6,X99, (p)

1,5,k=1 ,j=1

= > X'0;(p) =X,
i=1

para todo X € T)M e todow € Ty M, p € M. Ou seja, TM ~T*M.

Usando isso, é possivel tomar contragoes tensoriais sobre dois indices que podem ser ambos vetores ou
ambos covetores. Por exemplo, se h é um (2,0)-tensor simétrico, em uma variedade riemanniana, entao
h# ¢ um (1,1)-tensor. Nesse caso, o traco de h com respeito a g (ou simplesmente a contragdo métrica

de h), denotado por Trgh é

Trgh  =Tri# =" (n#) -y (n#) (0isda’) =S n (ai, Zg’“‘ak> =3 " (0, 0)
i—1 R i=1 k=1 i k=1
= Z 97 ;.
ij=1
Equivalentemente, podemos escrever:
Trgh : =Tri3Tras (g7 ' ®h) = Z (e h)ijij = Z ('@ h)ijv;j
ij=1 ij=1

n ..
= > ¢7hy.

3,7=1
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Métricas em Fibrados Vetoriais

Uma métrica g em um fibrado vetorial m# : E — M é uma secao de £F* ® E* tal que em cada ponto

p € M, g, ¢ um produto interno em F,, isto é, g, ¢ simétrica e positiva definida para cada p € M:

gp (67"7) = gp (777§)a para tOdO 7775 € Epa gp (575) Z 0 para tOdO é- € Ep sendo que gp (575) = 0 se, €

somente se £ = 0.

Uma métrica em E define um isomorfismo de fibrados ¢4 : £ — E*, em que

Ly ((0,€)) : (psm) € By — gp (0,€) €R.

De fato, ¢4 € linear, pois
tg(a(p,§) +b(p, k) (psm) = gp(n,a€ +bk) = agy (n,§) + bgp (1, K)

= atg ((p,€)) (p,m) + beg (P, &) (P, 1),

para todo a,b € R e (p,&), (p, k) € E. Além disso, se g ((p,£)) € a transformagao nula, segue que

gp (777 g) = 07

_ _ . .
para todo n € E,, tomando n = £ vemos que { = 0, portanto Ly, € injetora. Por fim, como E, e Ej
possuem a mesma dimensao, segue do Teorema do Nicleo e da Imagem que Log, ¢ um isomorfismo sobre

sua imagem, para todo p € M isto ¢, 1, ¢ um isomorfismo de fibrados.

Meétrica nos Fibrados Duais

Sejam (Mji,g1) e (Ma,g2) duas variedades riemannianas e f : M; — My. Lembramos que f é uma

isometria entre M7 e My se

92 (f(p), [ (@) =g1(p,q),

para todo p,q € M.
Se g é uma métrica em FE, existe uma (Unica) métrica em E* (também denotada por g), tal que ¢4 se

torna uma isometria, isto é,

9 (g (&) 19 (M) :=g(&m),

para todo £,n € E,. Ou equivalentemente, g (w,0) =g (L_lw L_lO'), para todo w,0 € Ej, p € M.

g ’7g
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Meétrica no Produto Tensorial de Fibrados

Se g1 ¢ uma métrica em Fq e go é uma métrica em FEs, entdo pela Proposigao A.1

9 = q1®g el ((E]®EY)® (B ©Ey)) ~T ((Ef © Ep) © (EY © E3))

12

I (E1® Ey)* @ (E1 ® E2)")

e é a lnica metrica em F7 ® Fs tal que

9 (&1 @M1, @m3) = 91 (§1,€2) 92 (11,7M2) - (A.5)

De fato, para mostrar a existéncia defina a tinica transformagao bilinear que respeite a seguinte igualdade

na base {e; ® ¢;} de F1 ® Ej :
g (& ®cj e ®cr) = g (e er) g2 (¢, 1) = Ginjt = (91) 4, (92) -

Segue disso que

g1 ®@mM,5@mn) = 9((25316(1)@771»52@772):9<Zfé(€a®ﬁ1)afz®ﬁ2)

a=1 a=1

n n
= g| Y Gnjea®en, > Enjec®eq | = zjﬁnk%wew%m%®w)

a,b=1 c,d=1 a,b,c,d=1

= Z éanbgcndgabcd =01 (Z gaeaa chec) g2 (Z M€, an€c>

a,b,c,d=1
= 91(£1,62) 92 (01,m2) -

Vamos mostrar que essa transformacao ¢ um produto interno em Fj; ® Fs:

n n
g OMm+uev,&EOn) = g D> Emta@e+ Y Ualhea ® eh, & D1y
a,b=1 a,b=1

n

=g Z (€amp + Uap) €0 ® €5, &5 @ My
a,b=1

n
=g Z (Eamp + Uatp) €0 | ® €, §a @My
a,b=1
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n

= 01 Z (ganb + uavb) €a, 62 92 (eba 772)
a,b=1

n

— Z (Eamp + uavp) g1 (€a,Es) g2 (€, M5)

a,b=1

= ) amgr (€a€2) 92 (€n,m2) + D uathgr (€as E2) 2 (€n,m2)

a,b=1 a,b=1

= o (Z éaemég) 92 (Z 77b€bﬂ72> + g1 (Z uaeméz) 92 (Z vbeb,%) :
a=1 b=1 a=1

b=1

Voltando aos termos originais, segue que

g1 @M +tu®v,&®n,) = g1(§1,€2) 92 (1,m2) + 91 (4, §3) g2 (v,1m7)

= g(§1@n,50m0)+g(u®v,§Rn,).

Além disso, temos que

g1 ®Mm),&8n) = g((A&) ®@n1,8 @ m3) = g1 (AE1,82) 92 (115 72)

= Ag1(&1,82) 92 (11,m2) = Ag (§1 @ 11,62 @ 13) -

Mais ainda,

9 (&1 @M1, ®ng) = g1 (£1,€2) 92 (M1,m2) = 91 (€2:€1) 92 (N2:m1) = 9 (§2 ® M2, EL @ My) -
Por fim, as positividades definidas de g1 e go nos garantem que

g(&1®n,& @n1) =91 (£1,61) 92 (n1,m) >0,

sendo que vale a igualdade se e somente se £&; = 0 ou 7; = 0, ou seja, se e somente se & @n; = 0.

Com relagao a unicidade, se existe outra métrica g em E; ® Fs tal que vale a expressao (A.5), entao

g(ei @cj,ex ®cr) = g1 (€isex) 92 (¢j, 1) = Ginjt = (91)31, (92) 51 = 9 (€: @ ¢j, e @ ) -

Pela igualdade na base concluimos que g = g.

A construcao de métricas para fibrados tensoriais agora segue. Este produto interno estd bem definido
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j4 que a métrica construida em um produto tensorial de fibrados duais concorda com a construida em

fibrados duais de um produto tensorial.

Exemplo A.5 (Produto interno de tensores) Dados tensores S,T € T* (T'M), o produto interno,
denotado por (-,-) em p é
ST =(w'®.0uweX1®..0 X, ®...07 Y1 ®...0 Y;)
=g (wl,nl) g (wl,nl) 9(X1,Y1) ...9 (Xk, Yi)
=g (wéldmal,néldmbl) g (wflldx“l,néldmbl) g (leail,ylﬁajl) g <X,i’“8ik, Ylg’“ﬁjk>
= Zzl,bl,..al,bl,il,jl...ik,jkzl wélnilwélnélXilyllelilegkg (dxm?dxbl) g (dxalvdxbl) 9 (01,05 ... (9, 95,.)
= 221,b1...al,bl,z‘l,jl...ik,jkzl g‘“bl...g‘”blgiljl...gikjkw}llnél...wélnélXilYljl...X,i’“Y]g’“

=\ airbr  qarb . | I yi1 g1 I i1 Jk
- Zal,bl...(ll,bl,il,j]_...l'k,ijIg g ng]l"'glk]kwal"'wale Xk nblnbl}/l Yk

_ n ai1by arb; . . L. 1105 J1---Jk
- Eal,bl...al,bl,il,jl...ik,ij]. g g g’Llj]_"'glk]kSal_,_al Tbl,,,bl )

onde usamos a soma de Finstein na terceira igualdade e S el sao dados pelas sequintes expressoes:
S=w'®.0uweXI®..0X; e T=1'®.0710Y1®..0Y.

A.0.1 Conexoes e Curvaturas

As conexoes promovem uma forma invariante por mudanga de coordenadas de tomar derivadas covariantes
de campos vetoriais. Em R" a derivada de um campo vetorial X = """ | X"¢; na diregdo de v € R™ ¢é

dada por

n
D, X = Zv (Xz) e;.
i=1

Vemos que D, deriva apenas os coeficientes mantendo a base constante. Contudo, nao hd uma forma
simples de comparar vetores de diferentes espacos vetoriais, assim, nao hd uma forma invariante andloga
definida naturalmente para variedades mais abstratas. Para contornar isso, impomos uma estrutura
adicional- na forma de um operador de conex@o- que promove uma maneira de "conectar"os espagos
tangentes.

Nosso método aqui é especificar diretamente como uma conexao atua em elementos de I'(E) como um
modulo sobre C*°(M). Eles sao de importancia central na geometria moderna em grande parte porque

permitem uma comparacao entre a geometria local em um ponto e a geometria local em outro ponto.

Definicao A.14 (Conexao) Uma conexdo V em um fibrado vetorial E sobre uma variedade diferen-
cidvel M é uma aplicagdo

V:X (M) xT(E) —T(E),
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escrito como (X,0) — Vxo. que satisfaz as sequintes propriedades:

1) V é C™®(M)-linear em X (M):

fo+gyJ=fVXJ+gVyJ, X, YeX(M), f,ge C®(M).

2) V é R-linear em T'(E):

Vx(a01+b02):aVXU1+bVX0'2, Ul,O'QEF(E), a,beR.

3) Satisfaz a segquinte regra do produto:

Vx (fo) =X (f)o+ fVxo, oeD(B), f,e C°(M).

Dizemos que Vxo é a derivada covariante de o na direcio de X.

Observagao A.1 FEgquivalentemente, podemos enzergar NV como

V:I'(E) > T (T*"M ® E ~ Hom (T M, E))

que é R-linear (pelo item 2) e satisfaz a regra do produto (pelo item 3). Se o € I' (E) entao Vo : T (T'M) —

['(E) é C* (M)-linear (pelo item 1). Segue da Proposi¢cao A.4 que Vo é um tensor que atua em TM e

tém wvalores em E.

Para uma conexao V no fibrado tangente T'M, definimos os simbolos de Christoffel de V em um

sistema de coordenadas (U, ¢) por

Fz’jk = da” (Vo,05) ,

ou equivalentemente,

Vo, 05 = Z Fijkaka
k=1

(A.6)

para todo ¢ = 1,...,n. Mais geralmente, os sfmbolos de Christoffel de uma conexao V em um fibrado

vetorial E pode ser definido com respeito a um referencial local {¢,} pela equagao

Voila = Z Fiaﬁéﬂ-
B=1
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Além disso, uma conexao no fibrado tangente nos proporciona a seguintes definigoes:

Definicao A.15 (Geodésica) Sejam M uma variedade diferencidvel e V uma conexdo em TM. Uma
curva suave y : J — M | sendo J C R um intervalo com interior nao vazio, é dita geodésica em rela¢ao

aV se Vg (t) =0, para todo t € J.

Defini¢ao A.16 (Exponencial) Considere uma variedade diferencidvel M com uma conexao V em

TM. A fun¢do exponencial da conexdo V é definida da sequinte maneira:
exp: Ay €E =7y, (1) € M,

em que &£ := {Ap €eTM:[0,1] € JAP}, sendo Ja, o intervalo mazimal de defini¢ao da geodésica Va, tal
que Y4, 0)=pe 724,, (0) = Ap. Além disso, podemos restringir essa no¢do a um ponto p € M da sequinte
maneira:

exp, 1 v € & — v, (1) € M,
em que &, :={v € TyM : [0,1] € J,}.
Temos uma propriedade muito importante dessa aplicagao:

Proposicao A.5 Considere uma variedade diferencidvel M. Através da identificagdao canonica Ty, (T, M) ~
T,M fica definido o diferencial
d (expp)0 :TpyM — T, M.
P

Para todop e M, d (expp)o = Id.
D

Demonstracao. De fato, seja v € T,M. Uma curva em &, na direcdo de v é o (t) := tv. Segue da
defini¢ao de diferencial que

d d

d(expy)y, (0) = 5 (v, (0 (1)) = 5 (exp, (t0) (o0 (1)

 dti=o

Coroldrio A.2 Considere uma variedade diferencidvel M. Para todo p € M, existe uma vizinhanga
aberta U, C T,M de 0, tal que V, := exp (U,) € aberto em M e a funcao expy, : Uy — V, € um

difeomorfismo.
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Demonstracgao. Pela proposicao anterior,

det (d (epr)op) =det(Id)=1#0.

O resultado segue diretamente do Teorema da Fungao Inversa. ]

Esse resultado motiva a seguinte definicao:

Definicao A.17 (Raio de Injetividade) Considere uma variedade riemanniana (M, g). Para todo p €
M, definimos o conjunto: I, := {e¢ > 0 : exp|B£(0p) ¢ um difeomorfismo com a imagem}, em que
B.(0p) CTyM é a bola aberta de centro 0, e raio € na métrica g. O raio de injetividade de V em p é

o extremo superior injy(p) = sup (Z,) € (0, +00].

Notemos que o fato que inj,(p) > 0 segue do coroldrio anterior, pois a vizinhanca U, no enunciado

contém uma bola aberta.

Definicao A.18 (Campo de Jacobi) Considere uma variedade riemanniana M, seja o : [a,b] — M
uma geodésica e seja Y : (—e,e) X [a,b] — M uma fun¢ao suave tal que Y (0,-) = o (-) e os(t) : = (s,t)
é uma geodésica, para todo (s,t) € (—¢,e) X [a,b]. Seja J : [a,b] — M um campo suave ao longo de o

definido por
J(t) = (as Z) 0, 1)

Dizemos que J é um campo de Jacobi se satisfaz a segquinte equacdo:
("Va, ("Va,J)) (s,t) + R (J (s,8) 0" () o’ () = 0,

para todo (s,t) € (—¢e,€) X [a,b], em que R é o tensor de curvatura riemanniana de M e °V é a conexdo

pull-back em relagio a o (para mais detalhes veja a Se¢io A.0.1).

Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Em aplicagoes, muitas vezes estamos interessados em calcular a derivada covariante nos fibrados tensoriais

’Z}k (M). Este é um caso especial de uma constru¢ao mais geral que faremos posteriormente.

Proposicao A.6 Dada uma conexdo em T M existe uma unica conexdo no fibrado tensorial ’Z;k (M),

também denotada por V, que satisfaz as sequintes propriedades:

1) EmTM, V é igual com a conexdo dada;
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2) Em C® (M) =T°M, V ¢ a acdo de um vetor como uma derivagio:

para todo f € C™ (M);

3) V obedece a regra do produto com respeito ao produto tensorial:
Vx(F®G)=(VxF)®G+F® (VxQG),

para todo tensor F' e G;

4) V comuta com todas as contragées, isto é,
Vx (Tr(F)) =Tr (VxF),

para todo tensor F.
Lema A.3 (Nabla é linear) O operador V : T, (M) — ’Z;k'H (M) € linear, para todo k> 1 el=0,1.

Demonstragao. De fato, se o, € Re S, T € ’]}k (M), entao

(V(aS+B8T);,. 4 = (Vail (oS + BT)) =05 <(aS + BT)iQ,‘..,ik>

1250000k

(S + BT) (am,...,vailaij, 8%)

M-

7j=2

= 0; (aSiy,.ix + BThs,...i1.)
k
N (aS (aiz,...,v@i aij,...,aik) + 8T (az-z,...,vailaij,...,aik))
j=2
k
= 00h (Siarin) = @ D8 (g0 Vo By s 03 ) + B0, (Tiy, i)
j=2

n , . , .
onde {&-j }jil é uma base coordenada arbitréria. [}

Exemplo A.6 Vamos calcular a derivada covariante de uma 1-forma w € T'(T*M) com respeito a um
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campo vetorial X. Como

n

Tr(d? ® 9;) =) (da! ® ;) (ak,dx ) Zdw] (Ok) O ( ) = 0jk0ik = 0ij,
k=1

seque que Vx (Tr (d:ci ® 81)) = 0. Por outro lado,

Vx (Tr (d! ® 0;)) = Tr(Vx (d/ ;) =Tr ((Vxdz!) ® 0; + dz/ @ (Vx9;))

- ((vxdmﬂ)@ga +Tr (da? ® (Vx0,))

TL

) =

)
N k
k:l Vydad) ® <8k,d:n ) ;dxﬂ ® (Vxd;) (ak,dm )

= zn: (dea:j) (Ok) O; <d$k> + Zn: da’ (k) (Vx i) (dxk)
=1 k=1

_ Z (deévj) (Oh) Oi + Zéjk (Vx ;) (dq;k:>

k=1 k=1
= (Vxda?) (&) + (Vx ;) (da?)

ou seja, vemos que
(Vdej) (80 = — (VX{{“)Z) (d.’L‘J) = —d.CEj (anz)
E portanto,

(Vxw) (0r) = (VX (Z widﬂ?i>> (k) =D (Vx (wida')) (0k)
=1

=1

= 3 (Vx (wi)da' +w;Vx () ()

=1
= Z (X (wz) da:i + Wz'VX (dx’)) (8k) = ZX (wz) 5zk: — widxi (VXé?k)
i=1 i=1

= X (wi)— Zwidmi (Vx0) = X (wi) — Zwidxi (szzlxjajak)

i=1 i=1

= X (wg)— Z w;dz’ (vaajak) =X (wg) — Z w; X da! (vajak)
i,j=1 hj=1

= X(wp)— Y wiX'Th
ij=1

= Zn:Xiai (wr) — Z wi X T,
=1

i,7=1
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ou seja, Vxw = (Z?Zl X0; (wy) — szzl winF§k> dz".
Em geral, temos as seguintes férmulas:

Proposigao A.7 (Derivada de um Tensor) Para todo campo tensorial F € jlk (M), campos vetoriais

Yie T (TM) e 1-formas w' € T (T*M), i = 1,...,n, temos

(Vx F) (wl,...,wl,yl,...,yk> - X(F(wl,...,wl,Yl,...,Yk>>

l

-3°F (wl, e Vol Y Yk>
j=1

Demonstragao. Pela igualdade (A.2) temos que
Tr <F RQuw'®..90'®Y1®...® Yk> =F <w1, LLwh Y, Yk> .
Assim, pela Proposi¢ao A.6 obtemos

X (F (wl,...,wl,Yl,...,Yk)) — Vy (F (wl,...,wl,Yl,...,Yk>> —Vy (Tr (F®w1 .00 078 .. ®Yk))
= Tr (VX <F®w1®...®wl®}ﬁ®...®Yk>>
= Tr ((VXF) QW ®.90 Y1 ®..® Yk)
+1r <F® (Vxu') ®..0u' 0¥ ®.. ®Yk>
+o +Tr (F®w1®...®wal®Y1®...®Yk>
+Tr <F®w1®...®wl®VXY1®...®Yk)

+o+Tr (F@wl Q... ®VXYk) .
Segue da expressao (A.2) que

X (F (wl, by, Yk)) — (VyF) (wl, by, Yk) Y F (wal, ...,wl,Yl,...,Yk)
—|—...+F(wl,...,Vle,Yl,...,Yk)

+F <wl, b VY, Yk) Y F (wl, by, ...,vxyk) .
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Como a derivada covariante ¢ C*° (M)-linear sobre X, definimos VF € I' (*1T*M &' TM) por
(VF) (X, Vi, o Y, 0, ...,wl) = (VxF) (Yl,...,Yk,wl, ...,wl) ,

para todo F € J; (M). Assim, (neste caso) V é uma aplicacio R-linear V : J}F (M) — JF+ (M) que
leva (k,l)-campos tensoriais em (k + 1,[)-tensoriais.
Além disso, se (M, g) é uma variedade riemanniana e f € C* (M), definimos o gradiente de f como

um campo vetorial Vf € X (M) definido pela seguinte expressao:

g(Vf,X)=X(f), (A7)
para todo X € X (M).

A Segunda Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Utilizando os resultados da secdo prévia, podemos dar sentido a uma segunda derivada covariante V2.
Para fazer isso, suponha F = ’Z}k (M) um fibrado tensorial munido de uma conexao V. Pela Observagao
Al,se F € T'(E) entdio VF € T'(T*M ® E) e portanto V2F := V(VF) € I'(T*M ® T*M ® E) .Logo,

para todo campo vetorial X,Y € X (M) segue que

(V2F) (X,Y) = (V(VF))(X,Y)=(Vx(VF)(Y)=Vx (VF(Y)) - VF(VxY) (AS8)

= Vx (VyF) — vayF.

Exemplo A.7 Se f € C® (M) é um (0,0)-tensor, entio V?f ¢é um (2,0)-tensor. E em coordenadas

locais temos:

Via,l o = (V21)(8,05) = Vo, (Vo,f) = Vv, o, f = 8 (95 (f) — (Vo,0) (f)

= 9,95 () = YTk (f).
k=1

A equagao (A.8) nos dd uma férmula muito ttil:

Proposicao A.8 Se V é uma conexio em T M, entdo

V%@XZVYOVX_VVXY3u7lk(M)—>:7lk(M), (A.9)
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onde X, Y € X (M).

Ao longo da teoria, vamos utilizar as seguintes igualdades:

VxVyF :=V4F=(V(VF)(X,Y, )= (VxVE) (Y,--).

Notemos que

VxVyF =Vx (VyF) — Vo, v F,

ou seja, em geral VxVy F # Vx (Vy F).

Mais ainda, para simplificar a notacao, podemos escrever V; := Vj, e além disso,

(V,F)i-i = (Vo F) (dz™,...,dz",8;,, ..., 0;,) .

J1-Jk

Definimos a Hessiana de f € C*° (M) como
Hess (f) := Vdf.
Quando aplicamos em campos vetoriais X,Y € X (M) vemos que

Hess (f)(X,Y) = (Vdf)(X,Y) = (Vxdf) (V) = Vx (df (Y)) —df (VxY)
= Vx (Y (f) —df (VxY)
= XX () - (VxY) (/)
= Viy/.

Notemos que

Hess (f) (X,Y) — Hess (f) (Y, X) = X (Y (f)) = (VxY)(f) =Y (X () + (V¥ X)(f) (A.10)
= [XY](f) - (VxY = VyX)(f),

ou seja, vemos que Hess (f) é simétrica, para todo f € C* (M), se e somente se a conexao V é simétrica,
isto &,

[X,Y] =VxY - VyX,

para todo X,Y € X (M).
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Conexao no Fibrado Dual e no Produto Tensorial de Fibrados

Até agora, vimos a derivada covariante no produto tensorial @*T*M ! TM = '2;"3 (M) . Muito da mesma

estrutura funciona em um fibrado vetorial geral também:

Proposicao A.9 (Conexao dual) Se V é uma conexao em E, entao a aplicagio definida por

(Vxw) (§) = X (w(§)) —w (VxE)

para todo £ € T'(E), w e ' (E*) e X € X (M) define uma conexao em E* (denominada conexao induzida

por V em E*).

Demonstracao. Defina a aplicacao V* : X (M) x I' (E*) — I' (E*) por

(Vxw) (§) = X (w(§) —w(VxE).

Dados f,ge C*(M)e A,BeX(M),{ €T (F) e w,wy,ws € I' (E*) segue que

(Viasgw) (§) = (fA+9B) (w (&) —w (Viargns) = fA(W(E) + 9B (w(§)) - w(fVal + gV
= fAW(§)+9B(w(§)) — fw(Val) —gw (VBE)
= fAW(E) —w(Vag)) +9(B(w(E)) —w(VE))
(

Além disso,

(Vi (fwr 4+ gw2)) (§) = A((fw1 + gw2) () — (fw1 + gw2) (VaE)

(fwi (§) + gwz (§)) — fwi (Vag) — gw2 (VaE)

(fwi(§)) + Algwz (€)) — fw1 (Vag) — gwa (VaE)

(flwi (€) + fA (w1 (£) + Ag)wz (§) + gA (w2 (§)) — fw1 (V) — gwz (VaE)
(f) w1 (§) + f (A(w1(§)) —w1(Val)) + A(g) w2 (§) + 9 (A (w2 (§)) —w2(Vaf))
( )

Hwi (&) + f(Vawr) () + A(g)wa (§) + 9 (Vaws) (§) -
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Proposicao A.10 Se V@ ¢ uma conezdo para E;, i = 1,2, entdo a aplicacao definida por

Vx (§®&) = (Vg)&) ®E&+E® (Vg?)fz) ;

para todo X € X (M) e &; € T' (E;) é uma conexdo em E1 ® Ey (denominada conexao induzida por v
em B ® Es).

Demonstragao. Defina a aplicagao V : X (M) x I' (B} ® Eq) — I' (E1 ® E3) por

x (61 ®&) = <V§)§1) ®E+&61® <V§)§2> .

Dados f?g € C> (M) € AuB € %(M)a (61 ®§2)7(771 ®772) € F(El ®E2)7 segue que

Viarn G106) = (Vi ,p61) ®&+& @ (VP 56)

= (1Pa+9vPa) 06+ 6 @ (1906 +9V0)
7 (V&) @&+ (V%) ®&+6 8 [V +6 0 gVDE
F(va) o6 +9(v96) 06+ a0 vPe+96 0 vHe,
= 1((Wa) e +60908) +9((VH6) o6 +6 0 VDe,)
= Va6 ©&)+ 9V (6 ®&6).

Além disso,
A(f(E @) +g(men) = Va (f (Z &o; ® Z&’ka) +g (Z T, ® Zn§¢k))
j=1 k=1 j=1 k=1
( > (reles + gninb) o @ wk)
7,k=1

> v ((seléh + gnink) ¢y 0 )
7,k=1
Y (VS (reles +gmind) o;) @ v + (releh + gming) ;@ (V0)

J,k=1
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Usando a regra do produto, vemos que

Va(f (€ @&) +gmen) = > A(feh+gnnb) e, ov+ (FEes + gmnk) Vo, @ oy
g k=1

+ (reles + gning) o @ (V)
= En: (A (f) €185+ fA ( {5'5) + A(g) ik + gA (77{77’5)) 0; ® Py
k=1

+ (Feiek + gnind) Vs @ vy + (FEl€5 + omink) o, @ (VRw)

= Y (A éle; o hvn+ A (E165) o @ Vi + Alg) Moy © mbisy)

k=1
+ > g (nlnk) ¢y @ v+ (Feleh + gninb) Vo, @ s,
4, k=1
+ 3+ (feleh + gninb) oy @ (VPwr) -
4, k=1

Voltando aos termos &, e &5, segue que

Va(f(€1®@&)+gmeny)) = A(f)f1®§2+fzA<{§§>¢j®¢k+A(g)W1®U2

J,k=1

+g Z A <n{nl§) ©; @Yy + Z (f&{v(Al)%’ ® &y + 977]1.V(Al)<Pj ® 772)
gk=1 Jj=1

n zn: (fgl ® ¢k (Vf)wk) + g @1 (V(AQ)W»

k=1

= A(N& & +A(g )m@nﬁf(ZA(&J)%®§2+51®ZA(52)¢k)

7=1
( 80]®772+771®ZA(772>¢1~:>
k=1
+f (Zf Voje+60) & (V%k))
j=1 k=1

+g (Z VYo, @y +m ® an (V(2 w)) :
7j=1

k=1
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Por fim, voltando aos termos n; e 1y, segue que

Vaf(@@&) +gmen) = ANaea+A@men+f((Vi6)oe+60v0e)
+g ((Vg)ﬁl) @ny+m & V(Az)%)

= A(f)6 05+ A(@) MmO+ fVa(§1®8) +9Va(n ®@ns).

[ |
As proposicoes acima definem uma conexdo canodnica em qualquer fibrado tensorial construido a partir
de E tomando seu dual e produto tensorial. Em particular, se S € I' (Ef ® E3) é um tensor agindo em

E; com valores em Es, entdao VS € I'(T*M ® Ef @ E;). Dado S = w1 ® X9 € I' (B ® E3), temos que

(VxS)(§) = (Vax (w1® X2)) () = (Viwr) © X2) (§) + (w1® (VR X2) ) (©)
= (Vi) (€) X+ (&) (V2 Xe)
- (X (w1 (€)) — w1 (V?}lf)) Xo +wi (€) (V%Xz)
= X (@1(9) Xz — w1 (VHE) Xa+wn (6) (V)
= X (@1(6) X — (w1 © Xa) (VEE) +w1(6) (VEX)

= X (@1 () Xz +wi (O (VRX2) -5 (Vi)

Além disso, notemos que

VY (S(6) = Vi (w1 © X2) (€)) = V¥ (w1 (€) X2) = X (w1 (§)) X2 + w1 (€) VI* X,

ou seja,

(VxS) (€)= VR (S (&) - 5 (VR¢)

onde (£ €' (E1) e X € X(M).
Mais ainda, se ¥V 6 uma conexio em TM, entdo V2§ €T (T*M @ T*M ® Ef ® Ey) . Segue que

(V25) (X,Y,€) = (VxV8)(¥,€) = VR (VS) (.9)) - (VS) (VxV:¢) = (v89) (Y, VR¢)
= VR (9r8) ©) — (Vo,r5) (©) = (V¥8) (Vx¢)
= VR (Vr8) () - (Fr9) (Vx6) = (Ve ,y5) (©)
= (Vx (V) (©) — (Vo ,v5) (&),
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para todo X,Y € X (M) e todo £ € ' (E}).

Conexao de Levi-Civita

Quando trabalhamos em variedades riemannianas, é interessante termos uma conexao que "conversa com

a métrica". Para isso, precisamos das nocoes de compatibilidade e simetria:

Definicao A.19 (Compatibilidade com uma Meétrica) Uma conexao V em fibrado vetorial E é dita

compativel com uma métrica g em E se para todo £,m € T'(E) e todo X € X (M),

X (g(&m)=9(Vx&n) +9(&Vxn).

Se V é compativel com uma métrica g em F, entao a conexao induzida em E* é compativel com a
meétrica induzida em E*. De fato, usando a boa funcionalidade da conexdo em E* (também denotada por

V) com o isomorfismo ¢, : £ — E*, vemos que

X(gw,0) = X(9(5" (W)," ()
= 9(Vx (1" @) g7 (@) +9 (15" (@), Vx (157 ()
=g (L;l (Vxw), Lg_l (U)) +g (L;1 (w) ,L;l (VXU))

= g(VXw,a) —i—g(w,VXa),

para todo w,o € E*.
Além disso, se as conexdes VY e V) de dois fibrados vetoriais (E1,91) e (B9, g2) , respectivamente,
sdo compativeis com a meétrica, entdo a conexao do produto tensorial (E; ® Ea,g) é compativel com a

métrica desse produto. De fato,

X (g(€1@n,6®m2)) = X(91(£1,82) 92 (11,72))
= X (91(&1,€2)) 92 (M1, m2) + 91 (§1,€2) X (92 (11, 72))
= 92(n1,m2) (91 (V§)€1,€2> + 91 (%Vgpﬁz))
+91 (€1,€2) (gz (Vg)m,nz) + 92 (771, Vg?)w))
= 0 (Vgpél ®01,6 ® 772) + 91 (51 @M, Ve ® 772>

+9g2 <§1 ® Vg?)nth @ 772) + 92 <f1 ®nN,§2 @ Vg?%) .
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Pela definicao de g, segue que

X9 ®n,60n)) = g (Vgpfl @m+&§® Vg?)ﬁhﬁz ® 772)
+9 (51 @M1, Vgp& ®ny+ & ® Vg?)%)

= g(Vx(§10m),&®n3) +9(§1 @m, Vx (§2®@19)),

para todo £;,&; € E1 e ny,ny € Eo.
Infelizmente a compatibilidade, por si s6, nao é suficiente para determinar uma tnica conexao. Para

termos unicidade precisamos que a conexao seja simétrica, isto é:

Definicao A.20 (Simetria) Uma conexao V em TM é dita simétrica se sua tor¢io é nula, isto é, Se

VxY —VyX =[X,Y], para todo X,Y € X (M), em que a tor¢do T de uma conexdo V é definida por
F(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y], X.YeX(M).
Notemos que se X1,Y1, X2, Yo € X (M) e f,g € C*® (M) entao

T(fX1+9X2,Y) () = (VixitexY — Vy (fX1+9X2) — [fX1+9X2,Y]) ()
= (V.Y +9Vx,Y =Y (f) X1 — fVy X1 =Y (9) X2 — gVy X3) (1)
+Y (f X1 () +9X2 (1) = (f X1 +9X2) (Y (1))
= (JVx,Y +9Vx,Y =Y (f) X1 — fVy X1 =Y (9) X2 — gVy X3) (1)

Y ()X () +fYXa () +Y (9) Xo () +9YXo (1) = (f X1 +9X2) (Y (1))
Cancelando os termos repetidos, vemos que

T(fX1+9X2,Y)() = (fVx)Y = fVy Xy — fXaY + fY X1) ()
+(9Vx,Y —gVy Xo 4+ gY Xo — g X2 (Y)) (+)
= [(Vx,Y = VyXi = [X1,Y]) (1) + 9 (Vx,Y = Vy Xo — [X2,Y]) (1)

= [T(X1,Y)()+g7(X2,Y) (),

para todo Y € X (M). Além disso,
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T(X, fY14+9Y2) () = (Vx (fY1+9Y2) = Viviegn X — [X, Y1 +gY2]) ()
= X(NHY1+[VxY1+X(9)Ya+VxY2) (1) = (fVnX + 9V X) ()
— (X (fY1+gY2) — (fY1 +gY2) X) ()
= (XN +[Vx1+X(g)Ya+gVxYs— fVy X —gVy,X) ()
- X+ f XV +X(g)Ya+9gXYs— fY1X — gYoX) (+)
= (fVxY1— fVy, X — fXY1 + fY1X) (1) + (gVxYe — gV, X — gX Yo + gYo X)) ()

= fr (X7Y1) () +97 (X7Y2) ()7

para todo X € X (M). Ou seja, vemos que 7 é um (2, 1)-campotensorial em M.

Agora podemos enunciar o teorema fundamental da geometria riemanniana:

Teorema A.1 (Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana) Seja (M, g) uma variedade
riemanniana. Eriste uma unica conexdo V em T M que é simétrica e compativel com a métrica. Dizemos

que esta é a conexao de Levi-Civita de g. Mais ainda, em coordenadas locais temos

Vo, 05 =Y T50h, (A.11)
k=1
em que
"1
Ffj = Z 59“ {0594 + Oigji — 0194} - (A.12)

I=1
Conexao Laplaciana

Em sua forma mais simplificada, o laplaciano de f € C* (M) é definido por Af := div(Vf). O
laplaciano pode ser estendido de modo & agir nos fibrados tensoriais sobre uma variedade riemanniana

(M, g). O operador diferencial resultante é chamado de conexao laplaciana.

Definicao A.21 (Conexao Laplaciana) Para todo campo tensorial F € jlk (M), a conexao laplaciana

(ou simplesmente laplaciano) de F,
AF =Tr,V?F € JF (M),

é o trago da sequnda derivada covariante de F' com a métrica g.
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Explicitamente,

j1...5 2 2\ J1---J1
(AF)JI g 010k = (T'I"gv F) 110k

= (Triz (Traa (V2F))) 7

n
_ E: DYT2 J1---Ji
- g V qu 210k
P,q=1

n
= Z g (VoY
p,q=1

i1

— Z gpq (vaqF) (dlew-wdlevaiu"'7aik)
p,g=1

= Z gP (V?)’qF) (dle, oy dat 8y, ...,al-k) .
p,q=1

Exemplo A.8 No fibrado tensorial T°M = C* (M), temos que

AF = Z "t (VYo f) = Z g (Vp (Vof) — Vvapaqf>

p,g=1 p,q=1
= Z g™ (8p (Ogf) — Z F];qak‘ (f)) .
p,q=1 k=1

Em particular, se M = R"™, entdo os stmbolos de Christoffel sao nulos e gP? = §P1. Portanto,

n

AF =" g7 (ap (0ef) =Y Tk oy (f)) = 070, (0gf) =D 0y (0pf) -
p,g=1 k=1 p,q=1 p=1

Curvatura em Fibrados Vetoriais

Introduzimos o conceito de tensor de curvatura como um objeto puramente algébrico que surge da conexao

em um fibrado vetorial. Segue disso que olharemos curvaturas de fibrados especificos.

Definicao A.22 Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade diferencidvel M. Se V é uma conexdo
em E, entdo a curvatura da conexdo V no fibrado E é a se¢io Ry € I' (T*M @ T*M ® E* ® E) definido

por

R(X,Y)§:=Vy (Vx{) = Vx (Vy) + Vix v (A.13)

Na literatura, ha autores que optam por definir a curvatura invertendo o sinal.
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Dado um fibrado vetorial E, a curvatura no fibrado dual £* com respeito a sua respectiva conexao,

é caracterizada pela seguinte equagao:

(R(X,Y)w) (&) = (Vv (Vxw)—Vx (Vyw) + Vixyw) (€)
= (Vy (Vxw)) (&) = (Vx (Vyw)) (&) + (Vixyw) (€)
= Vy ((Vxw) (§) — (Vxw) (Vy§) — Vx ((Vyw) (£))
+ (Vyw) (Vx€) + Vixy] (@ (§) —w (Vixyi€)

= Vy (Vx (w(§)) —w(VxE)) — Vx (w(Vyi))
+w (Vx (Vy€)) = Vx ((Vy (w (§))) — w (VyE))
+Vy (@ (Vx€) —w(Vy (VxE)) + Vixy) (@ () —w (Vixyi€) -

Voltando a notagao original de derivada, vemos que

(R(X,Y)w)(§) = Y (X(w(§)) Y (w(VxE)) = X (w(VyE)) +w(Vx (VyE))
—X (Y (w(§))) + X (w(Vy§)) +Y (w(VxE))
~w (Vy (Vx§)) + [X, Y] (w(§)) — w (Vix,vi€)
= w(Vx (Vy€) —w(Vy (Vx§)) —w (Vix )
= w(Vx (Vy&) — Vy (Vx§) — Vixyi§)
= —w(R(X,Y)E).

para todo X, Y € X (M),we ' (E*) e €T (E).
Dados fibrados vetoriais (El, V(l)) , (Eg, V(Q)) a curvatura no produto tensorial £ ® Fo, com conexao

V dada na Proposigao A.10, pode ser calculada em termos das curvaturas em cada fibrado pela expressao

Ry (X,Y)(§1®&) = Vy(Vx (&1 ®&)) — Vx (Vy (§1®&)) + Vixy) (&1 ® &)
= Wy (Weaeh+60vP6) - Vx (We o6 +6 0 vP6)

+V8()7y]£1 ®E&+6® Vg()y]fz
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= VP (VWa) e+ 06 0 Ve + Ve 0 VP,
t6 vy (VPe) - V9 (Wea) 06 - Ve o VP
Vgpfl ® Vg 26 ® vX) (VY §2> + V&{Y}fl ®EFTHE V&)’H&g.

Cancelando os termos repetidos, vemos que

Ry(X,Y) (& 0&) = VW (VPa)es+60vY (VPe) - v (VW) ek
~68VQ (VP6) + Vi 606+ 0 VR 6
= (v (vP&) - v (VW) + viRy6) @6
+680 (V9 (V&) - v (vWe) + Vidy &)
= (Rym (X,Y)&) ®&+& @ (Rye (X,Y) &),

onde {; ® &y € By @ Fa.

Exemplo A.9 Temos um interesse particular na curvatura em um produto tensorial da forma Ef @ Ea

(tensores agindo em Ey com valores em Es) que é dada por

(R(X,Y)S)(€) = (Vv (VxS)) () — (Vx (V¥yS)) (€ + (Vixy1S) (€)
= VP (VxS) (€) — (Vi S) (V%) v (Vv S) (€)
vys( &)+ VR, (5€) = 8 (Vidyg)
- ( (56 - ( ”f)) v (S (%))
s (v (vPe)) - v ( (5(€) -5 (V)
)

o (5(099) -5 o (Vﬁ?f)) Vin (50) =5 (Vye)

Cancelando os termos repetidos, usando a linearidade de S e a defini¢do do tensor de curvatura, conclud-

mos que

RXY)8)(©) = [V (v (5©) - VR (VP (5©) + Vidy, (S )}
{5 (7 (5)) - (¥ (7)) - ()
= Ry (X,Y)(5(¢) -5 (Ryn (X,Y)E),

onde S €' (Ef ® E), X, Y € X (M) e €' (Ey).
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Curvatura em um Fibrado Tensorial

Uma das aplicagbes mais importantes é a curvatura em um fibrado tensorial. Pela expressao (A.13) e a

Secao A.0.1, temos o seguinte:
Proposicao A.11 Seja R a curvatura em um (k,l)-fibrado tensorial. Se F,G € jlk (M), entao

R(X,)Y)(Tr(F)) = Tr(R(X,Y)F),

RX,Y)(F®G) = (RX,Y)F)G+F& (R(X,Y)G),

para todo X,Y € X (M).

Demonstracgao. Usando a Proposicao A.6 vemos que

R(X,Y)(Tr(F)) = Vy(Vx(Tr(F)))—Vx (Vy (Tr(F))) + Vixy) (Tr(F))
= Vy (ITr(VxF))—=Vx (Tr(VyF))+Tr (VixyF)
= Tr(Vy (VxF))=Tr(Vx (VyF))+Tr (VixyF)
= Tr(Vy (VxF)—Vx (VyF)+ VixyF)

= Tr(R(X,Y)F).
Além disso,

R(X,)Y)(F®G) = Vy(Vx(F®G))-Vx(Vy (F®G))+Vixy (F®G)
= VWw(VxF)® G+ F® (VxG)) - Vx (VyF)@ G+ F ® (VyG))
+ (VixyF) @ G+ F @ (Vix,y|G)
= (Vv (VxF) @G+ (VxF)© (VyG) + (Vv F) @ (VxG)) + F @ (Vy (VxG))
—(Vx (VyF))®@G— (VyF)®(VxG) — (VxF)® (VyG) — F® (Vx (VyG))

+(VxnF) @ G+ F® (VixyG).-
Cancelando os termos repetidos e usando a bilinearidade do produto tensorial, conluimos que

R(X,)Y)(F®G) = (Vy(VxF)=Vx(VyF)+VixyF)®G
+F® (Vy (VxG) —Vx (VyG) + V[ny]G)
= (RX,)Y)F) @G+ F® (R(X,Y)G),
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para todo X,Y € X,Y € X (M) e F,G € JF (M). [

Mais ainda, temos as seguintes férmulas que serdo importantes ao longo do desenvolvimento tedrico:

Proposicao A.12 Seja R a curvatura no fibrado dos (k,l)-tensores em uma variedade diferencidvel M.

Se F € JF (M), entdo

R(X,Y) <F (wl, e, 21, Zk>> — (R(X,Y)F) <w1, w20, Zk>

para todo X,Y,Z; € X (M), i =1,....k, e todo w’ € T (T*M), j=1,...,1.

Demonstragao. Seja o fibrado vetorial F = leM Para todo £ € T'(FE), segue da expressao (A.2)

que

R(X,Y)(F(£) = R(X,Y)(Tr(F¢)=Tr(R(X,Y)(F @)

= Tr(RX,)Y)F)®¢+F®(R(X,Y)Y))
= Tr(R(X,)Y)F)®&)+Tr(F® (R(X,Y)£))
= (R(X,Y)F)(§+F(R(X,Y)S).
Como ¢ € T (E), entio ¢ ¢ da forma
E=uw'®. 002 ®..0 7.
Um argumento similar nos mostra que

FR(X,Y)€) = F(R(X,Y) (v ®...®wl®Z1®...®Zk>>

l
S (¢'e R(X Y)W 000200 %)
7=1

I
S

k
—|—F<Zw® QW ®Z® . .R(X,Y)Z. ®Zk>
=1
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1

E isso conclui o resultado.

l

SF ((wl ®..R(X,Y)w

Q®d®&®m®@»

v Z1, R(X,Y) Zi,...,Zk>.

Proposicao A.13 Seja R a curvatura no fibrado dos (k,l)-tensores em uma variedade diferencidvel M.

Se a conexdo V em T M é simétrica, entdo

e portanto R (X,Y) : JF (M)

Demonstragao. Para todo F € JF (M

VyxF —ViyF

Exemplo A.10 A curvatura no espago C* (M)

R (Zn: X'0;, zn: Yfaj) (f)
i=1 j=1

— J" (M

R(X,Y) =

).

2 2
Vyx — Vxy,

Vy (VxF) —

Vy (VxF) —

Vy (VxF) —

R(X,Y)F.

= ZXYJR 9, 0;)

1,j=1

= En: XY (9; (0

ij=1

= i X'Y79(9; (0

,j=1
= 0.

(f))

ZXYJ(

=1

=9 (95 () +

= 9195 (1))

), segue da expressao (A.9) que

Vv, xF —Vx (VyF)+ VywF
Vx (VyF)+Vy,v-vyxF

Vx (VyF) + V[Xy]F

= TOM ¢ nula, pois pelo teorema de Schwarz:

Vi () = Vi (V; (D) + Vig,o17)

[0, 0;] (f))
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Curvatura Riemanniana

Se (M, g) é uma variedade riemanniana, a curvatura riemanniana (ou simplesmente curvatura de
Riemann) R € T (®37*M @ TM) da conexdo de Levi-Civita V em T'M é um (3, 1)-campo tensorial

que, em coordenadas locais (U, ¢) toma a seguinte forma

R= Y Ryldd'®dr ®da* ®0, (A.14)
,7,k,l=1

onde R (0;,0;) 0k = > 1y Rijklal. De fato, em coordenadas locais segue que

R(X,Y)Z = R[> X'0;,) Yo (Zykak): > XYIYER(0;,0;) Ok
i=1 j=1 k=1

i7j7k:]‘

= Y XVIYPY Ryla= ) Ry/X'YIYo
ijk=1 =1 igikl=1

= Y Ryldd’(X)da! (V)da* (2) 0,
ik, l=1

= Y Ryldr'edd @d"20,(X,Y,2). (A.15)
i,j,k,l=1

Acompanhando isso, temos o tensor curvatura de Riemann, que também é denotado por R. Ele é o

(4,0)-campo tensorial (ou simplesmente (4,0)-tensor) associado, que é definido por
R(X,Y,ZW):=g(R(X.Y) Z,W), (A.16)
para todo X,Y, Z, W € X (M) . Em coordenadas locais, ela pode ser expressada da seguinte maneira:

R= Y Rypda’®da’ ®da* @ da',

ik, 1=1
onde Ryjr = > 0 glpRijkp. De fato,
R(X,Y,ZW) = g| Y Ry XViYkg, Y wro,| = Y R/ XVIY*WPg(8,0,)
i,5,k,l=1 p=1 i,5,k,l,p=1
= Z R X'YIYkwrg, = Z R, X Yivkwlg,

i’j’k’l7p:1 i?.j?k?l,p:]‘
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n
= > RyuX'YyFw!
i,k l=1

= Y Rypda' (X)da? (V) da® (2) dat (W)
0,4,k 0=1

= Y Rijudr'®da! @ da* @ da! (X,Y,2,W).
1,5,k,1=1

Se nao houver ambiguidade, vamos chamar o tensor curvatura de Riemann simplesmente de curvatura
riemanniana, assim como o (3,1)-tensor.
Seja M x I uma variedade diferencidvel, em que I C R é um intervalo. O fibrado tangente espacial

G ¢ definido por (para mais detalhes sobre I' (M x I) veja a Defini¢ao A.6)
G={Vell'(MxI) : V(zt)eT,M}. (A.17)

O fibrado tangente espacial admite uma conexao V com algumas propriedades interessantes:

Teorema A.2 Seja g uma métrica no fibrado tangente espacial G — M x R. FEntdo existe uma tinica

conexdao V em G satisfazendo as sequintes trés condi¢des:

1. V é compativel com g: Para todo X € T'(M x R) e todo campo vetorial espacial Y,W € T'(G),

XY, W) =g(VxY, W) +g(Y,VxW);

2. V é totalmente simétrica: Se X,Y € I'(G) sao dois campos espaciais, eles sao, em particular,
dois campos em M X R, e vale

VyY — Vy X = [X,Y];
3. V é irrotacional: O tensor S € I' (G* ® G), definido por
S(V):=VuV — [0, V],
para todo V € T'(G) é simétrico com respeito a g:
g(S(V),W)=g(V,5(W)), (A.18)

para todo VW € G, ).
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Observagao A.2 Notemos que S é um tensor e seu contradominio realmente é G: De fato,

SV +gW)(h) = (Vo (fV +gW)) (h) — [0 (fV + gW)] (h)
= ((ON)V + Vo,V + (0g) W + gV, W) (h) = 0 (fV + gW) (h)) + (fV + gW) (9:h)
= ((OS)V + Vo,V + (Og) W + gV, W) (h)
= (0ef)V (h) = fOr (V (h)) — (Oeg) W (h) — g8 (W () + [V (O:th) + gW (Och)

= (fVaV+9gVaW)(h) = f(0: (V (h) =V (8:h)) — g (0: (W (h)) = W (8;h))
= [(VaV)(h)+9(VoW)(h) = [0, V](h) = g[0;, W] (h)
= fSWV)(h)+9S(W)(h),

para todo V,W € T'(G) e todo f,g,h € C®° (M x R). Além disso, notemos que

0 VI(R) = 0V () =V (3 (1) = O (Z vio, <h>> =Y Vo (@ (h)

= Y 0 (Viai () =D _Vid; (9 (h)
i=1

=1

n

= Z&s (V) 0i (h) + V'3, (9; () =y V'0; (0, (h))
i=1
i=1
para todo V € I'(G) e todo h € C* (M x R), isto é,
at; Zat a E g

logo S (V') € G, para todo V € G.

Demonstragao. Para a existéncia, basta tomar a restricao da conexao de Levi-Civita de M x R a

G. Vamos mostrar a unicidade: Trabalhando em coordenadas locais, podemos escrever V em termos de
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seus coeficientes:

Vodj = > Thok, 1<ij<n

2

Vad; = > T4k, 1<j<n
A primeira condigao implica que

9 (9i5) = 9(V,0:,05) +9(0:;,Va,0;) =g (Z F]&@kyag) +g (31'7 ZF§j3k>
k=1 k=1

n
= Y TGigrs + To9m
k=1
= Loy + Toji

Combinado com a segunda condigao, encontramos que as "componentes espaciais"I’ f] sao dados pelos

simbolos de Christoffel da métrica em um tempo ¢ fixado, isto é,
1 n
k _ kl
Iij =3 ;9 {0igjt + 959:1 — 01945} -
A terceira condigao é usada como segue. O termo S (9;) tem a seguinte expressao:

S(0i) = Vo,0i — [04, 0] = Vo,0; = > _Tti0k,
k=1

em que foi usado o Teorema de Schwarz na segunda igualdade. A simetria com relagao & g produz

Loij = Znggkj =9(5(9:),0;) = g(0:,5(9;)) = ngjgik: = Tojs,
k=1 k=1

ou seja,

0t (9i5) = Toij + Toji = 2L0;;.

Em termos matriciais,

O (g11) -+ O (g1n) Toi1 -+ Tomn S Thge - i1 TEigkn

Ot (gn1) -+ Or(gnm) Loni -+ Tonn ST g o Sp Tk gkn
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F(l)l S TR gii -+ Gin
[%n R ¥ Gnl  Gnn

Aplicando a inversa da matrz da métrica, vemos que

9 (g11) -+ Or(g1n) gt - gm g, - Iy

at (gnl) e 875 (gnn) g”l ce g”” P(l)n s an
isto &,

1 < ;
Ig; = 3 > 0 (gi) 9.
j=1

Essa é uma maneira simples de checar que essas férmulas definem uma conexao com as propriedades
requeridas. [

Dada uma variedade riemanniana M e dois campos X,Y € X (M), definimos o tensor torgao 7 em
que

7(X,)Y)=VxY -VyX - [X,Y] € X(M).
Notemos que se X = J; e Y = 9; sdo campos em uma variedade da forma M x R, segue que
T (0, 03) = Vp,0; — Vp,0r — [0, 05) = V,0; — V,0r = Vp,0; = S (0;) . (A.19)
Teorema A.3 Para todo campo X,Y, 7 € X (M),

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = Vy(r(X,2))+Vz(r(Y,X))+ Vx (r(2,Y))

+r7(r(V, X)), Z2)+7(r(Z2,Y), X)+7(7(X,2),Y).

Demonstragao. Como antes, vamos trabalhar em coordenadas exponenciais em torno de um ponto

p € M fixado (porém arbitrario). Temos que

R (81», 8]') Oy + R (aj, ak) 0;+R (8k, (%) 8]' = V; (Vjak) — Vj (Viak) + Vj (Vk&») — Vi (Vjai)
+Vi (Viaj) -V (Vkaj)
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= Vi(V;0r —Vi0;) +V; (Vi0; — Vi0k) + Vi (V;0; — V;0;)
= Vi(7(95,0k) + V; (T Ok, 0)) + Vi (T (9, 0;))
= Vi(7(95,0k) + V; (T Ok, 0)) + Vi (T (9, 0;))
= (Vir), + 7(Vi05,0k) + 7 (05, Vidk) + (V;7),; + 7 (VO 0;)

+7 (6k, Vj&) + (va)ij + 7 (Vk(?l,@j) + T (81, Vka]) .
Pela antissimetria de 7, vemos que

R(0;,05) Ok + R(05,0k) 0 + R(0k,0) 05 = (ViT) + 7 (Vi05,0k) — 7 (ViOk, 05) + (VT
+7(V;j0k, 0;) — 7(V;0;,05) + (V1) + 7 (Vi0i, 05) — 7 (V05 0;)
= (Vim)j + (ViT)y + (Vi) + 7 (Vidj — V;0;, 0k)
+7 (V0; — ViOk, 05) + 7 (V0 — V1,0, 0;)

= (Vim)j + (ViT)p + (Vi) + 7 (745, Ok) + 7 (Thi, 05) + 7 (T, 05) -

Teorema A.4 Seja (E,g) um fibrado vetorial sobre M e V uma conexdo em E compativel com a métrica

g. Para todo XY € X(M) e todo {,m el (E),
R<X7Y7§777) = _R<X7Y777;§)7

em que R(X,Y,&,n) =g(R(X,Y)&n).

Demonstragao. Pela compatibilidade e pela definicao do colchete de Lie, temos que

0 = Y(X(g9(&n)—X (Y (g(5m)) —[Y:X](g(&n))
= Y(g(Vx&En) +9(E,Vxn) — X (g(Vyvén) +9(6Vyn) — g (Vivixié&n) — 9 (& Vivxn)
= Y (g(Vx&En) +Y (g€ Vxn) — X (9(VvEn) — X (9, Vyn) —9 (Vivixi&n) — g (& Vivxn)
= 9(VyVx&n) +9(VxEVyn) +9 (Vv Vxn) +9(8 VyVxn) —g(VxVy&n) — g (VyE, Vixn)
—9(Vx&,Vyn) —g(&VxVyn) —g (Vyxi&n) — 9 (& Vivxm)

= g(VyVxE—=VxVyE—Vyx&n) +9 (6 VyVxn —VxVyn — Viyxm) -
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Pela definigdo do tensor de curvatura (para mais detalhes veja (A.13)), segue que

g(R(X,Y)&m) +9(&R(X,Y)n)

R(X7Y7§7T’)+R(X’Y7777£)'

Teorema A.5 Para todo X,Y,Z €T'(G),

P(X,Y,Z)

Demonstragao. Primeiramente notemos que pela defini¢ao da conexao em T (M x R),

= VS (Y,X) - VyS(Z,X).

R('7 B atv ) =

0, e a expressao para a torsao dada pela expressao (A.19) e a identidade de Bianchi provada no Teorema

A.3 nos d4 que

R0, X,Y,Z) - R(0,Y,X,Z)

Como V é totalmente simétrica, entao

R(8,X,Y,Z)— R(8,,Y,X,7)

g
g
g

g(Vy

(0,
(O,
(O,
(7(X,84)) + Vo, (7 (Y,
+9 (7 (7 (Y, X),00) + 7 (7 (0,
9 (Vy (=5(X)) + Vo, (7 (Y,
+g(r (7 (Y, X),

X)Y —R(3,Y)X,Z)=g(R(0,,X)Y + R(Y,0) X, Z)

R
R(9,X)Y + R(Y,0) X +0,2)

R(9,X)Y +R(Y,0) X + R(X,Y) 8, Z)
X))+ Vx (7 (0,
Y),X)+7
X)) +Vx (5(Y)),2)

Oh)+17(SY),X)+7(-S(X),Y),Z).

(
(
(
(

Y))’
(T (X7 at) )

2)
Y).2)

9(Vx (S(Y)) = Vy (5(X)) + Vo, (0) +7(0,0,) + 0 -0, 2)
9(Vx (S(Y)) = Vy (5(X)), 2)
9(Vx (5(Y)),Z) =g (Vy (5(X)),2).

Sy
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2R(0,,X,Y,Z) = R(8,2,Y,X)—

Segue disso e do Teorema A.4 que

2R(0,,X,Y,Z) = R(8,X,Y,Z)—R(0,,X,2,Y) (A.20)

= {9(Vx (5(Y)),2) —g(Vy (§(X)).2) + R(0,,Y, X, Z)}
—{9(Vx (8(2)),Y) —g(Vz(5(X)),Y)+ R (0, Z,X,Y)}
= R(0,2,Y,X)=R(0,Y,Z,X) +9(Vx (5(Y)),Z2) —g(Vy (5 (X)), Z)

Utilizando a definicdo do tensor de curvatura, vemos que

2R (01, X,Y,Z) = g(Vz(Vy,Y),X)—9g(Va, (V2Y),X)—g(Vig.2Y.X) —g(Vy (Vy,Z),X)
+9(Vo, (VyZ),X)+9(Vig,v1Z. X) +9(Vx (S(Y)).Z) — g (Vy (S (X)), Z)

—9(Vx (5(2)),Y)+9(Vz(S(X)),Y).
Ao utilizar a simetria de S (para mais detalhes veja a expressao (A.18)), vemos que

9(Vx (5(Y)),2) = X(g(5(Y),2)) —g(S5(Y),Vx2) = X (9(Y,5(2))) —g(5(Y), Vx2)
= g9(VxY,8(2)) +9(Y,Vx (5(2)) —g(S(Y),VxZ).

Usando essas igualdades em (A.20), vemos que

—9(Vy (8(X)),2) —g9(Vx (8(2)).Y) +9(Vz(S(X)),Y)
+9(Vz (S(X)),Y

= R(0,2,Y,X)—R(8,Y,Z,X)+g(VxY,S(2))—g(S(Y),Vx2)

—9(VyX,5(2)) = g(X,Vy (S(2))) +9(S(X),[Y, Z]) + g (VzX,S (Y))

+9(X,Vz (5(Y))).

R(
) —
= R(0,,Z,Y,X)—R(0,Y,Z.X)+g(VxY,5(2)) —g(S(Y),VxZ) — g(Vy (S (X
)
R(

.Y, 2, X)+9(VxY,5(2)) +9(Y,Vx (5(2))) —g(5(Y),VxZ)

), %)
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Novamente, usando que V é totalmente simétrica, segue que

2R (0,,X,Y, Z)

R (0, Z2,Y,X) —
—9(X,Vy (5(2))) +9(X,Vz(5(Y)))
—29(X,Vy (5(2))) +29 (X, Vz (5(Y)))-

R(0:,Y,2,X) +g(X,Y],5(2)) +9(5(Y),[Z,X]) + (5 (X),[Y, Z])

em que podemos escrever os iltimos dois termos da seguinte maneira:

—9(Vy (§(X)),2)+9(Vz(5(X)),Y) = =Y (9(5(X),2))+g(S(X),VyZ)
+Z(g(5(X),Y)) =g (S(X),VzY)
= Y (g(X,5(2)) +9(5(X),Vy2)
+Z(9(X,5(Y)) —g(S(X),VzY)
Usando a compatibilidade de V com g, segue que
—9(Vy (8(X)),2) +9(Vz(S(X)),Y) = —g(VyX,5(2)) —g(X,Vy (5(2)))
+9(S(X),VyZ) +g(VzX,S(Y))
+9(X,Vz(S(Y))) =g (S(X),VzY)
= —g(VyX,8(2)) —g(X,Vy (5(2))) +9(S(X),[Y.2])
+9(VzX,5(Y)) +9(X,Vz(S(Y))).

Com isso, expandindo o termo R (0, Z,Y, X ) —

concluimos que

2R (0, X,Y,Z) = R(0,,2,Y.X)—R(0,,Y,Z,X)+g(VxY,5(Z)) —g(S(Y),VxZ)
—9(VyX,8(2)) = g(X,Vy (5(2))) + (S (X),[Y, Z])
+9(VzX,5(Y)) +9(X,Vz(5(Y)))
(

= R(8,2,Y,X)—R(8:,Y,Z,X)+g([X,Y],
-9 (X, Vy (S(2)) +9(X,Vz(5(Y)))
= —29(X,Vy (S(2)))+2¢(X,Vz(S(Y))).

S(2)) +9(5(Y),[2,X]) +g

R (0, Y, Z, X) e utilizando a simetria de S novamente,

(5(X), [y, 2])
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Lema A.4 Em coordenadas locais, os coeficientes da curvatura da conexdo de Levi-Civita podem ser

expressados da sequinte maneira:

n
Ry = ol —arl,+ > (ry,;r;m - rgf,;rgm) , (A.21)
m=1
1 n
Rijii 5 (050kga + 0i0u9j1 — 0iOkgj — 9;019ik) + > g (Tﬁfﬁm - F?fcffm) :

m,p=1
O tensor de curvatura possui algumas importantes propriedades de simetria. Sao elas:
(a) Antissimetria nos dois primeiros argumentos: R;j;; = —Rjiu;
(b) Antissimetria nos dois tltimos argumentos: R = —Rjik;
(c) Simetria entre o primeiro e o segundo par de argumentos: R;ji;; = Ryj;

(d) Primeira identidade de Bianchi:
Rijri + Rpiji + Rjga = 0; (A.22)
(e) Segunda identidade de Bianchi:

(va)ijkl + (ViR) + (VIR)ijmk =0. (A.23)

ijlm

Curvatura de Ricci e Curvatura Escalar

Como o tensor de curvatura pode ser bastante complexo, é 1til considerar vérias contragoes que nos dao
informacées a respeito do préprio tensor de curvatura. A primeira destas contragoes é o tensor de Ricci,

denotado por Ric, que é definido por

Definicao A.23 (Tensor de Ricci) Seja (M, g) uma variedade riemanniana com curvatura R. Defin-

1mos o tensor de Ricci da métrica g por
Ric? (X,Y) =Try (R(X,Y,")) = (TriaTrs (¢ ® R)) (X,Y).

Se nao houver ambiguidade, podemos omitir a métrica na notacao do tensor de Ricci, isto é, Ricd =

Ric.
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As componentes locais do tensor de Ricci sao dadas por

n

RiCij = Ric(@i,aj) = Z gqu(@-,@p,aj,aq) = Z gquiqu = Z gququRipjk (A.24)

p,q=1 p,q=1 p,q=1 k=1

n n
_ Pq k_ k
= Z 9" 9qk Rip;” = E Opk Rip;

p,q,k=1 q,k=1

n
_ k
= E Rikj -

p,k=1

Pelas propriedades de simétrias do tensor de curvatura e trocando as varidveis dos somatdérios se necessdrio

for, vemos que

n n n n n
Ric(X,Y) = Ric|> X9, Yi9; | =3 X'VIRic(9;,0) =Y X'V " g"Ryq,
i=1 j=1 i,j=1 i,j=1 p,q=1

= Y XYY gPRiip= Y XYY ¢"Rjpig =Y X'YIRic(0;,0;)

1,7=1 p,q=1 3,j=1 p,q=1 i,7=1
n n
= Ric|) Y90;,) X0,
j=1 i=1
= Ric(V,X),

para todo X,Y € X (M), ou seja, o tensor de Ricci é simétrico.
Um outro trago, desta vez no tensor de Ricci nos dd4 uma quantidade escalar, chamado de curvatura

escalar e denotado por S:

n n
S :=TryRic = Z ginicij = Z Ric;'.
ij=1 i=1

E importante notar que se o tensor de curvatura for definido com sinal oposto, a contracao é definida

de forma que o tensor de Ricci corresponda ao dado aqui. Portanto, o tensor de Ricci tem o mesmo

significado para todos. Pelo Lema A.4, o tensor de Ricci pode ser expresso localmente como segue.

Lema A.5 Em coordenadas locais, o tensor de Ricci possui a sequinte expressdo:

_ 1 n . A
Riciy, = 5 (0;0kgi + 00195 — iOkgi — 0;O1gix) + > (Tﬁfém - T?}J%) :
Jjm=1
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Proposicao A.14 Dada uma métrica g e uma constante positiva C, temos que

(

R(3,1) (Cg) = R(3,1) 9),
R0y (Cg) = CR ) (9)
Ric(Cg) = Ric(g),
S(Cg)=C""5(g).

\

Demonstragao. Primeiramante, usando os simbolos de Christoffel Ffj na métrica g e Ffj na métrica

Cyg, segue da expressao (A.12) que

- "1
Ly = Y. 5(Co" {aj (C9)y +0: (Cg)j — i (Cg>iﬂ'}
=1
RS PUE . . y
= ZE:EEC' g {Cﬁ%gd—+(784bl—-CY%gu}
=1
|
— Z §gkl {0j9u + 0igji — Oigij }
=1
= T}

Com isso, concluimos que VY9 = V9. Dados X,Y, Z € X (M), vemos que

R (Co) (X,Y)Z = R(X,Y)Z=V (v5°2) - V(¥ (v{2) - V¥, 2

= V% (V¥2) =V (V&Z) = Vixy1Z = Rz (9) (X, Y) Z.
Além disso, temos que
R4 (Cg) (XY, Z,W) = C (R, (Cg) (X,Y) Z,W) = C(R31) (9) (X, Y) ZW) = CRp) (9) (XY, Z,W).
Além disso, fazendo a devisa mudanca das bases ortonormais, obtemos que

Ric(Cg)(Y,Z) = Y Rup)(Cg)(ea,Y.Z,ea) =C> R (9) (€Y, Z, €q)
a=1

a=1

= Z R(4,0) (g) (\/Eeaa Y7 Z7 \/56(1) = Z R(4,O) (g) (é;la Y7 Z7 é;)
a=1 a=1

— Ric(g) (Y, 2).
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Por fim, temos que

S(Cg) : —ZR’LC Cg) (éq€a) ZR’LC €as €a) :C’_IZRiC (\/Eea,\/aea>
a=1

a=1

= C') Ric(éa,é) =C7'S (g).

A Comutatividade da Contragao com a Derivada Covariante

Como estamos trabalhando com uma conexao compativel com a métrica, entdo Vg = 0. De fato, em

coordenadas locais temos
(Vg) (9i,05,0k) = (Vo,9) (95,0k) = 0 (9 (95,0k)) — 9 (Vo,05,0k) — g (05, Vo, 0k) = 0.

Com isso, conseguimos comutar a contragdo com a derivada covariante. Fazemos isso da seguinte forma:

Proposicao A.15 (2.48) Se V ¢ a conexao de Levi-Civita, entdo

(Vi Ric);; Z 9" (ViR) 0 (A.25)
p,q=1

Vklec Z 9" (Vi
p,g=1

R), . (A.26)

Demonstragao. Para demonstrar a igualdade (A.25), sejam X,Y,Z € X (M). Usando que Vg = 0,

temos que

(VzRic) (X,Y) = (VzTr(¢97'®R))(X,Y)
Trvz (g ' ®R)) (X,Y)

z(g)®R+g ' ®VzR)) (X.,Y)
g ®@VzR)) (X,Y)

TriuTry (97 ® VZR)) (X,Y)

(v
(

Tr

(
(
= (TT
(
(

= (T'r¢VzR)(X,-Y,").
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Além disso, usando que Vg = 0 concluimos que

V2Ric = V2 (Tr(¢'®R))=Tr(V?(g'®R))=Tr(V(V(¢s " )®R)+V (9" ®VR))
= Tr (V¢ '®@R)+ (V(¢ ) ®@VR)+ (V(¢s ) ® VR) + (¢ ' ® V?R))

= Tr (g_1 ® VQR) .

Em aplicagoes posteriores, vamos usar a chamada segunda identidade de Bianchi contraida:

> " (ViRic); = SViS, i=1..n. (A.27)
k=1

Ela segue da expressao (A.25) e da segunda identidade de Bianchi, pois
0 =320 b1 977970 = 320 b et 979" (ViR) o, + (Vi R) g + (Vi R) i)
= Y=t 99" (ViR) gy + Xt pminet 99" (Vi) gt + 2t b1 99" (Vi R) i
=Y am=1 9" (VIRic) g, — >t bmn=1 9" g (Vi R) gy, + R 99" (V' R) gy
= EZ,m:l 9" ((ViRic),,, — (VmRic),) + Za b,m,n=1 g g™ (Vo R) b,
= Trg (ViRic) = 325 101 9" (Vi Ri€) gy b1 979" (VR oty
= Try (ViRic) = >2q ey 9°" (VinRic) y = 3o ey 97" (Vi Ric)y,
=V, (TryRic) — 2 Za,m:l g (Vi Ric)

Ou seja, pela definicdo de curvatura escalar, concluimos que

0=V;S-2 Y  ¢""(VmRic),
a,m=1

Curvatura Seccional

Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Se II é um subespago bidimensional de T,M, p € M, definimos

a curvatura seccional K, de Il em p por
K () = R (e1,e2,e1,€2),

onde, {ej, ea} é uma base ortonormal de II.
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Proposicao A.16 Se X e Y sao dois vetores que geram I1, entdo

_ (R(X,Y)X,Y)
MO = e e = ooy

Demonstragao. Se {ej, ez} é uma base ortonormal de II, segue que existem a, b, ¢, d € R tais que

X = ae1 + bey
Y =ce; +desy
Substituindo na expressao acima obtemos que:
(RIX,Y)X,Y)  (RX,)Y)Y,X)  (R(aei + bea,cer + dea) (cey + dez) , aeq + bea)

CIXPIYP - (Y XPYPE = (X,Y)? |aer + bes| |cer + deal? — (aer + bes, cer + des)’

B (ac®R (e1,e1) e1 + acdR (e1,e1) e2 + adcR(eq, e2)er + ad®R(eq, e2)ez, aeq + bea)

B (a2 + b2) (¢ + d2) — (ac + bd)*

N <b02R (e2,e1) e1 + bedR (e2,e1) ex + bdcR(ea, e2)er + bd?R(ez, e2)ea, aeq + b€2>
(a2 + b2) (¢ + d2) — (ac + bd)?

B <(1ch(61, ez)er + ad?R(e1, e2)es + bc? R (ea,e1) e1 + bedR (e, e1) ea, aeq + b62>
B (a2 + b2) (¢ + d?) — (ac + bd)*

<ach(el, ea)er + ad?R(e1, ez)es + be®R (ea, e1) e1 + bedR (ea, e1) e, 61>
¢ (@ + 02) (2 + &) — (ac + bd)?

b <ach(el, e2)er + ad?R(e1, ez)ez + be® R (eg, e1) e1 + bedR (e2, e1) e, €2>
(a2 4 b2) (2 + d2) — (ac + bd)?

Simplificando essa expressao, vemos que

(R(X,Y)X,Y) _ (ad®R(e1,e)ez + bedR (eg,e1) ez, 1)
TIXEPYE- (XY (@+8) (@ + ) — (ac + bd)
b<ach(el, ez)er + b*R (e, €1) €1, €2)
(a2 4+ b2) (2 + d2) — (ac + bd)?

<—ad2R(eg, e1)ez + bedR (ez, e1) e, 61> N b<ach(61, e2)er — be?R (e, e2) e1, €2>
(a2 + b2) (¢ + d2) — (ac + bd)? (a2 + b2) (¢ + d?) — (ac + bd)*

_ <(abcd — a2d2) R (e2,e1) ea, €1> N <(badc — b2c2) R (e1,e2)eq, €2>
B (ad — be)? (ad — be)?
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. <R(€2,€1) 62,€1> <R (61,62) 61,€2> _ <R (61,62) €1,€2> <R(€1,€2) 61,62)
= (-ad) (ad — be) e (ad — bc) = (—ad) (ad — bc) e (ad — be)

= — <R (61, 62) el, 62>

]
Corolario A.3 A curvatura seccional independe da escolha da base ortonormal.
Demonstragao. Se {X,Y} da proprosi¢ao anterior ¢ uma base ortonormal, entao
R(e1,e9,61,e2) = K (II) = W =R(X,Y,X,Y).
]

Vamos denotar o plano orientado gerado por e; e e; por e; A e;. Calculando a curvatura seccional do

plano (%ei + %ek) A (%ej + %el), vemos o seguinte resultado:
Proposicao A.17 O tensor de curvatura R é completamente determinado pela curvatura seccional. Em
particular,
1
Rij = 6{2K(ei+ek/\e]~+el)—|—2K(ei —epxNej—e) —2K (ej+exNej+e) —2K (ej —ep, Ne; —ep)}
1
+6 {2K (O, N 0j) + K (0; NO) — K (0j N O) — K (O; N O;)}.
Demonstragao. Como queremos demonstrar uma igualdade tensorial, é suficiente demonstra-la em
uma base ortonormal {e;};-; de T,M. Nesse caso, K (e; + ey A e; + ¢;) ¢ igual a

R(ei teg,ejt+ene+epe+e)
(ei+ex e+ ex) (e +er e+ ) — (e + ek, €5 + 1)’

K(ei+exNej+e) =
1
= 3 WRijij + Riji + Rijij + Rijwi + Ragg + Raa + Rawj + Riwt + Bjij + R}
1
+ {Ryjrj + Rijr + Riij + Ry + Riarj + Ryaw )
K (e; — ex, Nej — €;) € dada pela seguinte expressao:

R(ei— ek, ej — e ei —ex,ej — €

(ei — ek, ei —eg) (ej — e, e —er) — (€ — e, ej — 6l>2
1

K(e;—exNej—e) =
Rijij — Rijir — Rijj + Rijin — Raig + Raa + Rk — Rakl — Rijig + Rija}
{Rijrj — Rijr + Riij — R — Riaj + Riaw}

it
!
4
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K (ej + e N e; + €;) é dada pela seguinte expressao:

K (ej+epNei+e)

1
= 3 WByiji + Rjii + Rjiwi + Rjiw + Rjji + Rji + Rjiwi + Rjiwa + Riagi + R}

1
+1 {Rriri + Riirt + Rraji + Rigji + Ryars + Riara )

K (ej —er, Ne; — €;) € dada pela seguinte expressao:

K(ej —exNe; —e)

1

4
1
+1 {Rkiki — Riirt + Riji — Riiji — Riiki + Rt } -

Mais ainda, temos que

K (éh A 83) = Rlﬂj

“ARjiji — Rjiji — Rjiki + Rjirt — Rjigi + Rjiji + Rjiei — Rjiwt — Ryiji + Riji}

, K (0; A\ Ox) = Rigik , K (05 N\ O) = Rjij , K (0, A 0;) = Ryt

Pela primeira identidade de Bianchi que

Rijk

1
3 (2Rijm — Rikij)
1
3 (2Rjji1 + Rikj + Ruyij)
1
3 (Rijii + Rakj — Rjirt — Rjiki)
24Rijp + 2R + 4Rk + 2Ry 2 4Rjiw + 2R 10 + 4Rjiki + 2Ry
6 4 6 4
1 1 1 1
+6le[]' + éRikik - éRjkjk — éRlili

A+B+C+D+E+F+G+H+1,

em que as letras maitsculas A, C, F' e G denotam as seguintes expressoes:

oy DN

x 1 {Rijij + Rijit + Rijij + Rijur + Ririj + Ritir + Ritkj + Riks + Rijij + Rijar}

x 1 {Rjiji — Rjiji — Rijii + Rjirt — Rjiji + Rjiji + Rjiei — Rjint — Ruiji + Ruiji}
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e as letras B, D, F, H e I denotam os seguintes:

X ¢ {Rijrj + Rijra + Riiij + Rrait + Rrang + Riawa}

x5 {Rhjkj — Rijri + Ritij — Rt — Rikj + R}
= —2 % g {Ruiki + Ruir + Rytji + Ryiji + Reiwi + Ry}

H = —2 x 1 {Riiki — Rira + Ritji — Riwji — Riawi + R}

1 1 1 1
L = §Buij + 5 Rikik — 6 LRjkjk — 68>

[N SN

Usando as igualdade que fizemos previamente, concluimos que

1
Riju = 6{2K(ei—l—ek/\ej—I—el)+2K(ei—ek/\ej—el)—2K(ej—|—ek/\ei+el)}

+%{—2K(6]’—ek/\ei—65)+2K(8l/\8j)+K(ai/\8k)—K(aj/\ak)—K(al/\ai)}.

Lema de Berger

Um resultado simples mas muito importante é o chamado lema de Berger. Mostraremos que o tensor de

curvatura pode ser limitado sempre que a curvatura seccional é limitada (superior e inferiormente):

Lema A.6 (de Berger) Dada uma variedade riemanniana (M,g). Suponha que em algum ponto p a
curvatura seccional ¢é limitada. Seja A := maxy yer,m {K (wAv)} e 6 1= ming e, {K (wAv)}. Se

u,v,w,r € TpM sao vetores ortonormais, entao

(A_(S) € |R(U7anam)| <

[SSRN )

1
|R(U7anav)|§§ (A—(S)
Demonstragao. Primeiramente, notemos que:

R(u+w,v,u+w,v) = R(u,v,u+w,v)+ R(w,v,u+w,v)

= R(u,v,u,v)+ R(u,v,w,v) + R(w,v,u,v) + R (w,v,w,v).
Além disso,

R(u—w,v,u—w,v) = R(u,v,u—w,v)—R(w,v,u—w,v)

= R(u,v,u,v) — R(u,v,w,v) — R(w,v,u,v) + R(w,v,w,v).
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Portanto, segue que

R(u+w,v,u+w,v) — R(u—w,v,u—w,v) = 2R (u,v,w,v)+ 2R (w,v,u,v)
= 2R (u,v,w,v)+ 2R (u,v,w,v)

= 4R (u,v,w,v).

Segue desta identidade e da definicdo de curvatura seccional que:
2|R (u,v,w,v)| = |R (u+w,v,u+w,v) — R(u—w,v,u—w,0)
=1 |K (@ w) A o) (Jut wP o = u+w,0)) = K (0= w) Av) (Ju=wl[o]* = (u—w,v))|
:%‘K((u—i—w)/\v) lu+w|* = K ((u—w) Av) ]u—wﬂ
= 3K () A ) (V) = K (=) Av) (V2)?] = [ () A o) = K (u=w) A )
<A -4

Para a segunda desigualdade, notemos que

R(u,v+z,w,v+z) = R(u,v,w,v+z)+ R(u,z,w,v+ x)

= R(u,v,w,v)+ R(u,v,w,x) + R (u,z,w,v) + R (u,z,w, ).
Além disso,

R(u,v—z,w,v—z) = R(u,v,w,v—12)— R(u,z,w,v—1x)

= R(u,v,w,v) — R(u,v,w,x) — R (u,z,w,v) + R (u,z,w,z).
Logo, segue que
R(u,v+z,w,v+z)— R(u,v —z,w,v —z) = 2R (u,v,w,z) + 2R (u, x, w,v) .
Notemos também que

R(w,u—z,w,u—2x) = R((v,u,w,u—z)—R((v,z,w,u—x)

= R(w,u,w,u) — R((v,u,w,z) — R(v,z,w,u) + R (v,z,w,z).
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Além disso,

R(w,u+z,w,u+z) = R((v,u,w,u+z)+ R((v,z,w,u+ x)

= R(,u,w,u)+ R((v,u,w,z) + R(v,z,w,u) + R (v,z,w,z).
Portanto,
R(v,u —z,w,u—2z) — R(v,u+z,w,u+x) =—2R (v,u,w,z) — 2R (v, z,w,u).
Logo, obtemos que:

R(u,v+z,w,v+z) — R(u,v —z,w,v —z) + R(v,u — z,w,u —x) — R (v,u+ z,w,u+ x)
= 2R (u,v,w,z)+ 2R (u,z,w,v) — 2R (v,u,w,x) — 2R (v, x, w, u)
= 2R (u,v,w,z)+ 2R (u,z,w,v) + 2R (u,v,w,x) — 2R (v, x, w, u)
(

= 4R (u,v,w,z)+ 2R (u,z,w,v) — 2R (v, z,w,u) .
Olhando para os dois ultimos termos e usando a segunda identidade de Bianchi, vemos que

2R (u,z,w,v) — 2R (v,z,w,u) = 2R (u,z,w,v)— 2R (w,u,v,z) =2R (u,z,w,v) + 2R (w, u, z,v)
= 2(R(u,z,w,v) + R(w,u,z,v)) =2 (—R(z,w,u,v))

= —2R(z,w,u,v).
Logo, segue que

R(u,v+x,w,v+z)— R(u,v—x,w,v—x)+ R(v,u —x,w,u —x) — R(v,u+z,w,u+x)

= 4R (u,v,w,x) 4+ 2R (u,z,w,v) — 2R (v, z,w,u) = 4R (u,v,w,z) — 2R (x,w, u,v)
= 4R (u,v,w,z) — 2R (u,v,z,w) = 4R (u,v,w,z) + 2R (u, v, w, x)
= 6R(u,v,w,x).

Usando essa igualdade e a primeira desigualdade demonstrada, segue que:

6|R (u,v,w,z)| =|R (u,v+z,w,v+z)-R(u,v — z,w,v — x)+R (v,u —z,w,u —z)—R(v,u+z,w,u+ )|
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—‘QR( % >—2R< =L w, )+2R v,%,w,%)—QR(v,“—?,w,%

2| (i o )+2\R<, too.2)| 2fm(v 0 )| 2l (o )
<(A=46)+ (A +(A=-0)+(A-9)

=4(A-9),

onde ortonormalizamos o segundo e o quarto argumentos de R multiplicando e dividindo por 2. ]

Estrutura do Fibrado Pullback

Sejam M e N duas variedades diferencidveis, seja F/ um fibrado vetorial sobre N e seja f : M — N uma

aplicacao suave.

Definicao A.24 (Fibrado Pullback) O fibrado pullback de E por f, denotado por f*E é o fibrado

vetorial suave sobre M definido por

FE={@8:peM, €Exp}= || Exp
peEM

Temos uma aplicacao natural entre os fibrados f*E e E, que é dada por ¢ : f*E — E, em que

¢ (p,v) == (f (p),v). (A.28)

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de fibrados, isto é, para cada p € M a aplicagao ¢,, : (f*E) p

Ef(p) € um isomorfismo. De fato, se ¢ (p,v1) = ¢ (p,va), entdo (f (p),v1) = (f (p),v2), ou seja, v1 = va,

p)

e assim, (p,v1) = (p,v2). Além disso, dado (f (p),v) € Ey(), tome (p,v) € (f*E),. Segue que

(f(»),v) =¢(p,v).

Se {{1,...,&,} € um referencial local para E em uma vizinhanga V de f(p) € N, entdo & (z) =

& (f(x),i=1,...,k é um referencial local para f*FE na vizinhanca (f_l (V)) de p.

Lema A.7 Temos as sequintes igualdades:

(fE)=f(E") e (ffE)@(f'E)=[f (E1®E,).
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Demonstragao. De fato, temos que

FEY= L (B = L Brw) ={0,w):pe M, we (Ep)'}
peEM peEM

por outro lado,

(1B = {w)ipe M, we ((1°B),) },

mas (f*E), = Ef(), ou seja, [*(E*) = (f*E)".

Além disso, pela definicdo de produto tensorial de fibrado,

(f"E1) ® (f"E2) = {(p,wl) ® (pyw2):p € M ;w1 € (f'Er), ;w2 € (f*E2)p}-

Por outro lado,

" (EL® Eq) = {(p,w1 Quwa):pEeM, wiQus € (f*(E1®E2))p}-

Mas
FEeE) = ] (Bie )= | () ® Eyy)-.
pEM pEM
e portanto
(f" (B1 @ E)), = (E1) ) © (E2) gy -
E como (f*E1), = (E1) 4, e (f"E2), = (E2) (), temos segunda igualdade. ]
Restricoes

A restrigao {; € I'(f*E) de { € I' (E) para f ¢é definida por
~1
&) = (virm,) €S @))€ Ergy = (FE),

para todo p € M, em que ¢ : f*E — E ¢é a aplicacdo definida pela expressao (A.28).

Exemplo A.11 Suponha g uma métrica em um fibrado vetorial E. Entio g € T'(E*® E*), e por

restricao obtemos que

gr eT(f(E" @ E%) =T (f*(E") @ f*(E")) =T ((f*E)" ® (f*E)"),
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€ uma métrica em (f*E) (a "restricao"de g em f): Se §,n € (f*E), = Ey(y), entdo

(g7 (p)) (&:m) = (g (f (p))) (§:m) -

Observagao A.3 Ao usar essa terminologia, queremos distinguir a restricao de um campo tensorial em
E (que é uma se¢ao de um fibrado tensorial sobre f*E) com o pullback de um tensor no fibrado tangente.
Assim, a métrica no exemplo acima nao deve ser chamada de "métrica pullback”. Observe que podemos

restringir tensores covariantes e contravariantes, em contraste com a situag¢ao com pullbacks.

Exemplo A.12 Dada uma se¢cio X € T'(TM) = X (M), o pushforward de X ¢é a secio f X €
I'(f*T'N) definida por
(f+X) (p) = dfp-X(p) € Ty N = (f*'TN),.

Pullbacks de Tensores

Por dualidade (combinada com a restri¢do), podemos definir uma operagdo que leva (k,0)-tensores
de N em (k,0)-tensores de M, que é chamada operagao pullback: Se S ¢ um (k,0)-tensor em N
(isto é,Sel (®kT*N)) , entao por restricao segue que Sy € I' (®kf*T*N), e definimos f*S € T’ (®kT*M),
em que

(f*S) (X17 an:) = S(f*X17 7f*Xk)a

onde X; € X(M),i=1,....k.

Exemplo A.13 Se f é um mergulho e g é uma métrica riemanniana em N, entdo f*g é a métrica

pullback em M (frequentemente chamada de métrica induzida).

Essa definicao pode ser um estendida para tensores cujo contradominio é um fibrado: Suponha que
Serl (®kT*N ® E) ¢ um (k,0)-campo tensorial em N com valores em E. Entao sua restrigdo nos dé
Sy eT (&F (f*T*N)® f*E), e vamos denotar por f*S o (k,0)-tensor em M com valores em f*E definido
por

(F*S) (X1, s Xi) = Sp (£ X1, ooy fuXi) -

Isto é, temos a mesma expressao, exceto pelo fato de que agora ambos os lados da igualdade estao em

FE.
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A Conexao Pullback

Considere uma variedade M e seja V uma conexao em um fibrado vetorial E sobre uma variedade N, e

f:+ M — N uma aplicagao suave.

Teorema A.6 Existe uma tnica conexio 'V em f*E (chamada de conexdo pullback) tal que

(fVX (ff)) (p) = (<P|(f*E)p>_1 (Var,(xwnt) (f (0)) (A.29)

para todo X € T'(TM) e todo £ € T' (E),em que ¢ : f*E — E ¢ definida pela expressao (A.28).

Demonstracao. Um referencial local B ={s;};.; em E induz um referencial local em f*E, B =
{si}i,, definido por
~1
$i(0) = (2m),) (5 (F (),

Com isso, definimos a aplicagao
IV T (TM)xT (f*E) - T (f*E)

na base B’ por
(vaS;) (p) = (‘ﬂ(f*E)p)il (Vas,x@psi) (f (0)))

em que p pertence a um aberto de uma carta. Como M é coberto por cartas, a expressao acima estd
globalmente definida.
Como toda segao s € I' (f*E) é da forma s’ = fis] + ... + fns],, usando a regra de Leibniz a conexao

fica completamente definida. Isto é, definimos
("vxs) @) §jx 5 (0)+ £ (p) (PVxst) ).

Como todo M é coberto com cartas, /V estd globalmente definida.

Dados A, B € I (TM) e g,h € C™ (M),

(/Vgasnss) (p) = X121 (9A+hB) (p) (fi) 55 (p) + fi () (! Vgaynns;) (p)

=i (gA+hB) (p) (fi) s; () + 2y fi (p) (@\ 1*E) ) - (Vap, (o) A@)+rm) B Si) (f ()
=>211 (gA+1B) (p) (fi) s; (p)

TS0 (emm,) @0) (Vayaenss) (F0) +h0) (Vasens) (F 0)
=>i219(p) A(p) (fi) si (p) + 1 (p) B (p) (fi) s (p)



367

+> i fi (p) {9 () (‘p\(f*E)p)il ((Vag,(am)si) (f () +h(p) (90|(f*E)p>71 ((Vag, By si) (f (0))) | -

Reagrupando os termos, vemos que

(IVgasnss) (p) = g (p) i1 A(p) (fi) s} (p) + fi (p) <‘P\(f*E)p) (Vag,caepsi) (f (0))

+h(p) >, B (p) (fi) si (p) + fi (p) (<P|(f*E)p> ((Var, By si) (f ()
=g(p) ('Vas') (p) + h(p) (/VBs) (),
para todo p € M. Além disso, dados d,e € C® (M) e u = fi18] + ... + fus, e v = g18] + ... + gns), €

['(f*E), segue que

(va (du + ev)) (p) =

<Z (dfi + eg:) 32) > (p)
=1

(=
> AW) (dfi +eg) 5} (0) + (dfi + e:) (p) (V.51 ()

=1

> A®) () 5 (p) + A () (egi) 5} (p) + (A (P) fi (9) + ¢ (1) s (1) (' Va5t (0)
=1

n

> 1fi(p) Ap) (d) +d (p) A(p) (f)] s (p)

=1

+ Z [9: (0) A(p) () + e (p) A(p) (9:) +] 57 (p)

+ z A(p) £ (p) (FVa5}) () + ¢ (p) s (p) (Y Vst ) (9)

Fazendo a distributiva, vemos que

(fVA (du + ev) )

Z e (p) (d) +d (p) A (p) (£:) 5 (p) + 9: (1) 5% (1) A (p) (€)

+30em) AW )5 0)+ A £ 3) (PT5) )+ ) s ) (V.051) ()
=1

A(p) (d) u(p) + A (p) () (Z A(p p) + fi (p) (fVASQ) (p)>

+e(p) (Z A(p) (9:) s (p) + i (p) (f VASQ) (p))

=1

A(p) () ulp) +d (p) (Vau) (p) + A ) () v () + (/Vav) ().

Ou seja, vemos que /V é uma conexao em f*F.
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Por fim, se { € ' (E) e {; € I'(f*E) é a restrigao de & para f, segue que existem gy, ..., g, € C*° (N)

tais que
n
§= Zgisi-
i=1

Por outro lado, existem hq, ..., h, € C*> (M) tais que

ff = Zn: hls;
i=1

Por defini¢ao de &y,

Zgz <<P|(f “E) )_1 (si(f(p) = (90|(f*E) ) (Zgz Si )))
= (om,) €D =&

= Y@ e =Y k) (agm,) 6 O).
=1

i=1

Como ¢|(y+p) € um isomorfismo e pela unicidade das coordenadas em uma determinada base, segue que
P

hi(p) = i (f(P)),  i=1,..n.

Portanto,

("Vx (&) @) (fo (Zhs)) i(fvx(ms;)) <p>=f(fvx(<giof>s;))<p>

i=1 =1

n

= > ("x (lgion)s) @ ZX (9:9 )5, () + (910 1) (0) (Y9x5} (0)

=1

- nglof L)+ @0 H ) (o1m,) (Vo) (@)

_ Zd 50D, X0 (0im,) (56 (F )

-1

+Z g0 N ®) (1pm),)  (Taixans) (F @)
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Por linearidade, vemos que

(Vx €)@ = (em,) (Z A (g0 )y X (D) (i (F 0))) + (9 0 ) (0) (Vg xp5:) (f <p>>)>

= (orm,) (Z (fy (X)) (90) (i (F (0))) + 5 (F () (Vg cx) (S <p>>)>

=1

- (90\(f*E)p>71 (Vap,(x@é) (f () -

Para provar a unicidade, notemos que os elementos de B’ sao restricoes dos respectivos elementos de B

para f. Portanto, se V & outra conexio em f*E que satisfaz a igualdade (A.29), entao

(Vxs) ) = (%ifis;) (v) :iw) (1) ) + i (p) (V) ()

= YXOWEO) ) (om,) Taxens) ()
=1

n

= DX ) @) + fi ) (FIxst) ()
i=1
= ("Vxs) @),
para todo s = >, fisi € I (f*E), X € I'(TM) e p € M, ou seja, /V é tinica. [

Proposicdao A.18 Se g ¢ uma métrica em E e ¥V é uma conexdo em E compativel com g, entio IV ¢é

compativel com gy.

Demonstragao. Como V é compativel com g se e somente se Vg = 0, basta mostrar que se Vg = 0

entao ngf = 0. De fato, usando que Vg = 0, vemos o seguinte:

IV, (97) = Vg =0,
para todo v € T'M, ou seja, ngf =0. ]

Proposicao A.19 A curvatura da conexdo pullback é o pullback da curvatura da conexdo original. Em
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particular,

onde X, Y € X (M

Ry (X,Y) (&) = (f"Rv) (X,Y) (€),

) el €T (F). Note que Ry e T (T*N @ T*N ® E* ® E) de modo que

ffRy € T(T"M®T*M @ f*(E*® E))
= I'T"M@T*"M ® f*E* ® f*E)

= I'N(T"M@T*M @ (f*E)" ® f*E).

Demonstragao. Como a curvatura é tensorial, é o bastante checar a férmula para uma base. Escolha

k
um referencial local {ap}lgzl para E, de modo que {(O'p) f} . é um referencial local para f*E. Também
p:

escolhemos uma carta (V,¢) em N tal que f(p) € V e uma carta (U,¢) em M tal que p € U. Se

= ((pl, ...,cpm) defina f* := %o f, a =1,...,m. Entao

Riy (0i,05) (Up)f = <fv> o, ((fv> a; (Up)f) - (fv>8¢ ((fv)aj (Up)f>
9, (

a=1
= 90 (/) Vo, () + 0, () (IV)  (Va, (0,),
a=1 J
=300, (1) Va, () = 3. 8,5 (U¥) . (Va, (o)),
a=1 a=1 ¢

Cancelando os termos iguais e usando a definicdo de 'V, vemos que

Ryg (0:,05) (o

p)y

NE

9 (f*) V.0, (Va, (0p)) = 05 (f*) V1.0, (Va, (0p))
1

Q
I

Ms

Q
Il
—

0 (£*) V105 (Yo, (0)) = D_ 95 (£7) V5.0, (Vo (0)
=1

Z 0; () vZ};”zlaj(fB)aﬁ (Va, (Up)) - Z 9; (f'8> Vz;’}:l 0i(f*)0a (V5ﬂ (UP))
a=1 B=1

NE

0 (1) 9 (17) Vo, (Vau (03)) = 05 (17) 0 (*) V. (Vo (7))

1

0
ki
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= Y 09 () (Va, (Va. (03) = Ve, (Va, ()
a,B=1

= > 09 (1) (By (90:05) (o)) = Ry (Z 0:(f*) s Y_ 05 (1) 85) ()
a,B=1 a=1 ps=1

= Ry (f+0;, 120)) (0,) = (f*Rv) (8;,9;) (o) -

Quando puxamos um fibrado tangente, temos outra propriedade importante:

Proposicdo A.20 Se V ¢ uma conexdo simétrica em TN, entdo a conexio pullback TV em f*TN ¢é

simétrica no sequinte sentido:

Ny (£V) =1 Vv (£U) = £ (U, V]),

para todo U,V € I'(TM) .

Demonstracao. Como antes, seja uma carta (Wi,1) em N tal que f (p) € W) e uma carta (Wa, ¢)
em M tal que p € Wa. Escrevendo U = > I, U'9; e V = > V79; segue que

fVU (f* Z;L:I Vj@j) —1 Vv (f* Z?:l Uiai) =F Vu (Z?:l ij*aj> —1 Vy (Z?:l Uif*&-)

=X UV)y (V7 10)) = 2L (V) (U £:0)

=20 V), (V0105 (f) 9a) = X1y (UV)y, (Ui > 0i (fF) 35)

=21 e V), (V205 (f%) 0a) = 1t 52y (PV)y, (UF0: (f7) 05)

=51 X UV) s g, (V905 (1) 0) = X0y 5t (V) sn s, (U°0: (£) 95)

= 21 e UT(19), (V70 (f*) 0a) = 2o35ma X5 VI (79),5, (U°0: (£7) 05)

Pela regra do produto, segue que

vy (f* Z;';l Vj&j) ~Ivy (f* Z?=1 Uiai) = ZZ@':I Zgb:l U'o; (Vjaj (fa)) 8a—|—UiVj8j (f9) (fV)ai (aa)f

= Xl X V20, (U0 (£7)) 05 + VIU'0: (£7) (TV) o, (99

= Z?,izl > ot U'd; (V‘jaj (fa)) On + UWVI0; (f%) V¢.8,0a

= =1 2= VI0; (U0 (£7)) 95 + VIU'0: (7) V 1.,05

=i e UM (0: (V7) 95 (f%) + V79,05 (f)) Do + U V705 (f*) V 1.6,

— > orim1 2521 VI (05 (U°) 05 (f7) + U'0;0; (f7)) 95 + VIU0; (£°) V1.0,

= 1 ([U,V]) n



372

Transporte Paralelo

O transporte paralelo é uma maneira de usar a conexao para dados geométricos de diferentes pontos ao
longo de curvas suaves:

Seja V uma conexao em um fibrado 7 : E — M. Se v : I — M é uma curva suave, entao uma segao
suave ao longo de v é uma se¢do de v*FE. Associado a isso temos a conexao pullback "V. Uma secao

V ao longo de « é dita paralela ao longo de ~ se
Vs,V =0. (A.30)

Em um referencial local {e]} _, em torno de v (tp),

j=1

("Va V) (to) = (%,Zvj (t) ejow) (to) = >_ ("Va V7 (#)e; o) (to)

n

= S (V9 (to) e (7 (t0)) + V7 (t0) ("V,e; 0 ) (to)

[
Il
-

(V9) (to) 5 (7 (t0)) + V7 (to) (V. 0065) (7 (t0))

I
WE

<.
Il
_

I
M=

(Vj), (tO) € ('7 (tO)) + Vj (to) (VZ?:N'W)IGZ‘ (ej)) ('Y (tO)) .

<.
Il
—

Pela linearidade de V, vemos que

OV V) (t) = > (V) (to)e; (v(t0)) +Zat YV (to) (Ve,e5) (7 (to))

7j=1

= il(vj) (to) €; (7 (t0)) +Z to VJ (to) kzn: i (v (to))
]: :

- Z (V?) (t)e; (v (to)) + g (7") (t0) V7 (1) T (7 (t0)) e (7 (t0))
J= ©,5,k=

- kZ (v4) o) ex (o t0)) + ij () (t0) V7 () T (3 (1)) e (3 (1)
= e

- :1 (V4 tto) + Z (+)' (t0) V7 (1) T (v <to>>) et (7 (1))

= 1,]=

Ou seja, temos o seguinte sistema linear:
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(V1Y = =50 (T 0n) () v
: (A.31)
(Vn)/ _ 221:1 (]‘—VZL] o 7) (71)/‘/3'
Teorema A.7 Dada uma curvay: I — M e um vetor Vo € E, (o), existe uma tnica se¢ao paralela V' ao

longo de v tal que V (0) = Vy. Tal V' € dito transporte paralelo de Vi ao longo de 7.

Demonstragao. Esse resultado é imediato, uma vez que o sistema (A.31) é uma EDO vetorial linear.
Junto com a condigao inicial V' (0) = Vp, a teoria de EDO nos garante a existéncia e a unicidade das
funcoes

Vi:I - R, paratodoi=1,..,n

Definindo V' (¢) := 37, V7 (t)e; oy (t), temos o resultado. ]
Dada uma curva 7, o teorema acima nos permite definir a familia de aplicagoes P} : E0) = Ey@)
por

By (Vo) =V (to),

em que V é o transporte paralelo de Vj ao longo de . Observe que P, é um isomorfismo linear, para
todot e I.
De fato, dados o, 8 € R e Vo, Wy € E (o) sejam V e W as tnicas segoes paralelas ao longo de v tais

que V (0) = Vo e W (0) = Wy, respectivamente. Segue que

W, (aV + W) =a'Vy,V 4+ Vs, W =0+0 =0,
(aV + W) (0) = aV (0) + W (0) = aVp + SWo.

Portanto vemos que
Pl (aVo + fWo) = oV (t) + BW (t) = aF (Vo) + BF (Wo).
Seja 7 : I = [a,b] — M em que 7 (t) = v ((1 — t) b+ ta) . E facil verificar que
Pj - (Ptv)il :

e portanto, P, ¢ um isomorfismo. Uma outra forma de ver isso, é notar que para quaisquer segoes
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paralelas X,Y ao longo de ,

Vg, (97 (X (1), Y () = 9, ((V)g, X) (1), Y () + 95 (X (£). (V) Y) (1))

= Yy (03 Y (t)) + Gy (X(t),(]) =0,

ou seja, o médulo e o d&ngulo entre os vetores das segoes paralelas sao constantes ao longo de . Portanto se
P; (Vo) = 0, segue que Vg = 0, e isso nos garante a injetividade de P;. Por fim, como dim £, ) = dim E, ),

segue do teorema do ntcleo e da imagem a sobrejetividade de P;.

Decomposi¢ao do Espago Tangente da Variedade Produto

Dadas duas variedades M; e Ma, seja m; : My x Ma — M; a projecao canonica, j = 1,2. Se o : [ —

My x My é uma curva suave, podemos escrever

aQ (t) = (aMl (t) » Mo (t)) s tel

onde apy, = mpoa: I — My e ay, =moa: I — My O pushforward (7;), : T (My x My) — TM;

induz, via fibrado pullback, os seguinte morfismos de fibrados sobre M7 x M :

M = ((g,7),[a]) € T(My x M) — ((¢,7), [enny]) € w1 (TM)

Oy = ((g,7),[a]) € T(My x M) — ((¢,7), [ens,]) € w5 (TMy)

Nesse caso, temos o seguinte isomorfismo :

Proposicao A.21 Dadas duas variedades My e Ms. A aplicacdo

(Hl XHg)(q’T)
—

[a] € T(q,r) (Ml X MQ) ([aM1] > [QM2]) € Tqu x Ty My

¢ um isomorfismo linear (chamaremos esta aplicagdo de identificagdo canoénica) entre T, ) (M1 X M3)

e Tqu X TTMQ.

Demonstragao. De fato, dados [a], [8] € T(y,) (M1 x M2) e a,b € R, segue que

aa (t) +bp (t) = a (onr, (t), ons, (8) +b (Bar, (), Bar, (8) = (o (8) + 5By, (t), aang, (8) + 0By, (1)) -
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Portanto,

(M x M), (ala] +0[B]) = (M1 x M) ([ac +bB]) = ([acas, + BBy, s [acas, +0B1s,])
= (aloan] + b [Bar ] alons] + 0 [Bas))
= a(loan], [aan]) + 0 ([Bar]  [Bas))
= a(lly x 2)(, ) ([a]) + b (I x ), .y ([B]) -

Além disso, se (IIy x Ilz), ,y ([a]) = (II1 x II2), .y ([B]), segue que

([aM1] ) [aMz]) = ([ﬁMJ ) [ﬁMz])

e portanto, dada uma carta produto dada uma carta produto (U x V,¢; X ¢,) de M; x My tal que

(q,r) € U x V, segue que

(61X 9200) (0) = ((proanm) (0), (g2 0 as) (0))
= ((p1081) (00, (920 Ba1,) (0)) = (91 X 9208 (0),

ou seja, [a] = [B]. Por fim, a igualdade dimensional e o teorema do micleo e da imagem garantem a

sobrejetividade de (II; x Ilz) |

q,r)

Pela proposicao acima vemos que a aplicagao
II; x Iy : ((q, 7’) s [Oz]) S T(Ml X Mg) — ((q,r) , (Hl X Hz)(q,r) ([a])) € 71'1< (TMl) X 7['3 (TMQ)

¢ um isomorfismo de fibrados.
Além disso, notemos que se ((q,7), [, ]) € 75 (T'M;),podemos definir a curva « : I — M; x Ms em
que

Q (t) = (aMl (t) » XMy (t)) = (aM1 (t) 7T) ,tel

Segue por construcao que

((g,r),le]) e T(My x Ma) e I (((g,r),[a])) = ((¢,7), [anr]) s

ou seja, II; é uma aplicagdo sobrejetora de fibrados (de modo andlogo verifica-se que IIy também o é).

Portanto por definigao de fibrado pullback, existem subfibrados bem definidos Ey e Eg em T (M x M),
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em que

E, = kerll; ={((¢,7),[a]) € T (M x Ma) : [apr,] =0} >~ 75 (T'Ma) ,

Ey = kerlla ={((¢;r),[e]) € T (M1 x My) : [ang,] = 0} = 7} (T'My),
Logo podemos escrever o isomorfismo de uma outra forma,
T(Ml X MQ) ~ kerH1 X kerHQ.

Exemplo A.14 Se M1 = M e Ms = R sdo duas variedades, com as projecoes canonicas w1 : M xR — M

emy: M xR — R, entao nas fibras sobre (xqg,ty) temos

Iy (v) = 1z ([a]) = [ar] = (m2), ([a]) = (72). (v) = d(72) (4 1) -V

Além disso, a projecao 111 é dada por

I (v) =1L ([o]) = [enr] = (1), ([@]) = (m1), (v) = d(7T1) (440 -
Fazendo
& =ker(m), ={veT (M xR): (m2), (v) =0}

seque que o fibrado tangente de M x R tem a sequinte expressao:
T(M xR)=6 xR0,

pois vale a sequinte igualdade:

(71'; (TR)) = TtoR = ]R(‘)t‘to,

(wo,to)

onde Oy, € base coordenada para Ty R.

Conexoes e Métricas em Subfibrados

Considere F' um subfibrado de um fibrado E sobre uma variedade M. Se E estd munido de uma métrica

g, entao podemos, naturalmente, induzir uma métrica em F pela inclusao: Se ¢ : F' — E é a inclusido de
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F em E, entao a métrica induzida em F' é definida por

gr - (gp’np) € Iy X Iy — gr (gpvnp) ::g(L (gp) ’L(np)) €R,

para todo p € M.
Nao hé, em geral, nenhuma forma natural para induzir uma conexao em F' da conexao V em F.

Consideremos apenas o seguinte caso especial:

Definicao A.25 (Subfibrado Paralelo) Um subfibrado F de um fibrado vetorial E é dito paralelo se

F' ¢ invariante por transporte paralelo, isto é, para toda curva suave o : I = [0,1] — M e toda segdo

paralela § de o*E sobre I com £ (0) € Fy), seque que & (t) € Fyy), para todo t € I.

Se I & paralelo, existe uma tnica conexio V¥ em F tal que

L(VEE) = Vi (1(€)),

para todo U € X (M) e £ € ' (F'). Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposicao A.22 Um subfibrado F' ¢é paralelo se e somente se a conexdo V em E leva se¢des de F' para

F, isto é, V,, (1(§)) € L (Fp) para todo uw € TyM e todo § € T (F).

Demonstracao. Suponha que V em E leva secoes de F para F, isto ¢, V,, (¢ (§)) € ¢ (F)). Com isso,

fica bem definida uma conexao em F' definida por:
V0= (Vx (1(8))),

para todo X € I' (T'M) e todo 8 € " (F).
Dada uma curva suave o : [ = [0, 1] — M e uma secao paralela £ de o*E sobre I com £ (0) € ¢ (Fa(o)),
segue que ¢! (§) € Fy(0)- Seja 0 € I' (0™ F') a tinica secio paralela de 1= (¢) ao longo de o com relagdo &

conexdo VI'. Mas entdo se DI é a derivada covariante com relacdo a V¥ temos que

0=DF(0)(t) = (vf,’é) (0 (1) = ((VU,L (9)) (0 (t))) =, ((vg,@) (o (t))) .

Como a inclusao é injetiva, segue que
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e por unicidade, ¢ (0) ¢ a seqao paralela de £ (0) ao longo de . E ¢bviamente ¢ (0) (t) € ¢ (F,)), para
todot €I

Por outro lado, suponhamos que F' ¢ paralela. Dadop € M, X € I'(TM) e € I' (F). Dada uma curva
B:1— M talque (0) =pe f(0) =X (p). Seja{v1,...,vm} C ¢ (Fp()) uma base e {v1(t), ..., vm(t)} 0
transporte paralelo de {v1, ..., v} a0 longo de 3. Notemos que {v1(t), ..., vm(t)} C ¢ (Fj) por hipétese.

Se DP ¢ a derivada covariante ao longo de 3, entdo

(Vxe©) () = (DP(©)) () = (Dﬁ (Zajvj)) 0 =Y (D7 (a/v))) (0)
j=1

J=1

I
NE

(a?)' (0)v; (0) + o (0) (D” (1)) (0)

<.
Il
—

(a?)" (0)v; (0) € L (F).

I
NE

<.
Il
—

|
Notemos também que se V é compativel com a métrica g em E, e F' é um subfibrado paralelo de F,

entdo VI & compativel com gp. De fato,

gr (V&) +9r (6, Vi) = g ((V5E) () +9 (4 (&), (Vim))
= g(Vu ((&),cm)+g(&),Vu((n))
= U(g((&),t(m))
= Ulgr(&m).

Exemplo A.15 Seja E um fibrado vetorial com conexao V. Entao, o fibrado dos (2,0)-tensores simétri-
cos em E é um subfibrado paralelo do fibrado dos (2,0)-tensores em E. Para mostrar isso, precisamos ver-
ificar que VyT é simétrico sempre que T' é um (2,0)-tensor simétrico: Dados X,Y € I'(E) eU € X (M),

temos

(VuT)(X,Y) = Vu(T(X,Y))-T(VuX,Y)=T(X,VyY)
= Vu(T(Y,X))-T(Y,VuX)-T(VpY,X)

= (W) (¥, X).
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A.0.2 Integragao e Teoremas da Divergéncia

Se (M, g) é uma variedade riemanniana orientada com bordo e g é a métrica induzida em OM (bordo de

M) pela inclusdo ¢ : 9M — M, entdo definimos a forma de volume de g por

dog =t ((dﬂg)mM) = (dig) gy (V507).

onde v (p) é o vetor unitdrio que gera o espago vetorial unidimensional (7, (OM))“ (em que o complementar
é em relacdo a T,M), p € M, "apontando para dentro da superficie". Em particular, se X € X (M), temos

que

5'¢ (d/‘g) oM = (d/‘Lg)‘aM (g (Xa U) CERPRIT ) =9 (X’ U) (dﬂg)‘aM (Uv Ty ey ) =9 (Xa U) d0§
Com isso, definimos o divergente de X, div X, como a quantidade que satisfaz

d(tx (dp)) = (div X) dpu. (A.32)

Teorema A.8 (Teorema da Divergéncia) Seja (M,g) uma variedade riemanniana compacta e ori-

entada. Se X é um campo vetorial, entao

/M(divX)du: / g(X,v)do.

oM

Em particular, se M é fechada (isto é, compacta e sem bordo), entdio

/M (div X) dp = 0.

Demonstracao. Defina a (n — 1)-forma « por a := vx (dp) . Segue do Teorema de Stokes que

/M(divX)d,u:/Md(LX(d,u)):/Mda:/aMa:/aMLX(dp):/8Mg(X,U)da.

Em particular, se M é fechada:

/M(divX)du:/aMg(X,U)da:/g(X,v)da:O.

0

Como coroldrio desse teorema, temos alguns resultados tteis:
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Proposicao A.23 (Integracao por Partes) Em uma variedade riemanniana (M,g), comu,v € C*® (M)

valem as sequintes:

(a) Em uma variedade fechada,

/M (Au)dp = 0;

(b) Em uma variedade compacta,

ov ou
/M (uAv — vAu) dp = /é)M <u6v - UE?U) do.

Em particular, em uma variedade fechada

[ wavdn= [ wavap

(c) Em uma variedade compacta,

/M (uAv) dp + /Mg (Vu, Vo) du = /aM (u?i) do.

Em particular, em uma variedade fechada

/Mg(vu, Vo) dp = — / (uAv) dp.

M

Demonstragao. (a) Pela definigdo de laplaciano e pelo Teorema da Divergéncia,

/M (Au) dp = / (div Vu) dp = 0.

M

(c) Usando que
div (uVv) = udiv (Vo) + g (Vu, Vv) = ulAv + g (Vu, Vo)

vemos o seguinte:

/M (uAv) d,u—i—/ g (Vu,Vv)duy = /M div (uVo) d,u:/ g (uVv,v)do

M oM

= / ug (Vou,v) do
oM

ov
= /aM (uav> do.
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Em particular, em uma variedade fechada,

/M (uAo) dys + /M g (Y, Vo) ds = /8 . <ugz> do = /@ <ugz> do = 0.

(b) Usando a alternativa (c), vemos que

Jor wAv)dp+ [, 9 (Vu, Vo)du = [5,, (ud?) do
S WAu) dp+ [, 9 (Vo,Vu)dp = [, (v%) do

I

subtraindo a segunda equacao da primeira, segue que

/aM (“gD do - /aM (”gg) do = /M (uAv) dp + /Mg (Vu, Vo) du

—/M (vAu) dp —/ g (Vou,Vu)du

M

_ /M(uAv)du— /M (vAw) dp.

Em particular, se a variedade é fechada entao

[ s [ wswan= [ (o2 [ (62 ao [ (o) [ (o2 a0 o

Observagoes com Relagao a Expressao do Divergente
Busquemos uma expressao local para o divergente, definido pela expressao (A.32) e mostremos que ela é
equivalente ao trago da derivada covariante. Isto é,

divX =Tr(VX). (A.33)

Antes de mostrar uma expressdo local para o divergente, vamos exibir uma ferramenta que sera utilizada
em sua demonstragao. Comecemos com algumas defini¢coes preliminares: Considere uma variedade rie-
manniana M e um (k,0)-tensor 7' em M. Seja X € X (M) um campo suave em M. Definimos a fungao

v TF (M) — TFH (M), em que

(LX (w)) (Xl, ...,kal) =w (X, Xl, --'>Xk71) s
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para todo X, ..., X1 € X (M).
Além disso, dado um campo X € X (M), considere {¢, : M — M} o fluxo de X, isto é, se p € M
entao ¢, (p) é a avaliagdo em ¢ da unica curva suave em M cujo valor em ¢ = 0 ¢é p e cujo vetor velocidade

em t é o campo X avaliado no respectivo ponto da curva. Definimos a derivada de Lie com relacao a

X como a fungio Lx : ;¥ (M) — T, (M), em que

(['Xw) (p) = %E}I(l) (Soit)‘»ot(p) (w (ft (p))) —w (p) |

(A.34)

Mais ainda, definimos a derivada exterior como a tinica aplicagio d : T (M) — TF+! (M) tal que

1. Se f € C*® (M), entao d(f) = df a diferencial da fungao f;
2. Se f € C*® (M), entao d (df) = 0;

3. dlaNB) =daNB+ (=1)P(aNdf), em que 3 € %kip (M) e ae Ty (M). (para mais detalhes veja

a Segdo B)

Com essas definigoes, pode-se mostrar a seguinte expressao (chamada de Férmula de Cartan):
doitx +txod= Ly, (A.35)

para todo campo X € X (M).

Lema A.8 O divergente div X de um campo vetorial X, definido pela expressao (A.32), pode ser expresso

em coordenadas locais por
n 1 n
div X = div XFop | = ——) O (X’“1 /det (g,)) : (A.36)
(; ) v det (gi) ; ’

Demonstracao. Segue da Férmula de Cartan e da expressao (A.32) que

(divX)dy = d(ex (dp)) =d(ex (dp)) +0
= d(x (dp)) + ux (d(dp))
= (doux +ux od)(dp)

= Lxdp.
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Podemos expandir o lado esquerdo da igualdade. Pela definicao de du, temos

((div X) dp) (01, ..., 0n) = div X /det g.

Podemos também expandir o lado direito da seguinte forma:

(Lxdp) (01, ..0n) = Lx (dp(Dr,.0n)) = > dp(01,..LxDi..., On)

i=1

= X (du (4, ..., 0, Zdu A, ... [X,0] ..., 0,)

= X( detg) —i—;d,u (61,...;&- (Xj) aj...,an)

= X (Vdetg) + > 0 (X7) du (0, .0;...,0)

'i,j:l

= X<@) Z@ 7) 61 detg:X( det )—I—Z@ Vdetg

5,j=1

= iXiai( det >+Za det
= Z 0; ( det )
Portanto temos que .
div X/detg =0, (X’\/M) .
i=1
Dividindo ambos os lados por y/det g temos o resultado. [

Afirmacao A.8.1 As defini¢oes de div X dadas pelas expressoes (A.32) e (A.33) coincidem.

Demonstracao. Como a derivada de d2’/ é dada por
(Vxda?) (0;) = (Vxda? (9;)) — da? (Vx0;) = (Vx6ij) — da? (VxO;) = —da? (Vx8,),  4,j=1,...,n.

a equacao (A.33) implica que

n

Tr(VX) = ivx (05, da’) = (ViX) (da') = i (v ZXJ@ )

i=1 =1 i=1
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n

> ((0:X7) 9; + X7V,9;) (da')

ij=1

i ((8X ) 9; +X32Fk8k> (da?)

k=1

zn: ((&-Xj)é,-j—i— zn: le“fjéik)

k7]:1

Z (0:X7) + Zn: XITL.

i=1 ij=1

Por outro lado, a expressao (A.36) implica que

1
divX =

n
k=1

onde, pela regra da cadeia:

Vot gy) & Z (01X*) \faet (g:7) +

- L () + g S WW)_

n n

i 2 (o)

1

1
Ok < det (Qij)> = mak (det (gi5))

Dada uma curva suave v : I — M tal que 7 (0)

(O (det (gij))) (p)

=pe M e+ (0) = I, segue que

= O (det (gij))

d
<dt det ( g” oy >t:U

det (g;j o) Tr [(gij oy) ! ((jt (gij © 7))t:0:|>t—0
77 [(69(9)) (3 () _

<<w )

ak gmz .
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Portanto, pela férmula da derivada do determinante de uma matriz, e pela simetria de g, vemos que

1 det (gij)
o) det (gij) | = ———=0k (det (g — = P49y, (
k‘( € (g])> 9 det(g”) ( (g])) \/mpq lg k gpq
1 n
= 5/ det(gi) 21 9710k (9pq)
Pa=
= \/det gij) Z P (9 (ViOp, 0q) + g (0p, V0yg))
p,q=1
= \/det (gi) > "9 (Vrp, D)
p,q=1
= Z \/det (gi)g < pOts O ) Z v/ det () Thp g™ g1q
p,q=1 pg,l=1
== Z 4/ det (gij)l“fcpépl
pl=1

= Z A/ det (gij)l“ip
p=1

Ou seja,

n

. RS k 1 k -~
divX = ; (8kX ) + o (gij) ZX O < det (gz3)>
_ Y (ax Tp, X"y /det (g;
() + gy 2 T
_ N ( ) Z r x*.
k=1 k,p=1

Portanto ambas as defini¢Ges coincidem. ]



Apéndice B
Produto Wedge

Considere um espago vetorial n-dimensional V' munido de um produto interno (-,-) com uma base orto-
normal {e;}?" ;. Seja {ei}?zl a base dual de V* relativa a base {e;};—;. Dado k € N, defina o conjunto

. V@jﬂveze(;v
/\V:

7z

como o quociente do espago tensorial V ® ... ® V pelo ideal Z gerado por = ® =, em que = € V ¢ fixado.

k
Nesse caso, se denotarmos um elemento de /\ V por x1 A - -+ A xp, entao
TIN AT =21 ® ... ¥z (modZ),

para todo x,y € V, isto é, se z; e x; sao LD’s (ou seja, se existe a € R tal que x; = ax;), entdo
TN Nxg - Az Axy = 0.

Esse espago possui um produto interno definido por:

k k
g ((acl/\--'/\xk),(yl/\---/\yk))/\v></\V»—>det ((:ci,yjﬁj:l) €R

Considere {e;};~; uma base ortonormal de V e seja w :=e; A---Ae, € /\n V. O Hodge Star

k —k
Operator é operador x* : /\ V — /\n V', definido completamente pela seguinte expressao:
ah(xB) =g" (a,B)w,

k 2 2
para todo «, 3 € /\ V. Se dimV = 4, segue que * : /\ V — /\ V. Nesse caso, * (x3) = 3, para

386
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todo 8 € /\2 V e portanto, x8 = £8. A partir disso, temos as seguintes nomenclaturas: Dizemos que
B e /\2 V é autodual se %3 = 3, caso contrdrio, § é dita anti-autodual.

Agora vamos nos concentrar no caso k = 2: O espaco /\2 V é chamado de Espaco da Segunda
Poténcia Exterior de V, os elementos da forma x Ay € /\2 V sao chamados de Bivetores e o produto
"A"entre os vetores de V' é chamado de Produto Wedge.

2
O produto interno canénico em /\ V' é dado por

2 2
g" :(z Ay, uAv) E/\VX/\VH(x,w (y,v) — (x,v) (y,u) € R, (B.1)

sendo que

" @Ay+pAguAv):=g" (x Ay, urv)+g" (pAguAv), (B.2)

2
paratodox/\y,p/\q,u/\vé/\ V.
2
De fato, dadoaz/\y,u/\v,p/\qe/\ V e a € R, segue que

9" @Ay unv) = (zu)(y,v) = (2,v) (y,u)
= {u,2) (v,9) = (v,2) (u,9)

= ¢"(uAv,zAy),
além disso, por definicdo temos que
g @Ay+pAgunv)=g" (@ Ay unv)+g" (PAguAv)
mais ainda,

9" (@ ny),unv) = g"((az) Ay,unv) = {az,u)ly,v) — (az,v) (y,u)

= a(z,u)(y,v) — az,0) (y,u) = a((z,u) (y,v) = (2,0) (Y, )

= ag™(zAy,uAv),
e também, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos que

g (@ Ay, Ay) = (z,2) (yy) — (@,9) @,2) = [Jz|*|y]]* - (@,9)° >0,
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e a igualdade ocorre se e somente se x e y sao LD’s, isto €, se e somente se z Ay = 0.

2
Com respeito a isso, B = {e; Ae;},_. forma uma base ortonormal para /\ V. De fato, se x =

1<j

n 1,. _ n i ~
Yo xlejey = Zj:l ylej, entao

n

n n n
T Ay = (Z xiei> A Zyjej = Z z'yl (e; Nej) = Z z'yl (e; Nej).
i=1 j=1

ij=1 i<j=1

Além disso,

g/\ (67; N ej,eq eb) = <ei> €a> <€j7 eb> - <€i> eb> <€j7 €a> = (52'0,5]'1) - 5ib5ja>

portanto, se i = a e j = b, segue que i # b, pois b > a = i, ou seja, g" (€; A ej, €4 A €,) = 1. Por outro lado,
suponha a # 4. A tnica possibilidade para g" (e; Aej,eq ANep) =0éa=jeb=1i masdal j=a<b=1,
mas i < j, absurdo. O caso b # j é andlogo. Por fim, se

n

Z Qij (61' VAN ej) =0,

1<j=1
entao temos que

n

n
0=29"(0,ea Ney) =g" Z aij(ei Nej) ea Ney | = Z aijg" (ei N ej,eq A ep) = ap,
i<j=1 i<j=1
para todo 1 <a <b<n.
Note que para cada valor de j entre 1 e n hd j — 1 elementos da base B, isto é, B possui

n(n —1)

1+424+..+(n—-1)= 5

elementos,

n(n—1)
2

2
ou seja, /\ V & um espaco vetorial -dimensional. Vamos fazer a seguinte identificagdo por uma
aplicacao L:

2
AV =50 (n) = {X € Mysn (R) : Tr(X) =0 e X7 = —X}, (B.3)

em que L (e; A e;) é a matriz de rotagdo de dngulo 7/2 do plano gerado por {e;, e;}. Isso é equivalente

a definir a seguinte transformacgao linear:

(xAy):zeV = (y,2)x—(z,2)y.
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De fato, temos que

(2, (x A y) (2)) = (2, {y, 2) @ = (2, 2) y) = (2, (y, 2) &) — (2, (x, 2) y) = (y,2) (2,2) = (2, 2) (z,9) = 0.

Notemos que ao aplicar na base ortonormal,

n n
(@A) (e) = Wedo—(medy=y' Y aher—ai Y yhey
k=1 k=1
n
_ Z <y1$k _ xzyk> ek,
k=1

isto €, sua matriz na base {e;};_; ¢ dada pela seguinte expressao

ylxl_xlyl yn$1_xnyl 0 ynl, — "y
[z Ay] = : : = : : €so(n).

1,.n 1,n .. Nl My M 1,.n I,n .. 0

Yy

Note que se

(y,2)x —(z,2)y =0,

para todo z € V| entao
(y,2)x = (x,2)y
isto ¢, e y sao LD’s (basta tomar z que nao seja ortogonal a y e a a0 mesmo tempo e verificamos
isso), e assim z Ay = 0, isto é, L é injetiva. E por igualdade de dimensao, segue do Teorema do Nticleo e
da Imagem o isomorfismo.

Sob essa identificacdo, podemos induzir um produto interno em so(n). De fato, se A = (a;j) e

B = (bi;) sao matrizes de so (n), segue que
n ) ) n
Z (yzsck - m’yk> er = (x A\y) (&) = Z agiek,
k=1

k=1

ou seja, temos que resolver o seguinte sistema
Yyt — 'y = ag, L,k=1,...,n,

com isso encontramos T 4,y4 € V tais que [:1: AN yA] = A. Analogamente, encontramos xp,yp € V tais
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que [xp Ayp| = B. Com isso, definimos o produto interno de A e B por
(A,B) = ¢" (xa Aya,z5 Nyp)
e expandindo a expressao vé-se que
1 T 1
pois AT = —A. De fato, vamos verificar isso na base: Primeiro notemos que
(ei A ej) (ek) = <6j, 6k> €; — <6i, 6k> ej = 5jk€i — 5ikej7 k= 1, )

ou seja, [e; A ej] € uma matriz formada por 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna e por —1 na j-ésima linha

e i-ésima coluna. Denotemos E;j := (auy) € Mpxn (R) tal que ay, = 04i0,; Segue que
le; Aej]” [ex Ael] = (Bji — Eij) (Ew — Ew) = 6B — 6aEjy — 8,1.Eu + 61 Ei,
e portanto,

Tr ([ei Aei]" fex A 61]) = Tr(0iwEj — duFjr — dpEu+ 6 Ei)
= 0 Tr (Ej) — duTr (Eji) — 0xTr (Ey) + 0T (Eix)
= 0051 — 0ydjk — Oji0s + 0510k
= 2(0ikbji — dutdjk)

= 2¢" (e; A ej.ex Nep).

Investigando o Espago Dual

Como foi feito acima, /\2 Vi=(V*@V*)/IT,emquel = (x®x:x € V*). O produto interno canoénico é
dado pelas expressoes (B.1) e (B.2), sendo agora aplicado em vetores duais. O produto "A"é um produto
bilinear, antissimétrico. Podemos tratar um elemento de /\2 V* como um funcional bilinear em V' x V,
em que na base possui a seguinte defini¢ao:

ej (ex) € (e Oik i
(ex) € (e) —det [ ) = 6udji — Subsne

(ef Nej) (ex,er) = det
ej <€k> 6; (el) (Sjk (Sjl
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* * " A 2 * 2 * e
Analogamente, {ei A ej}l & base ortonormal de /\ Viesepe /\ V*, entao
1<j=1

n
_ * *
©w = E i€ Nej.
i<j=1

Notemos que
n n
plerer) = > vy (er Aer) (erer) = > i (Girdj — Sadje) = op,

i<j=1 i<j=1

para todo 1 < k < I < n. Mais ainda, o emparelhamento de bivetores com o seu dual é definido por
(e Nej) (ex Ner) := (ef Nej) (exer),

para todo 1 <17 < j,k <l <n.
2
2
Vamos identificar /\ V* com so (n) pela aplicagao L* : /\V — s0(n) que é definida da seguinte

maneira:
n

n
L* Z O(Z'j€;< VAN e; = Z (%] (Ez — EjZ) s (B4>
ij=1 ij=1
sendo que

L*(uANv+wAz):=L"(uhv)+ L (wAz),

2
para todo u Av,w Az € /\ V*, em que E;; = (ap) com ay = dp;0;5. Notemos que se i = j, entdo

E;; — E;; = (0), portanto L* (e;‘ A ej-) possui sempre todos os elementos da diagonal nulos, logo,
Tr (L* (ef Nef)) = 0.
Além disso,

(L (et ne)) + L7 (ef Ae)) = (By—E)" + By — By

= Eji— Eij+ Eij — Eji

Portanto, o contradominio de L* &, de fato, so (n).
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Verifiquemos a linearidade de L*:

n n n
L* [ X Z aijef A 6; = L* Z ()\Oéij) 6: A 6; = Z ()\Oéij) (Eij — Eji)
t,j=1 t,j=1 t,j=1

n
= A Z Qi (Eij JZ = \L* Z aUe /\6 ,

i,j=1 i,j=1

para todo A € R, além disso,
L*(uAv+wAz)=L"(uAv)+ L* (wAzx),

2
para todo u Av,wAzx € /\ V* pela prépria definicdo de L*. Logo essa aplicacao é linear.

Por fim, suponha que E;; — Ej; = (0). Segue da definicao dessas matrizes que i = j, isto é, temos que

2
LY HOY ={ef Aeji=j} = {0 € /\V}

isto é, L* é injetiva. A igualdade das dimensoes e o Teorema do Niicleo e da Imagem garantem que L* é
um isomorfismo.
2
Com isso, podemos equipar /\ V* de uma estrutura de dlgebra de Lie. Em particular, temos o

colchete

[e;-k A ej,e}’; A eﬂ o= (L*)_l ([Ifk (ef A e;) JL* (e A e}k)]) = (L*)_1 ([Eij — Eji, Ex — Eig))

L)' ((Eij — Eji) (Bu — Ei) — (Ew — Ew) (Eij — Eji))

L") Y (EijEy — EjEy, — Eji By + EjiEy, — EnwEij + EnEj; + EyEij — EiEji)
)7
) (65

Lr kB — 0 Eiy — 0 Eji + 0aEji — 61iEkj + 61 ERi + 0riEj — 0k Els)

1

(
(
(
(

L k (B — Ey) + 015 (Eri — Eig) + 61 (Eyy — Ejp) + 0q (Ejk — Exy)) -

Pela linearidade de (L*)™", conclufmos que

[ernelerhef] = 85 (L) (Bu— Ey) + 615 (L*) " (Eri — E) + 03 (L)~ (Eyj — Ejr)
+6u (L) (Bji — Exj)
= Ok (e; Nef)+ oy (ep Aej) + O (e?‘ A e;) + 04 (e;-‘ A 67;)

= Iy (e}f Aeg) + 6k (ef Aep) — i (e;f ANep) =68 (ef Nef).
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2
Nesse caso, dados ¢, € /\ V*,

[9,9] = §Z¢ij6i/\ej,§zwmek/\el =1 D bt [ef Ak ef Aef]

'L,jzl k7l:1 17]7]{;71:1

1 n
=1 D Gigton (0 (€5 Nek) + S5 (ef Aef) = bun (e Aef) — 6 (ef Ne))
ik l=1

1 n
= 1 Z GV 1idil (6;/\% Z DiVr10k (ei Nep) Z Gij ik (e Ael)

ik =1 ik, l=1 ik =1

1 < . s
—2 Z ¢i ¥ (ef Nep).

2,9,k 1=1

Pela definicao de d;;, vemos que

[¢ ¢ Z ¢Z]¢k‘l 6 /\ek Z ¢7,j¢jl 6 Ael Z ¢1j¢zl 6 Ael Z Qsz]qpk] €; /\ek)

1,7,k=1 ,],l 1 ,],l 1 1,7,k=1
& 1
= - Z Gy (€ N ex) + Z Gijthy (e Nep) Z Vad; (€ Nef) 1 Z Vydij (€5 N ex)
4,7,k=1 1,7,l=1 1,7,l=1 jk‘ 1
= 1 & 1< L1
= - Z Gijni (€] Nep) + 1 Z Gy (e Nep) + 1 Z adij (ef Aej) *t1 Z ViP5 (e A €;)
1,3,k=1 1,7,l=1 1,7,l=1 2,3,k=1
= = > Gt (efAek) + 1 > Gt (e; Nef) — 1 D udyi (ef nef) — 1 > i (ei Nep)
Z7]7’621 Z,],l:]. 7’7]7l:1 Z7J7k:1
1 n
= 35 Z (¢jﬂ/’ik - ¢ji¢ik) 6; A €.
ivjvk:zl

Portanto, naturalmente definimos as componentes do colchete, com respeito a base {ef A e}‘} por
i<j

(6, ¥l = D bsithin — VjiPins (B.5)
i=1
para todo ¢, v € N2V*.

Constantes Estruturais

Seja V' um espago vetorial n-dimensional e NV := H("T_l) Agora suponhamos que {gpa}gzl seja uma base

B

2
ortonormal para /\ V*. As constantes estruturais ¢y” para o colchete definido pela expressao (B.5),
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com respeito a base {p*}Y

o—1+ sao definidas por

Como {cpa}ivzl ¢ ortonormal, segue que

N N
g ([QOQ,SOB] 7¢A> =g" chﬁ(pvﬂpA an/j A < ) Z /35% — c)\ :
y=1 y=1

para todo A = 1, ..., N. Vamos mostrar que a forma trilinear g" ([4,00‘, P ] , go)‘) ¢é totalmente antissimétrica:

De fato,

20

9" ([«p‘“,wﬂ} ,W) =g" (w“«pﬁ - 90%‘17907> =g" (— (cﬂ%"‘ — soo‘wﬁ) Aﬂ”)

= —g" (soﬁwa ValC N ) ~g" ([@B,soa] ,W)-

1 ~ * * - * *
g/\ ([@aasoﬁ} 7(107) = g/\ 5 Z ((’szz(plﬁk (pjﬁz(p?k> ej A €k Z SO?mel A €m
i,5,k=1 lm=1
1 n
B (@%%k wfwfk) g’ (€5 Nep,ef Nep,)
i,4,k,l,m=1
1 n
50 (W5 — Do) e (65,60 (et eimd = (65 em) (e ei)
i,4,k,l,m=1
1 n
3 Z (@%%k - 90%902-02) @ (0510km — OjmOrr)
i,4,k,l,m=1
1 <« R
3 > <<p§2-<pik - sofzsofz) O 0jtOkm — 3 > (w?iwfk - wfw%) ©pn0imOkl
7:) ')kyl)mzl i7j7k7lym:1
1 & R
5 (w%wfk 9052-90%) =g D (sO?‘stfk wfzwfk) e

3,5,k=1 1,7,k=1
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Logo, somando os produtos internos com os indices trocados, obtemos o seguinte:

1 & "
9" ([@“7 905} ,W) +g" ([W, 90‘1 ,so‘“) =5 > (@%wfk - s@fm%) g D (@?Z-sofk - wfiw?k) o
i1 i1
" 1 &
8 _ 8 6 _ 3
+§ Z (@zi@ik: - %M?k) Pk — ) Z (90g7i90ik - SOjWZk) Phj
i1 i k=1
1 n
= 5 D oo — OROGih — 5l — eyl
i1

RS 8 8 8 8
+§ Z @?W,-W;i - SO?k‘sz“PZk - ngj@iszi - SO%j‘ﬂji‘PZk
i7j7k:1
1 n
= 5 D FOne — Ol — el T PR
ivjvkzl
1 n
+3 D POkl — Pl + Skt + oo
i1

n n
5
= ) ehenelt D Rl
i1 il

Trocando as varidveis k < ¢ vemos que

n n
g" ([soa,wﬂ} ,w7> +g" ([W,sﬂ ,<p°‘> = ) elenelt D ehenel
i1 i gl

n n
— B8 B v
- Z (‘O?i(pik(pjk_ Z @?ﬁoik@jk
i,j,k:l ’l/,j,kzl
= 0.

Por fim, usando os dois primeiros casos,

3% g" ([@“,sﬂ &7) +4g" ([soa,sﬂ] ,s05> = - (9A ([@Bwa,] ,W) +4g" (W,s@“] ,soﬂ)> =)

Ou seja,

B = o — —czéﬂ = —cgv.

2
Mais ainda, se {oa}fxv:l é a base ortonormal de /\ V dual & base {gpo‘}gzl, segue que suas constantes
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. ’y ~
estruturais c, correspondentes sao dadas por ~y

. . - 2 L=
Note que temos a identificacao /\ V*

z([ef/\e;‘-,eZ/\eﬂ)

Por outro lado,

[ei Nej,ep N 6[]

[0a,08] = an60'7

L7
/\ V. Segue disso que

= L (6ir (e Nex) + 0w (ef Nef) — a (€ Nef) — b (ef Nef))

= 6L (e nep) + 5]kL (e Aef) — 0L (e nep) — (5le (ef Ney)

= 6yl (Bjr, — Exj) + 6L (Ey — Ey) — 6 L™ (Ejy — Eyy) — 03 L7 (Eg — Ey)
= 6uL M (Bj, — Exj) + ;5L (By — Ey) — 6 L™ (Ejy — Eyy) — 04 L7 (B — Ey)
= Oj(ejNex—exNej) + 0 (ei Nep—e Ney) — dik (ej Nep — e Aej)

—dji(es Nex —er Neg).

= L' ([L(es Nej), L(ex Aey)l) = L ([Eij — Eji, By — Eu))

L™ ((Eij — Eji) (Br — Ei) — (B — Eu) (Eij — Eji))

L™ ((BEij — Eji) (B — Ew) — (By — En) (Eij — Eji))

LY (6 (By — Ey) + 615 (Exi — Eig) + 01 (Eyj — Ejt) + 04 (Eji, — Egj)

L™ (855 (B — Ey)) + L7 (615 (Egi — Eir)) + L (0ki (Ej — Ejn)) + L7 (64 (Eji — Exj))
djk(ei Nep—e Nei)+ 015 (e Nes —ei Neg) + 0k (er Nej —ej Aep) + 041 (e A ek — e A ej)

Z([ef/\e;,e};/\eﬂ).

Logo as constantes estruturais possuem a seguinte simetria:

Moo er) = (T([e6"]) L) = 9" (0w, o8] 02) = L.

para todo o, B,y =1,...,n



Apéndice C

Diferenciabilidade de Gateaux e de

Fréchet

H4 duas nogoes bésicas de diferenciabilidade para fungoes f : X — Y entre os espagos de Banach X e Y.

Sao elas, a diferenciabilidade de Gateaux e a de Fréchet.

Definigcao C.1 Uma funcdao f : X — Y ¢é dita Gateaux diferencidvel em x se existir um operador

linear limitado T, € B(X,Y) tal que, para todo v € X wvale a igualdade

11mf($+tv) —f(:l,’) :Tm(?))
t—0 t

O operador T, é chamado de derivada de Gdteaux de f em x.

Se, para algum v € X fixado o limite

f(z+tv) - f (=)
t

(6uf) () f(z +tv) = lim

~ dt =0

existir, dizemos que f possui uma derivada direcional em = na direcdo de v. Assim, f é Gateaux
diferencidvel em x se, e somente se, todas as derivadas direcionais (J,f) (z) existirem e induzirem um

operador linear limitado

Df (z):v = (6uf) (2).

Se o limite (no sentido de Gateaux) existir uniformemente em v na esfera unitdria de X, dizemos que f

¢é Fréchet diferencidvel em x e T, é a derivada de Fréchet de f em z.
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Equivalentemente, se definirmos y := tv, entdo t — 0 < y — 0. Assim, f é Fréchet diferencidvel em

x se, para todo y € X :

flae+y)—fz)—Te(y) =o(lyl),

e dizemos que T, = Df () é a derivada de f em z.

Observe que a distingao entre as duas nocoes de diferenciabilidade ¢ feita pela forma como o limite é
tomado. A importancia é que o limite no caso Fréchet depende apenas da norma de y: Em termos de e
e 0 a diferencga é expressa como segue:

Gateaux: Para todo € > 0 e todo v € X nao nulo, existe § = § (¢,v) > 0 tal que
If (@ +tv) — f(z) =T, (v)]| < et
Fréchet: Para todo ¢ > 0, existe § = 0 () > 0 tal que

If (@ +y) = fl2) = T (W) <ellyll,

para todo ||y| < é.

Proposicao C.1 Sejam X eY espacos de Banach. Se f : X — Y é Gdteaux diferencidvel, entao

1 () = f @) <lle—yl Sup IDf 0z + (1= 0)y)l-

Demonstracgao. Escolha u* € X tal que ||u*|| =1¢ | f(y) — f (z)|| = (u*, f (y) — f (x)). Aplicando

o teorema do valor médio para a funcao h (t) := (u*, f (r + t (y — x))), vemos que

I, f () = (", f (@) = IR (1) = A (0)]| < sup [’ )]

0<t<1

Por outro lado, temos que

W)= g W T Gt a) = (0 G @t (= 2)) = (0 D aratyan (0 - ).

Segue disso que

@) = (e Dfriw—a) @ =) < WD friw—a) ¥ —2)||

= || Dfwst—a) W — )| < | DFf@sty—an | ly — -



399

Proposicao C.2 Sejam X e Y espacos de Banach e sejax € X. Se f: X — Y é Gateaux diferencidvel

em um aberto U C X que contém x e D f, é continua, entao f é Fréchet diferencidvel em x.

Demonstragao. Fixe v € X eseja g (t) = f (v +tv) — f (x) —tDf, (v) . Notemos que g (0) = 0. Pela

continuidade da derivada de Gateaux e pela proposicao anterior, vemos que

If (z+v) = f(z) = Dfe () lg W= llg (1) = g ()] < [Jv]] Sup [Dgo+ 10yl

= vl sup [|Dgs
0<6<1

[oll sup [[Df (z+tv) — Df ()]
0<t<1
o(v).

IN

Ou seja, f é Fréchet diferencidvel em . |



Apéndice D
Um Pouco de Medida

Agora facamos um breve preaAmbulo sobre algumas defini¢bes da Teoria da Medida:

Definigao D.1 (o-dlgebra) Seja X um conjunto. Dizemos que X é uma o-dlgebra se X possui as

sequintes propriedades

1. O conjunto vazio estd em X;
2. Se X estd em X, entdo o mesmo ocorre para o complemento de X;

3. Se {Ei},cn € uma seqiiéncia de subconjuntos de X, entdo sua unido também estd em X.

Definigao D.2 (Algebra de Borel) Seja M um espago topoldgico. Um congunto X é chamado o-
dlgebra de Borel de M se é a menor o-dlgebra que contém os abertos da topologia de M. Denotamos

a o-dlgebra de Borel de M por B(M).

Definicao D.3 (Medida Positiva) Uma medida positiva definida numa o-dlgebra X de subconjuntos

de um conjunto S é uma fungdo p: X — [0,00) tal que:

1. p(0)=0;

2. 1 (U EZ> = 2?21 w(Ei),
=1

para qualquer colegao enumerdvel de conjuntos de X, disjuntos dois a dois.
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Apéndice E
Um Pouco de Analise Funcional

Nessa segao vamos procurar entender as definigbes do Espago LP, do Espago de Sobolev e do Espago de

Holder, bem como suas respctivas normas.

E.0.3 Espaco L*

Definigao E.1 (Espago L?) Considere uma variedade diferencidvel M e p € [1,00). O espago LP (M)

é definido da sequinte maneira:

L”(M)z{f:MHR: (/Mmpdu)’lkoo}.

Para todo p € [1,00), 0 espago LP possui uma norma, que é definida por

Il < f € LP (M) —s (/M !fpdu>p <R+

Essa funcao estd trivialmente bem definida. Denotamos essa norma também por ||-|[, -

Com isso em mente, estamos aptos a definir o espago de Sobolev:

Definigao E.2 (Espago de Sobolev) Considere uma variedade diferencidvel M, p € [1,00) e m > 0

um inteiro. O (m,p)-espago de Sobolev é definido por
WP (M) ={ue LP (M) : D € LP (M) para 0 < |a| < m},

em que D% é a derivada no sentido das distribuicoes de u.
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Assim como LP, o espaco de Sobolev também possui uma norma, que é definida por

1
P
Iy s w € WP (M) — | 7 Dl | € RY
0<|a|<m

Novamente, como u € W™P (M), entéo |[u|| estd bem definida. Denotamos tal norma também por |-, ..

E.0.4 Espaco de Holder

Considere um aberto  C R™ e uma funcao f : Q — R. Dizemos que [ satisfaz a condi¢ao de Holder

se existem C' > 0 e a > 0 tais que

1f (@) = f W) < Cllz—yl”,

para todo x,y € ). Se f satisfaz a condigao de Holder com as constantes C' > 0 e o > 0 definidas acima,
dizemos que f é Holder continua com expoente «.

Nestas condi¢oes, podemos definir a a-ésima semi-norma de Hoélder da seguinte maneira:

[fleoa@y = sup I (z) = F )l

z,y€N, x#y Hx_yHa

)

em que f:Q — R é uma funcdo Holder continua.com expoente a.
Além disso, perceba também que se f, for ainda uma fungao limitada em 2, entao a norma do supremo

estd bem definida:

[ﬂcO(Q) =sup|f (z)] < o0.
xeQ)

Nessas condicoes, definimos a a-ésima norma de Hoélder por

1fllcoy = fleo) + [flcoaq) -

Por fim, o espago de Hélder C* (Q) consiste de todas as funcdes f : 2 — R que pertencem ao espaco
C* (Q) e tais que
flloragy == D> 1D Fllooy + D, [D* Flooa(q) < oo

lal <k lal=k



Apéndice F

Conjuntos Convexos Definidos por

Desigualdades

Comecemos definindo cone tangente e cone normal:
Seja E um espago vetorial de dimenséao finita e A C F um subconjunto convexo fechado e limitado.

O cone normal, N, A C E*, de A em um ponto v € A ¢ definido pelo seguinte conjunto:
NyA:={le E*:l(v) =s()},
em que s : B* — R é a chamada funcio suporte de A e é definida por
s(l) :==sup{l(v):ve AC E}.
O cone tangente, T,A C FE,, é definido pelo seguinte conjunto:

T A = ﬂ {z€e E:l(z) <0}.
leN, A

Notemos que se z € A, e | € N, A entao

l(z—=v)=1(z) = l(v) <0,
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portanto A — v C T, A. De fato, 7,A também pode ser caracterizado como o conjunto
1
T,A = {h(A—v)}. (F.1)

O cone tangente 7,A é um cone convexo fechado em E com vértice na origem (na verdade, ¢ o menor
cone contendo A — v).
Agora seja FF um espago vetorial de dimensao finita e A C E apenas um subconjunto convexo. Em

alguns casos, A pode ser uma intersecdo de semiespagos da forma

A=(N{zeE:lx) <o)}, (F.2)

leB

em que B C E* — {0} é um subconjunto fechado qualquer e ¢ : B — R ¢ uma fungao qualquer. Com isso,

temos o seguinte resultado:

Teorema F.1 (B.5) Seja E um espago vetorial de dimensio n, e suponha que A C E seja definido
pela expressao (F.2). Seja sa(l) := sup{l(x):x € A}. Para todo | € E* com sa(l) < oo, existem

l1,...,ln+1 € B e escalares A1, ..., \n+1 > 0 tais que

n+1 n+1

=) Al e sal)=) Nig(l).

=1

Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que | € B. Notemos que se [ (z) = ¢ (I), para algum

x € A, entdo pela definigdo de A
L(z) =sup{l(y):y€ A} =sa(l).
Agora definamos o conjunto
B={altalquel € Bedr e Acoml(z)=¢(l) ea>0}.
Notemos que Bé fechado, uma vez que

B¢ = {altalquel e Be3Jz € Acoml(z) =¢(l) e a>0}°

= {altal quel ¢ B} U{al tal que [ (z) < ¢ (I), para todo z € A} U {al tal que a < 0}
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¢ uma uniao de conjuntos abertos.

Vamos definir também a seguinte fungao:

~ cp(l) sev=cl,ondec>0el€c B
¢ (v) =

400, caso contrario

Segue da expressao (F.2) e da construgao de 5 que
A= ﬂ {xEE:v(m)ﬁ%(v)}.
vel*

Nesse caso, vemos que

sa(l) = sup{l(z):x € A} =sup {l(x) cx € Eeuv(z)<¢(v), para todo v € E*}

- sup{l*(Z):erez*g& z*e(E*)*},

em que foi usado na tltima igualdade que (E*)* ~ E. Agora, pelo teorema de Caratheodory,

n+1 n+1
sa () :inf{ZAiqﬁ(li) LEB,N>0e Z)\ili - z}.
=1

=1

Como B é fechado, segue que o infimo é atingido. O resultado segue, pois I; € B ¢ um muiltiplo néo
negativo de um elemento Il; € B com ¢ (E) =54 (l). [

Desse teorema, obtemos um resultado muito 1til para o cone normal:

Teorema F.2 (B.6) Seja E um espago vetorial de dimensdo n, e suponha que A C E é definido por
(F.2). Entao para todo x € A, Ny A é um cone convexo gerado por BNN,A. Isto é, para todo 1l € N A,
eviste k <n-+1ely,...l € BONNA e X,..., )\, >0 tal que | = Z?ill Ail;.
Demonstragao. Dado [ € N, A. Pelo Teorema F.1 existem lq,...,l,11 € A1, ..., \pr1 > 0 tais que
n+1 n+1
sal)=) _Nol) e 1= Al

i=1 i=1

Como | € N A, segue que

n+1 n+1

sa(l)=1(z) = Z Aisa (L) > Z Aili (z) =1 (z),
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portanto temos que

n+1 n+1
Z )\iSA (lz) = Z /\ili (:L‘) .
i=1 i=1
Assim, conclufmos que sy4 (I;) = I; (z), (e portanto l; € Nz A) para todo i tal que \; > 0. ]

E com isso, temos a seguinte caracterizacao para o cone tangente:

Teorema F.3 (B.7) Seja E um espago vetorial de dimensdo n, e suponha que A C E é definido pela

expressao (F.2). Entao para todo x € 0A,

T.A= () {z€E:l(z)<0}.
leB:l(z)=a(1)
Demonstragao. Dado z € 7, A, segue da definigdo de cone tangente que [(z) < 0 para todo
l € E* — {0} com I(z) = sa(l) (isto &, para todo I € N;A). Em particular, se | € B e l(x) = ¢(l),
entdo ¢ (1) =1 (x) = sa(l) e l(z) < 0. Portanto,

T.AC ) {z€E:l(z)<0}.
leB:l(z)=¢(l)
Por outro lado, se I(z) < 0 para todo I € B com [ (x) = ¢ (l) (isto é, para todo | € BN N A) e v
¢ um elemento de N, A, segue do Teorema F.2 existem [; € BNN;Ae \; > 0, i = 1,...,k, tais que

v = Y"1 \il;. Portanto, temos que 1
n+

v(z) =Y Aili(2) <0,
=1

afinal, [; € BN N, e portanto [; (2) < 0. Como v (z) < 0 para todo v € N A, segue que

T.A> () {z€E:l(z)<0}.
leB:(z)=¢(1)
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