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Resumo

Nesse trabalho analisamos o conceito de p-ponto no conjunto @ e sua relacdo com forcing, em
particular o forcing de Sacks e seu produto. Com isso verificamos que a existéncia de p-pontos de
cardter X é consistente com 2%0 arbitrariamente grande. Analisamos entdio duas aplicacdes envol-

vendo p-pontos: a constru¢do de um grafo sem unfriendly partition e a analise da homogeneidade do

espaco Bw \ @.

Palavras-chave: p-pontos, forcing de Sacks, unfriendly partitions, compactificacio de Stone-Cech.
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Abstract

In this work we analyze the concept of p-points in @ and its relation with forcing, in particular
Sacks forcing and side-by-side Sacks forcing. With this we verify that the existence of p-points with
character X is consistent with arbitrarily large 2¥0. We then analyze two applications involving p-
points: the construction of a graph without unfriendly partitions and the analysis of the homogeneity

of the space fo \ o.

Keywords: p-points, Sacks forcing, unfriendly partition, Stone-Cech compactification.
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Introducao

A ideia para o desenvolvimento desse texto comegou com a andlise sobre o tamanho, isto é, o
numero de vértices, de alguns grafos infinitos que ndo apresentam unfriendly partition. Mais especifi-
camente, j4 se sabia, por meio de [1] e [17], que o menor tamanho de um grafo com todos os vértices

de grau infinito e com essa propriedade era um cardinal ¢ tal que

Y

em que (2¢)(+) denota o primeiro cardinal limite maior que 2.
Um trabalho de Leandro Aurichi e Lucas Real (ndo publicado) mostrou que supondo o Axioma
de Martin e 2¥0 > X, vale
Ry < 2 < (29)F9),

Restava entdo analisar a existéncia de um modelo em que X < s < (2“’)(“’). Ainda em [17]
se constréi um grafo com ¥, vértices, todos de grau infinito, que ndo admite unfriendly partition.
Para essa construcao os autores utilizaram a existéncia de um p-ponto de cardter X . Inspirados nessa
construgdo buscamos um modelo de ZFC em que existem p-pontos de cardter X e X, < (29)(+@),

Para a construcdo desse modelo utilizaremos forcing com o produto de suporte enumerdvel do
forcing de Sacks. Na Se¢ao 1 realizaremos um pequeno estudo sobre ultrafiltros em @ que irdo nos
auxiliar no desenvolvimento das técnicas de forcing. O estudo dessas técnicas € feito na Secdo 2, onde
mostramos algumas propriedades do forcing de Sacks e seu produto. Na Se¢do 3 faremos uma breve
apresentacdo de uma abordagem alternativa para nosso problema. Por fim, na Secdo 4 formalizamos
o problema da unfriendly partition a ser estudado e sua relagdo com os conceitos discutidos.

De modo quase imediato, nosso estudo sobre ultrafiltros também permitird uma anélise do espago
B, na Secdo 5, de forma bastante natural, que nos permitird mostrar, na Se¢do 6, que com p-pontos

o espaco B \ ® nio é homogéneo.



Introducdo




CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Algo sobre filtros e cardinais pequenos

Nessa subsecdo tentaremos entender melhor o conceito de p-ponto, do ponto de vista da Com-
binatdria, e suas relacdes com a teoria de ZFC. Antes disso, seguiremos ([13], Capitulo III.1) para

relembrar alguns conceitos e notacao sobre filtros e ultrafiltros. Naturalmente, comecamos pela

Definicao 1.1. Se A é qualquer conjunto nio-vazio, entdo um filtro em A é um subconjunto .% C
P (A) satisfazendo:

l.Ac Feb¢ 7.
2. VXY € F [XNY € F].

3. VX,2YCAXDYANY €Z =Xec 7|

Em alguns casos podemos pensar em um filtro como uma colec¢do de subconjuntos “grandes”de
A: € claro, A em si € grande, e 0 € pequeno, também, a intersecao de conjuntos grandes € novamente
grande, e se um conjunto possui um subconjunto grande, deve ser grande também.

Nosso interesse esta principalmente em filtros em ®, mais especificamente, veremos que p-pontos
sdo um tipo especial de filtro.

Algumas relacdes mais gerais entre conjuntos estdo colocadas na seguinte

Definicao 1.2. X C*Y se, e somente se, X \ Y é finitoe X L Y se, e somente se, X NY € finito (X,Y
sdo quase disjuntos). X =*Y se, e somente se, X C* Y C* X se, e somente se, sua diferenca simétrica
é finita.

Uma familia quase disjunta € uma familia de conjuntos infinitos & tal que X 1 Y para todos
X YeDeX#Y.
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Aplicaremos essas relagdes mais frequentemente quando X, Y sdo subconjuntos infinitos de @ ou
outro conjunto enumeravel. O seguinte fato serd utilizado mais adiante em nossas aplicagdes (mais

especificamente, na Sec¢do 2), embora ndo tenha relacdo imediata com o que estamos fazendo.
Lema 1.3. Existe uma familia quase disjunta 2 C [0]® tal que | 2| = 2.

Demonstragdo. E suficiente obter 2 C [T]®, onde T é algum outro conjunto de tamanho X; entdo se

pode transferir & para @ usando uma bije¢do de T em ®. Em particular, seja T = 2<%

, 0 conjunto de
todas as sequéncias finitas de 0’s e 1’s. Para f € 29, seja Xy = {f [ n: n € o}, que é um subconjunto
infinito de 7. Entdo X | X, quando f # g, ja que se i € o menor tal que f(i) # g(i), entdo Xy N X, =

{f I'm:n <i}. Entdo, seja Z = {Xy: f € 2°}. O

Definicao 1.4. Uma familia quase disjunta maximal, ou familia mad, ¢ uma familia quase disjunta

2 C [w]® que é maximal entre tais familias.

A existéncia de tais familias maximais € garantida pelo Lema de Zorn, de modo andlogo ao que
faremos no Lema 1.11.

Relembrados estes conceitos, nds introduziremos um cardinal pequeno, denotado por p, que seréd
util para obter algumas propriedades de p-pontos e filtros em geral. Comecamos relembrando mais

alguns conceitos conjuntistas:

Definicao 1.5. Uma familia & de conjuntos tem a FIP (Propriedade da Interse¢@o Finita, do inglés
Finite Intersection Property) se, e somente se, (% # 0 para todo % € [£]<°.

& tem a SFIP (Propriedade de Intersecdo Finita Forte, do inglés Strong Finite Intersection Pro-
perty) se, e somente se, ()% € infinito para todo .% € [£]<%.
Um conjunto K € uma pseudo-interse¢ao de & se, e somente se, K € infinito e K C* Z para todo

Zcé.
Nosso cardinal p estd relacionado a certas familias de subconjuntos de m:

Definicdo 1.6. p é o menor tamanho de uma familia & C [@]® tal que & tem a SFIP e ndo existe

pseudo-intersecao de &.
Tal cardinal estd bem definido, como indicado pelo seguinte exemplo simples de [13]:
Exemplo 1.7. Seja Z uma mad family infinita. Entdo
E={o\x:x€ P}
¢ uma familia com a SFIP, mas que ndo possui pseudo-intersecao.
Demonstragdo. Primeiro mostraremos que & tem a SFIP. Sejam x1,...,x, € Ze¢.% ={®\xj,...,0\

Xp }, entdo
n

ﬂy: ﬂ(l)\xi.

i=1
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Dados x,y € 2 distintos, note que |[xNy| < X, ou seja, |x\ (w\y)| < X, de modo que x C*  \ y.
Entdo escolhay € 2\ {x1,...,x,} (isto & possivel, pois Z € infinito), entdo y C* (L ; ® \ x;, de modo
que (-Z € infinito.

Suponha agora K pseudo-interse¢do de .. Logo, para cada x € Z vale K C* @ \ x, ou seja,
|KNx| < Xy. Logo, ZU{K} é familia quase disjunta, um absurdo, pois & é maximal. Logo, .# ndo

admite pseudo-intersecao. 0

Primeiramente, mostramos que p é de fato “pequeno”, no sentido de estar entre X e 20,
Lema 1.8. X <p <2%o,

Demonstragcdo. Seja & C [w]® com a SFIP, tal que |&'| < X(; mostraremos que & admite uma pseudo-
intersecao.

Liste & como {Z; : i € w}. Recursivamente escolha k, € @ tal que k, € (";-,Zi \ {ki : i < n}).
Entdo K = {k, : n € o} é infinito e K C* Z; para cada i.

Claramente, como nio existem familias & C [0]® tais que |&| > 2%0, em particular nio existem
familias & que tem a SFIP com |&| > 2%0. Logo, p < 2%0, O

O cardinal p, como prometido, também tem aplica¢gdes na caracterizacdo de alguns filtros em ®.
Frequentemente, em nossos estudos podemos trocar um filtro por uma subfamilia com a propriedade

dada pelo

Lema 1.9. Se & C Z(A) tem a FIP, entdo o conjunto
F={YCA:YDXiN...NX, para algumn € ® e alguns Xi,...,X, € &}

é um filtro. Chamamos F o filtro gerado por &.

Demonstracdo. Devemos mostrar que F satisfaz a Defini¢do 1.1. Como X; N...N X, C A para todos
X,..,Xp €& enew,entio A€ F. Além disso, como & tem a FIP, entdo X; N...NX, # 0 para
todos Xi,...,.X, € £en € o.

Dados I,J € F, por defini¢do existem Xi,...,X, € & taisque X, N...NX, CleYy,....Y,, €8
comY N...NY, CJ. Temos entdo que X1 N...NX,NY N...NY, CINJ,de modoque INJ € F.

Por fim, se I,J CAsdotaisque/ € F el CJ, como existem X,...,X, € &taisque X;N...NX, C
I,entaio X1N...NX, CJ,de modo que J € F.

Portanto, F' € um filtro em A. O]

Em alguns casos serd mais ttil considerar uma familia & como geradora, ou base, para o filtro F

se ela satisfaz:

VAe F3Be & [BCA|.
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Entdo, uma familia geradora no sentido do Lema 1.9 se torna geradora no sentido acima se a fe-
charmos por interse¢des finitas. Isto pode criar uma nova familia &’ O &, mas geralmente estaremos
interessados apenas na cardinalidade de familias geradoras, que ndo € alterada nesse processo.

Antes de discutir essa relacdo entre p e filtros mais profundamente relembraremos mais alguns

conceitos:

Definicao 1.10. Se A é qualquer conjunto ndo-vazio, entdo um ultrafiltro U em A € um filtro maximal

em A; isto é, U € um filtro e nenhum superconjunto de U € um filtro.

Novamente, estaremos interessados nos ultrafiltros em @. Na verdade, um p-ponto é um ultrafiltro
dotado de uma propriedade adicional.

Do Lema de Zorn temos que vale o
Lema 1.11. Se .% é um filtro em A, entdo existe um ultrafiltro U em A tal que .F C U.

Demonstracdo. Mostraremos primeiro que a Defini¢do 1.10 é ndo vazia, isto é, existe um ultrafiltro
em A. A demonstracao do lema segue de modo andlogo, com algumas adaptacdes.
Considere o conjunto
F={UC Z(A):Uéfilroem A}

e note que F # 0. E fécil ver que C (a inclusdo usual de conjuntos) é uma ordem parcial em F.
Buscamos aplicar o Lema de Zorn a F' para encontrar um elemento maximal com relagdo a C, que
serd um ultrafiltro segundo nossa definicdo. Para isso mostraremos que toda cadeia em F admite
limitante superior.

Seja € = (U;);c; uma cadeia em F. Afirmamos que

v=Ju
icl

é tal que V € F e é um limitante superior de 4. Primeiro verificaremos que V acima satisfaz a
Definicao 1.1. De fato, como A € U; e 0 ¢ U; para todo i € I, entdo segue que A€ Ve V. Além
disso, dados X,Y € V existem i,j € [ tais que X € U; e Y € Uj; como ¥ € uma cadeia, entdo ou
Ui CU;jouU; C U;, sem perda de generalidade, suponha que U; C U;. Nesse caso, como X,Y € U; e
Uj € F,entao XNY € Uj, de modo que XNY € V. Por fim, sejam X,Y CAtaisque X CYeX €V;
como X € V existe i € [ tal que X € U;. Logo, como U; € filtro segue que Y € U;, ou seja, ¥ € V.
Portanto, concluimos que V € F, e € facil ver que U; C V para todo i € [, isto €, V € um limitante
superior de €.

Aplicando o Lema de Zorn a F parcialmente ordenado por C obtemos que existe um filtro maxi-
mal com relacdo a C, ou seja, um ultrafiltro em A.

Para obter o lema, dado um filtro .%# em A basta aplicar a mesma técnica ao conjunto
Fz ={U C Z(A):U éfiltroem A tal que # C U}

parcialmente ordenado por C. 0
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Contudo, essa defini¢cdo de ultrafiltros ndo € muito pratica, sendo substituida por alguma das

condig¢des dadas no seguinte
Lema 1.12. Se .% ¢é um filtro em A, entdo sdo equivalentes:
(i) F é um ultrafiltro;
(ii) se X CA, entdoouX € .F ou A\X € .F
(iii) paratodos X,Y C A, se XUY € F, entdoouX € F ouY € F.

Demonstragdo. Mostraremos primeiro que (i) = (if).

Suponha que .# é um ultrafiltro em A e seja X C A. Se X € .%, entdao acabamos. Suponha entdo
que X ¢ .. Afirmamos que .# U{A\ X} é uma familia de conjuntos com a FIP. De fato, como .%# ¢
um filtro, possui a FIP, de modo que devemos apenas verificar se (A\ X) NV # 0 paratodo V € .7 se
(A\X)NV =0, entdao V C X e como .Z é filtro segue que X € .%#, um absurdo. Logo, .# U{A\ X}
possui a FIP; considere .#' o filtro gerado por % U{A\ X} como no Lema 1.9, note que # C %', e
como % §é ultrafiltro segue que .% = .F', ou seja, A\ X € F

Agora mostraremos que (ii) = (iii).

Suponha que .% é um filtro em A tal que paratodo X CAouX €.% ouA\X € Z. Sejam X,Y CA
tais que X UY € .Z. Se X € .#, entdo acabamos. Suponha que X ¢ .%. Entdo, por hipétese, A\ X € F

e como .# ¢é filtro segue que
A\X)N(XUY)e.F = (A\X)NY € F

de modo que Y € .%#.

Por fim, mostraremos que (iii) = (i).

Suponha que .% € um filtro em A tal que se X,Y C A sdo taisque X UY € .%, entdo ou X € .% ou
Y € Z. Suponha, por absurdo, que existe .#' filtro em A tal que .# C .#'. Tome X € %'\ % e note
que X U(A\ X) € .7, logo, por hipétese, segue que A\ X € .7 (pois X ¢ 7). Entdio A\ X € F#/, de
modo que X N(A\X) =0 € %', um absurdo. Logo, .% ¢ um ultrafiltro. N

Podemos utilizar o Lema 1.12 para classificar dois tipos de ultrafiltros em um conjunto A: princi-

pal ou ndo-principal.

Definicao 1.13. Seja U ultrafiltro em A. Entdo U € principal se, e somente se, U = {X CA:a € X}

para algum a € A, e U é nao-principal se, e somente se, todo conjunto em U € infinito.

Como antes, nosso principal interesse sera em ultrafiltros nao-principais de @, entre os quais estao
0s p-pontos.
A préxima defini¢@o vai nos acompanhar durante todo o texto, e marca a introdugao de p no estudo

dos ultrafiltros:
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Definicao 1.14. Se U é um ultrafiltro em A, entdo o carater de U, ou (U ), é o menor tamanho de um
& CUquegeral.

O termo “carater” é emprestado da topologia, onde x(x) = x(x,X) denota o menor tamanho de
uma base local do ponto x no espaco topoldgico X. Entdo, x(U) é o cardter topoldgico de U quando
visto como um ponto em BA (a compactificacio de Stone-Cech de A com a topologia discreta, ou o
espaco dos ultrafiltros em A). Essa abordagem de 8 @ pode ser encontrada na Secao 5.

Se U é principal, entdo (U) = 1, ja que U é gerado por algum & = {{a}}.

Se U € nao-principal, temos o seguinte
Lema 1.15. X < y(U) < 204l

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existe &7 = {A, } e familia que gera U.

Dado F C o finito ndo-vazio, como U é filtro temos (,crAn € U, ou seja, (),,cr A, € infinito, pois
U é ndo-principal. Logo, como .o satisfaz a SFIP e |&7| = X, pelo Lema 1.8 existe B C A infinito
tal que B C* A, paratodo n € .

Como U ¢ ultrafiltro, entdo pelo Lema 1.12 temos B€ U ou A\B € U. Se B € U, entdo U é
gerado por B. Tome By, B; C B infinitos tais que B € sua unido disjunta; como U ¢ ultrafiltroe B € U,
entdo By € U ou By € U, sem perda de generalidade, suponha By € U. Como U ¢é gerado por B, entdo
B C By, mas note que |B\ B| = |B2| = X, um absurdo.

Logo, ndo pode ser que B € U, de modo que A\ B € U, logo, este conjunto € infinito. Como U é

gerado por o7, existe k € o tal que Ay C* A\ (A\ B), isto &, |A; \ (A\ B)| < X(. Mas isso significa

que |A; N B| < Xy, um absurdo, pois B C* Ay.
ComoBCAétalque BZU e A\ B ¢ U, entdo U ndo é um ultrafiltro, um absurdo.
Claramente, x(U) < 21l (seja & = U). O

Para aplicar esses conceitos a ultrafiltros de @, podemos melhorar essa estimativa por meio do

seguinte
Lema 1.16. Se U é um ultrafiltro ndo-principal em o, entdo p < x(U) < 20,

Demonstracdo. Fixe & C U com |&| < p. Mostraremos que & ndo pode gerar U.

Como & tem a SFIP, seja Z uma pseudo-interse¢do de &. Entdo, fixe Y CZ comY e Z\ Y ambos
infinitos. Entdo um dos ¥, @ \Y estiem U, mas Y 2 X;N...NX, e o\ Y 2 X;N...NX, quando
Xi,...,X, €E&. O

Assim, nessa secdo aprendemos (ou relembramos) o que sao ultrafiltros ndo-principais em @,
em especial que seu cardter é tal que p < x(U) < 2%¥0. Na préxima subse¢io veremos como cons-
truir p-pontos, que sdo tipos especiais de ultrafiltros ndo-principais, e a calcular seu cariter nessas

construgoes.
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1.2 Existéncia e propriedades de p-pontos

Finalmente, agora que nos lembramos de todas as noc¢des basicas de ultrafiltros, estamos prontos
para estudar p-pontos. Existem algumas definicdes equivalentes para p-pontos, comecaremos com a

seguinte e apresentaremos as outras quando forem necessdrias:

Definicao 1.17. Dizemos que um ultrafiltro ndo-principal U sobre &?(®) é um p-ponto se, para
qualquer familia (A,)ce tal que cada A, € U, temos que existe B € U tal que B C* A, para todo
neao.

Aparentemente, bastante simples: um p-ponto € um ultrafiltro ndo-principal de @ em que toda
familia enumerdvel admite pseudo-intersecio no ultrafiltro. E claro, como todo ultrafiltro ndo-principal
possui a SFIP, uma pseudo-interse¢do sempre existe para uma familia desse tipo, contudo, ndo hé ga-
rantia de que alguma dessas pseudo-intersecdes seja um elemento do ultrafiltro.

Contudo, esses sdo objetos complicados: a existéncia de p-pontos € independente dos axiomas de
ZFC. A existéncia de um modelo de ZFC em que nao existem p-pontos exige técnicas de forcing que
estdo além do que precisamos, por isso, ndo serd feita nesse texto. O leitor interessado nesse processo
pode consultar ([20], Secao 3).

Por outro lado, a constru¢do de um modelo de ZFC em que existem p-pontos € relativamente mais
simples. Faremos primeiro a constru¢do de um p-ponto em um modelo de ZFC+CH (CH denota a
Hipétese do Continuum, a afirmagdo que pode ser traduzida na igualdade de cardinais X = 2%0),
e depois, na direcio de obter um modelo com p-pontos e 2X0 arbitrariamente grande, analisaremos
a existéncia de p-pontos em ZFC+MA-+—-CH (MA denota o Axioma de Martin, que explicaremos
mais detalhadamente na Defini¢dao 1.25) e em alguns modelos em que certos cardinais pequenos (a
saber, p, t e 0) sdo 2%0,

Seguindo [20], comecaremos agora a tentativa de mostrar que, supondo CH, existe um p-ponto.

Para isso relembraremos a seguinte defini¢ao sobre ultrafiltros:
Definicao 1.18. O filtro de Frechet §t € o conjunto de todos os subconjuntos cofinitos de @:
St={XCow:|o\X| < X}

Naturalmente, todo ultrafilro que estende o filtro §t € ndo-principal. Enunciaremos agora um lema

que 1ird nos auxiliar a relacionar certos tipos de sequéncias de conjuntos com filtros,

Lema 1.19. Seja (X : &0 < §) sequéncia quase decrescente de conjuntos infinitos de @, isto é, Xg C*

Xo para todo o < B < & e Xy é infinito para cada y < 6. Entdo o conjunto
F ={X Co:Xq C*X para algum a0 < 8}

é um filtro (proprio) que contém o filtro dos conjuntos cofinitos.
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Demonstracdo. Naturalmente, @ € .%, .7 nao contém o conjunto vazio, pois todos Xy, sao infinitos, e
Z é fechado por superconjuntos. Dados dois conjuntos Y, Z € .Z#, existem o, < O tais que Xo C*Y
e Xg C* Z. Mas dai Xja(q.p1 ©* ¥, Z, consequentemente, Xpaxia gy & ¥ NZ, e obtemos que ¥ NZ
estiem .%#. Se Y C w € cofinito, entdo X, C* Y para todo & < &, de modo que Y € .#. Portanto, %

€ um filtro préprio que estende o filtro §t. [
Sequéncias desse tipo com 6 um ordinal enumeravel apresentam a seguinte propriedade:

Lema 1.20. Toda sequéncia quase decrescente enumerdvel de subconjuntos infinitos de ® pode ser

estendida por um conjunto infinito.

Demonstracdo. Seja (Xq : @ < §) sequéncia quase decrescente de conjuntos infinitos de @. Dado
E C o finito, entdo (ycg Xa =" Xmax k. que € infinito, logo, ndo-vazio. Como (X4 : o < 9) satisfaz

a SFIP, pelo Lema 1.8 existe B pseudo-intersecao que estende a sequéncia. [

Note que nesse sentido, “estender” significa obter uma nova sequéncia, com as mesmas proprie-
dades que a anterior, que possui esse novo elemento.

Construiremos agora um p-ponto, nas seguintes condicoes:
Teorema 1.21. Suponha CH. Entdo existe um p-ponto.

Demonstragdo. Iremos construir um p-ponto .# ao montar uma sequéncia quase decrescente de con-

juntos infinitos de comprimento @, isto é, uma sequéncia (X4 : &6 < @1) € Z(®) com
Vo < B < w :Xﬁ C* Xq

e |Xq| = No para cada o < w;. Entdo definiremos .% como o filtro gerado pelos X, no sentido do
Lema 1.19. Para garantir que .# é um ultrafiltro analisaremos todos os subconjuntos de @ (por CH
existem X deles), a cada passo decidindo um deles, isto €, cada vez que consideramos um conjunto
A, colocaremos o proprio A ou seu complemento no filtro. Esse ultrafiltro serd um p-ponto pela
propriedade de ser quase decrescente da sequéncia, como veremos.

Note que podemos obter uma enumera¢do () = {Aq : o < @ }. Fixe Xy = . Por indugdo,
em um ordinal sucessor & + 1 considere os conjuntos Xy € Ay. Como, por indugdo, X € infinito,

entdo Xo NAg ou Xg N (®\ Ay) é infinito (ou ambos). Entdo podemos definir
X . XaﬂAa, S€ |XaﬁAa|: NO,
17 XuN(w\Ag), caso contrério.
e Xg+1 € Xq serd novamente infinito. Como X C* Xy para todo y < « vale, por inducdo, entdo
Xa+1 €* Xy para todo Y < a + 1 serd verdadeiro também.

Resta verificar o seguinte: conseguimos estender a nossa sequéncia quase decrescente em todo

ordinal limite 6? Esse caso pode ser resolvido pelo Lema 1.20.
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Usando o Lema podemos prosseguir com a construcdo até @;, obtendo uma sequéncia quase

decrescente de conjuntos infinitos, (Xy : @ < @;). Definimos
F ={XCw: Xy C" X para algum a < @}

e afirmamos que .% € um p-ponto.

Primeiramente, pelo Lema 1.19, .% é um filtro prépio estendendo o filtro de Frechet. E um
ultrafiltro, j4 que nossa construcdo buscava obter um ultrafiltro: para qualquer A C @ existe um
o < @ comA = Ag, entdo Xy € um subconjunto de A ou @\ A, logo, A ou @\ A estd no filtro .7.

Resta mostrar que .% ¢ um p-ponto como na Defini¢do 1.17. Isso ocorre porque o filtro é gerado
por uma sequéncia quase decrescente de cofinalidade nao-enumeravel: seja uma colecao enumeravel
de conjuntos do filtro {Y, : n € ®} C .%. Pela defini¢ao de .# existe uma correspondente cole¢ao
enumerdvel de ordinais enumeraveis, digamos {0, : n € ®} C wy, tal que X4, C* Y, paracadan € o.
Defina

o = sup oy, < .
new

Entao X, € . e, como X, C* Xq, paracadan € @, entdo Xy C* Y, para cadan € @, o que encerra

a prova do teorema. 0

Note que nesse contexto o carater de todo ultrafiltro ndo principal em ®, em particular dos p-
pontos, é Xy, pois X; = p = 2¥0. Contudo, para nossa construcio em grafos precisamos de um
modelo em que X, < (29)F®),

Nesse sentido, note que CH foi utilizado principalmente para obter o Lema 1.20. Podemos, entre-
tanto, obter um p-ponto em um universo com 2%0 grande. Para isso utilizaremos o seguinte cardinal

pequeno,

Definicao 1.22. Uma torre é uma sequéncia quase decrescente maximal de subconjuntos infinitos de
o, isto é, (Xy : a < §) tal que ndo existe conjunto infinito X com X C* X, para todo o < 0.

O nudmero torre t € o menor ordinal 6 tal que existe uma torre de comprimento O.

Tal cardinal estd bem definido: a construcao de uma torre serd feita na demonstragao da Proposi¢ao

1.23. De fato, pelo Lema 1.20 temos que t € mesmo “pequeno”

Proposicao 1.23. O niimero torre t é um cardinal regular satisfazendo
X <t< 2%

Demonstragdo. cf(t) =t, ja que se cf(t) < t, existiria uma sequéncia reduzida com tipo de ordem
cf(t), contradizendo o fato que t € o comprimento minimo de uma torre.

Agora lembremos do Lema 1.20: toda sequéncia quase drecrescente enumeravel de subconjuntos
infinitos de @ pode ser estendida por um conjunto ainda infinito; em outras palavras, ndo existe torre

de comprimento enumeravel, o que imediatamente nos diz que X < t.
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Finalmente, mostraremos que existe alguma torre de comprimento no méaximo 2%0. Nés sim-
plesmente construiremos uma, seguindo a demonstracdo do Teorema 1.21. N6s nao assumimos CH
ou outra hipdtese adicional, entdo - ao invés disso - considere uma enumeragio fixada de Z(®) de
comprimento 2%0, Nés tentaremos construir uma sequéncia quase decrescente de conjuntos infinitos
(Xq : o0 < 2%0), em ordinais sucessores fazendo exatamente o mesmo que no Teorema 1.21. Em or-
dinais limites, nds tentaremos encontrar pseudo-intersecoes, isto €, conjuntos infinitos quase contidos
em todos os conjuntos construidos até agora. Se isso ndo € possivel para algum ordinal limite estri-
tamente abaixo de 2¥0, nds encontramos uma torre, e t < 20 (nesse caso, CH necessariamente falha
devido a X < t). Caso contrério prosseguimos com a construgdo até 2X0; afirmamos que a sequéncia

resultante é uma torre de comprimento 2¥0 (daf t < 2%0). Defina
F ={ZC 0:Z D" Xy para algum o < 2“0},

que é um ultrafiltro. Assim, para obtermos um absurdo suponha que existe um X infinito com X C* X
para todo o < 2%0: entdo F C {Z Cw:Z 2" X}, entdo .Z nio é ultrafiltro (divida X em duas partes

infinitas X e X, entdo nem X; ou X, estariam em .% ), uma contradicao. ]
Utilizando as técnicas da demonstra¢do do Teorema 1.21 também € possivel perceber que vale o
Teorema 1.24. Suponha t = 2X0. Entdo existe um p-ponto.

De fato, para a construcdo da sequéncia em ordinais sucessores, procedemos exatamente como no
Teorema 1.21, e em ordinais limites ¢ utilizamos o fato de que a sequéncia construida até entao nao
é uma torre, pois 8 < 2%, de modo que pode ser estendida. Para mostrar que o filtro gerado por essa
sequéncia € um p-ponto, seguimos de modo andlogo a demonstracao original, mas aqui utilizando
que cf(2%0) > @.

Isso significa que nossa constru¢do no Teorema 1.21 ndo depende do tamanho de ¥, e sim do
numero torre t. A seguir tentaremos argumentar essa possibilidade de construir um p-ponto com
continuum tdo grande quanto desejado.

MA denota o Axioma de Martin, uma afirmacgdo sobre filtros e familias de conjuntos densos

definida da seguinte forma:

Definicao 1.25. Seja k um cardinal. Denotamos por MA a afirmagdo: dada (IP, <) uma pré-ordem
ccc e dada 2 uma familia de densos em P com |Z| < Kk, entdo existe F filtro sobre P tal que F é
Z-genérico.

O Axioma de Martin (MA) é a afirmacio: para todo k < 2¥0 vale MA.
Teorema 1.26. MA implica t = 2%0.

Demonstragdo. Assuma MA e seja (Xq : @ < 8), § < 2%, uma sequéncia quase decrescente de
conjuntos infinitos, isto €,
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e |Xq| = X para cada o < 6. Encontraremos um conjunto ainda infinito quase contido em todos os

Xqo’s, isto é, um conjunto X com |X| = Xpe
Vo< 6:X C* Xgy.

Para esse propésito definiremos um forcing ccc P apropriado; entdo podemos obter o conjunto X
desejado pelo “objeto genérico” dado por MA.
Defina o conjunto
F={XCw:XqC"X paraalgum a < 6},

que é (pelo Lema 1.19) um filtro contendo o filtro de Fréchet. Agora defina o seguinte forcing (P, <):
P={(s,A):s € [0]~° A €.Z, maxs < minA},
e (1,B) < (s,A), significando (z, B) mais forte que (s,A), se, e somente se, o seguinte vale:
@ scr,
(i) BCA,
(iii) t\s CA.

Note que nessa defini¢ao ¢ é de fato uma extensao final de s, ja que t \ s C A, que é (por maxs <
minA) completamente acima de s.
Agora, se G € um filtro nesse forcing (que buscamos obter por MA) podemos definir um conjunto

X C o por

X:Us.

(s,A)eG

Entao uma condicao (s,A) pode ser vista da seguinte forma: a primeira componente s € uma aproximagao
finita de X (um segmento inicial finito de X) e a segunda componente A determina como X ird parecer
acima de maxs: (s,A) forca X a ser um quase subconjunto de A, a saber X \ s estard contido em A.
Usando MA seremos capazes de encontrar um filtro G tal que o respectivo X estard contido em cada
um dos Xg’s: para isso, devemos mostrar que € denso para uma condi¢do de ter A C X, como segunda
componente.

Mas primeiramente vamos verificar que o forcing P definido acima é ccc (caso contrario nao po-

demos aplicar MA). Na verdade, mostraremos mais que isso, mas precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.27. Um forcing P é o-centrado se existe uma particdo [P = (J;c, P; tal que cada PP; €

centrado, ou seja, toda colecao finita de elementos de [P; possui limitante inferior.

Afirmamos que todo forcing o-centrado é ccc. De fato, suponha P um forcing o-centrado com
uma anticadeia ndo enumerdvel, entdo existe um unico conjunto da particio contendo ndo enu-

meraveis elementos da parti¢do, mas eles seriam dois a dois compativeis, uma contradi¢ao.
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Vamos mostrar agora que nosso forcing definido anteriormente é o-centrado, logo, ccc. Vamos
definir uma parti¢do de nosso forcing P como segue: duas condi¢cdes pertencem a mesma parte se, e

somente se, suas primeiras componentes Sa0 as mesmas:
(Sl,Al) ~ (S2,A2) = §1 = 92.

Claramente € uma particio em enumeraveis partes ja que existem enumerdveis conjuntos finitos
s C m. Mas cada parte é centrada; dadas finitas condic¢des (s,Ag), (s,A41),. .., (s,A,—1) com a mesma
componente s, obtemos um limitante inferior dessas condi¢des ao intersectar todos os conjuntos
Ao,...,A,_ do filtro:

se A = ﬂAi, entdo Vi < n|(s,A) < (s,4;)];

i€n
em particular, todas as condi¢cGes em uma unica parte sdo dois a dois compativeis.

Para cada o < 0 defina o seguinte conjunto:
Dy ={(s,A) e P: A C Xy }.

Como mencionado antes, afirmamos que cada D, é denso. Fixe (s,A) € P. Existe uma condi¢do mais
forte que (s,A) em D¢, a saber (s,ANXg): primeiramente, (s,ANXy) é uma condi¢do, jd que ambos A
e X estdo no filtro .# e também estd a intersecdo; claramente, (s,ANXy) < (5,4) e (5,ANXgy) € D,

entdo Dy, € denso. Analogamente, o conjunto
D, ={(s,A) € P: maxs >n}
€ denso para cada n € @ (usando o fato de que .% contém o filtro de Fréchet). Agora seja
P ={Dg:00<8}U{D,:nc w}

a colec@o de todos esses conjuntos densos. Nosso forcing é ccc e & € uma colecdo de tamanho
menor que o continuum (note que & < 2%0 e os D,,’s sdo em quantidade enumerével). Entio podemos
aplicar MA e obter um filtro G (Z-genérico) que intersecta todos os Dg’s e cada D,’s. Afirmamos
que o respectivo X ja definido satisfaz as condicdes.

Primeiramente, € claro que X € infinito: dado n € w, G intersecta D, logo, existe um s C X com
maxs > n. Resta mostrar que para cada o < 8, X C* X. Fixe um o; GN Dy # 0, entdo escolha
(s,A) € G com A C X,. Mas isso implica X \ s C X, pela seguinte razdo: dado um n € X \ s, existe
uma condi¢do (¢,B) € G com n € t; claramente podemos assumir que (¢, B) é mais forte que (s,A) -
tome uma extensdo comum de (s,A) e (t,B) em G -, parat\s C A, resultandon €1\ s CA C X,,. Dai
X € de fato uma pseudo-intersecdo infinita da sequéncia (X, : @ < 8), o que finaliza a demonstragdo

do teorema. O]

Com os resultados do Teorema 1.24 e Teorema 1.26 podemos enunciar o
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Corolario 1.28. MA implica que existe um p-ponto.

A consisténcia de MA com o continuum arbitrariamente grande pode ser encontrada em ([13],
Secdo V.4), e nos mostra que p-pontos podem existir em modelos de ZFC com 2% de tamanho
arbitrério.

Como fizemos antes com o cardinal t tentaremos entender a relagdo entre MA e p, em particular,
como MA influencia no tamanho das familias geradoras de ultrafiltros ndo principais. Isso esta codi-
ficado no seguinte teorema (cuja demonstracao € bem semelhante ao Teorema 1.26), demonstrado em
(51, Segdo 7),

Teorema 1.29. MA implica p = 2%0.

Demonstragdo. Suponha .% C [@]® com a SFIP e |.7| < 2%0, Para encontrar uma pseudo-interse¢do

X de .% nos aplicamos MA ao seguinte conjunto parcialmente ordenado
P={(s,F):s € [@0]*F € [F]°},
(o “significado” de (s,F) é que o X desejado devera incluir s e deverd, exceto por s, estar incluido em
cada F) com a relagéo < dada por (s',F') < (s,F) se
(i) s € um segmento inicial de s/,
(i) F' DF,
(iii) paratodo A € F vale s’ \ s C A.

Quaisquer dois pares com a mesma primeira coordenada sdo compativeis, ja que podemos sim-
plesmente tomar a unido das segundas componentes. (De fato, qualquer niimero finito de pares com
a mesma primeira componente possui um limitante inferior comum. Entdo essa ordenagdo é o-
centrada).

Para cada A € .% o conjunto

Dy={(s,F)eP:AcF}

€ denso em [P. Também €, para cadan € o,
D, ={(s,F) € P:|s| >n},

por causa da SFIP de .#. Defina ¥ = {Dj : A € F}U{D, : n € ®}. MA fornece um G Z-genérico

intersectando todos esses conjuntos densos. Defina

Isso € infinito porque G intersecta cada D,,. Para verificar que estd quase incluso em cada A € .7,

use que G e Dy possuem um elemento comum (sg,Fp). Isso significa A € Fy, e mostraremos que
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X\ so € A. Qualquer elemento k de X \ 5o estd em s\ so para algum (s,F) em G e, como G é
direcionado para baixo, contém algum (s, F') < (s,F), (so,Fo). Entdo k € s\ so C 5\ so C A, como

desejado. 0
Juntando o Lema 1.16 e o Teorema 1.29 podemos enunciar o seguinte
Teorema 1.30. Suponha MA. Se u é um ultrafiltro ndo-principal em ®, entdo x(u) = 2¥0.

Em particular, sob MA ndo existem p-pontos de carater X como 0S que precisamos para nossa
construgio, ou seja, ndo podemos recorrer a ZFC+MA+2%0 > X, para obter o modelo desejado.
Mas ainda hd esperancga: o Teorema 1.21 nos garante que supondo CH existem p-pontos, e pelo Lema
1.16 todos possuem carater X ;. O truque agora é obter um método que, partindo de um modelo
de ZFC+CH, nos permita aumentar 2%0 enquanto preserva pelo menos algum p-ponto. Esse serd o
objetivo da préxima se¢ao.

Para encerrar nosso estudo inicial sobre p-pontos enunciamos o seguinte resultado, que pode ser

demonstrado utilizando a mesma técnica do Teorema 1.21, que utilizaremos na Sec¢do 4.

Proposicao 1.31. Seja u um ultrafiltro ndo-principal em o tal que X (u) = X . Entdo sdo equivalen-

tes:
(i) ué um p-ponto.
(ii) existe (Ag)e<q, que gera u e tal que Ag C* Ay sen < &.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que (i) = (ii).

Como y(u) = Xy, seja & = {Agy : & < @ } uma familia geradora de u. Como no Teorema 1.21,
definiremos a familia (Xy )<, desejada de modo indutivo: coloque Xy = ®. Para ordinais sucesso-
res, como por indug¢ao ja definimos X, coloque X1 = X NAg; note que por hipétese X, C* X para
0 < o, de modo que Xy C* X5 para 0 < a + 1 também € valido, pois X+ C X¢. Para a ordinal
limite, como (Xg)g<¢ U{Aq} € uma familia enumerdvel (@ < @) tal que Xg € u para todo 8 < o
e Aq € u, e u € p-ponto, entdo existe ¥ € u tal que Y C* Xg paratodo f < a e Y C* Ay. Coloque
Xy =Y.

Obtemos entdo uma familia &' = {Xy : & < @1} C u tal que para todo o < @; vale Xo C* Ay €
Xg C* Xy paray < B < . Logo, &” gera u e é como desejado.

Resta mostrar que (ii) = (i).

Seja & = {Aq : o < o} familia geradora de u tal que Ag C* Ay se Yy < B < @y. Seja (Bn)necw
familia enumerdvel de elementos de u. Como & gera u, denote por Ay, o elemento de & tal que
Ag, CF By, paratodo n € . Como (4 )nce € uma sequéncia enumerdvel de ordinais em @;, tome

O = sup o,
necw
e note que & < @;. Como & é quase decrescente, tome Ay € ue Ag C* B, para todo n € ®. Logo, u

€ um p-ponto. 0
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A titulo de curiosidade para os interessados em cardinais pequenos, podemos notar que toda torre

possui a SFIP e obter a seguinte
Proposicao 1.32. X; <p<t< 2%,

Surpreendentemente, um resultado devido a Malliaris e Shelah ([15]) mostra que p = t em ZFC.
Para uma dltima observacao envolvendo cardinais pequenos, seguiremos ([5], Secdo 9) para mos-
trar uma outra correspondéncia entre o tamanho de um cardinal pequeno e a existéncia de p-pontos.

Seja <* a notacéo para a dominacéo eventual em @®, isto é, para f,g € 0?,
f<'g <= dneoVk>nfk) <gk).

O numero dominante ? é o menor tamanho possivel de uma familia dominante; uma familia

dominante A C @® é um conjunto de fun¢des que “domina” toda fungdo em @® com relagio a <*:
0 =min{|A|:Vfew®IgeA f<" g}

Claramente, ©® em si estd no conjunto acima, entdo 0 < 2%0 = |@?|.

Por outro lado, pode ser
mostrado por um simples argumento de diagonal que um conjunto enumeravel A C @® nao pode ser

uma familia dominante: dado A = { f; : k € @}, defina a func¢@o f ndo dominada por nenhum dos f’s:
f(k) =max{fi(k):i<k}+1 paracadak € @.

Entao nds temos o

Lema 1.33. X; <2 <20,

Em ([5], Secdo 6) é mostrado que t < 0. Dai o teorema a seguir é um resultado mais forte que o

Teorema 1.26:

Teorema 1.34. (i) Se 250 =2, entdo todo filtro gerado por menos de 2%0 conjuntos estd incluido

em algum p-ponto.
(ii) Todo ultrafiltro gerado por menos de 0 conjuntos é um p-ponto.

Esse resultado € fortemente baseado no seguinte fato, que demonstraremos antes do teorema

acima, retirado de ([5], Secao 6),

Proposicao 1.35. Suponha (C, : n € ®) uma sequéncia decrescente (ou quase decrescente) de sub-
conjuntos infinitos de @, e suponha </ uma familia com menos que 0 subconjuntos de ® tais que cada
conjunto em </ possui intersecdo infinita com cada C,. Entdo {C, : n € 0} possui pseudo-intersegdo

B que tem intersecdo infinita com cada conjunto em <7 .
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Demonstra¢do. Podemos assumir que (C,, : n € @) é decrescente, pois se for apenas quase decrescente
podemos substituir cada C;, por [, Ci sem afetar as hipoteses ou a conclusdo, ja que cada C, difere
apenas finitamente dos antigos.

Dado h € 0?®, seja By, = U,c,(Cn N A(n)). Cada C, inclui todos menos os n primeiros termos
dessa unido, de modo que Bj, é uma pseudo-intersecao dos C,’s. Resta escolher s tal que AN By, é
infinito para todo A € 7.

Para cada A, seja fs(n) o n-ésimo elemento do conjunto infinito AN C,. Note que, se h(n) >
fa(n) para algum A e n, entdo A N By, possui cardinalidade pelo menos 7, pois contém 0s n primeiros
elementos de ANC,. Entdo Bj pode ser o B da proposicao desde que para todo A € o existam
infinitos n € o tais que h(n) > f4(n). Mas existem menos que 0 fungdes f4, entdo existe um 4 ndo

dominado por nenhuma delas. 0
Com isso podemos demonstrar o Teorema 1.34:

Demonstragdo. Para mostrar (i), assuma 250 =9, e seja .% um filtro gerado por menos de 2¥0 con-
juntos, e seja (S* : o < 2%0) uma enumeracio de todas as ®-sequéncias decrescentes de subconjuntos
infinitos de @, S* = (S§ 2 SY O ...). Nés definiremos uma sequéncia crescente (F% : o < 2N0>,
comegando com .#° = .%, e tomando unides em estdgios limites, e em estdgios sucessores adicio-
nando um novo gerador ao filtro de tal modo que ou o novo gerador é uma pseudo-intersecdo de S*
ou é o complementar de algum S¥. Claramente, devemos garantir que o novo gerador adicionado
no estdgio o + 1 possui intersecdo infinita com todo conjunto em .# %, de modo que .Z**! serd um
filtro. Mas isso ndo € dificil. Se, para algum n, S* & .# %, entdo @ \ S¥ pode ser adicionado. Se, por
outro lado, S¢ € % para todo n, entdo, pelo fato de .#% ser gerado por menos de 0 conjuntos, a
Proposi¢ao 1.35 fornece uma pseudo-intersecio de S* com interse¢do infinita com cada gerador de
F® e, portanto, com cada conjunto em .% *. Essa pseudo-interse¢do pode servir como gerador para
Z%*1 Logo, a construcio da sequéncia de filtros pode continuar, e claramente garante que qualquer
ultrafiltro estendendo .72’ é um p-ponto.

Para a parte (ii), seja % um ultrafiltro gerado por menos que 0 conjuntos e seja S = (S,) uma
sequéncia decrescente de conjuntos em %/. Como na demonstragio da parte (i), a Proposi¢do 1.35
fornece a pseudo-interse¢do de S que intersecta todo gerador de %7. Mas como %/ é um ultrafiltro,

segue que essa pseudo-intersecdo estd em % . [l

Todo esse trabalho com cardinais pequenos nos leva a perguntar se a existéncia de p-pontos esté
relacionada com esses cardinais possuirem seu maior valor possivel, por exemplo, 0 = 2¥0. Veremos
na Secdo 2 algumas das propriedades do produto do forcing de Sacks, em particular, que podemos
construir um modelo de ZFC em que muitos cardinais pequenos sao X, mas ainda assim existem

p-pontos.



CAPITULO 2

Forcing de Sacks

A partir de agora assumiremos que o leitor possui alguma familiaridade com a linguagem de
forcing. Para mais detalhes sobre o tema o leitor pode consultar [11] e [13].

Nessa secao definiremos o forcing de Sacks e seu produto de suporte enumeravel, depois anali-
saremos algumas das propriedades desses dois forcings. Destacamos que nossa aplicagdo na Secao
4 utilizara apenas o produto do forcing de Sacks, os resultados sobre o forcing de Sacks usual foram

incluidos para ilustrar de forma mais simples as principais propriedades.

2.1 Forcing de Sacks e suas propriedades

Nesta subsecao definiremos o forcing de Sacks e mostraremos que ele satisfaz o Axioma A e tem
a propriedade de Sacks.

Seguindo ([18], Secdo 2) comecaremos a descrever o forcing de Sacks e algumas de suas pro-
priedades. Como esse forcing é definido sobre um conjunto especifico de arvores, comecamos pela

seguinte

Definicao 2.1. Dado X C 2% definimos T(X) = {x|n:n € @ Ax € X} o conjunto dos segmentos
iniciais de elementos de X, que é uma subdrvore de (2<%, C).
Para T C 2<? subdrvore definimos [T] = {x € 2° :Vn € @ (x|n € T)} o conjunto dos ramos

através de T.
As arvores em que temos interesse satisfazem a seguinte propriedade, dada em ([3], Secdo 1),

Defini¢do 2.2. Um conjunto ndo-vazio p C 2<% ¢ uma arvore perfeita se, e somente se,
(i) Vs€ pVnsln € p.

(i) Vs € pdt,u € p, s Ct,uet e usio incompativeis.

21
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A condicdo (2) pode ser expressa informalmente ao dizermos que uma arvore perfeita bifurca
acima de todo nd. Note que se p satisfaz (1) e Vs € p3r € p, s Ct, s #t, entdo p é uma arvore
perfeita se, e somente se, {f € ®2:Vn f|n € p} é um subconjunto perfeito de 2% (com a topologia
produto).

Isso nos permite obter o forcing desejado,

Definicdo 2.3. O forcing de Sacks € o conjunto PS de todas as drvores perfeitas de 2<% ordenado

pela inclusdo.

Embora o estudo do forcing de Sacks e de seu produto tenham muito em comum, nesta subsecao
faremos apenas resultados relacionados ao forcing simples, e o estudo do produto (de modo quase
andlogo) serd feito mais adiante.

Ainda em [3] é demonstrada a seguinte proposi¢cdo, que nos permite relacionar o forcing de Sacks

com 2¥o:
Lema 2.4. Se G é PS-genérico sobre 'V, entdo fc=J{s:VpeGsCp} e ®2, fc ¢V eV[fc]| =VI[G].

Demonstra¢do. A tnica parte nao-trivial do argumento é mostrar que G € V|[f|. Trabalhando em
V[fc], defina
H={pePSY:Vn fgln e p}.

Entdo H € V|f;], e claramente G C H. Afirmamos que G = H. Suponha p € H\ G. Entdo para algum
q € G, p e g sdo incompativeis, isto €, p Mg ndo contém uma arvore perfeita. Agora trabalhamos em
V. Como p e ¢ sao incompativeis, X = {f € ?2:Vn f|n € pNgq} deve ser disperso. Dai existe uma
sequéncia (sq : &0 < fB) para algum ordinal enumeravel f3 tal que Yo < 3 existe exatamente um f € X
com s C f, mas sy Z f paratodo ¥ < a. Mas essa mesma sequéncia (s¢ : @ < ) funciona em V [f]
para mostrar que se X ¢ definido de pN¢g em V|fs] entdo X ainda é disperso. Como f; ¢ V, ndo

podemos ter f; € X, contradizendo a hipotese que p,q € H. U

Com nosso forcing em maos, buscaremos estudar algumas de suas propriedades em relacdo a
preservagio de cardinais; relembrando nosso objetivo, buscamos preservar cardinais e aumentar 20,

Retomando [18] vemos que PS nao satisfaz uma das boas propriedades de forcing,
Proposicao 2.5. PS ndo é ccc.

Demonstracdo. De fato, construiremos uma anticadeia de tamanho 2%0. Fixe uma familia quase
disjunta {Aq : @ < 2%0} de subconjuntos de @, para cada o < 20 escolha uma 4rvore perfeita Ty,

cujos niveis de bifurcamento sdo exatamente os elementos de Ay, por exemplo
To={s€2°°:Vn<|s| (ng Ay = s(n) =0)}.

Se a # 3, entdo Ty N T ndo inclui nenhuma drvore perfeita, ou seja, sdo incompativeis. 0
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Por outro lado, nem tudo esté perdido, pois o forcing de Sacks satisfaz outra propriedade relacio-

nada a preservacao de cardinais, dada pela

Defini¢cao 2.6. Um forcing (P, <) satisfaz o Axioma A se, e somente se, existe uma cadeia decrescente

de ordens parciais <=<92 <2<, ...em P tal que

(i) para toda sequéncia (p,)nce em P tal que para todo n € ®, p,+1 <, pn existe p € P tal que

para todo n € , p <, p, (tal sequéncia (p,)nce) é chamada sequéncia fusdo e p é a fusdo de

(pn)new;

(i) se A C P € uma anticadeia e p € [P, entdo para todo n € w existe g <, p tal que g é compativel

com no maximo enumeraveis elementos de A.

Embora um pouco abstrata, essa propriedade nos garante alguma preservagao de cardinais, como

VEremos na seguinte

Proposicao 2.7. Seja P um forcing satisfazendo o Axioma A. Entdo, para todo filtro G P-genérico no
modelo base V vale o seguinte: se x é um conjunto enumerdvel de ordinais em V|G|, entdo existe um

conjuntoy €V tal que x C 'y ey é enumerdvel em V. Em particular, forcar com P ndo colapsa X .

Demonstragcdo. Seja x um P-nome e suponha que p € PP forca que x € um conjunto enumerével de
ordinais. Iremos construir uma sequéncia fusdo (g,)nce comecando com gy = p e um conjunto
enumeravel y tal que para toda fusio g dessa sequéncia, ¢g IF x C y. Comecamos escolhendo um nome
h para uma funcio de @ nos ordinais tal que p I- A : @ — X%. A existéncia de / é garantida pelo
Principio do Méximo.

Seja n € e suponha que ja definimos g,,. O conjunto de condi¢des decidindo /2(n) é denso em PP.
Segue que existe uma anticadeia maximal A,, € P consistindo das condig¢des que decidem /(n). Pela
condi¢@o (ii) do Axioma A existe g,+1 <, g tal que g, é compativel com no maximo enumeraveis
elementos de A,,.

Seja ¢ uma fusdo de (g, )new € coloque
y={a:3¢ <qgIncw(dIFhn)=a)}.

Entdo, quando G é P-genérico sobre V e g € G, para todo n € ® existe ¢ € G tal que ¢’ < g e
¢ IF h(n) = & onde & = hg(n) (lembre-se que V[G] possui os mesmos ordinais que V). Segue que
X6 = hglw] C y.

Resta mostrar que y é enumerdvel. Sejan € o e ¢ < g. Como A,, é anticadeia maximal, existe
r € A, tal que r e ¢’ sdo compativeis. Pela escolha de A, existe @, tal que r I~ i(n) = ¢,. Segue que
se ¢ decide /(n), entdo ¢’ decide A(n) como sendo @,. Como ¢’ < ¢, r, entdo r e ¢ sdo compativeis.
Pela escolha de g,4+1 e como g < g,,+1, g € compativel com no madximo enumerdveis elementos de
A,. Segue que {a : 3¢’ < q(q' I h(n) = &)} é enumerédvel. Mas isso implica a enumerabilidade de
y. 0
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A propriedade descrita acima € formalmente dada pela

Definicao 2.8. Sejam V) e V| modelos de teoria dos conjuntos tais que Vo C Vi e Vj e V| possuem
os mesmos ordinais. Dizemos que V; tem a propriedade da Xg-cobertura sobre V|, se, e somente se,
para todo conjunto A € V) de ordinais que é enumeravel existe um conjunto B € Vj de ordinais que é

enumeravel em Vj tal que A C B.
Entao, com essa defini¢io a Proposi¢do 2.7 nos fornece o seguinte

Corolario 2.9. Se P é um forcing satisfazendo o Axioma A, entdo para todo filtro P-genérico G sobre

o modelo base V, V|G| tem a propriedade da Xo-cobertura sobre V.
Para utilizar esse fato na demonstracao que o forcing de Sacks preserva X fazemos o seguinte
Lema 2.10. O forcing de Sacks satisfaz o Axioma A.

Demonstracdo. Para n € @ e p € PS seja p" consistindo dos # € p que sdo minimos em p (com
relacdo a C) tais que ¢ possui exatamente n segmentos iniciais proprios que possuem dois sucessores
imediatos em p. Para p,q € PS sejam p <, g se, e somente se, p < g e p" = ¢". Suponha (p,)nce
uma sequéncia em S tal que p,+| <, p, para todo n € ®. Entdo ¢ = () p, € uma arvore perfeita, isto
€, um elemento de PS. Claramente, g <, p, para todo n € ®.

Agora sejam n € @, p € PS e suponha que A € uma anticadeia em PS. Todo ¢ € 2" determina
unicamente um elemento #5 de p" (usando a bijecdo natural entre 2" e p"). Sejapxc={s€p:5C
to Vs C s}. Claramente, pxoc € PSe pxo < p.

Para todo o € 2" seja g5 < p* o tal que g € compativel com no maximo um elemento de A.
Agora ¢ = \genqo € PS e g <, p. Note que com essa definicdo de g para todo ¢ € 2" temos
qdo = q* 0. Se g é compativel com algum r € A, entdo existe ¢ € 2" tal que g * o é compativel com
r. Mas todo ¢ * ¢ é compativel com no maximo um elemento de A. Segue que g € compativel com no

méaximo 2" elementos de A. O]

Para além disso, o forcing de Sacks satisfaz outra propriedade, relacionada a capacidade de estimar

elementos da extensao por elementos do modelo inicial.

Defini¢do 2.11. Seja f: @ — ®\ {0}. C: ® — [@]<%X0 é um f-cone se, e somente se, para todo
n€ w,|C(n)| < f(n). Umreal r € ®® é coberto por C se, e somente se, para todo n € m, r(n) € C(n).

Sejam V) e V| modelos de teoria de conjuntos tais que V) C V;. Dizemos que V| tem a propriedade
de Sacks sobre V) se, e somente se, todo real r : @ — @ em V; € coberto por um 2"-cone C : ® —
[®] <%0 em V; (aqui 2" é uma abreviagio para a fungio n > 2"). Um forcing P possui a propriedade de
Sacks se, e somente se, para todo filtro P-genérico G sobre o modelo base V, V[G] tem a propriedade
de Sacks sobre V.
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Definicdo 2.12. Uma subdrvore T de 0<% é bindria se, e somente se, todo 7 € T' tem no maximo 2
sucessores imediatos em 7. Um real r : @ — @ € coberto por 7 se, e somente se, r € [T].

Sejam Vp e V| como antes. Entdo V; tem a propriedade de 2-localizagdo sobre V) se, € somente
se, todo real r € @® em V) é coberto por uma arvore bindria em Vy. Uma nocao de forcing P possui a
propriedade de 2-localizagdo se, e somente se, para todo filtro P-genérico G sobre o modelo base V,

V[G] tem a propriedade de 2-localizagio sobre V.
E claro que vale a seguinte

Proposicao 2.13. A propriedade de Sacks segue da propriedade de 2-localizacdo.
E 0 nome da proriedade nao é em vao:

Lema 2.14. O forcing de Sacks tem a propriedade de 2-localizacdo. Em particular, tem a propriedade
de Sacks.

Demonstracdo. Seja p € PS e suponha que z é um PS-nome tal que p IF z € @®. E suficiente encontrar
uma arvore bindria T e g < p tal que g forca 7z ser um ramo através de 7. A condi¢do ¢ serd a fusdo

de uma sequéncia fusdo (p;,)nce. Entdo definimos 7' como sendo
() ={s€w™?:3¢ <q(d' IF5C2)}

a arvore de g-possibilidades para z. Note que g forga z ser um ramo de 7,,(z). Ao escolher a sequéncia
(Pn)new devemos garantir que 7 € bindria.

O conjunto
{q € PS: g decide todo z} U{g € PS : Vr < g (r ndo decide todo z) }

¢ denso em IPS. Se existe algum ¢ < p que decide todo z acabamos ja que nesse caso 7;(Z) ndo possui
elementos incompativeis. Entao podemos assumir que nenhuma condig¢do abaixo de p decide todo Z.

Para toda condi¢do g < p seja z, 0 maior segmento inicial de Z que € decidido por g. Em particular,
qF (24) C z. Como nenhuma condigdo abaixo de p decide todo z, z, € ©@<?. Seja po = p. Sejan € ®
e suponha que ja escolhemos p,. Para ¢ € 2" considere as condi¢des p, * (670) e p,* (67 1) onde
5”1 denota a concatenagdo de s com a sequéncia de tamanho 1 que tem valor i. Como p, * (670) e
pn* (07 1) ndo decidem todo z, existem ¢~ < pn*(070) € g < ppx (07 1) taisque 2 eZq

sdo incompativeis com respeito a C. Faca

pr1 =46~ <n pn-
ic2
oc2”
Seja g =\,ew Pn- E facilmente verificado por indugdo em n que para todo n € @ a drvore finita T},
que ¢é gerada por (isto &, consiste de todos os segmentos iniciais de) {Z4« : © € 2"} tem as seguintes

propriedades:
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1. T, € uma arvore bindria finita de altura pelo menos #;
2. T, C T = T,(2);
3. set € T é de comprimento < n, entdo t € T,,.

Segue que T = (,ce In € que T € bindria. [

Como vimos, o forcing de Sacks preserva X, mas nio temos garantia de que preserva todos os
outros cardinais, ou pelo menos alguns deles. Isso serd visto na seguinte subsecao.
Aqui enunciamos mais alguns resultados de [18], mas omitimos suas demonstragdes, pois 0s

utilizaremos apenas a titulo de exposi¢ao.

Lema 2.15. Sejam Vi e Vi modelos de teoria de conjuntos tais que Vo C Vi e Vy e Vi possuem os

mesmos ordinais. Suponha que V| tem a propriedade de Sacks sobre V. Entdo:

a) para todo conjunto de medida nula A C R em V| existe um conjunto de Borel B C R em Vjy de

medida nula tal que AC Bem V) e

b) para todo conjunto raro A C 2% em Vy existe um conjunto de Borel raro B C 2% em Vj tal que
A C Bvale em V).

Corolario 2.16. Sejam Vyy e V| modelos de teoria de conjuntos tais que Vo C Vi, Vyy e V| tem os mesmos
ordinais, e V| tem a propriedade de Sacks sobre V. Entdo em V| a cofinalidade de .V (o ideal dos
subconjuntos de R de medida nula, ordenado por C) é no mdximo |(2X0)"| onde (2%0)0 denota o
ordinal que é o tamanho de 2° em V. Em particular, se Vjy satisfaz CH, entdo a cofinalidade de .V é
N, emV.

Isso nor permitird concluir, mais adiante, que comecando com um modelo de CH e for¢cando com

o produto do forcing de Sacks diversos cardinais pequenos sao X no modelo forcado.

2.2 Produto do forcing de Sacks e suas propriedades

Nessa subsecdo faremos um caminho parecido com a da subsec@o anterior, mas desta vez anali-
sando o produto do forcing de Sacks, seguindo [3]. O primeiro problema esta em produzir um modelo
com 2%0 arbitrariamente grande.

Se desejamos adjuntar vérios reais de Sacks, existem pelo menos duas formas de proceder. Uma é
adjuntar os reais de Sacks um depois do outro, por forcing iterado com PS. Outra maneira é adjuntar

os reais de Sacks lado-a-lado, isto €, adiciond-los todos simultaneamente da seguinta maneira:

Definicio 2.17. Se k é um cardinal, seja PS(x) o conjunto de todas as fungdes p tais que dom(p) é
um subconjunto enumeravel (ou finito) de k e Va € dom(p) p(a) € PS. Seja p < g se, e somente se,

dom(g) C dom(p) e Vo € dom(q) p(a) C g().
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E claro que for¢ar com PS(k) ird adicionar um real de Sacks para cada o € k.

Essa abordagem lado-a-lado € mais simples que a iterada, e tem uma vantagem adicional, como
veremos, que o continuum pode ser feito arbitrariamente grande. Sua principal desvantagem € que
cada real de Sacks € genérico apenas sob V, ndo sob algum segmento inicial da extensao final.

Como o caso do forcing de Sacks, a nocao de forcing definida acima nao € ccc, mas veremos que

em condicdes ideais (por exemplo, supondo CH) possui boas propriedades. Comegamos pelo
Lema 2.18. PS(x) tem a (2%0)F-cc.

Demonstragdo. Suponha (pg : & < (2%0)*) uma sequéncia de PS(k). Por um argumento padrio,
podemos assumir que {dom(py) : & < (2%0)*} forma um A-sistema com kernel A. Se o < (2%0)F,
entio py|A mapeia A em PS. Como |PS| =2%0 e |A| < Ry, existem apenas (2%0) X0 = 2%0 possiveis
valores para py|A. Dai 3o, f < (2%0)", o # B e pa|A = pg|A. Mas entdo py U pg € PS(k) e
PaYPp < Pa,Pp- [

Corolario 2.19. Se vale CH, entdo PS(x) tem a X-cc e entdo preserva todos cardinais e cofinalida-
des > V5.

A seguir temos que nos preocupar em preservar X . Como feito antes, mostraremos que PS(k)
satisfaz o Axioma A; a construcao € andloga, embora com uma notacdo mais pesada. Antes disso,
retomaremos o forcing PS e mostraremos que satisfaz uma versdo um pouco mais geral do Axioma
A.

Seja p € PS e s € p. O nivel de bifurcamento de s em p € a cardinalidade de
{i <length(s) : 3t € plength(¢) > i,tli=slier|(i+1) #s|(i+1)}.

Intuitivamente, o nivel de bifurcamento de s € o nimero de vezes que ocorre bifurcamento abaixo de
s na arvore p. O n-ésimo nivel de bifurcamento de p, [(n, p) é definido como o conjunto de todos
s € p que tem nivel de bifurcamento n e sdo minimais com essa propriedade, isto €, se t C s tem nivel
de bifurcamento n também, entdo r = s. Note que |I(n, p)| = 2".

Para p,q € PS, seja p < g (mod n) se, e somente se, p < g e l(n,p) =1(n,q).

Temos que essa familia testemunha que IPS satisfaz o Axioma A, como visto no

Lema 2.20. Suponha (p, :n € ®) e (m, : n € @) sequéncias tais que p, € PS, os m, sdo ndo-

decrecentes, li_r>n (my) = o0 e ppi1 < pu (mod my,) para todo n. Entdo q = (\{pn:n€ o} € PSe
n—oo

q < pn (mod my) para todo n.

Demonstracdo. E claro que ¢ satisfaz a condi¢do (1) na defini¢ao de PS ja que cada p,, satisfaz. Note
que 0 € ({pn:n € w} =gq, entdo g # 0. Suponha s € q. Escolha n tdo grande que m, > length(s).
Agora s € g C p,, entdo existem pelo menos dois elementos distintos tg,#; € I(my, p,) com s C 19,1].
Mas € claro por indugdo que para todo m > n l(my, p,) C pum, entdo fo,t; € g e (2) é satisfeito. Dai

g € PS. E um exercicio facil verificar que g < p, (mod m,,) para todo n. 0
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SepePSesep,sejapls={rcp:t CsousCt}. Entdo p|s € PS. Com isso podemos enunciar

o seguinte

Lema 2.21. Se pcPSenc o, entdo p=\Jp|s:s €l(n,p). Se q < p, entdo 36 € l(n, p) tal que q e

plo sd@o compativeis.

Agora extendemos essa terminologia para PS(x). Se p € PS(k), F C dom(p) é finito, e 6 é uma
fungdo com dominio F tal que o(a) € p(o) para todo o € F, entdo seja p|o a condi¢do ¢ tal que
qg(a) = p(o) para @ € dom(p)\Feg(a)=p(a)|o(a) parac € F. Sen € @ e F C dom(p) é finito,
seja

[(F,n,p)={0o:dom(c)=Feoc(a)€l(n,p(a)) paratodo @ € F}.

Seja p < g (mod F,n) se, e somente se, p < g e l(F,n,p) =1(F,n,q). Note que p < g (mod F,n) se, e
somente se, p < ge Vo € F p(a) < g(or) (mod n).

Lema 2.22. Suponha (p, :n € @) e ((F,,m,) : n € ®) sequéncias tais que p, € PS(x), F, C F,41,
My > My, }gl}omn = o0 e ppi1 < pn (mod F,,my) para todo n. Suponha também que \J{F, : n €
o} =U{dom(p,) : n € ®}. Defina q tal que dom(q) = \J{dom(py,) :n € ®} e Vo € dom(q), q(a) =
M pn(a) : o € dom(py)}. Entdo q € PS(x) e Vn g < p, (mod F,,my).

Demonstracdo. Fixe oo € dom(g). Entdo para algum k, @ € F;,. Mas agora temos p,11(a) < pp(a)
(mod m,,) para todo n > k entdo g(a) < p,(a) (mod m,) pelo Lema 2.20. O resto € trivial. O

No geral, se (p,:n € @) e ((F,,m,) : n € ®) sdo como no Lema 2.22, entdo nos referimos
a (pn : n € ®) como sequéncia fusdo, e chamamos ¢ a fusdo da sequéncia; nés denotamos ¢ por
Npn:n€ o}.

Pelo Lema 2.7 segue que PS(x) ndo colapsa X . Apesar disso, comegaremos uma série de lemas
técnicos (devidos a [3]) que irdo nos auxiliar a calcular o valor de 2¥¢ no modelo forcado por PS(k)
e a mostrar que PS(k) preserva X diretamente, como modo de entendermos melhor a estrutura do

forcing.

Lema 2.23. Suponha ¢ € [(F,n,p) e q < p|o. Entdo existe p' € PS(x) tal que p' < p (mod F,n) e
/

P'lo=gq.

Demonstragdo. Defina p’ como segue. Seja dom(p’) = dom(q). Se o & F, seja p'(ot) = g(x). Se
o € F, seja

p(a)=lp(a)ls:s € l(n p(a)),s # o(a)} Ug(ar).

E ficil ver que p’ funciona. [

Lema 2.24. Suponha p € PS(x), F C dom(p) é finito, n € @ e D é fortemente denso em PS(x). Entdo
existe q € PS(x) tal que g < p (mod F,n) e Vo € I(F,n,p) q|c € D.



2.2. Produto do forcing de Sacks e suas propriedades 29

Demonstragcdo. Seja 0y, 01, ...,0; uma enumeragdo de [(F,n,p). Primeiro encontre go < p|oy tal
que go € D e use o Lema 2.23 para encontrar py < p (mod F,n) tal que po|cp = ¢qo. Agora encontre

q1 < po|oy tal que g € D, e repita. Finalmente, ¢ = gy, ird satisfazer o lema. 0

Lema 2.25. Suponha p € PS(x), F C dom(p) € finito e n € @. Se q < p, entdo 36 € [(F,n,p) tal

que q e p|o sdo compativeis.

Demonstracdo. Fixe a € F. Entdo g(a) < p(a) assim pelo Lema 2.21 podemos escolher o(a) tal

que ¢(a) e p(a)|o(a) sdo compativeis. Agora g e p|o sdo compativeis. O

Corolario 2.26. Suponha p € PS(x), F C dom(p) é finito e n € @. Se p -1 €V, entdo existe ¢ < p
(mod F,n) tal que Yo € [(F,n,p) Jdas €V q|o - T =ags. Dai g+t € {as : 6 € [(F,n,p)}.

Demonstracdo. SejaD={q < p:Ja€Vql-t=a}. Entdao D é fortemente denso abaixo de p, assim,
pelo Lema 2.24, podemos encontrar g satisfazendo nossa primeira afirmacdo. Mas agora a segunda

afirmacdo segue imediatamente de Lema 2.25. [

Se g esta relacionado a T como no Corolério 2.26, entdo nds dizemos que g determina 7 relativa-
mente a (F,n). N6s dizemos simplesmente que g determina 7 se existem F,n tais que ¢ determina ©
relativamente a (F,n). Se g - 7: @ — V, entdo dizemos que ¢ determina 7 se g determina 7(n) para

todo n € w.

Teorema 2.27. Se p € PS(k) e plk1: @ — V, entdo 3q < p tal que q determina t. Assim forcar
com PS(x) ndo colapsa m,, e se CH vale entdo forcar com PS(x) preserva todas as cardinalidades

e cofinalidades.

Demonstragdo. Seja p = qo, Por inducao em n, escolha F;, e m,, e aplique o Corolario 2.26 para
encontrar g,+1 < g, (mod F,,,m,), tal que g, determina t(n) ralativamente a F,, m,. Como a escolha

de F, e m, é arbitrdria, podemos escolher de modo que (g, : n € ®) é uma sequéncia fusdo. Seja

q=Ngqn:n€ o}
Agora suponha que temos p - 7: @0 — a)}’. Entdo se ¢ < p determina 7 existe para cada n um

conjunto finito x,, € V tal que, pelo Corolario 2.26, ¢ I ©(n) € x,. Mas entao
qFIm(7) C U{xn ‘n€wl,

e U{x, : n € ®} é um conjunto enumerdvel em V, assim
g IF Im(7) é limitada em @/ .

Portanto, @; € preservado sob o forcing com PS(x). O Coroldrio 2.19 agora completa a demonstragdo

do teorema. L]
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Observacdo. Alguma afirmagcdao como CH € necessdria no Teorema 2.27. De fato, mesmo forcing
com PS pode colapsar cardinais se CH nao é verdadeira. Mais precisamente ([4]), a afirmacdo que

forcar com PS colapsa cardinais é consistente com, e independente de, ZFC+—CH.

Nés concluimos com o célculo de 20 no modelo obtido ao forgar com PS(k).

Seja J aclasse de pares (¢, T) talque g IF 7: @ — V e g determina 7. N6s dizemos que (g1, 71), (g2, T2) €
J s@o equivalentes se g = g2 e q1 IF 71 = 5. Note que se (¢, T) € J entdo existem sequéncias asso-
ciadas ((F,,m,) :n € @) e {(ag : 6 € U{l(F,,my,q) : n € @}) em V tais que Vn Vo € [(F,,my,q),

glo Ik 1(n) = a.

Lema 2.28. Se (g, 7)) e (¢, T72) tem as mesmas sequéncias associadas, entdo q- Ty = 1, isto é, (q,T1)

e (¢, ™) sdo equivalentes.

Demonstracdo. Para cada n e cada ¢ € I(F,,m,,q), nés temos ¢g|o |- 171(n) = ac = 7(n), assim
glo Ik 71 (n) = 7o(n). Agora segue do Lema 2.25 que g I 71 (n) = 12(n), e assim g IF Vn 71 (n) = 12(n),
entdo g IF 71 = 1. OJ

Lema 2.29. Seja J(A) o conjunto de todos (q,7) € J tais que q - T : @ — A. Entdo o niimero de
Yo

classes de equivaléncia de pares em J(A) é no mdximo (k- 1)
Demonstragdo. Primeiro note que |PS(k)| = k0. Fixe ¢ € PS(k). Para contar todas as classes de
equivaléncia da forma (g, 7), serd suficiente pelo Lema 2.28 contar todas as sequéncias associadas.
Claramente, o nimero de possiveis sequéncias ((Fy,,m,) : n € @) é k™, e para uma tal sequéncia
fixada, o nimero de sequéncias (as : 6 € U{I(F,,my,q) :n € ®}) com ag € A é A X0, Daf o niimero

de classes de equivaléncia é no maximo k0. x¥0. A %o = (k. 1)¥o, O
Teorema 2.30. Assuma CH, e seja kK > X. Se G é PS(x)-genérico sob V, entdo
V[G] E2%0 = (x¥0)V,

Demonstrag¢do. NO6s trabalhamos em V[G]. Se f € ©2, entdo existe um termo T e um elemento p € G

ViG] —

tal que 7 feplk1:@— 2. Pelo Teorema 2.27, o conjunto de todos g < p com (¢q,7) € J é

denso abaixo de p, entdo existe tal ¢ € G. Nés associamos o par (g,7) com f. E claro que se f e g
ndo sdo iguais ndo podem ter pares equivalentes associados a eles. Mas pelo Lema 2.29, o nimero de

classes de equivaléncia de pares em J(2) é (k¥0)V. Assim, 2%0 < (x®0)V,

E claro por genericidade que 2%0 > k. Assim, 2%0 > X0 > (kXo)V

e a prova estd completa. []
Mostraremos agora, seguindo [18], que PS(k) possui a propriedade de Sacks.

Lema 2.31. Produto de suporte enumerdvel de copias do forcing de Sacks tem a propriedade de

2-localizagdo. Em particular, tem a propriedade de Sacks e ndo colapsam X .
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A demonstracdo desse lema € parecida com a demonstracao do Lema 2.14. Mas temos que lidar
com k-sequéncias de suporte enumeravel de condi¢des em PS dessa vez. Para isso precisamos de
muita notagdo. Fixe um cardinal k, para mostrar que PS(k) tem a propriedade de 2-localizag@o
devemos extender as nog¢des de “fusdo”e “sequéncia fusdao”para PS(x). Para isso é mais conveniente
passar de nossa defini¢do original de sequéncia fusdo para uma mais flexivel.

Agora uma sequéncia (py)nee em PS é uma sequéncia fusdo se, e somente se, existe uma fungéo
ilimitada ndo-decrescente f : @ — @ tal que para todo n € @, p,+1 < p, (mod f(n)). E facil ver que
uma sequéncia (p,)ncw que € uma sequéncia fusio na nova definicdo tem uma subsequéncia que é
uma sequéncia fusdo na definicdo velha. Se (py)nce € uma sequéncia fusdo na nova definigdo, sua

fusdo (e Pn € uma condigdo em IPS, como antes.

Defini¢ao 2.32. Para um conjunto finito F C k e 1 : F — o a relagdo < (mod F,7n) em PS(x) é
definida por: para todo p,q € PS(k) seja p < g (mod F,n) se p < geparatodo @ € F, p(at) < g()
(mod 7 (a)). Para p, F como antes e 6 € [Jyer27% seja p* o tal que paratodo o0 € F, pxo(a) =
p(a)xo(a) eparatodo @ € K\ F, (px0o)(ax) = p(x).

Uma sequéncia (p;)nee de condigdes em PS(x) é uma sequéncia fusdo se existe uma sequéncia
crescente (Fy)qce de subconjuntos finitos de k e uma sequéncia (1,)qce tal que para todo n € o,
Nn: F, — o, paratodo i € F,, temos N, (i) < Npr1(i), put1 < pn (mod Fy, 1,,), € para todo a € supt(p,)
existe m € @ tal que @ € F, e Ny (&) > n. Se (pn)ncw € uma sequéncia fusdo em PS(x), entdo para

cada a € K, (pn(®))nece € uma sequéncia fusdo em PS ou constante com valor 1pg. Isso mostra que

Po = (ﬂ Pn(a))

¢ uma condi¢do em PS(k), a fusdo da sequéncia (p,)nce-
Para a demonstragdo do Lema 2.31 € suficiente mostrar o

Lema 2.33. Para todo p € P e todo nome % para um elemento de ®® existe uma condicdo q < p e

uma drvore bindria T € 0<% tais que q forca z ser um ramo de T.

Demonstragcdo. Sejam p e Z como acima. Nosso objetivo € construir g < p tal que
T,)={s€0~?:Ir<q(riFsCz)}

€ bindria. Podemos assumir que nenhuma condicdo abaixo de p decide zZ.
Seja F um subconjunto finito de k e N : F — @ uma fun¢éo. Uma condigdo r € IP é (F,n)-fiel se,
e somente se, para todo 0,7 € [[yer 21(@) ¢ todo ¥ < r (mod F, 1) o seguinte vale: se Z,/.g € Zy/4r

sdo elementos incompativeis de @<® (com respeito a C), entdo Z,+s € r* T jd eram incomparaveis.

Proposicao 2.34. Suponha que r € P é (F,n)-fiel.

a) Seja j € k\FedefinaF'=FU{j} en =nU{(j,0)}. Entdoré (F',n’)-fiel.
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b) Seja B € F e sejan’ tal que paratodo oo € F\{B}, n' (&) =n(a) en'(B) =n(P)+ 1. Entdo
existe uma condi¢do v’ < r (mod F,n) tal que ' é (F,n’)-fiel.

A parte a) dessa afirmacdo segue direto das defini¢des. Para a prova de b) fixe uma enumeracao
{o1,...,0m} de [licr 210 Definimos uma sequéncia < (mod F, n)-decrescente (7t ) k<m abaixo de r.
Parak € {1,...,m} el €2 seja o} tal que para todo & € F\ {8}, o (&) = o () e 6/ (B) = or(B) L.
Seja ro = r. Suponha que construimos ry para algum k < m e queremos COnstruir 7y 1. Seja rry; < rg
(mod F,n’) tal que L w00, © 2y v,
rxr1 = ry. Por fim, seja ' = r,,. Segue da constru¢do que v’ é (F,n’)-fiel. Isso mostra a parte b) da

sdo incompativeis se tal condicao existir. Caso contraro, seja
1

afirmacao.

Usando a) e b) da Proposi¢do 2.34, construimos uma sequéncia ( py, Fiu, M, jm)mew tal que

1. (pm)meo € uma sequéncia fusdo em IP testemunhada por (F;;, Ny )mew, onde Fy = 19 = 0;
2. paratodom € @, py, é (Fy,Nm)-fiel e pyy < p;
3. paratodom € e i € Fp, Nypt1(i) < Nu(i);

4. para todo m € m, j, é o Unico elemento de F;,; tal que ou j,, € Fy € N1 (Jm) = M (m) + 1

ou Jm gFm € nm+l(]m) =1;

5. paratodom € @ e todo 0 € [[icr, 2Mm(i), pm * 0 decide pelo menos Z|,,.

Seja g a fusao de p,,, m € w,esejaT = Tq(z'). Note que para todo m € @, g < p;, (mod Fy;, Ny).

Para cada m € w seja 7,41 a arvore gerada por

{me*G o= H 2%(’)}

icFy,
e seja Tp a “arvore”’gerada por 2.
Agora cada T, ¢ uma subérvore de 7. Mostremos que T = U,,cTiy-
Sejat € T e m = dom(z). Seja r < g uma condi¢do que forga que ¢t é um segmento inicial de
Z. O conjunto {q *0:0 €[lick, 2’7m(i)} ¢ uma anticadeia maximal abaixo de g. Segue que existe
6 € [Ticr, 2™ tal que r é compativel com g* 6. Seja 7 € [Ticg, 2™ tal que £ C 2,,, .r. Claramente,

o # 7. Seja m’ < m minimal tal que

o' = (0()ly (@) ack,

7 = (7(@) 0,/ () acFy

sdo diferentes. Agora s’ = Zp,x6! € Zp et/ SAO incomparaveis pela (F;y,n,,)-fidelidade de p,,. Cla-

ramente, s' € T,, e s e ¢ s3o incomparaveis.
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Agora suponha que 7" ndo € bindria. Entdo existe ¢ € T tal que  tem trés sucessores imediatos fy,
t1 et em T. Sejam € @ minimal tal que 7;, contém pelo menos dois 7, j < 3. Pelo que acabamos
de provar, T, contém todas os ¢;. Para todo j < 3 seja 0; € []icf, 20 ta] que tj C Zp,xo;- Para
todon <metodo j <3 seja 6] = (0;(a)|y,(a))ack,- Agora seja n < m minimal tal que o conjunto
{o} 1 j <3} tem pelo menos dois elementos. Entdo {0} : j <3} tem exatamente 2 elementos e
n < m pela constru¢do de Fy, e M,. Sem perda de generalidade podemos assumir que oy € O] sdo
diferentes. Como m € minimal e 7,, contém pelo menos dois dos 7; € como n < m, Zp,l*Gg e an*ci’ sao

compativeis. Contudo, isso contradiz a (F;,1n,)-fidelidade de p,,. OJ

Feito isso, devemos agora nos preocupar com a preservagao de p-pontos ao forgar com PS(k),

que serd resolvido nas préoximas subsecoes.

2.3 Forcing proprio

Forcings que satisfazem o Axioma A ou a propriedade ccc fazem parte de uma familia maior de
forcings, denominada de forcing préprio. Esse tipo de forcing satisfaz algumas boas propriedades,
mas utilizaremos apenas algumas poucas delas em nosso estudo, em especial a possibilidade de pre-
servar p-pontos. Para um estudo mais profundo desse tipo de noc¢ao de forcing o leitor pode consultar
[11] e [13]. Aqui nessa subsecdo nosso objetivo € apenas mostrar que todo forcing que satisfaz o
Axioma A é proprio.

Em ([20], Secdo 3) € feita uma equivaléncia entre a defini¢do usual de forcing proprio e um jogo,

€como segue

Definicao 2.35. Seja P uma nocdo de forcing, e seja p € P. O proper game (para PP, abaixo de p) é

um jogo definido como segue:

* O Jogador I joga um P-nome ¢, para um ordinal (abaixo de p, isto é, p IFp ¢, € Ord ).

* O Jogador II responde com um conjunto enumeravel de ordinais B;,, C Ord.

ApOs esses @ movimentos, o Jogador II ganha esse jogo se existe uma condi¢@o mais forte g < p
tal que
glFrpVne wdkec o: o, € By.

Definicao 2.36. Uma nocao de forcing P € chamada prépria se para todo p € PP, o Jogador II possui

estratégia vencedora no proper game (abaixo de p).

Como o forcing de Sacks satisfaz o Axioma A, para mostrar que € proprio basta verificar que todo
forcing que satisfaz o Axioma A € proprio.
A demonstragdo, em [20], de que nogdes de forcing ccc e o-fechadas sdo préprias pode nos ajudar

a entender o caso para forcing com Axioma A. Para isso enunciamos a
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Proposicao 2.37. Seja P uma no¢do de forcing 6-fechada. Entdo PP é proprio.

Demonstracdo. Seja p € P. Note que para cada p’ < p e cada nome de ordinal ¢ abaixo de p, existe
uma condi¢do g < p’ “decidindo” ¢, isto €, existe § € Ord tal que g I- & = .

O Jogador II possui a seguinte estratégia vencedora para o jogo proprio: enquanto o Jogador I joga
nomes de ordinais ¢, abaixo de p, o Jogador II ird construir uma sequéncia decrescente (p, : n € @)
de condigdes (p > pp > p1 > ...) junto com uma sequéncia de ordinais (f3, : n € @) tal que para cada
n € @, p, - a, = B, (respondendo com o unitdrio B, = {fB,} em cada rodada).

Como P é o-fechado, a sequéncia de condi¢des acima possui um limitante inferior, isto €, existe

uma condi¢do g com g < p, para cada n € w; entio
glFVne w: a,=p, € By,
dai P € préprio. [
E também a

Proposicao 2.38. Seja P um forcing satisfazendo a condi¢do da cadeia enumerdvel. Entdo P é

proprio.

Demonstragcdo. Seja p € P. Como P € ccc, para cada nome de ordinal ¢, (jogado por 1), existe um

conjunto enumeravel de ordinais B, tal que p |- &, € By; isso pode ser visto como segue: o conjunto
D={q<p:3B,€0rd:ql- &, =B}

¢ obviamente denso aberto abaixo de p; se A C D € uma anticadeia maximal em D, entdo p forca ¢,

estar no conjunto
B, ={B;:q€A},

que € enumeravel (por ccc).
Entao P € proprio, visto que o Jogador II tem a seguinte estratégia vencedora para o proper game:
para cada nome ordinal ¢, jogado pelo jogador I, ele responde com o conjunto B, acima; no final, o

Jogador II ganha o jogo, ja que o proprio p forca &, € B, para cadan € ®. 0

Nos lembrando da Defini¢ao 2.6 podemos facilmente refazer as demonstragdes acimas com as

condicoes dadas pelo Axioma A.

2.4 Preservacao de p-pontos

Seguiremos ([12], Secdo 6.2) para mostrar que o forcing de Sacks possui a propriedade de pre-
servar p-pontos. Novamente, este resultado ndo serd usado em nossa aplica¢do, sendo apresentado

apenas para aprofundar nossa relacao com o forcing de Sacks.
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Tomando um filtro no modelo base, apds adjuntarmos alguns reais de Sacks esse filtro provavel-
mente deixa de ser um filtro no modelo estendido (perde a propriedade de ser fechado por supercon-
juntos, por exemplo). Contudo, podemos investigar se esse filtro gera um filtro no modelo estendido.

Comecgamos pela formalizacao da ideia de preservar p-ponto na

Definicao 2.39. Dizemos que uma nocao de forcing P preserva p-pontos se para todo ultrafiltro p-

ponto .% em @, IFp .% gera um ultrafiltro , isto é,
IFpVX € Z(w)3JA e F(ACXouACw\X).

Felizmente, quando estamos tratando de forcing préprio € mais facil verificar que o ultrafiltro

gerado na exten¢@o é um p-ponto,

Lema 2.40. Suponha que P é uma nogdo de forcing proprio e % €V é um p-ponto. Se P preserva

p-pontos, entdo F gera um p-ponto em VT,

Demonstra¢do. Suponha que o = {X,:n€ 0} C .7, o € VP, Pela propriedade de P, existe um
conjunto enumeravel .% O &' D o7 tal que &/’ € V. Seja &/’ = {Y, :n € w}. Como .% é um p-ponto,

existe um conjunto Y tal que Y C* Y, para todo n € ®. Em particular, Y C* X, paran € ®. [
Suponha que [P € uma nogao de forcing. Para mostrar que
IFp % gera um ultrafiltro

precisamos verificar que para todo p € P e um P-nome A para um subconjunto de ®, existe um
conjunto BE .F eq < ptaisque gl-p BCAougql-p BC (w\A).
Seja @(p,A) a afirmagio:

Vr<p3dBec ZVnI <rriFpBnnCA.
Lema 2.41. Para todo P-nome A para um subconjunto de ®, o conjunto

D={peP:9(p,A)oug(p,w\A)}
é denso em P.

Demonstragdo. Suponha que o lema é falso. Sejam A e p tais que D ndo é denso abaixo de py.

Portanto, para algum p < pg temos:
VBe.Z In(plrp BNnZ AN plkp BNn € (w\A)).

Por inducdo construa uma sequéncia p = qo > q1 > ¢ ... tal que g, decide o valor de A N n. Seja
A={m:3ng,Fpm € A} a interpretagio de A. Como .# é um ultrafiltro, existe um B € .Z tal
que B C A ou BNA = 0. Em qualquer caso temos g, IFp BNn CANn CANnou g, lFp BNn C
(w\A)Nn C (w\A)Nn, o que contradiz a escolha de p. O



36 Capitulo 2. Forcing de Sacks

A seguinte propriedade de p-ponto ird nos auxiliar em nossas constru¢des posteriores:

Lema 2.42. Suponha que F é um p-ponto e {X, :n € w} C .F. Entdo existe X € F tal que para
infinitos n, X \ n C X,,.

Demonstracdo. Seja Y € F tal que Y C* X, para todo n. Seja {n; : k € ®} uma sequéncia es-

tritamente crescente tal que nop =0 e Y \ gy C X,, para todo k > 0. Como .# é um ultrafil-

tro, ou Urcelm2ks mok+1) 00 Uree[M2k+1,M2k42) estd em .#. Assuma que € o ultimo e tome X =
Y NUrew M2k+1,M2k+2). Para todo k temos X \ nog = X \ nokr1 € Xy, - O

Por meio de um jogo seremos capazes de investigar se um p-ponto € preservado por forcing. Mais
especificamente, veremos que esse jogo nos fornece um critério para decidir se um dado ultrafiltro é

um p-ponto.

Definicao 2.43. Seja .# um ultrafiltro em @. Defina o jogo G( 7 ) jogado pelos jogadores I e II.
O jogador I em sua n-ésima jogada escolhe um conjunto X, € .# e o jogador II responde com um

conjunto finito a, C X,,. Juntos eles constroem uma sequéncia
XlaahXZaaZa R
O jogador I ganha se |J,,c, an € % ; caso contrdrio o jogador II ganha.

Teorema 2.44. O jogador I tem estratégia vencedora em G(.F) se, e somente se, F ndo é um p-

ponto.

Demonstracdo. Se % ndo € um p-ponto, entdo o jogador I escolhe uma sequéncia quase decrescente
{X,, : n € o} tal que ndo existe X € .# tal que X C* X, e joga X,, como seu n-ésimo movimento.

Seja .# um p-ponto. Assuma que o teorema ¢é falso e o jogador I tem estratégia vencedora o
Iremos construir um jogo no qual o jogador I joga segundo ¢ e perde.

Defina .7, como a familia de conjuntos jogados por I em seus primeiros n movimentos, assumindo
que ele estd usando a estratégia ¢ e o jogador II apenas joga conjuntos A; C n para k < n. Claramente,
paratodo n € @, <, é finito. Seja ¥, =) .<%,. Como .% é um p-ponto podemos encontrar um conjunto
Y € F e uma func@o estritamente crescente f € @® tal que Y \ f(n) C Y, paran € o. Seja kg = f(0)
e knt1 = f(kp). Como .# é um ultrafiltro, ou Y| = U, cplkon, kon+1) € F ouY, = o\ Y] € .Z7. Sem

perda de generalidade podemos assumir que Y; € .%. Considere o jogo
X17a17X27a27 s

onde o jogador I joga segundo a estratégia ¢ e o jogador II joga a, = [kan, kpn 1) NY. E claro que o
jogador I perde o jogo. Resta verificar que os movimentos do jogador II sdo legais.

Considere o n-ésimo movimento do jogador I, X,,. Note que X,, € 9%,_. Portanto, Y \ kp, C
Y\ flkon—1) C X, Segue a, C X,. O
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Com isso, ainda em [12], definiremos uma nocao de forcing, conhecido como forcing de Miller, e
demonstraremos, usando os resultados anteriores dessa subsecao, que esse forcing preserva p-pontos.
O argumento para o forcing de Sacks PS é semelhante, como notado em [16] e [18].

Antes disso, introduziremos algumas defini¢des sobre drvores,

Definicao 2.45. O a-ésimo nivel de uma arvore 7, que denotaremos por Ty, é o conjunto de todo

t €T talqueotipodaordemde {se T :s<t}éa.

Definicao 2.46. Para uma drvore T et € T seja succr(¢) o conjunto de todos os sucessores imediatos

deremT,esejaly ={s €T :s<tout<s}asubdrvore determinada por 7.

Definicao 2.47. Seja split(T) = {r € T : |succr(z)| > 1} e seja sten(T) o primeiro elemento de
split(7T).

Definicao 2.48. O forcing racional perfeito PT € a seguinte nocdo de forcing:

T C ®~® é uma drvore perfeitae Vs € T It € T (s Ct A |sucer(t)| = Xo)

Para T,7' € PT, T < T'se T C T'. Sem perda de generalidade podemos assumir |succr(s)| = 1 ou
|succr(s)| = g paratodo T € PT e s € T. Seja

split(T) = {s € T : [succr(s)| > 1} = U split, (7)),

new

onde split, (T') = {s € split(T) : [{t C s : ¢ € split(T)}| = n}.

Paratodo T € PT e s € 0<® defina um n6 T'(s) da seguinte forma: 7'(0) = stem(7) e paran € @

seja T (s~ n) o n-ésimo elemento de succy (7' (s)). Isso nos fornece uma bijecéo entre @< e split(T).

Defini¢ao 2.49. Para T, T’ € PT, n € o, seja

T<,T' <= T<T'eVsen"T'(s) =T(s)

T =, T < T <T esplit,(T") = split,(T)

E facil ver que se T <, T, entdo T <,, T’. Além disso, ambas as ordens {Zpneo}e{<,;ncw}
testemunham que PT satisfaz o Axioma A.

Mostraremos a seguir que essa no¢ao de forcing preserva p-ponto.
Lema 2.50. Forcar com PT preserva p-pontos.

Demonstragdo. Seja . % um p-ponto. Para T € PT e um PT-nome X para um subconjunto de ,
dizemos que X é uma interpretaco de X se para todo n existe um 7/ < T tal que T’ lFpp X Nn =X Nn.

Para cada T € PT escolhemos um conjunto X (7') tal que
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1. X(T) é uma interpretagio de X, e
2. se existe uma interpretagio de X que € um elemento de .%, entdo X (T) € ..

Note que ou X(7') € .% para todo T ou existe T € PT tal que @\ X(T') € .7 paratodo T’ < T.
Como \ X (7") é uma interpretacio de @ \ X, podemos assumir que existe uma condiciio 7° tal que
paratodo 7" < 79, X(T) € Z#. Mostraremos que existe T < T0¢ A € . tal que T IFpr A C X.

Seja G(.%) um jogo do p-ponto da Defini¢do 2.43. Definiremos uma estratégia vencedora para o
Jogador I. Paralelamente, o Jogador I ird construir uma sequéncia fusdo (7" : n € @) e uma sequéncia
(my, : n € ®) de nimeros naturais.

Dada T", considere a familia
{X(1]") : s € split, (T")} C 7.

Como .# é um p-ponto existe um conjunto A, € .% tal que A, C* X(T}*) para s € split, (7). Esse € o
n-ésimo movimento do Jogador I. O Jogador II responde com um conjunto finito a,, C A,,. Seja m,, =
1 + max(a,). Para cada s € split, (T") existe uma condigdo $* < T} forcando X Nm, = X (T") Nmy,
entdo em particular

S* lFpr a, € X Nmy,.

Seja
T = U{SS :s € split, (T")}.
Entio 77! <, .1 T" e T" ! IFpr a, C X.
Essa é uma estratégia bem definida para o Jogador I. Como nédo € uma estratégia vencedora, existe

um jogo em que II ganha. Durate o jogo, construimos uma sequéncia fusdo (7" : n € ). Colocando
A=Uneo@> T =NyeeT", temos que A € F,TO > T € PT,e T IFpr A C X. ]

Com esse resultado e o seguinte teorema de [12]:

Teorema 2.51. Suponha que (Py, 2y : 00 < 8) é uma iteracdo de suporte enumerdvel de forcing

proprios tal que para todo a < 8 vale \Fq Dy, preserva p-pontos. Entdo Pgs preserva p-pontos.

E possivel mostrar que a iteracio de suporte enumerével do forcing de Sacks preserva p-pontos.
Também preserva ultrafiltros seletivos, como mostrado em [4].

Em [9] e [14] se faz uma discussdo sobre a possibilidade do forcing de Sacks e seu produto
preservarem ultrafiltros seletivos (como definiremos adiante), contudo, a teoria utilizada é distinta da
que utilizamos até aqui, e ndo serd abordada. Podemos dizer, entretanto, que o forcing de Sacks e seu
produto finito preservam ultrafiltros seletivos. Até onde sabemos a questdo se o produto infinito de
suporte enumeravel do forcing de Sacks preserva p-pontos (ou ultrafiltros seletivos) permanece em

aberto:

Questdo 2.1. PS(K) preserva p-pontos para kK > @?
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Seguindo [10], analisaremos a capacidade do produto do forcing de Sacks em preservar alguns ti-
pos de ultrafiltros, em particular, os p-pontos. Ao contrario de nosso resultado anterior, o que faremos
adiante € menos geral, no sentido que apenas construiremos alguns ultrafiltros que sao preservados por
PS(x). Isso € suficiente, visto que nossa aplicacdo demanda apenas um p-ponto, e também veremos
que essa familia de ultrafiltros possui a maior cardinalidade possivel.

Comecaremos com algumas defini¢coes de outros tipos de ultrafiltros em :

Definicao 2.52. Um ultrafiltro « ¢ dito seletivo se, e somente se, quando &2 é uma parti¢ao de m, ou
P Nu+#0ouexiste U € utal que |[UNP| <1 paratodo P € &. Nesse caso, chamamos U um seletor
para .

Definicao 2.53. Chamamos «# um g-ponto se, € somente se, € seletivo para todas as particoes de ®w em

conjuntos finitos.

Também temos uma outra defini¢do para p-ponto, equivalente a que ja apresentamos, que serd util

nesse contexto:

Proposicao 2.54. u é p-ponto se, e somente se, quando & é uma particdo de ®, ou & Nu # 0 ou
existe um U € u tal que |UNP| < @ para todo P € 2.

Demonstrag¢do. Suponha u C & (®) um p-ponto.
Seja (Ap)new particio de o tal que A, & u, para todo n € . Como u € ultrafiltro, entdo @ € u, ou
seja, | l,cpAn € u. Assim, dado k € @ temos por hipdtese Ay ¢ u, mas como <|_|n€w\{k}An> UA; € u

e u € ultrafiltro devemos ter | J,cq\ (r}An € u. Obtemos entdo uma familia <|_|n€w\ " A")k tal que
€0
Llncw\{xy An € u, para todo k € ®. Como u € um p-ponto existe B € u tal que B C* | |, 3 An, para

todo k € m, isto €,

B\ (Unew\{k}An) ’ < X e como (A,)nee € parti¢do de @, entdo [BNA;| < Ko,
para todo k € .

Suponha # um ultrafiltro ndo principal tal que qualquer particdo J,c, A, tal que cada A, € u,
existe B € u tal que BN A, € finito para todo n € ®.

Seja (By)nece familia tal que B, € u, para todo n € ®. Suponha, sem perda de generalidade, que
By = w e essa é uma sequéncia quase decrescente de conjuntos infinitos. Note que se (),,cq Bn € U,
entdo acabamos. Suponha que isso ndo ocorre. Para cada n € @ defina A, = B, \ B, note que
(Ap)new é uma parti¢io de @ e A, ¢ u para todo n € @ (suponha que A, € u, entdo A, N B, 11 =0 € u,
um absurdo), logo, por hipdtese existe B € u tal que |[BNA,| < X para todo n € @. Resta mostrar que
B C* B, para todo n € ®; faremos por indugao. E natural que B C By = ®, logo, B C* Bj. Suponha
que B C* By, para algum k € o, essa serd nossa hipétese de indu¢do. Como BN By.1 = (BN By) \ Ay,
e [BNA;| < Xgtemos BNBy, 1 =*BNB;edai BC" By ;. ]

Mostraremos também a seguinte equivaléncia:
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Proposicao 2.55. Um ultrafiltro ndo principal u em  é seletivo se, e somente se, é tanto um p-ponto

quanto um g-ponto.

Demonstragcdo. Suponha que u € seletivo.

Logo, por defini¢do, se &2 é uma particdo de @, ou & Nu # O ou existe um U € u tal que
[UNP| <1 para todo P € &. Em particular, isso vale se & é uma particdo de ® em conjuntos
finitos, ou seja, u é um g-ponto. E natural que seja um p-ponto.

Suponha agora que u € um p-ponto € um g-ponto.

Seja & uma particdo de w arbitraria. Como u € um p-ponto, se & Nu # (0, entdo acabamos.
Caso contrério, existe U € u tal que |UNP| < @ para todo P € . Note que ' ={UNP:P¢€
P} JU{w\ U} é uma particdo de ®, e tal que &' Nu =0, pois cada U NP é finito e @ \ U ¢ u. Como
u é p-ponto, existe V € u tal que |V NP'| < @ para todo P’ € &, ou seja, [VNU NP| < o para todo
Pe Ze|lVN(w\U)| < w,ouseja, |[V\U| < ®,de modo que V C* U.

Suponha que o7 = {A, :n € w} U{A} é uma particdo de w tal que |A,| < @ para todo n €
Al=we o/ Nu=0. Logo, A¢ue ®\Acu. Note que ®\A =[],
|(w\A)NA,| =|Ay|. Defina Z = {B, : n € ®} uma parti¢do de A em conjuntos finitos, entdo .oz’ U %

w,

A,, em particular,

¢ uma parti¢do de @ em conjuntos finitos; como u € g-ponto, existe U € u tal que [UNP| < 1 para
todo P € &/ UZA.

Tomando &7’ como antes e uma parti¢do em conjuntos finitos de @ \ U, podemos obter V € u tal
que [VNUNP| <1, fazendo como acima, e dai VNU € U é tal que |(UNV)NP| <1 para todo
P ¢ &2. Portanto, u é seletivo. O]

Uma outra propriedade de forcing que utilizaremos € dada pela

Definicao 2.56. Seja P um poset. Chamamos P de (k, A, u)-distributivo onde x, A e u sdo cardinais,
se, e somente se, para todo p € Pe T taisque plk7: k — A, existe g < pe F : k — [A]<H tais que,
paratodo o € k, g I t(a) € F(a).

Isto é, T pode ser aproximado por fora por um tubo estreito (largura < t) do modelo base. Em

particular, temos a

Defini¢ao 2.57. Chamamos PP de ® w-limitante se, e somente se, para p € Pe Ttaisque plF7: 0 — ®
existemg < pe f:®— o tais que gl 7(n) < f(n) para todo n € @.

E imediato que P é ® @-limitante se, e somente se, é (®, ®, ®)-distributivo.
Por fim, seja u um ultrafiltro; chamamos u de P-indestrutivel se, e somente se, |Fp u gera um
ultrafiltro (note que essa € uma generalizacdo da Definicdo 2.39). Por fim, utilizaremos a seguinte

equivaléncia:

Proposicao 2.58. u é P-indestrutivel se, e somente se, quando p € P e T sdo tais que pl-7: @0 — 2

existem g < p e U € u tais que q - T | U é constante.
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Demonstragdo. Primeiramente faremos uma andlise sem a linguagem de forcing.

Seja u um ultrafiltro em @ e f : @ — 2 uma funcio. Note ge f~'[{0}] e f~![{1}] sdo tais que
{0V uf~1{1}] = ® € u, e como u é ultrafiltro, entdo f~'[{0}] € uou f~'[{1}] € u. Em qualquer
caso, existe i € 2 tal que f~![{i}] € u. Denotando U = f~![{i}] note que f | U é constante igual a i.

Suponha agora que u € um filtro em @ tal que para toda funcio f : @ — 2 existe U € u tal que

f T U é constante. Dado A C o defina a fungdo

0,senéA

Q00— 2 n»—>{ lsencA

Entdo, por hipétese, existe U € u tal que @4 | U é constante. Se @4[U] = {0}, entio U C w\A e
como u ¢é filtro, entdo ®w \ A € u. Se p4[U] = {1}, entdo U C A e, pelo mesmo argumento, A € u. De
qualquer modo, A € u ou @\ A € u, de modo que u é um ultrafiltro.

O que foi feito € entdo suficiente para mostrar o resultado. [
De [3] nds citamos o

Lema 2.59. Se p € PS(x) e pl- 7 : @ — A, entdo existem q < p, uma sequéncia (F, : n € ®) de
subconjuntos finitos de dom(q) e uma fungdo f:U,ce (g, Fn,n) — A tal que:

(i) R CFLCF C...edom(q) =U,ceoFn €
(ii) se 6 € l(q,F,,n) entdo q | oI 1(n) = f(0).
Corolario 2.60. PS(k) é (w, A, w)-distributivo para todo A, e em particular é © @-limitante.
Demonstracdo. Se pIF T : ® — A entdo na terminologia do Lema 2.59 coloque
G,={f(o):0€l(q,F,n)} (ncw).
Entdo cada G, é finito e, para todo n € w, ¢ IF t(n) € G,,. ]

O método de demonstragido do Lema 2.59 também estabelece o fato de que PS(k) é préprio, como
discutimos anteriormente.

Para conseguir lidar com novos reais e para formular um critério conveniente para PS(x)-indestrutibilidade,
noés introduzimos mais alguma notag@o. Primeiro mostraremos que podemos restringir nossa atencao
alPS(w).

Lema 2.61. Seja u um ultrafiltro. Os seguintes sdo equivalentes:
(i) u é PS(K)-indestrutivel para todo K infinito.
(ii) u é PS(K)-indestrutivel para algum K infinito.

(iii) u é PS(w)-indestrutivel.
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Demonstragdo. (i) = (ii) € trivial, e (ii) = (iii) vale porque PS(®) é uma subordem completa de
PS(x).

Para (iii) = (i) seja Kk > ® e assuma p |- 7 : @ — 2. Identifique dom(p) com ®, nds temos
p € P(w). Encontre ¢ € PS(w), g < p,e U € utal que g IF 7 | U é constante. Revertendo o processo,

nds obtemos ¢ < p em PS(x), forcando a mesma coisa. O

Denotamos por A o conjunto dos pares (p, f) onde p € PS(w) e f : U, !(p,n,n) — 2. Note que
A possui cardinalidade 2%. Se (p, f) € A, entdo (p, f) determina (um nome para) um novo real @, ¢
ao requerer que

Vo cl(p,n,n)plol-e@, = f(o).

Obtemos o seguinte lema 1til.

Lema 2.62. Para um ultrafiltro u em @ os seguintes sdo equivalentes:
(i) u é PS(w)-indestrutivel.
(ii) Paratodo (p, f) € A existem q < p e U € u tais que q |- @, [ U é constante.

Demonstragado. (i) = (ii) é facil. Para (if) = (i) assuma que r I 7 : @ — 2. Aplicando o Lema 2.59
e notando que caso kK = @ podemos tomar F;, = n para todo n, podemos encontrar (p, f) € A tal que
p=teVnewVo €l(p,n,n)p|ol-t(n)=f(c). Masentdo p | o IF t(n) = (o) = @(n) para
todo n e 6. Segue que p - T = ¢, ;. Agora encontre ¢ < p e U € u como em (ii). Entdo g <re
q -7 [ U € constante. [

Segue que ao construir ultrafiltros PS(k)-indestrutiveis devemos ter cuidado com apenas 2% ob-
jetos. De fato, se CH vale, apenas @; tarefas devem ser realizadas.
As ideias expressas nos Lemas 2.61 e 2.62 estdo implicitas na constru¢ao de Laver de um ultrafiltro

seletivo indestrutivel ([14]). O principal resutado estd enunciado no teorema de Laver ([14]),

Teorema 2.63. Se p € PS(w) e T sdo tais que p I- T : 0 — 2, entdo para todo A C o infinito existem
q < p e um B C A infinito tais que q |- T | B é constante.

A seguir nds coletamos alguns resultados faceis que garantem a preservacao de algumas das pro-
priedades que um ultrafiltro pode ter, como fizemos no Lema 2.40. Nos resultados seguintes P ¢ um

poset e u € um ultrafiltro P-indestrutivel.
Lema 2.64. Se P é proprio e u é um p-ponto entdo lp |- u é um p-ponto.

Nosso proximo lema lida com g-pontos. Para isso precisamos de um critério para u ser um g-
ponto, devido a [7]. Seja f € Pwtalque Vn € @ n < f(n) < f(n+1). Defina f € ®® por f(0) = f(0)
e f(n+1) = f(f(n)) (n > 0). Apbs isso, seja Pr = {[0,F(0)),[f(0),f(1)),...}, uma parti¢do de ®
em conjuntos finitos. Também seja .# = {f € Y@ :Vn € w,n < f(n) < f(n+1)}. Entdo o resultado

de [7] é como segue.
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Lema 2.65. Para um ultrafiltro v os seguintes sdo equivalentes:

(i) v éum g-ponto.

(ii) Para alguma (toda) subfamilia dominante 9 de .7, v contém um seletor para todo Py (f € D).
Lema 2.66. Se PP ¢ ® w-limitante e u é um g-ponto entdo lp |- u é um g-ponto.
Demonstragdo. E suficiente mostrar que .% NM é dominante em M[G]. O
Corolario 2.67. Se IP ¢ proprio e ® ®-limitante e se u é seletivo, entdo 1p I u é seletivo.

Agora nds construiremos p-pontos PS()-indestrutiveis seletivos e ndo seletivos. Em [14] Laver

constr6i um ultrafiltro seletivo u PS(w)-indestrutivel tal que
1 IF u é seletivo.

Pelo Corolério 2.67 esse dltimo fato € automatico. A partir de agora assumimos que CH vale e
fixamos uma enumeragio {(pq, fo) : @ € @; } do conjunto A. Além disso, seja @y 0 nome para o real

determinado por (pq, fo) para @ € @y, isto €, Pq = @p,, £, -
Teorema 2.68. Existem 2! ultrafiltros seletivos PS(w)-indestrutiveis em @.

Demonstracdo. Seja {Py : o0 € @} uma enumeragio para a colecéo de parti¢des de @ em conjuntos
finitos. Indutivamente nés definimos familias <7, (¢ € ®;) de subconjuntos infinitos de @ satisfa-

zendo as seguintes condicdes:

(i) o ={o}.
(i) Cada <7y é uma familia quase disjunta de tamanho w; (¢ > 0).

(iii) Se o < B entdo g refina @y €, VA € Fq,

{B€ A :BC"A}| = ay.
(iv) Todo A € @7, 1 € um seletor para Py,.
(v) Paratodo A € 7y, existe um g4 < pq tal que g4 IF @y € constante em o7

Em estagios sucessores nds usamos o teorema de Laver para obter para cada A € o7, uma familia
quase disjunta %4 de tamanho @; de subconjuntos de A satisfazendo (iii) — (v); entdo colocamos
o1 = U{%4 : A € oy }. Em estagios limites seja o7, uma familia quase disjunta refinando cada
g (B € ) e tal que para toda sequéncia (Ag: f € @) comVB € ¢ Ag € FgeAyC Agsefeyca
existe um A € 7, tal que V3 € o A C* Ag. Agora seja (Aq : & € ®1) um ramo através da drvore
U(Xew1 Ay, ist0 €,V € @) Ag € Ty ese f € a € ) entdo Ay C* Ag. Entdo o filtro u gerado por

{Aq : & € @} € um ultrafiltro seletivo P(w)-indestrutivel. Para ver isso, note que para todo o € @;

qAy,, IF Qo € constante em Ag 1,
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do que 1 IF u é um ultrafiltro. Também, u € seletivo: é um p-ponto porque possui uma base linear-
mente ordenada (por C*), e € um g-ponto por constru¢do. Dessa forma nds obtemos a)lw =29 tais

ultrafiltros, um para cada ramo atraves de Ugyeq, “a- [l

Nosso préximo objetivo é mostrar que existem muitos p-pontos PS(w)- indestrutiveis que ndo
sao seletivos. Devemos fazer p-pontos que nao sdao g-pontos. Para fazer isso, para m € @ seja P, =
2" — 1,21 1 1),e Z = {P,: m € ®}. Seja

I= {A Co:limsup|ANP,| < w}

n—oo

eIt = Z(w)\ 1. N6s encontraremos um p-ponto u indestrutivel tal que u C I'™"; em particular, u ndo

terd seletor para &. Para isso precisamos do seguinte lema.

Lema 2.69. Seja p € PS(w) e f : Uneel(p,n,n) — 2 determinarem o real @, e seja A € I'". Entdo
existem g < pe B C A comB €I tal que g~ @ | B é constante.

Demonstragdo. Para comegar, fixe my < m; <mp < ... em @ tal que |[ANP,,| >i-2' (i € ®). Para
i € @ coloque [; = 2™*1 — 1. Agora pode p para uma condigio g em P(®) tal que, para todo i, |F;| < i,
onde F; = {o € l(p,l;,l;): se j<lientdo 6(j) € q(j)}. Note que, para todo ¢ € F;, g | o decide todo
¢ | l;, dizemos @ | I; = . Fixe i. Como |ANB,,| >i-2!, ANP,, C ;e |F]| <i, existe um conjunto
Ai CANP,, tal que |A;| > ie, para cada 6 € F}, ¢ | A; é constante. Entdo ¢ |- ¢ [ A; é constante.

Defina um (um nome para um) real p ao exigir que para todo i
ql-p(i) éovalorde ¢ [ A;.

Entdo encontre r < g e C C o infinito tais que r I p [ C € constante; seja B = | J;ccA;. Entdo B C A,
Belt (ieC=|BNP,|>i)erl-¢[Béconstante. O

Agora é facil demonstrar:
Teorema 2.70. Existem 2“" p-pontos ndo seletivos PS(w)-indestrutiveis.

Demonstracdo. Como na demonstragdo do Teorema 2.68 construimos familias quase disjuntas .27y

(a € 1) de subconjuntos infinitos de @ satisfazendo as condi¢des:
(i) A ={w}.
(i) Va e oy VAE dy AT,
(iii) Se o < B entdo g refina oy e, VA € oy, {B e g : B C*A}| = ay.

(iv) Paratodo A € 97, existe um g4 < pq tal que g4 |- @y € constante em o7, .
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Fixe uma familia quase disjunta ¢ de tamanho ®; em ®. Em estdgios sucessores nés usamos o
Lema 2.69 para obter um A € o/, um A’ CA e g < py taisque A’ € [T e g IF @y | A’ é constante.
Entéo escolhemos my < m; < mp < ... em @ tal que |[A'NP,,| > i para cada i. Para cada C € ¢
coloque Be = Ujcc(A’ N PBy,). Entdo Bc € I e g I @g | Be € constante. N6s colocamos g = ¢
para cada B € B4 = {Bc : C € €} e definimos 7y = U{B4 : A € oy }. Nos estagios limites
nés escolhemos para cada ramo (Ag : B € «) através de g 93 um conjunto A como segue. Fixe
uma sequéncia (@; : i € @) cofinal em o. Para cada i escolha m; tal que [(0);<;Aa; N Pu;| > i seja
A = Uico(Nj<iAa; N Py;). Entdo A€ I" e A C* Ag para B € a. Colocamos o7 como a familia
de conjuntos assim obtidos. Como na demonstracdo do Teorema 2.68 isso nos fornece a)lw =2

p-pontos ndo seletivos, cada um dos quais € indestrutivel. [

Portanto, o Teorema 2.30 e o Teorema 2.70 nos garantem que, come¢ando em um modelo de
ZFC+CH, ao for¢ar com PS(k), com k regular e maior que X 4, obtemos um modelo de ZFC em que
existem p-pontos de cardter X e 2¥0 > X, que era nosso objetivo inicial.

Além disso, com o Teorema 2.70, o Teorema 2.30, o Lema 2.31 e o Corolario 2.16 obtemos que
comec¢ando em um modelo de ZFC+CH e forcando com o produto do forcing de Sacks de com-
primento maior que X; obtemos um modelo de ZFC em que existem p-pontos e muitos cardinais

pequenos, em particular 0, sdo ¥ .
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CAPITULO 3

Modelos alternativos

Como ja observamos antes, o problema que buscamos responder ao longo do texto trata essencial-
mente sobre a consisténcia da existéncia de p-pontos de cardter X | com 2¥0 arbitrariamente grande;
a condicdo 2¥0 > X, estava essencialmente associada ao nosso problema sobre unfriendly partiti-
ons, nao correspondendo a uma restricdo conjuntista mais forte. Nessa secdo faremos uma breve
discussao sobre outras formas pelas quais o modelo de ZFC+(*)+2N° > X, pode ser construido, mas
nao entraremos em detalhes técnicos sobre as alternativas levantadas.

Nosso principal problema era, simultaneamente, aumentar 20 e controlar o tamanho das familias
geradoras de ultrafiltros ndo-principais sobre m, além de garantir a existéncia de p-pontos. A frase
“tamanho das familias geradoras de ultrafiltros ndo-principais sobre @’foi usada por nés multiplas

vezes, mas pode ser substituida pelo seguinte cardinal pequeno:
u=min{|&| : & gera um ultrafiltro ndo-principal em @},

que ndo introduzimos anteriormente para simplicar nossa notacdo. Com isso, o Lema 1.16 nos diz

essencialmente que vale o seguinte
Lema3.1. p<u< 2%,

E por consequéncia direta do Teorema 1.29 temos o
Corolario 3.2. MA implica que u = 2%,

E claro, como o modelo de ZFC sem p-pontos construido em [20] nos aponta, o valor de u nio
estd associado a existéncia de um p-ponto. Por outro lado, por defini¢ao, todo modelo de (x) satisfaz
u = ¥y, pois todo p-ponto € ultrafiltro ndo-principal.

Com isso, seria natural tentar construir p-pontos em algum modelo de ZFC, provavelmente pro-
duzido por forcing, em que ja temos algo como u = X . Nos modelos clédssicos da teoria de forcing,
produzidos por iteragcdes com suporte enumerdvel de comprimento @,, os valores de multiplos car-
dinais pequenos, como indicado em ([5], Secao 10), sdo conhecidos, mas em tais modelos temos

2%0 = X,, o que nos impede de utilizar alguns deles para nosso objetivo.
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Por outro lado, o método mais usual de obter 2X0 grande, o Axioma de Martin, também nao pode
nos ser util, como vimos no Corolario anterior.

Optamos entdo pelo modelo dado pelo forcing PS(k), em que 2¥0 é grande e, como vimos,
satisfaz (). A estrutura do produto em [3] é razoavelmente simples, e a constru¢do da familia de
p-pontos de carater pequeno em [10] € feita explicitamente. Contudo, o Teorema 1.34 (ii) nos indica
que em um modelo de u < ? existe um p-ponto de cardter u. Logo, poderiamos também obter um

modelo de ZFC+(*)+2%0 > X, com um modelo que satisfaz algo como
u=N; < Rg <0 <2%0,
O seguinte resultado de [6] nos fornece algo ainda mais forte do que estas condigdes:

Teorema 3.3. Sejam v e O cardinais regulares ndo enumerdveis em um modelo de ZFC+GCH. Entdo

existe uma extensdo gerada por um forcing ccc na qual v=ue d = 9§.

Logo, escolhendo v = X e § algum cardinal regular maior que X 4, obtemos um modelo de ZFC
que satisfaz
U=Vv=R; < Ry<d=0<2%0,

E o Teorema 1.34 (ii) garante que o ultrafiltro que testemunha que u = | é um p-ponto.



CAPITULO 4

Aplicacao em Grafos: grafos sem unfriendly
partition

Seguindo [17] analisaremos a construcdo consistente com os axiomas de ZFC de um grafo sem
unfriendly partition.
Uma unfriendly partition de um grafo G = (V,E) é um mapa ¢ : V — {0, 1} = 2 tal que, para todo

vértice x, vale
[y €E(X)c(x) =c)} < |y € E(x): c(x) #c(y)],

onde E(x) é o conjunto de vértices ligados a x por uma aresta de G.
E facil ver que todo grafo finito possui uma unfriendly partition e dai, por compacidade, também
o possui todo grafo localmente finito.

Em [1] s@o mostrados os seguintes resultados:
Proposicao 4.1. Todo grafo com finitos vértices de grau infinito admite uma unfriendly partition.

Proposicao 4.2. Considere F uma colecdo finita de cardinais infinitos regulares. Se G = (V,E) é um

grafo tal que |N(v)| € F para todo v € V, entdo G admite uma unfriendly partition.

Isso nos mostra que este € um problema de grafos bastante infinitos: grafos que possuem infinitos

vértices e todos de grau infinito. Em particular, podemos definir o seguinte cardinal:

Definicio 4.3. Denote por s 0 menor cardinal tal que existe um grafo G = (V,E) tal que |V| = ,

todos os vértices possuem grau infinito e G ndo admite unfriendly partition.

Dai, pela Proposicdo 4.2, ja sabemos que X < s.
Os seguintes resultados de [17] nos mostram que esse cardinal de fato estd bem definido, ou seja,
existem grafos que nao admitem unfriendly partition. Para um cardinal A = W, e um ordinal 3, nés

usamos a notagio A(t8) para denotar o cardinal ®q g.
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Teorema 4.4. Existe um grafo G = (E,V), de tamanho |V| = (2“’)(+‘°), que ndo possui unfriendly

partition e em que todo vértice possui grau infinito.
Um argumento similar também demonstra a seguinte versao mais geral do Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Para todo cardinal infinito A, existe um grafo G = (V,E), de tamanho |V| =k =

(2’1)(“’), que ndo possui unfriendly partition e no qual todo vértice possui grau infinito.

O Teorema 4.4 nos diz que s < (22)(+©),

E interessante agora tentar analisar a consisténcia, por exemplo, das desigualdades estritas em
Wp <2< (2“’)(+“’). Por exemplo, supondo CH, entdo X, = (2‘“)(+“’) = .

Um primeiro resultado ainda em [17] nos mostra a relagdo entre esse problema e p-pontos (Proposi¢ao
1.31).

Teorema 4.6. E consistente que existe um grafo G = (V,E) de tamanho |V| = @& que ndo possui

unfriendly partition e o grau de cada vértice é ou ®, ou My, ou Wy.

Considere a seguinte afirmagao

(x) Existe um ultrafiltro ndo-principal u em ® que é gerado por uma familia quase decrescente de

conjuntos Ag (§ < @).

Pela Proposicao 1.31, o ultrafiltro dado por (*) é um p-ponto.

Mostraremos que (*) implica que existe um grafo com as propriedades enunciadas no Teorema
4.6

Demonstragcdo. Construiremos o grafo desejado G = (V,E) como segue. Seja V =X UY UZ, onde

X={x:n<wo},Y={yqe¢ o< 0p,E<w}eZ={z4:a <0y} esejaE =E;UE, JE3, onde

By = {(xn,yaé)I(XSwn,&<(01,n€A§}7
Ey = {()’a,éaza)ia<wa),§ <(D1},
Es = {(%n2a): @< @p,n< 0}

Note que todo vértice de X possui grau @, cada vértice de Y possui grau m e cada vértice de Z possui
grau ;.

Queremos mostrar que G nao possui unfriendly partition. Suponha por contradicdo que c: V —
{0,1} é uma unfriendly partition de G. Como u é um ultrafiltro em @, existem € < 2 e A € u tal que

c(xn) = € se, e somente se, n € A. De fato, considere
o ={new:c(x,) =0}

B={necw:c(x,) =1}
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e note que como ¢ é uma fun¢do, ¥ NAB =0e o/ UA = @. Como u ¢é ultrafiltro, entdo &7 € u ou
% € u. Dai coloque A = .7 ou A = %. Como u é gerado por (A¢ )¢, existe & < @ tal que Ay C* A

para £ < § < ;. Como, por hipétese, ¢ é uma unfriendly partition, como
E(yog) ={za}U{ma:ineAr,a <o} (a < wp, <o)

e como c(x,) = € paran € A, se & < { < my, entdo Ay C* A, de modo que existem enumerdveis
x,’s tais que c¢(x,) = &, contra finitos elementos de A¢ \ A e z¢ que podem ter outra cor; segue que
(Vo) =1—€para @ < 0y e § < < . Além disso, como E(zq) = X U{yg ¢ : { < @} para

o < Mg, devemos ter c(z¢) = €. Mas, paran € A,
E()Cn) = {ya,(‘,’ -n EAC7(X S wn}U27

e isso contradiz a hipétese de que ¢ é uma unfriendly partition ja que ¢(x,) = c(z) (z € Z) e |E(x,) \
Z| < |Z|. O

O caso Xg < 2 < (29)(+©) j4 foi feito por Leandro Aurichi e Lucas Silva Sinzato Real (ndo

publicado), como uma aplica¢ao do Axioma de Martin, codificado no seguinte

Teorema 4.7. Supondo o Axioma de Martin, se G = (V,E) é um grafo em que todos os vértices

possuem grau infinito com |V | < 2%0, entdo existe ¢ : V. — 2 uma unfriendly partition.

Demonstracdo. Seja (P, <) o espago ordenado em que
P=Fn(V,2) ={c:V —2:dom(c) é finito}

e < € a ordem dada por ¢ < d se, e somente se, ¢ estende d. Recordemos que, como 2 € enumeravel,

essa ordem é ccc. Do mesmo modo, para cada v € V, considere o conjunto D, = {p € Fn(V,2) : v €
dom(p)}.

Afirmagdo. D, é denso em [P paratodov e V.

Demonstracdo. Para verificar isso, fixe p € P qualquer. Se v € dom(p), entdo p € D, e p < p. Se
v & dom(p), considere a fungdo p’ : dom(p)U{v} — 2 dada por

o= { BT

comisso, p' € D, e p' < p. O

Além disso, a familia de densos 2 = {d, : V € V} possui cardinalidade menor que 2%, pois

[V| < 2%0. Logo, pelo Axioma de Martin, existe F um filtro Z-genérico.

Afirmagdo. ¢ =Jscp f € uma coloragdo, ou seja, da forma c: V — 2.
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Demonstragdo. Claramente, como unido de fun¢des que possuem 2 como contradominio, ¢ € uma
funcdo com contradominio 2 (se estiver bem definida). Dado v € V, como F N D, # 0, existe f € F
tal que v € dom(f). Em particular, v € dom(c). Por um momento, visando concluir que ¢ estd bem
definida, suponha que existem fi, f, € F tais que f](v) # f>(v) para algum v € V. Porém, como F é
um filtro, deve existir f € F tal que f < f1, f2, comisso, v € dom(f) e f(v) = fi(v) = f2(v), o que é

uma contradicio. O

Contudo, essa defini¢do de ¢ ndo € capaz de garantir que a coloracio seja unfriendly em algum
vértice. Para isso, criamos uma familia de densos que contém %, mantendo sua cardinalidade menor
que continuum, a fim de atribuir mais propriedades a funcdo c¢. Para tanto, adotaremos as seguintes

notacgdes:

* Dado um vértice v € V, denotamos por K, = |[N(v)| o cardinal (infinito, por hipétese) que denota

Seu grau.

* Dado um vértice v € V, a sequéncia {vq } a<k, consiste em uma enumeragio de N(v).

Com isso, se v € V é um vértice tal que K, é um cardinal regular, considere o conjunto
Eg ={c €Fn(V,2): existem By, > « tais que c(vg,) =0 e c(vg ) = 1}.

Afirmagdo. Se v € V € um vértice tal que K, € um cardinal regular, entdo Ey, é denso em P para todo
a <K,

Demonstracdo. Seja p € Fn(V,2) qualquer. Uma vez que dom(p) é finito, podemos escolher By, B; >
« tais que vg,,vg, & dom(p). Com isso, defina p’ : dom(p) U {vg,, v, } — 2 pondo

p(x), se x € dom(p)

p(x)=¢ 0,sex=vp
1, sex=vg,
Assim, p’ € E} e p’ < p, verificando que E}, é denso em P. O

Como |V| < 2%0_ tem-se que K, < 2%0 para todo v € V. Portanto, a familia de densos
& ={Ey :veV tal que K, é regular,o0 < K, }

tem cardinalidade |&| < [2%0 x 2%0| = 2%0, Com isso, pelo Axioma de Martin, podemos supor que
F € um filtro &-genérico, além de ser Z-genérico. Assim, a fun¢@o ¢ = Jscp f admite a seguinte

propriedade:

Afirmagdo. c é unfriendly em todo vértice v € V tal que K, € regular.
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Demonstragdo. Seja v € V um vértice de grau regular e fixe o < K,. Como F NE}, # 0, existem
f € F e Bo,B1 > atais que f(vg,) =0e f(vg,) = 1. Logo, c(vg,) = 0 e c(vg,) = 1. Portanto, visto
que o < K, € qualquer,

sup{ax < K, : ¢(ve) =0} =sup{ax < K, : ¢(vo) = 1} = K,.

Isso significa que, pela regularidade do cardinal K, [{o < K, : c(vg) =0} = [{a < K, : c(vg) = 1}].
Em particular, o vértice v possui a mesma quantidade de amigos e inimigos, independentemente da

sua cor em c. O]

Entretanto, ainda ndo garantimos que ¢ € unfriendly para os vértices de grau nao regular. Como an-
tes, encontraremos mais uma familia de densos para o qual ¢ seja genérica e admita essa propriedade.
Nesse contexto, fixado v € V um vértice de grau nado regular, seja {yg } £ <cf(k,) Uma sequéncia cofinal
de cardinais regulares em K,. Entdo, dado a < K,, existe um tnico & < K, tal que Ve <0 <Yeyg

Com isso, defina
Hy = {c €Fn(V,2) : existem a < fo, B1 < Yg tais que c(vg,) =0ec(vg) = 1}.
Afirmagdo. Hy, é denso em [P para todo v € V com grau ndo regular e o < K.

Demonstragdo. Seja p € Fn(V,2) qualquer e fixe § < cf(K,) o ordinal tal que % < ¢ < g ;. Uma
vez que dom(p) € finito, podemos escolher & < Sy, B1 < ¥g tais que vg,,vg, & dom(p). com isso,

defina p' : dom(p) U {vg,,vp, } — 2 como

p(x), se x € dom(p)
p/(x) =4 0,sex=vg

0
1, se x =vg,

Nesses termos, p’ € H}), e p’ < p, verificando que H}, é denso em P. O

Dado que K, < 2%0 para todo v € V (pois |V| < 2¥0), a familia de densos
H ={Hy :v €V com K, ndo regular,x < K, }

possui cardinalidade menor que [2%0 x 2%0| = 2%0, Logo, pelo Axioma de Martin, podemos supor
que F € um filtro 77-genérico, além de Z-genérico e &-genérico. Com isso, a funcio ¢ admite a

seguinte propriedade:

Afirmagdo. c € unfriendly para todo vértice v € V que possui grau ndo regular.

Demonstragdo. Fixe um vértice v € V de grau ndo regular. Uma vez que F N Hy, = 0, para cada
& < cf(K,) e cada & com ¥ < & < Yy, existem fy > a e B > o tais que c(vg,) = f(vg,) =0
e c(vg,) = f(vg,) =1, em que f € FNHy. Ou seja, sup{¥e < & < ¥ey g : c(ve) = 0} = sup{ye <
{re o <¥eyr:clva) =

@ < Yeyp:c(va) =1} = ¥eqy. Logo, como ¥ € um cardinal regular,
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0} =Y <a<¥q:¢(va) =1} = Yei - Comisso, verifica-se que [{ot < Ky : c(va) =0} > ¥eyg
e {a <K,:c(va) = 1}| > ¥4 para todo § < cf(K,). Portanto, como a sequéncia {¥e }¢cf(x,) €

cofinal em K,, [{a < K, : c(vq) =0}| = [{a < K, : ¢(vq) = 1}| = K,. Logo, independentemente da

cor atribuida ao vértice v, ha K, de seus vizinhos com cor oposta, verificando que ¢ € unfriendly em
V. ]

]

Como MA é consistente com 20 arbitrariamente grande ([13]), pelo Teorema 4.7 temos que em
ZFC+MA+2%0 > X, vale K, < 3¢ < (29)(F@),

Infelizmente, pelo que foi discutido na Sec¢do 1 ndo podemos utilizar o Axioma de Martin para
obter o resultado desejado para a desigualdade inferior. Mas, pelo Teorema 2.70, podemos comecar
com um modelo de ZFC+CH e for¢cando com produto de comprimento x com suporte enumeravel do
forcing de Sacks e obter um p-ponto de cardter X | no modelo extendido. Além disso, pelo Teorema
2.30, tomando k > X, regular obtemos que (2¢)(+®) > 2%0 > X, Logo, realizando a mesma

construgdo do Teorema 4.6 nesse modelo obtemos X ¢, = s < (22)(+@),



CAPITULO 5

B @ como espaco dos ultrafiltros sobre ®

Faremos agora um breve estudo de Topologia que nos permitird aplicar nosso conhecimento sobre
ultrafiltros de modo quase imediato. Na verdade, em [19] a motivacdo original para o Teorema 1.21

era puramente topolégica, como veremos.

5.1 O espaco topologico fw

Ap6s analisar ultrafiltros do ponto de vista conjuntista, tentaremos uma abordagem topoldgica

analisando algumas das propriedades do espago B, seguindo [20], como definido a seguir,

Defini¢ao 5.1. O conjunto B é definido como
Bow={p<C Z(w):péum ultrafiltro em @}.

O leitor familiarizado com Topologia pode se lembrar que esta € a mesma notagao utilizada para
a compactificacio de Stone-Cech do espago discreto . De fato, mais adiante mostraremos que estes
espacgos sao homeomorfos.

Agora, tentaremos construir uma topologia para este espago de ultrafiltros: faremos isso ao definir

uma base para essa topologia. Considere a defini¢ao:

Definicao 5.2. Para cada A C » defina
A*={peBw:Acp}

Dai temos que p € A* se, e somente se, A € p. Com esses conjuntos formamos nosso candidato a
base
B ={A":AC w}.

O seguinte lema nos ajudara a verificar que % possui as propriedades de uma base:

Lema 5.3. Para todos A,B C o, vale o seguinte:
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(i) A*\NB*=(ANB)*.
(i) Bo\A* = (0w \A)*
(iii) o* = po.
Demonstracdo. (i) Devemos mostrar que para todo ultrafiltro p € B
(p€EA*ANpEB*) < pe(ANB)".
Pelo que vimos anteriormente isso € equivalente a
(Ae pAB€p) < ANBE p,

que € claramente verdade, ja que p € um filtro (a propriedade de ultrafiltro ndo € usada nesse caso).

(ii) Aqui devemos mostrar que para todo ultrafiltro p € Bw
pEA" — pe(w\A)".
Por defini¢do, isso € equivalente a
Agp < (0\A)€ep,

o que € verdade, ja que p é um ultrafiltro (para a direcao da esquerda para a direita a propriedade é
necessaria).
(iii) Para um ultrafiltro p € Bw, p € 0* é equivalente a @ € p, o que é verdadeiro para todo filtro

em o. O]

Entdo nosso conjunto Z = {A* : A C w} é fechado por intersecdes finitas (veja Lema 5.3 (i)) e
contém todo o espaco B (veja Lema 5.3 (iii)). Portanto, # é base de uma topologia em f8®, como

explicado abaixo:

Definicao 5.4. O espaco topoldgico B €é definido como o conjunto de todos os ultrafiltros em @
equipado com a topologia de Stone, que é gerado por sua base # = {A* : A C @}, onde A* é o

conjunto de todos os ultrafiltros contendo A.

De agora em diante, quando escrevemos 3®, queremos dizer o espaco topoldgico, isto €, o con-
junto S @ junto com sua topologia.

Um conjunto é chamado clopen se € aberto e fechado:

Lema 5.5. Para todo A C @, o conjunto A* C B é fechado (e aberto), isto é, a colecdo 5B = {A* :
A C o} € uma base clopen de B o.
Em particular, 2 é também uma “base para os conjuntos fechados”: cada subconjunto fechado

de Bw pode ser escrito como uma intersecdo de conjuntos de A.
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Demonstracdo. Seja A C . Por definicdo, A* é aberto. Mas A* € também fechado ja que seu

complemento é aberto (use o Lema 5.3 (ii)):
Bo\A"=(w\A)" € B.

Como todo conjunto aberto pode ser escrito como unido de conjuntos de % e # é fechado por com-

plementos, cada conjunto fechado ¢ a interse¢do de conjuntos de 4. [

5.2 [P éum espaco compacto Hausdorff

Afirmamos que B é compacto e tem a propriedade de Hausdorff. Para o tltimo, vamos primeiro
investigar as vizinhangas de um “ponto” p € Bw: X = {A*: A C w} é a base da topologia de fw,
logo, o conjunto

B(p)={A":peA’}={A":A€p}

€ uma base (clopen) das vizinhancas do ponto p. Como mencionado, é suficiente considerar tais
“vizinhancas bésicas”; entdo podemos pensar em vizinhancas de p como segue: tome algum conjunto
A € p, e arespectiva vizinhanca (clopen) serd o conjunto de ultrafiltros contendo A, isto €, o conjunto
de ultrafiltros que “compartilha” o conjunto A com o ultrafiltro p.

Além disso, existe um mergulho natural do espago topoldgico discreto @ no espaco compacto
B® (quando falamos de @ em um contexo topoldgico sempre queremos dizer @ equipado com a
topologia discreta). Existem dois tipos de ultrafiltros em @ (como vimos na Definicao 1.13): por
um lado, os ultrafiltros estendendo o filtro de Fréchet (isto é, os ndo-principais), e por outro lado
os ultrafiltros principais; de fato, para cada nimero natural n € m, existe exatamente um ultrafiltro

principal contendo o unitério {n}. Isso d4 origem ao mergulho natural
B:o— Bo n—Bn)={XCw:neX}.

Entdo a imagem f[w] C B de  sobre o mergulho 3 é exatamente o conjunto de todos os ultrafiltros
principais em @. Mostraremos que essa imagem é densa em .

Agora estamos preparados para o seguinte

Teorema 5.6. O espaco topoldgio Bw é um espaco compacto Hausdorff contendo uma cdpia ho-

meomorfica de ® como subconjunto denso.

Demonstragcdo. Para mostrar que @ é um espaco Hausdorff assuma p # g pontos distintos em @,
mostraremos que eles podem ser separados por vizinhangas (basicas) disjuntas. Como p # g, sem

perda de generalidade existe um conjunto A C B contido no ultrafiltro p, mas nao em g:

AephA€dq.
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Equivalentemente, p € A* e g € Bw\ A*, entdo p e g sdo separados pelas vizinhangas (clopen) disjun-
tasA* e B\ A" (o conjunto Bw \A* éigual a (w\A)* pelo Lema 5.3 (ii)). Note que o “sem perda de
generalidade” acima nao € necessdrio: no caso de A estar em g mas ndo em p, A pode ser substituido
pelo seu complemento m \ A, que estd em p, mas ndo em q.

Agora mostraremos que 8@ é compacto, usando a caracteriza¢do de compacidade em termos de
“conjuntos bdsicos fechados”. Segundo o Lema 5.5, = {A* : A C @} é uma base para os conjuntos
fechados em B®. Vamos assumir que {A] :i € I} (com A; C o para cada i € I) é a cole¢do dada de

fechados basicos com a propriedade de interse¢do finita:

para cada E C [ finito: ﬂ A7 #0;
i€E
mostraremos que ();c; A7 # 0. Por sorte, o mapa A — A* ndo comuta com interse¢des arbitrrias em
geral, caso contrdrio poderiamos ter problemas, ja que [);c;A; pode ser facilmente vazia e 0* = 0.
Mas podemos usar o Lema 5.3 (i) para interse¢des finitas: para cada E C [ finito

*
0+ (A7 = | [Ai| ,dai [A;i#0
i€E i€E i€E
(note que A # 0 se, e somente se, A* # 0). Dai a colecdio {A; : i € I} tem a propriedade da interse¢do

finita, assim gera um filtro .% em :

F = {X Cw: ﬂA,- C X para algum E Qlﬁnito}.
icE

Pelo Lema 1.11 pode ser estendido para um ultrafiltro .# C p em ®. Como .% contém todos os A;’s,

também A; € p para cada i € [; analogamente, p € A7 para cada i € /, daf concluindo p € (;c;AT # 0,

0 que termina o argumento sobre compacidade.

Agora gostariamos de mostrar que B contém uma cépia homeomorfica (densa) do espago dis-
creto . Em outras palavras , devemos mostrar o seguinte: o mergulho natural 8 : @ — B definida
no inicio da subse¢do, que manda cada n € @ no (dnico) ultrafiltro principal contendo {n}, é um
homeomorfismo entre @ e sua imagem, isto é, o mapa f3 € injetivo e continuo em ambas as direcdes.

Obviamente, B € injetivo ({n} N {m} = 0 para todo n # m). A funcdo f : @ — B é claramente
continua (na direc¢do para frente), ja que o dominio ® carrega a topologia discreta, o que € suficiente:
a pré-imagem (por f3) de qualquer subconjunto de Bw estd em &(w), logo, aberto. Para mostrar
a continuidade da fungdo inversa € suficiente mostrar que a fungdo 8 € aberta, isto é, a imagem de
qualquer conjunto aberto € aberta (ji que a pré-imagem de qualquer conjunto aberto pela funcdo
inversa serd aberto em o, dai também aberto em f3[®@] com a topologia discreta). Como @ carrega
a topologia discreta, devemos mostrar que a imagem de todo unitdrio em ® é aberto em B, isto é,

{B(n)} € aberto em B para cada n € @. Mas

{B(n)} ={pePo:{n}ep}={n}" e,
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entdo {P(n)} é aberto (basico), e B[®] € uma c6pia homeomorfica do espago discreto m.
Finalmente, vamos explicar porque @ é mergulhado densamente por f3, isto é, porque B|w] é
um subconjunto denso de f. Seja A* € Z algum aberto basico ndo-vazio; encontraremos algum
elemento de B[w] em A*. Claramente A # @ (pela Defini¢do 1.1 temos que nenhum filtro possui o
conjunto vazio como elemento), entdo podemos escolher algum n € A; mas entdo o ultrafiltro principal

B (n) estd em A*: por defini¢do, {n} C A € B(n), resultando (n) € A*. De fato, vale o seguinte:

A*NBlw] = {B(n) :nc A}
L]

Um espago topoldgico (X, &) é chamado conexo se ndo pode ser particionado em dois conjuntos
abertos ndo vazios, isto é, se @ e X sdo os Gnicos conjuntos clopen. E chamado totalmente desconexo
se nao existe subconjunto de X com mais de um elemento que seja conexo (com respeito a topologia
induzida). Nossa demonstra¢ao da propriedade de Hausdorff de B na verdade mostrou que dois
pontos distintos podem ser separados por um conjunto clopen (no caso o espaco ¢ chamado totalmente
separado, uma propriedade mais forte que Hausdorff). Claramente, isso mostra que @ é totalmente
desconexo.

Note que B @ ndo é somente Hausdorff mas também satisfaz um axioma de separacdo mais forte:
Teorema 5.7. O espaco topoldgico B® é normal.

Pode ser mostrado que todo espago compacto Hausdorff é normal ([2]), dai B@ é normal. Para
ganhar a correspondéncia entre conjuntos fechados (arbitrarios) em B o e filtros em @, daremos apesar

de tudo uma demonstragao direta da normalidade.

Demonstracdo. Lembremos que nossa base clopen 8 = {A* : A C @} é uma base para os conjuntos
fechados. Entdo cada conjunto fechado F C B pode ser escrito como a intersecio de conjuntos de

. existe uma familia {A7 :i € [} C % com

F=()A;.

icl
Caso F seja ndo-vazio, a familia correspondente {A; : i € I} C &?(®) tem a propriedade da interse¢do
finita, entdo gera um filtro % D {A; : i € I} em . Um ultrafiltro p estd em F se, e somente se, p

contém todos os A;’s se, e somente se, p estende o filtro .7, isto é,
F={pePw:ZF Cp}.

Conversamente, se . ¢ um filtro em @, o conjunto F de todos os ultrafiltros estendendo .# é um
conjunto fechado ndo-vazio. De fato, existe uma correspondéncia bijetiva entre filtros (proprios) em @
e conjuntos fechados (ndo-vazios) de B®. Quando .%; C .%#; sdo dois filtros em ®, os correspondentes

conjuntos fechados F e F, irdo satisfazer F| O F; e vice-versa, ja que para um ultrafiltro p € “mais
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restritivo”’estender um filtro maior. (Usando isso podemos explicitamente definir o fecho topoldgico
de um conjunto arbitrario X C B o: tome a interse¢a@o de todos os ultrafiltros em X, que é o maior filtro
% em o contido em todos esses ultrafiltros; o conjunto fechado F correspondente serd o fecho de X, ja
que € o menor conjunto fechado contendo X). Em particular, um filtro gerado por apenas um conjunto
A C o corresponde ao conjunto clopen basico A* € 4; quando o filtro cresce o conjunto fechado
correspondente diminui, e quando o filtro finalmente cresce em um ultrafiltro p, entdo resta apenas
um unico ultrafiltro “estendendo p”, a saber o proprio p, dai o conjunto fechado correspondente € o
unitdrio {p}; se p é “estendido além”, ja ndo € filtro (préprio), mas todo o conjunto das partes de @
enquanto o conjunto fechado correspondente se torna vazio.

Com essa correspondéncia em mente é muito facil ver que B é normal. Sejam Fj e F, dois
subconjuntos fechados disjuntos de B e considere os filtros correspondentes .%; e .%;; ja que ndo
existe ultrafiltro p € F; N F,, nenhum ultrafiltro pode estender .%| e .%;, entdo deve existir motivo
para isso: %1 U.%, ndo tem a propriedade da intersecdo finita, dai existem conjuntos A; € 7| e
Ay € F; tais que A| NA, = 0; mas agora A} e A5 agem como vizinhangas clopen disjuntas de F e
respectivamente:

ATNAL = (A1 NA)* =0

eATQFleAEQFZ. ]

(De modo andlogo, podemos refazer a demonstracdao de compacidade com subconjuntos fechados
arbitrarios de B, isto é, filtros em ®; fazendo isso, podemos evitar a redugdo ao caso em que 0s
conjuntos sdao conjuntos fechados basicos).

No Teorema 5.6 descobrimos que B € a assim chamada compactificagdo do espaco topoldgico
discreto ®, isto €, um espago compacto (Hausdorff) com @ densamente mergulhado dentro dele.
Além disso, o espaco B é na verdade a assim chamada compactificaco de Stone-Cech de , isto &,
B ¢é - dentre todas as compactificagdes com a propriedade de Hausdorff - “a mais geral”.

Tentaremos explorar outras propriedades de Bw. Existem dois tipos de pontos bem diferentes
em PBo: os “nimeros naturais’em si (os ultrafiltros principais) e varios outros “novos pontos”(os
ultrafiltros ndo principais) que foram adicionados a @ para tornd-lo compacto, por assim dizer. Como
veremos no Teorema 6.1, existem exatamente 22 yltrafiltros (ndo-principais) em @, o que nos diz o
tamanho de 8 ®:

Bw| = Ro+22"° =22,

Como visto na demonstragido acima, cada nimero natural n € um ponto isolado de Pw: existe uma
vizinhanga (bésica clopen) de n contendo apenas o préprio n, a saber {n}*. Em geral, se A é um con-
junto finito, A* contém todos os niimeros naturais em A e nada mais. Mas se A € infinito, temos outra
situacdo: os pontos p € A* (isto €, os ultrafiltros contendo A) podem ser essencialmente vistos como

os ultrafiltros no conjunto infinito A, entdo A* ¢ homeomorfo a todo o espago B e tem cardinalidade
X
2270,



5.3. Bw ndo é metrizdvel 61

Contrério ao fato que todos os pontos de @ sao isolados em S, cada vizinhanga (bésica) A* de
um ponto p € B\ ® contém muitos pontos: como p € A* (isto é, A € p) e p € ndo principal, A é
infinito, entdo existem infinitos nimeros naturais em A* (a saber todos 0s que estdo em A) e 2250 ge
Bw\ o, entre eles o préprio p. Para nos livrarmos desses pontos isolados, normalmente ignoramos
todos os pontos principais e apenas estudamos o subspago B \ ®, que também é compacto (em geral,
um subconjunto fechado de um espago compacto é compacto; como @ € aberto em 3@ como unido

de unitdrios clopen, seu complemento B \ @ é fechado).

5.3 B nao é metrizavel

Quantas vizinhangas (bdsicas) precisamos para unicamente determinar um ultrafiltro p em B\
®? Em outras palavras: qual é o menor tamanho de uma familia {A? : i € I} de vizinhangas de
p € Bo\ o tal que

A7 ={r}-
i€l
(Obviamente finitas ndo sdo suficientes, pois elas poderiam ser substituidas por uma unica, ainda
X
contendo 22°° pontos).

Afirmamos que isso € o mesmo que pedir por uma base local de menor tamanho possivel. Isso é

relacionado a questao se o espaco topoldgico Bm € metrizavel ou ndo:

Definicao 5.8. Um espaco topoldgico (X, &) é chamado metrizdvel se existe uma métricad : X x X —

[0,00) em X tal que a topologia induzida pela métrica d é igual a topologia &'

Um espaco topoldgico € chamado first-countable se cada ponto admite base local enumeravel. O

seguinte resultado pode ser encontrado em [2],
Lema 5.9. Todo espaco métrico (X,d) é primeiro enumerdvel.

Mostraremos que nenhum ponto em 3@ \ @ possui base enumeravel, implicando que B ® ndo é
metrizavel.

Até agora utilizamos apenas #(p) = {A* : p € A} como uma base local para p; o conjunto %(p)
¢ de tamanho continuum. Como cada vizinhanga de p contém uma vizinhanga do conjunto %(p),
podemos nos concentrar em subsistemas de Z(p) ao procurar por possiveis bases menores. Sempre
que um conjunto

{A7 i€ 1} C B(p)

forme uma base local para o conjunto p, nossa afirmac¢do do inicio vale, isto €, apenas p serd a
interse¢do dos A}’s. (Isso é verdade para todo espaco Hausdorff: dados y # x, existe uma vizinhanga
de x ndo contendo y; entdo se uma base local de x € dada, a intersecdo de todos os elementos serd o
unitdrio {x}; de fato, isso é equivalente a 77, um axioma de separagdo estritamente mais fraco que a

propriedade Hausdorff).
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Conversamente, seja {Af : i € I} uma familia infinita de vizinhangas de p € B\ ® tal que
NierAf = {p}. Sem perda de generalidade, podemos assumir que essa familia é fechada por intersegdes
finitas: Z(p) é fechada por intersecdes finitas e substituir a familia acima pelo conjunto de todas as
interse¢Oes finitas ndo aumenta a sua cardinalidade; no fim das contas, estamos interessados apenas

nos tamanhos de tais familias. Seja .# o filtro gerado pelos A;’s, isto €,
F={XCw:X DA, paraalgumi €I}

(os A;’s formam uma base para o filtro). Como (;c;A} = {p}, p é o tinico filtro estendendo .7 . Mas
Z em si ja é um ultrafiltro: se existir um conjunto X C @ tal que nem X nem ® \ X pertencem a .%,
ambos .Z7 U{w\ X} e .# U{X} poderiam ser estendidos para ultrafiltros (diferentes), contradizendo
a hipétese. Entdo .# é igual a p, dai {A; : i € I} é uma base de filtro para p, que é equivalente a
{A} i € I} ser uma base local para p.

Resumindo: para qualquer familia {A} : i € I} de vizinhangas de um ultrafiltro ndo principal
p, unicamente determinar p é essencialmente o mesmo que ser uma base local para p (a menos de
adicionar intersecOes finitas), que por sua vez sO ocorre se, € somente se, a familia correspondente
{A; : i € I'} é uma base filtro para o ultrafiltro p.

Como foi mostrado no Lema 1.16 que nenhum ultrafiltro ndo-principal em @ € gerado por apenas
enumeraveis conjuntos (em outras palavras, ndo tem base filtro enumeravel), entdo nenhum ponto em
p € B\ ® tem base enumeravel. Logo, S ® ndo é metrizavel.

De fato, o seguinte vale. Seja {A} : i < @} uma cole¢do enumerdvel de vizinhangas de p € B\ .
Entdo essa familia ndo ird unicamente determinar p, isto &,

47 2 {p}:

i<®
mas mais € verdade: desde que ignoremos os ultrafiltros principais e trabalhemos com o espago
compacto B \ @, afirmamos que o conjunto (fechado) (;_,A; tem interior ndo vazio, isto é, existe

um aberto (basico) A* tal que

(A 2 A"

i<
Note que A deve ser infinito nesse caso, ja que cada A finito resulta em A* contendo apenas nimeros
naturais (daf aparecendo vazio em B \ ®). Entdo nossa afirmacdo implica que a interse¢do de enu-
meraveis vizinhangas de um ultrafiltro ndo principal ainda tem 22" elementos.

Note também que isso é falso dentro de todo o espaco B ®; por exemplo, tome A; = @\ i para cada

i < @ como contra-exemplo (isto &, os A;’s geram o filtro de Fréchet); entdo ;. ,A; contém cada
p € Bow\ ®, mas nenhum nimero natural; como ® é denso em @, a interse¢do ; <A tem interior

vazio em 3 ®; caso contrdrio (), ,A; contém algum nimero natural, um absurdo.

5.4 Pseudo-intersecoes revisitadas
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Como podemos encontrar um conjunto A C @ tal que
(A; 2AF
i<o
vale em Bw\ @? O seguinte lema ird relacionar isso a nog¢éo de pseudo-interse¢@o; lembre-se que

A C* B denota “A esta quase contido em B”, isto &,
AC"B < |A\B| < X,.
Lema 5.10. Para todos os conjuntos A,B C ®, vale o seguinte:
(i) ACB «— A* C B*.
(ii) AC*B <= A"N(Bw\ w) C B*.
Demonstracdo. (i) Devemos mostrar que
ACB < VpePBw(Acp=Bcp).

Claramente, se A C B e A € p para algum ultrafiltro p, também B € p.

Conversamente, se A Z B, A\ B # 0, entdo existe um ultrafiltro p > (A\ B); entdo (A\B) CA € p,
mas B ¢ pjaque BN(A\B) = 0. Note que no caso em que A \ B é finito, o ultrafiltro p que testemunha
a propriedade € necessariamente principal.

(ii) Aqui devemos mostrar que
AC'B < VpePBo\ow (A€ p=Bep).

Primeiramente, note que se p € Bw \ @, p contém o filtro de Frechet, isto é, todos os conjuntos
cofinitos, dai A € p implica AN (w \ n) € p para cada n < ®. Entdo se A C* B, escolha algum n tal
que AN (@\n) C B; quando A € p paraalgum p € Bw\ ®, também AN (w\ n) € p, entdo seu superset
B também estard em p.

Conversamente, se A * B, por defini¢do A \ B € infinito, entdo encontramos algum ultrafiltro

ndo-principal p € Bw \ @ contendo A \ B; como em (i), segue que A € p, mas B & p. O

Observacdo. NoOs decidimos dar uma demonstragao explicita do lema acima. Alternativamente, po-

deriamos ter derivado o resultado de forma puramente algébrica do Lema 5.3 (i) e (ii):

2 1
A\B = A" N(Bo\B*) 2 A N (0\B) 2 (AN (@\B))* = (A\B)".
Para obter o Lema 5.10, isto &, (ii), lembre-se que A* contém ultrafiltros ndo-principais se, e somente
se, A € infinito. Entdo A*\ B* contém um ponto de B \ @ se, e somente se, |A\ B| = Xy, isto &,

A C* B, que é 0 mesmo que a afirmac@o (if) no lema.
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Em geral, o mapa A — A* é um homomorfismo booleano entre &?(®) e a base clopen % de o,
isto €, comuta com todas as operacdes booleanas de conjuntos como complemento, interse¢ao (como
provado no Lema 5.3), unido, diferenca de conjuntos, diferenca simétrica etc., como mostrado para

diferencga de conjuntos na observagdo anterior. O caso da diferenga simétrica
(A")A(B") = (AAB)”

novamente nos diz o seguinte. Dado um ultrafiltro ndo-principal p, ndo depende de mudancas finitas
no conjunto A se p estd em A* ou ndo; se B € igual a A a menos de mudangas finitas, isto €, AAB é
finito, segundo o feito acima, (A*)A(B*) contém apenas ultrafiltros principais. Entdo se trabalharmos
dentro do espago compacto B \ ®, podemos simplesmente ignorar mudangas finitas de um conjunto
A C o quando considerarmos o respectivo conjunto clopen bésico (ou vizinhanga) A*.

Trabalhamos no espago S \ ® agora. Entdo podemos enunciar a afirmagio (ii) do Lema 5.10

simplesmente como segue:
AC"B <= A" C B* (dentro de Bw\ m).

Aqui A* na verdade significa “o conjunto de todos os ultrafiltros ndo-principais contendo A”(agora A*
¢é vazio se, e somente se, A € finito).

Lembre-se da noc¢ao de pseudo-intersecdao: um conjunto (infinito) A C @ é chamado uma pseudo-
interse¢do da familia {A;:i € [} C Z(w) se

AC*A;, paracadaicl.

Devido a relacdo acima, A C @ é uma pseudo-interse¢do da familia {A; : i € I} se, e somente se, A*

estd contido em cada elemento da familia correspondente {A} : i € I'}, isto &,

A" C(A].

icl

5.5 p-pontos do ponto de vista topoldgico

Agora podemos examinar as caracteristicas especiais de p-pontos do ponto de vista topoldgico.

Lembremos da definicdo de p-ponto:

Definicao 5.11. Um ultrafiltro p € Bo \ @ é um p-ponto se toda colecdo enumeravel de conjuntos de
p possui pseudo-interse¢@o dentro de p, isto é, para cada familia enumeravel {A; : i < ®} C p existe

um conjunto A € p tal que

A C*A; paracadai < o.
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Como vimos acima, dada uma colegdo enumerdvel {A” : i < @} de vizinhangas de qualquer ponto
p € B\ ®, podemos encontrar um conjunto aberto nio vazio A* tal que
A C ) 4],
i<w
mas nao nos importamos se A* pode ser escolhido de forma tal que o préprio ultrafiltro p estd em A*.

De fato, essa € exatamente a propriedade caracterizando p-pontos:

Lema 5.12. Um ponto p € Bw \ ® é um p-ponto se, e somente se, a intersecdo de qualquer cole¢cdo
enumerdvel de vizinhangas de p é novamente uma vizinhanga de p, isto é, cada cole¢do {A] 1i < o}
de vizinhangas de p tem uma vizinhanga bdsica aberta A* de p tal que
pEA*C A}
<o
Figurativamente falando, enumerdveis vizinhangas de p podem ser substituidas por uma inica ainda

mais proxima de p.
Demonstracdo. Use a defini¢ao de p-ponto e o Lema 5.10 (ii) para Bo \ @. O

Em outras palavras, p-pontos sdo os elementos de S \ @ que “ndo sdo aproximados por enu-
merdveis vizinhangas™: a interse¢do de enumeraveis vizinhangas de p € Bw \ @ possui interior ndo
vazio com certeza, mas p € um p-ponto se, € somente se, p em si sempre estd no interior de uma tal
intersecdo; se p ndo é um p-ponto, pode ser que p esteja na fronteira da interse¢do (fechada).

Em termos de conjunto fechado correspondente

F=4;
i<
também podemos colocar dessa forma: p é um p-ponto se, e somente se, cada conjunto fechado
enumeravel gerado contendo p (isto é, um conjunto que pode ser escrito como intersecdo enumeravel

de conjuntos clopen) € de fato uma vizinhancga (fechada) de p.

5.6 A propriedade universal de f @

Como prometido, gostariamos de concluir essa se¢do mostrando que B é de fato a assim cha-
mada compactificacdo de Stone-Cech de ®; para conseguir esse resultado provaremos que P w satisfaz
uma certa “propriedade universal” que caracteriza a compactificacao de Stone-Cech de ® (a menos
de isomorfismo).

Vamos comegar com uma definicio geral de compactificacio de Stone-Cech de um espaco to-

poldgico em termos dessa propriedade universal:

Definicao 5.13. Um espaco topolédgico X € chamado espago de Tychonoff se é Hausdorff e satisfaz

a seguinte propriedade: quando F C X € fechado e x € X \ F, existe uma fungdo f: X — [0,1] com

fx)=0e fIF]C{1}.
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Definicao 5.14. Seja X um espaco topolégico. Um espaco K é chamado de compactificacio Haus-
dorff de X se K € um compacto Hausdorff contendo (uma cépia homeomorfa a) X como subconjunto

denso.

Observacdo. Pode ser mostrado que um espaco topoldgico tem uma compactificacdo Hausdorff se, e

somente se, € Tychonoff.

Definicao 5.15. Seja X um espaco Tychonoff. Um espaco compacto é chamado compactificagao de
Stone-Cech de X (denotado por BX) se é uma compactificagio Hausdorff de X satisfazendo a seguinte

propriedade universal:

(*) Para cada espago compacto Hausdorff Y e cada mapa continuo f : X — Y, existe um mapa

continuo unicamente determinado f : BX — Y tal que f|x = f.

Em outras palavras, (x) diz que qualquer fun¢@o continua de X para um espago compacto Haus-
dorff Y pode ser estendido para uma fungio continua de X (2 X) para Y unicamente.

Enunciaremos o seguinte teorema sem demonstragao:

Teorema 5.16. Seja X um espaco de Tychonoff. Entdo X tem exatamente uma compactificacdo de

Stone-Cech no sentido da Defini¢do 5.15 (a menos de isomorfismo).

Agora vamos mostrar que 3@ (como definido na Defini¢do 5.4 e usado ao longo dessa se¢io) €
de fato a unica (devido ao Teorema 5.16) compactificacdao de Stone-Cech do espacgo discreto @ no
sentido da Defini¢do 5.15 (note que @ equipado com a topologia discreta € um espaco de Tychonoff;

de fato, @ pode ser visto como um espago métrico, e cada espago métrico € Tychonoff):
Teorema 5.17. O espaco topolégico Bw é a compactificacdo de Stone-Cech do espagco discreto ®.

Demonstracdo. Ja provamos antes nessa secio que @ é uma compactifica¢ao Hausdorff de @ (veja
Teorema 5.6 e Defini¢do 5.14). Entdo o que falta mostrar é que B @ satisfaz a propriedade universal
() na Defini¢cdo 5.15.

Seja Y um compacto Hausdorff arbitrario e seja f : @ — Y uma fun¢do dos nimeros naturais em
Y (note que a propriedade (x) deve ser verificada apenas para funcOes continuas f, mas - no caso-
cada func¢do € continua ja que @ carrega a topologia discreta). Vamos definir uma fun¢do continua
f:Bw — Y estendendo f.

Se existe tal fungdo continua f : Bw — Y, é unicamente determinada porque Y é Hausdorff e ja
tem valores definidos em @ C B, que é um subconjunto denso de seu dominio. (Isso é verdade em
geral: € facil mostrar que cada fungdo continua de um espaco topoldgico em um espago Hausdorff é
unicamente determinada pelos seus valores em um subconjunto denso de seu dominio).

Para cada ultrafiltro p € B, considere a expressdo

(7],

Acp



5.6. A propriedade universal de B ® 67

onde f[A] denota a imagem de A por f, e f[A] seu fecho topol6gico no espago Y.

Nés afirmamos que esse conjunto determina unicamente um ponto no espaco Y:

VpeBo:

(/1]

Aep

=1; (5.1)

assim que mostrarmos isso, podemos definir f(p) como o tnico elemento de (. »fI1A]

Por um lado, Nacp f [A] € ndo vazio ja que Y é compacto. Para ver isso, lembre-se da seguinte
caracterizacdo de compacidade: cada colecdao de conjuntos fechados com a propriedade da intersecao
finita tem intersec¢do nao vazia. O conjunto {A: A € p} C &?(w) tem a propriedade da intersec@o finita

(ja que p é filtro), entdo o mesmo vale para a familia {f[A] : A € p} C Z(Y). Como f[A] C f[A],

também { f[A] : A € p} tem a propriedade da intersegao finita (e € uma cole¢do de conjuntos fechados),

o que nos da

M fIA] # 0.
Aep

Por outro lado, Ns¢, f [A] ndo pode conter mais de um ponto ja que Y é Hausdorff. Para ver isso,

primeiro mostraremos o seguinte

Lema 5.18. Sejap € Bw ey €Y, e sejaU(y) a colecdo de vizinhangas de y. Entdo
ve (/] <= YU cu(y) f U] €p.
Aep

Demonstragdo. Note que

ye () fIA] <= VA€ pVU € U(y) UN f[A] #0. (5.2)
Aep

=) Assuma y € e, f[A] e U € U(y). Se f~![U] ndo estd em p, o\ f~'[U] € p jd que p é um
ultrafiltro; mas por (5.2) temos

Unflo\f U] #0,

o que é impossivel.

<) Assumay & (4, f[A]. Segundo (5.2) podemos escolher um U € U(y) tal que existe um A € p
com U N f[A] = 0; segue que f~[{U]NA = 0, entdo f~'[U] ndo estd em p (ja que A estiem p). [

Agora ¢ fécil ver que (acp f [A] ndo pode conter dois pontos distintos de ¥ (nds usamos apenas
a implicacdo da esquerda para a direita do lema acima): sejam yp,y, dois pontos distintos ambos
contidos em (4 ¢, m; como Y é Hausdorff, podemos encontrar vizinhangas Uy € U (yy) e U, € U(y7)
tais que Uy N U, = 0, usando o lema, obtemos f~'[U;] € p e f~![Us] € p, que é impossivel porque
Uy NU, = 0 implica f~{U1] N f~ U] = 0.

Entio a prova de (5.1) acabou e a fungiio f : Bw — Y pode ser definida por

J:Bow—Y p—f(p)e ) flA]

Acp



68 Capitulo 5. B como espago dos ultrafiltros sobre @

Resta mostrar que a fungio f : Bw — Y é continua e de fato igual a f : @ — ¥ no dominio comum
® C Bw. Esse tltimo é imediato da definicio de f: dado um niimero natural n € @ (isto é, o ultrafiltro

principal p contendo o unitdrio {n}), temos

e () flAl S fH{n}H = {f(m)} = {f(m)},

Aep
ja que {n} € p e cada unitdrio em um espaco Hausdorff ¢ um conjunto fechado; entdo f(n) = f(n)
para cadan € ®.

Para mostrar que f é continua, lembre-se que uma funcio g : X — Y de um espaco topolégico
X em um espago topoldgico Y € continua se, e somente se, para cada ponto x € X vale o seguinte:
quando V é uma vizinhanga de g(x), existe uma vizinhanca U de x tal que g[U] C V. Pode ser
facilmente mostrado que todo espago Y compacto Hausdorff € regular (isto €, um conjunto fechado e
um ponto nao contido nele podem ser separados por vizinhangas); como consequéncia, as vizinhangas
fechadas de um ponto y € Y formam uma base local para y, isto é, para cada vizinhanga V € U(y)
existe vizinhanca fechada V' de y tal que V' C V.

Entio seja p € Bw e V € U(f(p)) uma vizinhanga de f(p) € Y. Como Y é compacto Haus-
dorff, podemos escolher uma vizinhanga fechada V/ € U(f(p)) com V' C V. Iremos encontrar uma
vizinhanga de p tal que sua imagem sobre f estd contidaem V/ C V. Pelo Lema 5.18, Ag = f~'[V/] C
o estd em p (note que y € [, pm, o lado esquerdo do lema, é 0 mesmo que f(p) = y); entdo o
conjunto bdsico clopen correspondente A € uma vizinhanga de p (lembre-se que A € p se, e somente
se, p € A¥). Afirmamos que A € a vizinhanga desejada. Seja p em A (isto é, Ag € p); temos que

mostrar que f(p) € V"

e (N fIA] C flAo] = fIF V] C V'

Aep

pois f[f~1[V']] est4 contido em V' e V' é fechado, o que termina a demonstrago do teorema. O

Com essas caracterizagdes do espago @ poderemos analisar, na proxima se¢ao, uma aplicagdo

de p-pontos para determinar a homogeneidade desse espaco.



CAPITULO 6

Aplicacao em Topologia: a homogeneidade
de o\ w

Dado um espaco topoldgico X € uma questio interessante tentar determinar quais propriedades
sua compactificagio de Stone-Cech BX possui. No caso particular de B, a existéncia de p-pontos
nos permite determinar facilmente que o espago B \ ® ndo é homogéneo. Seguiremos [19] para
demonstrar esse fato.

Atualmente é conhecido que Bw \ ® nio é homegéneo em ZFC, sem a necessidade das hipéteses
adicionais que usaremos adiante. Mas a demonstracdo desse fato exige técnicas de Topologia que
estdo além do que foi feito até aqui; o leitor interessado pode consultar [8].

Comecaremos mostrando que existem 22" yltrafiltros em @ (devida a [19]). Esse é um caso
particular de um resultado mais geral, devido a PospiSil, que afirma existirem 22" Ultrafiltros em um

conjunto infinito A. Sua demonstracao pode ser encontrada em [13].
. X
Teorema 6.1. Existem exatamente 2° ° ultrafiltros em ®.

) ) . X .
Faremos isso ao construir uma familia de ultrafiltros em @ de tamanho 22 °. Primeiramente

precisamos de um lema:

Lema 6.2. Existe uma familia F de subconjuntos de ®, com 20 elementos, tal que
FN..nFEN(@\Fi)N...n(o\Fy,) #0

para toda colecdo finita de conjuntos distintos F; € F (i=1,...,m).

Demonstrag¢do. Seja @ a unido de conjuntos A, (p = 1,2,3,...), consistindo de 22" elementos. Para
p fixado, seja g = 27, e nomeie os elementos de A, por g-uplas ordenadas (xp,...,x,), onde x; =0
ou 1; seja E; o subconjunto de A, que consiste das g-uplas com x; =0 (i = 1,...,q). Denote esses 27

conjuntos E; por E(ty,...,t,),onde #y =0 ou I.

69
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Para cada sequéncia t,1,,#3,... com #; = 0 ou 1, forme o conjunto
E(tl,tz,l‘3,...) :E(tl)UE(tl,tz)UE(ll,tz,l‘3)U...,

e seja .# a familia de todos os conjuntos assim obtidos; .% evidentemente tem 2¥0 elementos.

Se Fi,...,Fy,Fy11,...,F, sdo elementos distintos de .%, existe um inteiro p tal que nenhum par
das sequéncias correspondentes possuem 0s mesmos primeiros p termos iniciais ¢y, .. . ,7,. Isso signi-
fica que os conjuntos G; = F;NA, (i = 1,...,m) sdo distintos, e € facil verificar que

Glﬂ...ﬂGnﬂ(Ap\G,H_l)ﬂ...ﬁ(Ap\Gm) #0.
Isso prova o lema. 0
Com isso seguimos para a demostracao do Teorema 6.1:

Demonstragdo. Como @ possui 2¥0 subconjuntos, existem no maximo 22" ultrafiltros em ®. Por
outro lado, podemos usar a familia .% do lema para construir 2270 colecdes ¢ de subconjuntos de
o, ao considerar cada conjunto F € .%, e admitindo ou F ou @ \ F em ¢. Pelo lema, cada ¢ assim
obtido tem a propriedade da interse¢@o finita; aumentando cada ¢ para um ultrafiltro, obtemos 22"

ultrafiltros distintos. ]

Generalizando a definicao de p-ponto topoldgico dada na Defini¢do 5.11 para um espago com-

pacto Hausdorff qualquer, obtemos o seguinte
Teorema 6.3. Se rodo ponto de um espaco compacto Hausdorff X é um p-ponto, entdo X € finito.

Demonstragdo. Se todo ponto de X é um p-ponto, entdo a intersecao de qualquer familia enumeravel
de conjuntos abertos € facilmente verificdvel ser aberta. Dai a unido enumeravel de conjuntos fecha-
dos é fechada. Segue que todo conjunto enumeravel de X € fechado e discreto. Isso € impossivel em

um espagco compacto infinito. 0
Retomando o Teorema 1.21 e o Lema 5.12, além do Teorema acima, podemos enunciar o
Teorema 6.4. Se vale CH, entdo Bw \ @ é ndo-homogéneo.

Demonstracdo. Sabemos que B\ @ tem um p-ponto Q;. Como Bw \ @ ¢ infinito e compacto, o
Teorema 6.3 mostra que B® \ @ também contém um ponto Q; que nio é um p-ponto de fw \ ®. E

evidente que nenhum homeomorfismo de B\ @ leva Q| em Q;. O

Naturalmente, podemos substituir a hipotese CH no Teorema 6.4 por qualquer outra condi¢ao que
nos permita obter um p-ponto, como vimos no Teorema 1.24, Coroldrio 1.28 e Teorema 1.34.

A seguir apresentaremos um pouco mais da teoria sobre ultrafiltros presente em [19].

Todo ultrafiltro Q € uma colecao de subconjuntos de w, e como tal pode ser considerado como

um conjunto parcialmente ordenado, com a ordem parcial dada pela inclusdo de conjuntos. Dizemos
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que dois ultrafiltros sd3o do mesmo tipo se sdo isomorfos como conjuntos parcialmente ordenados.
Pode-se perguntar se quaisquer dois ultrafiltros ndo-principais em @ sao do mesmo tipo. O seguinte
teorema mostra que a resposta € negativa.

Se 7 é uma permutacdo de o (isto é, um mapa bijetor de @ em ), seja ©(Q) o ultrafiltro que

contém os conjuntos 7(E) para todo E € Q.

Teorema 6.5. Se dois ultrafiltros ndo-principais 1 e €y sdo do mesmo tipo, entdo existe uma
: Xo . ~ o
permutacdo T de ® tal que Qy = w(Qy). Existem 22°° tipos de ultrafiltros ndo-principais em N;

cada tipo contém 2% ultrafiltros.

Demonstragdo. Se 1 e ; sao do mesmo tipo, existe uma mapa bijetor f de € em €, tal que
A C Bimplica f(A) C f(B). Em particular, f(®) = . Seja H, o conjunto de todos os membros de
, exceto n. Os conjuntos H,, sao subconjuntos maximais préprios de @ e dai sdo permutados por f.
Defina 7 tal que 7(n) =mse f(H,) = Hy,.

Escolha E € Qy, seja F = w \ E. Entdo E = ,cp Hy. Seja E' = ,ep f(H,). Como f(E) C
f(H,), f(E) C E'. Analogamente, f~!(E') CE. Dai, f(E) = E'. Mas @\ E’ consiste dos inteiros
m(n) (ne€ F); isto é, o\ f(E) = n(w\ E). Tomando complementos, obtemos f(E) = w(E), e a
primeira parte do teorema segue.

Como o possui exatamente 2X0 permutacdes, o resultado acima mostra que nenhum tipo pode
conter mais de 20 ultrafiltros ndo-principais, do que existem 22%0 tipos.

Para completar o teorema, escolha € nao-principal e um conjunto A € Q cujo complemento €
infinito, e seja .% a familia de 2¥0 subconjuntos infinitos de @ tal que quaisquer dois membros de .7
possuem intersecéo finita (possivelmente vazia); tal familia serd construida abaixo. Para cada E € .%
existe uma permutagdo de ® que leva Q para um ultrafiltro que contém E. Elementos distintos de .#
originam ultrafiltros distintos dessa forma, de modo que Q pertence a0 mesmo tipo que 2¥0 outros
ultrafiltros.

Para construir uma familia .% com as propriedades acima, associe a cada sequéncia xj,x2,X3, ...

(x; =0 ou 1) o conjunto E(x,x,x3,...) que consiste dos inteiros

2l oy, 42 4420 (n=1,2,3,...)
e seja .# a familia de todos os conjuntos assim obtidos. O
Teorema 6.6. Se Q| # Q», existe uma permutagcdo © de  tal que w(Q1) = Q1, T(Qy) # .

Demonstragcdo. Se Q) # Qp, existe um conjunto E; C @ com complemento infinito tal que E7 € Q1,
o\ E; € Q). Escolha Q3 # Q; tal que @ \ E| € Q3. Existem conjuntos infinitos E, e E3 tais que
Ery €, E3€Q3, 0\ E; = E;UE3, E; NE3 = 0. Escolha  a permutagio de o tal que 7(n) = n para
n€Ej, n(n) € Ezsen € E,, n(n) € E; se n € E3. Esse  tem as propriedades desejadas. L]
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O teorema anterior possui um coroldrio interessante. Seja I" o grupo de todas as permutacdes em
e considere o subgrupo de I" que consiste das permutagdes que fixam um Q dado. Pelo Teorema 6.6

diferentes Q’s originam subgrupos diferentes, e o Teorema 6.1 mostra que I' possui 22" ° subgrupos.
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