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Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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Resumo

Nesse trabalho analisamos o conceito de p-ponto no conjunto ω e sua relação com forcing, em

particular o forcing de Sacks e seu produto. Com isso verificamos que a existência de p-pontos de

caráter ℵ1 é consistente com 2ℵ0 arbitrariamente grande. Analisamos então duas aplicações envol-

vendo p-pontos: a construção de um grafo sem unfriendly partition e a análise da homogeneidade do

espaço βω \ω .

Palavras-chave: p-pontos, forcing de Sacks, unfriendly partitions, compactificação de Stone-Čech.
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Abstract

In this work we analyze the concept of p-points in ω and its relation with forcing, in particular

Sacks forcing and side-by-side Sacks forcing. With this we verify that the existence of p-points with

character ℵ1 is consistent with arbitrarily large 2ℵ0 . We then analyze two applications involving p-

points: the construction of a graph without unfriendly partitions and the analysis of the homogeneity

of the space βω \ω .

Keywords: p-points, Sacks forcing, unfriendly partition, Stone-Čech compactification.
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Introdução

A ideia para o desenvolvimento desse texto começou com a análise sobre o tamanho, isto é, o

número de vértices, de alguns grafos infinitos que não apresentam unfriendly partition. Mais especifi-

camente, já se sabia, por meio de [1] e [17], que o menor tamanho de um grafo com todos os vértices

de grau infinito e com essa propriedade era um cardinal κ tal que

ℵω ≤ κ ≤ (2ω)(+ω),

em que (2ω)(+ω) denota o primeiro cardinal limite maior que 2ℵ0 .

Um trabalho de Leandro Aurichi e Lucas Real (não publicado) mostrou que supondo o Axioma

de Martin e 2ℵ0 > ℵω vale

ℵω < κ ≤ (2ω)(+ω).

Restava então analisar a existência de um modelo em que ℵω ≤ κ < (2ω)(+ω). Ainda em [17]

se constrói um grafo com ℵω vértices, todos de grau infinito, que não admite unfriendly partition.

Para essa construção os autores utilizaram a existência de um p-ponto de caráter ℵ1. Inspirados nessa

construção buscamos um modelo de ZFC em que existem p-pontos de caráter ℵ1 e ℵω < (2ω)(+ω).

Para a construção desse modelo utilizaremos forcing com o produto de suporte enumerável do

forcing de Sacks. Na Seção 1 realizaremos um pequeno estudo sobre ultrafiltros em ω que irão nos

auxiliar no desenvolvimento das técnicas de forcing. O estudo dessas técnicas é feito na Seção 2, onde

mostramos algumas propriedades do forcing de Sacks e seu produto. Na Seção 3 faremos uma breve

apresentação de uma abordagem alternativa para nosso problema. Por fim, na Seção 4 formalizamos

o problema da unfriendly partition a ser estudado e sua relação com os conceitos discutidos.

De modo quase imediato, nosso estudo sobre ultrafiltros também permitirá uma análise do espaço

βω , na Seção 5, de forma bastante natural, que nos permitirá mostrar, na Seção 6, que com p-pontos

o espaço βω \ω não é homogêneo.
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CAPÍTULO 1

Preliminares

1.1 Algo sobre filtros e cardinais pequenos

Nessa subseção tentaremos entender melhor o conceito de p-ponto, do ponto de vista da Com-

binatória, e suas relações com a teoria de ZFC. Antes disso, seguiremos ([13], Capı́tulo III.1) para

relembrar alguns conceitos e notação sobre filtros e ultrafiltros. Naturalmente, começamos pela

Definição 1.1. Se A é qualquer conjunto não-vazio, então um filtro em A é um subconjunto F ⊆
P(A) satisfazendo:

1. A ∈ F e /0 ̸∈ F .

2. ∀X ,Y ∈ F [X ∩Y ∈ F ].

3. ∀X ,Y ⊆ A [X ⊇ Y ∧Y ∈ F ⇒ X ∈ F ].

Em alguns casos podemos pensar em um filtro como uma coleção de subconjuntos “grandes”de

A: é claro, A em si é grande, e /0 é pequeno, também, a interseção de conjuntos grandes é novamente

grande, e se um conjunto possui um subconjunto grande, deve ser grande também.

Nosso interesse está principalmente em filtros em ω , mais especificamente, veremos que p-pontos

são um tipo especial de filtro.

Algumas relações mais gerais entre conjuntos estão colocadas na seguinte

Definição 1.2. X ⊆∗ Y se, e somente se, X \Y é finito e X ⊥ Y se, e somente se, X ∩Y é finito (X ,Y

são quase disjuntos). X =∗ Y se, e somente se, X ⊆∗ Y ⊆∗ X se, e somente se, sua diferença simétrica

é finita.

Uma famı́lia quase disjunta é uma famı́lia de conjuntos infinitos D tal que X ⊥ Y para todos

X ,Y ∈ D e X ̸= Y .
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Aplicaremos essas relações mais frequentemente quando X , Y são subconjuntos infinitos de ω ou

outro conjunto enumerável. O seguinte fato será utilizado mais adiante em nossas aplicações (mais

especificamente, na Seção 2), embora não tenha relação imediata com o que estamos fazendo.

Lema 1.3. Existe uma famı́lia quase disjunta D ⊆ [ω]ω tal que |D |= 2ℵ0 .

Demonstração. É suficiente obter D ⊆ [T ]ω , onde T é algum outro conjunto de tamanho ℵ0; então se

pode transferir D para ω usando uma bijeção de T em ω . Em particular, seja T = 2<ω , o conjunto de

todas as sequências finitas de 0’s e 1’s. Para f ∈ 2ω , seja X f = { f ↾ n : n ∈ ω}, que é um subconjunto

infinito de T . Então X f ⊥ Xg quando f ̸= g, já que se i é o menor tal que f (i) ̸= g(i), então X f ∩Xg =

{ f ↾ n : n ≤ i}. Então, seja D = {X f : f ∈ 2ω}.

Definição 1.4. Uma famı́lia quase disjunta maximal, ou famı́lia mad, é uma famı́lia quase disjunta

D ⊆ [ω]ω que é maximal entre tais famı́lias.

A existência de tais famı́lias maximais é garantida pelo Lema de Zorn, de modo análogo ao que

faremos no Lema 1.11.

Relembrados estes conceitos, nós introduziremos um cardinal pequeno, denotado por p, que será

útil para obter algumas propriedades de p-pontos e filtros em geral. Começamos relembrando mais

alguns conceitos conjuntistas:

Definição 1.5. Uma famı́lia E de conjuntos tem a FIP (Propriedade da Interseção Finita, do inglês

Finite Intersection Property) se, e somente se,
⋂

F ̸= /0 para todo F ∈ [E ]<ω .

E tem a SFIP (Propriedade de Interseção Finita Forte, do inglês Strong Finite Intersection Pro-

perty) se, e somente se,
⋂

F é infinito para todo F ∈ [E ]<ω .

Um conjunto K é uma pseudo-interseção de E se, e somente se, K é infinito e K ⊆∗ Z para todo

Z ∈ E .

Nosso cardinal p está relacionado a certas famı́lias de subconjuntos de ω:

Definição 1.6. p é o menor tamanho de uma famı́lia E ⊆ [ω]ω tal que E tem a SFIP e não existe

pseudo-interseção de E .

Tal cardinal está bem definido, como indicado pelo seguinte exemplo simples de [13]:

Exemplo 1.7. Seja D uma mad family infinita. Então

E = {ω \ x : x ∈ D}

é uma famı́lia com a SFIP, mas que não possui pseudo-interseção.

Demonstração. Primeiro mostraremos que E tem a SFIP. Sejam x1, . . . ,xn ∈D e F = {ω \x1, . . . ,ω \
xn}, então ⋂

F =
n⋂

i=1

ω \ xi.
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Dados x,y ∈ D distintos, note que |x∩ y| < ℵ0, ou seja, |x \ (ω \ y)| < ℵ0, de modo que x ⊆∗ ω \ y.

Então escolha y ∈D \{x1, . . . ,xn} (isto é possı́vel, pois D é infinito), então y ⊆∗ ⋂n
i=1 ω \xi, de modo

que
⋂

F é infinito.

Suponha agora K pseudo-interseção de F . Logo, para cada x ∈ D vale K ⊆∗ ω \ x, ou seja,

|K ∩ x|< ℵ0. Logo, D ∪{K} é famı́lia quase disjunta, um absurdo, pois D é maximal. Logo, F não

admite pseudo-interseção.

Primeiramente, mostramos que p é de fato “pequeno”, no sentido de estar entre ℵ1 e 2ℵ0 .

Lema 1.8. ℵ1 ≤ p≤ 2ℵ0 .

Demonstração. Seja E ⊆ [ω]ω com a SFIP, tal que |E | ≤ℵ0; mostraremos que E admite uma pseudo-

interseção.

Liste E como {Zi : i ∈ ω}. Recursivamente escolha kn ∈ ω tal que kn ∈ (
⋂

i<n Zi \ {ki : i < n}).
Então K = {kn : n ∈ ω} é infinito e K ⊆∗ Zi para cada i.

Claramente, como não existem famı́lias E ⊆ [ω]ω tais que |E | > 2ℵ0 , em particular não existem

famı́lias E que tem a SFIP com |E |> 2ℵ0 . Logo, p≤ 2ℵ0 .

O cardinal p, como prometido, também tem aplicações na caracterização de alguns filtros em ω .

Frequentemente, em nossos estudos podemos trocar um filtro por uma subfamı́lia com a propriedade

dada pelo

Lema 1.9. Se E ⊆ P(A) tem a FIP, então o conjunto

F = {Y ⊆ A : Y ⊇ X1 ∩ . . .∩Xn para algum n ∈ ω e alguns X1, . . . ,Xn ∈ E }

é um filtro. Chamamos F o filtro gerado por E .

Demonstração. Devemos mostrar que F satisfaz a Definição 1.1. Como X1 ∩ . . .∩Xn ⊆ A para todos

X1, . . . ,Xn ∈ E e n ∈ ω , então A ∈ F . Além disso, como E tem a FIP, então X1 ∩ . . .∩Xn ̸= /0 para

todos X1, . . . ,Xn ∈ E e n ∈ ω .

Dados I,J ∈ F , por definição existem X1, . . . ,Xn ∈ E tais que X1 ∩ . . .∩Xn ⊆ I e Y1, . . . ,Ym ∈ E

com Y1 ∩ . . .∩Ym ⊆ J. Temos então que X1 ∩ . . .∩Xn ∩Y1 ∩ . . .∩Ym ⊆ I ∩ J, de modo que I ∩ J ∈ F .

Por fim, se I,J ⊆ A são tais que I ∈ F e I ⊆ J, como existem X1, . . . ,Xn ∈ E tais que X1∩ . . .∩Xn ⊆
I, então X1 ∩ . . .∩Xn ⊆ J, de modo que J ∈ F .

Portanto, F é um filtro em A.

Em alguns casos será mais útil considerar uma famı́lia E como geradora, ou base, para o filtro F

se ela satisfaz:

∀A ∈ F ∃B ∈ E [B ⊆ A].
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Então, uma famı́lia geradora no sentido do Lema 1.9 se torna geradora no sentido acima se a fe-

charmos por interseções finitas. Isto pode criar uma nova famı́lia E ′ ⊇ E , mas geralmente estaremos

interessados apenas na cardinalidade de famı́lias geradoras, que não é alterada nesse processo.

Antes de discutir essa relação entre p e filtros mais profundamente relembraremos mais alguns

conceitos:

Definição 1.10. Se A é qualquer conjunto não-vazio, então um ultrafiltro U em A é um filtro maximal

em A; isto é, U é um filtro e nenhum superconjunto de U é um filtro.

Novamente, estaremos interessados nos ultrafiltros em ω . Na verdade, um p-ponto é um ultrafiltro

dotado de uma propriedade adicional.

Do Lema de Zorn temos que vale o

Lema 1.11. Se F é um filtro em A, então existe um ultrafiltro U em A tal que F ⊆U.

Demonstração. Mostraremos primeiro que a Definição 1.10 é não vazia, isto é, existe um ultrafiltro

em A. A demonstração do lema segue de modo análogo, com algumas adaptações.

Considere o conjunto

F = {U ⊆ P(A) : U é filtro em A}

e note que F ̸= /0. É fácil ver que ⊆ (a inclusão usual de conjuntos) é uma ordem parcial em F .

Buscamos aplicar o Lema de Zorn a F para encontrar um elemento maximal com relação a ⊆, que

será um ultrafiltro segundo nossa definição. Para isso mostraremos que toda cadeia em F admite

limitante superior.

Seja C = (Ui)i∈I uma cadeia em F . Afirmamos que

V =
⋃
i∈I

Ui

é tal que V ∈ F e é um limitante superior de C . Primeiro verificaremos que V acima satisfaz a

Definição 1.1. De fato, como A ∈Ui e /0 ̸∈Ui para todo i ∈ I, então segue que A ∈ V e /0 ̸∈ V . Além

disso, dados X ,Y ∈ V existem i, j ∈ I tais que X ∈ Ui e Y ∈ U j; como C é uma cadeia, então ou

Ui ⊆U j ou U j ⊆Ui, sem perda de generalidade, suponha que Ui ⊆U j. Nesse caso, como X ,Y ∈U j e

U j ∈ F , então X ∩Y ∈U j, de modo que X ∩Y ∈V . Por fim, sejam X ,Y ⊆ A tais que X ⊆ Y e X ∈V ;

como X ∈ V existe i ∈ I tal que X ∈ Ui. Logo, como Ui é filtro segue que Y ∈ Ui, ou seja, Y ∈ V .

Portanto, concluimos que V ∈ F , e é fácil ver que Ui ⊆ V para todo i ∈ I, isto é, V é um limitante

superior de C .

Aplicando o Lema de Zorn a F parcialmente ordenado por ⊆ obtemos que existe um filtro maxi-

mal com relação a ⊆, ou seja, um ultrafiltro em A.

Para obter o lema, dado um filtro F em A basta aplicar a mesma técnica ao conjunto

FF = {U ⊆ P(A) : U é filtro em A tal que F ⊆U}

parcialmente ordenado por ⊆.



1.1. Algo sobre filtros e cardinais pequenos 9

Contudo, essa definição de ultrafiltros não é muito prática, sendo substituı́da por alguma das

condições dadas no seguinte

Lema 1.12. Se F é um filtro em A, então são equivalentes:

(i) F é um ultrafiltro;

(ii) se X ⊆ A, então ou X ∈ F ou A\X ∈ F ;

(iii) para todos X ,Y ⊆ A, se X ∪Y ∈ F , então ou X ∈ F ou Y ∈ F .

Demonstração. Mostraremos primeiro que (i)⇒ (ii).

Suponha que F é um ultrafiltro em A e seja X ⊆ A. Se X ∈ F , então acabamos. Suponha então

que X ̸∈ F . Afirmamos que F ∪{A\X} é uma famı́lia de conjuntos com a FIP. De fato, como F é

um filtro, possui a FIP, de modo que devemos apenas verificar se (A\X)∩V ̸= /0 para todo V ∈F ; se

(A\X)∩V = /0, então V ⊆ X e como F é filtro segue que X ∈ F , um absurdo. Logo, F ∪{A\X}
possui a FIP; considere F ′ o filtro gerado por F ∪{A\X} como no Lema 1.9, note que F ⊂ F ′, e

como F é ultrafiltro segue que F = F ′, ou seja, A\X ∈ F .

Agora mostraremos que (ii)⇒ (iii).

Suponha que F é um filtro em A tal que para todo X ⊆ A ou X ∈F ou A\X ∈F . Sejam X ,Y ⊆ A

tais que X ∪Y ∈F . Se X ∈F , então acabamos. Suponha que X ̸∈F . Então, por hipótese, A\X ∈F

e como F é filtro segue que

(A\X)∩ (X ∪Y ) ∈ F ⇒ (A\X)∩Y ∈ F ,

de modo que Y ∈ F .

Por fim, mostraremos que (iii)⇒ (i).

Suponha que F é um filtro em A tal que se X ,Y ⊆ A são tais que X ∪Y ∈ F , então ou X ∈ F ou

Y ∈ F . Suponha, por absurdo, que existe F ′ filtro em A tal que F ⊂ F ′. Tome X ∈ F ′ \F e note

que X ∪ (A\X) ∈ F , logo, por hipótese, segue que A\X ∈ F (pois X ̸∈ F ). Então A\X ∈ F ′, de

modo que X ∩ (A\X) = /0 ∈ F ′, um absurdo. Logo, F é um ultrafiltro.

Podemos utilizar o Lema 1.12 para classificar dois tipos de ultrafiltros em um conjunto A: princi-

pal ou não-principal.

Definição 1.13. Seja U ultrafiltro em A. Então U é principal se, e somente se, U = {X ⊆ A : a ∈ X}
para algum a ∈ A, e U é não-principal se, e somente se, todo conjunto em U é infinito.

Como antes, nosso principal interesse será em ultrafiltros não-principais de ω , entre os quais estão

os p-pontos.

A próxima definição vai nos acompanhar durante todo o texto, e marca a introdução de p no estudo

dos ultrafiltros:
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Definição 1.14. Se U é um ultrafiltro em A, então o caráter de U , ou χ(U), é o menor tamanho de um

E ⊆U que gera U .

O termo “caráter” é emprestado da topologia, onde χ(x) = χ(x,X) denota o menor tamanho de

uma base local do ponto x no espaço topológico X . Então, χ(U) é o caráter topológico de U quando

visto como um ponto em βA (a compactificação de Stone-Čech de A com a topologia discreta, ou o

espaço dos ultrafiltros em A). Essa abordagem de βω pode ser encontrada na Seção 5.

Se U é principal, então χ(U) = 1, já que U é gerado por algum E = {{a}}.

Se U é não-principal, temos o seguinte

Lema 1.15. ℵ1 ≤ χ(U)≤ 2|A|.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe A = {An}n∈ω famı́lia que gera U .

Dado F ⊆ ω finito não-vazio, como U é filtro temos
⋂

n∈F An ∈U , ou seja,
⋂

n∈F An é infinito, pois

U é não-principal. Logo, como A satisfaz a SFIP e |A | = ℵ0, pelo Lema 1.8 existe B ⊆ A infinito

tal que B ⊆∗ An, para todo n ∈ ω .

Como U é ultrafiltro, então pelo Lema 1.12 temos B ∈ U ou A \B ∈ U . Se B ∈ U , então U é

gerado por B. Tome B1,B2 ⊆ B infinitos tais que B é sua união disjunta; como U é ultrafiltro e B ∈U ,

então B1 ∈U ou B2 ∈U , sem perda de generalidade, suponha B1 ∈U . Como U é gerado por B, então

B ⊆ B1, mas note que |B\B1|= |B2|= ℵ0, um absurdo.

Logo, não pode ser que B ∈U , de modo que A\B ∈U , logo, este conjunto é infinito. Como U é

gerado por A , existe k ∈ ω tal que Ak ⊆∗ A \ (A \B), isto é, |Ak \ (A \B)| < ℵ0. Mas isso significa

que |Ak ∩B|< ℵ0, um absurdo, pois B ⊆∗ Ak.

Como B ⊆ A é tal que B ̸∈U e A\B ̸∈U , então U não é um ultrafiltro, um absurdo.

Claramente, χ(U)≤ 2|A| (seja E =U).

Para aplicar esses conceitos a ultrafiltros de ω , podemos melhorar essa estimativa por meio do

seguinte

Lema 1.16. Se U é um ultrafiltro não-principal em ω , então p≤ χ(U)≤ 2ℵ0 .

Demonstração. Fixe E ⊆U com |E |< p. Mostraremos que E não pode gerar U .

Como E tem a SFIP, seja Z uma pseudo-interseção de E . Então, fixe Y ⊆ Z com Y e Z \Y ambos

infinitos. Então um dos Y , ω \Y está em U , mas Y ̸⊇ X1 ∩ . . .∩Xn e ω \Y ̸⊇ X1 ∩ . . .∩Xn quando

X1, . . . ,Xn ∈ E .

Assim, nessa seção aprendemos (ou relembramos) o que são ultrafiltros não-principais em ω ,

em especial que seu caráter é tal que p ≤ χ(U) ≤ 2ℵ0 . Na próxima subseção veremos como cons-

truir p-pontos, que são tipos especiais de ultrafiltros não-principais, e a calcular seu caráter nessas

construções.
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1.2 Existência e propriedades de p-pontos

Finalmente, agora que nos lembramos de todas as noções básicas de ultrafiltros, estamos prontos

para estudar p-pontos. Existem algumas definições equivalentes para p-pontos, começaremos com a

seguinte e apresentaremos as outras quando forem necessárias:

Definição 1.17. Dizemos que um ultrafiltro não-principal U sobre P(ω) é um p-ponto se, para

qualquer famı́lia (An)n∈ω tal que cada An ∈ U , temos que existe B ∈ U tal que B ⊆∗ An para todo

n ∈ ω .

Aparentemente, bastante simples: um p-ponto é um ultrafiltro não-principal de ω em que toda

famı́lia enumerável admite pseudo-interseção no ultrafiltro. É claro, como todo ultrafiltro não-principal

possui a SFIP, uma pseudo-interseção sempre existe para uma famı́lia desse tipo, contudo, não há ga-

rantia de que alguma dessas pseudo-interseções seja um elemento do ultrafiltro.

Contudo, esses são objetos complicados: a existência de p-pontos é independente dos axiomas de

ZFC. A existência de um modelo de ZFC em que não existem p-pontos exige técnicas de forcing que

estão além do que precisamos, por isso, não será feita nesse texto. O leitor interessado nesse processo

pode consultar ([20], Seção 3).

Por outro lado, a construção de um modelo de ZFC em que existem p-pontos é relativamente mais

simples. Faremos primeiro a construção de um p-ponto em um modelo de ZFC+CH (CH denota a

Hipótese do Continuum, a afirmação que pode ser traduzida na igualdade de cardinais ℵ1 = 2ℵ0),

e depois, na direção de obter um modelo com p-pontos e 2ℵ0 arbitrariamente grande, analisaremos

a existência de p-pontos em ZFC+MA+¬CH (MA denota o Axioma de Martin, que explicaremos

mais detalhadamente na Definição 1.25) e em alguns modelos em que certos cardinais pequenos (a

saber, p, t e d) são 2ℵ0 .

Seguindo [20], começaremos agora a tentativa de mostrar que, supondo CH, existe um p-ponto.

Para isso relembraremos a seguinte definição sobre ultrafiltros:

Definição 1.18. O filtro de Frechet Fr é o conjunto de todos os subconjuntos cofinitos de ω:

Fr
.
= {X ⊆ ω : |ω \X |< ℵ0}.

Naturalmente, todo ultrafilro que estende o filtro Fr é não-principal. Enunciaremos agora um lema

que irá nos auxiliar a relacionar certos tipos de sequências de conjuntos com filtros,

Lema 1.19. Seja ⟨Xα : α < δ ⟩ sequência quase decrescente de conjuntos infinitos de ω , isto é, Xβ ⊆∗

Xα para todo α < β < δ e Xγ é infinito para cada γ < δ . Então o conjunto

F
.
= {X ⊆ ω : Xα ⊆∗ X para algum α < δ}

é um filtro (próprio) que contém o filtro dos conjuntos cofinitos.
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Demonstração. Naturalmente, ω ∈F , F não contém o conjunto vazio, pois todos Xα são infinitos, e

F é fechado por superconjuntos. Dados dois conjuntos Y,Z ∈F , existem α,β < δ tais que Xα ⊆∗ Y

e Xβ ⊆∗ Z. Mas daı́ Xmax{α,β} ⊆∗ Y,Z, consequentemente, Xmax{α,β} ⊆∗ Y ∩Z, e obtemos que Y ∩Z

está em F . Se Y ⊆ ω é cofinito, então Xα ⊆∗ Y para todo α < δ , de modo que Y ∈ F . Portanto, F

é um filtro próprio que estende o filtro Fr.

Sequências desse tipo com δ um ordinal enumerável apresentam a seguinte propriedade:

Lema 1.20. Toda sequência quase decrescente enumerável de subconjuntos infinitos de ω pode ser

estendida por um conjunto infinito.

Demonstração. Seja ⟨Xα : α < δ ⟩ sequência quase decrescente de conjuntos infinitos de ω . Dado

E ⊆ ω finito, então
⋂

α∈E Xα =∗ XmaxE , que é infinito, logo, não-vazio. Como ⟨Xα : α < δ ⟩ satisfaz

a SFIP, pelo Lema 1.8 existe B pseudo-interseção que estende a sequência.

Note que nesse sentido, “estender” significa obter uma nova sequência, com as mesmas proprie-

dades que a anterior, que possui esse novo elemento.

Construiremos agora um p-ponto, nas seguintes condições:

Teorema 1.21. Suponha CH. Então existe um p-ponto.

Demonstração. Iremos construir um p-ponto F ao montar uma sequência quase decrescente de con-

juntos infinitos de comprimento ω1, isto é, uma sequência ⟨Xα : α < ω1⟩ ⊆ P(ω) com

∀α < β < ω1 : Xβ ⊆∗ Xα

e |Xα | = ℵ0 para cada α < ω1. Então definiremos F como o filtro gerado pelos Xα no sentido do

Lema 1.19. Para garantir que F é um ultrafiltro analisaremos todos os subconjuntos de ω (por CH

existem ℵ1 deles), a cada passo decidindo um deles, isto é, cada vez que consideramos um conjunto

A, colocaremos o próprio A ou seu complemento no filtro. Esse ultrafiltro será um p-ponto pela

propriedade de ser quase decrescente da sequência, como veremos.

Note que podemos obter uma enumeração P(ω) = {Aα : α < ω1}. Fixe X0
.
= ω . Por indução,

em um ordinal sucessor α + 1 considere os conjuntos Xα e Aα . Como, por indução, Xα é infinito,

então Xα ∩Aα ou Xα ∩ (ω \Aα) é infinito (ou ambos). Então podemos definir

Xα+1
.
=

{
Xα ∩Aα , se |Xα ∩Aα |= ℵ0,
Xα ∩ (ω \Aα), caso contrário.

e Xα+1 ⊆ Xα será novamente infinito. Como Xα ⊆∗ Xγ para todo γ < α vale, por indução, então

Xα+1 ⊆∗ Xγ para todo γ < α +1 será verdadeiro também.

Resta verificar o seguinte: conseguimos estender a nossa sequência quase decrescente em todo

ordinal limite δ? Esse caso pode ser resolvido pelo Lema 1.20.
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Usando o Lema podemos prosseguir com a construção até ω1, obtendo uma sequência quase

decrescente de conjuntos infinitos, ⟨Xα : α < ω1⟩. Definimos

F
.
= {X ⊆ ω : Xα ⊆∗ X para algum α < ω1}

e afirmamos que F é um p-ponto.

Primeiramente, pelo Lema 1.19, F é um filtro própio estendendo o filtro de Frechet. É um

ultrafiltro, já que nossa construção buscava obter um ultrafiltro: para qualquer A ⊆ ω existe um

α < ω1 com A = Aα , então Xα+1 é um subconjunto de A ou ω \A, logo, A ou ω \A está no filtro F .

Resta mostrar que F é um p-ponto como na Definição 1.17. Isso ocorre porque o filtro é gerado

por uma sequência quase decrescente de cofinalidade não-enumerável: seja uma coleção enumerável

de conjuntos do filtro {Yn : n ∈ ω} ⊆ F . Pela definição de F existe uma correspondente coleção

enumerável de ordinais enumeráveis, digamos {αn : n ∈ ω} ⊆ ω1, tal que Xαn ⊆∗ Yn para cada n ∈ ω .

Defina

α
.
= sup

n∈ω

αn < ω1.

Então Xα ∈F e, como Xα ⊆∗ Xαn para cada n ∈ ω , então Xα ⊆∗ Yn para cada n ∈ ω , o que encerra

a prova do teorema.

Note que nesse contexto o caráter de todo ultrafiltro não principal em ω , em particular dos p-

pontos, é ℵ1, pois ℵ1 = p = 2ℵ0 . Contudo, para nossa construção em grafos precisamos de um

modelo em que ℵω < (2ω)(+ω).

Nesse sentido, note que CH foi utilizado principalmente para obter o Lema 1.20. Podemos, entre-

tanto, obter um p-ponto em um universo com 2ℵ0 grande. Para isso utilizaremos o seguinte cardinal

pequeno,

Definição 1.22. Uma torre é uma sequência quase decrescente maximal de subconjuntos infinitos de

ω , isto é, ⟨Xα : α < δ ⟩ tal que não existe conjunto infinito X com X ⊆∗ Xα para todo α < δ .

O número torre t é o menor ordinal δ tal que existe uma torre de comprimento δ .

Tal cardinal está bem definido: a construção de uma torre será feita na demonstração da Proposição

1.23. De fato, pelo Lema 1.20 temos que t é mesmo “pequeno”

Proposição 1.23. O número torre t é um cardinal regular satisfazendo

ℵ1 ≤ t≤ 2ℵ0.

Demonstração. cf(t) = t, já que se cf(t) < t, existiria uma sequência reduzida com tipo de ordem

cf(t), contradizendo o fato que t é o comprimento mı́nimo de uma torre.

Agora lembremos do Lema 1.20: toda sequência quase drecrescente enumerável de subconjuntos

infinitos de ω pode ser estendida por um conjunto ainda infinito; em outras palavras, não existe torre

de comprimento enumerável, o que imediatamente nos diz que ℵ1 ≤ t.
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Finalmente, mostraremos que existe alguma torre de comprimento no máximo 2ℵ0 . Nós sim-

plesmente construiremos uma, seguindo a demonstração do Teorema 1.21. Nós não assumimos CH

ou outra hipótese adicional, então - ao invés disso - considere uma enumeração fixada de P(ω) de

comprimento 2ℵ0 . Nós tentaremos construir uma sequência quase decrescente de conjuntos infinitos

⟨Xα : α < 2ℵ0⟩, em ordinais sucessores fazendo exatamente o mesmo que no Teorema 1.21. Em or-

dinais limites, nós tentaremos encontrar pseudo-interseções, isto é, conjuntos infinitos quase contidos

em todos os conjuntos construidos até agora. Se isso não é possı́vel para algum ordinal limite estri-

tamente abaixo de 2ℵ0 , nós encontramos uma torre, e t< 2ℵ0 (nesse caso, CH necessariamente falha

devido a ℵ1 ≤ t). Caso contrário prosseguimos com a construção até 2ℵ0; afirmamos que a sequência

resultante é uma torre de comprimento 2ℵ0 (daı́ t≤ 2ℵ0). Defina

F = {Z ⊆ ω : Z ⊇∗ Xα para algum α < 2ℵ0},

que é um ultrafiltro. Assim, para obtermos um absurdo suponha que existe um X infinito com X ⊆∗ Xα

para todo α < 2ℵ0; então F ⊆ {Z ⊆ ω : Z ⊇∗ X}, então F não é ultrafiltro (divida X em duas partes

infinitas X1 e X2, então nem X1 ou X2 estariam em F ), uma contradição.

Utilizando as técnicas da demonstração do Teorema 1.21 também é possı́vel perceber que vale o

Teorema 1.24. Suponha t= 2ℵ0 . Então existe um p-ponto.

De fato, para a construção da sequência em ordinais sucessores, procedemos exatamente como no

Teorema 1.21, e em ordinais limites δ utilizamos o fato de que a sequência construida até então não

é uma torre, pois δ < 2ℵ0 , de modo que pode ser estendida. Para mostrar que o filtro gerado por essa

sequência é um p-ponto, seguimos de modo análogo à demonstração original, mas aqui utilizando

que cf(2ℵ0)> ω .

Isso significa que nossa construção no Teorema 1.21 não depende do tamanho de ℵ1, e sim do

número torre t. A seguir tentaremos argumentar essa possibilidade de construir um p-ponto com

continuum tão grande quanto desejado.

MA denota o Axioma de Martin, uma afirmação sobre filtros e famı́lias de conjuntos densos

definida da seguinte forma:

Definição 1.25. Seja κ um cardinal. Denotamos por MAκ a afirmação: dada (P,≤) uma pré-ordem

ccc e dada D uma famı́lia de densos em P com |D | ≤ κ , então existe F filtro sobre P tal que F é

D-genérico.

O Axioma de Martin (MA) é a afirmação: para todo κ < 2ℵ0 vale MAκ .

Teorema 1.26. MA implica t= 2ℵ0 .

Demonstração. Assuma MA e seja ⟨Xα : α < δ ⟩, δ < 2ℵ0 , uma sequência quase decrescente de

conjuntos infinitos, isto é,

∀α < β < δ : Xβ ⊆∗ Xα
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e |Xα |= ℵ0 para cada α < δ . Encontraremos um conjunto ainda infinito quase contido em todos os

Xα ’s, isto é, um conjunto X com |X |= ℵ0 e

∀α < δ : X ⊆∗ Xα .

Para esse propósito definiremos um forcing ccc P apropriado; então podemos obter o conjunto X

desejado pelo “objeto genérico” dado por MA.

Defina o conjunto

F = {X ⊆ ω : Xα ⊆∗ X para algum α < δ},

que é (pelo Lema 1.19) um filtro contendo o filtro de Fréchet. Agora defina o seguinte forcing (P,≤):

P= {(s,A) : s ∈ [ω]<ω ,A ∈ F ,maxs < minA},

e (t,B)≤ (s,A), significando (t,B) mais forte que (s,A), se, e somente se, o seguinte vale:

(i) s ⊆ t,

(ii) B ⊆ A,

(iii) t \ s ⊆ A.

Note que nessa definição t é de fato uma extensão final de s, já que t \ s ⊆ A, que é (por maxs <

minA) completamente acima de s.

Agora, se G é um filtro nesse forcing (que buscamos obter por MA) podemos definir um conjunto

X ⊂ ω por

X =
⋃

(s,A)∈G

s.

Então uma condição (s,A) pode ser vista da seguinte forma: a primeira componente s é uma aproximação

finita de X (um segmento inicial finito de X) e a segunda componente A determina como X irá parecer

acima de maxs: (s,A) força X a ser um quase subconjunto de A, a saber X \ s estará contido em A.

Usando MA seremos capazes de encontrar um filtro G tal que o respectivo X estará contido em cada

um dos Xα ’s: para isso, devemos mostrar que é denso para uma condição de ter A ⊆ Xα como segunda

componente.

Mas primeiramente vamos verificar que o forcing P definido acima é ccc (caso contrário não po-

demos aplicar MA). Na verdade, mostraremos mais que isso, mas precisaremos da seguinte definição:

Definição 1.27. Um forcing P é σ -centrado se existe uma partição P =
⋃

i∈ω Pi tal que cada Pi é

centrado, ou seja, toda coleção finita de elementos de Pi possui limitante inferior.

Afirmamos que todo forcing σ -centrado é ccc. De fato, suponha P um forcing σ -centrado com

uma anticadeia não enumerável, então existe um único conjunto da partição contendo não enu-

meráveis elementos da partição, mas eles seriam dois a dois compatı́veis, uma contradição.
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Vamos mostrar agora que nosso forcing definido anteriormente é σ -centrado, logo, ccc. Vamos

definir uma partição de nosso forcing P como segue: duas condições pertencem à mesma parte se, e

somente se, suas primeiras componentes são as mesmas:

(s1,A1)∼ (s2,A2) ⇐⇒ s1 = s2.

Claramente é uma partição em enumeráveis partes já que existem enumeráveis conjuntos finitos

s ⊆ ω . Mas cada parte é centrada; dadas finitas condições (s,A0),(s,A1), . . . ,(s,An−1) com a mesma

componente s, obtemos um limitante inferior dessas condições ao intersectar todos os conjuntos

A0, . . . ,An−1 do filtro:

se A =
⋂
i∈n

Ai, então ∀i < n [(s,A)≤ (s,Ai)];

em particular, todas as condições em uma única parte são dois a dois compatı́veis.

Para cada α < δ defina o seguinte conjunto:

Dα

.
= {(s,A) ∈ P : A ⊆ Xα}.

Como mencionado antes, afirmamos que cada Dα é denso. Fixe (s,A)∈ P. Existe uma condição mais

forte que (s,A) em Dα , a saber (s,A∩Xα): primeiramente, (s,A∩Xα) é uma condição, já que ambos A

e Xα estão no filtro F e também está a interseção; claramente, (s,A∩Xα)≤ (s,A) e (s,A∩Xα)∈ Dα ,

então Dα é denso. Analogamente, o conjunto

D̃n
.
= {(s,A) ∈ P : maxs > n}

é denso para cada n ∈ ω (usando o fato de que F contém o filtro de Fréchet). Agora seja

D
.
= {Dα : α < δ}∪{D̃n : n ∈ ω}

a coleção de todos esses conjuntos densos. Nosso forcing é ccc e D é uma coleção de tamanho

menor que o continuum (note que δ < 2ℵ0 e os D̃n’s são em quantidade enumerável). Então podemos

aplicar MA e obter um filtro G (D-genérico) que intersecta todos os Dα ’s e cada D̃n’s. Afirmamos

que o respectivo X já definido satisfaz as condições.

Primeiramente, é claro que X é infinito: dado n ∈ ω , G intersecta D̃n, logo, existe um s ⊆ X com

maxs > n. Resta mostrar que para cada α < δ , X ⊆∗ Xα . Fixe um α; G∩Dα ̸= /0, então escolha

(s,A) ∈ G com A ⊆ Xα . Mas isso implica X \ s ⊆ Xα , pela seguinte razão: dado um n ∈ X \ s, existe

uma condição (t,B) ∈ G com n ∈ t; claramente podemos assumir que (t,B) é mais forte que (s,A) -

tome uma extensão comum de (s,A) e (t,B) em G -, para t \ s ⊆ A, resultando n ∈ t \ s ⊆ A ⊆ Xα . Daı́

X é de fato uma pseudo-interseção infinita da sequência ⟨Xα : α < δ ⟩, o que finaliza a demonstração

do teorema.

Com os resultados do Teorema 1.24 e Teorema 1.26 podemos enunciar o
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Corolário 1.28. MA implica que existe um p-ponto.

A consistência de MA com o continuum arbitrariamente grande pode ser encontrada em ([13],

Seção V.4), e nos mostra que p-pontos podem existir em modelos de ZFC com 2ℵ0 de tamanho

arbitrário.

Como fizemos antes com o cardinal t tentaremos entender a relação entre MA e p, em particular,

como MA influencia no tamanho das famı́lias geradoras de ultrafiltros não principais. Isso está codi-

ficado no seguinte teorema (cuja demonstração é bem semelhante ao Teorema 1.26), demonstrado em

([5], Seção 7),

Teorema 1.29. MA implica p= 2ℵ0 .

Demonstração. Suponha F ⊆ [ω]ω com a SFIP e |F |< 2ℵ0 . Para encontrar uma pseudo-interseção

X de F nós aplicamos MA ao seguinte conjunto parcialmente ordenado

P .
= {(s,F) : s ∈ [ω]<ω ,F ∈ [F ]<ω},

(o “significado” de (s,F) é que o X desejado deverá incluir s e deverá, exceto por s, estar incluido em

cada F) com a relação ≤ dada por (s′,F ′)≤ (s,F) se

(i) s é um segmento inicial de s′,

(ii) F ′ ⊇ F ,

(iii) para todo A ∈ F vale s′ \ s ⊆ A.

Quaisquer dois pares com a mesma primeira coordenada são compatı́veis, já que podemos sim-

plesmente tomar a união das segundas componentes. (De fato, qualquer número finito de pares com

a mesma primeira componente possui um limitante inferior comum. Então essa ordenação é σ -

centrada).

Para cada A ∈ F o conjunto

DA
.
= {(s,F) ∈ P : A ∈ F}

é denso em P. Também é, para cada n ∈ ω ,

Dn
.
= {(s,F) ∈ P : |s|> n},

por causa da SFIP de F . Defina D
.
= {DA : A ∈ F}∪{Dn : n ∈ ω}. MA fornece um G D-genérico

intersectando todos esses conjuntos densos. Defina

X .
=

⋃
(s,F)∈G

s.

Isso é infinito porque G intersecta cada Dn. Para verificar que está quase incluso em cada A ∈ F ,

use que G e DA possuem um elemento comum (s0,F0). Isso significa A ∈ F0, e mostraremos que
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X \ s0 ⊆ A. Qualquer elemento k de X \ s0 está em s \ s0 para algum (s,F) em G e, como G é

direcionado para baixo, contém algum (s′,F ′) ≤ (s,F),(s0,F0). Então k ∈ s \ s0 ⊆ s′ \ s0 ⊆ A, como

desejado.

Juntando o Lema 1.16 e o Teorema 1.29 podemos enunciar o seguinte

Teorema 1.30. Suponha MA. Se u é um ultrafiltro não-principal em ω , então χ(u) = 2ℵ0 .

Em particular, sob MA não existem p-pontos de caráter ℵ1 como os que precisamos para nossa

construção, ou seja, não podemos recorrer a ZFC+MA+2ℵ0 > ℵω para obter o modelo desejado.

Mas ainda há esperança: o Teorema 1.21 nos garante que supondo CH existem p-pontos, e pelo Lema

1.16 todos possuem caráter ℵ1. O truque agora é obter um método que, partindo de um modelo

de ZFC+CH, nos permita aumentar 2ℵ0 enquanto preserva pelo menos algum p-ponto. Esse será o

objetivo da próxima seção.

Para encerrar nosso estudo inicial sobre p-pontos enunciamos o seguinte resultado, que pode ser

demonstrado utilizando a mesma técnica do Teorema 1.21, que utilizaremos na Seção 4.

Proposição 1.31. Seja u um ultrafiltro não-principal em ω tal que χ(u) = ℵ1. Então são equivalen-

tes:

(i) u é um p-ponto.

(ii) existe (Aξ )ξ<ω1
que gera u e tal que Aξ ⊆∗ Aη se η ≤ ξ .

Demonstração. Primeiro mostraremos que (i)⇒ (ii).

Como χ(u) = ℵ1, seja E = {Aα : α < ω1} uma famı́lia geradora de u. Como no Teorema 1.21,

definiremos a famı́lia (Xα)α<ω1 desejada de modo indutivo: coloque X0 = ω . Para ordinais sucesso-

res, como por indução já definimos Xα coloque Xα+1 = Xα ∩Aα ; note que por hipótese Xα ⊆∗ Xδ para

δ < α , de modo que Xα+1 ⊆∗ Xδ para δ < α +1 também é válido, pois Xα+1 ⊆ Xα . Para α ordinal

limite, como (Xβ )β<α ∪{Aα} é uma famı́lia enumerável (α < ω1) tal que Xβ ∈ u para todo β < α

e Aα ∈ u, e u é p-ponto, então existe Y ∈ u tal que Y ⊆∗ Xβ para todo β < α e Y ⊆∗ Aα . Coloque

Xα = Y .

Obtemos então uma famı́lia E ′ = {Xα : α < ω1} ⊆ u tal que para todo α < ω1 vale Xα ⊆∗ Aα e

Xβ ⊆∗ Xγ para γ ≤ β < ω1. Logo, E ′ gera u e é como desejado.

Resta mostrar que (ii)⇒ (i).

Seja E = {Aα : α < ω1} famı́lia geradora de u tal que Aβ ⊆∗ Aγ se γ ≤ β < ω1. Seja (Bn)n∈ω

famı́lia enumerável de elementos de u. Como E gera u, denote por Aαn o elemento de E tal que

Aαn ⊆∗ Bn, para todo n ∈ ω . Como (αn)n∈ω é uma sequência enumerável de ordinais em ω1, tome

α = sup
n∈ω

αn

e note que α < ω1. Como E é quase decrescente, tome Aα ∈ u e Aα ⊆∗ Bn para todo n ∈ ω . Logo, u

é um p-ponto.
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A tı́tulo de curiosidade para os interessados em cardinais pequenos, podemos notar que toda torre

possui a SFIP e obter a seguinte

Proposição 1.32. ℵ1 ≤ p≤ t≤ 2ℵ0 .

Surpreendentemente, um resultado devido a Malliaris e Shelah ([15]) mostra que p= t em ZFC.

Para uma última observação envolvendo cardinais pequenos, seguiremos ([5], Seção 9) para mos-

trar uma outra correspondência entre o tamanho de um cardinal pequeno e a existência de p-pontos.

Seja ≤∗ a notação para a dominação eventual em ωω , isto é, para f ,g ∈ ωω ,

f ≤∗ g ⇐⇒ ∃n ∈ ω ∀k ≥ n f (k)≤ g(k).

O número dominante d é o menor tamanho possı́vel de uma famı́lia dominante; uma famı́lia

dominante A ⊆ ωω é um conjunto de funções que “domina” toda função em ωω com relação a ≤∗:

d= min{|A| : ∀ f ∈ ω
ω ∃g ∈ A f ≤∗ g}.

Claramente, ωω em si está no conjunto acima, então d ≤ 2ℵ0 = |ωω |. Por outro lado, pode ser

mostrado por um simples argumento de diagonal que um conjunto enumerável A ⊆ ωω não pode ser

uma famı́lia dominante: dado A = { fk : k ∈ ω}, defina a função f não dominada por nenhum dos fk’s:

f (k) = max{ fi(k) : i ≤ k}+1 para cada k ∈ ω.

Então nós temos o

Lema 1.33. ℵ1 ≤ d≤ 2ℵ0 .

Em ([5], Seção 6) é mostrado que t ≤ d. Daı́ o teorema a seguir é um resultado mais forte que o

Teorema 1.26:

Teorema 1.34. (i) Se 2ℵ0 = d, então todo filtro gerado por menos de 2ℵ0 conjuntos está incluido

em algum p-ponto.

(ii) Todo ultrafiltro gerado por menos de d conjuntos é um p-ponto.

Esse resultado é fortemente baseado no seguinte fato, que demonstraremos antes do teorema

acima, retirado de ([5], Seção 6),

Proposição 1.35. Suponha ⟨Cn : n ∈ ω⟩ uma sequência decrescente (ou quase decrescente) de sub-

conjuntos infinitos de ω , e suponha A uma famı́lia com menos que d subconjuntos de ω tais que cada

conjunto em A possui interseção infinita com cada Cn. Então {Cn : n ∈ ω} possui pseudo-interseção

B que tem interseção infinita com cada conjunto em A .
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Demonstração. Podemos assumir que ⟨Cn : n∈ω⟩ é decrescente, pois se for apenas quase decrescente

podemos substituir cada Cn por
⋂

k≥nCk sem afetar as hipóteses ou a conclusão, já que cada Cn difere

apenas finitamente dos antigos.

Dado h ∈ ωω , seja Bh =
⋃

n∈ω(Cn ∩ h(n)). Cada Cn inclui todos menos os n primeiros termos

dessa união, de modo que Bh é uma pseudo-interseção dos Cn’s. Resta escolher h tal que A∩Bh é

infinito para todo A ∈ A .

Para cada A, seja fA(n) o n-ésimo elemento do conjunto infinito A∩Cn. Note que, se h(n) >

fA(n) para algum A e n, então A∩Bh possui cardinalidade pelo menos n, pois contém os n primeiros

elementos de A∩Cn. Então Bh pode ser o B da proposição desde que para todo A ∈ A existam

infinitos n ∈ ω tais que h(n) > fA(n). Mas existem menos que d funções fA, então existe um h não

dominado por nenhuma delas.

Com isso podemos demonstrar o Teorema 1.34:

Demonstração. Para mostrar (i), assuma 2ℵ0 = d, e seja F um filtro gerado por menos de 2ℵ0 con-

juntos, e seja ⟨Sα : α < 2ℵ0⟩ uma enumeração de todas as ω-sequências decrescentes de subconjuntos

infinitos de ω , Sα = ⟨Sα
0 ⊇ Sα

1 ⊇ . . .⟩. Nós definiremos uma sequência crescente ⟨F α : α ≤ 2ℵ0⟩,
começando com F 0 = F , e tomando uniões em estágios limites, e em estágios sucessores adicio-

nando um novo gerador ao filtro de tal modo que ou o novo gerador é uma pseudo-interseção de Sα

ou é o complementar de algum Sα
n . Claramente, devemos garantir que o novo gerador adicionado

no estágio α + 1 possui interseção infinita com todo conjunto em F α , de modo que F α+1 será um

filtro. Mas isso não é difı́cil. Se, para algum n, Sα
n ̸∈ F α , então ω \Sα

n pode ser adicionado. Se, por

outro lado, Sα
n ∈ F α para todo n, então, pelo fato de F α ser gerado por menos de d conjuntos, a

Proposição 1.35 fornece uma pseudo-interseção de Sα com interseção infinita com cada gerador de

F α e, portanto, com cada conjunto em F α . Essa pseudo-interseção pode servir como gerador para

F α+1. Logo, a construção da sequência de filtros pode continuar, e claramente garante que qualquer

ultrafiltro estendendo F 2ℵ0 é um p-ponto.

Para a parte (ii), seja U um ultrafiltro gerado por menos que d conjuntos e seja S = ⟨Sn⟩ uma

sequência decrescente de conjuntos em U . Como na demonstração da parte (i), a Proposição 1.35

fornece a pseudo-interseção de S que intersecta todo gerador de U . Mas como U é um ultrafiltro,

segue que essa pseudo-interseção está em U .

Todo esse trabalho com cardinais pequenos nos leva a perguntar se a existência de p-pontos está

relacionada com esses cardinais possuirem seu maior valor possı́vel, por exemplo, d= 2ℵ0 . Veremos

na Seção 2 algumas das propriedades do produto do forcing de Sacks, em particular, que podemos

construir um modelo de ZFC em que muitos cardinais pequenos são ℵ1, mas ainda assim existem

p-pontos.



CAPÍTULO 2

Forcing de Sacks

A partir de agora assumiremos que o leitor possui alguma familiaridade com a linguagem de

forcing. Para mais detalhes sobre o tema o leitor pode consultar [11] e [13].

Nessa seção definiremos o forcing de Sacks e seu produto de suporte enumerável, depois anali-

saremos algumas das propriedades desses dois forcings. Destacamos que nossa aplicação na Seção

4 utilizará apenas o produto do forcing de Sacks, os resultados sobre o forcing de Sacks usual foram

incluı́dos para ilustrar de forma mais simples as principais propriedades.

2.1 Forcing de Sacks e suas propriedades

Nesta subseção definiremos o forcing de Sacks e mostraremos que ele satisfaz o Axioma A e tem

a propriedade de Sacks.

Seguindo ([18], Seção 2) começaremos a descrever o forcing de Sacks e algumas de suas pro-

priedades. Como esse forcing é definido sobre um conjunto especı́fico de árvores, começamos pela

seguinte

Definição 2.1. Dado X ⊆ 2ω definimos T (X) = {x|n : n ∈ ω ∧ x ∈ X} o conjunto dos segmentos

iniciais de elementos de X , que é uma subárvore de (2<ω ,⊆).

Para T ⊆ 2<ω subárvore definimos [T ] = {x ∈ 2ω : ∀n ∈ ω (x|n ∈ T )} o conjunto dos ramos

através de T.

As árvores em que temos interesse satisfazem a seguinte propriedade, dada em ([3], Seção 1),

Definição 2.2. Um conjunto não-vazio p ⊆ 2<ω é uma árvore perfeita se, e somente se,

(i) ∀s ∈ p ∀n s|n ∈ p.

(ii) ∀s ∈ p ∃t,u ∈ p, s ⊆ t,u e t e u são incompatı́veis.

21
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A condição (2) pode ser expressa informalmente ao dizermos que uma árvore perfeita bifurca

acima de todo nó. Note que se p satisfaz (1) e ∀s ∈ p ∃t ∈ p, s ⊆ t, s ̸= t, então p é uma árvore

perfeita se, e somente se, { f ∈ ω2 : ∀n f |n ∈ p} é um subconjunto perfeito de 2ω (com a topologia

produto).

Isso nos permite obter o forcing desejado,

Definição 2.3. O forcing de Sacks é o conjunto PS de todas as árvores perfeitas de 2<ω ordenado

pela inclusão.

Embora o estudo do forcing de Sacks e de seu produto tenham muito em comum, nesta subseção

faremos apenas resultados relacionados ao forcing simples, e o estudo do produto (de modo quase

análogo) será feito mais adiante.

Ainda em [3] é demonstrada a seguinte proposição, que nos permite relacionar o forcing de Sacks

com 2ℵ0:

Lema 2.4. Se G é PS-genérico sobre V , então fG =
⋃
{s : ∀p∈G s⊆ p}∈ ω2, fG ̸∈V e V [ fG] =V [G].

Demonstração. A única parte não-trivial do argumento é mostrar que G ∈ V [ fG]. Trabalhando em

V [ fG], defina

H = {p ∈ PSV : ∀n fG|n ∈ p}.

Então H ∈V [ fG], e claramente G ⊆ H. Afirmamos que G = H. Suponha p ∈ H \G. Então para algum

q ∈ G, p e q são incompatı́veis, isto é, p∩q não contém uma árvore perfeita. Agora trabalhamos em

V . Como p e q são incompatı́veis, X = { f ∈ ω2 : ∀n f |n ∈ p∩q} deve ser disperso. Daı́ existe uma

sequência ⟨sα : α < β ⟩ para algum ordinal enumerável β tal que ∀α < β existe exatamente um f ∈ X

com sα ⊆ f , mas sγ ̸⊆ f para todo γ < α . Mas essa mesma sequência ⟨sα : α < β ⟩ funciona em V [ fG]

para mostrar que se X é definido de p∩ q em V [ fG] então X ainda é disperso. Como fG ̸∈ V , não

podemos ter fG ∈ X , contradizendo a hipótese que p,q ∈ H.

Com nosso forcing em mãos, buscaremos estudar algumas de suas propriedades em relação à

preservação de cardinais; relembrando nosso objetivo, buscamos preservar cardinais e aumentar 2ℵ0 .

Retomando [18] vemos que PS não satisfaz uma das boas propriedades de forcing,

Proposição 2.5. PS não é ccc.

Demonstração. De fato, construiremos uma anticadeia de tamanho 2ℵ0 . Fixe uma famı́lia quase

disjunta {Aα : α < 2ℵ0} de subconjuntos de ω , para cada α < 2ℵ0 escolha uma árvore perfeita Tα

cujos nı́veis de bifurcamento são exatamente os elementos de Aα , por exemplo

Tα = {s ∈ 2<ω : ∀n < |s| (n ̸∈ Aα ⇒ s(n) = 0)}.

Se α ̸= β , então Tα ∩Tβ não inclui nenhuma árvore perfeita, ou seja, são incompatı́veis.
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Por outro lado, nem tudo está perdido, pois o forcing de Sacks satisfaz outra propriedade relacio-

nada a preservação de cardinais, dada pela

Definição 2.6. Um forcing (P,≤) satisfaz o Axioma A se, e somente se, existe uma cadeia decrescente

de ordens parciais ≤=≤0⊇≤1⊇≤2 . . . em P tal que

(i) para toda sequência (pn)n∈ω em P tal que para todo n ∈ ω , pn+1 ≤n pn existe p ∈ P tal que

para todo n ∈ ω , p ≤n pn (tal sequência (pn)n∈ω ) é chamada sequência fusão e p é a fusão de

(pn)n∈ω ;

(ii) se A ⊆ P é uma anticadeia e p ∈ P, então para todo n ∈ ω existe q ≤n p tal que q é compatı́vel

com no máximo enumeráveis elementos de A.

Embora um pouco abstrata, essa propriedade nos garante alguma preservação de cardinais, como

veremos na seguinte

Proposição 2.7. Seja P um forcing satisfazendo o Axioma A. Então, para todo filtro G P-genérico no

modelo base V vale o seguinte: se x é um conjunto enumerável de ordinais em V [G], então existe um

conjunto y ∈V tal que x ⊆ y e y é enumerável em V . Em particular, forçar com P não colapsa ℵ1.

Demonstração. Seja ẋ um P-nome e suponha que p ∈ P força que ẋ é um conjunto enumerável de

ordinais. Iremos construir uma sequência fusão (qn)n∈ω começando com q0 = p e um conjunto

enumerável y tal que para toda fusão q dessa sequência, q ⊩ ẋ ⊆ y̌. Começamos escolhendo um nome

ḣ para uma função de ω nos ordinais tal que p ⊩ ḣ : ω → ẋ. A existência de ḣ é garantida pelo

Princı́pio do Máximo.

Seja n ∈ ω e suponha que já definimos qn. O conjunto de condições decidindo ḣ(n) é denso em P.

Segue que existe uma anticadeia maximal An ∈ P consistindo das condições que decidem ḣ(n). Pela

condição (ii) do Axioma A existe qn+1 ≤n qn tal que qn+1 é compatı́vel com no máximo enumeráveis

elementos de An.

Seja q uma fusão de (qn)n∈ω e coloque

y = {α : ∃q′ ≤ q ∃n ∈ ω (q′ ⊩ ḣ(n) = α)}.

Então, quando G é P-genérico sobre V e q ∈ G, para todo n ∈ ω existe q′ ∈ G tal que q′ ≤ q e

q′ ⊩ ḣ(n) = α̌ onde α = ḣG(n) (lembre-se que V [G] possui os mesmos ordinais que V ). Segue que

ẋG = ḣG[ω]⊆ y.

Resta mostrar que y é enumerável. Seja n ∈ ω e q′ ≤ q. Como An é anticadeia maximal, existe

r ∈ An tal que r e q′ são compatı́veis. Pela escolha de An existe αr tal que r ⊩ ḣ(n) = α̌r. Segue que

se q′ decide ḣ(n), então q′ decide ḣ(n) como sendo αr. Como q′ ≤ q,r, então r e q são compatı́veis.

Pela escolha de qn+1 e como q ≤ qn+1, q é compatı́vel com no máximo enumeráveis elementos de

An. Segue que {α : ∃q′ ≤ q(q′ ⊩ ḣ(n) = α̌)} é enumerável. Mas isso implica a enumerabilidade de

y.
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A propriedade descrita acima é formalmente dada pela

Definição 2.8. Sejam V0 e V1 modelos de teoria dos conjuntos tais que V0 ⊆ V1 e V0 e V1 possuem

os mesmos ordinais. Dizemos que V1 tem a propriedade da ℵ0-cobertura sobre V0 se, e somente se,

para todo conjunto A ∈V1 de ordinais que é enumerável existe um conjunto B ∈V0 de ordinais que é

enumerável em V0 tal que A ⊆ B.

Então, com essa definição a Proposição 2.7 nos fornece o seguinte

Corolário 2.9. Se P é um forcing satisfazendo o Axioma A, então para todo filtro P-genérico G sobre

o modelo base V , V [G] tem a propriedade da ℵ0-cobertura sobre V .

Para utilizar esse fato na demonstração que o forcing de Sacks preserva ℵ1 fazemos o seguinte

Lema 2.10. O forcing de Sacks satisfaz o Axioma A.

Demonstração. Para n ∈ ω e p ∈ PS seja pn consistindo dos t ∈ p que são mı́nimos em p (com

relação a ⊆) tais que t possui exatamente n segmentos iniciais próprios que possuem dois sucessores

imediatos em p. Para p,q ∈ PS sejam p ≤n q se, e somente se, p ≤ q e pn = qn. Suponha (pn)n∈ω

uma sequência em S tal que pn+1 ≤n pn para todo n ∈ ω . Então q =
⋂

pn é uma árvore perfeita, isto

é, um elemento de PS. Claramente, q ≤n pn para todo n ∈ ω .

Agora sejam n ∈ ω , p ∈ PS e suponha que A é uma anticadeia em PS. Todo σ ∈ 2n determina

unicamente um elemento tσ de pn (usando a bijeção natural entre 2n e pn). Seja p∗σ = {s ∈ p : s ⊆
tσ ∨ tσ ⊆ s}. Claramente, p∗σ ∈ PS e p∗σ ≤ p.

Para todo σ ∈ 2n seja qσ ≤ p ∗σ tal que qσ é compatı́vel com no máximo um elemento de A.

Agora q =
⋂

σ∈2n qσ ∈ PS e q ≤n p. Note que com essa definição de q para todo σ ∈ 2n temos

qσ = q∗σ . Se q é compatı́vel com algum r ∈ A, então existe σ ∈ 2n tal que q∗σ é compatı́vel com

r. Mas todo q∗σ é compatı́vel com no máximo um elemento de A. Segue que q é compatı́vel com no

máximo 2n elementos de A.

Para além disso, o forcing de Sacks satisfaz outra propriedade, relacionada à capacidade de estimar

elementos da extensão por elementos do modelo inicial.

Definição 2.11. Seja f : ω → ω \ {0}. C : ω → [ω]<ℵ0 é um f -cone se, e somente se, para todo

n ∈ ω , |C(n)| ≤ f (n). Um real r ∈ ωω é coberto por C se, e somente se, para todo n ∈ ω , r(n) ∈C(n).

Sejam V0 e V1 modelos de teoria de conjuntos tais que V0 ⊆V1. Dizemos que V1 tem a propriedade

de Sacks sobre V0 se, e somente se, todo real r : ω → ω em V1 é coberto por um 2n-cone C : ω →
[ω]<ℵ0 em V0 (aqui 2n é uma abreviação para a função n 7→ 2n). Um forcing P possui a propriedade de

Sacks se, e somente se, para todo filtro P-genérico G sobre o modelo base V , V [G] tem a propriedade

de Sacks sobre V .
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Definição 2.12. Uma subárvore T de ω<ω é binária se, e somente se, todo t ∈ T tem no máximo 2

sucessores imediatos em T . Um real r : ω → ω é coberto por T se, e somente se, r ∈ [T ].

Sejam V0 e V1 como antes. Então V1 tem a propriedade de 2-localização sobre V0 se, e somente

se, todo real r ∈ ωω em V1 é coberto por uma árvore binária em V0. Uma noção de forcing P possui a

propriedade de 2-localização se, e somente se, para todo filtro P-genérico G sobre o modelo base V ,

V [G] tem a propriedade de 2-localização sobre V .

É claro que vale a seguinte

Proposição 2.13. A propriedade de Sacks segue da propriedade de 2-localização.

E o nome da proriedade não é em vão:

Lema 2.14. O forcing de Sacks tem a propriedade de 2-localização. Em particular, tem a propriedade

de Sacks.

Demonstração. Seja p∈PS e suponha que ż é um PS-nome tal que p⊩ ż∈ ω̌ ω̌ . É suficiente encontrar

uma árvore binária T e q ≤ p tal que q força ż ser um ramo através de T . A condição q será a fusão

de uma sequência fusão (pn)n∈ω . Então definimos T como sendo

Tq(ż) = {s ∈ ω
<ω : ∃q′ ≤ q(q′ ⊩ š ⊆ ż)}

a árvore de q-possibilidades para ż. Note que q força ż ser um ramo de Tq(ż). Ao escolher a sequência

(pn)n∈ω devemos garantir que T é binária.

O conjunto

{q ∈ PS : q decide todo ż}∪{q ∈ PS : ∀r ≤ q(r não decide todo ż)}

é denso em PS. Se existe algum q ≤ p que decide todo ż acabamos já que nesse caso Tq(ż) não possui

elementos incompatı́veis. Então podemos assumir que nenhuma condição abaixo de p decide todo ż.

Para toda condição q≤ p seja żq o maior segmento inicial de ż que é decidido por q. Em particular,

q ⊩ (żq)̌ ⊆ ż. Como nenhuma condição abaixo de p decide todo ż, żq ∈ ω<ω . Seja p0 = p. Seja n ∈ ω

e suponha que já escolhemos pn. Para σ ∈ 2n considere as condições pn ∗ (σ⌢0) e pn ∗ (σ⌢1) onde

s⌢i denota a concatenação de s com a sequência de tamanho 1 que tem valor i. Como pn ∗ (σ⌢0) e

pn ∗(σ⌢1) não decidem todo ż, existem qσ⌢0 ≤ pn ∗(σ⌢0) e qσ⌢1 ≤ pn ∗(σ⌢1) tais que żq
σ⌢0

e żq
σ⌢1

são incompatı́veis com respeito a ⊆. Faça

pn+1 =
⋃
i∈2

σ∈2n

qσ⌢i ≤n pn.

Seja q =
⋂

n∈ω pn. É facilmente verificado por indução em n que para todo n ∈ ω a árvore finita Tn

que é gerada por (isto é, consiste de todos os segmentos iniciais de) {żq∗σ : σ ∈ 2n} tem as seguintes

propriedades:
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1. Tn é uma árvore binária finita de altura pelo menos n;

2. Tn ⊆ T = Tq(ż);

3. se t ∈ T é de comprimento ≤ n, então t ∈ Tn.

Segue que T =
⋂

n∈ω Tn e que T é binária.

Como vimos, o forcing de Sacks preserva ℵ1, mas não temos garantia de que preserva todos os

outros cardinais, ou pelo menos alguns deles. Isso será visto na seguinte subseção.

Aqui enunciamos mais alguns resultados de [18], mas omitimos suas demonstrações, pois os

utilizaremos apenas a tı́tulo de exposição.

Lema 2.15. Sejam V0 e V1 modelos de teoria de conjuntos tais que V0 ⊆ V1 e V0 e V1 possuem os

mesmos ordinais. Suponha que V1 tem a propriedade de Sacks sobre V0. Então:

a) para todo conjunto de medida nula A ⊆ R em V1 existe um conjunto de Borel B ⊆ R em V0 de

medida nula tal que A ⊆ B em V1 e

b) para todo conjunto raro A ⊆ 2ω em V1 existe um conjunto de Borel raro B ⊆ 2ω em V0 tal que

A ⊆ B vale em V1.

Corolário 2.16. Sejam V0 e V1 modelos de teoria de conjuntos tais que V0 ⊆V1, V0 e V1 tem os mesmos

ordinais, e V1 tem a propriedade de Sacks sobre V0. Então em V1 a cofinalidade de N (o ideal dos

subconjuntos de R de medida nula, ordenado por ⊆) é no máximo |(2ℵ0)V0| onde (2ℵ0)V0 denota o

ordinal que é o tamanho de 2ω em V0. Em particular, se V0 satisfaz CH, então a cofinalidade de N é

ℵ1 em V1.

Isso nor permitirá concluir, mais adiante, que começando com um modelo de CH e forçando com

o produto do forcing de Sacks diversos cardinais pequenos são ℵ1 no modelo forçado.

2.2 Produto do forcing de Sacks e suas propriedades

Nessa subseção faremos um caminho parecido com a da subseção anterior, mas desta vez anali-

sando o produto do forcing de Sacks, seguindo [3]. O primeiro problema está em produzir um modelo

com 2ℵ0 arbitrariamente grande.

Se desejamos adjuntar vários reais de Sacks, existem pelo menos duas formas de proceder. Uma é

adjuntar os reais de Sacks um depois do outro, por forcing iterado com PS. Outra maneira é adjuntar

os reais de Sacks lado-a-lado, isto é, adicioná-los todos simultaneamente da seguinta maneira:

Definição 2.17. Se κ é um cardinal, seja PS(κ) o conjunto de todas as funções p tais que dom(p) é

um subconjunto enumerável (ou finito) de κ e ∀α ∈ dom(p) p(α) ∈ PS. Seja p ≤ q se, e somente se,

dom(q)⊆ dom(p) e ∀α ∈ dom(q) p(α)⊆ q(α).
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É claro que forçar com PS(κ) irá adicionar um real de Sacks para cada α ∈ κ .

Essa abordagem lado-a-lado é mais simples que a iterada, e tem uma vantagem adicional, como

veremos, que o continuum pode ser feito arbitrariamente grande. Sua principal desvantagem é que

cada real de Sacks é genérico apenas sob V , não sob algum segmento inicial da extensão final.

Como o caso do forcing de Sacks, a noção de forcing definida acima não é ccc, mas veremos que

em condições ideais (por exemplo, supondo CH) possui boas propriedades. Começamos pelo

Lema 2.18. PS(κ) tem a (2ℵ0)+-cc.

Demonstração. Suponha ⟨pα : α < (2ℵ0)+⟩ uma sequência de PS(κ). Por um argumento padrão,

podemos assumir que {dom(pα) : α < (2ℵ0)+} forma um ∆-sistema com kernel ∆. Se α < (2ℵ0)+,

então pα |∆ mapeia ∆ em PS. Como |PS|= 2ℵ0 e |∆| ≤ ℵ0, existem apenas (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0 possı́veis

valores para pα |∆. Daı́ ∃α,β < (2ℵ0)+, α ̸= β e pα |∆ = pβ |∆. Mas então pα ∪ pβ ∈ PS(κ) e

pα ∪ pβ ≤ pα , pβ .

Corolário 2.19. Se vale CH, então PS(κ) tem a ℵ2-cc e então preserva todos cardinais e cofinalida-

des ≥ ℵ2.

A seguir temos que nos preocupar em preservar ℵ1. Como feito antes, mostraremos que PS(κ)
satisfaz o Axioma A; a construção é análoga, embora com uma notação mais pesada. Antes disso,

retomaremos o forcing PS e mostraremos que satisfaz uma versão um pouco mais geral do Axioma

A.

Seja p ∈ PS e s ∈ p. O nı́vel de bifurcamento de s em p é a cardinalidade de

{i < length(s) : ∃t ∈ p length(t)> i, t|i = s|i e t|(i+1) ̸= s|(i+1)}.

Intuitivamente, o nı́vel de bifurcamento de s é o número de vezes que ocorre bifurcamento abaixo de

s na árvore p. O n-ésimo nı́vel de bifurcamento de p, l(n, p) é definido como o conjunto de todos

s ∈ p que tem nı́vel de bifurcamento n e são minimais com essa propriedade, isto é, se t ⊆ s tem nı́vel

de bifurcamento n também, então t = s. Note que |l(n, p)|= 2n.

Para p,q ∈ PS, seja p ≤ q (mod n) se, e somente se, p ≤ q e l(n, p) = l(n,q).

Temos que essa famı́lia testemunha que PS satisfaz o Axioma A, como visto no

Lema 2.20. Suponha ⟨pn : n ∈ ω⟩ e ⟨mn : n ∈ ω⟩ sequências tais que pn ∈ PS, os mn são não-

decrecentes, lim
n→∞

(mn) = ∞ e pn+1 ≤ pn (mod mn) para todo n. Então q =
⋂
{pn : n ∈ ω} ∈ PS e

q ≤ pn (mod mn) para todo n.

Demonstração. É claro que q satisfaz a condição (1) na definição de PS já que cada pn satisfaz. Note

que 0 ∈
⋂
{pn : n ∈ ω} = q, então q ̸= /0. Suponha s ∈ q. Escolha n tão grande que mn > length(s).

Agora s ∈ q ⊆ pn, então existem pelo menos dois elementos distintos t0, t1 ∈ l(mn, pn) com s ⊆ t0, t1.

Mas é claro por indução que para todo m ≥ n l(mn, pn) ⊆ pm, então t0, t1 ∈ q e (2) é satisfeito. Daı́

q ∈ PS. É um exercı́cio fácil verificar que q ≤ pn (mod mn) para todo n.
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Se p ∈ PS e s ∈ p, seja p|s = {t ∈ p : t ⊆ s ou s ⊆ t}. Então p|s ∈ PS. Com isso podemos enunciar

o seguinte

Lema 2.21. Se p ∈ PS e n ∈ ω , então p =
⋃

p|s : s ∈ l(n, p). Se q ≤ p, então ∃σ ∈ l(n, p) tal que q e

p|σ são compatı́veis.

Agora extendemos essa terminologia para PS(κ). Se p ∈ PS(κ), F ⊆ dom(p) é finito, e σ é uma

função com domı́nio F tal que σ(α) ∈ p(α) para todo α ∈ F , então seja p|σ a condição q tal que

q(α) = p(α) para α ∈ dom(p)\F e q(α) = p(α)|σ(α) para α ∈ F . Se n ∈ ω e F ⊆ dom(p) é finito,

seja

l(F,n, p) = {σ : dom(σ) = F e σ(α) ∈ l(n, p(α)) para todo α ∈ F}.

Seja p ≤ q (mod F,n) se, e somente se, p ≤ q e l(F,n, p) = l(F,n,q). Note que p ≤ q (mod F,n) se, e

somente se, p ≤ q e ∀α ∈ F p(α)≤ q(α) (mod n).

Lema 2.22. Suponha ⟨pn : n ∈ ω⟩ e ⟨(Fn,mn) : n ∈ ω⟩ sequências tais que pn ∈ PS(κ), Fn ⊆ Fn+1,

mn+1 ≥ mn, lim
n→∞

mn = ∞ e pn+1 ≤ pn (mod Fn,mn) para todo n. Suponha também que
⋃
{Fn : n ∈

ω}=
⋃
{dom(pn) : n ∈ ω}. Defina q tal que dom(q) =

⋃
{dom(pn) : n ∈ ω} e ∀α ∈ dom(q), q(α) =⋂

{pn(α) : α ∈ dom(pn)}. Então q ∈ PS(κ) e ∀n q ≤ pn (mod Fn,mn).

Demonstração. Fixe α ∈ dom(q). Então para algum k, α ∈ Fk. Mas agora temos pn+1(α) ≤ pn(α)

(mod mn) para todo n ≥ k então q(α)≤ pn(α) (mod mn) pelo Lema 2.20. O resto é trivial.

No geral, se ⟨pn : n ∈ ω⟩ e ⟨(Fn,mn) : n ∈ ω⟩ são como no Lema 2.22, então nos referimos

a ⟨pn : n ∈ ω⟩ como sequência fusão, e chamamos q a fusão da sequência; nós denotamos q por∧
{pn : n ∈ ω}.

Pelo Lema 2.7 segue que PS(κ) não colapsa ℵ1. Apesar disso, começaremos uma série de lemas

técnicos (devidos a [3]) que irão nos auxiliar a calcular o valor de 2ℵ0 no modelo forçado por PS(κ)
e a mostrar que PS(κ) preserva ℵ1 diretamente, como modo de entendermos melhor a estrutura do

forcing.

Lema 2.23. Suponha σ ∈ l(F,n, p) e q ≤ p|σ . Então existe p′ ∈ PS(κ) tal que p′ ≤ p (mod F,n) e

p′|σ = q.

Demonstração. Defina p′ como segue. Seja dom(p′) = dom(q). Se α ̸∈ F , seja p′(α) = q(α). Se

α ∈ F , seja

p′(α) =
⋃
{p(α)|s : s ∈ l(n, p(α)),s ̸= σ(α)}∪q(α).

É fácil ver que p′ funciona.

Lema 2.24. Suponha p∈PS(κ), F ⊆ dom(p) é finito, n∈ω e D é fortemente denso em PS(κ). Então

existe q ∈ PS(κ) tal que q ≤ p (mod F,n) e ∀σ ∈ l(F,n, p) q|σ ∈ D.
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Demonstração. Seja σ0,σ1, . . . ,σk uma enumeração de l(F,n, p). Primeiro encontre q0 < p|σ0 tal

que q0 ∈ D e use o Lema 2.23 para encontrar p0 ≤ p (mod F,n) tal que p0|σ0 = q0. Agora encontre

q1 ≤ p0|σ1 tal que q1 ∈ D, e repita. Finalmente, q = qk irá satisfazer o lema.

Lema 2.25. Suponha p ∈ PS(κ), F ⊆ dom(p) é finito e n ∈ ω . Se q ≤ p, então ∃σ ∈ l(F,n, p) tal

que q e p|σ são compatı́veis.

Demonstração. Fixe α ∈ F . Então q(α) ≤ p(α) assim pelo Lema 2.21 podemos escolher σ(α) tal

que q(α) e p(α)|σ(α) são compatı́veis. Agora q e p|σ são compatı́veis.

Corolário 2.26. Suponha p ∈ PS(κ), F ⊆ dom(p) é finito e n ∈ ω . Se p ⊩ τ ∈V , então existe q ≤ p

(mod F,n) tal que ∀σ ∈ l(F,n, p) ∃aσ ∈V q|σ ⊩ τ = aσ . Daı́ q ⊩ τ ∈ {aσ : σ ∈ l(F,n, p)}.

Demonstração. Seja D = {q ≤ p : ∃a ∈V q ⊩ τ = a}. Então D é fortemente denso abaixo de p, assim,

pelo Lema 2.24, podemos encontrar q satisfazendo nossa primeira afirmação. Mas agora a segunda

afirmação segue imediatamente de Lema 2.25.

Se q está relacionado a τ como no Corolário 2.26, então nós dizemos que q determina τ relativa-

mente a (F,n). Nós dizemos simplesmente que q determina τ se existem F,n tais que q determina τ

relativamente a (F,n). Se q ⊩ τ : ω →V , então dizemos que q determina τ se q determina τ(n) para

todo n ∈ ω .

Teorema 2.27. Se p ∈ PS(κ) e p ⊩ τ : ω → V , então ∃q ≤ p tal que q determina τ . Assim forçar

com PS(κ) não colapsa ω1, e se CH vale então forçar com PS(κ) preserva todas as cardinalidades

e cofinalidades.

Demonstração. Seja p = q0, Por indução em n, escolha Fn e mn, e aplique o Corolário 2.26 para

encontrar qn+1 ≤ qn (mod Fn,mn), tal que qn+1 determina τ(n) ralativamente a Fn,mn. Como a escolha

de Fn e mn é arbitrária, podemos escolher de modo que ⟨qn : n ∈ ω⟩ é uma sequência fusão. Seja

q =
∧
{qn : n ∈ ω}.

Agora suponha que temos p ⊩ τ : ω → ωV
1 . Então se q ≤ p determina τ existe para cada n um

conjunto finito xn ∈V tal que, pelo Corolário 2.26, q ⊩ τ(n) ∈ xn. Mas então

q ⊩ Im(τ)⊆
⋃
{xn : n ∈ ω},

e
⋃
{xn : n ∈ ω} é um conjunto enumerável em V , assim

q ⊩ Im(τ) é limitada em ω
V
1 .

Portanto, ω1 é preservado sob o forcing com PS(κ). O Corolário 2.19 agora completa a demonstração

do teorema.
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Observação. Alguma afirmação como CH é necessária no Teorema 2.27. De fato, mesmo forcing

com PS pode colapsar cardinais se CH não é verdadeira. Mais precisamente ([4]), a afirmação que

forçar com PS colapsa cardinais é consistente com, e independente de, ZFC+¬CH.

Nós concluimos com o cálculo de 2ℵ0 no modelo obtido ao forçar com PS(κ).
Seja J a classe de pares (q,τ) tal que q⊩ τ : ω →V e q determina τ . Nós dizemos que (q1,τ1),(q2,τ2)∈

J são equivalentes se q1 = q2 e q1 ⊩ τ1 = τ2. Note que se (q,τ) ∈ J então existem sequências asso-

ciadas ⟨(Fn,mn) : n ∈ ω⟩ e ⟨aσ : σ ∈
⋃
{l(Fn,mn,q) : n ∈ ω}⟩ em V tais que ∀n ∀σ ∈ l(Fn,mn,q),

q|σ ⊩ τ(n) = aσ .

Lema 2.28. Se (q,τ1) e (q,τ2) tem as mesmas sequências associadas, então q⊩ τ1 = τ2, isto é, (q,τ1)

e (q,τ2) são equivalentes.

Demonstração. Para cada n e cada σ ∈ l(Fn,mn,q), nós temos q|σ ⊩ τ1(n) = aσ = τ2(n), assim

q|σ ⊩ τ1(n) = τ2(n). Agora segue do Lema 2.25 que q ⊩ τ1(n) = τ2(n), e assim q ⊩ ∀n τ1(n) = τ2(n),

então q ⊩ τ1 = τ2.

Lema 2.29. Seja J(λ ) o conjunto de todos (q,τ) ∈ J tais que q ⊩ τ : ω → λ . Então o número de

classes de equivalência de pares em J(λ ) é no máximo (κ ·λ )ℵ0 .

Demonstração. Primeiro note que |PS(κ)| = κℵ0 . Fixe q ∈ PS(κ). Para contar todas as classes de

equivalência da forma (q,τ), será suficiente pelo Lema 2.28 contar todas as sequências associadas.

Claramente, o número de possı́veis sequências ⟨(Fn,mn) : n ∈ ω⟩ é κℵ0 , e para uma tal sequência

fixada, o número de sequências ⟨aσ : σ ∈
⋃
{l(Fn,mn,q) : n ∈ ω}⟩ com aσ ∈ λ é λ ℵ0 . Daı́ o número

de classes de equivalência é no máximo κℵ0 ·κℵ0 ·λ ℵ0 = (κ ·λ )ℵ0 .

Teorema 2.30. Assuma CH, e seja κ ≥ ℵ0. Se G é PS(κ)-genérico sob V , então

V [G] ⊨ 2ℵ0 = (κℵ0)V .

Demonstração. Nós trabalhamos em V [G]. Se f ∈ ω2, então existe um termo τ e um elemento p ∈ G

tal que τV [G] = f e p ⊩ τ : ω → 2. Pelo Teorema 2.27, o conjunto de todos q ≤ p com (q,τ) ∈ J é

denso abaixo de p, então existe tal q ∈ G. Nós associamos o par (q,τ) com f . É claro que se f e g

não são iguais não podem ter pares equivalentes associados a eles. Mas pelo Lema 2.29, o número de

classes de equivalência de pares em J(2) é (κℵ0)V . Assim, 2ℵ0 ≤ (κℵ0)V .

É claro por genericidade que 2ℵ0 ≥ κ . Assim, 2ℵ0 ≥ κℵ0 ≥ (κℵ0)V e a prova está completa.

Mostraremos agora, seguindo [18], que PS(κ) possui a propriedade de Sacks.

Lema 2.31. Produto de suporte enumerável de cópias do forcing de Sacks tem a propriedade de

2-localização. Em particular, tem a propriedade de Sacks e não colapsam ℵ1.
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A demonstração desse lema é parecida com a demonstração do Lema 2.14. Mas temos que lidar

com κ-sequências de suporte enumerável de condições em PS dessa vez. Para isso precisamos de

muita notação. Fixe um cardinal κ , para mostrar que PS(κ) tem a propriedade de 2-localização

devemos extender as noções de “fusão”e “sequência fusão”para PS(κ). Para isso é mais conveniente

passar de nossa definição original de sequência fusão para uma mais flexı́vel.

Agora uma sequência (pn)n∈ω em PS é uma sequência fusão se, e somente se, existe uma função

ilimitada não-decrescente f : ω → ω tal que para todo n ∈ ω , pn+1 ≤ pn (mod f (n)). É fácil ver que

uma sequência (pn)n∈ω que é uma sequência fusão na nova definição tem uma subsequência que é

uma sequência fusão na definição velha. Se (pn)n∈ω é uma sequência fusão na nova definição, sua

fusão
⋂

n∈ω pn é uma condição em PS, como antes.

Definição 2.32. Para um conjunto finito F ⊆ κ e η : F → ω a relação ≤ (mod F,η) em PS(κ) é

definida por: para todo p,q ∈ PS(κ) seja p ≤ q (mod F,η) se p ≤ q e para todo α ∈ F , p(α)≤ q(α)

(mod η(α)). Para p, F como antes e σ ∈ ∏α∈F 2η(α) seja p∗σ tal que para todo α ∈ F , p∗σ(α) =

p(α)∗σ(α) e para todo α ∈ κ \F , (p∗σ)(α) = p(α).

Uma sequência (pn)n∈ω de condições em PS(κ) é uma sequência fusão se existe uma sequência

crescente (Fn)n∈ω de subconjuntos finitos de κ e uma sequência (ηn)n∈ω tal que para todo n ∈ ω ,

ηn : Fn →ω , para todo i∈Fn temos ηn(i)≤ηn+1(i), pn+1 ≤ pn (mod Fn,ηn), e para todo α ∈ supt(pn)

existe m ∈ ω tal que α ∈ Fm e ηm(α)≥ n. Se (pn)n∈ω é uma sequência fusão em PS(κ), então para

cada α ∈ κ , (pn(α))n∈ω é uma sequência fusão em PS ou constante com valor 1PS. Isso mostra que

pω =

(⋂
n∈ω

pn(α)

)
α∈κ

é uma condição em PS(κ), a fusão da sequência (pn)n∈ω .

Para a demonstração do Lema 2.31 é suficiente mostrar o

Lema 2.33. Para todo p ∈ P e todo nome ż para um elemento de ωω existe uma condição q ≤ p e

uma árvore binária T ∈ ω<ω tais que q força ż ser um ramo de T .

Demonstração. Sejam p e ż como acima. Nosso objetivo é construir q ≤ p tal que

Tq(ż) = {s ∈ ω
<ω : ∃r ≤ q(r ⊩ š ⊆ ż)}

é binária. Podemos assumir que nenhuma condição abaixo de p decide ż.

Seja F um subconjunto finito de κ e η : F → ω uma função. Uma condição r ∈ P é (F,η)-fiel se,

e somente se, para todo σ ,τ ∈ ∏α∈F 2η(α) e todo r′ ≤ r (mod F,η) o seguinte vale: se żr′∗σ e żr′∗τ

são elementos incompatı́veis de ω<ω (com respeito a ⊆), então żr∗σ e ˙r ∗ τ já eram incomparáveis.

Proposição 2.34. Suponha que r ∈ P é (F,η)-fiel.

a) Seja j ∈ κ \Fe defina F ′ = F ∪{ j} e η ′ = η ∪{( j,0)}. Então r é (F ′,η ′)-fiel.
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b) Seja β ∈ F e seja η ′ tal que para todo α ∈ F \{β}, η ′(α) = η(α) e η ′(β ) = η(β )+1. Então

existe uma condição r′ ≤ r (mod F,η) tal que r′ é (F,η ′)-fiel.

A parte a) dessa afirmação segue direto das definições. Para a prova de b) fixe uma enumeração

{σ1, . . . ,σm} de ∏i∈F 2η(i). Definimos uma sequência ≤ (mod F,η)-decrescente (rk)k≤m abaixo de r.

Para k ∈ {1, . . . ,m} e l ∈ 2 seja σ l
k tal que para todo α ∈ F \{β}, σ l

k(α) = σk(α) e σ l
k(β ) = σk(β )

⌢l.

Seja r0 = r. Suponha que construimos rk para algum k < m e queremos construir rk+1. Seja rk+1 ≤ rk

(mod F,η ′) tal que żrk+1∗σ0
k+1

e żrk+1∗σ1
k+1

são incompatı́veis se tal condição existir. Caso contráro, seja

rk+1 = rk. Por fim, seja r′ = rm. Segue da construção que r′ é (F,η ′)-fiel. Isso mostra a parte b) da

afirmação.

Usando a) e b) da Proposição 2.34, construimos uma sequência (pm,Fm,ηm, jm)m∈ω tal que

1. (pm)m∈ω é uma sequência fusão em P testemunhada por (Fm,ηm)m∈ω , onde F0 = η0 = /0;

2. para todo m ∈ ω , pm é (Fm,ηm)-fiel e pm ≤ p;

3. para todo m ∈ ω e i ∈ Fm, ηm+1(i)≤ ηm(i);

4. para todo m ∈ ω , jm é o único elemento de Fm+1 tal que ou jm ∈ Fm e ηm+1( jm) = ηm( jm)+1

ou jm ̸∈ Fm e ηm+1( jm) = 1;

5. para todo m ∈ ω e todo σ ∈ ∏i∈Fm 2ηm(i), pm ∗σ decide pelo menos ż|m.

Seja q a fusão de pm, m ∈ ω , e seja T = Tq(ż). Note que para todo m ∈ ω , q ≤ pm (mod Fm,ηm).

Para cada m ∈ ω seja Tm+1 a árvore gerada por{
żpm∗σ : σ ∈ ∏

i∈Fm

2ηm(i)

}

e seja T0 a “árvore”gerada por żp0 .

Agora cada Tm é uma subárvore de T . Mostremos que T = ∪m∈ωTm.

Seja t ∈ T e m = dom(t). Seja r ≤ q uma condição que força que t é um segmento inicial de

ż. O conjunto
{

q∗σ : σ ∈ ∏i∈Fm 2ηm(i)
}

é uma anticadeia maximal abaixo de q. Segue que existe

σ ∈ ∏i∈Fm 2ηm(i) tal que r é compatı́vel com q∗σ . Seja τ ∈ ∏i∈Fm 2ηm(i) tal que t ⊆ żpm∗τ . Claramente,

σ ̸= τ . Seja m′ ≤ m minimal tal que

σ
′ = (σ(α)|ηm′(α))α∈Fm′

e

τ
′ = (τ(α)|ηm′(α))α∈Fm′

são diferentes. Agora s′ = żpm′∗σ ′ e żpm′∗τ ′ são incomparáveis pela (Fm′,ηm′)-fidelidade de pm′ . Cla-

ramente, s′ ∈ Tm e s′ e t são incomparáveis.
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Agora suponha que T não é binária. Então existe t ∈ T tal que t tem três sucessores imediatos t0,

t1 e t2 em T . Seja m ∈ ω minimal tal que Tm contém pelo menos dois t j, j < 3. Pelo que acabamos

de provar, Tm contém todas os t j. Para todo j < 3 seja σ j ∈ ∏i∈Fm 2ηm(i) tal que t j ⊆ żpm∗σ j . Para

todo n ≤ m e todo j < 3 seja σn
j = (σ j(α)|ηn(α))α∈Fm . Agora seja n ≤ m minimal tal que o conjunto

{σn
j : j < 3} tem pelo menos dois elementos. Então {σn

j : j < 3} tem exatamente 2 elementos e

n < m pela construção de Fn e ηn. Sem perda de generalidade podemos assumir que σn
0 e σn

1 são

diferentes. Como m é minimal e Tm contém pelo menos dois dos t j e como n < m, żpn∗σn
0

e żpn∗σn
1

são

compatı́veis. Contudo, isso contradiz a (Fn,ηn)-fidelidade de pn.

Feito isso, devemos agora nos preocupar com a preservação de p-pontos ao forçar com PS(κ),
que será resolvido nas próximas subseções.

2.3 Forcing próprio

Forcings que satisfazem o Axioma A ou a propriedade ccc fazem parte de uma famı́lia maior de

forcings, denominada de forcing próprio. Esse tipo de forcing satisfaz algumas boas propriedades,

mas utilizaremos apenas algumas poucas delas em nosso estudo, em especial a possibilidade de pre-

servar p-pontos. Para um estudo mais profundo desse tipo de noção de forcing o leitor pode consultar

[11] e [13]. Aqui nessa subseção nosso objetivo é apenas mostrar que todo forcing que satisfaz o

Axioma A é próprio.

Em ([20], Seção 3) é feita uma equivalência entre a definição usual de forcing próprio e um jogo,

como segue

Definição 2.35. Seja P uma noção de forcing, e seja p ∈ P. O proper game (para P, abaixo de p) é

um jogo definido como segue:

• O Jogador I joga um P-nome α̇n para um ordinal (abaixo de p, isto é, p ⊩P α̇n ∈ Ord ).

• O Jogador II responde com um conjunto enumerável de ordinais Bn ⊆ Ord.

Após esses ω movimentos, o Jogador II ganha esse jogo se existe uma condição mais forte q ≤ p

tal que

q ⊩P ∀n ∈ ω ∃k ∈ ω : α̇n ∈ Bk.

Definição 2.36. Uma noção de forcing P é chamada própria se para todo p ∈ P, o Jogador II possui

estratégia vencedora no proper game (abaixo de p).

Como o forcing de Sacks satisfaz o Axioma A, para mostrar que é próprio basta verificar que todo

forcing que satisfaz o Axioma A é próprio.

A demonstração, em [20], de que noções de forcing ccc e σ -fechadas são próprias pode nos ajudar

a entender o caso para forcing com Axioma A. Para isso enunciamos a
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Proposição 2.37. Seja P uma noção de forcing σ -fechada. Então P é próprio.

Demonstração. Seja p ∈ P. Note que para cada p′ ≤ p e cada nome de ordinal α̇ abaixo de p, existe

uma condição q ≤ p′ “decidindo”α̇ , isto é, existe β ∈ Ord tal que q ⊩ α̇ = β .

O Jogador II possui a seguinte estratégia vencedora para o jogo próprio: enquanto o Jogador I joga

nomes de ordinais α̇n abaixo de p, o Jogador II irá construir uma sequência decrescente ⟨pn : n ∈ ω⟩
de condições (p ≥ p0 ≥ p1 ≥ . . .) junto com uma sequência de ordinais ⟨βn : n ∈ ω⟩ tal que para cada

n ∈ ω , pn ⊩ αn = βn (respondendo com o unitário Bn = {βn} em cada rodada).

Como P é σ -fechado, a sequência de condições acima possui um limitante inferior, isto é, existe

uma condição q com q ≤ pn para cada n ∈ ω; então

q ⊩ ∀n ∈ ω : α̇n = βn ∈ Bn,

daı́ P é próprio.

E também a

Proposição 2.38. Seja P um forcing satisfazendo a condição da cadeia enumerável. Então P é

próprio.

Demonstração. Seja p ∈ P. Como P é ccc, para cada nome de ordinal α̇n (jogado por I), existe um

conjunto enumerável de ordinais Bn tal que p ⊩ α̇n ∈ Bn; isso pode ser visto como segue: o conjunto

D = {q ≤ p : ∃βq ∈ Ord : q ⊩ α̇n = βq}

é obviamente denso aberto abaixo de p; se A ⊆ D é uma anticadeia maximal em D, então p força α̇n

estar no conjunto

Bn = {βq : q ∈ A},

que é enumerável (por ccc).

Então P é próprio, visto que o Jogador II tem a seguinte estratégia vencedora para o proper game:

para cada nome ordinal α̇n jogado pelo jogador I, ele responde com o conjunto Bn acima; no final, o

Jogador II ganha o jogo, já que o próprio p força α̇n ∈ Bn para cada n ∈ ω .

Nos lembrando da Definição 2.6 podemos facilmente refazer as demonstrações acimas com as

condições dadas pelo Axioma A.

2.4 Preservação de p-pontos

Seguiremos ([12], Seção 6.2) para mostrar que o forcing de Sacks possui a propriedade de pre-

servar p-pontos. Novamente, este resultado não será usado em nossa aplicação, sendo apresentado

apenas para aprofundar nossa relação com o forcing de Sacks.
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Tomando um filtro no modelo base, após adjuntarmos alguns reais de Sacks esse filtro provavel-

mente deixa de ser um filtro no modelo estendido (perde a propriedade de ser fechado por supercon-

juntos, por exemplo). Contudo, podemos investigar se esse filtro gera um filtro no modelo estendido.

Começamos pela formalização da ideia de preservar p-ponto na

Definição 2.39. Dizemos que uma noção de forcing P preserva p-pontos se para todo ultrafiltro p-

ponto F em ω , ⊩P F gera um ultrafiltro , isto é,

⊩P ∀X ∈ P(ω) ∃A ∈ F (A ⊆ X ou A ⊆ ω \X).

Felizmente, quando estamos tratando de forcing próprio é mais fácil verificar que o ultrafiltro

gerado na extenção é um p-ponto,

Lema 2.40. Suponha que P é uma noção de forcing próprio e F ∈ V é um p-ponto. Se P preserva

p-pontos, então F gera um p-ponto em VP.

Demonstração. Suponha que A = {Xn : n ∈ ω} ⊆ F , A ∈ VP. Pela propriedade de P, existe um

conjunto enumerável F ⊇A ′ ⊇A tal que A ′ ∈V . Seja A ′ = {Yn : n ∈ ω}. Como F é um p-ponto,

existe um conjunto Y tal que Y ⊆∗ Yn para todo n ∈ ω . Em particular, Y ⊆∗ Xn para n ∈ ω .

Suponha que P é uma noção de forcing. Para mostrar que

⊩P F gera um ultrafiltro

precisamos verificar que para todo p ∈ P e um P-nome Ȧ para um subconjunto de ω , existe um

conjunto B ∈ F e q ≤ p tais que q ⊩P B ⊆ Ȧ ou q ⊩P B ⊆ (ω \ Ȧ).

Seja ϕ(p, Ȧ) a afirmação:

∀r ≤ p ∃B ∈ F ∀n ∃r′ ≤ r r′ ⊩P B∩n ⊆ Ȧ.

Lema 2.41. Para todo P-nome Ȧ para um subconjunto de ω , o conjunto

D = {p ∈ P : ϕ(p, Ȧ) ou ϕ(p,ω \ Ȧ)}

é denso em P.

Demonstração. Suponha que o lema é falso. Sejam Ȧ e p0 tais que D não é denso abaixo de p0.

Portanto, para algum p ≤ p0 temos:

∀B ∈ F ∃n(p ⊩P B∩n ̸⊆ Ȧ∧ p ⊩P B∩n ̸⊆ (ω \ Ȧ)).

Por indução construa uma sequência p = q0 ≥ q1 ≥ q2 . . . tal que qn decide o valor de Ȧ ∩ n. Seja

A = {m : ∃n qn ⊩P m ∈ A} a interpretação de Ȧ. Como F é um ultrafiltro, existe um B ∈ F tal

que B ⊆ A ou B∩A = /0. Em qualquer caso temos qn ⊩P B∩ n ⊆ A∩ n ⊆ Ȧ∩ n ou qn ⊩P B∩ n ⊆
(ω \A)∩n ⊆ (ω \ Ȧ)∩n, o que contradiz a escolha de p.
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A seguinte propriedade de p-ponto irá nos auxiliar em nossas construções posteriores:

Lema 2.42. Suponha que F é um p-ponto e {Xn : n ∈ ω} ⊆ F . Então existe X ∈ F tal que para

infinitos n, X \n ⊆ Xn.

Demonstração. Seja Y ∈ F tal que Y ⊆∗ Xn para todo n. Seja {nk : k ∈ ω} uma sequência es-

tritamente crescente tal que n0 = 0 e Y \ nk+1 ⊆ Xnk para todo k > 0. Como F é um ultrafil-

tro, ou
⋃

k∈ω [n2k,n2k+1) ou
⋃

k∈ω [n2k+1,n2k+2) está em F . Assuma que é o último e tome X =

Y ∩
⋃

k∈ω [n2k+1,n2k+2). Para todo k temos X \n2k = X \n2k+1 ⊆ Xn2k .

Por meio de um jogo seremos capazes de investigar se um p-ponto é preservado por forcing. Mais

especificamente, veremos que esse jogo nos fornece um critério para decidir se um dado ultrafiltro é

um p-ponto.

Definição 2.43. Seja F um ultrafiltro em ω . Defina o jogo G(F ) jogado pelos jogadores I e II.

O jogador I em sua n-ésima jogada escolhe um conjunto Xn ∈ F e o jogador II responde com um

conjunto finito an ⊆ Xn. Juntos eles constroem uma sequência

X1,a1,X2,a2, . . . .

O jogador I ganha se
⋃

n∈ω an ̸∈ F ; caso contrário o jogador II ganha.

Teorema 2.44. O jogador I tem estratégia vencedora em G(F ) se, e somente se, F não é um p-

ponto.

Demonstração. Se F não é um p-ponto, então o jogador I escolhe uma sequência quase decrescente

{Xn : n ∈ ω} tal que não existe X ∈ F tal que X ⊆∗ Xn e joga Xn como seu n-ésimo movimento.

Seja F um p-ponto. Assuma que o teorema é falso e o jogador I tem estratégia vencedora σ .

Iremos construir um jogo no qual o jogador I joga segundo σ e perde.

Defina An como a famı́lia de conjuntos jogados por I em seus primeiros n movimentos, assumindo

que ele está usando a estratégia σ e o jogador II apenas joga conjuntos Ak ⊆ n para k ≤ n. Claramente,

para todo n ∈ ω , An é finito. Seja Yn =
⋂

An. Como F é um p-ponto podemos encontrar um conjunto

Y ∈ F e uma função estritamente crescente f ∈ ωω tal que Y \ f (n)⊆Yn para n ∈ ω . Seja k0 = f (0)

e kn+1 = f (kn). Como F é um ultrafiltro, ou Y1 =
⋃

n∈ω [k2n,k2n+1) ∈ F ou Y2 = ω \Y1 ∈ F . Sem

perda de generalidade podemos assumir que Y1 ∈ F . Considere o jogo

X1,a1,X2,a2, . . .

onde o jogador I joga segundo a estratégia σ e o jogador II joga an = [k2n,k2n+1)∩Y . É claro que o

jogador I perde o jogo. Resta verificar que os movimentos do jogador II são legais.

Considere o n-ésimo movimento do jogador I, Xn. Note que Xn ∈ A2n−1. Portanto, Y \ k2n ⊆
Y \ f (k2n−1)⊆ Xn. Segue an ⊆ Xn.
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Com isso, ainda em [12], definiremos uma noção de forcing, conhecido como forcing de Miller, e

demonstraremos, usando os resultados anteriores dessa subseção, que esse forcing preserva p-pontos.

O argumento para o forcing de Sacks PS é semelhante, como notado em [16] e [18].

Antes disso, introduziremos algumas definições sobre árvores,

Definição 2.45. O α-ésimo nı́vel de uma árvore T , que denotaremos por Tα , é o conjunto de todo

t ∈ T tal que o tipo da ordem de {s ∈ T : s < t} é α .

Definição 2.46. Para uma árvore T e t ∈ T seja succT (t) o conjunto de todos os sucessores imediatos

de t em T, e seja Tt = {s ∈ T : s < t ou t < s} a subárvore determinada por t.

Definição 2.47. Seja split(T ) = {t ∈ T : |succT (t)| > 1} e seja sten(T ) o primeiro elemento de

split(T ).

Definição 2.48. O forcing racional perfeito PT é a seguinte noção de forcing:

T ⊆ ω
<ω é uma árvore perfeita e ∀s ∈ T ∃t ∈ T (s ⊆ t ∧ |succT (t)|= ℵ0)

Para T,T ′ ∈ PT, T ≤ T ′ se T ⊆ T ′. Sem perda de generalidade podemos assumir |succT (s)| = 1 ou

|succT (s)|= ℵ0 para todo T ∈ PT e s ∈ T . Seja

split(T ) = {s ∈ T : |succT (s)|> 1}=
⋃

n∈ω

splitn(T ),

onde splitn(T ) = {s ∈ split(T ) : |{t ⊆ s : t ∈ split(T )}|= n}.

Para todo T ∈ PT e s ∈ ω<ω defina um nó T (s) da seguinte forma: T ( /0) = stem(T ) e para n ∈ ω

seja T (s⌢n) o n-ésimo elemento de succT (T (s)). Isso nos fornece uma bijeção entre ω<ω e split(T ).

Definição 2.49. Para T,T ′ ∈ PT, n ∈ ω , seja

T ≤n T ′ ⇐⇒ T ≤ T ′ e ∀s ∈ nn T ′(s) = T (s)

e

T ⪯n T ′ ⇐⇒ T ≤ T ′ e splitn(T
′) = splitn(T )

É fácil ver que se T ⪯n T ′, então T ≤n T ′. Além disso, ambas as ordens {⪯n: n∈ω} e {≤n: n∈ω}
testemunham que PT satisfaz o Axioma A.

Mostraremos a seguir que essa noção de forcing preserva p-ponto.

Lema 2.50. Forçar com PT preserva p-pontos.

Demonstração. Seja F um p-ponto. Para T ∈ PT e um PT-nome Ẋ para um subconjunto de ω ,

dizemos que X é uma interpretação de Ẋ se para todo n existe um T ′ ≤ T tal que T ′ ⊩PT Ẋ ∩n= X ∩n.

Para cada T ∈ PT escolhemos um conjunto X(T ) tal que
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1. X(T ) é uma interpretação de Ẋ , e

2. se existe uma interpretação de Ẋ que é um elemento de F , então X(T ) ∈ F .

Note que ou X(T ) ∈ F para todo T ou existe T ∈ PT tal que ω \X(T ′) ∈ F para todo T ′ ≤ T .

Como ω \X(T ′) é uma interpretação de ω \ Ẋ , podemos assumir que existe uma condição T 0 tal que

para todo T ≤ T 0, X(T ) ∈ F . Mostraremos que existe T ≤ T 0 e A ∈ F tal que T ⊩PT A ⊆ Ẋ .

Seja G(F ) um jogo do p-ponto da Definição 2.43. Definiremos uma estratégia vencedora para o

Jogador I. Paralelamente, o Jogador I irá construir uma sequência fusão ⟨T n : n ∈ ω⟩ e uma sequência

⟨mn : n ∈ ω⟩ de números naturais.

Dada T n, considere a famı́lia

{X(T n
s ) : s ∈ splitn(T

n)} ⊆ F .

Como F é um p-ponto existe um conjunto An ∈F tal que An ⊆∗ X(T n
s ) para s ∈ splitn(T

n). Esse é o

n-ésimo movimento do Jogador I. O Jogador II responde com um conjunto finito an ⊆ An. Seja mn =

1+max(an). Para cada s ∈ splitn(T
n) existe uma condição Ss ≤ T n

s forçando Ẋ ∩mn = X(T n
s )∩mn,

então em particular

Ss ⊩PT an ⊆ Ẋ ∩mn.

Seja

T n+1 =
⋃
{Ss : s ∈ splitn(T

n)}.

Então T n+1 ≤n+1 T n e T n+1 ⊩PT an ⊆ Ẋ .

Essa é uma estratégia bem definida para o Jogador I. Como não é uma estratégia vencedora, existe

um jogo em que II ganha. Durate o jogo, construimos uma sequência fusão ⟨T n : n ∈ ω⟩. Colocando

A =
⋃

n∈ω an, T =
⋂

n∈ω T n, temos que A ∈ F , T 0 ≥ T ∈ PT, e T ⊩PT A ⊆ Ẋ .

Com esse resultado e o seguinte teorema de [12]:

Teorema 2.51. Suponha que ⟨Pα ,Q̇α : α < δ ⟩ é uma iteração de suporte enumerável de forcing

próprios tal que para todo α < δ vale ⊩α Q̇α preserva p-pontos. Então Pδ preserva p-pontos.

É possı́vel mostrar que a iteração de suporte enumerável do forcing de Sacks preserva p-pontos.

Também preserva ultrafiltros seletivos, como mostrado em [4].

Em [9] e [14] se faz uma discussão sobre a possibilidade do forcing de Sacks e seu produto

preservarem ultrafiltros seletivos (como definiremos adiante), contudo, a teoria utilizada é distinta da

que utilizamos até aqui, e não será abordada. Podemos dizer, entretanto, que o forcing de Sacks e seu

produto finito preservam ultrafiltros seletivos. Até onde sabemos a questão se o produto infinito de

suporte enumerável do forcing de Sacks preserva p-pontos (ou ultrafiltros seletivos) permanece em

aberto:

Questão 2.1. PS(κ) preserva p-pontos para κ ≥ ω?
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Seguindo [10], analisaremos a capacidade do produto do forcing de Sacks em preservar alguns ti-

pos de ultrafiltros, em particular, os p-pontos. Ao contrário de nosso resultado anterior, o que faremos

adiante é menos geral, no sentido que apenas construiremos alguns ultrafiltros que são preservados por

PS(κ). Isso é suficiente, visto que nossa aplicação demanda apenas um p-ponto, e também veremos

que essa famı́lia de ultrafiltros possui a maior cardinalidade possı́vel.

Começaremos com algumas definições de outros tipos de ultrafiltros em ω:

Definição 2.52. Um ultrafiltro u é dito seletivo se, e somente se, quando P é uma partição de ω , ou

P ∩u ̸= /0 ou existe U ∈ u tal que |U ∩P| ≤ 1 para todo P ∈P . Nesse caso, chamamos U um seletor

para P .

Definição 2.53. Chamamos u um q-ponto se, e somente se, é seletivo para todas as partições de ω em

conjuntos finitos.

Também temos uma outra definição para p-ponto, equivalente à que já apresentamos, que será útil

nesse contexto:

Proposição 2.54. u é p-ponto se, e somente se, quando P é uma partição de ω , ou P ∩ u ̸= /0 ou

existe um U ∈ u tal que |U ∩P|< ω para todo P ∈ P .

Demonstração. Suponha u ⊆ P(ω) um p-ponto.

Seja (An)n∈ω partição de ω tal que An ̸∈ u, para todo n ∈ ω . Como u é ultrafiltro, então ω ∈ u, ou

seja,
⊔

n∈ω An ∈ u. Assim, dado k ∈ ω temos por hipótese Ak ̸∈ u, mas como
(⊔

n∈ω\{k}An

)
∪Ak ∈ u

e u é ultrafiltro devemos ter
⊔

n∈ω\{k}An ∈ u. Obtemos então uma famı́lia
(⊔

n∈ω\{k}An

)
k∈ω

tal que⊔
n∈ω\{k}An ∈ u, para todo k ∈ ω . Como u é um p-ponto existe B ∈ u tal que B ⊆∗ ⊔

n∈ω\{k}An, para

todo k ∈ ω , isto é,
∣∣∣B\

(⊔
n∈ω\{k}An

)∣∣∣ < ℵ0 e como (An)n∈ω é partição de ω , então |B∩Ak| < ℵ0,

para todo k ∈ ω .

Suponha u um ultrafiltro não principal tal que qualquer partição
⋃

n∈ω An tal que cada An ̸∈ u,

existe B ∈ u tal que B∩An é finito para todo n ∈ ω .

Seja (Bn)n∈ω famı́lia tal que Bn ∈ u, para todo n ∈ ω . Suponha, sem perda de generalidade, que

B0 = ω e essa é uma sequência quase decrescente de conjuntos infinitos. Note que se
⋂

n∈ω Bn ∈ u,

então acabamos. Suponha que isso não ocorre. Para cada n ∈ ω defina An = Bn \Bn+1, note que

(An)n∈ω é uma partição de ω e An ̸∈ u para todo n ∈ ω (suponha que An ∈ u, então An∩Bn+1 = /0 ∈ u,

um absurdo), logo, por hipótese existe B ∈ u tal que |B∩An|< ℵ0 para todo n ∈ ω . Resta mostrar que

B ⊆∗ Bn, para todo n ∈ ω; faremos por indução. É natural que B ⊆ B0 = ω , logo, B ⊆∗ B0. Suponha

que B ⊆∗ Bk, para algum k ∈ ω , essa será nossa hipótese de indução. Como B∩Bk+1 = (B∩Bk)\Ak,

e |B∩Ak|< ℵ0 temos B∩Bk+1 =
∗ B∩Bk e daı́ B ⊆∗ Bk+1.

Mostraremos também a seguinte equivalência:
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Proposição 2.55. Um ultrafiltro não principal u em ω é seletivo se, e somente se, é tanto um p-ponto

quanto um q-ponto.

Demonstração. Suponha que u é seletivo.

Logo, por definição, se P é uma partição de ω , ou P ∩ u ̸= /0 ou existe um U ∈ u tal que

|U ∩P| ≤ 1 para todo P ∈ P . Em particular, isso vale se P é uma partição de ω em conjuntos

finitos, ou seja, u é um q-ponto. É natural que seja um p-ponto.

Suponha agora que u é um p-ponto e um q-ponto.

Seja P uma partição de ω arbitrária. Como u é um p-ponto, se P ∩ u ̸= /0, então acabamos.

Caso contrário, existe U ∈ u tal que |U ∩P| < ω para todo P ∈ P . Note que P ′ = {U ∩P : P ∈
P}∪{ω \U} é uma partição de ω , e tal que P ′∩u = /0, pois cada U ∩P é finito e ω \U ̸∈ u. Como

u é p-ponto, existe V ∈ u tal que |V ∩P′|< ω para todo P′ ∈ P ′, ou seja, |V ∩U ∩P|< ω para todo

P ∈ P e |V ∩ (ω \U)|< ω , ou seja, |V \U |< ω , de modo que V ⊆∗ U .

Suponha que A = {An : n ∈ ω} ∪ {A} é uma partição de ω tal que |An| < ω para todo n ∈
ω , |A| = ω e A ∩ u = /0. Logo, A ̸∈ u e ω \ A ∈ u. Note que ω \ A =

d
n∈ω

An, em particular,

|(ω \A)∩An|= |An|. Defina B = {Bn : n ∈ ω} uma partição de A em conjuntos finitos, então A ∪B

é uma partição de ω em conjuntos finitos; como u é q-ponto, existe U ∈ u tal que |U ∩P| ≤ 1 para

todo P ∈ A ∪B.

Tomando P ′ como antes e uma partição em conjuntos finitos de ω \U , podemos obter V ∈ u tal

que |V ∩U ∩P| ≤ 1, fazendo como acima, e daı́ V ∩U ∈ U é tal que |(U ∩V )∩P| ≤ 1 para todo

P ∈ P . Portanto, u é seletivo.

Uma outra propriedade de forcing que utilizaremos é dada pela

Definição 2.56. Seja P um poset. Chamamos P de ⟨κ,λ ,µ⟩-distributivo onde κ , λ e µ são cardinais,

se, e somente se, para todo p ∈ P e τ tais que p ⊩ τ : κ → λ , existe q ≤ p e F : κ → [λ ]<µ tais que,

para todo α ∈ κ , q ⊩ τ(α) ∈ F(α).

Isto é, τ pode ser aproximado por fora por um tubo estreito (largura < µ) do modelo base. Em

particular, temos a

Definição 2.57. Chamamos P de ωω-limitante se, e somente se, para p∈ P e τ tais que p⊩ τ : ω →ω

existem q ≤ p e f : ω → ω tais que q ⊩ τ(n)≤ f (n) para todo n ∈ ω .

É imediato que P é ωω-limitante se, e somente se, é ⟨ω,ω,ω⟩-distributivo.

Por fim, seja u um ultrafiltro; chamamos u de P-indestrutı́vel se, e somente se, ⊩P u gera um

ultrafiltro (note que essa é uma generalização da Definição 2.39). Por fim, utilizaremos a seguinte

equivalência:

Proposição 2.58. u é P-indestrutı́vel se, e somente se, quando p ∈ P e τ são tais que p ⊩ τ : ω → 2

existem q ≤ p e U ∈ u tais que q ⊩ τ ↾U é constante.
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Demonstração. Primeiramente faremos uma análise sem a linguagem de forcing.

Seja u um ultrafiltro em ω e f : ω → 2 uma função. Note qe f−1[{0}] e f−1[{1}] são tais que

f−1[{0}]∪ f−1[{1}] =ω ∈ u, e como u é ultrafiltro, então f−1[{0}]∈ u ou f−1[{1}]∈ u. Em qualquer

caso, existe i ∈ 2 tal que f−1[{i}] ∈ u. Denotando U = f−1[{i}] note que f ↾U é constante igual a i.

Suponha agora que u é um filtro em ω tal que para toda função f : ω → 2 existe U ∈ u tal que

f ↾U é constante. Dado A ⊆ ω defina a função

ϕA : ω → 2 n 7→
{

0, se n ̸∈ A
1, se n ∈ A .

Então, por hipótese, existe U ∈ u tal que ϕA ↾ U é constante. Se ϕA[U ] = {0}, então U ⊆ ω \A e

como u é filtro, então ω \A ∈ u. Se ϕA[U ] = {1}, então U ⊆ A e, pelo mesmo argumento, A ∈ u. De

qualquer modo, A ∈ u ou ω \A ∈ u, de modo que u é um ultrafiltro.

O que foi feito é então suficiente para mostrar o resultado.

De [3] nós citamos o

Lema 2.59. Se p ∈ PS(κ) e p ⊩ τ : ω → A, então existem q ≤ p, uma sequência ⟨Fn : n ∈ ω⟩ de

subconjuntos finitos de dom(q) e uma função f :
⋃

n∈ω l(q,Fn,n)→ A tal que:

(i) F0 ⊆ F1 ⊆ F1 ⊆ . . . e dom(q) =
⋃

n∈ω Fn, e

(ii) se σ ∈ l(q,Fn,n) então q ↾ σ ⊩ τ(n) = f (σ).

Corolário 2.60. PS(κ) é ⟨ω,λ ,ω⟩-distributivo para todo λ , e em particular é ωω-limitante.

Demonstração. Se p ⊩ τ : ω → λ então na terminologia do Lema 2.59 coloque

Gn = { f (σ) : σ ∈ l(q,Fn,n)} (n ∈ ω).

Então cada Gn é finito e, para todo n ∈ ω , q ⊩ τ(n) ∈ Gn.

O método de demonstração do Lema 2.59 também estabelece o fato de que PS(κ) é próprio, como

discutimos anteriormente.

Para conseguir lidar com novos reais e para formular um critério conveniente para PS(κ)-indestrutibilidade,

nós introduzimos mais alguma notação. Primeiro mostraremos que podemos restringir nossa atenção

a PS(ω).

Lema 2.61. Seja u um ultrafiltro. Os seguintes são equivalentes:

(i) u é PS(κ)-indestrutı́vel para todo κ infinito.

(ii) u é PS(κ)-indestrutı́vel para algum κ infinito.

(iii) u é PS(ω)-indestrutı́vel.
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Demonstração. (i) ⇒ (ii) é trivial, e (ii) ⇒ (iii) vale porque PS(ω) é uma subordem completa de

PS(κ).
Para (iii) ⇒ (i) seja κ ≥ ω e assuma p ⊩ τ : ω → 2. Identifique dom(p) com ω , nós temos

p ∈ P(ω). Encontre q ∈ PS(ω), q ≤ p, e U ∈ u tal que q ⊩ τ ↾U é constante. Revertendo o processo,

nós obtemos q ≤ p em PS(κ), forçando a mesma coisa.

Denotamos por A o conjunto dos pares ⟨p, f ⟩ onde p ∈ PS(ω) e f :
⋃

n∈ω l(p,n,n)→ 2. Note que

A possui cardinalidade 2ω . Se ⟨p, f ⟩ ∈ A, então ⟨p, f ⟩ determina (um nome para) um novo real ϕp, f

ao requerer que

∀σ ∈ l(p,n,n)p ↾ σ ⊩ ϕp, f = f (σ).

Obtemos o seguinte lema útil.

Lema 2.62. Para um ultrafiltro u em ω os seguintes são equivalentes:

(i) u é PS(ω)-indestrutı́vel.

(ii) Para todo ⟨p, f ⟩ ∈ A existem q ≤ p e U ∈ u tais que q ⊩ ϕp, f ↾U é constante.

Demonstração. (i)⇒ (ii) é fácil. Para (ii)⇒ (i) assuma que r ⊩ τ : ω → 2. Aplicando o Lema 2.59

e notando que caso κ = ω podemos tomar Fn = n para todo n, podemos encontrar ⟨p, f ⟩ ∈ A tal que

p = τ e ∀n ∈ ω ∀σ ∈ l(p,n,n) p ↾ σ ⊩ τ(n) = f (σ). Mas então p ↾ σ ⊩ τ(n) = f (σ) = ϕ(n) para

todo n e σ . Segue que p ⊩ τ = ϕp, f . Agora encontre q ≤ p e U ∈ u como em (ii). Então q ≤ r e

q ⊩ τ ↾U é constante.

Segue que ao construir ultrafiltros PS(κ)-indestrutı́veis devemos ter cuidado com apenas 2ω ob-

jetos. De fato, se CH vale, apenas ω1 tarefas devem ser realizadas.

As ideias expressas nos Lemas 2.61 e 2.62 estão implı́citas na construção de Laver de um ultrafiltro

seletivo indestrutı́vel ([14]). O principal resutado está enunciado no teorema de Laver ([14]),

Teorema 2.63. Se p ∈ PS(ω) e τ são tais que p ⊩ τ : ω → 2, então para todo A ⊆ ω infinito existem

q ≤ p e um B ⊆ A infinito tais que q ⊩ τ ↾ B é constante.

A seguir nós coletamos alguns resultados fáceis que garantem a preservação de algumas das pro-

priedades que um ultrafiltro pode ter, como fizemos no Lema 2.40. Nos resultados seguintes P é um

poset e u é um ultrafiltro P-indestrutı́vel.

Lema 2.64. Se P é próprio e u é um p-ponto então 1P ⊩ u é um p-ponto.

Nosso próximo lema lida com q-pontos. Para isso precisamos de um critério para u ser um q-

ponto, devido a [7]. Seja f ∈ ωω tal que ∀n∈ω n< f (n)< f (n+1). Defina f̄ ∈ ωω por f̄ (0) = f (0)

e f̄ (n+ 1) = f ( f̄ (n)) (n > 0). Após isso, seja Pf = {[0, f̄ (0)), [ f̄ (0), f̄ (1)), . . .}, uma partição de ω

em conjuntos finitos. Também seja F = { f ∈ ωω : ∀n ∈ ω,n < f (n)< f (n+1)}. Então o resultado

de [7] é como segue.
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Lema 2.65. Para um ultrafiltro v os seguintes são equivalentes:

(i) v é um q-ponto.

(ii) Para alguma (toda) subfamı́lia dominante D de F , v contém um seletor para todo Pf ( f ∈ D).

Lema 2.66. Se P é ωω-limitante e u é um q-ponto então 1P ⊩ u é um q-ponto.

Demonstração. É suficiente mostrar que F ∩M é dominante em M[G].

Corolário 2.67. Se P é próprio e ωω-limitante e se u é seletivo, então 1P ⊩ u é seletivo.

Agora nós construiremos p-pontos PS(ω)-indestrutı́veis seletivos e não seletivos. Em [14] Laver

constrói um ultrafiltro seletivo u PS(ω)-indestrutı́vel tal que

1 ⊩ u é seletivo.

Pelo Corolário 2.67 esse último fato é automático. A partir de agora assumimos que CH vale e

fixamos uma enumeração {⟨pα , fα⟩ : α ∈ ω1} do conjunto A. Além disso, seja ϕα o nome para o real

determinado por ⟨pα , fα⟩ para α ∈ ω1, isto é, ϕα = ϕpα , fα .

Teorema 2.68. Existem 2ω1 ultrafiltros seletivos PS(ω)-indestrutı́veis em ω .

Demonstração. Seja {Pα : α ∈ ω1} uma enumeração para a coleção de partições de ω em conjuntos

finitos. Indutivamente nós definimos famı́lias Aα (α ∈ ω1) de subconjuntos infinitos de ω satisfa-

zendo as seguintes condições:

(i) A0 = {ω}.

(ii) Cada Aα é uma famı́lia quase disjunta de tamanho ω1 (α > 0).

(iii) Se α < β então Aβ refina Aα e, ∀A ∈ Aα , |{B ∈ Aβ : B ⊆∗ A}|= ω1.

(iv) Todo A ∈ Aα+1 é um seletor para Pα .

(v) Para todo A ∈ Aα+1 existe um qA ≤ pα tal que qA ⊩ ϕα é constante em Aα .

Em estágios sucessores nós usamos o teorema de Laver para obter para cada A ∈ Aα uma famı́lia

quase disjunta BA de tamanho ω1 de subconjuntos de A satisfazendo (iii)− (v); então colocamos

Aα+1 =
⋃
{BA : A ∈ Aα}. Em estágios limites seja Aα uma famı́lia quase disjunta refinando cada

Aβ (β ∈ α) e tal que para toda sequência ⟨Aβ : β ∈ α⟩ com ∀β ∈ α Aβ ∈Aβ e Aγ ⊆∗ Aβ se β ∈ γ ∈ α

existe um A ∈ Aα tal que ∀β ∈ α A ⊆∗ Aβ . Agora seja ⟨Aα : α ∈ ω1⟩ um ramo através da árvore⋃
α∈ω1

Aα , isto é, ∀α ∈ ω1 Aα ∈ Aα e se β ∈ α ∈ ω1 então Aα ⊆∗ Aβ . Então o filtro u gerado por

{Aα : α ∈ ω1} é um ultrafiltro seletivo P(ω)-indestrutı́vel. Para ver isso, note que para todo α ∈ ω1

qAα+1 ⊩ ϕα é constante em Aα+1,
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do que 1 ⊩ u é um ultrafiltro. Também, u é seletivo: é um p-ponto porque possui uma base linear-

mente ordenada (por ⊆∗), e é um q-ponto por construção. Dessa forma nós obtemos ω
ω1
1 = 2ω1 tais

ultrafiltros, um para cada ramo atráves de
⋃

α∈ω1
Aα .

Nosso próximo objetivo é mostrar que existem muitos p-pontos PS(ω)- indestrutı́veis que não

são seletivos. Devemos fazer p-pontos que não são q-pontos. Para fazer isso, para m ∈ ω seja Pm =

[2m −1,2m+1 +1), e P = {Pm : m ∈ ω}. Seja

I =
{

A ⊆ ω : limsup
n→∞

|A∩Pm|< ω

}
e I+ = P(ω)\ I. Nós encontraremos um p-ponto u indestrutı́vel tal que u ⊆ I+; em particular, u não

terá seletor para P . Para isso precisamos do seguinte lema.

Lema 2.69. Seja p ∈ PS(ω) e f :
⋃

n∈ω l(p,n,n)→ 2 determinarem o real ϕ , e seja A ∈ I+. Então

existem q ≤ p e B ⊆ A com B ∈ I+ tal que q ⊩ ϕ ↾ B é constante.

Demonstração. Para começar, fixe m0 < m1 < m2 < .. . em ω tal que |A∩Pmi| ≥ i · 2i (i ∈ ω). Para

i ∈ω coloque li = 2mi+1−1. Agora pode p para uma condição q em P(ω) tal que, para todo i, |Fi| ≤ i,

onde Fi = {σ ∈ l(p, li, li) : se j < li então σ( j)∈ q( j)}. Note que, para todo σ ∈ Fi, q ↾ σ decide todo

ϕ ↾ li, dizemos ϕ ↾ li = ϕσ . Fixe i. Como |A∩Pmi| ≥ i ·2i, A∩Pmi ⊆ li e |Fi| ≤ i, existe um conjunto

Ai ⊆ A∩Pmi tal que |Ai| ≥ i e, para cada σ ∈ Fi, ϕσ ↾ Ai é constante. Então q ⊩ ϕ ↾ Ai é constante.

Defina um (um nome para um) real ρ ao exigir que para todo i

q ⊩ ρ(i) é o valor de ϕ ↾ Ai.

Então encontre r ≤ q e C ⊆ ω infinito tais que r ⊩ ρ ↾C é constante; seja B =
⋃

i∈C Ai. Então B ⊆ A,

B ∈ I+ (i ∈C ⇒ |B∩Pmi| ≥ i) e r ⊩ ϕ ↾ B é constante.

Agora é fácil demonstrar:

Teorema 2.70. Existem 2ω1 p-pontos não seletivos PS(ω)-indestrutı́veis.

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 2.68 construimos famı́lias quase disjuntas Aα

(α ∈ ω1) de subconjuntos infinitos de ω satisfazendo as condições:

(i) A0 = {ω}.

(ii) ∀α ∈ ω1 ∀A ∈ Aα A ∈ I+.

(iii) Se α < β então Aβ refina Aα e, ∀A ∈ Aα , |{B ∈ Aβ : B ⊆∗ A}|= ω1.

(iv) Para todo A ∈ Aα+1 existe um qA ≤ pα tal que qA ⊩ ϕα é constante em Aα .
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Fixe uma famı́lia quase disjunta C de tamanho ω1 em ω . Em estágios sucessores nós usamos o

Lema 2.69 para obter um A ∈ Aα um A′ ⊆ A e q ≤ pα tais que A′ ∈ I+ e q ⊩ ϕα ↾ A′ é constante.

Então escolhemos m0 < m1 < m2 < .. . em ω tal que |A′ ∩Pmi| ≥ i para cada i. Para cada C ∈ C

coloque BC =
⋃

i∈C(A
′ ∩Pmi). Então BC ∈ I+ e q ⊩ ϕα ↾ BC é constante. Nós colocamos qB = q

para cada B ∈ BA = {BC : C ∈ C } e definimos Aα+1 =
⋃
{BA : A ∈ Aα}. Nos estágios limites

nós escolhemos para cada ramo ⟨Aβ : β ∈ α⟩ através de
⋃

β∈α Aβ um conjunto A como segue. Fixe

uma sequência ⟨αi : i ∈ ω⟩ cofinal em α . Para cada i escolha mi tal que |
⋂

j≤i Aα j ∩Pmi| ≥ i; seja

A =
⋃

i∈ω(
⋂

j≤i Aα j ∩Pmi). Então A ∈ I+ e A ⊆∗ Aβ para β ∈ α . Colocamos Aα como a famı́lia

de conjuntos assim obtidos. Como na demonstração do Teorema 2.68 isso nos fornece ω
ω1
1 = 2ω1

p-pontos não seletivos, cada um dos quais é indestrutı́vel.

Portanto, o Teorema 2.30 e o Teorema 2.70 nos garantem que, começando em um modelo de

ZFC+CH, ao forçar com PS(κ), com κ regular e maior que ℵω , obtemos um modelo de ZFC em que

existem p-pontos de caráter ℵ1 e 2ℵ0 > ℵω , que era nosso objetivo inicial.

Além disso, com o Teorema 2.70, o Teorema 2.30, o Lema 2.31 e o Corolário 2.16 obtemos que

começando em um modelo de ZFC+CH e forçando com o produto do forcing de Sacks de com-

primento maior que ℵ1 obtemos um modelo de ZFC em que existem p-pontos e muitos cardinais

pequenos, em particular d, são ℵ1.
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CAPÍTULO 3

Modelos alternativos

Como já observamos antes, o problema que buscamos responder ao longo do texto trata essencial-

mente sobre a consistência da existência de p-pontos de caráter ℵ1 com 2ℵ0 arbitrariamente grande;

a condição 2ℵ0 > ℵω estava essencialmente associada ao nosso problema sobre unfriendly partiti-

ons, não correspondendo a uma restrição conjuntista mais forte. Nessa seção faremos uma breve

discussão sobre outras formas pelas quais o modelo de ZFC+(∗)+2ℵ0 > ℵω pode ser construido, mas

não entraremos em detalhes técnicos sobre as alternativas levantadas.

Nosso principal problema era, simultaneamente, aumentar 2ℵ0 e controlar o tamanho das famı́lias

geradoras de ultrafiltros não-principais sobre ω , além de garantir a existência de p-pontos. A frase

“tamanho das famı́lias geradoras de ultrafiltros não-principais sobre ω”foi usada por nós múltiplas

vezes, mas pode ser substituı́da pelo seguinte cardinal pequeno:

u= min{|E | : E gera um ultrafiltro não-principal em ω},

que não introduzimos anteriormente para simplicar nossa notação. Com isso, o Lema 1.16 nos diz

essencialmente que vale o seguinte

Lema 3.1. p≤ u≤ 2ℵ0 .

E por consequência direta do Teorema 1.29 temos o

Corolário 3.2. MA implica que u= 2ℵ0 .

É claro, como o modelo de ZFC sem p-pontos construı́do em [20] nos aponta, o valor de u não

está associado a existência de um p-ponto. Por outro lado, por definição, todo modelo de (∗) satisfaz

u= ℵ1, pois todo p-ponto é ultrafiltro não-principal.

Com isso, seria natural tentar construir p-pontos em algum modelo de ZFC, provavelmente pro-

duzido por forcing, em que já temos algo como u= ℵ1. Nos modelos clássicos da teoria de forcing,

produzidos por iterações com suporte enumerável de comprimento ω2, os valores de múltiplos car-

dinais pequenos, como indicado em ([5], Seção 10), são conhecidos, mas em tais modelos temos

2ℵ0 = ℵ2, o que nos impede de utilizar alguns deles para nosso objetivo.
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Por outro lado, o método mais usual de obter 2ℵ0 grande, o Axioma de Martin, também não pode

nos ser útil, como vimos no Corolário anterior.

Optamos então pelo modelo dado pelo forcing PS(κ), em que 2ℵ0 é grande e, como vimos,

satisfaz (∗). A estrutura do produto em [3] é razoavelmente simples, e a construção da famı́lia de

p-pontos de caráter pequeno em [10] é feita explicitamente. Contudo, o Teorema 1.34 (ii) nos indica

que em um modelo de u < d existe um p-ponto de caráter u. Logo, poderı́amos também obter um

modelo de ZFC+(∗)+2ℵ0 > ℵω com um modelo que satisfaz algo como

u= ℵ1 < ℵω < d≤ 2ℵ0.

O seguinte resultado de [6] nos fornece algo ainda mais forte do que estas condições:

Teorema 3.3. Sejam ν e δ cardinais regulares não enumeráveis em um modelo de ZFC+GCH. Então

existe uma extensão gerada por um forcing ccc na qual ν = u e d= δ .

Logo, escolhendo ν = ℵ1 e δ algum cardinal regular maior que ℵω , obtemos um modelo de ZFC

que satisfaz

u= ν = ℵ1 < ℵω < δ = d≤ 2ℵ0.

E o Teorema 1.34 (ii) garante que o ultrafiltro que testemunha que u= ℵ1 é um p-ponto.



CAPÍTULO 4

Aplicação em Grafos: grafos sem unfriendly
partition

Seguindo [17] analisaremos a construção consistente com os axiomas de ZFC de um grafo sem

unfriendly partition.

Uma unfriendly partition de um grafo G = (V,E) é um mapa c : V →{0,1}= 2 tal que, para todo

vértice x, vale

|{y ∈ E(x) : c(x) = c(y)}| ≤ |y ∈ E(x) : c(x) ̸= c(y)|,

onde E(x) é o conjunto de vértices ligados a x por uma aresta de G.

É fácil ver que todo grafo finito possui uma unfriendly partition e daı́, por compacidade, também

o possui todo grafo localmente finito.

Em [1] são mostrados os seguintes resultados:

Proposição 4.1. Todo grafo com finitos vértices de grau infinito admite uma unfriendly partition.

Proposição 4.2. Considere F uma coleção finita de cardinais infinitos regulares. Se G = (V,E) é um

grafo tal que |N(v)| ∈ F para todo v ∈V , então G admite uma unfriendly partition.

Isso nos mostra que este é um problema de grafos bastante infinitos: grafos que possuem infinitos

vértices e todos de grau infinito. Em particular, podemos definir o seguinte cardinal:

Definição 4.3. Denote por κ o menor cardinal tal que existe um grafo G = (V,E) tal que |V | = κ,

todos os vértices possuem grau infinito e G não admite unfriendly partition.

Daı́, pela Proposição 4.2, já sabemos que ℵω ≤ κ.

Os seguintes resultados de [17] nos mostram que esse cardinal de fato está bem definido, ou seja,

existem grafos que não admitem unfriendly partition. Para um cardinal λ = ωα e um ordinal β , nós

usamos a notação λ (+β ) para denotar o cardinal ωα+β .
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Teorema 4.4. Existe um grafo G = (E,V ), de tamanho |V | = (2ω)(+ω), que não possui unfriendly

partition e em que todo vértice possui grau infinito.

Um argumento similar também demonstra a seguinte versão mais geral do Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Para todo cardinal infinito λ , existe um grafo G = (V,E), de tamanho |V | = κ =

(2λ )(+ω), que não possui unfriendly partition e no qual todo vértice possui grau infinito.

O Teorema 4.4 nos diz que κ ≤ (2ω)(+ω).

É interessante agora tentar analisar a consistência, por exemplo, das desigualdades estritas em

ℵω ≤ κ ≤ (2ω)(+ω). Por exemplo, supondo CH, então ℵω = (2ω)(+ω) = κ.

Um primeiro resultado ainda em [17] nos mostra a relação entre esse problema e p-pontos (Proposição

1.31).

Teorema 4.6. É consistente que existe um grafo G = (V,E) de tamanho |V | = ωω que não possui

unfriendly partition e o grau de cada vértice é ou ω , ou ω1, ou ωω .

Considere a seguinte afirmação

(∗) Existe um ultrafiltro não-principal u em ω que é gerado por uma famı́lia quase decrescente de

conjuntos Aξ (ξ < ω1).

Pela Proposição 1.31, o ultrafiltro dado por (∗) é um p-ponto.

Mostraremos que (∗) implica que existe um grafo com as propriedades enunciadas no Teorema

4.6

Demonstração. Construiremos o grafo desejado G = (V,E) como segue. Seja V = X ∪Y ∪Z, onde

X = {xn : n < ω}, Y = {yα,ξ : α < ωω ,ξ < ω1} e Z = {zα : α < ωω} e seja E = E1 ∪E2 ∪E3, onde

E1 = {(xn,yα,ξ ) : α ≤ ωn,ξ < ω1,n ∈ Aξ},

E2 = {(yα,ξ ,zα) : α < ωω ,ξ < ω1},

E3 = {(xn,zα) : α < ωω ,n < ω}.

Note que todo vértice de X possui grau ωω , cada vértice de Y possui grau ω e cada vértice de Z possui

grau ω1.

Queremos mostrar que G não possui unfriendly partition. Suponha por contradição que c : V →
{0,1} é uma unfriendly partition de G. Como u é um ultrafiltro em ω , existem ε < 2 e A ∈ u tal que

c(xn) = ε se, e somente se, n ∈ A. De fato, considere

A = {n ∈ ω : c(xn) = 0}

B = {n ∈ ω : c(xn) = 1}



51

e note que como c é uma função, A ∩B = /0 e A ∪B = ω . Como u é ultrafiltro, então A ∈ u ou

B ∈ u. Daı́ coloque A =A ou A =B. Como u é gerado por (Aζ )ζ<ω1
existe ξ < ω1 tal que Aζ ⊆∗ A

para ξ ≤ ζ < ω1. Como, por hipótese, c é uma unfriendly partition, como

E(yα,ζ ) = {zα}∪{xn : n ∈ Aζ ,α ≤ ωn} (α < ωω ,ζ < ω1)

e como c(xn) = ε para n ∈ A, se ξ ≤ ζ < ω1, então Aζ ⊆∗ A, de modo que existem enumeráveis

xn’s tais que c(xn) = ε , contra finitos elementos de Aζ \A e zα que podem ter outra cor; segue que

c(yα,ζ ) = 1− ε para α < ωω e ξ ≤ ζ < ω1. Além disso, como E(zα) = X ∪{yα,ζ : ζ < ω1} para

α < ωω , devemos ter c(zα) = ε . Mas, para n ∈ A,

E(xn) = {yα,ζ : n ∈ Aζ ,α ≤ ωn}∪Z,

e isso contradiz a hipótese de que c é uma unfriendly partition já que c(xn) = c(z) (z ∈ Z) e |E(xn)\
Z|< |Z|.

O caso ℵω < κ ≤ (2ω)(+ω) já foi feito por Leandro Aurichi e Lucas Silva Sinzato Real (não

publicado), como uma aplicação do Axioma de Martin, codificado no seguinte

Teorema 4.7. Supondo o Axioma de Martin, se G = (V,E) é um grafo em que todos os vértices

possuem grau infinito com |V |< 2ℵ0 , então existe c : V → 2 uma unfriendly partition.

Demonstração. Seja (P,≤) o espaço ordenado em que

P= Fn(V,2) = {c : V → 2 : dom(c) é finito}

e ≤ é a ordem dada por c ≤ d se, e somente se, c estende d. Recordemos que, como 2 é enumerável,

essa ordem é ccc. Do mesmo modo, para cada v ∈V , considere o conjunto Dv = {p ∈ Fn(V,2) : v ∈
dom(p)}.

Afirmação. Dv é denso em P para todo v ∈V .

Demonstração. Para verificar isso, fixe p ∈ P qualquer. Se v ∈ dom(p), então p ∈ Dv e p ≤ p. Se

v ̸∈ dom(p), considere a função p′ : dom(p)∪{v}→ 2 dada por

p′(x) =
{

p(x), se x ∈ dom(p)
0, se x = v

com isso, p′ ∈ Dv e p′ ≤ p.

Além disso, a famı́lia de densos D = {dv : V ∈ V} possui cardinalidade menor que 2ℵ0 , pois

|V |< 2ℵ0 . Logo, pelo Axioma de Martin, existe F um filtro D-genérico.

Afirmação. c =
⋃

f∈F f é uma coloração, ou seja, da forma c : V → 2.
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Demonstração. Claramente, como união de funções que possuem 2 como contradomı́nio, c é uma

função com contradomı́nio 2 (se estiver bem definida). Dado v ∈ V , como F ∩Dv ̸= /0, existe f ∈ F

tal que v ∈ dom( f ). Em particular, v ∈ dom(c). Por um momento, visando concluir que c está bem

definida, suponha que existem f1, f2 ∈ F tais que f1(v) ̸= f2(v) para algum v ∈V . Porém, como F é

um filtro, deve existir f ∈ F tal que f ≤ f1, f2, com isso, v ∈ dom( f ) e f (v) = f1(v) = f2(v), o que é

uma contradição.

Contudo, essa definição de c não é capaz de garantir que a coloração seja unfriendly em algum

vértice. Para isso, criamos uma famı́lia de densos que contém D , mantendo sua cardinalidade menor

que continuum, a fim de atribuir mais propriedades à função c. Para tanto, adotaremos as seguintes

notações:

• Dado um vértice v∈V , denotamos por Kv = |N(v)| o cardinal (infinito, por hipótese) que denota

seu grau.

• Dado um vértice v ∈V , a sequência {vα}α<Kv consiste em uma enumeração de N(v).

Com isso, se v ∈V é um vértice tal que Kv é um cardinal regular, considere o conjunto

Ev
α = {c ∈ Fn(V,2) : existem β0,β1 > α tais que c(vβ0) = 0 e c(vβ1) = 1}.

Afirmação. Se v ∈V é um vértice tal que Kv é um cardinal regular, então Ev
α é denso em P para todo

α < Kv.

Demonstração. Seja p ∈ Fn(V,2) qualquer. Uma vez que dom(p) é finito, podemos escolher β0,β1 >

α tais que vβ0 ,vβ1 ̸∈ dom(p). Com isso, defina p′ : dom(p)∪{vβ0,vβ1}→ 2 pondo

p′(x) =


p(x), se x ∈ dom(p)
0, se x = vβ0

1, se x = vβ1

Assim, p′ ∈ Ev
α e p′ ≤ p, verificando que Ev

α é denso em P.

Como |V |< 2ℵ0 , tem-se que Kv < 2ℵ0 para todo v ∈V . Portanto, a famı́lia de densos

E = {Ev
α : v ∈V tal que Kv é regular,α < Kv}

tem cardinalidade |E | < |2ℵ0 × 2ℵ0| = 2ℵ0 . Com isso, pelo Axioma de Martin, podemos supor que

F é um filtro E -genérico, além de ser D-genérico. Assim, a função c =
⋃

f∈F f admite a seguinte

propriedade:

Afirmação. c é unfriendly em todo vértice v ∈V tal que Kv é regular.
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Demonstração. Seja v ∈ V um vértice de grau regular e fixe α < Kv. Como F ∩Ev
α ̸= /0, existem

f ∈ F e β0,β1 > α tais que f (vβ0) = 0 e f (vβ1) = 1. Logo, c(vβ0) = 0 e c(vβ1) = 1. Portanto, visto

que α < Kv é qualquer,

sup{α < Kv : c(vα) = 0}= sup{α < Kv : c(vα) = 1}= Kv.

Isso significa que, pela regularidade do cardinal Kv, |{α < Kv : c(vα) = 0}|= |{α < Kv : c(vα) = 1}|.
Em particular, o vértice v possui a mesma quantidade de amigos e inimigos, independentemente da

sua cor em c.

Entretanto, ainda não garantimos que c é unfriendly para os vértices de grau não regular. Como an-

tes, encontraremos mais uma famı́lia de densos para o qual c seja genérica e admita essa propriedade.

Nesse contexto, fixado v ∈V um vértice de grau não regular, seja {γξ}ξ<cf(Kv) uma sequência cofinal

de cardinais regulares em Kv. Então, dado α < Kv, existe um único ξ < Kv tal que γξ ≤ α < γξ+1.

Com isso, defina

Hv
α = {c ∈ Fn(V,2) : existem α < β0,β1 < γξ+1 tais que c(vβ0) = 0 e c(vβ1) = 1}.

Afirmação. Hv
α é denso em P para todo v ∈V com grau não regular e α < Kv.

Demonstração. Seja p ∈ Fn(V,2) qualquer e fixe ξ < cf(Kv) o ordinal tal que γξ ≤ α < γξ+1. Uma

vez que dom(p) é finito, podemos escolher α < β0,β1 < γξ+1 tais que vβ0,vβ1 ̸∈ dom(p). com isso,

defina p′ : dom(p)∪{vβ0,vβ1}→ 2 como

p′(x) =


p(x), se x ∈ dom(p)
0, se x = vβ0

1, se x = vβ1

Nesses termos, p′ ∈ Hv
α e p′ ≤ p, verificando que Hv

α é denso em P.

Dado que Kv < 2ℵ0 para todo v ∈V (pois |V |< 2ℵ0), a famı́lia de densos

H = {Hv
α : v ∈V com Kv não regular,α < Kv}

possui cardinalidade menor que |2ℵ0 × 2ℵ0| = 2ℵ0 . Logo, pelo Axioma de Martin, podemos supor

que F é um filtro H -genérico, além de D-genérico e E -genérico. Com isso, a função c admite a

seguinte propriedade:

Afirmação. c é unfriendly para todo vértice v ∈V que possui grau não regular.

Demonstração. Fixe um vértice v ∈ V de grau não regular. Uma vez que F ∩Hv
α = /0, para cada

ξ < cf(Kv) e cada α com γξ ≤ α < γξ+1, existem β0 > α e β1 > α tais que c(vβ0) = f (vβ0) = 0

e c(vβ1) = f (vβ1) = 1, em que f ∈ F ∩Hv
α . Ou seja, sup{γξ ≤ α < γξ+1 : c(vα) = 0} = sup{γξ ≤

α < γξ+1 : c(vα) = 1} = γξ+1. Logo, como γξ+1 é um cardinal regular, |{γξ ≤ α < γξ+1 : c(vα) =
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0}|= |{γξ ≤ α < γξ+1 : c(vα) = 1}|= γξ+1. Com isso, verifica-se que |{α < Kv : c(vα) = 0}| ≥ γξ+1

e |{α < Kv : c(vα) = 1}| ≥ γξ+1 para todo ξ < cf(Kv). Portanto, como a sequência {γξ}ξ<cf(Kv) é

cofinal em Kv, |{α < Kv : c(vα) = 0}|= |{α < Kv : c(vα) = 1}|= Kv. Logo, independentemente da

cor atribuı́da ao vértice v, há Kv de seus vizinhos com cor oposta, verificando que c é unfriendly em

v.

Como MA é consistente com 2ℵ0 arbitrariamente grande ([13]), pelo Teorema 4.7 temos que em

ZFC+MA+2ℵ0 > ℵω vale ℵω < κ ≤ (2ω)(+ω).

Infelizmente, pelo que foi discutido na Seção 1 não podemos utilizar o Axioma de Martin para

obter o resultado desejado para a desigualdade inferior. Mas, pelo Teorema 2.70, podemos começar

com um modelo de ZFC+CH e forçando com produto de comprimento κ com suporte enumerável do

forcing de Sacks e obter um p-ponto de caráter ℵ1 no modelo extendido. Além disso, pelo Teorema

2.30, tomando κ > ℵω regular obtemos que (2ω)(+ω) ≥ 2ℵ0 > ℵω . Logo, realizando a mesma

construção do Teorema 4.6 nesse modelo obtemos ℵω = κ < (2ω)(+ω).



CAPÍTULO 5

βω como espaço dos ultrafiltros sobre ω

Faremos agora um breve estudo de Topologia que nos permitirá aplicar nosso conhecimento sobre

ultrafiltros de modo quase imediato. Na verdade, em [19] a motivação original para o Teorema 1.21

era puramente topológica, como veremos.

5.1 O espaço topológico βω

Após analisar ultrafiltros do ponto de vista conjuntista, tentaremos uma abordagem topológica

analisando algumas das propriedades do espaço βω , seguindo [20], como definido a seguir,

Definição 5.1. O conjunto βω é definido como

βω = {p ⊆ P(ω) : p é um ultrafiltro em ω}.

O leitor familiarizado com Topologia pode se lembrar que esta é a mesma notação utilizada para

a compactificação de Stone-Čech do espaço discreto ω . De fato, mais adiante mostraremos que estes

espaços são homeomorfos.

Agora, tentaremos construir uma topologia para este espaço de ultrafiltros: faremos isso ao definir

uma base para essa topologia. Considere a definição:

Definição 5.2. Para cada A ⊆ ω defina

A∗ = {p ∈ βω : A ∈ p}.

Daı́ temos que p ∈ A∗ se, e somente se, A ∈ p. Com esses conjuntos formamos nosso candidato à

base

B = {A∗ : A ⊆ ω}.

O seguinte lema nos ajudará a verificar que B possui as propriedades de uma base:

Lema 5.3. Para todos A,B ⊆ ω , vale o seguinte:

55
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(i) A∗∩B∗ = (A∩B)∗.

(ii) βω \A∗ = (ω \A)∗.

(iii) ω∗ = βω .

Demonstração. (i) Devemos mostrar que para todo ultrafiltro p ∈ βω

(p ∈ A∗∧ p ∈ B∗) ⇐⇒ p ∈ (A∩B)∗.

Pelo que vimos anteriormente isso é equivalente a

(A ∈ p∧B ∈ p) ⇐⇒ A∩B ∈ p,

que é claramente verdade, já que p é um filtro (a propriedade de ultrafiltro não é usada nesse caso).

(ii) Aqui devemos mostrar que para todo ultrafiltro p ∈ βω

p ̸∈ A∗ ⇐⇒ p ∈ (ω \A)∗.

Por definição, isso é equivalente a

A ̸∈ p ⇐⇒ (ω \A) ∈ p,

o que é verdade, já que p é um ultrafiltro (para a direção da esquerda para a direita a propriedade é

necessária).

(iii) Para um ultrafiltro p ∈ βω , p ∈ ω∗ é equivalente a ω ∈ p, o que é verdadeiro para todo filtro

em ω .

Então nosso conjunto B = {A∗ : A ⊆ ω} é fechado por interseções finitas (veja Lema 5.3 (i)) e

contém todo o espaço βω (veja Lema 5.3 (iii)). Portanto, B é base de uma topologia em βω , como

explicado abaixo:

Definição 5.4. O espaço topológico βω é definido como o conjunto de todos os ultrafiltros em ω

equipado com a topologia de Stone, que é gerado por sua base B = {A∗ : A ⊆ ω}, onde A∗ é o

conjunto de todos os ultrafiltros contendo A.

De agora em diante, quando escrevemos βω , queremos dizer o espaço topológico, isto é, o con-

junto βω junto com sua topologia.

Um conjunto é chamado clopen se é aberto e fechado:

Lema 5.5. Para todo A ⊆ ω , o conjunto A∗ ⊆ βω é fechado (e aberto), isto é, a coleção B = {A∗ :

A ⊆ ω} é uma base clopen de βω .

Em particular, B é também uma “base para os conjuntos fechados”: cada subconjunto fechado

de βω pode ser escrito como uma interseção de conjuntos de B.
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Demonstração. Seja A ⊆ ω . Por definição, A∗ é aberto. Mas A∗ é também fechado já que seu

complemento é aberto (use o Lema 5.3 (ii)):

βω \A∗ = (ω \A)∗ ∈ B.

Como todo conjunto aberto pode ser escrito como união de conjuntos de B e B é fechado por com-

plementos, cada conjunto fechado é a interseção de conjuntos de B.

5.2 βω é um espaço compacto Hausdorff

Afirmamos que βω é compacto e tem a propriedade de Hausdorff. Para o último, vamos primeiro

investigar as vizinhanças de um “ponto” p ∈ βω: B = {A∗ : A ⊆ ω} é a base da topologia de βω ,

logo, o conjunto

B(p) = {A∗ : p ∈ A∗}= {A∗ : A ∈ p}

é uma base (clopen) das vizinhanças do ponto p. Como mencionado, é suficiente considerar tais

“vizinhanças básicas”; então podemos pensar em vizinhanças de p como segue: tome algum conjunto

A ∈ p, e a respectiva vizinhança (clopen) será o conjunto de ultrafiltros contendo A, isto é, o conjunto

de ultrafiltros que “compartilha” o conjunto A com o ultrafiltro p.

Além disso, existe um mergulho natural do espaço topológico discreto ω no espaço compacto

βω (quando falamos de ω em um contexo topológico sempre queremos dizer ω equipado com a

topologia discreta). Existem dois tipos de ultrafiltros em ω (como vimos na Definição 1.13): por

um lado, os ultrafiltros estendendo o filtro de Fréchet (isto é, os não-principais), e por outro lado

os ultrafiltros principais; de fato, para cada número natural n ∈ ω , existe exatamente um ultrafiltro

principal contendo o unitário {n}. Isso dá origem ao mergulho natural

β : ω → βω n 7→ β (n) = {X ⊆ ω : n ∈ X}.

Então a imagem β [ω]⊆ βω de ω sobre o mergulho β é exatamente o conjunto de todos os ultrafiltros

principais em ω . Mostraremos que essa imagem é densa em βω .

Agora estamos preparados para o seguinte

Teorema 5.6. O espaço topológio βω é um espaço compacto Hausdorff contendo uma cópia ho-

meomórfica de ω como subconjunto denso.

Demonstração. Para mostrar que βω é um espaço Hausdorff assuma p ̸= q pontos distintos em βω ,

mostraremos que eles podem ser separados por vizinhanças (básicas) disjuntas. Como p ̸= q, sem

perda de generalidade existe um conjunto A ⊆ βω contido no ultrafiltro p, mas não em q:

A ∈ p∧A ̸∈ q.
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Equivalentemente, p ∈ A∗ e q ∈ βω \A∗, então p e q são separados pelas vizinhanças (clopen) disjun-

tas A∗ e βω \A∗ (o conjunto βω \A∗ é igual a (ω \A)∗ pelo Lema 5.3 (ii)). Note que o “sem perda de

generalidade” acima não é necessário: no caso de A estar em q mas não em p, A pode ser substituı́do

pelo seu complemento ω \A, que está em p, mas não em q.

Agora mostraremos que βω é compacto, usando a caracterização de compacidade em termos de

“conjuntos básicos fechados”. Segundo o Lema 5.5, B = {A∗ : A ⊆ ω} é uma base para os conjuntos

fechados em βω . Vamos assumir que {A∗
i : i ∈ I} (com Ai ⊆ ω para cada i ∈ I) é a coleção dada de

fechados básicos com a propriedade de interseção finita:

para cada E ⊆ I finito:
⋂
i∈E

A∗
i ̸= /0;

mostraremos que
⋂

i∈I A∗
i ̸= /0. Por sorte, o mapa A 7→ A∗ não comuta com interseções arbitrárias em

geral, caso contrário poderı́amos ter problemas, já que
⋂

i∈I A∗
i pode ser facilmente vazia e /0∗ = /0.

Mas podemos usar o Lema 5.3 (i) para interseções finitas: para cada E ⊆ I finito

/0 ̸=
⋂
i∈E

A∗
i =

(⋂
i∈E

Ai

)∗

, daı́
⋂
i∈E

Ai ̸= /0

(note que A ̸= /0 se, e somente se, A∗ ̸= /0). Daı́ a coleção {Ai : i ∈ I} tem a propriedade da interseção

finita, assim gera um filtro F em ω:

F =

{
X ⊆ ω :

⋂
i∈E

Ai ⊆ X para algum E ⊆ I finito

}
.

Pelo Lema 1.11 pode ser estendido para um ultrafiltro F ⊆ p em ω . Como F contém todos os Ai’s,

também Ai ∈ p para cada i ∈ I; analogamente, p ∈ A∗
i para cada i ∈ I, daı́ concluindo p ∈

⋂
i∈I A∗

i ̸= /0,

o que termina o argumento sobre compacidade.

Agora gostariamos de mostrar que βω contém uma cópia homeomórfica (densa) do espaço dis-

creto ω . Em outras palavras , devemos mostrar o seguinte: o mergulho natural β : ω → βω definida

no inı́cio da subseção, que manda cada n ∈ ω no (único) ultrafiltro principal contendo {n}, é um

homeomorfismo entre ω e sua imagem, isto é, o mapa β é injetivo e continuo em ambas as direções.

Obviamente, β é injetivo ({n}∩{m} = /0 para todo n ̸= m). A função β : ω → βω é claramente

continua (na direção para frente), já que o domı́nio ω carrega a topologia discreta, o que é suficiente:

a pré-imagem (por β ) de qualquer subconjunto de βω está em P(ω), logo, aberto. Para mostrar

a continuidade da função inversa é suficiente mostrar que a função β é aberta, isto é, a imagem de

qualquer conjunto aberto é aberta (já que a pré-imagem de qualquer conjunto aberto pela função

inversa será aberto em βω , daı́ também aberto em β [ω] com a topologia discreta). Como ω carrega

a topologia discreta, devemos mostrar que a imagem de todo unitário em ω é aberto em βω , isto é,

{β (n)} é aberto em βω para cada n ∈ ω . Mas

{β (n)}= {p ∈ βω : {n} ∈ p}= {n}∗ ∈ B,
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então {β (n)} é aberto (básico), e β [ω] é uma cópia homeomórfica do espaço discreto ω .

Finalmente, vamos explicar porque ω é mergulhado densamente por β , isto é, porque β [ω] é

um subconjunto denso de βω . Seja A∗ ∈ B algum aberto básico não-vazio; encontraremos algum

elemento de β [ω] em A∗. Claramente A ̸= /0 (pela Definição 1.1 temos que nenhum filtro possui o

conjunto vazio como elemento), então podemos escolher algum n∈A; mas então o ultrafiltro principal

β (n) está em A∗: por definição, {n} ⊆ A ∈ β (n), resultando β (n) ∈ A∗. De fato, vale o seguinte:

A∗∩β [ω] = {β (n) : n ∈ A}.

Um espaço topológico (X ,O) é chamado conexo se não pode ser particionado em dois conjuntos

abertos não vazios, isto é, se /0 e X são os únicos conjuntos clopen. É chamado totalmente desconexo

se não existe subconjunto de X com mais de um elemento que seja conexo (com respeito à topologia

induzida). Nossa demonstração da propriedade de Hausdorff de βω na verdade mostrou que dois

pontos distintos podem ser separados por um conjunto clopen (no caso o espaço é chamado totalmente

separado, uma propriedade mais forte que Hausdorff). Claramente, isso mostra que βω é totalmente

desconexo.

Note que βω não é somente Hausdorff mas também satisfaz um axioma de separação mais forte:

Teorema 5.7. O espaço topológico βω é normal.

Pode ser mostrado que todo espaço compacto Hausdorff é normal ([2]), daı́ βω é normal. Para

ganhar a correspondência entre conjuntos fechados (arbitrários) em βω e filtros em ω , daremos apesar

de tudo uma demonstração direta da normalidade.

Demonstração. Lembremos que nossa base clopen B = {A∗ : A ⊆ ω} é uma base para os conjuntos

fechados. Então cada conjunto fechado F ⊆ βω pode ser escrito como a interseção de conjuntos de

B: existe uma famı́lia {A∗
i : i ∈ I} ⊆ B com

F =
⋂
i∈I

A∗
i .

Caso F seja não-vazio, a famı́lia correspondente {Ai : i ∈ I} ⊆P(ω) tem a propriedade da interseção

finita, então gera um filtro F ⊇ {Ai : i ∈ I} em ω . Um ultrafiltro p está em F se, e somente se, p

contém todos os Ai’s se, e somente se, p estende o filtro F , isto é,

F = {p ∈ βω : F ⊆ p}.

Conversamente, se F é um filtro em ω , o conjunto F de todos os ultrafiltros estendendo F é um

conjunto fechado não-vazio. De fato, existe uma correspondência bijetiva entre filtros (próprios) em ω

e conjuntos fechados (não-vazios) de βω . Quando F1 ⊆F2 são dois filtros em ω , os correspondentes

conjuntos fechados F1 e F2 irão satisfazer F1 ⊇ F2 e vice-versa, já que para um ultrafiltro p é “mais
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restritivo”estender um filtro maior. (Usando isso podemos explicitamente definir o fecho topológico

de um conjunto arbitrário X ⊆ βω: tome a interseção de todos os ultrafiltros em X , que é o maior filtro

F em ω contido em todos esses ultrafiltros; o conjunto fechado F correspondente será o fecho de X , já

que é o menor conjunto fechado contendo X). Em particular, um filtro gerado por apenas um conjunto

A ⊆ ω corresponde ao conjunto clopen básico A∗ ∈ B; quando o filtro cresce o conjunto fechado

correspondente diminui, e quando o filtro finalmente cresce em um ultrafiltro p, então resta apenas

um único ultrafiltro “estendendo p”, a saber o próprio p, daı́ o conjunto fechado correspondente é o

unitário {p}; se p é “estendido além”, já não é filtro (próprio), mas todo o conjunto das partes de ω

enquanto o conjunto fechado correspondente se torna vazio.

Com essa correspondência em mente é muito fácil ver que βω é normal. Sejam F1 e F2 dois

subconjuntos fechados disjuntos de βω e considere os filtros correspondentes F1 e F2; já que não

existe ultrafiltro p ∈ F1 ∩F2, nenhum ultrafiltro pode estender F1 e F2, então deve existir motivo

para isso: F1 ∪F2 não tem a propriedade da interseção finita, daı́ existem conjuntos A1 ∈ F1 e

A2 ∈ F2 tais que A1 ∩A2 = /0; mas agora A∗
1 e A∗

2 agem como vizinhanças clopen disjuntas de F1 e F2

respectivamente:

A∗
1 ∩A∗

2 = (A1 ∩A2)
∗ = /0

e A∗
1 ⊇ F1 e A∗

2 ⊇ F2.

(De modo análogo, podemos refazer a demonstração de compacidade com subconjuntos fechados

arbitrários de βω , isto é, filtros em ω; fazendo isso, podemos evitar a redução ao caso em que os

conjuntos são conjuntos fechados básicos).

No Teorema 5.6 descobrimos que βω é a assim chamada compactificação do espaço topológico

discreto ω , isto é, um espaço compacto (Hausdorff) com ω densamente mergulhado dentro dele.

Além disso, o espaço βω é na verdade a assim chamada compactificação de Stone-Čech de ω , isto é,

βω é - dentre todas as compactificações com a propriedade de Hausdorff - “a mais geral”.

Tentaremos explorar outras propriedades de βω . Existem dois tipos de pontos bem diferentes

em βω: os “números naturais”em si (os ultrafiltros principais) e vários outros “novos pontos”(os

ultrafiltros não principais) que foram adicionados a ω para torná-lo compacto, por assim dizer. Como

veremos no Teorema 6.1, existem exatamente 22ℵ0 ultrafiltros (não-principais) em ω , o que nos diz o

tamanho de βω:

|βω|= ℵ0 +22ℵ0
= 22ℵ0

.

Como visto na demonstração acima, cada número natural n é um ponto isolado de βω: existe uma

vizinhança (básica clopen) de n contendo apenas o próprio n, a saber {n}∗. Em geral, se A é um con-

junto finito, A∗ contém todos os números naturais em A e nada mais. Mas se A é infinito, temos outra

situação: os pontos p ∈ A∗ (isto é, os ultrafiltros contendo A) podem ser essencialmente vistos como

os ultrafiltros no conjunto infinito A, então A∗ é homeomorfo a todo o espaço βω e tem cardinalidade

22ℵ0 .
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Contrário ao fato que todos os pontos de ω são isolados em βω , cada vizinhança (básica) A∗ de

um ponto p ∈ βω \ω contém muitos pontos: como p ∈ A∗ (isto é, A ∈ p) e p é não principal, A é

infinito, então existem infinitos números naturais em A∗ (a saber todos os que estão em A) e 22ℵ0 de

βω \ω , entre eles o próprio p. Para nos livrarmos desses pontos isolados, normalmente ignoramos

todos os pontos principais e apenas estudamos o subspaço βω \ω , que também é compacto (em geral,

um subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto; como ω é aberto em βω como união

de unitários clopen, seu complemento βω \ω é fechado).

5.3 βω não é metrizável

Quantas vizinhanças (básicas) precisamos para unicamente determinar um ultrafiltro p em βω \
ω? Em outras palavras: qual é o menor tamanho de uma famı́lia {A∗

i : i ∈ I} de vizinhanças de

p ∈ βω \ω tal que ⋂
i∈I

A∗
i = {p}.

(Obviamente finitas não são suficientes, pois elas poderiam ser substituidas por uma única, ainda

contendo 22ℵ0 pontos).

Afirmamos que isso é o mesmo que pedir por uma base local de menor tamanho possı́vel. Isso é

relacionado à questão se o espaço topológico βω é metrizável ou não:

Definição 5.8. Um espaço topológico (X ,O) é chamado metrizável se existe uma métrica d : X×X →
[0,∞) em X tal que a topologia induzida pela métrica d é igual à topologia O .

Um espaço topológico é chamado first-countable se cada ponto admite base local enumerável. O

seguinte resultado pode ser encontrado em [2],

Lema 5.9. Todo espaço métrico (X ,d) é primeiro enumerável.

Mostraremos que nenhum ponto em βω \ω possui base enumerável, implicando que βω não é

metrizável.

Até agora utilizamos apenas B(p) = {A∗ : p ∈ A} como uma base local para p; o conjunto B(p)

é de tamanho continuum. Como cada vizinhança de p contém uma vizinhança do conjunto B(p),

podemos nos concentrar em subsistemas de B(p) ao procurar por possı́veis bases menores. Sempre

que um conjunto

{A∗
i : i ∈ I} ⊆ B(p)

forme uma base local para o conjunto p, nossa afirmação do inı́cio vale, isto é, apenas p será a

interseção dos A∗
i ’s. (Isso é verdade para todo espaço Hausdorff: dados y ̸= x, existe uma vizinhança

de x não contendo y; então se uma base local de x é dada, a interseção de todos os elementos será o

unitário {x}; de fato, isso é equivalente a T1, um axioma de separação estritamente mais fraco que a

propriedade Hausdorff).
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Conversamente, seja {A∗
i : i ∈ I} uma famı́lia infinita de vizinhanças de p ∈ βω \ ω tal que⋂

i∈I A∗
i = {p}. Sem perda de generalidade, podemos assumir que essa famı́lia é fechada por interseções

finitas: B(p) é fechada por interseções finitas e substituir a famı́lia acima pelo conjunto de todas as

interseções finitas não aumenta a sua cardinalidade; no fim das contas, estamos interessados apenas

nos tamanhos de tais famı́lias. Seja F o filtro gerado pelos Ai’s, isto é,

F = {X ⊆ ω : X ⊇ Ai para algum i ∈ I}

(os Ai’s formam uma base para o filtro). Como
⋂

i∈I A∗
i = {p}, p é o único filtro estendendo F . Mas

F em si já é um ultrafiltro: se existir um conjunto X ⊆ ω tal que nem X nem ω \X pertencem a F ,

ambos F ∪{ω \X} e F ∪{X} poderiam ser estendidos para ultrafiltros (diferentes), contradizendo

a hipótese. Então F é igual a p, daı́ {Ai : i ∈ I} é uma base de filtro para p, que é equivalente a

{A∗
i : i ∈ I} ser uma base local para p.

Resumindo: para qualquer famı́lia {A∗
i : i ∈ I} de vizinhanças de um ultrafiltro não principal

p, unicamente determinar p é essencialmente o mesmo que ser uma base local para p (a menos de

adicionar interseções finitas), que por sua vez só ocorre se, e somente se, a famı́lia correspondente

{Ai : i ∈ I} é uma base filtro para o ultrafiltro p.

Como foi mostrado no Lema 1.16 que nenhum ultrafiltro não-principal em ω é gerado por apenas

enumeráveis conjuntos (em outras palavras, não tem base filtro enumerável), então nenhum ponto em

p ∈ βω \ω tem base enumerável. Logo, βω não é metrizável.

De fato, o seguinte vale. Seja {A∗
i : i<ω} uma coleção enumerável de vizinhanças de p∈ βω \ω .

Então essa famı́lia não irá unicamente determinar p, isto é,⋂
i<ω

A∗
i ⊋ {p};

mas mais é verdade: desde que ignoremos os ultrafiltros principais e trabalhemos com o espaço

compacto βω \ω , afirmamos que o conjunto (fechado)
⋂

i<ω A∗
i tem interior não vazio, isto é, existe

um aberto (básico) A∗ tal que ⋂
i<ω

A∗
i ⊇ A∗.

Note que A deve ser infinito nesse caso, já que cada A finito resulta em A∗ contendo apenas números

naturais (daı́ aparecendo vazio em βω \ω). Então nossa afirmação implica que a interseção de enu-

meráveis vizinhanças de um ultrafiltro não principal ainda tem 22ℵ0 elementos.

Note também que isso é falso dentro de todo o espaço βω; por exemplo, tome Ai = ω \ i para cada

i < ω como contra-exemplo (isto é, os Ai’s geram o filtro de Fréchet); então
⋂

i<ω A∗
i contém cada

p ∈ βω \ω , mas nenhum número natural; como ω é denso em βω , a interseção
⋂

i<ω A∗
i tem interior

vazio em βω; caso contrário
⋂

i<ω A∗
i contém algum número natural, um absurdo.

5.4 Pseudo-interseções revisitadas
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Como podemos encontrar um conjunto A ⊆ ω tal que

⋂
i<ω

A∗
i ⊇ A∗

vale em βω \ω? O seguinte lema irá relacionar isso à noção de pseudo-interseção; lembre-se que

A ⊆∗ B denota “A está quase contido em B”, isto é,

A ⊆∗ B ⇐⇒ |A\B|< ℵ0.

Lema 5.10. Para todos os conjuntos A,B ⊆ ω , vale o seguinte:

(i) A ⊆ B ⇐⇒ A∗ ⊆ B∗.

(ii) A ⊆∗ B ⇐⇒ A∗∩ (βω \ω)⊆ B∗.

Demonstração. (i) Devemos mostrar que

A ⊆ B ⇐⇒ ∀p ∈ βω (A ∈ p ⇒ B ∈ p).

Claramente, se A ⊆ B e A ∈ p para algum ultrafiltro p, também B ∈ p.

Conversamente, se A ̸⊆ B, A\B ̸= /0, então existe um ultrafiltro p ∋ (A\B); então (A\B)⊆ A ∈ p,

mas B ̸∈ p já que B∩(A\B) = /0. Note que no caso em que A\B é finito, o ultrafiltro p que testemunha

a propriedade é necessariamente principal.

(ii) Aqui devemos mostrar que

A ⊆∗ B ⇐⇒ ∀p ∈ βω \ω (A ∈ p ⇒ B ∈ p).

Primeiramente, note que se p ∈ βω \ω , p contém o filtro de Frechet, isto é, todos os conjuntos

cofinitos, daı́ A ∈ p implica A∩ (ω \ n) ∈ p para cada n < ω . Então se A ⊆∗ B, escolha algum n tal

que A∩(ω \n)⊆ B; quando A∈ p para algum p∈ βω \ω , também A∩(ω \n)∈ p, então seu superset

B também estará em p.

Conversamente, se A ̸⊆∗ B, por definição A \B é infinito, então encontramos algum ultrafiltro

não-principal p ∈ βω \ω contendo A\B; como em (i), segue que A ∈ p, mas B ̸∈ p.

Observação. Nós decidimos dar uma demonstração explicita do lema acima. Alternativamente, po-

deriamos ter derivado o resultado de forma puramente algébrica do Lema 5.3 (i) e (ii):

A∗ \B∗ = A∗∩ (βω \B∗)
(2)
= A∗∩ (ω \B)∗

(1)
= (A∩ (ω \B))∗ = (A\B)∗.

Para obter o Lema 5.10, isto é, (ii), lembre-se que A∗ contém ultrafiltros não-principais se, e somente

se, A é infinito. Então A∗ \B∗ contém um ponto de βω \ω se, e somente se, |A \B| = ℵ0, isto é,

A ⊆∗ B, que é o mesmo que a afirmação (ii) no lema.
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Em geral, o mapa A 7→ A∗ é um homomorfismo booleano entre P(ω) e a base clopen B de βω ,

isto é, comuta com todas as operações booleanas de conjuntos como complemento, interseção (como

provado no Lema 5.3), união, diferença de conjuntos, diferença simétrica etc., como mostrado para

diferença de conjuntos na observação anterior. O caso da diferença simétrica

(A∗)△(B∗) = (A△B)∗

novamente nos diz o seguinte. Dado um ultrafiltro não-principal p, não depende de mudanças finitas

no conjunto A se p está em A∗ ou não; se B é igual a A a menos de mudanças finitas, isto é, A△B é

finito, segundo o feito acima, (A∗)△(B∗) contém apenas ultrafiltros principais. Então se trabalharmos

dentro do espaço compacto βω \ω , podemos simplesmente ignorar mudanças finitas de um conjunto

A ⊆ ω quando considerarmos o respectivo conjunto clopen básico (ou vizinhança) A∗.

Trabalhamos no espaço βω \ω agora. Então podemos enunciar a afirmação (ii) do Lema 5.10

simplesmente como segue:

A ⊆∗ B ⇐⇒ A∗ ⊆ B∗ (dentro de βω \ω).

Aqui A∗ na verdade significa “o conjunto de todos os ultrafiltros não-principais contendo A”(agora A∗

é vazio se, e somente se, A é finito).

Lembre-se da noção de pseudo-interseção: um conjunto (infinito) A ⊆ ω é chamado uma pseudo-

interseção da famı́lia {Ai : i ∈ I} ⊆ P(ω) se

A ⊆∗ Ai, para cada i ∈ I.

Devido à relação acima, A ⊆ ω é uma pseudo-interseção da famı́lia {Ai : i ∈ I} se, e somente se, A∗

está contido em cada elemento da famı́lia correspondente {A∗
i : i ∈ I}, isto é,

A∗ ⊆
⋂
i∈I

A∗
i .

5.5 p-pontos do ponto de vista topológico

Agora podemos examinar as caracterı́sticas especiais de p-pontos do ponto de vista topológico.

Lembremos da definição de p-ponto:

Definição 5.11. Um ultrafiltro p ∈ βω \ω é um p-ponto se toda coleção enumerável de conjuntos de

p possui pseudo-interseção dentro de p, isto é, para cada famı́lia enumerável {Ai : i < ω} ⊆ p existe

um conjunto A ∈ p tal que

A ⊆∗ Ai para cada i < ω.
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Como vimos acima, dada uma coleção enumerável {A∗
i : i < ω} de vizinhanças de qualquer ponto

p ∈ βω \ω , podemos encontrar um conjunto aberto não vazio A∗ tal que

A∗ ⊆
⋂
i<ω

A∗
i ,

mas não nos importamos se A∗ pode ser escolhido de forma tal que o próprio ultrafiltro p está em A∗.

De fato, essa é exatamente a propriedade caracterizando p-pontos:

Lema 5.12. Um ponto p ∈ βω \ω é um p-ponto se, e somente se, a interseção de qualquer coleção

enumerável de vizinhanças de p é novamente uma vizinhança de p, isto é, cada coleção {A∗
i : i < ω}

de vizinhanças de p tem uma vizinhança básica aberta A∗ de p tal que

p ∈ A∗ ⊆
⋂
i<ω

A∗
i .

Figurativamente falando, enumeráveis vizinhanças de p podem ser substituı́das por uma única ainda

mais próxima de p.

Demonstração. Use a definição de p-ponto e o Lema 5.10 (ii) para βω \ω .

Em outras palavras, p-pontos são os elementos de βω \ω que “não são aproximados por enu-

meráveis vizinhanças”: a interseção de enumeráveis vizinhanças de p ∈ βω \ω possui interior não

vazio com certeza, mas p é um p-ponto se, e somente se, p em si sempre está no interior de uma tal

interseção; se p não é um p-ponto, pode ser que p esteja na fronteira da interseção (fechada).

Em termos de conjunto fechado correspondente

F =
⋂
i<ω

A∗
i ,

também podemos colocar dessa forma: p é um p-ponto se, e somente se, cada conjunto fechado

enumerável gerado contendo p (isto é, um conjunto que pode ser escrito como interseção enumerável

de conjuntos clopen) é de fato uma vizinhança (fechada) de p.

5.6 A propriedade universal de βω

Como prometido, gostariamos de concluir essa seção mostrando que βω é de fato a assim cha-

mada compactificação de Stone-Čech de ω; para conseguir esse resultado provaremos que βω satisfaz

uma certa “propriedade universal” que caracteriza a compactificação de Stone-Čech de ω (a menos

de isomorfismo).

Vamos começar com uma definição geral de compactificação de Stone-Čech de um espaço to-

pológico em termos dessa propriedade universal:

Definição 5.13. Um espaço topológico X é chamado espaço de Tychonoff se é Hausdorff e satisfaz

a seguinte propriedade: quando F ⊆ X é fechado e x ∈ X \F , existe uma função f : X → [0,1] com

f (x) = 0 e f [F ]⊆ {1}.
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Definição 5.14. Seja X um espaço topológico. Um espaço K é chamado de compactificação Haus-

dorff de X se K é um compacto Hausdorff contendo (uma cópia homeomorfa a) X como subconjunto

denso.

Observação. Pode ser mostrado que um espaço topológico tem uma compactificação Hausdorff se, e

somente se, é Tychonoff.

Definição 5.15. Seja X um espaço Tychonoff. Um espaço compacto é chamado compactificação de

Stone-Čech de X (denotado por βX) se é uma compactificação Hausdorff de X satisfazendo a seguinte

propriedade universal:

(∗) Para cada espaço compacto Hausdorff Y e cada mapa continuo f : X → Y , existe um mapa

continuo unicamente determinado f̃ : βX → Y tal que f̃ |X = f .

Em outras palavras, (∗) diz que qualquer função continua de X para um espaço compacto Haus-

dorff Y pode ser estendido para uma função continua de βX (⊇ X) para Y unicamente.

Enunciaremos o seguinte teorema sem demonstração:

Teorema 5.16. Seja X um espaço de Tychonoff. Então X tem exatamente uma compactificação de

Stone-Čech no sentido da Definição 5.15 (a menos de isomorfismo).

Agora vamos mostrar que βω (como definido na Definição 5.4 e usado ao longo dessa seção) é

de fato a única (devido ao Teorema 5.16) compactificação de Stone-Čech do espaço discreto ω no

sentido da Definição 5.15 (note que ω equipado com a topologia discreta é um espaço de Tychonoff;

de fato, ω pode ser visto como um espaço métrico, e cada espaço métrico é Tychonoff):

Teorema 5.17. O espaço topológico βω é a compactificação de Stone-Čech do espaço discreto ω .

Demonstração. Já provamos antes nessa seção que βω é uma compactificação Hausdorff de ω (veja

Teorema 5.6 e Definição 5.14). Então o que falta mostrar é que βω satisfaz a propriedade universal

(∗) na Definição 5.15.

Seja Y um compacto Hausdorff arbitrário e seja f : ω → Y uma função dos números naturais em

Y (note que a propriedade (∗) deve ser verificada apenas para funções contı́nuas f , mas - no caso-

cada função é contı́nua já que ω carrega a topologia discreta). Vamos definir uma função contı́nua

f̃ : βω → Y estendendo f .

Se existe tal função contı́nua f̃ : βω → Y , é unicamente determinada porque Y é Hausdorff e já

tem valores definidos em ω ⊆ βω , que é um subconjunto denso de seu domı́nio. (Isso é verdade em

geral: é fácil mostrar que cada função continua de um espaço topológico em um espaço Hausdorff é

unicamente determinada pelos seus valores em um subconjunto denso de seu domı́nio).

Para cada ultrafiltro p ∈ βω , considere a expressão⋂
A∈p

f [A],
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onde f [A] denota a imagem de A por f , e f [A] seu fecho topológico no espaço Y .

Nós afirmamos que esse conjunto determina unicamente um ponto no espaço Y :

∀p ∈ βω :

∣∣∣∣∣⋂
A∈p

f [A]

∣∣∣∣∣= 1; (5.1)

assim que mostrarmos isso, podemos definir f̃ (p) como o único elemento de
⋂

A∈p f [A].

Por um lado,
⋂

A∈p f [A] é não vazio já que Y é compacto. Para ver isso, lembre-se da seguinte

caracterização de compacidade: cada coleção de conjuntos fechados com a propriedade da interseção

finita tem interseção não vazia. O conjunto {A : A∈ p}⊆P(ω) tem a propriedade da interseção finita

(já que p é filtro), então o mesmo vale para a famı́lia { f [A] : A ∈ p} ⊆ P(Y ). Como f [A] ⊆ f [A],

também { f [A] : A∈ p} tem a propriedade da interseção finita (e é uma coleção de conjuntos fechados),

o que nos dá ⋂
A∈p

f [A] ̸= /0.

Por outro lado,
⋂

A∈p f [A] não pode conter mais de um ponto já que Y é Hausdorff. Para ver isso,

primeiro mostraremos o seguinte

Lema 5.18. Seja p ∈ βω e y ∈ Y , e seja U(y) a coleção de vizinhanças de y. Então

y ∈
⋂

A∈p

f [A] ⇐⇒ ∀U ⊆U(y) f−1[U ] ∈ p.

Demonstração. Note que

y ∈
⋂

A∈p

f [A] ⇐⇒ ∀A ∈ p ∀U ∈U(y)U ∩ f [A] ̸= /0. (5.2)

⇒) Assuma y ∈
⋂

A∈p f [A] e U ∈U(y). Se f−1[U ] não está em p, ω \ f−1[U ] ∈ p já que p é um

ultrafiltro; mas por (5.2) temos

U ∩ f [ω \ f−1[U ]] ̸= /0,

o que é impossı́vel.

⇐) Assuma y ̸∈
⋂

A∈p f [A]. Segundo (5.2) podemos escolher um U ∈U(y) tal que existe um A∈ p

com U ∩ f [A] = /0; segue que f−1[U ]∩A = /0, então f−1[U ] não está em p (já que A está em p).

Agora é fácil ver que
⋂

A∈p f [A] não pode conter dois pontos distintos de Y (nós usamos apenas

a implicação da esquerda para a direita do lema acima): sejam y1,y2 dois pontos distintos ambos

contidos em
⋂

A∈p f [A]; como Y é Hausdorff, podemos encontrar vizinhanças U1 ∈U(y1) e U2 ∈U(y2)

tais que U1 ∩U2 = /0, usando o lema, obtemos f−1[U1] ∈ p e f−1[U2] ∈ p, que é impossı́vel porque

U1 ∩U2 = /0 implica f−1[U1]∩ f−1[U2] = /0.

Então a prova de (5.1) acabou e a função f̃ : βω → Y pode ser definida por

f̃ : βω → Y p 7→ f̃ (p) ∈
⋂

A∈p

f [A]
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Resta mostrar que a função f̃ : βω →Y é continua e de fato igual a f : ω →Y no domı́nio comum

ω ⊆ βω . Esse último é imediato da definição de f̃ : dado um número natural n ∈ω (isto é, o ultrafiltro

principal p contendo o unitário {n}), temos

f̃ (n) ∈
⋂

A∈p

f [A]⊆ f [{n}] = { f (n)}= { f (n)},

já que {n} ∈ p e cada unitário em um espaço Hausdorff é um conjunto fechado; então f̃ (n) = f (n)

para cada n ∈ ω .

Para mostrar que f̃ é continua, lembre-se que uma função g : X → Y de um espaço topológico

X em um espaço topológico Y é continua se, e somente se, para cada ponto x ∈ X vale o seguinte:

quando V é uma vizinhança de g(x), existe uma vizinhança U de x tal que g[U ] ⊆ V . Pode ser

facilmente mostrado que todo espaço Y compacto Hausdorff é regular (isto é, um conjunto fechado e

um ponto não contido nele podem ser separados por vizinhanças); como consequência, as vizinhanças

fechadas de um ponto y ∈ Y formam uma base local para y, isto é, para cada vizinhança V ∈ U(y)

existe vizinhança fechada V ′ de y tal que V ′ ⊂V .

Então seja p ∈ βω e V ∈ U( f̃ (p)) uma vizinhança de f̃ (p) ∈ Y . Como Y é compacto Haus-

dorff, podemos escolher uma vizinhança fechada V ′ ∈ U( f̃ (p)) com V ′ ⊆ V . Iremos encontrar uma

vizinhança de p tal que sua imagem sobre f̃ está contida em V ′ ⊆V . Pelo Lema 5.18, A0 = f−1[V ′]⊆
ω está em p (note que y ∈

⋂
A∈p f [A], o lado esquerdo do lema, é o mesmo que f̃ (p) = y); então o

conjunto básico clopen correspondente A∗
0 é uma vizinhança de p (lembre-se que A ∈ p se, e somente

se, p ∈ A∗). Afirmamos que A∗
0 é a vizinhança desejada. Seja p em A∗

0 (isto é, A0 ∈ p); temos que

mostrar que f̃ (p) ∈V ′:

f̃ (p) ∈
⋂

A∈p

f [A]⊆ f [A0] = f [ f−1[V ′]]⊆V ′

pois f [ f−1[V ′]] está contido em V ′ e V ′ é fechado, o que termina a demonstração do teorema.

Com essas caracterizações do espaço βω poderemos analisar, na próxima seção, uma aplicação

de p-pontos para determinar a homogeneidade desse espaço.



CAPÍTULO 6

Aplicação em Topologia: a homogeneidade
de βω \ω

Dado um espaço topológico X é uma questão interessante tentar determinar quais propriedades

sua compactificação de Stone-Čech βX possui. No caso particular de βω , a existência de p-pontos

nos permite determinar facilmente que o espaço βω \ω não é homogêneo. Seguiremos [19] para

demonstrar esse fato.

Atualmente é conhecido que βω \ω não é homegêneo em ZFC, sem a necessidade das hipóteses

adicionais que usaremos adiante. Mas a demonstração desse fato exige técnicas de Topologia que

estão além do que foi feito até aqui; o leitor interessado pode consultar [8].

Começaremos mostrando que existem 22ℵ0 ultrafiltros em ω (devida a [19]). Esse é um caso

particular de um resultado mais geral, devido a Pospı́šil, que afirma existirem 22|A| ultrafiltros em um

conjunto infinito A. Sua demonstração pode ser encontrada em [13].

Teorema 6.1. Existem exatamente 22ℵ0 ultrafiltros em ω .

Faremos isso ao construir uma famı́lia de ultrafiltros em ω de tamanho 22ℵ0 . Primeiramente

precisamos de um lema:

Lema 6.2. Existe uma famı́lia F de subconjuntos de ω , com 2ℵ0 elementos, tal que

F1 ∩ . . .∩Fn ∩ (ω \Fn+1)∩ . . .∩ (ω \Fm) ̸= /0

para toda coleção finita de conjuntos distintos Fi ∈ F (i = 1, . . . ,m).

Demonstração. Seja ω a união de conjuntos Ap (p = 1,2,3, . . .), consistindo de 22p
elementos. Para

p fixado, seja q = 2p, e nomeie os elementos de Ap por q-uplas ordenadas (x1, . . . ,xq), onde xi = 0

ou 1; seja Ei o subconjunto de Ap que consiste das q-uplas com xi = 0 (i = 1, . . . ,q). Denote esses 2p

conjuntos Ei por E(t1, . . . , tp), onde tk = 0 ou 1.

69
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Para cada sequência t1, t2, t3, . . . com tk = 0 ou 1, forme o conjunto

E(t1, t2, t3, . . .) = E(t1)∪E(t1, t2)∪E(t1, t2, t3)∪ . . . ,

e seja F a famı́lia de todos os conjuntos assim obtidos; F evidentemente tem 2ℵ0 elementos.

Se F1, . . . ,Fn,Fn+1, . . . ,Fm são elementos distintos de F , existe um inteiro p tal que nenhum par

das sequências correspondentes possuem os mesmos primeiros p termos iniciais t1, . . . , tp. Isso signi-

fica que os conjuntos Gi = Fi ∩Ap (i = 1, . . . ,m) são distintos, e é fácil verificar que

G1 ∩ . . .∩Gn ∩ (Ap \Gn+1)∩ . . .∩ (Ap \Gm) ̸= /0.

Isso prova o lema.

Com isso seguimos para a demostração do Teorema 6.1:

Demonstração. Como ω possui 2ℵ0 subconjuntos, existem no máximo 22ℵ0 ultrafiltros em ω . Por

outro lado, podemos usar a famı́lia F do lema para construir 22ℵ0 coleções G de subconjuntos de

ω , ao considerar cada conjunto F ∈ F , e admitindo ou F ou ω \F em G . Pelo lema, cada G assim

obtido tem a propriedade da interseção finita; aumentando cada G para um ultrafiltro, obtemos 22ℵ0

ultrafiltros distintos.

Generalizando a definição de p-ponto topológico dada na Definição 5.11 para um espaço com-

pacto Hausdorff qualquer, obtemos o seguinte

Teorema 6.3. Se todo ponto de um espaço compacto Hausdorff X é um p-ponto, então X é finito.

Demonstração. Se todo ponto de X é um p-ponto, então a interseção de qualquer famı́lia enumerável

de conjuntos abertos é facilmente verificável ser aberta. Daı́ a união enumerável de conjuntos fecha-

dos é fechada. Segue que todo conjunto enumerável de X é fechado e discreto. Isso é impossı́vel em

um espaço compacto infinito.

Retomando o Teorema 1.21 e o Lema 5.12, além do Teorema acima, podemos enunciar o

Teorema 6.4. Se vale CH, então βω \ω é não-homogêneo.

Demonstração. Sabemos que βω \ω tem um p-ponto Ω1. Como βω \ω é infinito e compacto, o

Teorema 6.3 mostra que βω \ω também contém um ponto Ω2 que não é um p-ponto de βω \ω . É

evidente que nenhum homeomorfismo de βω \ω leva Ω1 em Ω2.

Naturalmente, podemos substituir a hipótese CH no Teorema 6.4 por qualquer outra condição que

nos permita obter um p-ponto, como vimos no Teorema 1.24, Corolário 1.28 e Teorema 1.34.

A seguir apresentaremos um pouco mais da teoria sobre ultrafiltros presente em [19].

Todo ultrafiltro Ω é uma coleção de subconjuntos de ω , e como tal pode ser considerado como

um conjunto parcialmente ordenado, com a ordem parcial dada pela inclusão de conjuntos. Dizemos
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que dois ultrafiltros são do mesmo tipo se são isomorfos como conjuntos parcialmente ordenados.

Pode-se perguntar se quaisquer dois ultrafiltros não-principais em ω são do mesmo tipo. O seguinte

teorema mostra que a resposta é negativa.

Se π é uma permutação de ω (isto é, um mapa bijetor de ω em ω), seja π(Ω) o ultrafiltro que

contém os conjuntos π(E) para todo E ∈ Ω.

Teorema 6.5. Se dois ultrafiltros não-principais Ω1 e Ω2 são do mesmo tipo, então existe uma

permutação π de ω tal que Ω2 = π(Ω1). Existem 22ℵ0 tipos de ultrafiltros não-principais em N;

cada tipo contém 2ℵ0 ultrafiltros.

Demonstração. Se Ω1 e Ω2 são do mesmo tipo, existe uma mapa bijetor f de Ω1 em Ω2 tal que

A ⊆ B implica f (A) ⊆ f (B). Em particular, f (ω) = ω . Seja Hn o conjunto de todos os membros de

ω , exceto n. Os conjuntos Hn são subconjuntos maximais próprios de ω e daı́ são permutados por f .

Defina π tal que π(n) = m se f (Hn) = Hm.

Escolha E ∈ Ω1, seja F = ω \E. Então E =
⋂

n∈F Hn. Seja E ′ =
⋂

n∈F f (Hn). Como f (E) ⊆
f (Hn), f (E) ⊆ E ′. Analogamente, f−1(E ′) ⊆ E. Daı́, f (E) = E ′. Mas ω \E ′ consiste dos inteiros

π(n) (n ∈ F); isto é, ω \ f (E) = π(ω \E). Tomando complementos, obtemos f (E) = π(E), e a

primeira parte do teorema segue.

Como ω possui exatamente 2ℵ0 permutações, o resultado acima mostra que nenhum tipo pode

conter mais de 2ℵ0 ultrafiltros não-principais, do que existem 22ℵ0 tipos.

Para completar o teorema, escolha Ω não-principal e um conjunto A ∈ Ω cujo complemento é

infinito, e seja F a famı́lia de 2ℵ0 subconjuntos infinitos de ω tal que quaisquer dois membros de F

possuem interseção finita (possivelmente vazia); tal famı́lia será construı́da abaixo. Para cada E ∈ F

existe uma permutação de ω que leva Ω para um ultrafiltro que contém E. Elementos distintos de F

originam ultrafiltros distintos dessa forma, de modo que Ω pertence ao mesmo tipo que 2ℵ0 outros

ultrafiltros.

Para construir uma famı́lia F com as propriedades acima, associe a cada sequência x1,x2,x3, . . .

(xi = 0 ou 1) o conjunto E(x1,x2,x3, . . .) que consiste dos inteiros

2n+1 +2nxn +2n−1xn−1 + . . .+2x1 (n = 1,2,3, . . .)

e seja F a famı́lia de todos os conjuntos assim obtidos.

Teorema 6.6. Se Ω1 ̸= Ω2, existe uma permutação π de ω tal que π(Ω1) = Ω1, π(Ω2) ̸= Ω2.

Demonstração. Se Ω1 ̸= Ω2, existe um conjunto E1 ⊆ ω com complemento infinito tal que E1 ∈ Ω1,

ω \E1 ∈ Ω2. Escolha Ω3 ̸= Ω2 tal que ω \E1 ∈ Ω3. Existem conjuntos infinitos E2 e E3 tais que

E2 ∈ Ω2, E3 ∈ Ω3, ω \E1 = E2∪E3, E2∩E3 = /0. Escolha π a permutação de ω tal que π(n) = n para

n ∈ E1, π(n) ∈ E3 se n ∈ E2, π(n) ∈ E2 se n ∈ E3. Esse π tem as propriedades desejadas.
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O teorema anterior possui um corolário interessante. Seja Γ o grupo de todas as permutações em

ω e considere o subgrupo de Γ que consiste das permutações que fixam um Ω dado. Pelo Teorema 6.6

diferentes Ω’s originam subgrupos diferentes, e o Teorema 6.1 mostra que Γ possui 22ℵ0 subgrupos.
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