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C’est par la logique que nous prouvons, mais par lintuition que nous

découvrons.

Henri Poincaré






Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar a nocao de indice de campos de vetores
definidos em superficies compactas e apresentar o Teorema de Poincaré-Hopf, observando

como tal resultado conecta elementos topoldgicos a objetos geométricos.

Palavras-chave: topologia diferencial, indice de campos de vetores, superficies dife-

renciduels.






Abstract

One of the main goals of this project is to study the index of vector fields in compact
surfaces and present the Poincaré-Hopf Theorem, remarking that such a result connects

topological elements to geometric objects.

Key words: differential topology, index of vector fields, smooth surfaces.
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Introducao

Um dos maiores saltos conceituais da matematica foi dado quando René Descartes re-
volucionou a forma como concebemos a geometria, proporcionando diversos avangos nas
ciéncias exatas e na matematica. Podemos associar, como sendo um desses avancos, a
recente teoria de variedades diferencidaveis, que vem ganhando ao longo do tempo inte-
resse dos matemaéticos. Com o intuito de entender melhor este objeto abstrato, podemos
conceber uma superficie como um caso particular de uma variedade diferenciavel, e este

trabalho segue nesse sentido.

Adicionalmente, o estudo de campos de vetores e suas particularidades tem grande
importancia em varios ramos da matematica e diversas aplicacoes praticas, e por esse
motivo vem sendo estudado amplamente. Uma das possiveis formas com a qual podemos
abordar este tema ¢é através dos invariantes topoldgicos, analisando o comportamento de

um campo vetorial na vizinhanca de um ponto singular, ou seja, em uma singularidade.

O indice de Poincaré-Hopf é um dos invariantes que temos para esta teoria, e sem
duvidas um dos mais importantes também, possuindo propriedades, que majestosamente,
une dois ramos distintos da topologia: a Topologia Algébrica e a Topologia Diferencial.
Gracas a Henri Poincaré, obtemos a formulacao desta teoria e sua demonstracao para
o caso 2-dimensional, e sua generalizacao veio através do estudo de Heinz Hopf. Dessa
forma, o resultado obtido desses incriveis trabalhos tem como ponto central o teorema

que ficou conhecido como Teorema de Poincaré-Hopf.

Tal teorema associa a caracteristica de Euler de uma superficie compacta M com a
soma dos indices de Poincaré-Hopf das singularidades isoladas de um campo de vetores

continuo definido em M.

Este trabalho tem como objetivo principal estudar o indice de Poincaré-Hopf de sin-
gularidade de campos de vetores em uma superficie compacta. Dividiremos nosso estudo
da seguinte forma: no Capitulo 1, definiremos uma superficie, assim como a nocao de
orientacao, juntamente com o conceito de deformacao continua; no Capitulo 2, motivare-
mos o estudo dos indices, passando por campos de vetores em R2, definindo o indice de
Poincaré-Hopf para este caso; no Capitulo 3, introduziremos o grau de aplicagoes entre
superficies e discutimos algumas de suas propriedades; em seguida no Capitulo 4, introdu-
ziremos formalmente o grau local, uma ferramenta imprescindivel para a generalizagao do
indice de Poincaré-Hopf; no Capitulo 5, estenderemos a nocao de campos de vetores defi-
nidos no plano para definidos em uma superficie e além disso, definiremos singularidades
nestes campos; no Capitulo 6, definimos o indice de Poincaré-Hopf de um campo vetorial
sobre uma superficie na singularidade e discutiremos algumas de suas propriedades; no
Capitulo 7, definiremos a Caracteristica de Euler de uma superficie compacta e enfim
enunciaremos e demonstraremos o caso bidimensional do Teorema de Poincaré-Hopf; por

fim, o Capitulo 8, contém algumas consideracoes finais.



Apoiamos nosso trabalho fortemente em conceitos e nogoes da Geometria Analitica,
do Calculo Infinitesimal, da Algebra Linear e da Topologia Geral. Por este motivo, o
conhecimento prévio dessas teorias é fundamental para a leitura deste trabalho. Contudo,
a forma como abordamos é tal que procuramos fazer o essencial para o bom entendimento
das questoes tratadas, nao obstante, recomendamos as referéncias indicadas como sendo
uma opcao a quem deseja se aprofundar nestes estudos e esperamos que nosso trabalho

seja uma introducao para tais.



1 Preliminares

Neste capitulo, pretendemos dar uma breve introdugao aos principais conceitos usa-
dos no decorrer do texto, tais como superficies diferenciaveis, orientacao e deformagoes
continuas, procurando fornecer o minimo necessario desses conceitos para uma boa com-

preensao dos resultados dos capitulos seguintes.

1.1 Superficies m dimensionais de classe C*

Vejamos agora o conceito de superficies no espago euclidiano e algumas de suas propri-
edades. Iremos, além de construir alguns exemplos, demonstrar teoremas fundamentais
na construcao dessa teoria. Para podermos definir o que é de fato uma superficie, inicial-

mente precisamos de algumas defini¢oes que apresentaremos na sequéncia.

Definicao 1.1.1. Chamamos de imersao do aberto U C R™ uma aplicacao diferenciavel
f: U — R"™ de classe C*, tal que para todo x € U, a derivada f'(r): R™ — R" é uma

transformacao linear injetiva.

Exemplo 1.1.2. Se [ C R é um intervalo, as imersoes f: I — R" sao caminhos regu-

lares. Exemplificando, a aplicacao

f: R — R?
t— (t* —t, %),

¢ uma imersao de R no plano. De fato, para todo t € R
f'(t) = (3t — 1,2t)

é uma transformacao linear injetiva. Porém a aplicacao f em si nao é injetiva, tendo em
vista que f(—1) = (0,1) = f(1).
A condicao de injetividade da imersao é um fato bastante importante para a teoria.

Nesse sentido, impondo essa condigao temos o que iremos chamar de parametrizacao.

Formalmente temos:

Definicao 1.1.3. Sejam U C R™ e V' C R" abertos. Chamamos de parametrizacao de
classe C* e dimensdao m do conjunto V uma imersio ¢: U — V de classe C*, que seja

também um homeomorfismo de U sobre V.
Observagao 1.1.4. A Definicao supoe, implicitamente, que m < n.

Definigao 1.1.5. Sejam m,n € N tal que m < n. Chamamos de projegao a aplicagao

m R*" — R™

(T1y ey Ty ooy ) > (Tiyy ey T4 ),
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definida a partir da escolha de m indices i1 < --- < i,,, onde cada iy € {1,...,n}.

Exemplo 1.1.6. Seja f: U — R", uma aplicacio de classe C* definida no aberto

U C R™. Consideremos o seguinte conjunto
V ={(z, f(z)) e R™"" |z € U} = graf(f).
Temos que a aplicacao

p: U —V

v — (z, f(2)),

¢ uma parametrizacao de dimensao m e classe C* do conjunto V' C R™". De fato,
consideremos a projecao sobre as m primeiras coordenadas, a aplicacao m: R™™" — R™.
Note que, m o ¢ = idy, e portanto ¢ é um homeomorfismo, tal que a sua inversa é dada

por 7|,,. Agora, aplicando a regra da cadeia, temos que
m oy = idgm,
logo ¢'(z): R™ — R™*™ é injetiva, para todo x € U, portanto ¢ é uma imersao.

Definicao 1.1.7. Dizemos que o conjunto M C R" é uma superficie de dimensao m e de
classe C*, quando para todo ponto p € M, existe uma parametrizacao ¢: U — V N M,
de classe C*, definida no aberto U C R™, p € U, onde V' C R" é um aberto. Dizemos

que dim(M) = m e que M é uma superficie m-dimensional.

Observagao 1.1.8. Dada a parametrizacao , como em particular ¢ é um homeomorfismo,
as vezes trabalharemos com sua inversa. Tal aplicacao sera chamada carta da superficie,
ou seja, dada uma superficie S de dimensao m, e ¢: U C R™ — V C R", temos que

011V — U é uma carta de S.

Exemplo 1.1.9. A partir do Exemplo [1.1.6] podemos concluir que todo grafico de uma
aplicacao C* é uma superficie de classe C*, na qual sua dimensao depende da dimensao

do espaco onde a aplicagao esté definida.

Porém, nem toda superficie diferenciavel é grafico de uma aplicagao. Por exemplo,
veremos mais adiante, que a esfera S™ C R"™! é uma superficie n-dimensional de R"*!,

mas como sabemos nao pode ser dada como grafico de uma aplicacao.

Exemplo 1.1.10. O cone nao é uma superficie diferenciavel. De fato, seja o conjunto

C = {(x,y,z) e R3

2 2 2
z Yy < *
?+§—C—2:0, a,b,CER}
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o cone. Suponhamos que C' é uma superficie de classe C?, ou seja, se z € C, entao existe
um aberto U C R3, onde x € A = U U C e uma bije¢ao continua f: A — B (dado
B = B(y,0) para algum y € R? e § > 0), tais que f~': B — A é continua.

Agora, observe que 0 = (0,0,0) € C. Dessa forma, pelo fato de f ser uma bijegao,
temos que existe y € B, tal que f(0) = y, e também, tal que f~!(y) = 0. Veja Figura
CII0

Figura 1.1: Parametrizagao do Cone.

Logo, podemos considerar o conjunto conexo B\ {y}. De fato, dados a,b € B, tais
que y € {(1—t)a+tb|t €]0,1]}, podemos tomar o ponto ¢ € B, ¢ # y e os caminhos
retilineos ¢ : [0,1] — B e h: [0,1] — B onde ¢(0) = a, g(1) = ¢, h(0) =ce h(l) =b, e
portanto temos o caminho justaposto gVh : [0, 1] — B, onde (gVh)(0) = ae (gVh)(1) = b,
que liga os pontos a e b, de acordo com a Figura [I.1.10]

Figura 1.2: Argumento de conexidade.

E, como para todos os outros pontos de B, temos que existe um caminho ligando-os
(em particular o caminho retilineo), temos que B\ {y} é conexo por caminhos, e portanto
conexo.

Dessa forma, consideremos a restricao f—! . Pelo fato de ser bijecao, temos entao
B\{y}

a aplicagao f~': B\ {y} — A\ {0}, dado que f~'(y) = 0. Agora, como f~! ¢ continua,

temos que a restricao 1 também é continua.
B\{y}

12



Logo, a imagem de B\ {y} pela aplicacio f~! ¢ um conjunto conexo, ou seja,

FHB\{y})

é conexo, o que é um absurdo, pois podemos tomar os conjuntos
O~ ={(w,y2) €A <0} e CF={(x,5,2)€A|z>0),

e observamos que A\ {0} = C~UC*, onde C-NCT =0 =C~NCT, ouseja A\ {0} =

C~ UCT é uma cisao nao trivial, logo A\ {0} é desconexo.

A seguir, estudaremos de que forma podemos encontrar parametrizagoes, levando em
consideracao superficies de classe C*, pois dessa maneira seremos capazes de definir um

difeomorfismo entre superficies. Dessa forma, inicialmente, veja a seguinte teorema:

Teorema 1.1.11. Sejam M C R"™ uma superficie de dimensao m e classe C*, p: Vo —
V' uma parametriza¢ao em M (Vo C R™ aberto e V-C M aberto). Para todo p = ¢(xy) €
V', existe uma projecao m: R* — R™, tal que mo p: Zy — Wy € um difeomorfismo,
onde Zy C Vi aberto, com xg € Zy, e Wy C R™ aberto.

McR?

]Rm

Figura 1.3: Mudanca de coordenada a partir de parametrizagoes.

Demonstragao. Consideremos a matriz jacobiana de ¢ no ponto zo € Vi, Jy(z9) =

13



{a% (xo)] € M,xm(R), ou seja,

8xj

01 o1 D1
8:171( ) 83:2( ) &Em< )
022,y 2220y . D22

T (xo) = | 9% 2 Ops

o(70) . (z0) o (o) . (zo)
6g0n. &pn. 8g0n.
L Oz, (ZEQ) 0T (.To) Oz, (xO)— nxm

Note que J,(zo) tem posto m, ou seja, temos que m linhas desta matriz sdo linearmente
independentes. Tais linhas possuem indices 7; < --- < i, e a matriz formada por essas
linhas tem determinante diferente de zero, ja que sao linearmente independentes, e assim

tal matriz é invertivel, denotaremos

J = [%(mo)] € Mpxm(R).

Lj

Dessa forma, temos que J é a matriz Jacobiana de wo ¢: V[ — R™, pois pela definigao,
os indices i; < --- < i,, definem a projecao m: R* — R™. Portanto, o resultado segue

do Teorema da Aplicacao Inversa. O]

Teorema 1.1.12. Seja M uma superficie m-dimensional de classe C* e p: Uy — U
uma parametrizacao do aberto U C M. Se Vo C R™ é um aberto e £&: Vg — Uy € um

difeomorfismo de classe C*, entdo a composicdo
pol: Vo —V

ainda € uma parametrizacao de U C M.
Definicao 1.1.13. Chamamos a aplicacao £ definida acima de mudanca de coordenadas.

Corolario 1.1.14. Toda superficie de classe C* ¢ localmente o grdfico de uma aplicacdo

de classe C*.

Demonstracao. Nesta demonstragao adotaremos as notagoes do Teorema [1.1.11] e deno-

taremos z € R™ da forma z = (y,v’), com 7(z) = y.

A aplicagao ¢: Wy — W é uma parametrizagao, onde 1) = po (mop)~L. Além disso,

14



para y € Wy, temos:

T(W(y)) =7((po (mop) ) (y))
mo(po(mop)™))(y)
(mop)o(mop) ) (y)

Assim,
T(W(y) =y = V) =7 (y) =z =%y = (v,9).

Portanto, W é o grafico da seguinte aplicacao de classe C*

Fi Wy — R

/

y— fly) =y

]

Teorema 1.1.15. Seja M C R™ uma superficie de classe C* e dimensio m. Se uma
aplicagdao f: Vo — R™ de classe C* definida no aberto Vo C RP € tal que f(Vy) C W,
para algum aberto W C M, parametrizada por ¢: Wy — W, entdo Lo f: Vo — R™

¢ uma aplicacao de classe CF.

McR®

Figura 1.4: Mudanca de coordenada em espacos de diferentes dimensoes.

Demonstragao. Pelo Teoremall.1.11] temos que para cada ponto xy € Vp, tal que f(xy) =
¥ (yo), existe uma projecao m: R" — R™, tal que 7 o ¢ é um difeomorfismo local, entre

uma vizinhanca de g, e um aberto de R™. Assim, nessa vizinhanca, temos que
plof=yTlo(romof=@or )o(rof)=(moyh) T o(mof).
Portanto, ¥ ~! o f é de classe C*. O

15



Corolario 1.1.16. Em uma superficie de classe C*, toda mudanca de coordenadas ™ oy

é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. De Teorema|[l.1.11] temos que ¥~ toy é uma aplicacao de classe C*. Dessa
forma (¢~ 0 )™t = 71 0 1) satisfaz as condi¢oes do mesmo teorema, assim (¢~ o )t

também é de classe C*. O]

1.2 Espaco tangente a uma superficie

Definicao 1.2.1. Dada uma superficie M C R"*! de classe C*, podemos definir para
cada ponto p € M o conjunto 7,,M, chamado de espaco vetorial tangente de M no ponto
p, definido pelos vetores v = N (0), onde A: (—¢,e) — M é um caminho diferenciével tal

que A(0) = p. No entanto, também podemos definir o espago tangente da seguinte forma.

Definicao 1.2.2. Seja M C R" uma superficie de classe C* e dimensao m. Chamamos de
espago vetorial tangente a M no ponto p, o subespago vetorial denotado por T,M C R"
dada pela imagem ¢'(z¢) - R™ da derivada ¢'(zo): R™ — R", onde ¢: Vj — V é uma

parametriza¢ao em M, com ¢(zg) = p.

Proposicao 1.2.3. As Definicoes e sao equivalentes.

Demonstracao. Seja v = N'(0), sendo A: (—&,e) — M um caminho diferencidvel, onde
A(0) = p. Podemos supor, para e suficientemente pequeno, que a imagem de A\ estd
contida na imagem de V de uma parametrizagao ¢: Vo — V C M, com ¢(zg) = p.
Dessa forma, a composigao = @ o X: (—¢,6) — Vj é um caminho diferencidvel em

R™, com p(0) = zg. Sendo u = 1’ (0), basta mostrar que ¢(x) - u = v. Vejamos:

@' (o) - u = @(x0) - (=" 0 A)'(0)
= (pop o N)(0)
= X(0)

= .

Portanto, todo vetor v = A'(0) pertence a imagem ¢(zo)" - R™ de R™ pela derivada de
alguma parametrizacao p: Vo — V, com p € V.

Reciprocamente, se v = ¢'(z9) - u, entdo u = 1'(0), onde p: (—¢,e) — V4 é dada por
w(t) = xo + tu, temos v = N(0), onde A\(—e,e) — V, dada por A(t) = ¢(u(t)), como

queriamos demonstrar. O

Como toda parametrizagdo ¢ é uma imersao, a derivada ¢'(zo): R™ — R™ é uma
transformagao linear injetiva. Dessa forma, Im(¢'(zg)) = 1, M é um subespaco vetorial

de dimensao m em R"™.

16



Definicao 1.2.4. Os vetores

Dy
8:16,-

(z0) = ¢'(wo) - €5, i=1,...,m,
formam uma base de T,,M, chamada base associada & parametrizagao ¢.

Observacao 1.2.5. O espaco vetorial tangente a M no ponto p independe da escolha da
parametrizacao ¢. De fato, sejam p: Uy — U e ¢p: Vj — V parametrizagoes em M, com
UNV #@. Sejaé =y lop: o (UNV) — 1 (UNV) uma mudanca de coordenadas,
com p = 9(z) = ¢(x). Como £ é um difeomorfismo, temos que &'(x)-R™ = R™. Portanto,

pela regra da cadeia, temos
¢'(x) R™ =4/(2) - §'(2) - R™ = ¢'(2) - R™.

Em geral, nao é simples verificar se um subconjunto de algum RP é uma superficie
diferenciavel. Porém, uma importante ferramenta nesta tarefa utiliza o conceito de um

valor regular de uma aplicagao, que apresentaremos a seguir.

Definicao 1.2.6. Seja f: U — R" uma aplicacao diferencidvel, definida no aberto
U c R™™, Chamamos ¢ € R" de valor regular de f, quando para todo z € U, tal que

f(z) = ¢, a derivada f'(x): R™™ — R"™ é um transformacao linear sobrejetiva.

Teorema 1.2.7. Seja c € R"™ um valor reqular da aplicagdo f: U — R", de classe C* no
aberto U C R™™. A imagem inversa M = f~1(c) = {x € U| f(x) = ¢} é uma superficie
de classe C* e dimensdo m em R™™. O espaco vetorial tangente T,M, em cada ponto

p € M, é o nicleo da derivada f'(p): R™™ — R", isto ¢,
T,M = ker(f'(p)).

Demonstracdo. Como M = f~1(c) é localmente o grifico de uma aplicagao de classe C*,
e vimos anteriormente que o grafico de uma aplicacao é uma superficie, portanto M é
uma superficie.

Além disso, parap € M, todo vetor v € T,,M é da forma v = X'(0), onde A\: (—¢,¢) —

M é um caminho diferenciavel, cumprindo a condi¢ao A(0) = p. Logo,

f'(p)-v=(foN)(0)=0,

pois fo A: (—e,e) — R™ é constante igual a c.
Portanto, T,M C ker(f'(p)), como f’(p) é sobrejetiva, esse nicleo tem dimensao m,

logo ¢é igual a T, M. ]
O espaco vetorial tangente 7, M é um subespaco vetorial de R™, e dessa forma, contém
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a origem. Quando desenhamos, fazemos as ilustracoes representando a variedade afim

p + 1T,M que ¢ paralela a T,M e passa por p.

Exemplo 1.2.8. O espaco tangente em um ponto de uma superficie de dimensao zero

consiste do vetor nulo.

Exemplo 1.2.9. O espago tangente T,,U a uma superficie de dimensao n, UC R", é igual
a R".

Exemplo 1.2.10. Considere a aplicacao

f: R SR
n+1

v i,
=1

onde x; é a i-ésima coordenada de z € R"!. Pelo Teorema [1.2.7, obtemos que o conjunto
f7Y1) é uma superficie de dimensao n contida em R""! e além disso observamos que
f71(1) = S™. Adicionalmente, temos que o espago tangente 7,S™ & esfera unitdria S™ é o

complemento ortogonal de p. De fato,

[p]*t = {v e R | (v,p) = 0}

é um subespago vetorial de dimensao n de R™™. Além disso, se v € T,,S™, entdao v = X' (0),
onde \: (—g,6) — S™ é um caminho diferencidvel, com A(0) = p. Diferenciando a

identidade, obtemos

(AD), A1) =1 = 2(N (), A1) = 0 = (XN(1),A(t)) =0
Colocando t = 0, obtemos (v, p) = 0. Portanto, T,S™ C [p]*. Segue que,
L

7,5" = ]

pois ambos possuem dimensao n.

1.3 Nocao de orientacao no espacgo e em superficies

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n. Sejam a = {ui,...,u,} e f =
{v1,...,v,} bases ordenadas de V. Dado um vetor v € V| temos que existem x1, Y1, .. ., ZTpn, Yn €
R tais que:

U:$1u1+"'+xnun:ylvl+"'+ynvn~
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Dessa forma, podemos representar o vetor v, com respeito a base dada. Assim, temos

a seguinte igualdade:

sao as representacoes do vetor v nas bases, respectivamente, o e §. Agora, fazendo o
mesmo processo descrito acima, porém escrevendo cada vetor da base (5, com respeito a

base «, temos:

U1 = G11U1 + -+ -+ Gp1Un,

Up = Q1pl1 + *** F Gppln.
Porém, como vimos anteriormente que v = y,v1 + - - - + Ynv,, temos que
v=yi(aug + -+ apty) + -+ Y@ty + o F apptiy).
Pela comutatividade e associatividade, obtemos:
v=(any + -+ am¥n)ur + -+ (@Y + o GnYn)Un.

E lembrando que v = zju; + - - - + z,u,, obtemos as seguintes n igualdades:

T1 = any + -+ GinYn,

Ty = Ap1Y1 + -+ Cpnln.
Na forma matricial, temos

T1 ai; ... Qip Y1

Tn Ap1 ... Qpp Yn

Definigao 1.3.1. Chamamos a matriz (|1.1]) obtida no processo acima de matriz mudanca

de base 3 para «, e denotamos por [I]7.
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Assim, podemos escrever a igualdade descrita em ([1.1)) da seguinte forma:

[W]a = [112 x [v]s. (1.2)

«

Observagdo 1.3.2. Também podemos denotar a matriz mudanca de base [I]? pelos seus

coeficientes, [I]? = (ay;).

Proposicao 1.3.3. Se o = {uy,...,u,}, 8 = {v1,..., v} ey = {wy,...,w,} sdo bases

ordenadas de V', entdo

Demonstragdo. Sejam [I]5 = (ai;) e [I]} = (bi;). Pela definicdo de base, para cada

J,k=1,...,n, temos que
n n
Wp = Z bijj € Uj = Zazjui.
j=1 i=1
Assim, substituindo a expressao de v; na de wy, obtemos:
n n n n n n
Wp = Z bjk (Z aijui> = Z (Z bjkaijui) = Z (Z aijbjk) Uj. (13)
j=1 i=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1

Agora, seja [I]2 = (¢;;), pelo fato de a ser base, para cada k = 1,...,n, temos que

n
Wp = E CirU;.
i=1

Comparando a igualdade obtida acima com ([1.3)), para cada i,k = 1,...,n, obtemos

n
Cik = E aijbjp.
j=1

Portanto, [I]] = [I]5 x [I]}. O

Podemos dar inicio ao estudo da orientagao no espago. Comecamos com a seguinte

defini¢ao:

Definicao 1.3.4. Dizemos que duas bases ordenadas « e 8 do espaco vetorial V' sao
equivalentes, e denotamos por a ~ (3, quando o determintante da matriz de mudanca de

base de a para [3 é positivo, isto é, se det ([1]3) > 0.

Proposigao 1.3.5. A relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia sobre conjunto das bases

ordenadas de V.

20



Demonstracdo. Sejam «, (3,7 bases ordenadas de V', temos que estao satisfeitas as seguin-

tes propriedades:

«

& é a matriz identidade, assim det ([I]2) =

i) Reflexividade: o ~ «, pois a matriz [I] “

1>0;

it) Simétrica: Se o ~ 3, temos que, como det ([I]7) > 0, a matriz []} é inversivel, e

sua inversa é [I]§, assim

det ([1)3) = — >0,

det ([[]ﬁ)
portanto [ ~ a.

iii) Transitividade: Se o ~ B e 8 ~ =, temos que [I|? = [I]? x [I]}, assim, por proprie-
) ot que [I]3, 0 % 13, , por prop

dade das matrizes,

det ([1]7) = det ([1]5 x [1]}) = det ([1]2}) - det ([1]}) >0,

(03
portanto, a ~ .
0

Proposicao 1.3.6. A relacdo de equivaléncia ~ determina apenas duas classes de equi-

valéncia sobre o conjunto das bases ordenadas de V.

Demonstracao. A prova se apoia na propriedade transitiva da relagdo ~, vejamos: seja

«a e [ duas bases ordenadas, tais que det ([I]g) < 0, ou seja, a e B estao em classes

diferentes. Agora, considere a base ordenada -, temos que:

—[ns
15 =[5 > [113-
Agora, note que, caso det ([I]g) < 0, temos que det ([/]2) > 0, ou seja, a ~ 7. Caso
contrério, det ([/ ]g) > 0, o que implica que [ ~ 7. O

Definicao 1.3.7. Chamamos uma das classes de equivaléncia de orientacao de V.

Observacao 1.3.8. Note que a escolha de uma orientacao de V esta atrelada a escolha
arbitraria de uma classe de equivaléncia. Além disso, como vimos acima, temos apenas
duas classes de equivaléncia sobre o conjunto das bases ordenadas de V', o que implica

que V possui duas orientagoes.

Definigao 1.3.9. Dizemos que o par (V,O) é um espago vetorial orientado, onde O é

uma orientacao do espaco vetorial real V.
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Observagao 1.3.10. Note que foi posto explicitamente que O é uma orientacao de um
espaco vetorial real. Isso se deve ao fato de que conceito de orientagao do espaco vetorial
esta estritamente ligada a relagao de ordem do corpo R, ou seja, nao podemos escolher

um corpo qualquer para estender o estudo da orientacao em um espacgo vetorial.

Definicao 1.3.11. Chamamos as bases que pertencem a orientagao O de positivas, e as

outras sao chamadas de negativas.

Exemplo 1.3.12. O espago euclidiano n-dimensional, o R", possui orientacao canonica,
determinada pela base canonica {ey,...,e,}. Um caso particular é a orientagao em R3, a
chamada “regra da mao direita” ou “regra de Fleming”, amplamente utilizada na Fisica,
especialmente em eletromagnetismo. Outro caso particular, em que podemos ter um apelo

visual, é a orientacdo em R?, veja a Figura [1.3]

\ \
-e —€
Figura 1.5: Orientacao em R2.

Definicao 1.3.13. Sejam o espago vetorial orientado V' n-dimensional e a uma base
positiva de V. Dizemos que o isomorfismo I: V' — V preserva orientacgao, quando I(«)
¢ uma base positiva de V. Equivalentemente, se @ é uma base negativa de V', I preserva
orientagao, quando I(«) é uma base negativa de V. Caso contrario, dizemos que [ inverte

orientacao.

Definicao 1.3.14. Dizemos que o isomorfismo I: V' — V é positivo, quando I preserva

orientacao. Analogamente, dizemos que I é negativo, quando [ inverte orientacao.

Observacgao 1.3.15. Novamente, note que a escolha para o “sinal” do isomorfismo é ar-
bitraria, e estd atrelada com a forma como ele age sobre uma determinada base ordenada

do espaco vetorial considerado.

Definicao 1.3.16. Dizemos que uma superficie S é orientavel, se para duas parame-
trizacoes arbitrarias ¢ e 1 de S, temos que sua mudanca de coordenadas &, é tal que

det((]g) > 0.

22



1.4 Deformacao continua de aplicagoes

Intuitivamente, chamamos de homotopia a deformacgao continua de uma certa aplicacao

em outra. De forma mais precisa:

Definicao 1.4.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Dizemos que as fungoes
fg: X —Y
sao homotdpicas, e denotamos por f ~ g, quando existe uma aplicacao continua
F: X x[0,1] —Y,

tal que F(z,0) = f(z) e F(z,1) = g(x), para todo x € X. Chamamos F' de homotopia.

A seguir, observamos que uma homotopia particiona o espaco das funcoes e apresen-

taremos alguns exemplos para elucidar este conceito.
Proposicao 1.4.2. Ser homotopica é uma relagao de equivaléncia.
Demonstracao. Sejam X, Y e Z espacos topoldgicos. Assim:

i) Reflexiva: definindo F(z,t) = f(x), para todo t € [0, 1], temos que X ~ X;

it) Simétrica: X ~ Y dessa forma, dada da homotopia F', basta tomar a aplica¢ao
continua G(z,t) = F(x,1 —t), para todos z € X et € [0,1];

iii) Transitiva: seja X ~Y e Y ~ Z, e F e G suas respectivas homotopias. Definimos

a aplicagdo H: X x [0,1] — Y, para todo z € X, por:

F(z,2t), se 0
G(z,2t — 1), se % <t

IN

t

IN
—_ N |

H(x,t) =

IN

Devemos verificar a continuidade de H em t = % A direita, temos que:

lim H(z,t) = lim F(x,2t) = F(z,1) = g(x),
t—>%+ t—>%+

para todo x € X, e a esquerda

lim H(z,t) = lim G(z,2t — 1) = G(2,0) = g(x).

1— 1—
t—1 t—1

Logo, H é continua em t = %
Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. O
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Exemplo 1.4.3. Sejam E um espacgo vetorial normado, Y C E um espaco topolégico com
a topologia induzida de F e X um espaco topologico qualquer. Dadas aplicacoes continuas
f,g: X — Y, suponhamos que, para todo x € X, o segmento de reta [f(x), g(z)] esteja
contido em Y. Entao, f ~ g.

De fato, denotando o intervalo [0, 1] por I, basta definirmos H (z,t) = (1—t) f(z)+tg(x)
para obtermos uma homotopia H : X x Y — Y entre f e g.

Em particular, dada uma aplicagao constante

f- X —F

T —c,

toda aplicacao continua g : X — E é homotdpica a f.

Exemplo 1.4.4. Seja S™ a esfera unitaria de R*™!. Dadas duas aplicacoes continuas
f,9: X — S", se f(x) # —g(x) para todo = € X, isto é, f(z) e g(z) nunca sdo pontos

antipodas, entao f ~ g.

Proposicao 1.4.5. Sejam X, Y e Z espacgos topoldgicos, consideremos aplicacoes f, [ :

X =Y eg,q:Y — Z continuas. Se f~ f' eg~g, entio go f~g o f.

Demonstragao. Seja I = [0, 1], denotemos por H : X x I — Y uma homotopia entre f
e ffepor K : Y x I — Z uma homotopia entre g e ¢’. Definindo L : X x I — Z por
L(z,t) = K(H(x,t),t), temos que L é uma homotopia entre go f e ¢’ o f'. O

Existe uma estreita relacao entre homotopia e o problema de estender continuamente
a todo o espaco uma aplicacao continua definida num subconjunto fechado desse espaco.

Um exemplo disto pode ser visto na seguinte proposicao.

Proposicao 1.4.6. Sejam X um espaco topoldgico e B, (0) a bola fechada de centro 0 e
raio 1 de R"*'. Uma aplicacdo continua f : S* — X estende-se continuamente a B,(0)

se, e somente se, € homotopica a uma constante.

Demonstragao. Denotemos por I o intervalo [0, 1] e consideremos a aplicagao

@: S" x I — B,(0)
(x,t) — (1 —t)z

que é continua, sobrejetora e igual a 0 em S™ x I. Se f : El(O) — X é uma extensao

continua de f : S” — X, entao
H=fop:S"xI—X

é uma homotopia entre f e a aplicacio constante g : S” — X, definida por g(x) = f(0).

Reciprocamente, suponhamos que H : S" — X seja uma homotopia entre f e uma
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aplicacdo constante g : S* — X, dada por g(z) = p, para todo x € S". Seja a aplicagao
f:S"™ = X definida da seguinte maneira:

f($)={ H(\;_I’l_|x|>, se 0,

p, se x =0.

Assim, temos que f é continua e f lsn = f. H
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2 Campo de Vetores e o Indice de Poincaré-Hopf

Diversos fenomenos fisicos podem ser estudados através de campos de vetores, pois
estes podem representar, por exemplo, campos de velocidade, como a velocidade dos
ventos e das correntes oceanicas, o que justifica o interesse em estudar tais objetos com

mais cautela. Vejamos uma breve introducao sobre este conceito.

2.1 Campos de vetores em R?

Comecamos nosso estudo com a seguinte definicao.

Definigao 2.1.1. Seja U C R? aberto. Chamamos uma aplicacao

v: U — R?

(z,y) — v(z,y) = (012, y), va(z,y)),
de campo de vetores em U.

Dizemos que o campo v: U — R? é continuo, diferenciavel ou de classe C* em p € U
se suas funcoes coordenadas sao, respectivamente, continuas, diferenciaveis ou de classe

CFempeU.

Exemplo 2.1.2. Considere a funcao diferenciavel

f:R* —R
2 3
(ey) — L - S +a

e o campo de vetores

v: R? — R?

) (ot =G ) = e 1)

Podemos observar, na Figura[2.1] que v se anula nos pontos (—1,0) e (1,0).
De forma mais geral, podemos definir o seguinte conceito:

Definigao 2.1.3. Sejam U C R? aberto e v um campo de vetores em U. Dizemos que

um ponto p € U é uma singularidade de v quando v(p) = 0.

Podemos ainda adicionar mais uma propriedade na singularidade p € U do campo

vetorial v, o fato dela ser isolada no seguinte sentido:
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Figura 2.1: Campo de vetores v em R? do Exemplo [2.1.2

Definigao 2.1.4. Sejam U C R? aberto e v um campo de vetores em U. Dizemos que
p € U é uma singularidade isolada de v, quando p é uma singularidade de v e existe uma

vizinhanga de p € V, tal que para todo ponto z € V' \ {p}, temos que v(z) # 0.
Uma aplicacao primordial para este estudo ¢ a chamada aplicacao de Gauss.

Definigao 2.1.5. Sejam U um subconjunto aberto de R? e v: U — R? um campo de

vetores com uma singularidade isolada p e S. C U a esfera 2 dimensional centrada em p

e raio € > 0. Chamamos a aplicacao

v: S, — S?
_ vz
[v()]]

x — (z)

de aplicagao de Gauss.

Observe que a aplicacao de Gauss v transforma vetores dados pelo campo v em vetores

unitarios de R2.

2.2 Indice de Poincaré-Hopf

A seguir, apresentaremos um conceito importante para o estudo do grau topolégico, a

nocao de orientacao sobre circunferéncias.

Definigao 2.2.1. Sejam um conjunto aberto U C R? e um campo de vetores v: U — R?
com uma singularidade isolada p. Se a aplicacao de Gauss 7 percorre a circunferéncia S?
no sentido anti-horario quando o campo v percorre a circunferéncia S, no sentido anti-

horério, diremos que 7 percorre S* positivamente. Caso contrario, diremos que «y percorre

ST negativamente.
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Observagao 2.2.2. A orientacao das circunferéncias consideradas sera sempre a induzida
pela orientacao de R?, e esta por sua vez serd a orientada positivamente pelo sentido

anti-horario (orientado positivamente pela base canénica).
Utilizando os conceitos acima temos a importante definicao de indice de Poincaré-Hopf,

como apresentaremos a seguir.

Definigao 2.2.3. Sejam um conjunto aberto U C R? um campo de vetores v: U — R?
com uma singularidade isolada p e S, C U uma esfera centrada em p e raio € > 0. O indice
de Poincaré-Hopf é o nimero de voltas positivas menos o nimero de voltas negativas que
a aplicacdo v faz em torno de S* quando v percorre toda a circunferéncia S.. Denotamos
este indice por Indpy(v,p). Veja a Figura 2.2}

Inden(v,a)=1 Indpy(v,a)= -1 Indpu(v,a)= 2

Figura 2.2: Exemplos do Indice de Poincaré-Hopf.
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3 Grau Topoldgico

O numero de voltas positivas menos o nimero de voltas negativas como visto na De-
finicao [2.2.3] é também é chamado de grau da aplicacao de Gauss. Assim, o conceito
do indice de Poincaré-Hopf pode ser estendido para campos de vetores definidos em su-
perficies m-dimensionais. Para tanto, utilizamos o conceito de grau de uma aplicacao
diferenciavel prépria f: M — N, onde M e N sao superficies diferenciaveis orientaveis

de mesma dimensao (finita).

3.1 Aplicagoes Proprias
Inicialmente, definimos uma aplicacao prépria.

Definicao 3.1.1. Diremos que um espaco topologico X é localmente compacto, se cada

x € X admite uma base de vizinhancas compactas.

Definicao 3.1.2. Sejam X e Y espacos topolédgicos localmente compactos. Dizemos que
uma aplicacao continua f: X — Y é propria, quando dado um subconjunto compacto

K C Y, asuaimagem inversa f~!(K) é um subconjunto compacto de X.
Exemplo 3.1.3. A funcao

ffTR—R

T — 22,

¢é propria. De fato, dado um subconjunto compacto K C R, sabemos que K ¢é fechado e
limitado. Dessa forma, como a funcio f é continua, segue que f~!(K) é um subconjunto
fechado de R e como f~1([0, R]) = [-v/R,V/R], para R > 0 qualquer, temos também que

f7HK) é compacto. Portanto, f é uma funcao prépria. No entanto, a restricao

g: (07 1) — [07 1]
T — 12,
nao é prépria, pois g~ ([0, 1]) = (0, 1) nao é fechado, logo nao serd compacto.
Temos alguns resultados iniciais.

Proposicao 3.1.4. Se X ¢ um espaco topologico compacto e Y € um espaco topoldgico

localmente compacto Hausdorff, toda aplicagcao f: X — Y continua é propria.

Demonstracao. Para todo compacto K C Y, temos que como Y é Hausdorff, K é fechado
em Y, e como f é continua, f~!(K) é fechado em X e por sua vez como X é compacto,

f7HK) é compacto, como queriamos demonstrar. ]
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3.2 Aplicacao Diferenciavel entre Superficies

Vejamos agora, como podemos estender a nossa nocao de diferenciabilidade para

funcoes que nao estao definidas no espago euclidiano, mas sim em superficies.

Definicao 3.2.1. Sejam M, N superficies e uma aplicacao f: M — N. Dizemos que f
é diferenciavel em p € M se existem parametrizagoes ¢: Uy — Vi de M e ¢: Uy —> V4
de N, ambas de classe C*, k > 1, tais que f(V1) C Vo e

w_lofoap:Ul—>U2

é diferencidvel em x = ¢~ *(p). Neste caso dizemos que f é de classe C*.

Observacao 3.2.2. A definicao de aplicacao diferenciavel entre superficies nao depende da
escolha das parametrizacoes. De fato, suponha que @: Uy — Vi e ¢: Uy — Vj sdo,

respectivamente, parametrizacoes de M e N. Sejam

P=po& e p=1pofy, (3.1)

onde &; e & sao mudancas de coordenadas. Temos que

1

U ofoP=(Yo&) lofo(pol) =& oY ofop)og

L —-1 — ., _
Da relacao acima, observamos que 1) o f o é diferencidvel se, e somente, se 1) "!o f o .

Definicao 3.2.3. Seja f: M — N uma aplicagao diferenciavel. Dizemos que a derivada

de f no ponto p € M é a transformacao linear

dpfi TpM — Tf(p)N
v d,f(v) = (fo A)(0),

sendo v = X'(0), para algum caminho A: (¢,6) — U, onde U C M ¢é aberto e A(0) = p.
De fato, d,f ¢ linear, pois dada uma parametrizacao de M, ¢: Uy — U, tal que
() = p, temos que v = ¢'(xp) - vy, sendo vy € R™, e que d, f(v) = (f o )" (z0) - vo.
Definicao 3.2.4. Sejam M uma superficie m-dimensional e N uma superficie n-dimensional.
Dada f: M — N uma aplicagao diferenciavel, dizemos que
i) f ¢ uma imersao em p € M, se a aplicagao derivada d, f é injetiva (portanto n > m)
em p € M, ou equivalentemente, o posto da matriz jacobiana [J¢(p)]nxm € igual a

m;

ii) f é uma submersao em p € M, se a aplicacdo derivada d,f é sobrejetora (portanto
m > n) em p € M, ou equivalentemente, o posto da matriz jacobiana [J¢(p)]nxm €

igual a n.
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Também podemos definir o que é um valor regular da aplicacao f.

Definicao 3.2.5. Seja f: M — N uma aplicacao de classe C*, £ > 1. Um ponto p € N
é chamado de valor regular de f, se para todo ¢ € f~'(p), a derivada d,f: T,M — T,N
é sobrejetiva, ou seja, f é uma submersao em ¢. Dizemos que o ponto ¢ é um ponto

regular de f.

Definicao 3.2.6. Se em p € M, a aplicagao f: M — N nao ¢ imersao nem submersao,

entao dizemos que p é um ponto singular de f e f(p) um valor singular de f.

Teorema 3.2.7. Sejam M e N uma superficies m-dimensional e n-dimensional, respec-
tivamente. Se f: M — N € uma aplicacdo diferencidvel e p € N é um valor reqular de

f, entio f~Y(p) = P € uma subsuperficie (m — n)-dimensional e dado q € P,
T,P = ker(d,f).

Este fato segue como corolario de um teorema de mesmo enunciado, porém no contexto

de variedades diferencidveis. Sua demostragao pode ser encontrada em [9].

Teorema 3.2.8 (Teorema de Sard). Se f: M — N ¢é uma aplicacio de classe C*, entdo

o subconjunto dos valores requlares de f € denso em N.

A demonstracgao pode ser encontrada em [5].

3.3 Grau de uma aplicacao

Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas e f: M — N uma aplicacao
diferenciavel prépria. Como a superficie N é um espaco Hausdorff, pois herdou a topologia
do R", dado p € N, temos que K = {p} é um subconjunto fechado e limitado em N, logo
compacto de N. Como f é prépria, f~!(p) é um subconjunto compacto de M.

Agora, caso p seja um valor regular de f, temos, como dim(M) = n = dim(N), pelo
Teorema , que f~'(p) é uma superficie 0-dimensional de M, ou seja, é um conjunto
formado por uma quantidade finita de pontos de M. Dessa forma, podemos definir o grau

da aplicacao f relativo a um valor regular p.

Definicao 3.3.1. Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas e f: M — N
uma aplicacao diferenciavel. Dado um valor regular p € N de f e o ponto regular
q € f~!(p), dizemos que o ponto g é positivo, se o isomorfismo d,f: T,M — T,N
preserva a orientagao, e se caso contrério, ou seja d, f: T, M — T}, N inverte a orientagao,

dizemos que o ponto g é negativo.

Definigao 3.3.2. Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas e f: M — N uma
aplicacao diferencidvel prépria. Dado um valor regular p € N de f, definimos o grau da
aplicagao f relativamente ao valor regular p, e denotamos por gr,(f) como sendo nimero

de pontos positivos menos o nimeros de pontos negativos em f~1(p).
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Observagio 3.3.3. Se p € N é tal que f~*(p) = @, entao p, por vacuidade, é valor regular
de fegr,(f)=0.
Observagao 3.3.4. Note que, como ambas as superficies M e N possuem mesma dimensao,

a aplicacao d,f ¢ um isomorfismo.

Exemplo 3.3.5. Consideremos a funcio f: R — R dada por f(z) = 2% Para todo

h € R, a derivada em f em h ¢é a aplicacao linear

dpf:R—R
x — 2hx.

Assim, temos as seguintes possibilidades para a imagem inversa de h:

i) Se h > 0, entdao h é um valor regular de f e f~!'(h) = {—\/ﬁ, \/E}, além disso a
transformacao derivada
d_yif(x) = —2Vha

¢ sobrejetora e inverte a orientagao, enquanto que
df(x) = 2V ha

é sobrejetora e preserva a orientagao. Portanto, gr,(f) =1—1=0;
i) Se h =0, entao d 5 f = 0. Portanto, h = 0 nao ¢ valor regular de f;
ii) Se h < 0, entao f~!(h) = O e, consequentemente, gr,(f) = 0.
A partir desta anélise, podemos concluir que gr;,(f) = 0.

Observamos também que a conexidade da superficie do contra-dominio é uma propri-
edade primordial para a nossa teoria, pois caso contrario o grau de f relativo a um dado

valor regular poderia assumir diferentes valores. Vejamos um caso em que isso ocorre.

Exemplo 3.3.6. Considerando a fungao f: (0,1) — (—1,0)U(0, 1) dada por f(z) = 2.

Temos os seguintes casos:
i) Se h < 0, entao f~'(h) = @, logo gr,(f) = 0;

i) Se h > 0, como vimos anteriormente, f~*(h) = {v/h}, e pelo Exemplo m, temos
que grp,(f) = 1.

Proposicao 3.3.7. Sejam M, N superficies n-dimensionais. Se f: M — N € uma
aplicagdo propria de classe C1, entdo o subconjunto R C N formado por todos os valores

requlares de f € aberto em N.
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Demonstrag¢ao. Consideremos Ry C N, da seguinte forma
Ri={peN | p é um valor regular de f e f~'(p) # O}.

Vamos mostrar que dado p € Ry, p é um ponto interior de R;. Vejamos, para cada p € Ry,
temos que f~!(p) é uma superficie compacta 0-dimensional de M, ou seja, f~!(p) é um

subconjunto formado por uma quantidade finita de pontos, seja

f'p) = {p1.pas--..pr} C M.

Além disso, para cada p; € f~'(p), como p é um valor regular, e consequentemente
pi ¢ um ponto regular, do fato que dim(M) = dim(N) = n, segue que a aplica¢ao
dp, f: Tp,M — T,N é um isomorfismo.

Assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhangas abertas de p;, U,, C M,

tais que Uy, NU,, = O para i # j, e de p, V,,, C N, tais que
f: Upz‘ — Vpi

¢ um difeomorfismo. De fato, o Teorema da Funcao Inversa fornece vizinhancas V; e V;, de
pi € p;, respectivamente. No entanto, até o momento nao garantimos que tais vizinhancas
sejam disjuntas. Nao obstante, M ¢ Hausdorff, entao existem H; e H; abertos de M tais

que p; € H;, pj € Hj e H;N H; = . Dessa forma, temos que

sendo U, e U, abertos disjuntos de M tais que U, C V; e U,, C V;. Portanto, dado
que f:V; — V,, é um difeomorfismo, sua restrigdo f: U; — f(U;) também é um

difeomorfismo.

é

Agora, considerando que a aplicacao f é de classe C'!, para cada i, a derivada 3
T

continua, logo a aplicacao determinante abaixo também sera:

det: M — M,(R) — R
x— Jy(z) — det([J;(2)]).

Temos que det(x) # 0, para todo = € U,,, ou seja, todos os pontos z € U, sdo pontos

regulares de f, sendo i = 1,2,..., k. Dessa forma, tomando

temos que V' é um vizinhanca aberta de p contida em R;, pois como observamos anteri-
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ormente, todo ponto ¢ € V' é um valor regular de f. Portanto, p é um ponto interior de
Ry, e segue que Ry é aberto.

Consideramos agora, Ry C N o conjunto tal que

Ry={peN|f(p)=0}.

Suponhamos que exista p € R, tal que p nao é um ponto interior de Ry, ou seja, que
exista um aberto V,,, p € V,,, tal que V,, ¢ Ry. Iremos construir a sequéncia {y, }nen em
N, tal que y, — p e y, € R, para todo n € N. Dessa forma, temos o seguinte conjunto

compacto
K = {{yn}nen Up}.

Como, por hipétese, f é uma aplicacdo prépria, temos que f~1(K) = K é um subconjunto
compacto de M, e como f é continua, o conjunto f(K) é um compacto de N, o que é um
absurdo, pois f(K) = {y, |n € N}, ji que p € Ry, ou seja, f~(p) = @. Dessa forma,
todo ponto p € Ry é interior a Rs, e segue que Ry é aberto.

Assim, Ry U Ry = R é um aberto de N, como queriamos demonstrar. O

Até o presente momento, nosso estudo foi feito levando em consideracao que o niimero
gr,(f) depende do valor regular tomado. Nao obstante, seria interessante definir o grau
de uma aplicagao f independente do valor regular considerado.

Nesse sentido, os préximos resultados visam essa independéncia, para podermos entao
ter uma boa definicao do grau topoldgico de uma aplicagao. Inicialmente, veremos que
se p e q sao valores regulares de f, entao gr,(f) = gr,(f) se p e ¢ estdo suficientemente

“préoximos”.

Lema 3.3.8. Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas com N conexa. Se
f: M — N é uma aplicagao diferencidvel propria, entao dado um valor reqular p € N,

existe uma vizinhanga aberta V- de p, tal que para todo q € V', q € um valor reqular e

gr,(f) = gry(f)-
Demonstracao. Temos os seguintes casos:

i) Seja f~1(p) = @. Como mostrado anteriormente {p € N | f~1(p) = @} é aberto, e

consequentemente

gr,(f) = gr,(f),
para todo {p € N | f~(p) = O}.

i) Caso contrario, seja f~'(p) # @. Temos que

F7®) = {p1, 2, - - 1}
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para algum r € N. Além disso, como cada p; é ponto regular de f, segue que existem

vizinhangas abertas W; de p; e V; de p, tais que
f: W, —V

¢ um difeomorfismo. Agora, sejam

Note que p € V;, para todo i = 1,2,...,r, logo p € V. Vamos mostrar que existe

uma vizinhanca aberta de p, V C V, tal que
ffVvycw.

Suponhamos que f~1(V) ¢ W, para todo V C V, satisfazendo p € V. Seja
p: U — R"

uma carta de N, tal que V-C U e ¢(p) = 0 € R™. Como p € V, temos que (V) = A

¢ um aberto de R™ que contém a origem.

Agora, construiremos uma sequéncia da seguinte forma: para cada n € N conside-

ramos a bola aberta B (0, %), de centro 0 € R" e raio % Logo,
ot (B(O, %) N A)
¢ uma vizinhanca de p em N, portanto
FH e (B, ;)N A) ¢ W,

logo podemos tomar x,, tal que z,, € W, para cada n € N. Dessa forma, temos a
sequencia

{Zp}nen € x, € W para todo n € N.

Assim, seja a sequéncia {y, }nen, dada por y, = f(z,), n € N. Note que
p(f(wn)) € B0, ),
para todo n € N, logo

o(f(rn)) — 0= f(z,) — 90_1(0> = Yn — D
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Vamos supor que U; é uma vizinhanca de p, tal que U; é compacto. Como observado
anteriormente, y, — p, assim podemos supor y, € Uj, para cada n € N, o que

implica que z,, € f~(U,), dado n € N.

Segue que f~!(U;) é compacto, pois f é uma aplicagao prépria. Logo, podemos
admitir que x,, — x € M, caso contrario, podemos recorrer a uma subsequéncia

de {z, }nen, € assim
f@)=f (}3&%) = lim f(z,) = limy,, = p.

Como p € N é um valor regular, segue que x € M é um ponto regular, assim x = p;
para algum ¢ = 1,2,...,r. Agora, como W é aberto e x,, — x, temos que, para

algum n suficientemente grande, x,, € W, o que é um absurdo pela construgao de
{xn}neN
Por fim, concluiremos a demonstracao mostrando que existe uma vizinhanca aberta

V de p, tal que para todo q € V, f71(q) = {q1,q2, ..., 4}, ou seja, f~1(q) possui r

pontos, onde ¢; € W; para cada i = 1,2,...,r, em outras palavras:
g = f"g) N W,

Considerando V', como sendo o conjunto obtido pela construgao anterior, temos que
para todo g € V', e todo W,

fHa)nW; # 0,

e como f é biunivoca em W;, segue que f~!(q) N W; possui apenas um ponto, seja

¢, parat=1,2,...,r. Como,

oy cw=Um,

=1

segue que temos apenas r pontos regulares em f~1(g). Por fim, como W; é conexa,
pois caso contrario consideramos a componente conexa de W; que contém g;, todos
os pontos de W; tém o mesmo “sinal” relativamente a f (veja o Teorema [3.3.9)),

portanto

gr,(f) = gr (/).
O

Teorema 3.3.9. Sejam M e N superficies m-dimensionais orientadas, com M conexa.
Se f: M — N ¢ um difeomorfismo local, entao d,f: TyM — Ty, N € positivo ou €
negativo para todo x € M.

36



Lema 3.3.10. Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas, com N conexa e
f: M — N uma aplicagdao prépria de classe Ct. Se p e q sdo valores requlares de f que

pertencem a um mesmo aberto V. .C N, que é homeomorfo a R" através de uma carta,
entdo gr,(f) = gr,(f).
Podemos encontrar a demonstracao desse fato em [5].

Teorema 3.3.11. Sejam M, N superficies n-dimensionais, orientadas, com N coneza
e f: M — N uma aplicacio prépria de classe C1. Entdo, o grau gr,(f) independe do
valor regular p € N.

Demonstracao. Consideremos dois valores regulares de f e sejam p,qg € N. Como N é
conexa e também localmente conexa, segue que N é conexa por caminhos. Logo, existe
um caminho v: [0, 1] — N, tal que v(0) = p e y(1) = q.

Dessa forma, como o conjunto ([0, 1]) é compacto, dada uma cobertura de ([0, 1])
por vizinhangas coordenadas (tal cobertura existe, pois N é uma superficie), podemos
extrair uma subcobertura {Vi, Vs, ..., V;} finita de ([0, 1]) por vizinhangas coordenadas.

Agora, considerando a subcobertura {V;, Vs, ..., Vi}, sejam p = ag e ¢ = a,, vamos
tomar pontos ay, as,...,as 1, tais que a;_1,a; € V;, paracada i = 1,2,... n. Além disso,
como N é conexa, podemos considerar que cada vizinhanca é difeomorfa a R", e caso
precise, podemos deslocar a;_; e a; em V;, para que cada a; seja um valor regular de f.
O que garante essa passagem é o Teorema m (Teorema de Sard).

Considerando o difeomorfismo ¢: V; — R"™, sendo b;_; = p(a;_1) e b; = v(a;), pelo
Lema (3.3.10 obtemos

gr,_, (po f) =gn,(pof).

Porém, V; é conexa e ¢ é um difeomorfismo, entao todo ponto v € V; tem o mesmo sinal

relativamente a ¢, o que implica que

gra, ., (f) = gre, (f),

parat=1,2,...,s. Portanto,
gr,(f) = gr,(f).
0

Agora, em posse do Teorema|3.3.11], podemos definir o grau de uma aplicacao f: M —
N prépria de classe C*.

Definicao 3.3.12. Dados M e N duas superficies diferencidveis n-dimensionais, orien-
tadas, com N conexa e f: M — N uma aplicacao prépria de classe C*!, chamamos de

grau de f o ntmero
gr(f) = gr,(f)

onde p € N é um valor regular qualquer da aplicacao f.
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3.4 Resultados e aplicacoes de grau

Levando em consideracao a Definicao |3.3.12] resulta do Teorema [3.3.11] a seguinte

proposicao:

Proposicao 3.4.1. Sejam M e N duas variedades diferencidveis n-dimensionais, orien-
tadas, com N conexa e f: M — N uma aplicag¢io propria de classe Ct. Se gr(f) # 0,

entao f € sobrejetora.

Demonstragdo. Se existe um y € N tal que f~!(y) = O, entao y seria um valor regular

de f, e como sua pré-imagem é vazia, por definigao gr(f) =0, o que é um absurdo O
Temos também o seguinte resultado envolvendo homotopia de aplicagoes proprias.

Teorema 3.4.2. Sejam M e N duas variedades diferencidveis n-dimensionais, orienta-
das, com M compacta e f,g: M — N, aplicagoes préprias de classe C* que admitem o

mesmo ponto p € N como valor reqular. Se f e g sao homotdpicas, entao gr(f) = gr(g).

Teorema 3.4.3 (Teorema Fundamental da Algebra). Sep: C— C € um polinomio de

grau n > 1, entao p € sobrejetor.

Demonstracao. Identificando o conjunto dos ntimeros complexos C com R?, a derivada

do polinémio p em um ponto z € C
d,p: R? — R?

é uma transformacao linear que consiste na multiplicacao por um numero complexo.
Assim d,p = 0 ou o determinante jacobiano det[J,(z)] > 0. Logo, se o ponto w € C é
um valor regular de p, entao gr, (p) é o nimero de elementos em p~'(w). Sem perda de
generalidade, suponhamos que p(z) = 2" + ¢(z), onde ¢ é um polindémio de grau menor

ou igual a n — 1. Vemos que a aplicacao

H:Cx[0,1] — C
(z,t) — 2" 4+ (1 — t)q(2),

¢ uma homotopia entre p e o polinémio ¢: C — C, dado por

p:C—C

z — 2",

Agora, como para todo a # 0 em C, a equagao z" = a tem exatamente n raizes, assim

gr(¢) = n, e pelo Teorema [3.4.2] gr(p) = n. Portanto, pela Proposigao temos que p
é sobrejetor. O]
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4 O Grau Local

Neste capitulo introduziremos uma nova ferramenta que auxiliard o estudo de cam-
pos de vetores, o chamado grau local de uma aplicacao. Para definir propriamente este
conceito, retomaremos ao grau definido previamente, vendo algumas novas propriedades

e exemplos.

4.1 Propriedades e Exemplos

Inicialmente, temos como consequéncia direta da Proposicao [1.4.6/0 seguinte exemplo.

Exemplo 4.1.1. Seja B;(0) C R"*! a bola fechada de centro 0 C R” e raio 1. Segue da
Proposicao|l.4.6|e do Teorema|3.4.2| que, uma aplicacao continua f: S™ — S™ estende-se

continuamente a uma aplicagao g: B;(0) — S™ se, e somente se, f é homot6pica a uma

funcao constante.

Teorema 4.1.2. Sejam M, N e P superficies diferencidveis n-dimensionais, orientdveis
com N e P conexas. Dadas f: M — N e g: N — P aplicacoes préprias de classe C*,

entao

gr(go f) = gr(f) - er(g)-

Demonstrag¢ao. Sejam A, B C P os conjuntos dos valores regulares de g e g o f, respecti-
vamente. Como vimos anteriormente, o conjunto dos valores regulares de uma aplicagao
¢ um aberto, desta forma, pelo Teorema de Sard, existe p € P tal que p € AN B, ou seja,
é valor regular de g e de g o f simultaneamente.

Suponhamos, inicialmente, que (go f)~!(p) = @, temos g~ *(p) = @ ou f~ (g7 (p)) =
@. De qualquer forma, a igualdade gr(g o f) = gr(f) - gr(g) estd satisfeita.

Agora, caso (go f)7'(p) # O, seja g~ '(p) = {p1,...,pr}. Dessa forma para todo
1 =1,...,7, temos que p; € P éum valor regular de f, pois como N e P sao n-dimensionais

(dim(N) = dim(P))), segue que
dyg: T, — T,P

é um isomorfismo. Assim, temos para cada p; € g~*(p), consideramos o conjunto f~(p;) =

{pi1, .- Dis; }, € desta forma, temos

(gof)_l(p):{pzjhzl,,Tejzl,,sz}

Notamos que o sinal de p;; relativamente a go f ¢ o produto do sinal de p;; relativamente
a f pelo sinal de p; = f(p;;) relativamente a g.

Agora, vamos determinar o sinal dos pontos regulares relativos a f e a g, isto é, seja
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g; o sinal de p; relativamente a g, portanto

1, p; positivo;
g, =
—1, p; negativo,

e 0;; o sinal de p;; relativamente a f e p;; o sinal de p;; relativamente a g o f, definidos de
maneira analoga a ¢;.

Portanto, temos

Si

gr(g) = Zfi e gr(f)= Zéij-

i=1
Agora, observando que o cédlculo do grau independe do valor regular tomado, ou seja,

independe de 7, juntamente com o fato de que p;; = ¢;; - €;, temos

T84

gr(go f) =Y pi

1,j=1

> ()
=1 =1

:Zgr(f)'éi

:gr(f)'z&'

i=1
=gr(f) - gr(9),
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 4.1.3. Seja S* a circunferéncia unitéria do plano R%. Dado n € Z, consideremos
a aplicagao
fo: St — S
(cos(0),sen(0)) — (cos(nd),sen(nd)).

Identificando R? com C, temos a aplicacdo

fnC—C

z2— 2"

considerando z = cos(f) + isen(d) € C.
Supondo n = 0, temos que fo(z) = (1,0) para todo z € S*, logo d,(fy) = 0, para todo
v € S'. Portanto, os valores regulares de f sdo os pontos p # (1,0) e gr,(fo) = 0.

Suponhamos agora n # 0. Para cada p € S, o subconjunto f,(p) possui |n| pontos,
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seja
Fot o) ={a, - qu}

Como a aplicacao

h: (—e,27) — S*
0 — (cos(f),sen(h))

é um difeomorfismo local, dado ¢; € f,*(p), existe um intervalo aberto (6y,0,), tal que

|01 — 02| < 27, tal que a restrigao

h: (6y,0,) — S*
0 — (cos(#),sen(d))

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem. Analogamente, a aplicacao

k: (—ne,n2m) — S*

p — (cos(p), sen(p))

¢ um difeomorfismo local, logo considerando a func¢ao

gn: (—&,2m) — (—ne, n2n)

0 — ndb,

e denotando por u = h™(g;) e v = g,(u), obtemos o intervalo (¢1,ps) aberto, tal que

|1 — @a| < 27 tal que

k: (¢1,p2) — S
o — (cos(p),sen(p))

é um difeomorfismo sobre sua imagem, com g,(u) = v € (@1, 2).

Agora, note que para todo g € h(fy,6,), temos que

(ko gnoh™)(q) = hn(q).

Porém, note que d, (ko g, o h™'): T,,S* — T,S' é um isomorfismo, e dessa forma
dg(fn): Ty, St — T,S também é.
Desse modo, cada ¢; é um ponto regular de f,,, e portanto p é um valor regular de f,,.

Agora, como as restri¢oes h’( : e /{;‘( : possuem a mesma lei de formagao, o sinal do
01,02 P1,92
ponto ¢; € S* relativo a transformagao d,, (ko g, o h™1): T,,S' — T,,S' é igual ao sinal

de u relativo a transformagao d,(g,)-
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Assim, caso n < 0, todos os pontos de f,'(p) sdo negativos, e caso n > 0, todos os
n.

pontos de f,, ' (p) sdo positivou, logo gr,(f,) =

Exemplo 4.1.4. Sejam S™ C R™"! a esfera unitdria n-dimensional e f: S* — S™ a
aplicacao diferencidvel dada por f(z1,...,2Zn41) = (Z1,..., —Tnt1), OU s€ja, f é a reflexdo
relativamente ao hiperplano x,,,; restrita a esfera S™.

Considerando o ponto p = (0,...,—1) € S", temos f~'(p) = (0,...,1), seja ¢ =
/1 (p). Os espagos vetoriais tangentes a S™ nos pontos p e g sao paralelos, T,5" /T,S", e

como subespacos vetoriais de R"*!, ambos coincidem com o conjunto dos vetores v € R™,

tais que v = (aq, ..., ap,0).
Sobre a orientacdo, temos que uma base {ey,...,e,} de um espaco tangente 7,S™ é
positiva, se a base {ey,...,e,, v} C R"™ & positiva, sendo v = u — 0 o vetor que aponta

para “fora” de S!.

Por exemplo, a base {e1,...,e,}, formada pelos vetores da base canonica de R™"*! é
positiva para o espaco tangente 7,S™, pois v = ¢ — 0 = (0,...,1) determina uma base
positiva de R"*! (coincide com a base canonica).

Por outro lado, no ponto p = f(q) a mesma base {ey,...,e,}, agora considerada como
base de T,S™ é negativa, pois w = p—0=(0,...,—1) determina a base {ey,...,e,, w} C
R que é uma base negativa.

Agora, a aplicagao derivada

d,f: T,8" — T,5"

(xh <oy Ty xn-‘rl) — (fEl, <o T, _xn—i-l)
¢ tal que d,f(e;) = e;, para todo ¢ = 1,...,n. Assim, d,f inverte a orientagao, e dessa
forma ¢ é negativo, e portanto gr,(f) = —1.

Exemplo 4.1.5. Consideremos o seguinte campo de vetores no plano
v: R? — R?
(z,y) — v(z,y) = (cos(x) - sen(y), sen(x) - cos(y)),

representado na Figura [4.1}

Dados ki, ky € Z, temos que os pontos da forma (k15,k2%) e (kim, ko) sdo singula-
ridades isoladas de v. Além disso, podemos falar sobre o indice de Poincaré-Hopf para
essas singularidades. Temos que os pontos (k; 7, ky7) possuem indice igual a 1, enquanto

os pontos (ki7, kem) possuem indice igual a —1.
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Figura 4.1: Campo de vetores v em R? do Exemplo [4.1.5]

4.2 O Grau Local

Comecamos nosso estudo introduzindo um novo conceito, atrelado com a ideia de

grau topologico, nao obstante com algumas particularidades. Inicialmente, relembremos
o conceito de equivaléncia homotopica.

Definicao 4.2.1. Sejam X e Y espagos topolégicos. Chamamos a aplicagao continua

f: X — Y de equivaléncia homotodpica, quando existe uma aplicagao continua g: Y —

X, tal que
gof~id: X — X e fogx~id:Y —Y.

Sob essas condigoes, dizemos que g é uma equivaléncia inversa de f e que os espacos

X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia.
Veremos agora, um exemplo demasiado importante para o nosso estudo, sua im-

portancia sera comentada a posteriori.

Exemplo 4.2.2. Dado um ponto a € R", seja B.(a) a bola fechada de centro a e raio
e > 0 em R". Temos que B.(a) \ {a} e a esfera unitaria S"~! tem o mesmo tipo de

homotopia. De fato, consideremos as aplicacoes
¢: B.(a)\ {a} — S"!

r—a

T ————
|l = all

¢: "' — B.(a) \ {a}
Yy+—a+ey.

E importante observar que tanto ¢, quanto ¢, ambas dependem de a e € tomados. Dessa

forma, pela construcao de ¢ e ¢, temos que ¢ o ¢ = id: S" 1 — S"71 em particular
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o ¢~ id. Além disso, seja I = (0, 1), definindo a aplicacdo

F: B.(a)\ {a} x I — B.(a)\ {a}

r—a
(x,t) — (1 —1) (a+5—) +tx,
[ — o
temos que ¢ o ¢ ~ id: B.(a) \ {a} — B.(a) \ {a}. Portanto, p: B.(a) \ {a} — S 1 é
uma equivaléncia homotépica, com ¢ sendo sua equivaléncia inversa. Logo, B.(a) \ {a} e

S™~1 tem o mesmo tipo de homotopia.

Podemos fazer a seguinte extensao no Exemplo Caso ¢ — 00, podemos inter-
pretar B.(a), como sendo o préprio R”, sendo assim B.(a)\ {a} e S"! ainda possuem o

mesmo tipo de homotopia. Basta considerar a equivaléencia homotépica

0: R"\ {a} — 5"

T —a
T
lz = all

que tem como equivaléncia inversa a aplicagao

¢: S"'— R\ {a}
y——ra+t+vy.

A partir do Exemplo e da observacao feita acima, podemos definir o grau local

de uma aplicagao continua.

Definigao 4.2.3. Sejam U C R"™ um aberto, coma € Ueb € R e f: U\{a} — R"\{b}
uma aplicacdo continua. Consideremos a bola fechada de centro a e raio ¢ > 0, B.(a) C U,

e as aplicagoes
o: R*"\ {b} — 8" ' e ¢: 5" — B.(a)\ {a},

como definidas no Exemplo 4.2.2] Definimos o grau local da aplicagdo f em a, denotamos

por Y.(f), como sendo o grau da aplicacao g o fo¢: S*1 — S isto 6,

Ya(f) = gr(po fod).

Observagao 4.2.4. Uma observacao importante a se fazer é que o grau local de uma
aplicagdo continua em a independe da bola fechada B.(a) C U. De fato, seja B.(a) C U
a bola fechada centrada em a e raio & > 0. Supondo ¢’ < ¢, temos que B.(a) C B.(a).

Considerando a aplicacao inclusao,



e a aplicacao

J: 8" ' x I — B.(a)
(y,t) — (1 —t)(a + €'y) + t(a + ey),

sendo I = (0, 1), temos que ko ¢* ~ ¢: S" 1 — B.(a).
Desta forma, como a composicao fok: Bu(a) — R™ é a restricao de f a bola B (a),
o grau local da aplicacdo f, definido a partir da bola B./(a), e nao de B.(a) como tomado

previamente, é o grau da aplicagao
pofokogp': S — gL,

Nao obstante, como k o ¢! ~ ¢, temos que po foko ¢! ~ po fo¢. Dessa forma, dado

que o grau topoldgico é invariante por homotopia, temos que
gi(po fokog!)=gr(pofod),
e portanto a definicao do grau local independe da bola tomada.
Retomando, podemos sintetizar o que ja vimos anteriormente. Nesse sentido, temos

duas informagoes importantes sobre o grau local de uma aplicacao f no ponto a:

i) O grau local 7,(f) depende somente do comportamento de f em uma vizinhanga
arbitrariamente pequena de a. De forma mais precisa, dados U,V C R™ abertos

contendo a, e aplicagoes continuas

frUN{a} — R"\{b} e g:V\{a} — R"\{b},

satisfazendo f| = g’ , sendo W C R™ aberto tal que W C U NV, entao 7,(f) =
w w

7a(g). Pois, basta na definicdo de grau local, considerar a bola B.(a), para um dado

e > 0 tdo pequeno quanto se queira, tal que B.(a) C W, e usa-la para calculary,(f)

e Ya(9);

it) Se f ~ g: U\ {a} — R™\ {b}, entdo v,(f) = 7.(g). De fato, temos que f ~
g: B.(a) — R"\ {b}, logo po fop~ pogo $. Portanto,

Ya(f) = gr(po fop) =gr(pogod)=1a.g)

Exemplo 4.2.5. Identificamos cada ponto z = (z,y) € R? como sendo um nimero
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complexo z = x + 1y, e tomamos a aplicacao

fr R\ {0} — R*\ {0}

2 — 2k

sendo k € Z. Seja B; a bola fechada unitaria centrada na origem 0 € R**! e as equi-

valéncias homotopicas

p: B\ {0} — S,

x
T —,
|

@El\{O}—)Sl

Assim, po fop: St — St é a restricao de f a S'. Do Exemplo [4.1.3, temos que
gr(po f o) =k, portanto (f) = k.

Agora, veremos uma série de resultados e exemplos para o grau local de uma aplicacao.

Teorema 4.2.6. Sejam U,V C R™ e a,b,c € R", tais que a € U eb € V. Se f: U\
{a} — R™"\{b}, e g: V\{b} — R"\{c} sdo aplicagies continuas, tais que f(U\{a}) C
V\ {b}, entao

Yalg o f) =(9) - 7alf)-

Demonstragao. Sejam B, (b) C V a bola fechada de centro b e raio ey > 0 e B.(a) C U a

bola fechada centrada em a e de raio €. Inicialmente, observamos que f(B.(a)) C B, (b).

E também observamos que, por defini¢ao
Ya(go f) =gr(pogo fog).
Agora, sejam

o' B (0)\ {b} — 8" e ¢ 8" — B, (b)\ {b}

as equivaléncias homotdépicas naturais, e portanto, ¢! o ! ~ id: B, (b) \ {b} — B, (b)\
{b}, e assim

pogofop~pogog'op ofod,
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e pelo Teorema temos
gr(pogofog)=gr(pogod') gr(p'ofodp)

Desta forma,
Wwpogod!) e va(f)=gr(p?o fog),

sendo ¢?: R™\ {b} — S™~1. Nao obstante, como temos a seguinte igualdade entre as
CcOmMposicoes,

plofop=¢’ofog,

temos v,(f) = gr(p! o f o @) e portanto,

Yalg o f) = (9) - Valf).

Do Teorema [4.2.6| resulta o seguinte corolario.

Corolario 4.2.7. Sejam U, V,W C R" abertos e a,b € R", tais quea € W CU ebe V.
Se f: U\{a} — R"\ {b} € uma aplicagcio continua, tal que a restricio f: W\ {a} —
V\ {b} € um homeomorfismo, entio ~,(f) = %1.

Demonstracdo. De fato, seja f = f‘W\{a} e 771 a sua inversa, entao

—1

Ya(id) = 7a(Fo F ) = 7a(F) - 7a(F )

Desta forma, v,(f) = £1, e portanto, como o grau local ~,(f) depende somente do
comportamento de f em uma vizinhanga arbitrariamente pequena de a, temos ~,(f) =
+1. ]

A seguir temos o seguinte exemplo que trata acerca do sinal do grau local de uma

aplicacao linear.

Exemplo 4.2.8. Seja f: R" — R"™ uma aplicagao linear invertivel, desta forma f(R™ \
{0}) = R™\{0}. Temos, se det(f) < 0, entao vo(f) = —1 esedet(f) > 0, entdao vy (f) = 1.
De fato, suponhamos que det(f) > 0, logo f pertence a componente conexa da iden-

tidade em GI,(R), e portanto existe um “caminho” (aplicagao continua)

a: [0,1] — GI,(R)
t— at) = f;
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tal que fo = f e f1 = id: R® — R". Cada aplicacao linear f; é invertivel, e de tal forma
que f;(R™\ {0}) € R™\ {0}. Assim, obtemos a homotopia

F:R"x[0,1] — R"
(I,t) — ft(l’),

portanto f ~ id. Logo, pelo Teorema [3.4.2, vo(f) = 7o(id) = 1.
Agora, supondo que det(f) < 0, podemos definir a reflexao no hiperplano x,, = 0 como

sendo a aplicacao

AR\ {0} — R™\ {0}

(X1, .oy Tp) > (X1, .oy —2p).
Segue do Exemplo que Y(A) = —1. E, como det(Af) > 0, vimos anteriormente que

Y (Af) =% (A) - w(f) =1,

e portanto vy (f) = —1.

A partir das observacoes feitas e dos exemplos mostrados, temos a seguinte proposicao,

que faz uso fortemente do Teorema da Funcao Inversa.

Proposicao 4.2.9. Sejam f: U C R* — R" uma aplicagao diferencidavel, a € U e b =
f(a), tais que f(U\{a}) C R\ {b} e que d,f: R* — R" € invertivel. Se det(d,f) >0,

entao v,(f) =1, e v.(f) = —1 caso contrdrio.

Demonstragao. Pelo Teorema da Funcao Inversa, f aplica homeomorficamente uma vi-
zinhanca de a sobre uma vizinhanca de b = f(a), logo pelo Corolario 4.2.7 temos
Yalf) = £1L.
Pelo Exemplo 4.2.8] e supondo, sem perda de generalidade, que a = f(a) = 0, basta
mostrar que Y,(f) = Y(daf), considerando a restrigdo d,f: R™\ {0} — R™{0}.
Definimos i = inf{||d, f(u)|| | v € S"~'}. Vamos mostrar que ¢ > 0. De fato, pois caso

contrério, i = 0, terfamos que dado e = 1 > 0, existe u, € R™\ {0}, com [Ju,|| =1 ¢

Jdo ()] <

Dessa forma, a sequéncia {||d,f(u,)||}nen converge para 0, e a continuidade da norma
fornece que d,f(u,) — 0 e como f € C', temos u, — 0, o que é um absurdo, pois
|un|| = 1, para todo n € N. Portanto, ¢ > 0.

Além disso, em uma vizinhanca de a = 0, como f é uma aplicagao diferenciavel, temos

f(x+a) = fla) +daf(x) + 0(x)
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" ”](ZH)H — 0, quando z — 0. E assim, como a =0e f(a) =0
x

f(@) =dof(z) + o(z).

Seja W C U um aberto, tal que 0 € W e

para todo x € W\ {0}. Entéo, dados z € W\ {0} e 0 <t < 1, temos

(L=0)f(x) +t-dof(x) = (L= t)daf(x) + (1 = t)o(x) + 1 - daf ()
= dof(x) + (1 = t)o(z)

e <daf (ll:i_ll) +(1- “(ﬂ(TIH))

# 0
Agora, podemos definir a homotopia,

F: (W {0}) x [0,1] — R™\ {0}
(z,t) — (L =) f(x) +t-dof(z).

Dessa forma, f‘W\{O} o~ daf|W\{0} e portanto

Y(f) = y(dof) = £1

e pelo Exemplo [4.2.8] segue o que queriamos demonstrar.

Teorema 4.2.10. Sejam U C R*, a € U e f: U\ {a} — R"\ {b} uma aplicagio

continua, sendo b = f(a). Entao, v.,(f) = 0 se, e somente se, para toda bola fechada

B.(a) C U de centro a e raio € > 0, existe uma aplicagao continua g: U — R™\ {b}, tal

que flU\Bg(a) = g|U\BE(a)'

Demonstragao. Suponhamos que exista g: U — R™\ {b} continua, tal que f(z) = g(z),

para todo x € U \ B.(a). Consideremos a aplica¢ao

¢: S"' — B.(a) \ {a}

yr—ra-+ey.
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Considerando a bola B;(0), temos que

@: B1(0) — B.(a)
rT+—>a+ex

é um homeomorfismo, e considerando a inclusao ¢: S"~' — B;(0), temos

fo¢:gog_bOL:S”_1—>Rn\{a},

pois f coincide com g em ¢(S™ ') C B.(a). Logo,

f=pofog: St —s 5",

estende-se a uma aplicacdo continua h = @ o go ¢: B1(0) — S™71. E dessa forma, segue
do Exemplo [4.1.1]
Ya(f) = gr(po fog)=0.

Reciprocamente, suponhamos que v,(f) = 0. Dado € > 0, tal que B.(a) C U, temos

gr(po fod) =0,

sendo ¢: 8" ' — B.(a){a}, logo pelo Teorema m, temos que @ o f o ¢ é homotdpica

a uma funcao constante /.

Sendo ¢': S"! — R™\ {a} a equivaléncia homotépica inversa de ¢, temos

¢t o ~id: R™\ {b} — \{b}.
Segue das observagoes feitas acima que

fop=idofog
2¢1ogpofogb
~¢lol
=(: 5" — R\{b}.

Agora, pela Proposicao temos que fog: S" 1 — R™\ {b} admite uma extensao

continua k: B1(0) — R"™ \ {b}, e considerando o homeomorfismo

¢: Bi(0) — R\ {b}

T a-+ pr,
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podemos definir a fungdo g: U — R™\ {b}, dada por

B f(x), sex € U\ B:(a);
g<$> - —1 —_—
(x)), sex € B.(a).

Observamos que g é continua e estende a f, como querfamos demonstrar.
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5 Campos de Vetores

Nas secoes e , introduzimos brevemente o campo vetorial em R? e o indice de
Poincaré-Hopf para o caso bidimensional destes campos. A seguir, generalizaremos estes
conceitos e iniciaremos esta generalizacao com um breve estudo sobre campos de vetores

definidos sobre uma superficie diferenciavel.

5.1 Campos de vetores sobre uma superficie

Para darmos inicio ao estudo de campos de vetores, definiremos o conjunto chamado
fibrado tangente da superficie M. Informalmente, o fibrado tangente pode ser considerado

como sendo a uniao disjunta de todos os espacos tangentes de M. Vejamos sua defini¢ao.

Definicao 5.1.1. Seja M uma superficie diferencidavel de dimensao m. Chamamos de

fibrado tangente de M o conjunto

T™ = | J{p} x T,M.

peEM

Figura 5.1: Representacio do fibrado tangente da esfera S?.

Na Figura temos uma ilustragao de como podemos visualizar o fibrado tangente
de uma curva. Observamos que de certa forma estamos “colando” em cada ponto da
superficie, o seu tangente, no entanto, esta nao é feita de forma arbitraria. Podemos evi-
denciar isso, pois o fibrado tangente, como a proposicao a seguir afirma, é uma superficie
diferenciavel, logo a imagem a direita em nao ¢ a forma correta de se ilustrar o fibrado

tangente a S!, por conta de suas intimeras auto-intersegoes.
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Proposicao 5.1.2. Dada uma superficie diferencidvel m-dimensional M, o fibrado tan-

gente T'M tem a estrutura de uma superficie 2m-dimensional.

A partir da definicao do fibrado tangente, apresentaremos a definicao de campos de
vetores definidos em uma superficie, mais formalmente, de campos de vetores tangentes

a uma superficie diferenciavel.

Definicao 5.1.3. Um campo vetorial v sobre uma superficie diferencidavel M ¢é uma

aplicagao

v: M —TM
pr—v(p) = (p,vp),
tal que v, € T,M.

Note que, dado um campo vetorial v sobre M e uma carta ¢: V C M — U C R™,
para todo p € V| temos

Up = Z a;i(p) - aii (p)

com o conjunto {ai(p), e ai(p)} denotando a base {dy) 0~ (e1), - .., dpye (em) }-
T Tm

Assim, dada a carta ¢ de M, o campo v fica completamente definido pelas funcoes

a;:V—R comi=1,...,m.

Definicao 5.1.4. Diremos que o campo vetorial v sobre uma superficie diferenciavel M
é continuo, diferencidvel ou de classe C*, se para toda carta ¢ de M, as funcoes «; forem

continuas, diferencidveis ou de classe C*, respectivamente.

Exemplo 5.1.5. Seja M uma superficie diferenciavel. Existe uma projecao natural

7. TM — M

(P, vp) = 7(p, vp) = p.

Assim, por definicao, um campo vetorial sobre a superficie diferenciavel M é uma aplicagao

v: M — TM, tal que 7(v(p)) = p, para todo p € M.
Exemplo 5.1.6. A aplicacao definida em S?,
v: St — TSt
(I‘,y) — (_yax)

define um campo de vetores tangente a S, dado que para cada ponto p = (z,y) € S*,
temos 7,5 = {(u,v) € R?*| ((u,v), (z,y)) = 0}. A Figura[5.2]ilustra o campo v.
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Tpsl = {(u, v) € R?%; ((u,0), (x,y)) = O}

p=(xy

Figura 5.2: Campo de vetores sobre a esfera S' do Exemplo [5.1.6]

Sem demora, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.1.7. Se M ¢é uma superficie diferencidvel e T'M o seu fibrado tangente, entao

todo campo vetorial diferenciavel v: M — T'M € um mergulho.

Demonstracao. Considerando a projecao w: T'M — M, temos que a composicao mov =

id: M — M, assim v é uma imersao de M em T'M. Além disso, segue da definigao de

campo de vetores sobre uma superficie, que o campo v: M — T'M ¢ injetora, logo v é
1

uma bijecio sobre v(M). Agora, definindo sobre a imagem v(M), a aplicacdo v | o =

W‘v( A temos que v é continua, e portanto v é um mergulho. O

71‘U(M)

Segue do Teorema [5.1.7, que para todo campo vetorial diferenciavel v: M — T M, a

imagem v(M) é uma subsuperficie de T'M.

5.2 Singularidades do Campo

Definiremos agora uma singularidade do campo vetorial sobre uma superficie dife-

renciavel.

Definicao 5.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel e v um campo de vetores tangentes
sobre M. Dizemos que o ponto p € M é uma singularidade do campo v, quando v(p) = 6),

ou seja, quando o campo v se anula em p.

Além da definicao de singularidades, podemos classifica-las de acordo com algumas
propriedades exigidas, como por exemplo, se a singularidade estda “sozinha” ou se ela é

simples. Formalizaremos estes conceitos a seguir.
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Definicao 5.2.2. Seja v: M — T'M um campo vetorial sobre a superficie diferencidvel
M e p € M uma singularidade de v. Se existe uma vizinhanca V' C M de p, tal que p é a

unica singularidade de v em V', entao p é chamada de singularidade isolada do campo v.

Para dar continuidade ao estudo, vamos nos apoiar no conceito de transversalidade
(ver |Apeéndice]), pois se assemelha a definigdo de uma singularidade simples.

Definicao 5.2.3. Sejam M uma superficie diferenciavel, TM seu fibrado tangente e
v: M — TM um campo de vetores diferenciavel sobre M. Dizemos que uma singulari-

dade p do campo v é simples, se
dpp(T,M) & dpo(TyM) = Tip,0)T'M,
sendo ¢: M — T'M o campo vetorial nulo, isto é, ¢(p) = (p,0), para todo p € M.

Dada p € M uma singularidade simples do campo v: M — T'M, podemos interpretar
geometricamente que a subsuperficie ¢(M) e v(M) se interceptam transversalmente no
ponto v(p) = ¢(p) = (p,0). Na Figura[5.3 temos que p; é uma singularidade simples do

campo v, enquanto py nao é uma singularidade simples.

Figura 5.3: Singularidades simples do campo.

Teorema 5.2.4. Sejam M uma superficie diferencidvel m-dimensional, p: V C M —

U C R™ uma carta e um campo de vetores diferenciavel v: M — T M, dado por

v, = Zai(p) : aii (),
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para todo p € M. Uma singularidade q de v € simples se, e somente se, o determinante

jacobiano det(J,a) # 0, sendo a: V. — R™ € a aplicagdo diferencidvel dada por
a(q) = (ea(q), - -, am(q)).

Demonstracao. Dada ¢: V — U uma carta de M, com p € V', sejam o conjunto

TvM = | J{p} x T,M,

peV
p=¢ Yz1,...,7m) e u o vetor tangente a M em p, tal que suas coordenadas locais com
respeito a ¢ sdo (vi, ..., Uy). Definimos a carta p: Ty M — U x R™ de TM, dada por

(T, T, V1,5 -y V) = (D, 1).

Levando em consideracao ¢ e , o campo v e o campo vetorial nulo ¢: M — TM

podem ser expressos da forma

o (1, .., Tm) — (21, ..., T, 0,...,0)

Vi (T, ) = (T, T, 1 (T, X))y, A (T ).

0 0
Agora, seja {a—(p), - a—(p)} a base de T, M associada a carta ¢. Temos que
4o T

{0 () oot (=)} e {aw (5 0) o (5 00) }

sdo, respectivamente, bases de d,¢(T,M) e d,v(T,M).

Como p é uma singularidade simples de v, segue que a uniao das bases

{0 () oot (Go=0)) o ()] e (-0

¢ uma base para o espago vetorial T(, 0T M. Observe que, considerando @, cada vetor

d,¢ <a%(p)> possui coordenadas (0,...,0,1,0,...,0), onde o tinico elemento nao nulo

2

estd na ¢-ésima coordenada, e o vetor d,v ( 5 (p)> possui coordenadas

X

day day,,
0,....1,....—(p),...,——
(01 G200 52 0).
sendo a i-ésima coordenada igual a 1.
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Assim, a matriz quadrada cujas as colunas sao as coordenadas dos vetores d,,¢ (8—(p)>
T

0 _
e dyv (8 (p)), em relacao a carta ¢, é da forma
T

id id
A= ,
0 Jya
sendo id € M,,(R) a matriz identidade e 0 = (0);; € M,,(R) a matriz nula. Portanto,
0s 2m vetores em questao sao linearmente independentes se, e somente se, det(A) # 0,

o que equivale a det(J,a) # 0, dado que det(A) = det(J,a). Desta observagao segue o
resultado. [

Temos o seguinte corolario.

Corolario 5.2.5. Sejam M uma superficie diferencidvel e TM o fibrado tangente de M.
Toda singularidade simples de um campo diferencidvel v: M — T M € uma singularidade

isolada.

Demonstrac¢ao. Sejam p € M uma singularidade simples de v e p: V — U uma carta

de M, com p € V. Entao, para todo v, € T'M, podemos escrever

Z aile ax,

=1

Considerando a aplicagao diferenciavel a: V' — R™, a aplicacao definida a partir dos
coeficientes «;, segue do Teorema m, que det(J,(a)) # 0, portanto pelo Teorema
da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca W C M de p, tal que a aplicacao o é um
difeomorfismo de W sobre uma vizinhanca de 0 € R™. Portanto para todo ¢ € W, tal

que q # p, temos «a(q) # 0, ou seja, p é uma singularidade isolada de v. ]

Observagao 5.2.6. Sejam M uma superficie diferencidavel compacta, v: M — TM um
campo de vetores continuo e ¢: M — T'M o campo de vetores nulo. Entao, a imagem
¢(M) é um subconjunto compacto de T'M, mas como T'M é Hausdorff, logo ¢(M) é
um subconjunto fechado de T'M. Além disso, v é continuo e M é compacto, portanto
v~ (¢(M)) é um subconjunto compacto de M, além de ser o conjunto dos pontos singulares

de v.

A partir da Observacao [5.2.6] segue que dada um superficie diferenciavel M compacta
e v um campo diferenciavel sobre M, tal que todas as singularidades sao simples, entao
estas sao finitas.

A seguir mostraremos que todo campo diferenciavel v: M — T'M pode ser aproxi-

mado por um campo de vetores diferenciavel, de tal forma que todas suas singularidades

o7



sao simples. Desta maneira, falaremos um pouco da topologia do conjunto das aplicagoes

diferenciaveis, F(M, N), da superficie M na superficie V.

Definicao 5.2.7. Sejam M e N superficies diferenciaveis. Dadas f,g: M — N aplicacoes

diferenciaveis, definimos

do(f,g) = sup{|f(u) — g(u)| |u € M}.
A topologia definida pela distancia d; em F(M, N) é chamada topologia C*.
Similarmente, temos a seguinte distancia.

Definicao 5.2.8. Sejam M e N superficies diferenciaveis. Dadas f,g: M — N aplicacoes

diferenciaveis, definimos

di(f, g9) = max{do(f,9), sup{|dpf(u) — dpg(u)| | v € T,M, [lul| =1 e pe M}}.
A topologia definida pela distancia d; em F(M, N) é chamada topologia C*.

Em ambas as definigdes, a norma |-| é a norma do espago ambiente.

Com estas definigoes em maos, podemos enunciar os seguintes teoremas.

Teorema 5.2.9. Se M ¢ uma superficie diferencidvel, entao o conjunto de todos os dife-

omorfismos f: M — N é um aberto na topologia C*.

Lema 5.2.10 (Lema da transversalidade). Sejam M, N variedades diferencidveis, S C N
uma subsuperficie de N e f: M — N wuma aplicagcao diferencidvel. Se X C M ¢é um
fechado em M, tal que f é transversal a S em todos os pontos de X N f~1(S), entdo para
todo € > 0, existe uma aplicagdo diferenciavel g: M — N, tal que di(f,g9) < €, g é

transversal a S e coincide com f em X.

Teorema 5.2.11. Sejam M uma superficie diferenciavel e TM o seu fibrado tangente.
Entao, todo campo vetorial diferenciavel v: M — T'M pode ser aproximado na topologia

C, por um campo vetorial diferencidvel, cujas as singularidades sao todas simples.

Demonstracao. Consideramos o campo vetorial nulo ¢: M — TM. Tomando S =
d(M), pelo Lema|5.2.10, podemos aproximar na topologia C*!, a aplicacao v: M — TM
por uma aplicagao diferencidvel g: M — T'M que é transversal a ¢(M), ou seja, todas

as suas singularidades sao simples. O]
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6 O Indice de Poincaré-Hopf

A partir de agora, definiremos o indice de Poincaré-Hopf de um campo vetorial em
uma singularidade. A menos que seja dito o contrario, estaremos supondo v um campo
de vetores continuo sobre uma superficie diferenciavel M m-dimensional e p € M uma

singularidade isolada de v, e V' C M um aberto que realiza esta vizinhanga.

6.1 Indice de singularidades isoladas

Podemos supor, sem perda de generalidade, que V' é dominio de uma carta ¢: V C

M — U C R™ e também que U = ¢(V), a = ¢(p). Para todo g € V', podemos escrever

0= 3 o) )

com «;: U — R continua, para todo ¢ = 1,...,m e denotando por

{ o (Q)}@gm

a base {dw(p)apfl(ei)}lgigm do espaco T,M, associada a carta ¢: V — U, que conside-

ramos como sendo uma base positiva do espaco tangente.

Dessa forma, podemos definir a aplicacao f: U — R™ dada por

flu) = (e (u), ... am(u)),

para todo u € U. Como p é a tnica singularidade de v em V', temos que
flu)=0< u=a=p(p),

ou seja, f(U \ {a}) C R™\ {0}.

Podemos entao definir o indice de Poincaré-Hopf.

Definicao 6.1.1. Sejam v um campo de vetores continuo sobre uma superficie dife-
renciavel m-dimensional orientada M, p € M uma singularidade isolada de v e ¢: V C
M — U C R™ uma carta, tal que V' é uma vizinhanga de p. Consideremos a = ¢(p) € U
e f: U\ {a} — R™\ {0} a aplicagdo continua definida acima. Definimos o indice de
Poincaré-Hopf de v em p como sendo o grau local v,(f) da aplicagdo f em a, e denotamos

por Indpy (v, p).

Vimos no Capitulo 2, que dado um campo de vetores v: R> — R% e p € R? uma
singularidade isolada de v, o indice de Poincaré-Hopf de v em p era definido como o

nimero de voltas positivas menos o nimero de voltas negativas que a aplicacao de Gauss
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~v dd em torno de S', quando v percorre a circunferéncia S., centrada em p e de raio
e > 0. Agora, observamos que o nimero de voltas positivas (negativas), é na verdade o
nimero de pontos positivos(negativos) em y71(q), sendo ¢ € S* um valor regular de ~.
Portanto, a defini¢ao de indice de Poincaré-Hopf acima esté de acordo com a apresentada
no Capitulo 2l Na verdade, como comentado anteriormente, a definicao acima trata-se de

uma generalizacao do conceito previamente apresentado.

6.2 Propriedades do indice

Agora veremos alguns teoremas sobre o indice de Poincaré-Hopf.

Teorema 6.2.1. Se v € um campo vetorial continuo sobre uma superficie diferencidvel
m-dimensional orientada M e p € M uma singularidade isolada de v, entao o indice de

Poincaré-Hopf de v em p nao depende da escolha da carta ¢.
Para a demonstragao, veja [3].

Teorema 6.2.2. Se M ¢ uma variedade diferencidvel orientada, v: M — T M um campo

vetorial diferencidvel e p € M um singularidade simples de v, entdo Indpy(v,p) = 1.

Demonstracao. Seja p € M uma singularidade simples de v. Pelo Corolario [5.2.5, que p é
uma singularidade isolada. Seja V' C M uma vizinhanca de p que realiza isto. Podemos
supor que V seja dominio de uma carta oV C M — U C R™. Assim, considerando

a = ¢(p) € U, temos

0= 3 o) )

para todo ¢ € V, sendo «;: U — R diferenciavel, dado que v é um campo diferenciavel.

Dessa forma, podemos definir
f:U—R"

ur— f(u) = (g (u),...,am(u)).

Agora, definimos a composicao ao ¢: V — R™, dada por

aop(p) = (a10p(p),...,camop(p)).

Dessa forma, segue do Teorema , segue que a derivada dy(« o ¢) é invertivel, nao
obstante ¢: V' — U é um difeomorfismo, entao a derivada de a« = f: U — R™, que é
dada por d,a = d, f, é também invertivel.

Desta forma, pela Proposigao[t.2.9] temos que Indpy (v, p) = 74(f) = 1 se det(J,f) > 0
e Indpu (v, p) = v.(f) = —1 se det(J,f) < 0. O
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Sejam M uma variedade diferenciavel compacta orientada e v um campo de vetores
cujas singularidades sao todas simples, mostraremos que a soma dos indices destas singu-
laridades independe da escolha do campo. Para isto, definiremos o chamado “nimero de

intersecao”.

Definicao 6.2.3. Sejam M uma superficie diferenciavel m-dimensional compacta ori-
entada, N uma superficie diferenciavel n-dimensional orientada, e S C N uma sub-
superficie s-dimensional compacta, com s = m —n (m > n). Consideramos uma
aplicacao diferenciavel f: M — N transversal a subsuperficie S, dizemos que um ponto
p € f71(S) é positivo ou negativo, conforme a imagem por d,f de uma base positiva
{e1,...,em} C T,M, seguida de uma base positiva {e7,...,&} C Ty N for uma base

positiva ou negativa

{dpf(el), . ,dpf(em),e_l, . ,6_5} C Tf(p)N.

Nas hipdteses acima, dada uma aplicacao diferenciavel f: M — N transversal a uma
subsuperficie S, temos que f~1(S) serd uma subsuperficie 0-dimensional fechada de M,

portanto f~'(S) é um conjunto com uma quantidade finita de pontos.

Definicao 6.2.4. Sejam M uma superficie diferenciavel m-dimensional compacta ori-
entada, N uma superficie n-dimensional orientada e S uma subsuperficie s-dimensional
compacta de N, com s = m — n. Considerando uma aplicacao diferenciavel f: M — N
transversal a subsuperficie S, definimos o nimero de interse¢ao de f(M) e S, que denota-
remos por f(m)#S, como sendo o nimero de pontos positivos menos o nimero de pontos

negativos em f~1(S).

Observagdo 6.2.5. Devido ao sinal da base {d,f(e1),...,dpf(em),e1,...,€} de TN, a
ordem de f(M)#S é importante.

A definicao acima se assemelha a uma definicao vista anteriormente. De fato, sendo M,
N superficies diferenciaveis m-dimensionais orientadas, com M compacta, f: M — N
uma aplicacao diferenciavel e p € N, temos que a aplicacao f é transversal a subsuperficie

S = {p} se, e somente se, p é um valor regular. Nesse caso, temos

gr(f) = f(M)#{p}.

Sejam v: M — T'M um campo vetorial diferenciavel e ¢: M — TM o campo
vetorial nulo. Se as subsuperficies v(M) e ¢(M) sdo transversais, podemos definir o

nimero da intersecao da seguinte forma.

Definicao 6.2.6. Sejam M uma superficie diferenciavel m-dimensional compacta orien-

tada e v: M — TM um campo diferenciavel, tal que v(M) e ¢p(M) sdo subsuperficies
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transversais de TM. O conjunto v(M)N¢(M) é finito e estd em correspondéncia biunivoca

com o conjunto

m(w(M) N G(M)) =A{p1,....,pr} C M,

sendo

. TM — M
Os pontos p; s@o os pontos de M, tais que v(p;) = &(p;) = (p;,0). Diremos que
p; € positivo, se dada uma base positiva {ej,...,e,} C T, M, temos que o conjunto
{vp,(€1), .-, vp,(em), Pp,(€1), - - ., Op,(€m)} nesta ordem constitui uma base positiva de Ty, T M,

diremos que p; é negativo caso contrario. Assim, v(M)#¢(M) é igual ao niimero de pontos

positivos menos o nimero de pontos negativos em m(v(M) N p(M)).

Observagao 6.2.7. Se as subsuperficies v(M) e ¢(M) sdo transversais, entdao todas as

singularidades de v sao simples. Além disso,
v(M)#¢(M) = " Indpu(v, p;),

sendo cada p; € M uma singularidade de v.

Teorema 6.2.8. Sejam f,g: M — N aplicacoes diferencidveis transversais a subsu-
perficie S C N. Se f e g sao homotdpicas, entdo f(M)#S = g(M)#S.

Teorema 6.2.9. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta orientada e v: M —
TM um campo de vetores diferencidveis cujas singularidades sao todas simples. Entdo a

soma dos indices das singularidades de v nao depende da escolha do campo v.

Demonstracao. Seja ¢: M — T'M o campo diferencidvel nulo. Como todas as singulari-
dades do campo v sao simples, segue que as subsuperficies v(M) e ¢(M) sao transversais.
Agora, seja w: M — TM um campo diferencidvel com todas as suas singularidades
simples.

A aplicacao H: M x [0,1] — T M, dada por

H(p,t)=(1-1) v(p)+t-wp),

¢ uma homotopia entre v e w. Segue que

v(M)#d(M) = w(M)#d(M).
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7 Teorema de Poincaré-Hopf

Dado um poliedro P C R3, Leonhard Euler foi o primeiro a observar a caracteristica
de Euler do poliedro P, x(P) =V — A+ F, com mais atenc¢ao, sendo V' o nimero de
vértices de P, A o nimero de arestas e F' o nimero de faces. O conceito de associar a
um dado poliedro P, um ndmero inteiro x(P),foi bastante frutifero para diversas areas
matematicas, ademais coube a Henri Poincaré desvendar o significado do ntmero que
o matematico suico antes tinha encontrado, e a partir dai, a caracteristica de Euler se
revelou muito 1til, sendo parte central de notorias igualdades na matematica e um ponto

de partida para generalizagoes fundamentais para a topologia.

7.1 Caracteristica de Euler

Definigao 7.1.1. Chamamos de caracteristica de Euler do poliedro P, e denotamos x(P),
a relagdo y(P) =V — A+ F.

O numero obtido por essa relagao é bastante importante e Euler provou que se P for

um poliedro convexo, entao vale o seguinte teorema.

Teorema 7.1.2 (Férmula de Euler). Para toda superficie poliédrica conveza fechada com

F faces, V wvértices e A arestas vale a relacdo
F—A+V =2,

ou seja, possui caracteristica de Euler igual a 2.

Apresentaremos uma definicao mais geral deste objeto que é uma generalizacao para
os poliedros de qualquer dimensao, ou de forma geral, para espagos topologicamente
triangularizaveis.

Além disso, é um conceito de extrema importancia e é considerado um verdadeiro ponto
de uniao entre ramos distintos da matematica, por exemplo: a topologia e a geometria
diferencial. Provaremos mais adiante que a soma dos indices de todas as singularidades
isoladas de um campo de vetores continuos v, definido sobre uma superficie M compacta
e sem bordo ¢ igual a caracteristica de Euler de M.

Vejamos o que é um poliedro n-dimensional.

Definicao 7.1.3. Um poliedro P no espago R" é uma colecao finita de simplexos em R",

tais que:
i) Se S é um simplexo de P, entao toda face de S é um simplexo de P;

i1) Se S e T sado simplexos de P, a intersegdo S N7T é uma face comum a S e T, ou é

vazia.
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Definicao 7.1.4. Seja um poliedro n-dimensional. Denotamos por n; o nimero de sim-

plexos i-dimensionais deste poliedro. A caracteristica de Euler é definida por

X(P) =) (=1)'n..
i
A definicao acima é uma generalizacao da caracteristica de Euler, para poliedro de
dimensao maior ou igual a 2. Dado um espaco topolégico X, em quais condi¢oes podemos
definir a caracteristica de Euler em X7

Com o intuito de responder essa questao, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 7.1.5. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X ¢é triangularizéavel se
existe um homeomorfismo
h:|K| — X,

para algum poliedro K, sendo |K| o espaco topoldgico dado pelo conjunto K, com a

topologia induzida do espago ambiente. Neste caso, (K, h) de X.

Dado um espaco topoldgico X, nem sempre existe uma triangularizacao de X, porém
quando X ¢é uma superficie, uma condicao suficiente para que X admita uma triangula-

rizacao é ser compacto.

Teorema 7.1.6. Seja M uma superficie compacta, entao existe um triangulariza¢ao

(K,h) de M.

No caso em que M é 2-dimensional, o resultado acima foi demonstrado por Whithead
em 1940.

Dados duas triangularizagoes de um mesmo espaco topolégico X, é razoavel esperar-
mos que as caracteristicas de Euler associadas sejam iguais. O Teorema [7.1.9] devido a

Poincaré, mostra exatamente isso.

Definigao 7.1.7. Seja X um espago topoldgico triangularizavel e (K, h) uma triangula-
rizacao de X, onde K é um poliedro homeomorfo a um espago X, através de um homeo-
morfismo

he |K| — X.
Definimos x(K) como sendo a caracteristica de Euler de X.

Teorema 7.1.8. Sejam (K,h) e (K', 1) duas triangularizacoes do mesmo espa¢o X.
Entao, x(K) = x(K).

Teorema 7.1.9. Sejam X e Y espacos topoldgicos triangularizaveis, se o espa¢o X €

homeomorfo oY, entdo x(X) = x(Y).
A partir deste teorema, resulta que x(X) é um invariante topolégico.
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Exemplo 7.1.10. Consideremos a esfera S? e o homeomorfismo entre S? e o cubo de
arestas de comprimento 1. Entao consideramos a triangularizacao, mostrada na Figura

. Logo podemos concluir, respeitando a orientacao, que x(S?) = 2.

Figura 7.1: Triangularizagao da Esfera do Exemplo [7.1.10

Exemplo 7.1.11. Consideremos o toro 71" obtido pela identificacao dos segmentos de

mesmo nome, como na Figura [7.2] respeitando a orientacdo dos mesmos. Segue que

Figura 7.2: Triangularizacao do Toro do Exemplo [7.1.11]

x(T) = 0.

Exemplo 7.1.12. Consideremos M o toro pincado, obtido pela identificacao dos vértices e
dos segmentos de mesmo nome, como na Figura[7.3] respeitando a orienta¢ao dos mesmos.
Obtemos que, x(M) = 1.

7.2 Teorema de Poincaré-Hopf

Estamos entao em condigoes de enunciar um dos teoremas centrais desta teoria, o Teo-

rema de Poincaré-Hopf. Ele recebe este nome em homenagem aos matematicos Henri Poin-
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a a
b d

Figura 7.3: Triangularizacao do Toro pincado do Exemplo [7.1.12

caré e Heinz Hopf que, respectivamente, provaram para o caso bidimensional e também
sua generalizagao para o caso em que temos um numero arbitrario n de dimensoes. Tal
resultado une duas areas da Topologia, a Topologia Algébrica e a Topologia Diferencial,
além de ser um ponto fundamental para o estudo de campos de vetores em superficies,
atraindo interesse dos matematicos, buscando resultados tangentes e generalizacoes.
Neste capitulo iremos demonstrar o Teorema de Poincaré-Hopf, para isto, utilizaremos
tudo o que abordamos anteriormente, e antes da demonstragao em si, veremos uma série

de propriedades que auxiliarao na prova do teorema.

Lema 7.2.1. Sejam Sy, So C R™ esferas (n — 1)-dimensionais, mutuamente exteriores,
de centros ay e ay, respectivamente, tais que estao contidas no interior de uma esfera Sy.
Se orientarmos igualmente as esferas S;, considerando uma aplica¢io continua f: R™\

{a1, a0} — S ! e fi: R — R", tais que f; = f|s~’ para todo i = 0, 1,2, entdo

gr(fo) = gr(f1) +gr(f2).

Observagao 7.2.2. Dadas Sy, ...,S, C R" esferas (n — 1)-dimensionais, mutuamente ex-
teriores, centradas aq, ..., a,, respectivamente, tais que estao contidas no interior de uma
esfera Sp. Sejam f: R"\ {ay,...,a,} — S" e fi = f|5,a para todo ¢ = 0,...,r. Se

cada esfera S; for orientada igualmente, entao
gr(fo) = ng(fz‘)-
i=1

Teorema 7.2.3. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma superficie diferencidvel
m-dimensional M, p1,ps € M singularidades isoladas de v. Se dado um aberto convero
V C M, tal que p1,ps € V' sao as unicas singularidades de v em V', entao existe um campo

vetorial continuo u sobre M, tal que U‘M\V = admite apenas uma singularidade

U{M\V’
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peVe
Indpy (v, p) = Indpu(v, p1) + Indpu (v, p2).

Da mesma forma como fizemos anteriormente, podemos estender para um nimero

finito de singularidades isoladas.

Corolario 7.2.4. Seja v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferencidavel
m-dimensional M, admitindo um numero finito de singularidades p;, i = 1,...,r. Se
V C M é um aberto conexo contendo todas as singularidades p1,...,p,, entao existe um
campo vetorial continuo u sobre M, que coincide com v em M\ V, que possui apenas uma

singularidade p € M e
Indpr(u,p) = > Indpu(v, p;).
i=1

Teorema 7.2.5. Sejam M uma superficie diferencidvel compacta orientada, v: M —
TM um campo de vetores diferencidavel, tal que possui uma quantidade finita de singula-
ridades py,...,pp. Entao, existe um campo vetorial diferencidvel w, tal que todas as suas
singularidades sao simples, e a soma dos indices das singularidades de v € igual a soma

dos indices das singularidades simples de w.

Demonstragao. Pelo Corolario [7.2.4] existe um campo vetorial u: M — TM, tal que u

admite apenas uma singularidade p satisfazendo

k
Indpu(u,p) = Z Indpy(v, ps).
i=1

Consideremos uma carta ¢: V.C M — R™, de tal forma que p € V e (V) = R™.
Podemos supor a existéncia de tal carta pois V' é um aberto conexo de M. Agora, dado
e > 0, tomamos a bola fechada de centro a = p(p) e raio e > 0, B.(a) C R™, e a esfera
S, que serve como bordo para esta bola.

Pelo Teorema [5.2.11], podemos tomar um campo vetorial diferenciavel w sobre M, de
tal sorte que possua somente singularidades simples e esta tao préximo de u que satisfaz

as seguintes propriedades:
i) Nio existem singularidades em M \ ¢~!(B.(a)), ver[7.4

i1) Se f,g: R™ — R™ sao aplicagoes definidas, respectivamente por

f(@) = (an(x),... am(x)) e g(x) = (Bi(2), .., Bn()),

tais que
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¢~ (B, (a))

]Rm

=10

Figura 7.4: Todas as singularidades de w pertencem a ¢~ !(B.(a)).

entao

-

)
o) |g<x>r‘ =2

para todo x € S,.

Pelo Exemplo [1.4.4] segue do segundo item que f ~ g. Assim, obtemos
pofop~pogogp: S — gml
e de acordo com o Teorema [3.4.2] temos

Indpg(u,p) = 7a(f) = gr(¢o fod) =gr(pogog).

Além disso, Indpg(u,p) é igual ao grau da restri¢do (¢ o g)‘ ¢ » lembrando que g foi
definida a partir do campo w relativa a carta ¢. O campo w possui um numero finito de

singularidades, sejam elas ¢, ...,qs € M, tais que como observamos anteriormente

g € 90_1 (Be(a)),

para todoi =1,...,s. Sejam a; a imagem de ¢; por ¢, ou seja, a; = ¢(¢;), e consideremos

as esferas S;, centradas em a; e contidas em S,, tais que S; N.S; = @, sempre que i # j.

Agora, considerando a aplicagao h = ¢ o R™ \ {ay,...,a,} — S™ !, temos

Indpg(u, p) = gr(f‘sa) e Indpu(w,q) = gr(h S)
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Dessa forma, pelo Teorema, [7.2.2]

S

gr(hlg) = er(hlg).

=1

Portanto, como Indpp(u,p) = >_;_; Indpn (v, p;), temos

k S
Z Indpy (v, p;) = Z Indpy (v, ¢;)
i=1 i=1

como queriamos demonstrar. O

Definimos previamente a caracteristica de Euler de uma superficie diferenciavel, a
seguir, iremos mostrar que dada uma superficie diferenciavel compacta M, a soma dos
indices de Poincaré-Hopf de um campo de vetores diferenciavel, cujas singularidades sao
todas simples, é a igual a caracteristica de Euler de M, y(M), independentemente da

escolha do campo nestas condicoes.

Teorema 7.2.6. Seja M uma superficie diferencidvel compacta orientada e v: M —
TM um campo de vetores diferencidvel, tal que todas as suas singularidades sao simples.
Entao a caracteristica de Euler de M, x(M), € igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf

de todas as singularidades de v, ou seja,
X(M) = Z IndPH(vai)7

sendo p; € M uma singularidade de v.

Demonstracao. Nao faremos uma demonstracao completa do resultado, pois para tal é
necessaria a Teoria de Cohomologia. Dessa forma, apresentaremos uma demonstragao
para o caso bidimensional, no seguinte sentido.

Seja M uma superficie 2-dimensional compacta orientada. Basta mostrar que existe
um campo w sobre M diferenciavel, tal que todas as suas singularidades sao simples e que
a soma dos indices de Poincaré-Hopf dessas coincidem com x(M). Pois, pelo Teorema
[6.2.9] segue que a soma dos indices de um campo nestas condigoes independem do campo
escolhido. Nesse sentido, vamos construir tal campo w.

Consideramos uma triangularizagao de M, e seja n; o nimero de simplexos i-dimensionais
da triangularizagao considerada. Como estamos no caso bidimensional, temos que ¢ =
0, 1,2. Dividindo baricentricamente cada triangulo (simplexo 2-dimensional) de M, como
mostra a Figura obtemos 6 triangulos, da seguinte forma: tragando segmentos que
ligam cada vértice e cada mediana ao baricentro.

Em seguida, preenchemos o triangulo com linhas integrais do campo w, orientada do

centro de um simplexo de dimensao menor para o centro de um simplexo de dimensao
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Figura 7.5: Divisao baricéntrica

maior. Veja a Figura[7.6] Ou seja, temos os seguintes sentidos das linhas integrais:

Figura 7.6: Linhas integrais do campo w

i) de um vértice para o ponto médio de um lado;
it) de um vértice para o baricentro do triangulo;
i11) de um ponto médio de um lado para o baricentro do triangulo.

Assim, cada simplexo contribui com exatamente uma singularidade do campo w, justa-

mente o centro do simplexo considerado serd um ponto singular de w. Dessa forma, w
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possui an singularidades (ng + n1 + ng), ou seja, o nimero total de simplexos na tri-

angulariéa(;éo de M. Dessa forma, segue do Exemplo [1.1.5 que as singularidades de w
possuem indice 1, sendo 1 caso a singularidade seja o centro de um simplexo de dimensao
par, 0 ou 2, e —1, caso contrario. Além disso podemos supor que cada singularidade de
w € simples.

Agora, concluimos que a soma dos indices das singularidades de w é ng — ny + ng e

como a caracteristica de Euler de M é

2
X(M) = Z(_l)i "N = MNo — N1+ N,

=1

temos que x(M) = >, Indpu(w, ¢;), sendo ¢; € M uma singularidade simples do campo

w. Portanto, pelo Teorema [6.2.9

= Z IndPH('Uapi)?

sendo p; € M uma singularidade simples do campo v, como queriamos demonstrar. [

Corolario 7.2.7. Seja M uma superficie diferencidvel m-dimensional compacta e orien-

tada. Se m ¢é impar, entao x(M) = 0.

Demonstracao. Sejav: M — T'M um campo vetorial, tal que todas as singularidades sao
simples, sejam elas py, ..., pr. Notamos que o campo —v admite as mesmas singularidades
de v e além disso, essas sao todas as suas singularidades, e que em particular sao simples.
Segue do Teorema que

k k
Z Indpy (v, p;) = Z Indpn(—v, pi).
i=1 i=1

Considerando a carta ¢;: V; C M — U; C R™, tal que p; € V; com ¢ = 1,...,k, temos

que

- Zal 8:16, ()

=1
para todo g € V.
Ja vimos anteriormente que se p; é uma singularidade simples de v, entao Indpy (v, p;) =

+1. Dessa forma, o indice de Poincaré-Hopf da singularidade p; em relacao ao campo v

possui o sinal do determinante det (aa, (pz)>

Por outro lado, o indice de Poincaré-Hopf de —v em p;, possui o sinal de

ot (=50 ) = (e (5.
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Entao, temos que
k k
Z Indpu (v, pi) = (=)™ - Z Indpu(—v, pi),
i=1 =1
k

logo segue que Z Indpy (v, p;) = 0, e portanto
i=1

como queriamos demonstrar. O

Basicamente, o trabalho necessario para demonstrar o Teorema de Poincaré-Hopf estéa
feito. Dessa forma, iremos enunciar novamente e enfim demonstra-lo, e a partir dele, vere-

mos algumas propriedades sobre campo de vetores definidos em superficies diferenciaveis.

Teorema 7.2.8 (Teorema de Poincaré-Hopf). Seja M uwma superficie compacta e ori-
entdvel. Se v € um campo vetorial continuo sobre M, tal que possui um niumero finito de

singularidades, p1,...,pr € M, entao

X(M) = Z Indpg (v, p;).

Demonstragao. Segue do Teorema [7.2.5] que exite um campo de vetores w: M — T M

diferenciavel, tal que todas as suas singularidades, q1,...,qs € M, sao simples e

k s
> Inden(v,pi) = Y Indpn(w, ¢:).
i=1 i=1
Além disso, do Teorema [7.2.6| temos

X(M> = Z IndPH(w7 Q1)7
i=1
portanto,
k
X(M) =" Indpy (v, ;).
i=1
0

Teorema 7.2.9. Seja M uma superficie compacta e orientdvel. Eziste um campo vetorial

continuo sem singularidades sobre M se, e somente se, x(M) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existe um campo vetorial continuo sem singularidades.

Segue trivialmente do Teorema que x (M) = 0.
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Reciprocamente, suponhamos x(M) = 0. Entdo, existe um campo vetorial dife-
renciavel v sobre M, tal que todas as singularidades, sejam elas py,...,pr € M sao

simples, e
k
X(M) = Z Indpy (v, p;) = 0.
i=1
Pelo Corolario [7.2.4] existe um campo continuo u: M — T M, com uma unica singula-

ridade p € M, tal que Indpg(v,p) = 0. Considerando a carta ¢: V. C M — R™, tal que
peVepV)=R" temos que

Ug = Z ai(¢(q)) - aii (),

para todo g € M. Dessa forma, podemos definir a aplicacao f: R™ — R™, dada por

f(z) = (aq(x),...,an()).

Note que, da forma como definimos, para a = ¢(p), temos f(a) = 0 € R™ assim

FR™ {a}) € R™\ {0} € 7u(f) = 0.

Agora, consideremos B.(a) C R™, a bola fechada de centro a e raio € > 0 de R™.

Segue do Teorema [4.2.10], que existe uma aplicacao continua g: R™ — R™, tal que

9z 5w = e 50

Suponhamos que g(x) = (f1(x), ..., Bm(x)), para todo z € R™. Podemos entao definir o

campo vetorial w sobre M da seguinte forma

vy, se g € M\ ¢! (B:(a));

m
Wy = 0

Zﬁi(w(q)) 50 (@) seq €7 (Be(a))

Assim, o campo w é continuo e nao possui singularidades, como queriamos demonstrar.
O
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Exemplo 7.2.10. Nos Exemplos|7.1.10/e|7.1.11], vimos a caracteristica de Euler da esfera

S? e do toro T, ambos contidos em R3, sdo elas
WS =2 e AT)=0.

A partir do Teorema de Poincaré-Hopf, temos que existe um campo de vetores tangente
ao toro T que nao admite singularidades, enquanto que todo campo de vetores sobre a

esfera S?, terd ao menos uma singularidade. A Figura ilustra isto.

2
7
p
Indpy(v,q) = Indpy(v,p) =1 x(M) =0
x(s?) =2

Figura 7.7: Campos de vetores sobre a esfera e sobre o toro.
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8 Conclusao

Neste trabalho, procuramos fundamentar o estudo do indice de campos de vetores
em superficies compactas. Nesse sentido, se fez necessario estabelecermos uma teoria
sobre superficies, bem como sobre o seu espaco tangente e também sobre orientacao.
Além disso, feita tal discussao podemos estender a definicao de diferenciabilidade para
aplicacoes definidas em tais superficies, e entao estudar o grau das mesmas.

Dada a importancia do estudo de campos de vetores em superficies, tendo em vista
que diversos ramos da matematica e de intimeras ciéncias se apoiam fortemente em es-
tudos dessa natureza, podemos concluir que um trabalho com o intuito de introduzir o
conceito de grau e o indice de campo de vetores, como é o caso deste projeto, tem grande
importancia e ¢ de grande serventia a quem deseja ter um primeiro contato com este tipo

de estudo.
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9 Apéndice

9.1 2" =a possui n raizes

Mostraremos que dado n € N e z,a € C a equagao 2" = a possui n raizes. De fato,

considerando a representagao polar de z e a, temos
z = |z|(cos(0) +isen(d)) e a=lal(cos(p)+isen(y)),
e aplicando a formula de De Moivre temos que:

2" =a < (|z|(cos(f) + isen(h)))" = |a|(cos(p) + i sen(yp))
< |z|"(cos(nB) 4+ isen(nh)) = |a|(cos(p) + i sen(p)).

Agora, resolvendo a equacao, obtemos

n 1/n
2" = |a| = |2| = |a]'/",
e também,
2k
n0 = o+ 2%n o =2 4 2T
n n
sendo £ =0,1,2,...,n — 1. Portanto, temos que as n raizes distintas sao dadas por:
1/n (a 2k7r> , (a 2k7r)
2 =la["" cos | =4+ — | +isen | — +— |,
n n n n

para k=0,1,...,n— 1.

9.2 Transversalidade

Seja M, N superficies diferenciaveis e f: M — N uma aplicacao diferenciavel. Na-
turalmente, podemos perguntar: dada S C N uma subsuperficie, sob quais hipoteses a
imagem inversa f~!(S) é uma subsuperficie de M?

A partir do conceito de transversalidade podemos responder esta pergunta. E justa-

mente uma generalizagao para o conceito de valor regular de uma aplicacao.

Definicao 9.2.1. Sejam M uma superficie diferenciavel m-dimensional, N uma variedade
diferenciavel n-dimensional, f: M — N uma aplicagao diferenciavel e P C N uma
subvariedade p-dimensional. Dizemos que f é transversal a P no ponto ¢ € f~(P),
quando

dp [(TyM) + Ty P = Ty N

Dizemos que f é transversal a P, se para todo ¢ € f~'(P), temos f transversal a P em g.
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