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RESUMO

DE OLIVEIRA, M. G. Uma abordagem bayesiana para avaliacdo de concordincia entre
dispositivos de medicao de uma variavel funcional. 2023. 128 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

E comum no contexto industrial e clinico a busca por equipamentos mais precisos, acurados,
acessiveis e baratos. Assim, € importante para essas dreas que exista um modo de comparar a
concordancia de novos aparelhos com algum ja existente e que se supdem confidvel e acurado.
Por outro lado, é cada vez mais comum que sistemas de medicao registrem dados ao longo
do tempo com uma discretizacdo muito fina, criando dados do tipo funcional. Considerando
esse cendrio, propomos a abordagem Probabilidade Preditiva de Concordancia Funcional (PPFA
- Predictive Probability of Functional Agreement), uma técnica de andlise de concordancia
entre dados funcionais sob a perspectiva bayesiana, que permite determinar se dois sistemas
podem ser utilizados de forma intercambiada (nomenclatura utilizada nos estudos de comparagao
de sistemas de medicdo). O PPFA gera um indice de concordéncia intuitivo (a probabilidade
preditiva) de um sujeito/objeto construir curvas (dos dois aparelhos) que diferem menos que uma

quantidade aceitdvel para a érea.

Um exemplo de equipamentos que precisam de uma andlise mais detalha sobre o grau de
concordancia sdao o Optotrak e o eletrogonidmetro flexivel. Esses sistemas sdo utilizados no
estudo da marcha. O Optotrak € um aparelho laboratorial e gera dados mais confidveis, enquanto
o eletrogonidometro € um equipamento ambulatorial e mais barato. Para realizamos o estudo
de comparacao entre o Optotrak e o eletrogonidmetro com a nossa ferramenta Probabilidade
Preditiva de Concordancia Funcional, precisamos da suposicao de um modelo. Construimos

entdo o modelo hierdrquico Bayesian Functional Gaussian Process (BFGP).

Como apresentaremos, o0 PPFA € uma abordagem simples e intuitiva, enquanto o BFGP é um

modelo de facil interpretagdo no problema da marcha.

Palavras-chave: Probabilidade Preditiva de Concordancia Funcional, Problema da Marcha Hu-

mana, Modelo Hierdrquico Bayesiano, Processo Gaussiano.






ABSTRACT

DE OLIVEIRA, M. G. A bayesian approach for assessing concordance between measuring
devices for a functional variable. 2023. 128 p. Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Inte-
rinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Compu-
tacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

It is common in the industrial and clinical context to seek more precision, accurate, accessible
and cheaper equipments. Therefore, it is important for these fields to have a way to compare
the agreement of new devices with one that already exists and that is assumed to be reliable and
accurate. On the other hand, it is increasingly common that systems record data over time with
a very fine discretization, creating functional data. Considering this scenario, we propose the
approach “Predictive Probability of Functional Agreement” (PPFA), a technique for analyzing
the concordance between functional data under a Bayesian perspective, which allows determining
whether two systems can be used interchangeably (a nomenclature used in studies of comparison
of measurement system). The PPFA generates an intuitive measure of agreement (the predictive
probability) of the curves from a new subject (from both devices) differ by less than an acceptable

amount for the field.

An example of equipments that need further analysis on the degree of agreement are the Optotrak
and the flexible electrogoniometer. These systems are used in gait studies. The Optotrak is a
laboratory device and generates accurate data, while the electrogoniometer is an ambulatory
and cheaper equipment than Optotrak. In order to carry out the comparison study between the
Optotrak and the electrogoniometer with our Predictive Probability of Functional Agreement
tool, we need to assume a model. Therefore, we present the Bayesian Functional Gaussian
Process hierarchical model (BFGP).

The PPFA is a simple and intuitive approach, while the BFGP is an easily interpreted model for
the gait problem.

Keywords: Predictive Probability of Functional Agreement, Gait Problem, Bayesian Hierarchi-

cal Model, Gaussian Process.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em diversas areas de aplicacdo (por exemplo, biomedicina, controle de qualidade, entre
outros) quantificar a concordancia entre dois dispositivos de medic¢ao € uma tarefa primordial. A
situagdo mais comum € quando existe um sistema mais confidvel e queremos avaliar em qual
grau um novo equipamento pode fornecer medi¢des compardveis, mas também existe a situagdo
em que ambos os aparelhos t€ém acuricia desconhecida. Esse tipo de problema tem sido extensi-
vamente considerado na literatura por vérios autores (CARSTENSEN, 2004; CHOUDHARY;
NAGARAIJA, 2007; STEVENS; STEINER; MACKAY, 2017). O artigo mais citado nesta drea
€ Bland e Altman (1986a) que critica abordagens baseadas apenas na comparagdo de médias,
andlise de correlacdo e regressao. Os autores do artigo sugerem realizar a comparag@o em termos
preditivos, usando por exemplo um gréfico descritivo para avaliar a diferenca das medi¢des
com a medicdo média (Bland and Altman plot) e sobrepondo um intervalo preditivo (Limits
of Agreement) para uma futura diferenca entre as medi¢des. Para uma revisao dos métodos de
quantificacdo de concordancia entre sistemas de medicao veja por exemplo Lin ef al. (2002) e
Barnhart, Haber e Lin (2007).

Contudo, com o desenvolvimento de novas tecnologias, € cada vez mais comum que equi-
pamentos registrem dados ao longo do tempo com uma discretiza¢do muito fina, nos permitindo
considerar as observagdes como curvas ao invés de medicoes escalares. A andlise estatistica dedi-
cada a este tipo de dados recebeu o nome de andlise de dados funcionais. Atualmente, o escopo
das disciplinas que envolvem dados funcionais é muito grande, podemos citar como exemplo
climatologia (LOPEZ—PINTADO; ROMO, 2007), quimica (FERRATY; MAS; VIEU, 2007;
DIAS; GARCIA; SCHMIDT, 2013), bioestatistica (RICE; WU, 1989), biomecéanica (OLSHEN
et al., 1989; SORENSEN et al., 2012), entre muitas outras. I Entdo, é importante desenvolver
métodos estatisticos para tratar adequadamente esse tipo de conjunto de dados. Embora exista

uma grande literatura sobre concordancia para dispositivos de medi¢@o escalar, poucas tentativas

' Para uma descrigdo geral da teoria e aplica¢des de dados funcionais, veja Ramsay (2006) e Horvath e

Kokoszka (2012).
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foram feitas para o caso em que a saida é uma fungao (LI; CHOW, 2005; ROISLIEN; RENNIE;
SKAARET, 2012; OLSEN; PFAU; RITZ, 2013).

Neste trabalho propomos uma ferramenta para anélise de concordancia entre dados
funcionais, a Probabilidade Preditiva de Concordancia Funcional (PPFA) - no inglés Predictive
Probability of Functional Agreement - e discutimos o conceito de intercambialidade (terminologia
utilizada na 4rea de comparacdo de aparelhos para se referir a instrumentos que podem ser
usados, ao invés de outro, sem perda de informagdes) considerando essa técnica. Para utilizar o
PPFA ¢ apenas necessdrio um modelo bayesiano para o qual € possivel obter as curvas preditivas.
Pensando nessa questao, propomos um modelo hierdrquico bayesiano com suposi¢ao de Processo
Gaussiano (o BFGP).

1.1 Descricao do problema que embasou a tese

Em ambientes clinicos, lesdes no joelho sdo um dos problemas mais comum e geralmente
prejudicam os movimentos do mesmo, podendo levar a anormalidades na marcha. Durante a
marcha, os angulos de rotacdo do joelho podem ser mensurados, dando suporte para que um
fisioterapeuta tome decisdes sobre as anomalias na marcha e possa prescrever tratamentos,
assim como acompanhar e realizar o progndstico. Os angulos de rotacdo podem ser medidos
indiretamente, registrando-se as coordenadas 3D dos marcadores durante a marcha por meio
de um dispositivo optoeletronico (Optotrak) ou diretamente por meio de um eletrogonidometro

flexivel.

Assim, para fornecer uma ferramenta valiosa para o clinico, os dispositivos de medi¢ao
devem ser acurados e confidveis. Adicionalmente, eles precisdo ser vidveis e baratos, permitindo
um uso mais amplo. O Optotrak € um equipamento do tipo laboratorial e supdem-se que
produz medi¢des mais confidveis e acuradas do que o eletrogonidmetro. Por outro lado, o
eletrogonidometro € um sistema ambulatorial, isto &, portatil e pode ser utilizado em uma ampla

variedade de ambientes. Além disso, € mais barato que o sistema Optotrak na escala de 10: 1.

Estudos anteriores com o objetivo de comparar os dois dispositivos foram realizados na
literatura, mas todos confiaram em resumir todos os dados em poucas descricdes escalares (por
exemplo, Vitali ef al. (2017)). Tais abordagem apenas podem conduzir conclusdes para alguns
poucos recursos selecionados, desconsiderando uma grande parte dos dados, o que impede uma

visdo geral e completa das curvas associadas.

1.1.1 A marcha humana

O padrao de marcha € um movimento ciclico que consiste em ciclos de marcha repetitivos.
Um ciclo de marcha (equivalente a uma passada) descreve o movimento que ocorre entre dois
golpes (contato com o solo) consecutivos do calcanhar e € dividido nas fases de postura (quando

o pé estd apoiado no solo) e equilibrio (quando o pé estd balangando). A figura 1 ilustra o ciclo
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da marcha destacando a perna direita do individuo. Normalmente, em estudos de andlise de
marcha, € solicitado que o individuo caminhe sobre o solo ou sobre uma esteira por um periodo

de tempo fixo e ao longo de uma linha reta, e entdo varios ciclos consecutivos sao registrados.

Gait Cycle 100%
{1 { ) [;'_ 1 {1
o o ! Y o
[ \ II} .I'-\. f :f ."f I".
71 1 1] i I 70
f A | \ U f
I' '(( N [ \ “ \% | \ rf %
L A" \\/ \ |
.-If ; |I |III lII IIII JI-’. I
Vil | \U| V4
S S =) &
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044 Initial O=101%% 10=30%5 A0=A04, L0604, G0-73% T3-8T% ET-100%
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T 1 '= T I e T 3 r T 4 : I- 5 1 I.- ﬁ, T ;. 'j" 7 : H ,!
- N Ry o L — Ly =

Figura 1 — Fases do ciclo da marcha.

Durante o periodo do caminhar, definimos 3 planos de movimento baseados no corpo
do individuo: sagital, frontal e transversal (veja a Figura 2). Em estudos da andlise da marcha,
existem 3 angulos de rotacdo para joelho, cada um associado a um dos plano de movimento:
flexo-extensao relacionado ao plano sagital, varus-valgus associado ao plano frontal e de rotacio
interna-externo ligado ao plano transversal. No que compete a este trabalho nos concentramos

apenas nos angulos flexo-extensao que ocorrem no plano sagital.
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Figura 2 — Planos corporais de movimento.

1.1.2 Suavizacao dos dados

Um passo importante na analise de dados funcionais € a representag@o dos dados discre-
tizados coletados como funcdes suaves. Esse processo é denominado suavizacdo dos dados (veja
os capitulos 4 e 5 do livro de Ramsay (2006) para diferentes técnicas de suavizagdo de dados
funcionais). Considerando o tipo de problema que nos motiva, supomos que os dados com os
quais vamos trabalhar sdo do tipo periddicos (em particular para andlise de marcha ver Olshen et

al. (1989)), assim adotamos a abordagem de suavizagdo com a série de Fourier.

Para uma determinada tentativa do experimento, observamos uma série de ciclos de
angulos de rotagdo de forma discreta: {(#;;,yi;j),i=1,---,P, j=1,...,0Q;} em que f;; representa
a propor¢ao do ciclo j completo da marcha do individuo i e y;; o 4ngulo de rotac@o associado. E
entdo natural supor a existéncia de uma fungdo fi; : [0, 1] — R, a qual representa a curva do
angulo de rotagdo ao longo do j-ésimo ciclo do individuo i. Assuma que f;; € L%([0,1]) (em que
L?([0,1]) representa o espaco de Hilbert das fungdes quadrado integrével, fol f2(t)dt < o) com

produto interno definido como

1
<fig>= /0 F(0)g(0)dt, (L1)

i =( [ rPwa)”

Um modo conveniente de representar uma fungdo f;; € L*([0, 1]) é considerar sua expan-

que induz a norma L2

sd30 em uma base ortonormal {@,,,m > 0}, isto €, < @, @,y >= 0 param £ m' € < @y, @y >= 1
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caso contrdrio. Temos que qualquer fungio f € L?([0,1]) tem uma tnica representacio como
Yo _oBn®n. No caso da base de Fourier (que ¢ uma base ortonormal), os coeficientes sdo

facilmente determinados por
1
B =< f,0m >= /0 F(O) bm(2)dr.

Vale a pena notar que, para qualquer base ortonormal {¢,,,m > 0}, o espaco de Hilbert
L%(]0,1]) com produto interno (1.1) é isomérfico ao espago de Hilbert /2 das sequéncias de
niimeros reais e quadrado soméveis ({(&o,&1,--.,) : Yoo o &2 < o0}), munido do produto interno

definido por
<&M >=Y Eulm,
m=0

isto €, as operacdes usuais do espago vetorial e os cdlculos do produto interno podem ser
realizados usando os conceitos associados ao espaco de sequéncia /2. Por exemplo, se { f,,n > 1}
é uma sequéncia de fungdes em L?([0, 1]) com vetor de coeficientes 7, in I2, entdo a média de f

¢ representada pela média dos 7.

Uma escolha natural de base ortonormal para representar dados periddicos € a base de

Fourier

Po(t) =1,
021 () = V2sin(2mjt), j > 1,
0r(t) = V2cos(2mjt),j > 1.

Entdo, uma curva que representa o angulo de rotacdo do joelho pode ser descrita como

M
fij(@) = Bijo+ Y, Bijm®m(t), t€[0,1], (1.2)
m=1

em que M ¢ um determinado nivel de truncamento. De (1.2) observamos que f;;(0) = f;i;(1), o
que impde a periodicidade natural das curvas dos angulos de rotacao.

Para um dado nivel de truncamento M, representamos uma curva discretizada {(#;;,yi;),i =
1,...,n} pela estimativa de minimos quadrados Bi = (ﬁ,-o, . ,ﬁ,-M), assumindo y;; = fi(t;j) e
fi represando a soma de Fourier (1.2). A estimativa por minimos quadrados Ei ¢ dada por
Bi = (XTX)~1XY;, em que YT = (yi1,...,yip;) € X é

1 V/2sin(2mt;y)  V2cos(2mtyy) -+ /2sin(2nMt;y)  cos (2nMt;;)
X=|: .. :
1 V2sin(2xt,) V2cos(2mtiy,) -+ V/2sin(2aMt;,,)  cos (2nMt;y,)
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1.2 Os objetivos deste trabalho e a estrutura do texto

Os principais objetivos deste trabalho s@o construir uma ferramenta bayesiana para
analise de concordancia entre dados funcionais, a Probabilidade Preditiva de Concordancia
Funcional (PPFA), e o um modelo interpretdvel para o problema da marcha, que seja util para a
aplicacdo do PPFA (o modelo BFGP - Bayesian Functional Gaussian Process). Utilizando o
PPFA e o BFGP, analisaremos a concordancia entre os equipamentos Optotrak e eletrogonidometro

(usados na analise da marcha humana).

No Capitulo 2, apresentamos uma contextualizacio das técnicas utilizadas para avaliar
concordancia entre dados. Como j4 citamos, as técnicas desenvolvidas até aqui sdo principalmente
para dados escalares, mas também existem abordagens frequentistas para dados funcionais.

Revisamos algumas dessas metodologias.

Na Secdo 2.3 estd a primeira contribui¢cdo a drea de concordancia entre curvas. Trata-se
da construcao da ferramenta Probabilidade Preditiva de Concordancia Funcional (PPFA), um
método bayesiano de avaliagdo de concordéncia entre dados funcional. Apesar do PPFA ser uma
abordagem sensivel aos critérios impostos por cada drea de pesquisa, ele constréi um conceito
intuitivo sobre concordancia, baseado em probabilidade. O PPFA é uma extensao do Probability

of Agreement, construido para dados escalares.

O Capitulo 3 € dedicado a constru¢do de um modelo hierdrquico bayesiano com priores
do tipo Processo Gaussiano e Processo Wishart Inversa, o modelo BEGP (Bayesian Functional
Gaussian Process). O objetivo deste capitulo € construir cada etapa desse modelo (para utiliz-lo
no problema da marcha) e descrever a funcao probabilidade preditiva das curvas de um novo
individuo e o estudo que definimos como “calibra¢do” (determinacio da regido de equipamento

de referéncia).

O modelo BFGP foi inspirado nos trabalhados de Stevens (2014) e de Yang et al. (2017).
Do trabalho de Stevens (2014), o BFGP herda a estrutura de efeitos mistos e saidas bivariadas.
Em Yang et al. (2017) é apresentado o modelo BABF (Bayesian framework with Approximations
by Basis Functions) para fungdes reais e desse modelo o BFGP considera a estrutura hierdrquica,
o Processo Gaussiano e o Processo Wishart Inversa. O BFGP possui um nivel hierdrquico a mais
do que o BABF, o que permite considerarmos diferentes individuos e repetibilidade, além disso

ndo existe necessidade de reduzir o conjunto de pontos de observagdo das curvas.

Por fim, no Capitulo 4 avaliamos a concordancia dos equipamentos Optotrak e eletrogo-
nidmetro no problema da marcha, utilizando a técnica PPFA juntamente com a suposicao do
BFGP.
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CAPITULO

METODOS DE AVALIACAO DE
CONCORDANCIA

Neste capitulo apresentamos uma breve revisdo de alguns estudos de Comparagdo de
Sistemas de Medicao (MSC). Entre os topicos abordados em MSC é comum estudarmos se um
sistema de medigdo (SM2) estd de acordo com um ja existente (SM1). A maneira comum de
determinar isso € construir um coeficiente de comparagdo entre os dois sistemas que define se
eles podem ser usados de forma intercambidvel. Como discutiremos, esses coeficientes precisam

considerar algumas caracteristicas dos sistemas de medi¢do, como acurécia e precisao.

Na Secdo 2.3 propomos uma abordagem bayesiana para andlise de concordancia entre
equipamentos de medi¢do de uma varidvel funcional. Denominamos a técnica como Probabili-

dade Preditiva de Concordancia Funcional (PPFA, sigla em inglés).
Este capitulo esté divido em:
e Secdo 2.1 apresentamos alguns métodos de avaliacdo de concordancia para dados escalares;
e Secdo 2.2 fazemos uma revisao literaria de técnicas para dados funcionais;

e Secdo 2.3 apresentamos uma proposta bayesiana para avaliacdo de concordancia entre dois

equipamentos que mensuram dados do tipo funcional.

2.1 Técnicas de analise de concordancia para dados es-

calares

Para explicar as abordagens para dados escalares usaremos o modelo de efeitos mistos a
seguir (Equacdo 2.1) como ilustragdo. E muito importante destacar que embora consideremos

um modelo, algumas dessas abordagens nao supdem qualquer um. Optamos por assumir uma
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modelagem como em Stevens (2014) para facilitar o entendimento do leitor sobre as caracteristi-
cas de cada metodologia. Além disso, consideramos que ambos os sistemas de medi¢do sao nio -
destrutivos (a replicacao ndo altera o real valor da caracteristica mensurada) e ndo incluimos os

efeitos do observador. Entdo, considere

Yir = Si+ €k
Yior = ot + BS;+ €k

2.1

em que j = 1 representa o sistema de referéncia (um sistema ndo - viesado), j = 2 estd associado

a um novo sistema de medicdo e

e Y;j; € uma varidvel aleatoria; representa o valor observado quando mensuramos o i-€simo

objeto, pela k-ésima vez, com o método j,i=1,---,n, j=1,2ek=1,---,r;

e §; ¢ uma varidvel aleatdria; representa o verdadeiro valor desconhecido do objeto i;

supomos que
SN, 62) 2.2)

e & i € uma varidvel aleatéria; representa o erro de medi¢do quando realizamos multiplas

medi¢des no sujeito i com o sistema j; supomos

gin N0, 6?) (2.3)

o {&r}ijxe {Si}?, sdo independentes;
e 0; € constante, j = 1,2;

e acRef >0.

A interpretagdo dos parametros sao:

e 1 é média geral do valor verdadeiro do mensurando e 67 ¢ a variancia;
e 0, quantifica a variagdo de medi¢do no sistema j (repetibilidade);

e « ¢ o viés fixo de SM2 em relacdo a SM1 e B € o viés proporcional de SM2 com relagio a
SM1.

Uma vez que assumimos o modelo (2.1), informalmente dizemos que os dois equipamen-
tos podem ser utilizados de forma indistinta se, quase sempre, os dois sistemas concordam, ou
seja, Yjix ~ Yik. Considerando (2.1), Y1 = Yjpx (ou Dy, = Yi1x — Yior = 0, a diferenca) € satisfeito
quando @ ~ 0, B ~ | e 01,0, sdo menores que 0. Formalmente, estudamos se dois sistemas

podem ser utilizados de forma intercambiada (o que definimos nesse trabalho como sendo a nao
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interferéncia da escolha do equipamento na decisdo final). intercambialidade e concordancia

estdo conectados. Alguns estudos sobre concordancia/incambialidade sdo apresentados a seguir.

Aqui revisamos algumas técnicas. Uma discussdo mais detalhada sobre as abordagens
pode ser encontrada em Bland e Altman (1986a) e Stevens (2014).

2.1.1 Comparacado de médias (sem replicacio)

Sob a necessidade de avaliar um novo produto para diagnéstico, Barnett (1965) apresenta
em seu trabalho uma metodologia baseada em ferramentas estatisticas simples para comparar
um novo instrumento com outro. O trabalho envolve um teste - t com a média da diferenca.
O método nao funciona com repetibilidade entdo € impossivel comparar a precisdo entre SM 1
e SM2 (r = 1,k = 1). Denotemos por Y;j1 =Y;j,i =1,---,n, j = 1,2. Seguindo as ideias de

Barnett (1965) e Stevens (2014), definimos a diferenca entre as medi¢des sobre o peca i como
Di=Yp—Yy, i=1,---,n.
Sob o modelo (2.1) e suas caracteristicas, temos que D; ~ N (,uD, 65)
pup =E(D;i) = a+ (B —1)u;
{ op = Var(D;) = (B —1)*0,+ (67 + 03)

Denotemos por d; a diferenga observada (d; = y;» —yi1, com y;; sendo o valor observado para Y;;).
A suposicao de normalidade pode ser avaliada com um QQ-plot (quando o tamanho amostral é
pequeno - (BARNETT, 1965)) ou com um histograma (ALTMAN; BLAND, 1983; BLAND;
ALTMAN, 1986b). Estimamos pp e 612) como

entdo podemos aplicar um teste - t com para as hipoteses
H()Z‘LLD:OXHAZ,UD#O (2.4)

e assim comparar as médias dos sistema de medi¢ao através da média da diferenca (BAR-
NETT, 1965; WESTGARD; HUNT, 1973). Se ndao houver evidéncias para rejeitas Hp, entdo

consideraremos que os sistemas podem ser utilizados de forma intercambiada.

Como podemos observar a técnica de comparagdo de médias ignora o] € 0>, as va-
riabilidades dos sistemas. Ou seja, embora compare as acuricias, o teste - t ndo compara as
precisdes de cada equipamento. Segundo Altman e Bland (1983), se 01 e 0, sdo grandes, entdo

existem evidéncias contra a concordancia, porém o teste - t ndo rejeitaria Hy. Stevens (2014)
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argumenta que esta questao poderia ser superada se (2.4) fosse reestruturado como um teste no
qual aceitamos a hipdtese nula p = 0 at€ o momento em que evidéncias sugiram o contrario
(WELLEK, 2010). No entanto, independente da adaptacio, persiste a questao de que um teste de
igualdade de médias ndo compara diretamente a repetibilidade. Outro ponto é que dois sistemas
podem ser igualmente acurados, mas ndo necessariamente possuem precisdes semelhantes e,

portanto, ndo podemos decidir se um novo sistema é melhor do que o sistema de referéncia (ver

Figura 3).
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Figura 3 — Sistemas com acuricias semelhantes, porém precisdes distintas

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.2 Comparacao de repetibilidade

De acordo com Stevens (2014), no contexto industrial € comum realizar comparacao entre
sistemas através da comparacao das métricas computadas nos estudos de Andlise de Sistemas
de Medicao (MSA). Neste trabalho, ndo focamos nessas medigdes e sugerimos o capitulo 1 de
Stevens (2014) e os trabalhos de Shrout e Fleiss (1979), Steiner e MacKay (2005) e Majeske
(2012) para o leitor interessado em MSA. Considere r > 2, isto é, cada objeto é mensurado r

vezes, entdo podemos estimar o] e 0,. Considere, por exemplo, as métricas
Os
D;j=—
Oj
Oj

Y= —F—7——
1/<5§+6]2

2
O . - .
pj= ﬁ Coeficiente de correlagdo interclasses
o5 + 0
J
.. Din _pi . <
e defina as razdes —, ? e p_ Como queremos construir um teste de comparacio entre as

2 P 2

repetibilidade podemos considerar o teste de hipdtese

D
Hp:razdao =1 x Hp :razdo # 1, razdo =1 ﬂ0 al]

, u 2.5
Dy v» P2 23)
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Para testar (2.5), Majeske (2012) desenvolveu diversos testes. Em seu artigo, ele considera
que depois de um estudo MSA em ambos os sistemas, podemos utilizar as métricas para comparar
os sistemas de medi¢ao. Para isso, o autor desenvolveu 5 testes, cada um baseado em um tipo
de métrica (algumas ndo citadas aqui). Independente da escolha, definimos que se ndo existe
diferenca significante entre a razao e o nimero 1, entdo as variabilidades dos sistemas sio

similares e podemos utiliza-los de forma intercambiada.

Além disso, como consideramos uma Unica populacao, o teste de hipéteses pode ser

simplificado a

Hop:01 =0y X Hpr: 01 # 0 (2.6)
O trabalho de Burdick, Borror e Montgomery (2005) apresenta um estudo sobre o teste (2.6).

O problema nas técnicas de comparacao de repetibilidade é que essas ignoram o viés
relativo de SM2 (com relagdo a SM1). Isto é um problema se, por exemplo, SM2 tem um viés
alto com relacdo a SM1, mas os sistemas t€m precisoes similares. Em resumo, o problema desta

abordagem € que ela ignora o estudo da acurdcia relativa de SM2 (veja a Figura 4).
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Figura 4 — Sistemas com precisdes similares, mas médias diferentes

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.3 Correlacao

Suponha que cada sistema de medicao realiza diversas medicdes em cada individuo i,
isto €, r > 2. Considere a média dessas replicacdes, ?ij =Y Yipg/rii=1,---,n,e j=12.

Supondo o modelo (2.1) temos que a correlagdo é dada por

o /807

COI’I’(Y,'I,YIQ): .
| (ro2+07)(B202 + 03)

Embora o coeficiente de correlacio seja uma medida de linearidade entre Y;; e Y, ela

2.7)

também foi usada como uma medida de concordancia, de modo que se Corr(Y;1,Y 2) é proximo
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de 1, entdo SM1 e SM2 podem ser utilizados de modo intercambiado. Mas, quando observamos

a Equacdo 2.7 podemos formular algumas criticas sobre o uso da correlacdo como coeficiente de

correlacdo.

Critica 1.

Critica 2.

Critica 3.

Critica 4.

A estimacdo da correlac@o pode ser inflada, se o valor de 6; aumentar (ALTMAN; BLAND,
1983; BLAND; ALTMAN, 1986b).

Essa é uma critica feita sobre o designer de alguns experimentos. A ideal é selecionar
uma amostra de forma aleatdria da populacao. Mas, se intencionalmente a amostra for
selecionada de modo ndo aleatdrio para cobrir 0 maior nimero de possiveis valores reais,
a estimativa de 6; aumenta e, da Equacdo 2.7, Corr(?n ,7,-2) pode ser inflada, levando a

conclusdo que os dois sistemas podem ser utilizados de forma intercambiada.

Se 01 e 0, sdo grandes em comparagdo a O, entdo Corr(?ilyiz) serd pequeno indepen-
dentemente da concordancia entre os dados dos sistemas de medicao.

E suficiente observar a Equacdo 2.7. Mesmo que SM1 e SM2 sejam idénticos (isto &,
a=x0,B~1eo0~0y),se 0p,0; >> O entdo Corr(?ilyiz) decresce para perto de zero.
Em outras palavras, concluimos que dois sistemas idénticos nao podem ser utilizados de

modo intercambiado.

Se aumentamos o valor de r, entdo a correlacdo pode ser inflada.
Claro que depende da situacdo, mas pode ocorrer segundo (2.7). Depende do comporta-

mento dos outros parametros.

Corr(Y1,Y ) ndo depende do viés fixo ().

Explicamos essa critica considerando um exemplo. Suponha que Y, = ot +Y;; com ¢ # 0.
Entdo temos que Corr(Y;1,Y2) = 1 e, portanto, baseado no critério da correlagio para
intercambialidade podemos dizer que em teoria os sistemas podem ser utilizados de forma
intercambiada. Mas, existe a possibilidade de o se tdo grande que em situagdes reais o
sistema ndo pode ser usado de modo intercambiado. Isto ocorre porque a correlagdo € uma
medida de linearidade e desconsidera a translacdo entre os dados (representado por o).

Veja a Figura 5.
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Figura 5 — Dados simulados (pontos pretos) com u = 10, o, =5, a =10, B =0,9, 01 = 2,5, 6, = 1,5.
Correlacdo igual a 0,8921. Linha vermelha representando a func¢io identidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.4 Limits of Agreement

As técnicas anteriores mostram a importancia da avaliagdo simultaneamente do viés
relativo (o e B) e da repetibilidade dos dois sistemas (0] € 63). Um método que tenta trabalhar
com estas duas caracteristicas é o Limits of Agreement (LoA). O artigo de Bland e Altman
(1986a) que cita essa técnica ja foi referido mais de 48000 vezes e é uma técnica comum na drea
clinica e biomédica (STEVENS, 2014; SILVA; RATHNAYAKE; CHOUDHARY, 2020).

Faremos um resumo das ideias propostas em Altman e Bland (1983), Bland e Altman
(1986a) e Bland e Altman (2007).

Sem replicacao

Para a anélise de concordancia com o LoA sem replicacdo, considere o roteiro abaixo.

1. Construa o gréfico Y1 x Y5.

Este € o primeiro passo para examinar a relacao entre os métodos.

2. Defina a diferenca D; =Y;; —Ypp e amédiaA; = ’I;Yl

2 e construa o grafico A X D.
Neste gréfico analisamos se existe independéncia entre D e A, em que A € visto como uma

alternativa a variavel desconhecida S (valor real).

3. Caso ndo exista dependéncia entre D e A, podemos resumir a comparacao dos aparelhos a
diferenca entre as medicoes.

Caso exista dependéncia, uma transformacdo dos dados € necessaria.

4. Se existe um viés consistente entdo podemos ajustar os dados subtraindo o viés dos dados
Y.
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5. Construa os limites d + 1,96s,, em que d = %Z?:l esy = \/nT11 Y (di—d)2.
Se a diferenca segue uma distribui¢do normal, entdo Bland e Altman (1986a) concluem que
95% das diferengas observadas pertencem a esse intervalo. Podemos checar tal suposi¢do

através de um histograma.

Por fim, considerando pré-fixado um valor ¢ que representa a Diferenca Clinicamente
Aceitdvel (CAD), podemos definir que dois sistemas de medi¢dao podem ser utilizados de forma
intercambiada se —c < d —1,96s; < d +1,96s; < c. E importante avaliar se o zero pertence
ao intervalo (c_l —1,96s4,d + 1,96s,), pois assim verificamos que ndo existe qualquer viés

significativo.

Com replicacao

Considere que cada objeto € mensurado r vezes por cada método. Defina as médias das

replicagdes Yij. = Y, Yij/ri=1,---,n,e j=1,2. Sejam

D;=Yp —Yi.
e p— p—
Y Y
Ai.: 11.;— i2
Estime
R ii()"k ¥ij)?
- 1
/ ”(r_1)1:1k=1 ! Y
e

Agora, definimos os limites de concordincia como
‘I:Ld + 1,96.5‘2
e fixado um valor de ¢, concluimos que existe intercambialidade se —c < fl; — 1,965 < fiz +

1,96s); < c.

Criticas
Sao criticas a essa abordagem (STEVENS, 2014)
e 0 grifico A x D (média vs diferenca) nao informa a verdadeira relacio entre os sistemas de

medi¢do. Essa caracteristica é agravada no caso de auséncia de replicacdes, pois o grifico

pode conduzir a uma conclusao errdnea;
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e realizar a comparagdo entre os equipamentos sem replicacdo impossibilita a estimacdo

A 2 2
dos parametros a, 8, o7, 05

e GSZ separadamente. Stevens (2014) cita que as estimagdes
possiveis sdo de combinagdes desses pardmetros como o + 1. O tnico parimetro que
conseguiriamos estimar € (1. Auséncia da estimagdo dos parametros impede que avaliagdes
sobre o0s vieses aditivo e proporcional sejam realizados, assim como a comparagao direta
entre 612 e 622 para comparacio de precisio;

e um grifico com as médias das replicacdes pode mascarar o nivel de concordancia entre os

equipamentos;

e mesmo em cendrios com repetibilidade, ndo existe a comparagdo explicita de 612 e 0'%,

assim no caso de o sistema alternativo ser mais preciso, ignorariamos essa caracteristica;

e 0 LoA s6 considera intercambialidade entre os sistemas se —c < flg — 1,965 < fig +

1,965}, < ¢ (no cendrio com repetibilidade).

2.1.5 Probability of Agreement

O Probability of Agreement (PA) € uma proposta que supera os problemas do Limits
of Agreement (BLAND; ALTMAN, 1986a). A ideia € avaliar intercambialidade de maneira
intuitiva, como uma probabilidade, e obrigando a suposi¢do de um modelo para os dados (como
o de efeitos mistos que estamos considerando para explicar as abordagens). Semelhante ao LoA,
o PA (STEVENS, 2014; STEVENS; STEINER; MACKAY, 2017) compara a diferenga entre
medi¢des individuais feitas por cada sistema e um intervalo que representa o CAD (a Diferenca

Clinicamente Aceitavel). O PA considera replicagdes das medigdes.

Considere o CAD da forma (—c,c), ¢ > 0, o PA € definido como

0(s) =P(|a—Y, |[<c|S=5s) (2.8)

em que ¥; € uma varidvel aleatdria que representa o valor observado pelo sistema j, j =1,2,e S

€ uma varidvel aleatdria que representa o real valor desconhecido do mensurando.

A interpretacdo do PA é simples, trata-se da probabilidade de a diferencga entre os dados
ser menor que ¢, dado que a medida real da curva é s. Como desconhecemos o real valor da

curva, podemos calcular essa probabilidade para os possiveis valores de s, construindo assim
0(s).

Sob o0 modelo de efeitos mistos, segue da acumulada da normal padrao (®) que

(2.9)
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em que s representa o real valor da caracteristica. Assim, podemos construir o “grifico de

probabilidade de concordancia”, uma ferramenta visual sobre os resultados da comparagao.

Definimos que dois sistemas s@o intercambidveis se 0(s) > 0, Vs, para algum valor de
0 € [0, 1]. Interpretamos 6 como o valor minimo que precisamos atingir para considerar dois

sistemas intercambiaveis.

A suposi¢do de um modelo e a replicagdo permitem que facamos a estimacdo dos
pardmetros envolvido e, assim, podemos calcular 6(s). Se concluirmos que os sistemas nao
podem ser utilizados de forma intercambiada, a avaliacdo dos estimadores pode indicar o porqué

os sistemas ndo concordam. Assim, temos uma ferramenta que:

e constréi um indice de concordancia simples entre os dados. Avalia-se qual a probabilidade

de que a diferenca entre os equipamentos seja menor do que um ¢ > 0;

e mescla ferramentas estatisticas com o conhecimento que o pesquisador da drea tem sobre

os dados;

e a estimacdo de cada parametro separadamente, permite a comparacao entre as precisoes
e acurdcias de cada sistema. Isso permite, por exemplo, que nio ignoremos um sistema
alternativo quando esse € mais preciso do que o de referéncia ou conseguimos avaliar o

que pode levar a ndo concordancia entre os aparelhos.

2.2 Analise de concordancia para dados multivariados e

funcionais

Com a evolugdo dos equipamentos de medi¢do, a mensuracdo de dados € realizada em
discretizagdes cada vez mais finas, ou seja, para um intervalo de tempo, temos cada vez mais
dados sobre a evolucao/mudangas de uma caracteristica de interesse. L.ogo, os métodos para
dados escalares abordados na se¢@o anterior nao sdo adequados para estudar concordancia entre
dois aparelhos desse tipo. Entdo, € necessério a construcdo de novas ferramentas para andlise
de concordancia. Nesta secdo apresentamos o Functional Limits of Agreement (FLoA), uma
adaptacdo do LoA para dados escalares. Contudo, na literatura também podemos encontrar
outros métodos como o Functional Concordance Correlation Coefficient (FCCC) para dados
longitudinais intensivos (YOO, 2011), o functional CCC e o functional TDI para dados funcio-
nais (SILVA; RATHNAYAKE; CHOUDHARY, 2020), adaptacdes do Concordance Correlation
Coefficient (CCC) de Lawrence e Lin (1989) e do Total Deviation Index (TDI) de Lin (2000), res-
pectivamente, entre outros. Todas essas abordagens sdo adaptagdes frequentista de métodos para
dados escalares e constroem indices de concordancias como fungdes do tempo. Apresentamos a

seguir o Functional Limits of Agreement (FLoOA).
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2.2.1 Functional Limits of Agreement

O Functional Limits of Agreement (FLoA) é uma adaptacdo do LoA para dados funci-
onais. O método foi apresentado em Rgislien, Rennie e Skaaret (2012) sob uma perspectiva
frequentista e nesse trabalho foi realizado uma aplicacdo da abordagem em dados da marcha

humana.

Considere dois sistemas realizando medicdes (que podem ou ndo ser simultaneas) em n

individuos. Para o i-ésimo individuo, o sistema j produz o conjunto de dados {yj1, " ,Yijp; }-

M
m=0°

Suponha o a base de funcdes {¢,,(¢)} podemos suavizar os dados construindo as fungdes

fit) =XM cijm@m(t),i=1,--- ,ne j=1,2. Os préximos passos sio andlogos ao LoA:

e defina as fungdes diferenga d;(t) = fi1 (t) — fin € as fun¢des médias a;(t) = M,

e avalie a correlagdo entre d(7) e a(t) através da generalizacdo funcional da regressdo linear
(RAMSAY JAMES O; SILVERMAN, 2005);

e supondo que ndo exista correlacdo entre d(t) e a(t), temos que d(¢) tem toda a informagao

necessdria sobre a concordancia entre os dados funcionais e podemos construir os limites

d(t) £ 1,96-SD(d(1)),

em que d(t) representa a fungiio média dos d;(¢) e SD(d(t)) o desvio - padrio.

Como o LoA, é preciso ainda uma andlise clinica para avaliar se os limites d(¢) £ 1,96

SD(d(t)) estdao dentro da diferenca clinicamente aceitdvel, que agora é representada pela fungio
c(t).
O FLoA herda todos os problemas do LoA ja citados aqui (Secdo 2.1.4).

2.3 Probabilidade Preditiva de Concordancia Funcional

Como visto neste capitulo existem varias maneiras de analisar se dois sistemas de
medic¢ao podem ser utilizados de forma intercambiada. Em particular para dados funcionais s6

encontramos na literatura métodos frequentistas para construir indices de concordancia.

A seguir apresentamos uma proposta para analisar dados originados de curvas. Escolhe-
mos adaptar o Probability of Agreement (PA) de Stevens (2014), construindo a Probabilidade
Preditiva de Concordancia Funcional (PPFA), uma abordagem bayesiana para a andlise de
concordancia entre dados funcionais. O PPFA preserva a forma intuitiva que PA estabelece para
concordancia através do conceito de probabilidade. Além disso, mantém a suposi¢cdo de um

modelo para os dados.

Suponha que a caracteristica de interesse € representada por dados do tipo funcional

em um intervalo compacto T = [a,b] C R e a real curva que produz tais dados é desconhecida.
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Assuma que 2 equipamentos computam essa caracteristica simultaneamente e dependem dos reais
valores que a caracteristica assume. Supomos que os objetos mensurados sdo ndo destrutivos, ou
seja, replicar a medi¢ao ndo altera sua medida. Dado que desconhecemos a real curva que gera
os dados, consideramos que um dos equipamentos € um sistema de referéncia (SM 1), enquanto
o outro sistema (SM?2) serd comparado com SM1. Supondo n independentes curvas pareadas

(vi,zi),i=1,---,n, cujo registro do i - ésimo par ¢ feito sobre o conjunto 7; = {;1,-- - ,tip, }.

Andlogo ao que foi discutido na se¢do 2.1, informalmente podemos dizer que dois

sistemas de medicdo podem ser utilizados de forma indistinta se, para quase todos os t € T,
yi(t) = zi(t),i=1,--- ,n.

Conceito 1. Seja A: 7 — (0,o0) uma func¢do bem definida, determinada por um especialista da
drea de atuacdo da pesquisa, tal que para cada t € T, A(¢) representa a diferenga clinicamente
aceitavel (o CAD do Limits of Agreement e do Probability of Agreement). Denominaremos A

como Funcdo da Diferenca Clinicamente Aceitdvel (FCAD).

Conceito 2. Seja A: 7 — (0,0) uma FCAD. Definimos a Probabilidade Preditiva de Concor-

dancia Funcional como a fun¢do PPFA : Tt — [0, 1] tal que
PPFA(t;A) = P(|yns1(t) — zas1(2)| < A(2) | {Vi,Zi} ),V € 7. (2.10)

em que PP representa a fungdo probabilidade.

Dos conceitos acima podemos concluir que:
e o resultado do PPFA depende do modelo suposto para os dados (no capitulo 3, apresenta-
mos um modelo para aplicacio da ferramenta);
e 0 PPFA ¢ um indice de concordéncia sensivel a escolha do A(z);

e 0 PPFA é uma ferramenta visual, isto &, fixado A(¢) podemos construir o grifico ¢ X

PPFA(t,A) e analisar a concordancia entre os sistemas ao longo do dominio 7;
e ainterpretacdo do PPFA(t,A) é a probabilidade de observar no instante 7 uma diferenca
futura menor que A(z).
Para definir a intercambialidade considere:

Conceito 3. Seja 6 : T — (0, 1) uma fungdo bem definida, determinada por um especialista da
area em que os equipamentos SM1 e SM2 atuam, de modo que fixado ¢ € T, 0(¢) representa
o nivel pré-fixado que PPFA(r;A) deve superar para que os sistemas SM1 e SM2 possam ser

descritos como sistemas intercambidveis ao nivel A(¢), em 7 € 7.

Podemos, entdo, definir o conceito de intercambialidade como
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Conceito 4. Sejam A: T — (0,00) uma FCAD e 6 : T — (0, 1) uma fungio bem definida. Suponha
que observamos o conjunto de pares de vetor {¥;,Z;}?_ |, em que Y; = (yi(t;1),- - ,yi(t,-pi))T e
Zi = (zi(tn), ,zi(tip;))T os dados obtidos por SM1 e SM2, obtidos na i-ésima coleta pareada e
no conjunto de instantes 7; = {t;1,- - - ,t;p,} C 7. Definimos que, dado Ae 6, SM1 e SM2 podem

ser usados de modo intercambiado

(a) no instante t € T, se

PPFA(t;A) > 0(t),t €T (2.11)
(b) no subconjunto § C 7, se
PPFA(t;A) > 0(t),VteSCt (2.12)
(¢) no dominio 7, se
PPFA(t;A) > 0(t),VteC 1 (2.13)

e a intercambialidade é um conceito sensivel a escolha de A(z) e 6(¢);

e afirmar que dois sistemas sao intercambidveis dado A(z) e 6(¢) em ¢ (ou S ou 7) significa
que a probabilidade de uma futura observagao da diferenca entre os sistemas em ¢ (ou S ou

7) ser menor que A(r) é maior que 0(7);

e as regides onde ocorrem intercambialidade podem ser observadas considerando o grafico
de t x PPFA com a sobreposicao do grafico de 6(¢), assim podemos visualizar e analisar

0s pontos e/ou as regides onde ocorrem intercambialidade.

Seguindo as ideias apresentadas em Stevens (2014), se concluimos que SM1 e SM?2
nao podem ser utilizados de modo intercambiado, € interessante debater o que influenciou esta

conclusio.
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CAPITULO

MODELO BFGP

Para utilizar a ferramenta de concordancia proposta no Capitulo 2 (o PPFA) € necessério
definir um modelo para os dados funcionais que permita a construcao de curvas de predi¢cdo. Neste
capitulo apresentamos o modelo hierarquico Bayesian Functional Gaussian Process (BFGP).
O BFGP foi inspirado no modelo utilizado em Stevens (2014), que descreve as medi¢des do
sistema alternativo com distor¢des e no BABF (Bayesian framework with Approximations by
Basis Functions) de Yang et al. (2017), que constr6i um modelo hierdrquico bayesiano para

dados funcionais.

3.1 Estrutura dos dados obtidos com os aparelhos Opto-

trak e Eletrogoniometro

No problema de comparacgdo entre os sistemas de medi¢do Optotrak e eletrogonidometro,
temos P individuos que andam sob uma esteira durante um periodo de tempo, de modo que
cada um realiza Q; passos (que denominaremos como ciclos), em que i representa o sujeito,
i=1,---,P.Cadaciclo € uma curva, mensurada pelos dois equipamentos de forma emparelhada,
construindo os conjuntos de curvas y;; € z;; (ou mais especificamente, observagdes dessas curvas).
As curvas y;;j e z;; formam o 1° nivel de um modelo hierdrquico. Para o individuo i, cada ciclo
realizado é uma representacio da sua curva (passo) padrdo (u;). As curvas observadas no 1° nivel
sdo distor¢des dessa curva padrdo, juntamente com erros de medicao dos sistemas. As curvas a
u; podem ser avaliadas como o 2° nivel do modelo. Por fim, assumimos que o modo de andar de
todos os individuos sdo variagdes de um movimento genérico. Esse movimento esta associado a
uma curva g que denominaremos de curva média do passo de um humano e essa estd no 3° nivel

da hierarquia. A Figura 6 representa o esquema.

Supondo as caracteristicas do problema de comparagdo entre os equipamentos Optotrak

e eletrogonidmetro apresentado acima, propomos um modelo hierdrquico bayesiano para a
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comparacdo de dois sistemas de medi¢do que mensuram de forma emparelhada dados funcionais.

N R T Vprze) | o wo,0)—= 12 Nivel: ciclos/passos

° 22 nivel: passo padrao do individuo

32 nivel: curva média do passo do humano

Figura 6 — Modelo Hierarquico de 3 niveis para os dados gerados pelo Optotrak e eletrogonidmetro

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Modelo Bayesiano Hierarquico com suposicao de Pro-

cesso Gaussiano

Suponha que um conjunto de dados funcionais constituido ao todo por 2(Q trajetorias,
de modo que 2Q; estdo associadas ao individuo i, i = 1,--- ,P. Para cada individuo, as 2Q;
trajetdrias sdo resultados da unido de dois conjuntos de Q; curvas, representadas por %; = {y;; :
la,b] = R;j=1,---,0i} e Zi={zj:|a,b] = R;j=1,---,0;}. Assuma que as curvas y;; estdo
associadas ao sistema de medig¢do de referéncia e as trajetorias z;; a um segundo equipamento.

Podemos definir as fungdes w;; : [a,b] — R? tais que

wij () o= (3ij(t),2i5(1)) - 3.1)
Sem perda de generalidade, supomos que o dominio [a,b] = [0, 1].

Assuma para as trajetdrias o seguinte modelo funcional de efeitos mistos apresentado em

Stevens (2014) (simplificagdo do modelo apresentado em Guo (2002))

{yij(t) = u;(t) +e1ij () (3.2)

Zij(t) =Cx M,'(l‘) +V(I) +€2,‘j(t)
em que eq;;(.) e e;(.) sdo ruidos aditivos do equipamento que produz as medi¢des de referéncia

(SM1) e seu concorrente (SM2), respectivamente. Enquanto C € Re v: [0, 1] — R sdo distor-

¢coes que o equipamento SM2 comete e ndo dependem do individuo/objeto. Adicionalmente
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supomos que u;(.), i =1,---,P, e v(.) sdo funcdes pertencentes a L> com periodo igual a 1 e

que possuem representagio na série de Fourier {¢,,(.)}*

m—0> OU seja, existem sequéncias reais

{Bim }m>0 € {¥m }m>0 que pertencem ao conjunto das sequéncias cuja soma dos quadrados dos

termos ¢ finita (conjunto /?) tais que:

ui(.) = ioﬁ,-mgbm(.), i=1,---,P

oo (3.3)
v(.) = Z Yin®m(-)
m=0
€, portanto,
Yij(.) =Y BimOm(.) +e1i;(.)
m:() 7i:17"'7P7j:17"'7Qi'
Zij(~) = Z (CBim =+ Yim)Om (.) +e2ij<-)
m=0
Adicionalmente, observe que fixado um valor M € N, podemos definir as fungdes
M)y _ ¥
Yij ()= Z BimOm(.) + e1i(.)
m[ljo yi=1 P j=1,--,0i
M
20 = Y (CBint Vi) $() + e2i(.)
m=0
de modo que, Vr € [0,1],
b0 =35 Ollz2 2.0
N M~y (3.4)

12" 0) = 2i(0) |2 — 0

A relacdo descrita em (3.4) € importante para aplicagdo computacional do modelo, pois garante
que, uma vez que a série de Fourier € adequada aos dados, existird um valor de M tal que se
M' > M, entdo Z%I/:o BinOm(t) =~ Y™ Bindm(t), Ve €[0,1] ei € {1,---,P}. Temos o resultado

andlogo para a sequéncia { ¥ } m>0-

Prosseguindo, assumimos que os ruidos aditivos {ey;;(.)} sdo fungdes aleatérias tais que

esii " PG(04(.), 02K(.,.)), s = 1,2 (3.5)

em que Of(.) € a fungdo nula nos reais e ki(.,.) sdo funcdes kernel definidas previamente.

Adicionalmente definimos que ey;; € independente de ey para quaisquer valores de i, i'j,je
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também que os erros sdo independentes de By, % € C. Das suposi¢des de independéncia, temos
que parai,i’ € {1,---,P}e j,je€{l,---,0:}

y’j() 1 Zi/j/('> | {{ﬁim}mz()}f:h{ym}mZ()?C?GlzuGZZ (36)

m=0

yij(') | {{Bim}mZO}fzh{}/m}mZOaca O] 7622 lﬁfl PG ( i Bim(pm(')leZKl('?'))

[}

=
zij(-) | {{Bim}mZO}fzh{?’m}mZOaCa O] 7622 %1 ( (CBim + Ym) Om(.), 6227(2(-7-)>

m=0

(o]

Vi () | {Bim}mz0, 0% % PG ( Y ﬁim¢m(~)70127<1(~7~)>

m=0 (3.7)

oo

Zij(') | {Bim}mzoﬂ{’}/m}mZOvC 022 lﬁ“d (Z CBlm"f"Ym ¢m( ) GZZKZ('v'))

m=0

Logo, a verossimilhanca do modelo é dada por

Fwij (VYo | {H{Bim}m=0} =1, {¥n}m=>0,C, 07, 03) =
P Qi P Qi
= (an(ylj() | {ﬁim}mzmcl ) (HHf zij(-) | {ﬁim}m>07cv{7m}m>0a622)>

i=1j=1 i=1j
(3.8)

em que cada termo do lado direito do Equagao 3.8 é um Processo Gaussiano.

Fazendo uma analogia ao problema da comparacao entre os equipamentos Optotrak e
eletrogoniémetro, temos que u;(.) seria a curva padrdo do passo do individuo i. Observe que da
expansdo na série de Fourier, a estima¢do de qualquer uma das curvas u; estd associada a estima-
¢do da sua respectiva sequéncia de nimeros reais { B } m>0. O mesmo ocorre com a curvav(.) e a
sequéncia { ¥ }m>0- Logo, podemos associar os parametros { {{Bim }m>0}2_ 1, { ¥ }m>0,C, 67,03 }

ao 2° nivel do modelo hierdrquico. Assumimos as seguintes distribuicdes a priori para os para-
metros desse nivel:

[ {(Bin} >0 | {Gn}mz0, K8  PG({Cn}m0: K5 (), i=1,--- ,P

{Ymtm=0 ~ PG({&n}m>o0, KY(v )
C ~ Njg o) (@, 5¢) (3.9)

o} ~ gamma — inv(ay,by)

\ 05 ~ gamma — inv(as, by)
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em que sdo definidos previamente os hiper pardmetros: {&, } >0 € R™, Ky, @, Gg, ai, by, ar e by.
A notago N ) representa a normal truncada no intervalo [0, o). Observe que ({ & }m>0,Kp)

formam o 3° nivel do modelo hierdrquico e para esses parimetros assumimos as priores:

{CYm=0 | kg ~ PG({Nm}m>0,d " p)

(3.10)
kg ~ PWI(T,Ky)

em que {Nu}m>0 € R™, d € Ry, 7€ R, e ky também sdo hiper pardmetros definidos e PWI é
um Processo Wishart Inversa (YANG et al., 2016). Temos que {{,,};_, podem ser interpretados
como os coeficientes de série de Fourier que define a curva média geral, g(.) (no problema de
comparacao entre os equipamentos Optotrak e eletrogonidmetro foi denominada como curva

média do passo de um humano).

(y11:211)

{7111}111207
)
C,o1,05

Figura 7 — Modelo hierdrquico Bayesian Functional Gaussian Process

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo descrito por (3.8), (3.9) e (3.10), representado na Figura 7, ¢ um modelo
hierarquico bayesiano para dados funcionais com suposi¢oes de Processos Gaussianos, que
denominaremos como Bayesian Functional Gaussian Process (BFGP). A escolha do Processo
Gaussiano deve-se a estrutura genérica das curvas. A hierarquia proposta no BFGP, permite o
compartilhamento de informacao entre as curvas mensuradas, preservando a caracteristica de cada
uma e de cada individuo. Além disso, diferentemente de outros modelos hierdrquicos bayesianos,

tal como Bayesian framework with Approximations by Basis Functions (BABF) apresentado em
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Yang et al. (2017), o BFGP utilizara todos os instantes observados para determinar os parametros
(sem a necessidade de restringir a grade de instantes a um conjunto muito menor do que a unidao
de todos os instantes) e ndo faz uso da inversa generalizada para matrizes ndo quadradas. Ao
assumirmos uma fun¢do de perda, podemos estimar os parametros, de modo que determinamos
as curvas envolvidas no modelo e podemos avalid-las em qualquer instante do dominio. Ademais,
o modelo foi construido para incorporar a repeticdo de medi¢des sobre um individuo, assim

como a avaliac@o simultanea de todos os sujeitos.

Apesar do BFGP ser construido sobre fungdes aleatdrias, uma vez que nao conseguimos
trabalhar na pratica com curvas, assim como nao conseguimos trabalhar com infinitos termos,
faremos uso do truncamento da série de Fourier (3.4) e das relagdes entre o Processo Gaussiano
e a Distribui¢do Normal Multivariada e entre o Processo Wishart Inversa e a distribui¢do Wishart
Inversa com a parametrizacao de Dawid (1981) (YANG et al., 2016) para construir as posteriores
dos pardmetros. Suponha que as curvas y;;(.) e z;;(.) sdo observadas no conjunto ordenado e
comum de pontos .7;; = {tiﬂ <tip<---< fijn,»j}- Definaparacadai=1,--- ,Pe j=1,---,0;,

variaveis aleatdrias

Yijk := yij(te)
Ziji = 2ij(t) k=1, ,nj. 3.11)
Wik == (Yijk Ziji)

e denote por y;jk, Zijk € wijx 0s valores observados. Assim, temos os conjuntos de dados:

Dij = {ijiswije)sk =1, i} = {(tiji yijo zije) sk =1, ,mij}, (3.12)

i=1,---,P j=1,---,0; que, quando unidos, formam os dados observados no 1° nivel do

modelo hierdrquico

P Qi
2= 2; (3.13)
i=1j=1
Defina as representa¢des matriciais, parai=1,--- P j=1,--- ,Q; e M fixado
e Dados
Y1 Zij1 Yiin Zij
Yij = 5 Zij = 5 "Vl‘j = [Yij Zij] = : :

Yijni j Zijni 1 Yijni j Zijni J
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o Coeficientes de Fourier
Bio Y o o No
Bi=| | s v=|:] 5 &= 1| 5 &= 5 n:=|:
Bim Y Cm Em Nm

e Funcdes da série de Fourier

do(tiji) - Oml(tiji)

q)ij = : . :
¢0(tijnij) e ¢M(tij”‘ij)
e Matrizes de covariincia
K (lijl ,lijl) Ky (fijl ) tij”i,i)
Kyij = :
K1 (tijngjotijt) o Kt (Bijgo tijni;)
(tijntjn) - k(i 7tijnij>
K2ij = : :
K2 (tijnistijt) - Kaltijngstijni;)
K'ﬁ (0,0) Kﬁ (O,M)
B:= : KR :
K‘ﬁ(M,O) Kﬁ(M,M)
H = : . :
K/)/(M, O) cet K/J/(M,M)
KZ(an) Tt KZ(07M)
Y = : . . (314)

K'):(]\.LO) K):(M,M)
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Assim, para M fixadoeVie {1--- ,P}eVje {l,---,0;}, temos que as Equagdes (3.8),

(3.9) e (3.10) se transformam no modelo com o qual trabalharemos na prética

Yij| 0 2%1 ( ljﬁzaGlKllJ)
(@

Zi| B;,v.C.o Md iy (®ij (CB;i+7),07K2i))
Bil c,B”ﬂNM+1<c,B>
Y~ Ny+1(8,H) =1,
C ~ Njg.)(®,0F) ; i=1..0, (3.15)

o} ~ gamma — inv(ay,by)

o5 ~ gamma — inv(ay, b>)
§|B~Nui(n.d"'B)

B~Wly(1,X)

em que Wl € a distribuicdo Wishart - Inversa com a parametrizagdo descrita em Dawid
(1981). Apesar de suprimido na notacdo, o modelo descrito depende do valor fixado para M.
Mas, como afirmado em (3.4), conforme M cresce, mais proximos ficamos das curvas v(.) e

ui(.),i=1,---,P, consequentemente de y;;(.) e z;;(.).

Temos como objetivo construir as curvas preditas deste modelo. Para tanto, precisamos

definir as distribuicdes a posteriores dos parametros.

3.2.1 Posteriores

Para simular a distribuicao a posteriori 7({B;}2_,,7.C, ct,05,8,B|{W; j}+i,j) utilizamos
o algoritmo Gibbs Sampler. Observe que

P Qi
({Bz} 1777C 617627§B‘{‘/Vl]}1]) ( IJ‘BHGI I:[I—Il lj’Bb%CvGZZ)X

7(Bi | §.B) x n(y) x m(C) x n(07) x 7(03) %

3 2

Assim, temos as posteriores condicionais. A seguir representa os demais parametros e
{W;}i,j todos os dados observados (dos dois aparelhos). As relagoes das posteriores condicionais
sdo de extrema importancia para as demais construcdes desse capitulo, suas demonstracdes estao

no Anexo B.
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e B:l..,

Wijtijpi=1,---,P:

(B, | o AWijtij ~ N1 (B4, A0)

-1

1 C? 1 1
A= Zq) [ (Kiij)  + = (Kaij) ]q)i.i+B }
{ o2 (3.16)
& “ly -1 _
[G Zq) Klz/ lJ Zq) Kle le_q)ij7)+B IC]
1 j=
Y- Wit
Y| AWijtij ~ Nuv1((,A)
-1
A : i%cp Kyj) ' @
- 2i 1
6221 1j=1 ) ! (3.17)
. 1 P O _1
§+62221q) K2IJ Zj_CCpijﬁi)
\ 2
o {Wijti
( * %2
C|....{Wij}i,j ~ Njpo)(@*,p™7)
1 1 && _
x2 T x.T 1
— =+ "o (Kyi) ' ®;:B;
p p2+62212211_;ﬂl lj( 2]) l]ﬂl (318)
a1 E& l
o =p _2+_222B q)T(KZlJ) (Zij — Pij7)
{ P 63T =
o of | .. {Wj}ij
(67 ..., {W;;}ij ~ gamma — inv(a}, b?)
al—mzz””
i=1 j= (3.19)
P 0 B
=b+= ZZ Yii — @iiB,)" (Kuij)~ (Yi5—®i;B))
\ l 1j=
° 0'22 | ---»{VVij}i.,j:
(67| ..., {Wij}ij ~ gamma — inv(a3, b})
a; az—i—i%nl}
5=
i= 1] (320)
-1
bz—b2+ ZZ @, (CBi+7)]" (Kaij) " [Zyy— ®ij(CB;+7)]
l 1j=
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o &l {Witij
(C | Wii}ij ~ Nigt (1,4)
1= %Plﬁ’ 3.21)
4= 777
o Bf...{W}i;:

Bl ...{Wj}ij~WI,(t",A")
T"=74+P+1

»
A*=A+d({-n)(&—-n)" ZB —O)(B;i—0)"

(3.22)

Logo, o algoritmo Gibbs Sampler para simular 8 = (B;}_,,7,C,0%,03,§,B) dado

{Wi;}i ;) € descrito pelo pseudocédigo abaixo:

Algoritmo 1 — Simulago da posteriori 7({B;}7_,,v,C,0%,067,§,B | {{W;;}}_ }JQ;1)

1:

10:

Deﬁna um Valor inicial para  ({B;}.,,7.C,0%,05,§,B) e denote por

1 i= 1,}'<0 2 622(0), ¢ (O),B(O)) ; > alguns processos de estimagdes podem ser
utlhzados para deﬁmr esse valor inicial
parande 1 a N faca

Simule Bl(n) com a expressdo (3.16), para cada i € {1,---,P}, condicionada a
({ﬁgn_l)}l;&i ,y(n—l) Ccln=1) cylz("*l) 622("71) C(n_]) B(”_l))'
Simule %”) com a expressao (3.17), condicionada a
({ﬁ l Ccn=1) 0.12(”—1) GZZ(n_l) ;("*1) B(nfl)).
Slmule c com a expressao (3.18), condicionada a
(B 0" oY g B,
l I ) ) ) bl
Slmule 0'1( " com a expressao (3.19), condicionada a
({B P 17,},( ’C(n)’azz(n—l)7C(n—l)yB(nfl));
Slmule Gzz(n) com a expressao (3.20), condicionada a
n) o) g20 gh=1) pn-1)y.
({ﬁ = 1ay< 76 ac vB )9
Slmule 4 (n) com a expressao (3.21), condicionada a
({B - l’y(n’ (n),O' 2(n) 62(),3("_1));
Slmule B com a expressao (3.22), condicionada a
({ﬁ P 17,},( ’C(n)’cz( n) Gzz(n)7€(n));
fim para

O algoritmo Gibbs Sampler j4 tem uma estrutura conhecida e € um algoritmo facil de ser

implementado uma vez que conhecemos as posteriores condicionais.
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Para otimizar o processo de inversao de matrizes, utilizamos a decomposicao de Cholesky.

3.2.2 Predicao das curvas de um novo individuo

Aqui o objetivo € determinar a distribui¢do preditiva de um par de curvas associados ao

um novo individuo, (yp+1,zp+1). Temos que

AP0z O) OOV D) = £ (221 () [ 03i()i) =

= /f(yp+1(-),ZP+1(-)»{/3 7.C.01.05. 8B | {wij()}ij) {dB} ) dydCdoi doy dfdB =
= [ Fopa()zpa ()| B 7.C.07.03.£.B.{wis()))

xw({B}) 1. 01, 03,8B | {wiy()}iy) {dB} ) dydCdoi doy d§ dB =

= [ 10710220 () | By 7.C 07 03)x

X ”(ﬁP+1 | {B }z 1777C761276227C B {Wij(‘)}ij)
X ﬂ({ﬁi}i:h%ca O] 7G2=C73 | {WU( )}hj) {dﬁ }P+1 dydCdGlszZZdCdB =

— [ £0r1() | Bpi1,0D) % £(zpi1() | B, ¥.C.03) x
< 2(Bpor | §.B) x n({BY1.7.C.0%,03,8. B | {wij()}i,) (4B} dydCdotdo3al di

(3.23)
Das suposi¢des do modelo, segue que
Bpii | &,B~Nys1(E,B) (3.24)
e
2 < 2
yp11(:) | Bpi1:0f ~ PG Y. Ber1mOn(.),07K1(.,.)
"0 (3.25)

m=0

M
ZP+1(~) | ﬁP+1>Y7C’622 ~ PG ( Z (CBP—H,m+Ym)¢ln(')76227<2('7 ))

Sabemos simular a distribui¢do a posterior dos parametros através de Gibbs Sampler (Subsecao
3.2.1). Assim, fixado uma grade de pontos do dominio [0, 1], Tp11 = {tp111 < - <tpiinp,, }>
podemos simular a distribuigao de f((Yp41,Zp+1) | {{(Yjj, ,J} " H,) através do algoritmo

2, em que

({ﬁz}z 177>C761276227§73)
Ypi1 = et (tpin1)ypit (tpiinp.,)]”

Zpi1=[zp+1(tps11) zps1(tpripp,,)]"
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Algoritmo 2 — Simulagdo da preditiva f((Ypy1,Zps1) | {{Wi;}2, }JQ;I)

1: parande 1aN faca

2 Simule 8 de r({B;}F.,,7.C,02,02,&,B | {W;;}; ) através do algoritmo 1;
3 Simule 8%, de Bp,, | ¢, B™ com (3.24);
4

Simule YJ | de Yp 1 | B4, 02" utilizando (3.25);

5. Simule Z{Y, de Zp1(.) | BY,, ¥, 62" uiilizando (3.25);
6: fim para

(Y11.217) Wpi1Zp4)

{Ym}mz05 »
C,ol 08

i’{"3P+1.m}rfi120

Figura 8 — Predi¢do das curvas de um novo individuo

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.3 PPFA

Sob as suposi¢des do BFGP, podemos pensar de forma informal que a concordancia
entre os equipamentos SM1 e SM2 ocorre quando C = 1, v(.) = 0¢(.) e 67 ~ 03. A construgdo
formal da concordéncia pode ser realizada através da curva PPFA(t;A), em que A(.) é a Fungdo
da Diferenca Clinicamente Aceitavel (FCAD). A simulagdo da curva PPFA(t;A) permite que
analisemos a concordancia entre os equipamentos de medi¢do SM1 e SM2. Para tanto, da defini-
¢do de PPFA(t;A), denotando por d(.) = (yp+1(.) —2p+1(.)), precisamos simular a distribuicdo

d) [ {{wi; }JQ;I, em que P+ 1 representa um novo individuo e W;; = [Y;;,Z;;] sao os dados
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observados,i=1,--- P, j=1,---,Q;. Temos que

\{{(m() (Y H) = £ [H{wig()}ig) =
- /f {’4—11’,},,(7’ Oj 7627§78 | {WU( >}I>J) {dﬁ }P+1dydCd61 dGZ dCdB -
= [ £d0) [{BH7.C.07. 03,8 B, {wiy () }i) x
x t({B;} 4", 7.C,01,05,8.B | {wij()}ij) {dB;}.H dydCdot dos d§ dB =
_/f ‘BP—H?Y?C 617622)

X (Bpy1 | {B;}1,7.C, 07,05, §,B,{wi;(.)}ij)x
x t({B}-1.7.C.0t,05,8.B | {wi;(.)}i,;) {dB;}i1 dydCdot dos d§ dB =

—/f )| Bpi1,7,C, o1, 05)x

X TE(BP—H | C B) X ﬂ({ﬁ } 17Y7C Oj a627CaB | {Wij( )}IJ) {dﬁ }P+1d'ydCd612dG22a;§‘21§)

Das suposi¢des do modelo, novamente temos que

ﬁPJrl | CaB NNM-H (CaB)'

Além disso das suposicdes de independéncias do modelo segue que

d() ‘ BP—i—]v%C? 612a622 ~

M (3.27)
PG (2 [(1-C) % By 1 — ol(),02K1 () + G35 .>>
m=0

Apesar do PPFA(t;A) ser uma fungdo, as limitagdes computacionais apenas nos permi-
tem avaliar o PPFA(t;A) em grades de pontos, assim fixado o subconjunto de [0,1], Tp;; =
{tp111 <--- <tpyipp,,}> de modo que

Ypi1 = pri(tpet,n) - Y1 (tppinps, )]
Zpi1 = [zpri(tpyrn) - 'ZP+1(tP+l7nP+1)]T
D= [Dl e 'DHPH]T = YP—i—l _ZP—H

podemos utilizar os Algoritmo 3 e construir a fungdo PPFA(t;A).
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Algoritmo 3 — Curva PPFA(t;A)

1: DefinaS=[S;-+Sy,,,)7 €Sk =0,Vk € {1, ,npy1};

2: parande 1 aN faca

3: Simule 8" de r({B;}r_,,7.C,0%,063,§,B | {W;;}: ;) através do algoritmo 1;
4: Simule ﬁg’ll de Bp. | C("),B(”) com (3.24);
5
6
7

Simule D™ de d(.) | B, ¥, c, 62" 62" utilizando (3.27);
parak e {l,--- ;npy;} faca
: Se |D,((")| < A(tp), entdo Sy = Si + 1; caso contrdrio S;
8: fim para
9: fim para
10: Defina PPFA(ty,A) = Si/N

Da defini¢do de intercambialidade apresentada no capitulo anterior temos que, se previa-

mente definirmos a fungdo 6 : [0, 1] — [0, 1],

(t) = sistemas sdo intercambidveis em t

{PPFA(t,A) 328)
A

>0
PPFA(t,A) < 6(t) = sistemas nao sdo intercambidveis em t

Como mencionado no Capitulo 2, a vantagem do PPFA em relagdo aos seus concorrentes

como o Functional Limits of Agreement € sua capacidade de resumir a informac¢do de concordan-

cia em uma informacao simples (a probabilidade de ocorréncia de um evento). Além disso, a

replicacdo das medi¢des e suposicdo de um modelo, permitem a comparacao entre as acuracias

e as precisoes dos sistemas de medicao explicitamente, caracteristica herdada da ferramenta

Probability of Agreement.

3.2.4 Calibracao

Outro aspecto importante da definicdo de um modelo € a possibilidade de calibragao.
Nos referimos a calibragdo como a capacidade de predizer a regido onde as medi¢des realizadas
pelo equipamento de referéncia (SM1) para um novo individuo estardo, dado que observamos as
curvas construidas pelo sistema concorrente (SM2) para 0 mesmo sujeito e o conjunto treino.
A calibra¢do € um tdpico interessante quando concluimos que os sistemas de medi¢do ndo sdao
intercambidveis, pois com a calibracdo o especialista ainda pode utilizar o sistema SM?2, contudo
ao invés de considerar seus dados para sua conclusio, ele pode utilizd-los para prever em qual

regido o sistema SM1 posicionaria suas medi¢des e, entdo, produzir suas conclusdes.

Para construir a calibrag@o precisamos definir

£ (per() [ {Zp Y2 W, ) (3.29)
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Temos que, s 0= ({B } lv'yvc 617625§ B)

F(per () [{Zpa 120 AW =

= [ 10p1():Bpir 8 | {Zow 1 (WYY 2) dBy 146 =

= [ flra) |ﬁp+1,e{zp+1,J}Q"“ W2 ) x

< 1(Bpi1,O | {Zoor Y0 ALY dBpy1 a0

= [ flra() | ﬁpwcm < (Bt | 04Zpar P WY )
x7(0 | {Zp 1 Y520 AW ) 2ey) dBpy 1 46 =

= [ 10r10) | Bpirs 08 X ABpoy |.4Zow 1 LW} )00
<7(8 | {{W)1}%) dBy. 18

(3.30)

em que

Brii | 0.4Zp 1 Y Wi Y o
o< f({Zps1 Y97 | Bpot, 0 AW Y} ) x w(Bpyy | 0, {{Wij 1))
oc f({ZPHJ}]Q:PJfl | Bpi1:7.C,03) x (Bpyy | §,B)

Op+1
o H eXP{—% [Zp1j—Ppi1,;(Cx Bpyy +Y)] (03Kapi1,) "
[Zpi1j— Ppi1 j(CxBp +7)]} x eXP{—E (Bp.1— C)TB?I (Bpi1— C)} o<

C2 9p+1
o< exp ﬁp+1 B +G Z poy ey | Bpii—

2 j=

Op41
r (., C
2Bp (B 15*‘; Y (q)g—kl,jZPH,j_q)£+17jq)P+lvj'y)>] }’

2

ou seja,

(Bt |0,{Zp1 1971 AW 3 }9)) ~ Nt (m, V)

2 Opi1 -1

C
-1 } : T
]_

V=

(3.31)

+
-1 T
m=V [B €+—2 Z q’P+1,jZP+1,j—¢P+1,j¢P+1Y)]
\ 0y 7

Assim, fixado uma grade {t; <t, < --- <t,},definimos Yp, 1 = [yp1(t1) yps1(t2) --- yps1(ta)]"
e simulamos valores através do algoritmo:
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PQi)

Algoritmo 4 — Simulagdo da preditiva f((Yp,1 | {ZP+1,j}JQ£ 1AW L

1: parande 1 aN faca

2: Simule 8 den({B;}f_,,7,C,0%,03,§,B | {W;;}: ) através do algoritmo 1;
3: Simule ﬁt(‘i)tl de Bgﬁl | 9(”),{Zp+17j}jgg',{Wij 11,’:119;1 com (3.31);

4 Simule Y4

pi1de Ypig | ﬁgﬁl, 612(") utilizando a suposicao do modelo.
5: fim para
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CAPITULO

AVALIACAO DE CONCORDANCIA ENTRE
0OS EQUIPAMENTOS OPTOTRAK E
ELETROGONIOMETRO

Este capitulo é dedicado a aplicacdo da ferramenta de concordancia PPFA (Predictive Pro-
bability of Functional Agreement) considerando o BFGP (Bayesian Functional Gaussian Process)
como modelo para avaliar a concordancia entre os equipamentos Optotrak (sistema de medi¢ao
de referéncia, considerado acurado e preciso) e o eletrogoniometro (um sistema de medi¢ao mais

barato e acessivel, contudo que precisamos definir se € uma alternativa ao Optotrak).

4.1 Suposicoes sobre os dados dos aparelhos Optotrak e

Eletrogoniometro

No ensaio realizado para a comparacao entre os sistemas de medi¢cdo Optotrak e ele-
trogonidometro, temos 15 individuos sauddveis que andam sob uma esteira durante um periodo
de tempo, de modo que cada um realiza uma certa quantidade de ciclos. Cada ciclo constréi 3
curvas (as variagdes dos angulos flexo - extensdo, varus - valgus e rotacao interna - externo)
mensuradas pelos dois equipamentos de forma emparelhada. Os individuos nunca tiveram pro-
blemas nos joelhos. Em nosso estudo apenas consideraremos as curvas associadas ao angulo
flexo - extensdo e vamos definir que o passo € definido por ele, assim temos 0s conjuntos de
curvas adjacentes y;; e z;; (ou mais especificamente, observagdes dessas curvas - a quantidade
de observacdes varia por ciclo acima de 100 pontos). Os sistemas avaliam os passos para cada
uma das pernas, que sdo divididas em dois grupos: dominante e ndo dominante. Para cada um
dos grupos, supomos que o movimento realizado por cada um dos participantes € resultado de
uma variacdo de uma curva padrao (seu passo padrdao). Além disso, assumimos que todas as

curvas padrio sdo variacdes do uma curva média do passo de um humano. Consideraremos que
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curvas das pernas dominantes e ndo dominantes sdo variagdes de curvas média diferentes do
passo de uma humano. Para aplicacio das ferramentas descritas anteriormente trabalharemos
com as curvas da perna dominante.

Optotrak

Individuo

58 3 gT T e FTEEERERE

00 025 050 0.5 1.0

Figura 9 — Medig¢des da perna dominante de 15 individuos pelo Optotrak

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Eletrogoniédmetro

Individuo
al
as
at

= az
* ba
- dg
= geb

= ff

Angulo flexo — extensao

0.00 025 0.50 075 1.00
% Ciclo

Figura 10 — Medig¢des da perna dominante de 15 individuos pelo eletrogonidmetro

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Aplicacao do modelo BFGP ao problema da marcha

Considerando os dados obtidos através das curvas mensuradas pelos aparelhos Opto-
trak e eletrogonidmetro, que representam os ciclos das pernas dominantes de 15 individuos,
assumiremos o modelo apresentado no Capitulo 3 para explicé-los.

Ao assumirmos o modelo BFGP, estamos considerando que os dados possuem a seguinte
estrutura (Figura 6)

e observamos para o individuo i e ciclo j,i=1,---,15e j=1,---,Q;, os pares de dados



70 Capitulo 4. Avaliagdo de concorddncia entre os equipamentos Optotrak e eletrogoniometro

funcionais {(yijk,zijk), k = 1,---,n;;} que sdo observagdes das curvas y;;(.) (medigdes
do angulo flexo - extensdo pelo Optotrak) e z;;(.) (medigdes do mesmo objeto pelo

eletrogonidmetro) nos instantes {t;j; < -+ < tiju;; } C [0, 1];
e para o individuo i, propomos que as curvas (y;;(.),zi;(.)), Vj € {1,---,Q;}, sdo variagdes

da curva u;(.) (passo padrdo do individuo) dadas por

yij(.) =ui(.) +e1j(.) — (sistema de referéncia)

zij(-) = Cxui(-) +v(.) +ej(.)

(4.1)

em que C € R e v:[0,1] = R sdo distor¢does que o eletrogoniometro possui e eg; :
[0,1] = R, s = 1,2, séo curvas de erro intrinsecas ao sistema 1 (o Optotrak) e 2 (o

eletrogonidmetro);

e ascurvas u;(.), i =1,---,15, sdo variagdes de uma curva g(.) que representa a curva média

do passo do humano (nesse caso para a perna dominante).

Seguindo as construgdes apresentadas no Capitulo 3, assumimos que as curvas u;(.)
e v(.) podem ser reescritas como a série de Fourier {¢,, },,>0, truncada em M termos, pois o

problema da marcha humana é formado por curvas periddicas, de modo que temos

M
yij(-) = X_:Oﬁim¢m(-)+elij(-)
2ij(.) = Y, (CBim+ Ym)Om () + €2j(.)

m=0

Com todas as defini¢des e suposicdes feitas no Capitulo 3, temos ferramentas suficientes para es-
tudar o problema da marcha e a concordéncia entre os equipamentos Optotrak e eletrogonidmetro.

Suponha como hiper pardmetros do modelo BFGP:

e supomos que o erro cometido pelo Optotrak no instante s, independe do tempo ¢

ki(t,s)=1,set =s, e Kk (t,s) =0, caso contrdrio;

e supomos que o erro cometido pelo eletrogonidmetro no instante s, independe do tempo ¢

K (t,s)=1,set =s, e k(t,s) =0, caso contrario;

e consideraremos a falta de informagéo a priori sobre a fung@o de covariincia kg
ks(t,5) =1,set =s, e kz(t,s) = 0, caso contrdrio;
T=17;

d=1;
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e consideraremos a falta de informag@o a priori sobre a sequéncia { ¥, } m>0, entdo sugerimos
que sua distribui¢do € centrada na sequéncia nulo, em que cada termo tem uma alta

variabilidade e existe independéncia entre eles
Ky(t,5) =100, se t =5, e Kky(t,s) = 0, caso contrario;
n=&=0/()=0:

e consideraremos a falta de informagdo a priori sobre a distor¢ao C, entdo sugerimos que

sua distribuicdo € centrada em 1 com alta variabilidade

©=1e0z=100

e consideraremos a falta de informagdo a priori sobre as variabilidades o} e o7, entdo

sugerimos que suas distribui¢des sdo iguais, com média 1 e variancia 1

a1:a2:3eb1:b2:2.

4.3 Resultados

Para as rotinas, consideramos 30000 iteracdes, com burn-in de 5000 e, para evitar
autocorrelacio, consideramos saltos de 25 unidades entre as iteragdes. Repetimos o processo
considerando a série de Fourier truncada em M = 6,8,10,12,14,16,18 (ou seja, séries com
7,9,11,13,15,17,19 termos). O trabalho de Milani (2019) traz evidéncias de que a expansdao com
13 termos € uma boa escolha para o problema analisado. O estudo de diferentes truncamentos,
mostrard novamente que 13 termos sdo suficientes para estudar esses dados. Mais de um chute

inicial foi testado.

4.3.1 Escolha de M para a série de Fourier

Para os dados com os quais estamos trabalhando é conhecido que a série de Fourier
truncada em M = 12 (13 termos na série) € a representacdo minima e suficiente para observamos
as curvas do Optotrak e eletrogoniometro (MILANI, 2019). A seguir faremos uma nova anélise
para determinar o valor “6timo” de M com o qual trabalharemos. A avaliacdo é baseada na

comparac¢do das estimativas dos parametros.

Temos que o estimador de um parametro é sua média a posteriori. Realizamos as
simulagdes dos parametros para M = 6,8,10,12,14,16, 18 e supomos a perda quadratica para
calcular as estimativas dos parametros C, 012, 622, ¥, § e B, associado ao individuo dg, todos
arredondadas na 3? casa decimal. Como podemos observar pelos resultados apresentados nas
tabelas e visualmente nos graficos a seguir, para M > 12 temos que as estimativas dos parametros
escalares ficam proximos da estimativa quando supomos M = 12. Outro forte indicativo € andlise
das estimativas de parametros multidimensionais que estio associados a curvas (os coeficientes de

g(t),v(t) e ug(t)). Observamos que as entradas 13, 14, 15, 16, 17 e 18 diferem muito pouco de 0,
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além disso os termos da série de Fourier que acompanham esses coeficientes sao responsaveis por

padrdes rdpidos, assim podemos truncar a série de Fourier em M = 12 sem perdas significativas.

o C
M= 6 8 10 12 14 16 18
C= 1,036 | 1,049 | 1,049 | 1,048 | 1,048 | 1,048 | 1,048
Tabela 1 — Estimativas de C para diferentes truncamentos da série de Fourier
.
M = 6 8 10 12 14 16 18
612 =|5,115| 4,039 | 3,478 | 3,390 | 3,393 | 3,395 | 3,394
Tabela 2 — Estimativas de 612 para diferentes truncamentos da série de Fourier
. o}
M= 6 8 10 12 14 16 18
622 = 14,740 | 3,353 | 2,865 | 2,849 | 2,836 | 2,832 | 2,833
Tabela 3 — Estimativas de 622 para diferentes truncamentos da série de Fourier
°Y

M = 6 8 10 12 14 16 18
Yo= | -3,154 | -3,365 | -3,378 | -3,346 | -3,352 | -3,354 | -3,346
n=| 1,426 | 1,611 | 1,622 | 1,595 | 1,600 | 1,602 | 1,595
=1 085 | 0918 | 0,922 | 0,913 | 0,914 | 0,915 | 0,912
»B=|-1,675 | -1,791 | -1,798 | -1,781 | -1,784 | -1,786 | -1,780
Ya= | LL177 | 1,281 | 1,287 | 1,272 | 1,274 | 1,276 | 1,271
= |-0,774 | -0,817 | -0,819 | -0,813 | -0,814 | -0,814 | -0,813
Y= | -0,182 | -0,198 | -0,199 | -0,197 | -0,197 | -0,197 | -0,197
= - -0,043 | -0,044 | -0,042 | -0,042 | -0,042 | -0,042

R = - 0,091 | 0,091 | 0,090 | 0,091 | 0,091 | 0,090
Yo = - - -0,279 | -0,278 | -0,279 | -0,278 | -0,278
Yio = - - 0,298 | 0,299 | 0,299 | 0,299 | 0,299
Yi1 = - - - -0,082 | -0,081 | -0,081 | -0,082
Yi2 = - - - -0,064 | -0,064 | -0,064 | -0,064
Yi3 = - - - - 0,024 | 0,025 | 0,025
Yia = - - - - 0,067 | 0,067 | 0,067
Yis5 = - - - - - -0,015 | -0,015
Yie = - - - - - 0,021 | 0,022
Y7 = - - - - - - 0,001
Y18 = - - - - - - 0,009

Tabela 4 — Estimativas de ¥ para diferentes truncamentos da série de Fourier
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o ¢

M= 6 8 10 12 14 16 18
Go= | 15,648 | 15,649 | 15,634 | 15,623 | 15,666 | 15,682 | 15,653
G = | -13,813 | -13,785 | -13,777 | -13,781 | -13,801 | -13,842 | -13,801
&= | 4,633 | 4,655 | -4,657 | 4,633 | 4,650 | -4,666 | -4,656
G=| 8617 | 8589 | 8597 | 8,598 | 8,615 | 8,632 | 8,618
&= | 7,731 | 7,701 | -7,704 | -7,714 | -7,725 | -7,728 | -7,710
Gs= | 3278 | 3259 | 3251 | 3,265 | 3273 | 3274 | 3,273
Go= | 1,144 | 1,139 | 1,142 | 1,142 | 1,140 | 1,150 | 1,139
&= - 0,968 | 0,971 | 0968 | 0972 | 0,971 | 00972
G = - 0,167 | -0,166 | -0,169 | 0,170 | -0,167 | -0,168
& = - - 0,654 | 0,665 | 0,660 | 0,660 | 0,655
o= - - 0,133 | 0,135 | 0,136 | 0,137 | 0,134
tn=| - - - 0,007 | 0,096 | 0,097 | 0,096
Co=| - - - 0,184 | 0,185 | 0,187 | 0,186
= - - - - -0,018 | 0,017 | -0,017
Ca=| - - - - 0,006 | 0,008 | 0,010
Cs=| - - - - - 20,021 | -0,013
o= - - - - - 0,001 | 0,004
Cr=| - - - - - - 0,016
Gs=| - - - - - - 0,003

e B¢

Tabela 5 — Estimativas de § para diferentes truncamentos da série de Fourier
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M= 6 8 10 12 14 16 18
Bso= | 17,030 | 16,990 | 16,987 | 16,994 | 16,992 | 16,992 | 16,993
Bo. = | -14,337 | -14,299 | -14,297 | -14,304 | -14,301 | -14,300 | -14,301
Bso= | -3.507 | -3,515 | -3,514 | -3,514 | 3513 | -3,514 | -3,514
Bos= | 9,526 | 9,497 | 9,496 | 9,501 | 9,499 | 9,499 | 9,498
Bos= | 9415 | -9,379 | 9377 | -9,382 | -9,381 | -9,381 | -9,381
Bos= | 4485 | 4473 | 4472 | 4475 | 4473 | 4473 | 4474
Bss= | 1,023 | 1,002 | 1,001 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,002
Bs,7 = - 1,380 | 1,380 | 1,379 | 1,379 | 1,380 | 1,379
Be,s = - 0,566 | -0,566 | -0,566 | -0,566 | -0,566 | -0,565
Bes,o = - - 1,062 | 1,062 | 1,062 | 1,063 | 1,062
Bs,10 = - - 0,096 | 0,094 | 0,094 | 0,095 | 0,094
Be.11 = - - - 0,304 | 0305 | 0,303 | 0,305
Be.12 = - - - 0,237 | 0,237 | 0,237 | 0,236
Be.13 = - - - - 0,007 | 0,007 | 0,007
Be,14 = - - - - 0,037 | 0,037 | 0,038
Be,15 = - - - - - -0,004 | -0,003
Be,16 = - - - - - 0,001 | 0,000
Bs,17 = - - - - - - - 0,020
Be.18 = - - - - - - 0,000

Tabela 6 — Estimativas de B para diferentes truncamentos da série de Fourier
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Figura 11 — Estimativas de C com a perda quadrética

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 12 — Estimativas de 612 com a perda quadratica

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 13 — Estimativas de 622 com a perda quadrética

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Curva de distorgao
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Figura 14 — Estimativas das curvas v(¢) com a perda quadratica

Fonte: Elaborada pelo autor.

M 6 8 10 12 14 16 18

6 | 0,000 | 0,345 | 0,547 | 0,527 | 0,538 | 0,540 | 0,532
8 10,345 | 0,000 | 0,409 | 0,422 | 0,428 | 0,428 | 0,429
10 | 0,547 | 0,409 | 0,000 | 0,115 | 0,132 | 0,133 | 0,139
12 | 0,527 | 0,422 | 0,115 | 0,000 | 0,072 | 0,077 | 0,077
14 1 0,538 | 0,428 | 0,132 | 0,072 | 0,000 | 0,026 | 0,030
16 | 0,540 | 0,428 | 0,133 | 0,077 | 0,026 | 0,000 | 0,016
18 | 0,532 | 0,429 | 0,139 | 0,177 | 0,030 | 0,016 | 0,000
Tabela 7 — Distancia L? entre as curvas estimadas v(.), paraM =6, 8, 10, 12, 14, 16, 18
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Figura 15 — Estimativas das curvas g(7) com a perda quadratica

Fonte: Elaborada pelo autor.
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0,233
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0,058

0,103

0,060
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0,707

0,216

0,058

0,000

0,055

0,036

1,214

0,712

0,233

0,103

0,055

0,000

0,060

18

1,211

0,702

0,217

0,060

0,036

0,060

0,000

Cosficientas
o7

17

Tabela 8 — Distancia L2 entre as curvas estimadas 8(.),paraM =6, 8, 10, 12, 14, 16, 18
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Curva média - individuo dg_Y
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Figura 16 — Estimativas das curvas ue(f) com a perda quadratica

Fonte: Elaborada pelo autor.

M 6 8 10 12 14 16 18

6 0,000 1,493 | 1,836 | 1,874 | 1,875 | 1,875 | 1,874
8 | 1,493 | 0,000 | 1,067 | 1,134 | 1,135 | 1,135 | 1,135
10 | 1,836 | 1,067 | 0,000 | 0,386 | 0,388 | 0,387 | 0,388
12 | 1,874 | 1,134 | 0,386 | 0,000 | 0,038 | 0,038 | 0,044
14 | 1,875 | 1,135 | 0,388 | 0,038 | 0,000 | 0,005 | 0,021
16 | 1,875 | 1,135 | 0,387 | 0,038 | 0,005 | 0,000 | 0,021
18 | 1,874 | 1,135 | 0,388 | 0,044 | 0,021 | 0,021 | 0,000
Tabela 9 — Distancia L? entre as curvas estimadas ie(.), paraM =6, 8, 10, 12, 14, 16, 18
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4.3.2 Posteriores com M=12

Esta subsecdo apresenta e discuti os resultados quando supomos o BFGP para o problema
da marcha. Também € realizado a andlise de concordancia entre os equipamentos Optotrak e
eletrogonidometro, considerando a série de Fourier truncada em M = 12. Segundo Stevens (2014),
na abordagem cldssica, € interessante comparar as estimativas dos parametros do modelo suposto
pois essas nos indicam caracteristicas intrinsecas dos equipamentos como, por exemplo, a
acurdcia. No estudo, avaliar as estimativas e regides de credibilidade, nos permite discutir sobre
precisdo e acurdcia dos equipamentos, caracteristicas relevantes para as areas que utilizam os
sistemas de medi¢dao. Também € uma etapa importante para entender os resultados da ferramenta
PPFA (Predictive Probability of Functional Agreement).

Na proposta do modelo BFGP temos 4 parametros associados diretamente a precisao

e/ou acuricia dos equipamentos Optotrak (SM1 ou 1) e eletrogoniémetro (SM?2 ou 2)

e o7: representa a variabilidade da fungdo aleatria ey; ;(.) (erro do Optotrak). No modelo
proposto, consideramos que 612 independe do instante observado (a dependéncia € um
ponto que pode ser abordado em futuros estudos) e adicionalmente supomos que o kernel
do Processo Gaussiano de ey;; € a fungdo Delta de Kronecker, ou seja, o erro cometido no
instante ¢ tem mesma variabilidade que o erro no instante s, contudo o erro que cometemos
em 7 ndo tem influéncia no erro do instante s. O parametro 612 esté relacionado a precisao

do Optotrak quando mensura uma curva;

° 622: com interpretacao andloga a 612, mas associado ao equipamento eletrogonidémetro, o
parametro 0'22 representa a variabilidade da func@o aleatéria ey;(.) (erro do eletrogoniéme-
tro) e independe do instante de observacdo. Para os erros e;;;(.) também foi suposto um
Processo Gaussiano com kernel igual a fun¢ao Delta de Kronecker, replicando a explicacio
do tdpico anterior “o erro cometido no instante ¢ tem mesma variabilidade que o erro no
instante s, contudo o erro que cometemos em ¢ ndo tem influéncia no erro do instante s”.

Temos que 622 estd associado a precisdo do eletrogonidmetro quando mensura uma curva;

e (: parametro escalar associado ao eletrogonidémetro, responsdvel por ampliar/achatar a
curva real. Essa € uma distor¢dao que o equipamento SM?2 produz ao visualizar a curva

u;(.) e que independe de instante observado. O pardmetro estd associado a acuricia;

e 7: vetor de coeficientes da série de Fourier truncada da curva de distor¢éo v(.) associada
ao equipamento SM?2, independente do individuo observado. Esse parametro complementa
a distor¢ao C, adicionando/subtraindo v(r) unidades das curvas C x u;(f) (o instante

observado € relevante). E um parametro associado a acurécia.

Os estimadores e distribuigdes a posteriori desses 4 pardmetros nos permitem inferir sobre a
precisdo e acurdcia de cada equipamento. As estimativas sdo dadas pelas médias a posteriores. A

seguir um quadro com estimativas dos parametros.
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Parametro | Estimativa (média a posteriori) Desvio-padrao do estimador
of 3,390 0,021
o5 2,849 0,018
C 1,048 0,003
[ 3,346
1,595
0,913
—1,781
1,272
—0,813
Y —0,197 ~0
—0,042
0,090
—0,278
0,299
—0,082
| —0,0064 |
Tabela 10 — Estimativas dos pardmetros 612, 622, C e 7Y considerando a perda quadrética e M = 12.

(variancias pequenas
e covariancias quase nulas)

A primeira anédlise que fazemos € sobre a acurécia dos equipamentos. O Optotrak é considerado
o sistema de referéncia, ou seja, desconsiderando os erros do proprio sistema de medigao,
assumimos que os dados gerados por ele condizem com as curvas mensuradas. Ao analisar o
eletrogoniémetro, as estimativas C e ¥ sugerem que o equipamento interpreta a curva observada
com distorcdes, ele ndo amplia/achata significativamente a curva observada (parametro C), mas a
distorce a cada instante adicionando/subtraindo unidades da observagdo (curva v(.) representada
pelo vetor de coeficientes ¥). Em termos informais poderiamos descrever a situagdo como: o
Optotrak vé e entende a curva que observa, apenas comete erros ao descrever o que observou;
enquanto o eletrogonidmetro vé a mesma curva, contudo a interpreta de forma distorcida
(C xu;(.)+v(.)) e ao descrever o que observou comete erros de medi¢do do préprio aparelho. De
maneira simples, o eletrogonidmetro sé seria um equipamento acurado (tendo como referéncia o
Optotrak) se C ~ 1 e ¥ = 0 e os desvios fossem pequenos (o que até ocorre). A segunda andlise
sobre as estimativas da Tabela 10 é em relacdo a precisdo dos equipamentos. Apesar do Optotrak
ser considerado o sistema de referéncia, baseado nos dados coletados e no modelo hierdrquico
suposto, concluimos que, em comparacdo com o eletrogonidmetro, o equipamento € menos
acurado (612 > 622). Ou seja, quando o Optotrak observa a mesma curva (imutdvel) repetidas
vezes, o equipamento tende a construir resultados mais variados em torno da curva real do que o
eletrogonidmetro constréi para a sua interpretacao distorcida da curva. Visualmente podemos

resumir esses resultados na Figura 17.

As simulagdes de (712, 622, C e y podem ser visualizadas nas Figuras 18, 19,20 e 21. A
regido de credibilidade de 95% da curva v(.) estd na Figura 22.
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Figura 17 — Ideia visual da precisdo e acurdcia dos equipamentos Optotrak e eletrogoniémetro

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 18 — Histograma de 612 paraM =12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Histograma de crg
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Figura 19 — Histograma de 022 paraM =12
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 20 — Histograma de C para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21 — Variag@o dos coeficientes de ¥ para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — Regido de credibilidade para v(¢) (curva de distor¢do) para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo hierdrquico bayesiano proposto para o problema da marcha também permite

estimar a curva do passo padrio de cada individuo (u;(.)). O modelo constréi a distribuigdo a
posteriori dos coeficientes da série de Fourier truncada em M (B;). As estimativas das curvas

u;(.) sdo definidas através das equagdes
“4.2)

M A
ﬁi(t) = Z ﬁimq)m(t)v Vi
m=0

em que 3,-,7, sdo entradas do vetor 31‘ definido pela média a posteriori do pardmetro. A seguir um
exemplo da estimativa da curva u;(.) dentre os 15 individuos avaliados no problema. O individuo
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representado é o dg (sexto na lista). A estimagdo do pardmetro B tem desvio dado pela matriz
1074 x diag(2;3;2;3;2;2;3;2;2;2;2;2;2) e

[ 16,994 |
—14,304
3,514

9,501
—9,382
4,475
1,003
1,379
—0,566
1,062
0,094
0,304
0,237

h o
o
I

A Figura 23 apresenta a simulagdo dos coeficientes f ,,, enquanto a Figura 24 representa a
regido de credibilidade de 95% da curva ug(.). Temos resultados semelhantes para os demais

individuos.

Coeficientes de gt}
=
N ‘
= = 1 i
R L N e S SR MRt
St gy e P s o A P
[y e ieonlebugian pminasnaliinlas st v Xyemingfa b ynnnttt oo ol S i
o -
=
SEL A RE ittt s 1ty o Dby (e 12 S e ol
it v ARy -._\:_,-_u I'.";w?-,-f__.'._.—lli‘f v I.J Wi ik -;ﬁ-.i'.":“*_ tals

| T T T T
0 200 400 600 800 1000

lteragoes

Figura 23 — Variag@o dos coeficientes de B¢ para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Regiao de credibilidade para u; (t) para ind dg_Y
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Figura 24 — Regido de credibilidade para ug(¢) (curva média do passo do individuo dg) para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, outro pardmetro para qual temos uma interpretacdo no problema da marcha e
conseguimos observar graficamente seus resultados € a curva g(.) - curva média do passo do
humano. Ao assumimos o modelo hierdrquico bayesiano, supomos que o passo que qualquer
individuo realiza € a variagdo dessa uma curva média. O vetor de coeficientes associado a g(.) é
o §. A Figura 25 apresenta os resultados das iteragdes da simulagdo. Os coeficientes ,, ficam
em torno de valores apresentados abaixo, mas os primeiros termos tendem a variar mais entre as

iteracdes. A Figura 26 apresenta a regido de credibilidade de 95% para g(.).
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Figura 25 — Varia¢do dos coeficientes de § para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Regiao de credibilidade para g(t)
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Figura 26 — Regido de credibilidade para g(¢) (curva média do passo do humano) para M = 12
Fonte: Elaborada pelo autor.

Outros estimadores

O estimador da matriz B, que representa a covaridncia das varidveis B;, ¢ dado por
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Os estimadores de todas as curvas u;(t) sdo apresentados a seguir (seus graficos se

comportam de forma semelhante ao grafico de B¢, assim como seus intervalos de credibilidade,

por isso foram omitidos).

Ind

1

2

Bio

15,316

19,106

18,029

20,992

13,875

16,994

16,272

18,841

Bia

-14,080

-14,724

-13,625

-12,992

-14,382

-14,304

-16,979

-14,120

Bi2

-5,767

-6,041

-6,956

-6,609

4,444

-3,514

-7,661

-6,655

ﬁi,S

9,110

9,174

11,214

9,896

9,589

9,501

8,396

10,288

Bia

-6,160

-8,730

-7,186

-10,160

-7,269

-9,382

-6,781

-7,718

ﬁi,S

3,060

3,791

2,924

4,074

3,325

4,475

1,777

3,489

ﬁi,6

1,240

1,180

1,220

1,349

1,482

1,003

2,137

1,055

Bi7

0,808

0,918

1,211

1,399

0,954

1,379

0,814

1,140

Bis

-0,199

-0,125

-0,075

-0,196

-0,027

-0,566

0,194

-0,360

Bio

0,346

0,613

0,461

0,848

0,616

1,062

0,548

0,735

Bi10

0,030

0,067

0,183

0,354

0,305

0,094

0,332

0,130

Bi1

0,092

0,108

0,055

0,101

-0,013

0,304

0,050

0,145

Bii2

0,095

0,076

0,118

0,331

0,169

0,237

0,261

0,178

Ind

9

10

11

12

13

14

15

Bio

17,525

16,613

16,655

16,991

13,264

13,724

16,377

Bi

-12,924

-16,988

-17,101

-13,701

-13,912

-16,814

-14,340

Bi>

-4,359

-5,780

-3,083

-6,108

-3,945

-1,424

-2,053

Bis

7,938

9,603

7,785

8,176

10,575

8,703

7,956

Bia

-8,990

-8,376

-9,171

-6,426

-8,398

-9,504

-9,307

Bi,S

3,456

2,935

4,278

2,498

3,783

3,764

4,709

ﬁi,6

0,795

1,735

0,780

0,900

2,041

1,150

0,211

Bia

1,090

0,756

1,022

1,048

0,709

0,870

1,411

Bis

0,444

0,217

-0,577

-0,414

0,493

-0,232

-0,398

Bio

0,947

0,589

0,921

0,412

0,908

0,876

0,681

Bi.10

0,232

0,258

0,038

-0,049

0,128

0,066

-0,009

Bii1

0,128

-0,029

0,161

0,059

0,061

0,207

0,121

Bi 2

0,341

0,233

0,247

0,089

0,310

0,189

0,081

4.3.3 Avaliacao do ajuste

Utilizando M = 12 (os 13 primeiros termos da série de Fourier) e 0 métodos dos minimos
quadrados, podemos estimar os coeficientes da média das curvas observadas para o individuo i.

Esse procedimento € realizado considerando a suavizacao das curvas observadas, isto €, definimos

T
Y= [)’ijl )’ijn[j] = ;1

T
Z;= [Zij] Zijn;j} =D;;@;;

de modo que
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T —1 7T v*
1= (9;;Pij) ;Y

T \—lapT
®;; = (P;;Pi)) ;,Z;;

Definindo t;; = [ty - llj,12]T eP;,;= [@1j0° (P1j,12]T, ¢é evidente que

12 Q; lijm
yi(t) = Z Q O (1)
m=0 \j=1 t
12 Qi Oiim
Z(t) =), ( Qj )‘Pm(f)
m=0 \j=1 t
Defina
l_i _ Qi ll
j=1 Qi
4.3)
G — Qi &
l j=1 Qi

Uma primeira anélise do ajuste do modelo proposto é comparar a distancia entre as curvas
Yri0 Tim®m (1) com Bi @ (t) € X nr @i () com (CPim+ 7)@m(r), mas veja que aplicando

a distancia L? para fungdes temos que:

(

5 112 A 2
dyi:/o (W;Oli,m‘Pm(t)—ﬁi,m(Pm(l‘)) dt

2
1 12 R
E= [ X 0unnl) = CBintDou(r) )
\ 0 m=0
em que { @, } é a série de Fourier, isto é, uma série de fung¢des ortonormais, logo

‘&:Z;@”_&ﬁz (44)

12 A 2
&= Y. (undn(®) = (Chin+7)
m=0

Utilizando (4.4), temos uma andlise sobre o ajuste.
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Perna dominante Distancia L?
Sujeito Optotrak | Eletrogoniometro
al 0,877 0,704
as 1,182 0,947
at 0,982 0,789
az 0,666 0,536
ba 1,022 0,822
dg 1,389 1,112
eb 0,836 0,664
ff 0,778 0,622
jd 1,360 1,093
jf 1,012 0,811
1] 1,177 0,945
mb 0,402 0,318
mk 1,070 0,861
p 1,222 0,985
to 1,674 1,353

Tabela 11 — Distancia entre a média das curvas observadas do individuo e a estimativa da curva média

Os resultados da Tabela 11 indicam que existe uma boa aproximag¢do entre as médias das curvas
observadas e as curvas médias estimadas para cada individuo, o que sugere que o modelo
estd bem ajustado aos dados. Os graficos abaixo demonstram o comportamento das curvas
médias estimadas e das médias das curvas observadas. Em cinza temos representadas as curvas

observadas, em azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.
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Figura 27 — Andlise do ajuste para o Optotrak. Em cinza temos representadas as curvas observadas, em
azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 28 — Anélise do ajuste para o Optotrak. Em cinza temos representadas as curvas observadas, em
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azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 29 — Anadlise do ajuste para o Optotrak. Em cinza temos representadas as curvas observadas, em
azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Perna dominante do individuo mk Perna dominante do individuo rp
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% Ciclo % Ciclo

n

-
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x
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LA o A

% Ciclo

-
100

=]

Figura 30 — Anélise do ajuste para o Optotrak. Em cinza temos representadas as curvas observadas, em
azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 31 — Andlise do ajuste para o eletrogoniometro. Em cinza temos representadas as curvas observadas,
em azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 32 — Andlise do ajuste para o eletrogoniometro. Em cinza temos representadas as curvas observadas,

em azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 33 — Andlise do ajuste para o eletrogoniometro. Em cinza temos representadas as curvas observadas,
em azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 34 — Andlise do ajuste para o eletrogoniometro. Em cinza temos representadas as curvas observadas,
em azul, a média das curvas observadas e em vermelho, a curva média estimada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3.4 Curvas preditivas

Outro tépico abordado no Capitulo 3 € a construgao das curvas de predi¢cao de um novo
individuo: up, 1, yp+1 € zp+1. Observar essas predi¢des, podem ajudar a entender a presenca, ou

ndo, de concordancia entre os equipamentos (junto com a estimativas descritas anteriormente).

Como podemos observar pelas Figuras 35, a regido de predicdo da curva média do
passo de um novo individuo € larga, isso pode ser explicado pelos parAmetros § (relacionado
a curva g(.) - curva média do passo do humano) e a matriz B. A estimativa de B demonstra
que a variabilidade em torno da curva g(.) é elevado, além disso observamos na Figura 25 os
coeficientes §,, variam com as iteragdes. Observando as estimativas anteriores, podemos concluir

que as amplitudes das regides de predicdo de yj¢(.) e 716 sdo reflexos da regido de confianga de

u16(.).
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Figura 35 — Regido de predic@o para a curva u6(¢) (curva média para um novo individuo) para M = 12
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 36 — Regido de predi¢do para a curva y4(¢) (medi¢do do Optotrak) para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 37 — Regido de predigdo para a curva zj6(#) (medigéo do eletrogonidmetro) para M = 12

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3.5 PPFA - Concordancia entre Optotrak e eletrogoniémetro

No Capitulo 2 propomos a ferramenta de concordancia para dados funcionais e no Capi-
tulo 3 desenvolvemos um modelo bayesiano hierdrquico para dados funcionais com suposi¢des
de Processos Gaussianos. Agora, considerando todas as andlises que realizamos para os dados

do problema da marcha, apresentamos os resultados de concordancia entre os equipamentos
Optotrak e eletrogonidmetro com o PPFA e o BFGP.

Relembrando a definicdo do PPFA temos que dado uma curva A : [0,1] — R (FCAD
que é a Funcao da Diferenca Clinicamente Aceitdvel, isto €, a curva que define a diferenca
maxima entre as medi¢des dos equipamentos em cada ponto do dominio e que é definida por
especialistas da drea de estudo), afirmamos que dois aparelhos concordam no instante ¢ (podem
ser utilizados de forma intercambiada) se ao realizar uma nova observacgao, a probabilidade
preditiva da diferenca, em mdédulo, entre as medicdes dos sistemas no instante ¢ ser menor que

A(t) é maior que uma fungio corte 0(z) (definida como uma probabilidade minima no instante ¢

e determinado pelos especialistas), dados que observamos P individuos anteriormente.

PPFA(1;A) =P (HypH (6) = zp1 (1)]| < A(e) | {¥;,2Zi} P2 ,-:1) > (t) = Concordam em t.

Para a analise de concordéncia entre o Optotrak e eletrogonidmetro, consideramos alguns
valores de FCAD (Diferenga Clinicamente Aceitdvel Funcional) e funcdes corte. Os resultados
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sdo apresentados na Figura 38. Em azul, as regides onde os equipamentos concordam e em
vermelho, as regidoes onde ndo existe concordancia. Concluimos que a utilizagdo do eletrogo-
nidmetro ao invés do Optotrak em novos dados de marcha, pode levar as conclusdes erradas
(diagndsticos errados), pois a probabilidade de a diferenga entre dados desses equipamentos ser

menor que 4 unidades € baixa, algumas vezes nula.

Além dos resultados observados na Figura 38, as estimativas dos pardmetros 67, 63,
C e 7 j4 indicavam que as chances de os equipamentos concordarem eram baixas. Como
discutimos anteriormente, ao observamos os 15 individuos do estudo temos que C~ 1, mas a
curva ¥(.) = Y™ 9,,0,,(.) difere consideravelmente da fungdo nula. Além disso a variabilidade
da diferenca yp(.) —zp+1(.) € uma soma (ponderada pelos kernels) de 612 e 022, para os quais
temos estimativas de valor significativo, 612 ~3,4e 622 ~ 2,8. Outro indicativo sdo as regides de
predicdo de yp1(.) e zp4+1(.) que apesar de possuirem o mesmo formato, sdo amplas e atingem

valores diferentes.

A auséncia de concordancia entre o Optotrak e eletrogonidometro, nos permite avancar

para a calibracdo.
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Figura 38 — Curvas de concordancia entre o Optotrak e eletrogonidometro utilizando a ferramenta PPFA
com o modelo BFGP

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.3.6 Calibracao

Embora tenhamos denominado de calibracgao, o objetivo dessa subsecao € descrever a
regido que onde o Optotrak construiria as medi¢des de um novo individuo (P + 1), dado que
observamos dados do Optotrak e eletrogonidometro para P sujeitos e os dados do eletrogonidometro

para o individuo P+ 1.

Pyper () | {{7 Zi Y2 {Ze 3907

Para representar essa ideia, excluimos um entre os 15 individuos dos dados. Esse sujeito
serd utilizado como teste. Os outros 14 individuos sdo utilizados como dados observados.
Repetimos esse procedimento com os 15 sujeitos. Os resultados das regides de predi¢do do

Optotrak sdo apresentados a seguir, na Figura 39.
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Figura 39 — Curvas de concordancia entre o Optotrak e eletrogoniometro utilizando a ferramenta PPFA
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Observamos que em alguns casos a regido predita ndo corresponde ao foi mensurado
pelo Optotrak para o individuo teste. Esses “erros” ocorrem principalmente no 70% do ciclo, no
ponto mais elevado das curvas, e sdo mais evidentes quando a diferenca entre as medidas entre os
equipamentos ultrapassa 20 unidades (€ o caso dos individuos dg, jd e to, esses sujeitos, como os
demais, nunca tiveram lesdes nos joelhos, ndo indicando a priori que possam ser outliers, contudo
a confirmacdo s6 pode ser feita com um estudo de curvas outliers). Para os demais individuos e
regides do ciclo, o processo de calibracdo conseguiu descrever boas regides de predi¢do para o
Optotrak, isso foi concluido observando que as curvas mensuradas pelo equipamento estao na
regido de credibilidade de 95%.
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Em diversas dreas quando uma caracteristica de interesse precisa ser mensurada, comu-
mente existe uma técnica ou equipamento considerado como referéncia, isto €, que constroem
observacdes confidveis. A qualidade dos dados pode estar associada a tecnologia empregada, o
que eleva o custo de aquisi¢cao do aparelho e/ou torna seu uso algo restrito (por exemplo, apenas
uso laboratorial). Dado o prego e/ou restricao, € natural que exista a busca por equipamentos
mais acessiveis, que sejam capazes de obter medicdes compardveis ao sistema de referéncia.
A comparacdo entre os equipamentos de referéncia (SM1) e alternativo (SM2) é o objetivo da
Avaliagdo de Concordancia (MSC), em que uma técnica € escolhida para determinar se SM1 e
SM2 podem ser utilizados de forma intercambiada (nomenclatura da drea para informar que SM2
pode ser usado, ao invés de SM1, sem perda de informacao ou sem possibilidade de interferir na

decisdo do técnico/especialista que estd manuseando).

A defini¢do de uma técnica de andlise de concordancia depende tipo de dado trabalhado.
Para dados escalares, podemos encontrar diversos trabalhos, a exemplo Bland e Altman (1986a),
Carstensen (2004), Choudhary e Nagaraja (2007), Stevens (2014), onde cada um propdem
uma técnica. O trabalho de Bland e Altman (1986a) é o mais citado entre os artigos, pois
nesse € feito uma critica as abordagens baseadas apenas na comparacao de médias, andlise de
correlag@o ou regressdo. A técnica, denominada LoA, € popular no campo da biomedicina, pois
, principalmente, considera o conhecimento do especialista para definir quando dois sistemas
podem ser utilizados de forma intercambiada. Em Stevens (2014) é apresentado uma alternativa
ao LoA, o PA (Probability of Agreement) que é uma técnica cuja interpretagcdo € simples, pois
trata-se de uma probabilidade (de observar uma distancia aceitdvel entre as medi¢des). Além
disso, o PA requer que as medi¢des sejam feitas com replica¢des, o que permite a estimacao dos
parametros do modelo suposto para dados seja realizada e a comparagdo entre as acurdcias e as
precisdes dos aparelhos sejam avaliadas. Tal como o LoA, no PA considera o conhecimento do
especialista para determinar a concordancia, mas adiciona uma nova fonte de conhecimento: é o

especialista quem determina previamente qual a probabilidade minima para considerarmos dois
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sistemas intercambiaveis.

Apesar das técnicas propostas por Bland e Altman (1986a) e Stevens, Steiner e MacKay
(2017) (por exemplo) serem tteis, suas aplicagdes estdo restritas a dados escalares. Contudo,
€ cada vez mais comum que equipamentos registrem dados ao longo do tempo com uma
discretizagdo muito fina, nos permitindo considerar as observacdes como curvas ao invés de
medicOes escalares. A anélise estatistica dedicada a este tipo de dados recebeu o nome de Anélise
de Dados Funcionais (FDA). Embora exista uma grande literatura sobre concordancia para
dispositivos de medi¢do escalar, poucas tentativas foram feitas para o caso em que a saida é
uma fungdo, as que existem sdo (em maioria) resultados de extensdes de ferramentas para dados
escalares e resumem o resultado de concordancia em um unico valor: Li e Chow (2005), Rgislien,
Rennie e Skaaret (2012) Olsen, Pfau e Ritz (2013). Uma ferramenta para avaliar concordancia
entre dados funcionais com origem em 2 aparelhos € o FLoA (Functional Limits of Agreement),
uma extensao para curvas da ferramenta LoA (Limits of Agreement). O FLoA herda todas as
caracteristicas do LoA e criticas que Stevens, Steiner e MacKay (2017) faz a técnica de Bland e
Altman (1986a). Independentemente do tipo de dado, poucos estudos da area de concordancia

sdo construidos com uma abordagem bayesiana.

Temos como exemplos de equipamentos que mensuram dados funcionais, os aparelhos
Optotrak e eletrogonidometro. O estudo da concordancia entre as medicdes desses sistemas
foi a inspiracdo desta tese. Esses sistemas mensuram os angulos relacionados a marcha ao
longo de varios ciclos, construindo assim dados do tipo funcional. Para avaliar a concordancia
entre equipamentos que mensuram dados funcionais, propomos uma extensdo da ferramenta
Probability of Agreement, o PPFA (Predictive Probability of Functional Agreement). Essa técnica,
herda do PA a caracteristica de ser uma ferramenta de facil interpretacdo (uma probabilidade),
de considerar o conhecimento prévio de um especialista da drea estudada e necessitar de réplicas
das medi¢des, o que garante a possibilidade de comparar a acuricia e precisao dos aparelhos.
Diferentemente do PA, a interpretacdo do PPFA é dada pela probabilidade da diferenca de
medi¢des ser menor que uma Fung¢do da Diferenca Clinicamente Aceitdvel (FCAD) ao observar

um novo individuo/objeto, isso porque o PPFA € construido com uma abordagem bayesiana.

Para construir a ideia de concordancia e intercambialidade para o PPFA, propomos diver-
sos conceitos, generalizando aqueles apresentados em Stevens (2014). A principal ideia desses
conceitos e permitir que o PPFA avalie a concordancia e intercambialidade ao longo do dominio
das curvas estudadas. Essa ideia auxilia na compreensao de quais regides apresentam diferencgas

significativas e aprimorar o equipamento alternativo, SM2, para corrigir esses intervalos.

Como mencionado o PPFA herda do PA, a necessidade da defini¢cdo de um modelo que
explique os dados dos equipamentos SM1 e SM2. Por esse motivo, considerando a estrutura dos
dados do problema da marcha, propomos 0 modelo hierarquico BEGP (Bayesian Functional
Gaussian Process). Esse modelo foi inspirado nos trabalhados de Stevens (2014) (que utiliza

o modelo efeitos mistos para dados escalares) e de Yang et al. (2017) (que propde um modelo
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hierarquico bayesiano para dados funcionais com suposi¢ao de Processo Gaussiano, o BABF -
Bayesian framework with Approximations by Basis Functions). No modelo de Stevens (2014),
€ suposto que o equipamento SM1 € um o aparelho de referéncia, assim as medicdes que esse
fornece sdo o proprio valor real do objeto mensurado, com erros de medi¢dao do equipamento.
Enquanto isso, os resultados de SM2 sdo os valores reais com desvios multiplicativo e aditivo,
que ndo dependem do objeto em andlise ou do aparelho, acrescidos de erros cometidos pelo SM2.
J4 0 modelo BABF nao possui como saidas funcdes bivariadas, apenas unidimensionais, contudo
sua estrutura € interessante, uma vez que considera o compartilhamento de informacdo entre as
curvas. Ademais, a estrutura de expandir as curvas em func¢do de alguma série de fungdes foi

inspiragdo para a constru¢do do BFGP.

Tivemos acesso aos dados mensurados pelo Optotrak (SM1) e eletrogonidmetro (SM2)
para 15 individuos, que construiram réplicas de seus passos. Os dois aparelhos mensuravam
de forma emparelhada. Para essa estrutura de dados, primeiro precisdvamos expandir a ideia
apresentada em Stevens (2014) para fungdes, entdo consideramos que, ainda, SM1 era o sistema
de referéncia. Ao construirmos as relagdes que regem os dados, propomos que cada ciclo de
marcha era a medi¢cdo da mesma curva (o passo/curva média do individuo), com erros aleatdrios.
Fazendo uso das ideias de Yang et al. (2017), expandimos as curvas na série de Fourier, utilizamos
um estrutura hierarquica para compartilhar informac¢des entre as curvas de cada individuo e
entre os sujeitos do estudo (mantendo as carateristicas de cada um) e utilizamos como priores o
Processo Gaussiano (PG) e o Processo da Wishart Inversa (PWI). Diferente de Yang et al. (2017),
ndo restringimos nossa grade de pontos observados e avaliamos func¢des bivariadas. Além disso,
o modelo BFGP € mais geral, pois amplia o BABF, pois considera as réplicas para um mesmo

individuo, isto é, o BFGP tem um nivel hierdrquico adicional.

Depois de construimos toda a estrutura do BFGP, determinamos as posteriores dos
parametros, a probabilidade preditiva para curvas de cada sistema e como construir os resultados
da técnica PPFA. Adicionalmente, propomos mais uma técnica: a calibracdo. Essa técnica
constréi regides de predicdo das medidas de um novo individuo no sistema de referéncia,
considerando os individuos observados anteriormente e as medidas resultantes da mensuracao
do novo sujeito pelo equipamento alternativo. A técnica € ttil quando o PPFA afirma que nao

existe concordancia entre os dados de SM1 e SM2.

O modelo BFGP, juntamente com a técnica PPFA, foram aplicados ao problema de
concordancia entre o Optotrak e eletrogonidmetro no estudo da marcha humana. Construimos
toda a argumentacdo necessdria para afirmarmos que os equipamentos ndo sao sistemas de
medi¢do que concordam, ou seja, a troca do Optotrak (sistema de referéncia no estudo da
marcha) pelo eletrogonidmetro pode interferir no diagndstico do especialista. Supondo o modelo
hierarquico bayesiano proposto, que possui interpretacao no problema da marcha, conseguimos
demonstrar através da estimagdo de parametros que o eletrogonidmetro ndo € um equipamento

acurado, apesar de ser um pouco mais preciso que o Optotrak. Com a ferramenta funcional de
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andlise de concordancia PPFA mostramos que, dado os dados observados para 15 individuos, a
probabilidade, do eletrogonidometro e do Optotrak construirem em uma nova avaliagdo (novo
individuo) resultados que distem menos que 4 unidades, € baixa. Enfatizando que utilizar o
eletrogonidmetro pode levar a diagnésticos errados. Dado esse resultado, utilizamos a ferramenta
de calibragd@o para construir a regido de predicdo do Optotrak para um novo individuo, a partir de
dados observados anteriormente e do conhecimento das medi¢des do eletrogonidmetro para o
sujeito em estudo. Dos 15 individuos, apenas 3 construiram regides de calibracio que diferem do
que realmente foi observado com o Optotrak e, portanto, consideramos uma técnica de calibragdo

eficiente.

5.1 Perspectivas futuras

Neste trabalho fizemos algumas suposi¢des para o BFGP que podem ser alteradas de

modo a permitir que o modelo capture e avalie outras variagdes. Como exemplo, podemos:

e modelar os parametros 612 e 612 do BFGP como fun¢des do tempo. Nesse trabalho propo-
mos que esses parametros sao inalterdveis, assim, para diferentes instantes do dominio, o

erro cometido pelo equipamento € 0 mesmo;

e constru¢ao de uma modelagem em que M € aleatério, permitindo que o modelo transite
em diferentes dimensdes. Uma possibilidade é englobar no modelo metodologias como

Reversible Jump;

e adaptacdo do modelo BFGP a outros métodos de expansdo de funcdes em séries, tais
como as séries de polindmios Legendre, Lagrange, B-spline (Ramsay James O; Silverman
(2005)).

Os topicos acima sdo exemplos de como aprimorar o BFGP. Outra possibilidade de
estudo € adaptar o PPFA para que as caracteristicas do objeto/individuo sejam varidveis da

ferramenta de concordancia. Isso transformaria o PPFA em uma fun¢do de R" nos reais.
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ANEXO

DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

A.1 Distribuicoes de Probabilidade de dimensao finita

Abaixo, descrevemos a notacao e a parametrizacao das distribuicdes de probabilidade

consideradas neste trabalho.

Distribuicao Normal

Notacdo: X ~N(u,0?), H€ER, 62>0

1 1 /x—u\*
ra fX("'“"’z):Wexp{_i( ) } o

Distribuicdo Normal Truncada

Notacdo: X NN(ayb)(,u,Gz), peR, 6>>0 a<b, a,beR

1 1 1 (x—p\?
f.d.p: fx(x|[.t,62):( Gzexp{——(x ,u> }, a<x<b

D(b) —P(a)) V2r o
Normal Multivariada

Notagéo: XNNk(I.l,Z), “‘T = (Hl;---»ﬂk) 6Rk7

= (% j)ixk € R¥*K matriz simétrica e positiva definida
1 1
fdp:  fx(x[p,X)= Wexp {_E(X — ) E(x— #)} , xeR.
Gamma-Inversa

Notagdo: X ~ gamma—inv(a,b), a,b>0

pa 1 a+1 b
f.d.p: fX(x|a,b):F(a) ()—C) exp{—;},x>0
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Wishart
Notagdo: X ~W,(@,V), peN, ¢ > p—1,V = (v;j)px, simétrica e positiva definida
1 e 1 _
tdp: f(A] pg.V) afer 2 exp{Jrvay b,

2902 |V 012 T,(p/2)
A = (A j) pxp matriz simétrica e positiva definida,

em que I', € a fungdo Gama multivariada definida como
¢ DAty (@ i1
r (_) — gplp r(¥_
r\2) =" JHI 2 2

Wishart-Inversa

Notagdo: X ~WI,(7,V), peN,7>0, V = (v; j)pxp simétrica e positiva definida,

|V [T —(1+2p)/2 1 1
2 PP, (t e p=1)72) | ] P VAT

A = (A j) pxp matriz simétrica e positiva definida.

fdp:  fx(A|T,V)=

A distribuicao de Wishart e Wishart-Inversa (parametrizada por Dawid (1981)) satisfazem

a seguinte relacao:

X ~Wy(@,V) <= X '~ WIL(p—p+1,V1).

A parametrizacio da distribui¢do Wishart Inversa dada em Dawid (1981) € vantajosa pois
(i) o parametro T pode variar entre os reais positivos sem nenhuma restricdo com respeito ao valor
da dimensao p e (i) a distribui¢c@o obtida é consistente sob marginalizagdo. Estas caracteristicas

facilitam a construcao do Processo Wishart - Inversa, que serd apresentado a seguir.

A.2 Processo Gaussiano e Wishart Inversa

A defini¢do dada a seguir para o Processo Gaussiano (PG) se baseou em Rasmussen e
Williams (2006) e Shi et al. (2007), que podem ser consultados para maiores detalhes acerca

deste processo.

Definicdo 1. (Processo Gaussiano) Uma colecio de varidveis aleatérias Y = {Y;,7 € .7 } inde-
xadas por um conjunto de indices .7 é chamada de Processo Gaussiano se para todo conjunto
finito de indices T = {t,t2,...,1} C 7 o vetor aleatério (V;,,...,Y;, ) tiver distribuigdo Normal
Multivariada, isto €, as distribui¢des finito-dimensionais do processo sdo Normais multivaria-

das. Neste caso, a distribuicdo do processo € unicamente determinada por sua funcdo média
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U : 7 — R e sua fungdo de covaridncia x : .7 x .7 — R definidas como

{ w(t) =E[Y (1)), e,
K(1,1%) = E(Y (1) — n(0) (Y (17) - n(t"))], 1,67 € 7.

Neste caso, usamos a nota¢do ¥ ~ PG(U, k).

Definicdo 2. (Processo Wishart Inversa) Uma colecio de varidveis aleatdrias
Y = {X(s,t); s,t € 7} indexadas por um conjunto de indices da forma .72 é um Processo
Wishart Inversa com pardmetros 7 > 0¢ A: .7 x .7 — R, um kernel simétrico e positivo
definido, caso para qualquer vetor t = (#1,...,t,) € 77 tivermos que X(t,t) ~ WI,(7,A(t,t)),

em que

Neste caso, denotamos por £ ~ PWI(t,A).

Em particular, podemos considerar o caso .7 = N. O Lema a seguir garante a existéncia
de um Processo Wishart Inversa sob certas condicdes. A prova deste resultado pode ser consultada
em Zhu, Strawn e Dunson (2016).

Lema: Seja N = {1,2,...,} o conjunto dos nimeros naturais, > 4 um nimero natural e
u: N x N — R um kernel simétrico, positivo semi-definido tal que a matriz U;.; = (u(i, j) :
i,j € I) é simétrica e positiva semi-definida para todo I C N finito. Entdo, existe uma tnica
medida de probabilidade u sobre (RN*N, 2(RN*N)) tal que

(i) Paratodo I C N, p(m;}(A)) = wrxi(A), para todo A € B(R!*), em que piy; é a medida
dada pela distribuicdo W1,(7,U;«1), sendo p = |I| o niimero de elementos de /;

(i) SeB={(o;,B):i=1,....ny CNxNeg={a,...,0,B1,...,B.} CN,entdo u(nz'(A)) =
ngg(ﬂ;XI&B(A)) para todo A € B(R5),

em que g : RN 5 RB B C Nx N, é a projecio coordenada de RN*N em R2, enquanto
7B, B, RBI — RB2 ¢ a projecio coordenada de R®' em R?2, em que B, € B; C Nx N.

O resultado acima garante a existéncia de um processo estocdstico £ = {X(i, j) : i, j € N}

com distribui¢do , que denotaremos por X ~ PWI(J,u), que satisfaz
X(1,1) ~ Wlp(5,U1X1),

em que p = [1] ¢ Z(1,1) = (£(i,J) : 1. € I)pp.
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ANEXO

CALCULO DAS POSTERIORES DO MODELO
BFGP

Apresentamos aqui o cdlculo das posteriores do modelo hierdrquico BEFGP do Capitulo

3. Para a construcao utilizamos as relagdes apresentadas no Anexo A.

Trabalhamos na prética com o modelo (3.15)

d
1_] | ﬁ”o-zl,l\,

5 (@
2 iid (

l]ﬁpGl Kll_])
lJ | B1777 7 njj l] Cﬁ +y 22K2’J)
id
B:1¢.B% Nyii(L,B)
Y~ Nu+1(8,H) i=1...
CNN[O,W)((D,GC%) ’
612 ~ gamma — inv(ay,by)
622 ~ gamma — inv(ay,by)
§|B~Ny:i(n,d"'B)
B NWIM+1<T7E)

cuja definicdo de cada matriz e vetor pode ser encontrada no capitulo 3 e W;; = [Y;;,Z;;].

(13 2

Nas demonstragcdes a seguir, entenda como os demais parametros do modelo, 0

como todos os pardmetros e {W;;} = {Wiy,--- 7W1Qi,"' Wpi,-- ,Wpg, }
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7B, | o (W) o ]jﬁf(% 0)7(B, | £,B) =
<1111 108,y 0)7(2, | 0)x(8; | .5)
«Hexp{—— @B (k) (V- @) |
nexp{ 2~ @5(CB,+ 1) (03Kay) )2y~ @(CB+ 1) |
e { =3B~ 075 (B, - c>} «

12 1 T
MCXP{—EZG (Y 11] ZB q) 11] 1]+B CI) 11] l]ﬁ>}

j=109i

1& 1
exXp _EZ ((Zz] q)zJY) 21J<Zl] (DIJY)
j:lGZ

—23 CCI)T zlj(zlj CI)U'}')—I—CZﬁ (I) 21] Uﬁ>}

ew{ 5 (B! B—‘ﬁi—zB?B—lmaTB—l;)} .

1& 1
xexp{—zzc ( 2ﬂ (I) 11] 11+B (I) llj Uﬁ>}

j=19]

1 Ql 1
eXp{_EZc ( 2B] CO] Ky [ (Zij— Pyjy) + C*B] DLK;) ijl%)}x

j=193

ew{ -5 (B8 B 28]51C) } =

Qi

ocexp{—; 2B/ Z( K Yij+ 1Cc1> LKy (Zi cp,-]-y)) —2B/B7'¢ }x
exp{— z( LB WK 0B, + B0l @B, ) + BB, }cx
xexp{—% _—2[3?( ‘§+Z( ( o7 IUYJ—I-CKZ (Zi; q:,-jy)))>”x

1 C? _
exp{ [Z( 7 Klz lj+ q’ Ko (D, )+B ! ﬁi} o<
=1 \Oj

| =

esse € o nicleo da normal multivariada Ny,41 (1, V) em que
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-1 & (1 c -1
1% :Z P/, K1,]+ K2 ;| +B
j=1 1

uzv{ 1§+Z{ ( IUY,]+C;K2 Lz, cp,-jy))H

on(Y | ... {Wij})

P Qi

=117z 6)x(x)
P .Qi

xll__lexp{ (le q)lj(CB +'Y)) (GZZKZU) (Zl] CI)lJ(Cﬁ —|—'y))}
exp{(y—8)"H ' (y—§)} =

11
xUHGXp{—Ec—Zz |:(Z CCI)ZJB) 21] (Z Cq)l]ﬂl)
_ZYTCI)ITJKZ_:‘} (Zij— CPiiB;) + 7 PiKy; ij?']}x
exp{—%(YTH17—27TH1§+€TH1§)}
1
KHHCXP{———[ }' 2” (ZIJ Cq)lJB —|—qu 21] lj)yi|}

exp{—i ()FHI}'—ZVH%)}
ocexp{—%ai2 [ (Z{ ZCP 2,] Cq’t’jﬁi)) +
(Z{ZCID 21/ > }xexp{—% ('yTH_l'y—Z’}'TH_lg)}

(xexp{ 1 [ <<IZ“Z Ky} (Z,j—C®,B, )) +H—1§> n
7 ((EE s )“’l) 4}

esse € o nicleo da normal multivariada Ny ((,V) em que
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P QO 1 B
- ZZ_Z 21] +H!
i=1j=192
P O 1
“ [(ZZ? @ -ceit ) v
ort(C|...,{W})
P O
A(C | s {Wij}) < [TTT f(Wis | 8)7(C)
i=1j=1
P O
<[TI1/(Zi;| 6)m(C)
i=1j=1
P O 1
HH XP{ 5 (Zij — ij(CB; +7)7( 22K2ij)I(Zij_q)ij(cﬁi+’)/))}x
2\—1/2 .
G o).
C
1
cteun Xp{ [Zz] q)zJY) 2,J<ZIJ D;;y) — 2CﬁiTcI) 2,J(sz ;) +
=1y
1C?* —2Co + w?
Czﬁ CI) Kll] ,]ﬁ}}exp{—i 62 }oc
C
P Qi
HH {___[ 2CB cI) Kz (Zz] q)lJY)+C2B cI) Klz l]B:|}
ctel 1= i J
1c2—2Cw+aﬂ
e B R )
P

Qi
-2C <Z Z ﬁl CD 21/ CDjj’}')) +

1 ox 11
= cte p{_i o7 P
1C2—2Cw
}CXP{—E—G(% }°<

ZZﬂ @] K ®i;B,
(3 )

i=1j=
! @
“%W{ «ZZzﬁ¢%JUQM>EJ+
i=1j o
P Qi
“({Egdrmana) )
i=1j=1 C

2*

esse € o nicleo da normal truncada Ny ..)(@*, 05 ) em que
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1

P O 1
_<ZZ_2 Kll] l]B) ?
i=1j=1 2 c
P Qi 1
o* = o} ((ZZ—ZZ

n(of | ... {Wij})

P

HHﬁmAe o7) o

i=1j=1

n(of |.... (Wij})

(¥ij | 0)n(o7) o

1 a1+1+2f:12?;1nij/2 1 i 1(
< | — expy —— +
o} P o2 |2

esse € o niicleo da gamma - inversa gamma — inv(aj,b}) em que

P O

m_m+zsz

i=1j=

bi=bi+ 5 (i~ ) (K (¥

21] Z’J (I)’J’Y)>

o
ol

) |
s |

-] } =

@B (Kyyj (¥

—®jB;)

~o58)| |
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on(03 | ...

AWii})

P
“H f(Zij| 8)m(c3)

| 1
exp{_c_zz [b2+§(z,-j ;;(CB;+ 7)) (K5} (2
1 a2+1+2f:12]%1nij/2
“(22) :
03

exp{ oz |12+ 52~ CB, 1) (K32,

esse € o nuicleo da gamma - inversa gamma — inv(aj,b}) em que

P Qi

az—a2+zz””

i=1j=

1 _
by=br+ 2(2 q)ij(cﬁi+7))T(Kli} (Zij -

05Ky, (Zij ¢ij(Cﬁi+Y))} X

~,(Cy )| } =

~@y(cB,+ )|

®i;(CBi+7))
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(g ...

{Wi;})

«Hp{ 3B~ 078 B0 bexo {3~ )T B () f
“eXP{ %[ZP‘?(B BB~ 2CTBlﬁ,-+§,.BlC,-)”><

exp{—%d (¢"'¢-2¢ Bln—|—nB1n>}<x

wxp{—%( 2CTBlf‘,B,-—2dCTBln +PCTBIC+dCTBIC>}o<
«exp{—% [—2CTB (;ﬁ +dn)+C (PB~'+dB~ )C”

esse € o nicleo da normal multivariada Ny, (u,V) em que

1
—8B
P+d

u=VB! (ZB +dn) Fid (ZB -l—dn)

VI=PB'4+dB ' = (P+d)B ' =V =
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on(B|....{Wi})

P

(0| AWy )) o TT /(B | €. B)(E | B))
P
118 2o {58,057 (B,-0) |
B e J )@ B E -}
| B ‘f(((pr)+(M+1)+l)/2 exp{—%tr(ZBl)} o

°<!B|P/26XP{Z (B:—8)'B” (Bi—C)}X

=1
Bl l/zexp{ d(¢-n)'B <<.:—n>}x

| B|~(FH2M)/2 oxp {—%n»(zs—l)}

ool (1o o -0))-
exp {%tr (d(C — n)TB_l(C — n)) } exp{—%tr(ZB_l)}

C><| B |—(T+P+1+2M)/2 «

P
exp{érr (2 (B~ OB~ 5B +d(C ) —n)' B +zg—1> }

)]

(X’ B |—(‘H—P+1+2M)/2 «

o { (L (80807 ragmi-my o]

i=1

esse ¢ o nicleo da Wishart - Inversa W1,(t+P+1,X*) em que

T =X+) ((Bi=&)B:—=8)")+d(&;—m)(&—n)

i=1
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