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Resumo

Esta tese, fundamentada na érea da computagao quantica, explora tépicos diversos
e cruciais para o avanco desta area. Primeiramente, introduzimos uma inovadora
solucao de “double-bang” usando a teoria do controle 6timo para a preparacao de
estados no contexto do teletransporte quantico. Combinada ao protocolo de teletrans-
porte por porta adiabatica, essa abordagem oferece uma maneira experimentalmente
viavel para a implementagao da computagao quantica universal. Em seguida, dire-
cionamos nosso foco para a computacao quantica adiabética, revelando a robustez
do protocolo de emaranhamento adiabatico ao ruido e propondo melhorias para o
protocolo de teletransporte através da inclusao de campos de controle locais. Em
conjunto, esses estudos oferecem contribuigoes para o avanc¢o da computagao quantica,
proporcionando perspectivas praticas para futuras implementagoes em dispositivos
NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum). Por fim, aplicamos o método de Krotov
para encontrar controles otimizados em sistemas quanticos abertos, destacando a
eficacia da otimizacao nao unitaria na preparacao de estados, embora a otimizagao

unitaria muitas vezes se equipare na implementacao de portas quénticas.

Palavras-chave: Computacao Quantica, Emaranhamento, Teletransporte, Controle
Otimo, Método Krotov, Teorema Adiabatico, Dissipacao.



Abstract

This thesis, grounded in the field of quantum computing, explores diverse and
crucial topics for the advancement of this area. Firstly, we introduce an innovative
“double-bang” solution using optimal control theory for state preparation in the
context of quantum teleportation. Combined with the adiabatic door teleportation
protocol, this approach provides an experimentally viable way for the implementation
of universal quantum computing. Subsequently, we shift our focus to adiabatic
quantum computing, revealing the robustness of the adiabatic entanglement protocol
to noise and proposing enhancements to the teleportation protocol through the
inclusion of local control fields. Collectively, these studies contribute to the progress
of quantum computing, offering practical insights for future implementations in Noisy
Intermediate-Scale Quantum (NISQ) devices. Finally, we apply the Krotov method
to find optimized controls in open quantum systems, highlighting the effectiveness of
non-unitary optimization in state preparation, although unitary optimization often

proves equivalent in the implementation of quantum gates.

Keywords: Quantum Computing, Entanglement, Teleportation, Optimal Control,
Krotov Method, Adiabatic Theorem, Dissipation.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1947, quando surgiram os primeiros transistores, estes tinham cerca de 1 cm?2, e
nao pareciam tao motivadores para indicar que uma enorme revolugao aconteceria em
um curto intervalo de tempo[1]. Quem poderia prever que apenas décadas depois, esse
centimetro quadrado poderia conter mais de 2 milhdes de transistores, desencadeando
uma revolugao de propor¢oes inimaginaveis? Esse progresso foi possivel gragas ao
enorme esforco cientifico e tecnoldgico empreendido pelos pioneiros da computacao,
que souberam unir a fisica e a engenharial2|. Atualmente, prototipos de hardwares
podem ser fabricados em escala atomica, onde efeitos quanticos podem ser observados.
Os beneficios dessa diminuigao de escala sao multiplos e exponenciais. Primeiro,
devido ao principio da superposicao, o nimero de estados operaveis é literalmente
ilimitado, ao contrario da computacao classica que se limita a apenas 2 estados por
bit[3]. Outra caracteristica fundamental da mecénica quantica é o emaranhamento
entre estados, que desempenha um papel central na computagao quantica. Ele permite
a manipulacao de informagoes quanticas de maneira altamente eficiente e desbloqueia
o potencial de processamento paralelo que torna os computadores quanticos tao
promissores para resolver problemas complexos em areas como criptografia, simulacao
quéntica e otimizagao[4]. Atualmente estamos vivendo a era da computagdo quantica
que é uma area muito desafiadora, estimulante e apresenta grandes promessas de
beneficios futuros.

A computacao cléssica, utilizada em dispositivos eletronicos comuns como computa-
dores, notebooks e celulares, ¢ baseada no conceito classico de bit (binary digit).
Um bit pode ser qualquer sistema fisico que apresente dois estados distintos, tais
como desmagnetizado/magnetizado, sem corrente elétrica/com corrente elétrica, nao
polarizado/polarizado, entre outros. Esses dois estados sdo comumente representados

por 0 ou 1, e é sobre esse fundamento que toda computacao cléssica é construida.
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Um bit classico pode ocupar somente um desses estados em um determinado instante,
ou seja, o estado do bit é ou 0 ou 1. Por outro lado, a computacao quantica se baseia
no conceito de bit quantico ou qubit. Um qubit pode ser qualquer sistema fisico
regido pela mecénica quantica que possui dois estados, geralmente expresso como |0)
ou |1), de maneira similar ao bit classico. Entretanto, um qubit pode assumir nao s6
os estados |0) ou |1), mas infinitas combinagoes (lineares) desses estados ao mesmo
tempo. Essa propriedade é conhecida como superposicao e pode ser representada
por ) = a|0) + b|1), onde a e b sdo ntmeros complexos que satisfazem a condigao
la|>+1b|? = 1. Em outras palavras, enquanto um bit cldssico tem apenas dois estados

possiveis, um qubit possui infinitos estados.

A computacao quantica busca explorar as propriedades quénticas dos qubits, tais
cOmo a superposicao, que permite que um qubit possua multiplos estados simultane-
amente. Além disso, o emaranhamento estabelece uma correlacao entre dois qubits,
de modo que a mudanca em um qubit seja refletida instantaneamente em outro,
independentemente da sua localizagao. Existe também o teletransporte, que possi-
bilita a transferéncia instantanea e segura da informacao quantica de um qubit para
outro, mesmo a grandes distancias, utilizando emaranhamento quantico e medigoes.
O teletransporte nao envolve a transferéncia fisica de particulas, mas a transferéncia
de propriedades quanticas de um estado entre particulas previamente emaranhadas.
A utilizacao dessas propriedades permite elevar a computacao quéntica a patamares
muito acima da computagao classica, possibilitando a realizacao de tarefas que sao
impossiveis para a computacao classica. Por exemplo, a fatoracao de um inteiro
de 1000 digitos levaria um computador classico 1 milhao de anos, enquanto um
computador quantico tem-se a expectativa de que essa tarefa leve apenas alguns
minutos utilizando o algoritmo de Shorl5].

Até agora, falamos um pouco das vantagens e beneficios da computacao quantica.
Entretanto, ela apresenta desafios igualmente significativos, relacionados com a dissi-
pacao e a decoeréncia dos qubits, que representam algumas das maiores dificuldades
para a realizacao da computacao quantica. Qualquer sistema quantico interage com o
ambiente ao seu redor e sofre efeitos dissipativos como consequéncia. Essas interacoes
podem ocorrer devido a flutuagoes de correntes em circuitos eletronicos proximos
ou afastados, radiacao no ambiente ou uma simples troca de calor. Devido a essas
interagoes, os sistemas quanticos sao sistemas abertos. Um sistema quantico fechado
¢ uma idealizacao onde nao ocorrem interacoes com o ambiente ou elas sao mini-
mizadas por meio de medidas de isolamento. No caso ideal, o sistema ¢é regido pela
equacao de Schrodinger, descrevendo a evolucao do seu estado. No entanto, sistemas
quanticos reais sao abertos e descritos pela equacao de Liouville-von Neumann, onde

termos relacionados & dissipacao sao considerados. A decoeréncia é o processo pelo
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qual os sistemas quanticos perdem suas propriedades quanticas devido & interacao
com ambiente ao redor. Esse processo faz com que os qubits se tornem bits classicos
e que a tarefa computacional quantica seja perdida.

A construcao de um computador quantico herda todas as complicacoes de sistemas
quanticos abertos. Na computacao quantica, ainda temos que controlar os qubits
com perfeicao, mesmo na presenca de efeitos de decoeréncia. Portanto, realizar a

computacao quantica é uma tarefa complexa e delicada.

Na préatica, diversos métodos sao empregados para proteger os sistemas quanticos
da decoeréncia, como a codificacao de redundancia, correcao de erros e técnicas
de desacoplamento de spin. Além disso, os qubits geralmente sdao mantidos em
ambientes de baixas temperaturas para minimizar as interagoes com o ambiente e

reduzir a dissipacao.

Nessa tese iremos utilizar a teoria de controle 6timo em sistemas quanticos abertos
com o objetivo de melhorar a performance do sistema quéntico de interesse através de
campos externos dependentes do tempo. No capitulo 2, faremos uma breve revisao
de conceitos fundamentais de mecénica quantica essenciais para a compreensao
da computacao quantica. Abordaremos temas como qubits, operador densidade,
fidelidade, teoria de controle 6timo, entre outros. Esses conceitos sao fundamentais

para entender as ideias que serao desenvolvidas ao longo dessa tese.

No capitulo 3, vamos analisar o problema de encontrar um estado alvo desconhecido
que codifica a solu¢ao de uma determinada tarefa computacional utilizando a Teoria do
Controle Otimo. Neste caso, a evolucao do sistema é governada por uma combinacéo
de um Hamiltoniano de controle e um Hamiltoniano do problema, cada um modulado
por uma funcao de controle independente. Também assumimos que os controles
sao limitados, ou seja, impondo o vinculo de que as amplitudes das fungoes estejam
acima de um valor minimo e abaixo de um valor méximo. Observa-se que para essa
situagao, existem dois regimes dependentes do tempo total de evolugao: (i) para
tempos suficientemente longos, existem solugoes 6timas em que o estado alvo pode
ser obtido exatamente; (ii) para tempos curtos, as solugdes 6timas nao conseguem
preparar perfeitamente o estado fundamental do Hamiltoniano do problema. No
entanto, identificamos a existéncia de um tempo minimo, que é o menor tempo de
evolucao para o qual o estado alvo pode ser preparado exatamente. Se os gradientes
do Hamiltoniano de controle associado em relagao aos controles forem positivos e o
tempo de evolugao final for menor que o tempo minimo, demonstramos que a solucao
6tima é obtida simplesmente definindo ambas as fungoes de controle em seus valores
maximos durante toda a evolucao. Chamamos esse tipo de solucao de “double-bang”.
Para exemplificar essa solucgao, utilizamos o problema de teletransporte quéantico,
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destacando o uso do método de algoritmos quanticos aproximados de otimizacao
(QAOA) em plataformas de computagao quantica de escala intermediaria ruidosas
(NISQ). Verificamos numericamente os resultados analiticos obtidos para o caso geral,
ou seja, de que a solugao “double-bang” é uma solugao 6tima para tempos menores

que o tempo minimo.

No capitulo 4, abordamos a questao de alcancar um estado alvo desconhecido que
contém a solugao de uma tarefa computacional especifica no contexto de controle
6timo aplicado a sistemas quénticos abertos. Exploramos os Algoritmos Quéanticos
Adiabaticos (AQAs) que utilizam o teorema adiabatico para encontrar solugoes
computacionais de certos problemas [23, 24]. Nesse caso, foram testados os protocolos
de teletransporte e emaranhamento |25, 26|, destacando a importancia dessas técnicas
na busca de solugoes em meio as limitagoes impostas pelo teorema adiabatico, ou seja,
o tempo de evolugao deve ser suficientemente longo para que o estado fundamental
do Hamiltoniano instantaneo seja obtido. Nosso foco esté na utilizacao da teoria de
controle 6timo com o objetivo de conseguir encontrar fungoes de controle capazes
de executar o protocolo desejado em um tempo bem mais curto que o necessario no
caso adiabético. Também iremos considerar que os sistemas estudados nesse capitulo
sejam abertos, o que pode ser descrito matematicamente através da equacao mestra
Markoviana. Nesse caso, vimos que a otimizacao das func¢oes de controle para o caso
do protocolo de emaranhamento é capaz de obter um alto grau de fidelidade. No
caso do protocolo de teletransporte a otimizacao se torna mais eficiente se campos
locais dependentes do tempo forem considerados em conjunto com as fungoes de

controle.

No capitulo 5, vamos utilizar o método de Krotov (KM) para estudar sistemas
quanticos abertos. Usualmente, sistemas quéanticos interagem com o ambiente
externo ao seu redor e essa interacao gera erros nas operacgoes quanticas. Portanto,
conseguir realizar tarefas quanticas neste contexto é crucial para a implementacao
da computagao quantica na pratica [6-9]. Existem estratégias para lidar com o erros
causados pelo ambiente externo, tais como: subespagos sem decoeréncia [10-12],
desacoplamento dindmico [13, 14], subsistemas sem ruidos [15], e engenharia espectral
[16]. No entanto, optaremos pelo controle 6timo numérico, com destaque para o KM
[17-21]. Nesse caso. vamos nos focar na preparacao de estados e na implementagao
de portas quanticas para sistemas de um qubit (sistema de dois niveis) e um qutrit
(sistema de trés niveis). Vamos também investigar sistemas que possuem niveis de
vazamento, ou seja, com niveis extras aos niveis computacionais que interferem na
dindmica do sistema. Tal estrutura realmente acontece na pratica, por exemplo, em
qubits supercondutores [22]|. Iremos comparar a otimizag¢do nao unitaria, quando

considera-se a dissipagao na otimizagao, com a otimizacao unitaria, quando nao
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leva-se em conta a dissipacao na otimizacao. Verificamos que a otimizacao nao
unitaria supera a unitaria na preparacao do estado, mas ambas tem desempenho
similar na implementacao de portas quanticas. Esse resultado é bem interessante,
pois torna a otimizagao menos exigente computacionalmente e independente da taxa

de decaimento e do tipo de ruido.

Por fim, apresentamos a conclusao dessa tese. Na qual ressaltamos os resultados
obtidos que visam contribuir para o avanco das técnicas de computacao quantica,
abrindo caminho para a implementagao pratica de algoritmos em dispositivos NISQ e
fornecendo informagoes que julgamos interessantes para o desenvolvimento de futuros

computadores quanticos.
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Capitulo 2

Principios e Conceitos

2.1 Qubits, Qutrits e Qudits

Qubit é a unidade fundamental de processamento de informacao quantica, também
conhecido como bit quantico. Assim como varios sistemas cléssicos podem constituir
o bit cléssico, qualquer sistema quantico com dois niveis de energia, em principio,
pode ser um qubit. O termo deriva da combinacao das palavras quantum e bit. Os
autoestados do qubit sdo representados genericamente como {|0),|1)} e formam uma

base para o espaco de Hilbert do sistema.

Sistemas quanticos com mais de dois niveis também podem ser considerados como
qubits, desde que apenas dois de seus niveis sejam relevantes durante a utilizagao.
Porém, se mais niveis sao relevantes, o sistema serd denominado qutrit para trés
niveis ou qudits para um dimensao geral d, que nao se classifica como qubit ou
qutrit. De forma similar aos qubits, a base do espaco de Hilbert é representada por
{]0),]1),]2),...} conforme a dimensao do qudit.

Os qubits sao os mais comuns e amplamente utilizados, mas é importante mencionar
a existéncia de outras bases mais complexas que podem ser lteis em situacoes

especificas, com vantagens e desvantagens.

Como exemplos de sistemas quanticos utilizados como qubits em computadores
quanticos, podemos citar

e Qubits supercondutores: Os qubits sd@o construidos a partir de circuitos super-
condutores, onde os estados quénticos sao codificados nas correntes elétricas e
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tensoes presentes nos circuitos.

e (Qubits idnicos: Os qubits sao fons aprisionados em armadilhas eletromagnéticas.
A codificacao dos estados quénticos é realizada com base nos niveis de energia
dos fons.

e Qubits de spin: Essa abordagem envolve a utilizagao do spin de elétrons em
atomos ou spin de ntucleos atémicos como qubits. A codificacao dos estados
quéanticos é feita com base nas diferentes componentes do spin.

Existem muitas outras abordagens, que utilizam diferentes sistemas fisicos para a

implementacao de qubits.

O estado de um qubit por ser representado com uma combinacao linear dos estados
da base {]0),|1)}, expresso como

|¥) = al0) +b[1), (2.1)

onde a e b s3o nameros complexos que atendem a condicao |a| + [b] = 1, isto &, [¢) é
um estado com norma 1. Uma outra forma de representar o estado de um qubit é

através de

[v) = cos(0/2)]0) + €' sin(6/2)[1), (2.2)

0 € 10,7] e ¢ €[0,2r]. Os angulos 6 e ¢ determinam a diregao arbitraria de um vetor
unitario n de modo que a Eq.(2.2) ¢ o autoestado |+%) do observavel S - n. Esses
valores 6 e ¢ podem ser interpretados como coordenadas esféricas e descrevem uma
esfera de raio unitario denominada por esfera de Bloch, onde temos representados
todos os estados possiveis de um qubit.

2.2 Operador densidade

Todo sistema quéntico representado pelo vetor de estado [¢)) pode também ser
expresso por um operador denominado matriz densidade ou operador densidade p,

definido por
p =)l (2:3)

Quando o estado do sistema é exatamente um estado |¢), o operador densidade
p = ) (W] representa um estado puro. No entanto, em muitas situagoes, nao é
possivel conhecer precisamente o estado do sistema, como no caso da decoeréncia,

por exemplo. Nessas circunstancias, é necesséario descrever o estado do sistema como
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Figura 2.1: Esfera de Bloch, uma esfera de raio unitario, utilizada para representar todas as
superposicgoes de estados |¢)) de um qubit.

um ensemble, uma mistura estatistica de diferentes estados puros. Isso s6 é viavel

através do uso do operador densidade nao sendo mais possivel usar o vetor de estado

[¥)-

Em termos da matriz densidade, a decoeréncia se reflete na anulacao dos elementos
fora da diagonal principal, enquanto os elementos da diagonal principal continuam
indicando as proporgoes das populagoes nos estados |0) e |1), sem interferéncia entre
eles. Essa condicao caracteriza o cenario de probabilidade classica e, dentro do
contexto quantico, é denominada mistura de estados.

O operador densidade é uma forma adequada e eficiente de representar o estado
de sistemas quanticos, tanto puros quanto misturas. Matematicamente, o operador
densidade possui propriedades importantes, que podemos resumir da seguinte forma:
¢ um operador Hermitiano, nao-negativo e possui trago unitario. Para estados puros,
temos a propriedade de que Tr(p?) = 1, enquanto que para mistura de estados,
temos Tr (p?) < 1.

O operador densidade, puro ou mistura, pode ser expresso como:

p= Zpiwiwi\, (2.4)

onde |¢;) sdo estados puros que ocorrem na proporc¢ao p;, sendo » . p; = 1. Nessa
expressao, um estado puro ocorre quando existe apenas um componente, como por

exemplo [1)y).
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Em termos da esfera de Bloch, o operador densidade é expresso como

p:%(]l—i—r-o‘), (2.5)

onde r é a posicao na superficie da esfera, para estados puros, ou no interior da

esfera, para estados de mistura.

O estado puro | (t)), obedece a equagao de Schrédinger

L OlY()
ih——o = HIY(1)), (2.6)

enquanto que a matriz densidade, representando um estado puro ou mistura, é

governada pela equacao de Liouville-von Neumann, dada por

mag—iﬂ — [H. p(t)]. (2.7)

O valor médio de um observavel A, quando o sistema encontra-se no estado p é dado
por
(A) =Tr(pA). (2.8)

A abordagem em sistemas quénticos, utilizando matriz densidade, é crucial, princi-

palmente em sistemas onde os efeitos dissipativos estao presentes.

2.3 Fidelidade

Sejam p; e py duas matrizes densidade que representam dois estados quéanticos
quaisquer. Para determinar o quao “préoximos” esses dois estados estao um do outro,

utilizamos o conceito de fidelidade, definido como:

2

Flprops) = (/v o v ) 29

Se pelo menos um desses estados for puro, por exemplo, p; = [¢1)(11|, entao a

equacao acima pode ser simplificada para

F([11), p2) = (1] p2lthr). (2.10)
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No caso em que ambos os estados sao puros, temos

F(|1/11>7 |¢2>) - ‘<¢1|¢2>|2- (2'11>

2.4 Emaranhamento

A computacao quéantica se baseia em alguns principios importantes da mecénica
quantica, um desses principios envolve uma propriedade de sistemas quanticos
conhecida como emaranhamento. Assim como boa parte da mecéanica quantica,
o emaranhamento também é um desafio a nossa intuicao cléssica e constitui um

conceito central na computacgao quantica.

Como é conhecido, alguns erros cometidos por Einstein, na verdade se mostraram
depois como contribuigoes significativas para a fisica, e mesmo para a computacao
quantica, que sequer era imaginada em sua época. O paradoxo EPR, proposto em
1935 por Einstein, Podolsky e Rosen, foi elaborado com objetivo ser uma critica para
teoria quantica, como teoria fundamental, mas em vez disso, desencadeou intensos
debates e estudos, dos quais emergiu uma valiosa compreensao da teoria quantica, e
a descoberta fundamental: o emaranhamento quéantico.

Para abordarmos o emaranhamento, precisamos considerar como os sistemas quan-
ticos podem se combinar para formar sistemas compostos. Essa combinagao é
realizada por meio do produto tensorial de espagos, que estabelece uma conexao

entre o emaranhamento e como sistemas compostos sao representados no espago de
Hilbert.

Quando dois sistemas quanticos separados sao combinados a fim de formar um
sistema composto maior, o espago de Hilbert do sistema composto é representado
pelo produto tensorial dos espagos de Hilbert dos sistemas individuais. Se denotarmos
por H; o espago de Hilbert do sistema S e por Hsy o espago de Hilbert do sistema
Sy, entao o espago de Hilbert do sistema composto S é dado por H = H; ® Hs.

Se [1) € Hy e |¢) € Ha, entao o estado global |x) = [¢) ® |¢) pertence ao espago
H = H,y ® Hy. Estados como esse, que podem ser decompostos como produto
tensorial, sdo chamados de estados nao emaranhados. Entretanto, se um estado |x)
nao pode ser decomposto em um produto tensorial, dizemos que ele constitui um

estado emaranhado.

Exemplos tradicionais de estados emaranhados sao os chamados estados de Bell,
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normalmente representados como

1

\<I>+> = E(|00) + |11)) (2.12)
_ 1

#7) = —=(00) ~ 1) (2.13)
by L

UH) = \/5(|01> +(10)) (2.14)

W) = —(jo1) — |10)) (2.15)

S

2

Podemos verificar que nenhum dos estados acima pode ser escrito como produto
tensorial de estados pertencentes aos espagos de Hilbert individuais que compoem o
espaco global. Por exemplo, consideremos o estado de Bell [¥*) = \/Li(|01> + [10))

1
72100 +10) = (@l0) +0I10)© (@l0) +8al)

= CL1(L2|00> + a1b2|01> + b1a2\10> + b1b2|11>

) =

Ao escolhermos os coeficientes a; e b; de modo que eliminemos os estados ausentes |00)
e |11), essa escolha também elimina os kets |01) e [10), de modo que o estado |¥*) nao
pode ser composto como um produto tensorial de estados. Situacao anéloga ocorre
com os outros estados de Bell, evidenciando que eles nao podem serem decompostos

em produtos tensoriais de estados individuais.

Uma caracteristica importante do emaranhamento é que ele decorre de uma correlagao
quantica intrinseca entre os sistemas que compoem o sistema global. Essa correlagao
quantica nao possui analogo classico e estabelece uma conexao profunda entre os
estados dos sistemas envolvidos. Podemos ilustrar essa propriedade ao considerar os
exemplos dos estados de Bell mencionados anteriormente.

Suponha um sistema composto por dois qubits preparado no estado emaranhado
|W). Isso pode ser realizado inicializando os qubits nos estados |0); e |1)2, e em
seguida aplicando a porta Hadamard no primeiro qubit, em sequéncia, aplicando
porta CNOT nos dois qubits, com o qubit 1 sendo o controle.

Ao medirmos o qubit 1, a probabilidade de obtermos os valores 0 ou 1 é 50%
para ambos. Digamos que o resultado seja 0, nesse caso, o segundo qubit, sera
necessariamente 1. Por outro lado, se o resultado for 1, entao, o segundo qubit sera
0. Medidas no segundo qubit vao se comportar como aleatérias e independentes, sem

revelar qualquer informacgao sobre a medicao realizada no primeiro qubit.
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Mesmo que os dois qubits estejam separados por uma grande distancia, mas protegidos
contra dissipagao e decoeréncia, a condicao de emaranhamento se mantera e quando
medirmos o primeiro qubit, saberemos imediatamente o estado do segundo qubit,
ainda que eles estejam separados por muitos anos-luz de distancia. Nao hé violagao
da Relatividade de Einstein, pois a informagao da medida nao esta disponivel para
um observador junto ao segundo qubit. Para ele, a probabilidade de medir o segundo
qubit ainda é de 50% para 0 ou 1, como se a medida no primeiro qubit nao tivesse

ocorrido.

Diagramas de circuitos sao tteis para descrever sistemas de computacao classica,
representando correntes elétricas, portas logicas e outros componentes. Da mesma
forma, esses diagramas também sao tuteis & computacao quantica. O diagrama 2.17,

por exemplo, ilustra a cria¢ao do estado emaranhado |¥).

0) —H}—e— (2.17)
0) —{x] g

Nesse diagrama, dois qubits no estado |0) compoe um sistema global que sera posto

>

em estado de emaranhamento |[¥*). Como o diagrama indica, o primeiro passo, é
aplicar a porta X ao segundo qubit modificando o seu estado para |1). Apos esta
agao, o sistema total assume o estado |01). A seguir, uma porta Hadamard é aplicada
ao primeiro qubit, alterando o seu estado para |+), nesse momento, o estado global
torna-se |+)[1). E por tltimo, uma porta CNOT ¢ aplicada ao sistema global, tendo
o primeiro qubit como controle, resultado no estado global emaranhado | ™), um dos
quatro estados de Bell. Essas sequéncias de operacoes sao completamente universais
indicando que o emaranhamento é uma propriedade intrinseca dos sistemas quanticos

compostos.

2.5 Teletransporte

Quando precisamos compartilhar nossos dados classicos, como um arquivo de com-
putador por exemplo, é comum oferecemos uma copia dos bits que compoem esse
arquivo. E o que Alice esperava fazer com seus qubits, a fim de compartilhar in-
formacoes com Bob. No entanto, na Teoria da Informacao Quéantica, o principio
fundamental da Nao-Clonagem estabelece a impossibilidade de se fazer copias de
estados quanticos desconhecidos. Diante desse principio, Alice estéa impedida de
copiar seus dados e transmiti-los para Bob. Entretanto, o protocolo de teletransporte
surge como uma solucao viavel. Embora Alice nao possa fazer copias, ela é capaz
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de enviar os dados, utilizando esse protocolo. Mas existe um preco a ser pago, os
dados deixarao de existir para Alice, passando a existir exclusivamente para Bob.
O Teletransporte funciona como um “Ctrl + X”, em obediéncia ao principio da

Nao-Clonagem, a informacao é perdida na origem para ficar disponivel no destino.

Nessa se¢ao vamos descrever brevemente o protocolo de Teletransporte. Inicialmente,
Alice possui um qubit, cujo estado quéantico é desconhecido, e deseja envia-lo para
Bob. O estado encontra-se normalizado e é representado por |¢) = a|0) 4 b|1). Além
desse qubit, outros dois que foram colocados em estado de emaranhamento. Alice
tem a posse de um qubit do par emaranhado, o primeiro por exemplo, enquanto
Bob tem a posse do segundo. Todos os passos do protocolo estao esquematizado
no diagrama 2.18. Alice aplica a porta CNOT, cujo controle é o seu qubit, no par
emaranhado, e em seguida aplica a porta Hadamard no seu qubit [¢). Entao Alice
realiza as medidas nos qubits em sua posse, obtendo uma das seguintes possibilidades:
{00,01,10,11}. Alice envia os bits classicos da sua media, digamos 01, através de
qualquer canal classico, por exemplo, um sinal conduzido por fibra 6tica. Com base
na informacao recebida, Bob deve executar a porta quantica X, se o primeiro bit for
1, em seguida, devera aplicar a porta Z se o segundo qubit for 1. Feito tudo isso, o
estado final do qubit de Bob sera o estado originalmente em posse de Alice, embora
continue sendo um estado desconhecido.

) (H—{A (2.18)
0) | H] & A
0) & (X7}

[Wo) 1) (W) W) 1)

As equagdes em (2.19) resumem os resultados parciais apos cada operagao executada

por Alice. Os estados do sistema composto pelos trés qubits, |U;), estao posicionados
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no diagrama 2.18 em conformidade com o momento em que foi obtido.

[Wo) = [¢) ® |00) (2.19a)

= L
V1) = [) @[@7) = (al0) +b[1)) @ ﬂ(l00> +[11))

1
=% (a|000) + a|011) 4 b[100) + b|111)) (2.19b)

|W2) = (Ucnvor @ 1) [¥y)

1
= (a]000) + a]011) + b[110) + b|101)) (2.19¢)

U3) = (H 1@ 1)[¥,)
_ % [@(]000) + [100) + [011) + [111))
+5(|010) — [110) + [001) — [101)]

[100)(al0) + b[1)) + [01)(al1) + b]0)) (2.19d)
+[10)(al0) = b[1)) +[11)(al1) —b]0))]

DN | —

A tabela 2.1 ¢é utilizada por Bob para aplicacao de suas portas, a fim de decodificar
o estado do seu qubit, com base na informacao recebida de Alice. O resultado
da decodificagao é o estado [1)) que Alice possuia inicialmente, e agora pertence
exclusivamente a Bob.

Bits de Alice Estados de Bob Decodificagao

00 al0) + b|1) 1
01 al1) 4 b|0) X
10 al0) — b|1) Z
11 all) — b0) ZX =iV

Tabela 2.1: Portas logicas que Bob deve aplicar em seu qubit a fim de realizar a decodificagao,
com base nos bits enviados por Alice.

Com isso concluimos nossa breve exposicao sobre o Teletransporte Quantico, que
permite mover um estado quantico desconhecido, de um local de origem para um
destino, mesmo que distante. O Teletransporte ocorre em conformidade com o
principio da Nao-Clonagem, e também obedece o principio da Relatividade, ao
utilizar de um canal cléssico para envio de bits necessérios para decodificar o estado
no destino. O Teletransporte continua sendo um tépico fascinante, com intensas

pesquisas, a fim de se descobrir o quao longe ele pode nos levar.
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2.6 Portas logicas

Portas logicas quanticas sao operagoes sobre qubits que promovem uma determinada
alteracao em seu estado quantico. Na mecanica quantica, é necessario que as portas
logicas ajam como operadores lineares que preservam a norma. Portanto, as portas
quanticas logicas sao necessariamente representadas por operadores unitarios. Além
disso, a representacao das portas logicas através de matrizes unitarias garante
também uma propriedade essencial das portas para a computagao quantica, que é a

reversibilidade.

A forma pela qual podemos alterar o estado de um qubit (ou de qualquer sistema
quantico) é através do operador evolugao. Entao, por tras de cada porta quantica,
existe um sistema fisico interagindo com o qubit, impondo sobre um Hamiltoniano
adequado, que ao agir durante um tempo controlado, evolui o qubit produzindo
a transformagao proposta pela porta quantica. A seguir, daremos esse enfoque as
portas mais simples, como as portas NOT e Hadamard, com o objetivo de determinar

o operador unitario associado com a porta.

2.6.1 Portas de Pauli como evolucao temporal

Como exemplo simples de como é a mecanica quantica de uma porta logica, vamos
considerar como qubit um sistema de spin /2 sujeito a um campo magnético estético
na dire¢ao n. Nesse exemplo, vamos considerar uma situagao ideal, na qual o qubit
nao tem acoplamentos com o ambiente ou esteja sujeito a outras fontes de decoeréncia
e dissipacao. Como sabemos, o spin sofre precessao em torno da dire¢ao do campo
magnético. A evolucao temporal do estado do qubit é governada pelo Hamiltoniano

associado a esse sistema, que pode ser escrito como
H=wyS -n (2.20)
sendo os autovalores Fy = d+hw/2 e {|Sn; +), |Sn; —)} os autoestados.

Vale ressaltar que o autoestado |0) = 1) = |S,; +) ndo ¢ o estado fundamental, mas
sim o estado |1). No entanto, ¢ comum indicar o estado fundamental como |0), para
isso, basta alterar o sinal na Eq. (2.20). A consequéncia dessa mudanga é inverter o

sentido de rotacao do sistema. Entretanto, nao faremos tal alteragao no momento.
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O operador evolucao temporal é dado por

“wot

U(t) = exp(—iHt/h) = exp(—z%an) (2.21)

onde o, = S - nn. Utilizando a conhecida relagao exp(ifo,,) = cos(#)1 + isin(f)oy,, o

operador evolugao fica como

Ut) = cos(%ot)]l - isin(%ot)an (2.22)

Escolhendo o tempo de evolugao t = m/wy, de modo que o spin rotacione 180° em
torno do eixo n. O operador evolugao se torna

U(m/wy) = —ioy, (2.23)

O fator imaginario —i representa uma fase global e pode ser desconsiderado, de modo

que o operador evolugao se resume em
U(m/wy) = oy, (2.24)

Considerando apenas as dire¢oes n = x,y, z resulta nas matrizes de Pauli
Op = sy =\ , 0, = ) (2.25)

Essas matrizes representam rotagoes de 180° em torno dos eixos z, ¥, z, respectiva-
mente. A rotagao é realizada quando o operador evolucao U(m/wy) = o, atua sobre o
qubit no intervalo de tempo At = 7/wy. Portanto, um campo magnético B,, atuando
durante esse intervalo de tempo proporcionarad uma rotacao de 180° em torno do eixo
n = x,y, z. As matrizes de Pauli sao portas logicas de rotacao em torno dos eixos

xr,Yy,z.

Para um exemplo numérico, podemos considerar um campo magnético B = 1uT e
o raio giromagnético v = |e|/m,, onde e é a carga do elétron e m, é a sua massa.
Isso resulta em wy = |e|B/m, &~ 18 kHz. Portanto, um campo magnético de 1uT na
dire¢ao x, atuando por 174us, produzira uma rotacao de 180° no spin do elétron em

torno do eixo z.
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2.6.2 Porta NOT

A porta NOT, também conhecida como porta X, é uma das portas logicas quanticas
fundamentais. E uma porta de um tnico qubit e sua acdo é inverter os kets da base
{]0),]1)}, de modo que

X|0) =11), X[1)=10) (2.26)

Em forma matricial, a representacao da porta X é dada por

X = (2.27)

A acao da porta NOT no estado qualquer de um qubit é:

X (al0) + b[1)) = b]0) + a|1) (2.28)

A porta NOT, ou porta matriz de Pauli o, representa uma rotacao de 180° em torno

do eixo x. Em circuitos quanticos, é indicada pelo simbolo

(2.29)

2.6.3 Porta Hadamard

A porta Hadamard é também uma porta fundamental, que age sobre um qubit.
Ela transforma os kets da base {|0), |1)} numa combinacao linear, tradicionalmente
indicada como {|+),|—)}

1 _
HI0) = =0+ 1) = |4) (2.30)
HI1) = —(j0) — 1)) = |-) (2.31)

V2

Vamos obter a forma matricial da porta Hadamard utilizando novamente a evolugao
temporal dada pela Eq.(2.22), como feito para as portas de Pauli. A porta Hadamard
representa uma rotagao de m/2 em torno do eixo y

Uy(m/2wy) = —=(1 —ioy) (2.32)

1
V2
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Seguida por uma rotagao m em torno de x, representada por
Up(m/wo) = 04 (2.33)
Aplicando os dois operadores evolucao temporal em sequéncia

H = Uy(m/wy) Uy(m/2wy)

=0,—=(1 —ioy)

V2
Vf (2.34)

Em circuitos quanticos, a porta Hadamard é indicada pelo simbolo

(2.35)

2.6.4 Controlled-NOT

A porta Controlled-NOT ou apenas CNOT é uma porta de dois qubits na qual um
dos qubits é designado como controle e o outro como alvo. Em geral, o qubit 1 atua
como controle. A porta CNOT executa a operagao NOT no qubit alvo somente
quando o qubit controle encontra-se o estado |1). Se o qubit controle esté no estado
|0), a porta CNOT néo faz nenhuma operagao no qubit alvo. A porta CNOT néo
pode ser construida com um conjunto de rotagoes como as X e H e nao vamos
considerar a sua formacao a partir de um Hamiltoniano, como feito para as outras
portas. A tabela 2.2 mostra os resultados possiveis para a porta CNOT na base
canodnica de dois qubits.

Em circuitos quanticos, a porta CNOT ¢ indicada pelo simbolo

— (2.36)

_69_

O simbolo e indica o qubit controle e simbolo & indica o qubit alvo.
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Entrada Saida

|00) |00)
|01) |01)
|10) |11)
111) |10)

Tabela 2.2: A¢ao da porta CNOT, onde o controle é o primeiro qubit.

A tabela 2.3 apresenta uma lista de algumas portas quéanticas com suas descricoes e
simbolos de como sao representadas.

Porta Descrigao Simbolo
NOT (ou X) Inversao de estado

Hadamard Superposicao de esta-
dos
Pauli-X Inversao na base X
Pauli-Y Inversao na base Y e

aplicacao de fase

Pauli-Z Inversao na base 7Z e
aplicacao de fase

CNOT NOT controlado por
um qubit

CCNOT (Toffoli) | NOT controlado por
dois qubits

CSWAP (Fredkin) | Troca o estado de dois
qubits controlado por
um terceiro qubit

SWAP Troca o estado de dois
qubits
T Aplica fase de 90 graus

B H | | HH | | ) 3 B )

ao estado do qubit

Tabela 2.3: Lista breve de algumas portas quénticas.

Portas logicas sao componentes da computacao quantica, cuja funcao é atuar sobre
qubits a fim de promover alteracoes especificas em seus estados quanticos. Assim

como na computacao cléssica, as portas logicas quanticas sao componentes essenciais,
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os blocos bésicos para a construcao de algoritimos quanticos e processamento da
informacao em geral.

2.7 Ruidos e canais

Quando um sistema interage com o ambiente, ocorre decoeréncia e dissipagao,
resultando em uma dindmica nao unitaria. No entanto, ao considerarmos um sistema
em composicao com o ambiente, o sistema resultante evolui com dindmica unitéaria,
uma vez que é um sistema isolado. Assim, o espaco de Hilbert do sistema composto
pode ser representado como H = Hg ® Hp, onde Hg representa o espago de Hilbert
do sistema de interesse S e Hg representa o espaco de Hilbert do ambiente F£. O
operador de evolugao do sistema composto é dado por U(t) = exp(—iHt), onde H
¢ o Hamiltoniano total do sistema. Se p(0) é o estado inicial composto, entao, de
acordo com a equagao de Schrodinger,

p(t) = U()p(0)U (). (2.37)

O estado inicial do ambiente pode ser escrito como
pe(0) = A|w) (v, (2.38)

onde |v) sdo os autoestados do ambiente, com seus respectivos autovalores A,,.

Para obter a evolugao temporal do sistema S, devemos tomar o traco parcial do

sistema total, em relacao ao ambiente, através da seguinte expressao:
ps(t) = Trg [U(#) (ps(0) @ pp(0) UT(1)] . (2.39)

onde pg(0) representa o estado inicial do sistema S. Substituindo a Eq.(2.38),

tomando o trago parcial sobre o ambiente e reorganizando, obtermos

ps(t) = >V AulU (D)) ps (0) /N (WU (1) |11 (2.40)

Definindo o operador de Kraus como

K (t) = VWl U()0). (2.41)
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A evolugao temporal do sistema S pode ser expressa como

ZKW 0) K}, (t) (2.42)

Obter os operadores de Kraus é uma tarefa complexa que depende do modelo de
ambiente e das interagoes envolvidas. No entanto, na literatura, existem alguns
canais padrao de ruido para os quais os operadores de Kraus sao conhecidos. Alguns

exemplos sao

1. Depolarizing: K; = /1 —3p/4 1, Ky = \/p/4 0., K3 = +/p/4 0y, K4 =
Vp/4 o,

. . 1 0 0 p
2. Amplitude-damping: K; = . Ky =
0 V1—p 0 O
. . 1 0 0 0
3. Phase-damping ou dephasing: K; = , Ky=

0 VvV1—p 0 p
4. Phaseflip: K;=,/p1l, Ky=+1-po.
5. Bit-flip: Ky =,/pl, Ky=+1-po,

6. Bit-phase-flip: K, =.,/p1, Ky=+1-po,

Esses operadores podem ser encontrados, por exemplo na referéncia [3]. O parametro
p representa a probabilidade de ocorréncia em relagao ao efeito desejado. A tabela
2.4 mostram figuras indicando os efeitos de varios canais sobre a esfera de Bloch,

vista com um conjunto de estados iniciais para o sistema S.

E interessante mencionar que a Eq.(2.5) foi usada na construcio desses graficos.
Nessa equacao, p foi substituido pelo estado quantico resultante da aplicacao dos
operadores de Kraus ao estado inicial po(6, ¢). A equagao ¢ utilizada para obter as
coordenadas (x,y, z) que representam o estado modificado p, e esse processo ¢ feito
sobre uma grade (6, ¢) na esfera de Bloch.

Os efeitos dos ruidos na esfera de Bloch sao auto-descritivos através de seus graficos,
por exemplo: O canal depolarize age igualmente em todos os estados, diminuindo a
pureza desses estados de forma igualitaria, ou seja reduzindo igualmente o raio da
esfera de Bloch, fazendo com que ela se concentre cada vez mais proxima do centro
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Estado inicial

Depolarizing Amplitude-damping Phase-damping

Phase-flip Bit-flip Bit-phase-flip

_—= &

Tabela 2.4: Efeitos de canais de ruido na esfera de Bloch, com p = 0.6.

da esfera. No canal amplitude-damping, a acao é assimétrica levando a dissipa¢ao
da energia ao longo do eixo z. Isto provoca o achatamento da esfera na direcao desse
eixo.

2.8 Equacao de Lindblad

A mecénica quantica trata inicialmente com sistemas nao dissipativos, governados
pela equacao de Schrodinger. Nessas formulacoes, os sistemas sao considerados como
fechados e nao interagem com o ambiente. No entanto, uma abordagem mais realista
leva em consideragao a interacao do sistema com o ambiente, introduzindo assim o
fenomeno da dissipacao.

Ao modelar a interacao com o ambiente, podemos considerar o sistema mais ambiente
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como um sistema isolado, permitindo assim recuperar a evolucao unitaria. Na
matriz densidade do sistema total, efetuamos o traco parcial em relacao ao ambiente,
obtendo assim a evolugao temporal do sistema. O resultado desse procedimento é a
equagao de Lindblad [27|, dada por

) = il (0, p0] + Y (Liplt)L] - S (L1 Li,p(0))) (2.43)

Nesta equagao, H (t) representa o Hamiltoniano do sistema, enquanto 7; e L; denotam
as taxas de dissipacao e os operadores de Lindblad, respectivamente, as chaves
representam o anticomutador, por exemplo {A, B} = AB + BA. Essa formulagao
reflete as interagoes do sistema com seu ambiente, no limite Markoviano, modelando

os efeitos da dissipacao.
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2.9 CAlculo variacional

O calculo variacional é uma ferramenta matematica fundamental para estudar
sistemas dinamicos sujeitos a principios de maximo ou minimo, como o principio
de Hamilton na Mecanica Analitica. Sua importancia se estende a resolugao de
problemas de otimizagao e controle em computacao quantica, que é o nosso interesse

e pelo que vamos fazer uma breve exposicao.

Ele se baseia no conceito de funcional|28, 29|, que é anélogo ao conceito de fungao.
De forma simples, enquanto uma fungao f associa uma variavel x a um ntmero
f(z), um funcional F' associa uma func¢ao f(x) a um numero indicado como F'[f(x)].
Exemplos classicos de funcionais sao integrais definidas, produtos internos de fungoes,

acao do principio de Hamilton, entre outros.

Para uma fungao f(x), os pontos de méximo e minimo ou inflexao sdo comumente
referidos como pontos de extremo. Ao passar do ponto x para x + dx, a funcao
f(x) sofre uma variagao df = f(x + dx) — f(x). Podemos expressar essa variacao
utilizando a série de Taylor. Considerando apenas os termos de primeira ordem,
temos:

df =) 8—‘fdxi (2.44)

A condigao df = 0 nos permite encontrar os pontos de extremos da funcao f(x), uma

vez que, sendo as variagoes dx; independentes, essa condigao implica diretamente em

of

52, =" (2.45)

No contexto dos funcionais, a variacao é indicada como 0F, e ocorre devido a uma
variagao infinitesimal e arbitraria na fungao f(z), designada como 0 f(x). A figura 2.2

ilustra esses componentes do calculo variacional.

Y

Figura 2.2: Fungao base f(x) (linha preta), uma escolha arbitraria de variagao infinitesimal § f(z)
e a fungdo variada f(x) + df(z) (linha vermelha).
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Inicialmente podemos indicar a variacao funcional por

SF
5F = 5570/ (2.46)

Porém, devemos levar em conta todas as contribuicoes em cada valor de z, o que é

feito por meio da integral

5F = / (%) 5f(x)da (2.47)

Se o funcional depender de fungoes de duas variaveis f(z,t), entao

5F = / / (%) 5f(x, t)dx dt (2.48)

OF[f(x)] = F[f(x) + 6f(x)] = F[f(x)] (2.49)

Desenvolvendo a integral gerada pela equacao acima, até que ela se reduza na

Por outro lado

forma indicada pela Eq.(2.47) (ou (2.48)), poderemos identificar a derivada funcional.
Fazendo as variagoes d f (x) de forma arbitraria e independente, a condigao de extremo

0F = 0 implica diretamente em

SF
0f ()

=0 (2.50)

Exemplo 1 Vamos ilustrar o calculo da derivada funcional para um funcional
de interesse no controle 6timo. Considere o funcional definido através da seguinte

expressao

J[] = @ (D)|0[(T)) (2.51)

onde O é um operador hermitiano, e o funcional .J é o valor esperado de O no instante
T. Por brevidade, vamos indicar kets dependentes do tempo [¢(t)), |o(t)) apenas

como [¢), @)

T
Il = [ de (wiolw) 5t ~T) (2.52)

T
T+ 6] = /0 dt (4 + 5B|O + 6v) 6(t — T) (2.53)

T

= /0 dt (($|Oy) + (¥|O|6v) + (6v|O|¥) + (5¢[016v)) 6(t —T) (2.54)
Ao considerar a varia¢ao do funcional J[i) + d9], é necessario focar nos termos onde
os 01 ocorrem em “kets”, por exemplo, (¢/|0]d)). Termos como (d1)|O|)), com 1) no

“bra”, estao associados com d10* que sao nulos quando estamos calculando J[y) + d¢)].
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Considerando apenas os termos com |01)), temos que

I+ 50] = / dt (($10[) + (W[OlsY)) 6(t—T)  (255)

T
= J[¢] +/0 dt (¥|O|dy) 6(t —T) (2.56)
T
o+ 501 = Tl = [ a wiolsw) s(¢—1) (2.57)
T
oJ :/ dt (|06v) o(t —T) (2.58)
0T
oJ :/ dt (Op|6y) o(t —1T) (2.59)
0
T
0J = / dt (Oy 6(t — T)|6) (2.60)
0
Como o d9 esta independente, na integral, podemos concluir que a derivada funcional
é dada por 5
e ((w(r, £) §(t — T)) (2.61)

Exemplo 2 Um outro funcional de interesse em controle quéantico, pode ser escrito
como J[¢] = —2Im fOT dt{x(t)|L(t)|1(t)), onde o operador L(t) = i0; — H(t), sendo
H(t) o Hamiltoniano.

Para encontrarmos a variagao nesse caso, temos que efetuar os seguintes passos

Il = =2 [ a (i) (2.62)
B T (X|LIW) — (@|Lfx)
- —2/0 dt > (2.63)
Tl =i / dt ((XIZIY) — (WILT) (2.64)
T+ 0] = i /0 dt (Ll + 60) — (4 + 69| LH ) (2.65)

- i/o dt <<X|L|@/’> + (x|L|6v) — (W|LT|x) — <5¢|LT|X>) (2.66)

Pela mesma razao, explicada no exemplo 1, termos com (§7)| nao contribuem para a
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vari¢ao J[¢ + 0¢] — J[¢], focando apenas nos termos com |d7)), temos que

T+ ol =i [ dt (o) + (d2Ise) - IE110) (2.67)

=i [ Guinle) — @)+ [ e (2o)

=gl +i [t o (2.69)

T+ 01—l = [ dt (i (2.70)
5] = z'/OT dt (x|L|ov) (2.71)

Voltando com L =10, — H

T

§J =i [ dt (x|id, — H|ou) (2.72)

=1

dt ((x|i0:|6v) — (Hx|dv)) (2.73)

/
T
/
Queremos transferir o operador i0; para dentro do bra, assim como fizemos com H.
Essa acao deve ser realizada aplicando a regra do produto de derivadas, adaptada

para o produto interno na notacao de Dirac. Esse procedimento foi mostrado no
apéndice (A.9) e aqui sera aplicado para i0;, ou seja

(X110 6v) = 10,(x|0%) + (irx|57)) (2.74)
substituindo na Eq. (2.73) e integrando o primeiro termo
T T T
| e ivew) = itonl| + [ ar (6adw) - (tde))  (279)
0 0 0
T T
= itou)|, + [ de (0~ ) |5v) (2.76)
0
T
—iDISUT) + [ (o= lo) )

i [ ivlse) = —mlem) +i [a (oS @)

Em T = 0, o sistema sempre assume o mesmo estado inicial, logo |61)), em T = 0,
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deve ser nulo, o que leva a (x(0)|d1(0)) = 0.

T
57 = ~ (D)) + i [t (30, ~ H)x |60) 279

0

T
0J = —=(x(T)|oy(T)) +/ dt (—iL|6v) (2.80)

0

E necessario que a integral esteja na forma da Eq. (2.48), a fim de reconhecermos a
derivada 6.J/0v, por isso, devemos retornar o primeiro termo do segundo membro

para uma integral no tempo, fazemos isso com o auxilio da funcao §(t — T), o que

resulta em
57 = /0 dt (= (|0V)S(t — T) + (—iL|5w)] (2.81)
57 = /T dt ( (=6(t —T) —iL)x |5%) (2.82)

Com |d7)) isolado, podemos obter a derivada funcional

5= (o -1) - izn] (283)
% — Ot~ T) — (0, + H)y' (2.84)

2.10 Controle quantico 6timo

O controle quantico 6timo é uma area da teoria quantica que busca guiar sistemas
quanticos para atingir metas especificas, como otimizar o desempenho ou executar
tarefas especializadas. Nesta secao, vamos apresentar de modo informal os principais

passos envolvidos no controle quantico 6timo.

Consideremos um sistema quéantico com Hamiltoniano problema Hj, e hamiltonianos
controles ¢;(t)H;. A combinacao desses hamiltonianos resulta num hamiltoniano
dependente do tempo dado por

H(t)=Hy+ > &;(t)H, (2.85)

O objetivo do controle é conduzir o sistema a partir de um estado inicial |1)y) até
o estado final O|¢), onde O é uma operagao unitaria. Esse controle é realizado ao
longo do intervalo de tempo T" durante a evolucao do sistema.
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No controle quantico 6timo, utilizamos os principios do calculo variacional para guiar
a evolucao do sistema. Para isso, definimos um funcional que avalia a proximidade
entre a evolucao do sistema durante o intervalo de tempo 7' e o estado alvo desejado.

Podemos construir esse funcional com base em trés quantidades.

A primeira expressao para a fidelidade é uma que permite medir a proximidade entre
o estado evoluido (7)) e o estado alvo [ta1v6). Chamaremos essa parte do funcional

de Ji[¢], que é calculada pela expressao:

A[Y] = (D)0l (T)) (2.86)

Em termos de controle do sistema para alcancar um determinado alvo, o operador O
pode ser definido como O = [Ya1vo) (Valvo -

A segunda parte do funcional é um termo de penalizacao, que tem o objetivo de
desestimular amplitudes muito intensas no campo de controle ou desvios significativos
em relacdo & estimativa inicial £(°)(¢) do controle. Denotaremos esse termo como
J[e], definido por:

VEEEDS /0 dt el (t) (2.87)

Nessa expressao, o valor «; controla a forca da penalizagao. O sinal negativo ¢ para
reduzir a fidelidade obtida .J;, desse modo cumprindo a funcao de penalidade.

A terceira parte do funcional é um termo relacionado com o vinculo da equacao

Schrodinger, que garante a coeréncia da evolugao do sistema com essa equagao. Esse
funcional pode ser definido da seguinte forma

T
Bl = =2tm [ (@l - HOlw()d:, 259
0
onde x(t) é um coestado adjunto do sistema.

O funcional de controle quantico 6timo completo é obtido pela soma das trés partes
discutidas anteriormente:

I, €]l = L[] + Jole] + Js[x, ¥, €] (2.89)

A variagao de J|x, ¥, ¢]| é a soma de todas essas varia¢oes

5T, €] = S [] + 61le] + 615X, v, €] (2.90)
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el = (o [ (%w

0J5

+ 3y se

dJ3

/dt/d3 [5‘]3 +(6—‘2+%)5¢+Z(

Nos exemplos 1 e 2 (pag. 39) realizamos uma descrigao detalhada de como calcular

5
+ 50T 5O Z ﬁm)

55k:
(2.91)

0y  0J3
E + E) 58k]

(2.92)

derivadas funcionais. Neste ponto, em vez de fazer todos os calculos, apresentaremos

diretamente os resultados obtidos ao executar passos analogos aos exemplos citados,

os resultados sao

0.1

5o —Ov(T -1

g_;;]i = —2aE

‘;_f =i(i0, + H)y*

fs_j — 6T — t) — i(i0, + H)X"
YA

(2.93)
(2.94)
(2.95)
(2.96)

(2.97)

O funcional J[y, 1, €] serda um extremo quando 6.J|x, ¥, €] = 0. Com base na Eq.(2.92),

essa condicao é alcancada, quando

0J3

o
0J1  OJs
st =0
o oY

Z 0y | 0J5 _
(5€k 58k

(2.98)
(2.99)

(2.100)

Substituindo as derivadas funcionais, teremos as equagoes do controle do sistema,

que sao

OY*S(T —t) — x*86(T
—2ak5k —2Im <X|Hk|¢> =0

—t) —i(id, + H)y*

(2.101)

=0 (2.102)

(2.103)

Tomando o conjugado complexo da Eq. (2.101) obtemos a equagao de Schrodinger
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para evolugao do estado |1))

(i0, — H())¥(r,t) = 0 (2.104)
Y(r,0) = ¢o(r) (2.105)

A equagao (2.102) é um pouco mais sutil devido a fungao delta estar presente.

Inicialmente vamos tomar o complexo conjugado e reagrupar os termos
(10, — H)x =i(x — O)§(T —t) (2.106)

A seguir, vamos impor que a funcdo x(r,t) seja continua em ¢ = 7. Para ver como
isso afeta a equacao, consideremos a seguinte integral
T+¢ T+¢

lim dt (i0, — H)x = lim dt i(x — OY)o(T —t) (2.107)
A primeira integral é igual a zero porque se trata da integracao de uma fungao continua
em um intervalo infinitesimal. O resultado da segunda integral é x(r,T) — Oy (r, T),
que, por ser igual ao valor nulo da primeira integral, resulta na condigao x(r,T) =
Oy (r,T). Portanto, a Eq. (2.107) se torna em duas equagoes

(i0, — H(t))x(r,t) = 0

(2.108)
X(I‘, T) = O’QD(I‘, T)

Esse desdobramento é interessante, pois impoe uma condicao final em uma equacao
diferencial, em vez de uma condic¢ao inicial, como de costume. Isso sugere que a
fungéo x(r,t) pode ser interpretada como evoluindo em modo reverso no tempo. Ou
seja, em cada instante ¢, precisamos obter a fungao (coestado) x(r,t), que ao evoluir
no intervalo [¢, T, atinge o estado Oy (r,T).

Considerando a evolucao reversa e a exigéncia de continuidade para y, a equacao
(2.102) resulta em

(0, + H(t))x(r, 1) =0

(2.109)
x(r,T) = O(r,T)

E por fim, a terceira equagao de controle, Eq.(2.103) nos permite obter os campos

que modulam os hamiltonianos de controle

ager(t) = —Im (x(8)[ Hy|(1)) (2.110)
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Resumindo, as equagoes de controle do sistema sao

(10 — H(t))i(r,t) = 0, ¢(r,0) = tho(r) (2.111)
(10, + H(t))x(r,t) =0, x(r,T) = OY(r,T) (2.112)
anex(t) = —Im (x (1) | Helo(5) (2113)

©

i ), onde(0) €§O) é uma

funcao referéncia, geralmente uma estimativa inicial para o controle. Além disso, é

Na terceira equagao, ¢ conveniente redefinir €; como €; — ¢

comum o uso de uma fungao envelope S(t) com a finalidade de suavizar a entrada e

saida do controle no intervalo de otimizacao. Tudo isso resulta em

S NI AT (2.114)

2.10.1 Caso dissipativo

As equagoes de controle obtidas até agora aplicam-se a sistemas sem dissipacgao. Para
generalizé-las para o caso com dissipagao, sao necessarias algumas alteragoes. Por
exemplo, a representacao do estado do sistema muda de um vetor de estado |¢)(t))
para uma matriz densidade p(t). Isso nos leva a evoluc¢ao do estado, que agora é
regida pela equagao mestra de Lindblad

p=Lp) (2.115)

onde o superoperador L(p) = —i[H, p] + D[p|, com —i[H, p| representando a parte
unitaria, e D a dissipagao, sendo

Dlp) = Y5 (LinL} — S{LIL.0}) (2.116)

J

7; € a taxa de decaimento, L; sao operadores de Lindblad e {, } o anticomutador.

A matriz densidade correspondente ao coestado x(r,t) sera designada por o(t), e

sua evolucao reversa obedece a equagao

o = —i[H, o] — D(0) (2.117)
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Comparado as equagoes de Schrédinger
W = —iHy (2.118)

e de Lindblad
p=L(p) (2.119)

podemos observar que a substituicao de H por iL torna equacao de Schrodinger
semelhante a equacao de Lindblad, o que nos permite aproveitar os resultados da
equacao de Schrédinger na equacao de Lindblad. Além disso, é necessario trocar
o produto escalar pelo produto Hilbert-Schmidt. Aplicando essa abordagem na
equacao de correcao de campo, temos os seguintes passos

axer, = —Im (x| Hg|¢)
_0H _ 0it
N 8Ek 85k

(X|Hy|¢p) —= Tr (o[Hy, p])

H, = [Hy, -] (2.120)

Resumindo, as equagoes de controle para o caso dissipativo sao

p=—i[H,p|+ D(p), p(0) = [o){tho| (2.121)
¢ = —i[H, 0] — D¥(0), o(T) = O[(T)){¢(T)|O" (2.122)
ageg(t) = —ImTr (o[Hg, p]) (2.123)

2.10.2 Implementacao do Krotov
Para implementar o algoritmo de Krotov, podemos seguir os passos descritos abaixo.

(I) Definimos uma grade {t¢, t1, ---, tn41}, para o intervalo [0, 7] de evolugao
do sistema, de forma que este fique dividido em N partes iguais. Na grade,
tOZOGtN+1 =T.

(I1) Os controles e4(¢;), k =1,2,..., M, sdo considerados constantes dentro do
intervalo [t;_1,t;], onde j varia de 1 a N 4+ 1. Cada valor de controle esta
associado a um instante de tempo th que corresponde ao ponto médio do
intervalo [t;_1,t;].

(III) Seja (i) a iteracdo corrente; utilizamos os controles 55571)(5]-) para evoluir o
estado ¢ no intervalo [t;_q,¢;], onde j = 1,2,--- , N +1. Apos essa etapa, tere-
mos obtido todos os estados do sistema =V (to), YOV (t1), -+ T (tn4q),
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(IV)

que devem ser mantidos na memoria durante essa iteracao. Se (i) for a primeira
iteracdo, entao (i — 1) se refere a condicao inicial do sistema, bem como a

estimativa inicial dos controles.

Com (III) obtemos o estado inicial ¥ (T) = Oy~ (tx41) que sera propagado
para tras. Antes de cada propagacao reversa, devemos atualizar os controles

de acordo com a expressao

_5()

o OO () Hilp (1) (2.124)

Com o controle €](€i)(~'), obtemos o estado x(?(¢;_;). Continuamos o processo

j
até chegarmos em () (ty). Isso encerra a iteracao (i).

Se a precisao desejada for alcangada em (IV), o processo termina. Caso
contrario, retornamos ao passo (III), e a iteracdo (i) se torna (i — 1). Ao
concluir as iteragoes, os dados da otimizacgao sao retornados, por exemplo,
um vetor de controles otimizados [eq, ..., ey, onde &5 tem dimensdao N X 1.
Também é 1til definir uma funcao passada como parametro, a fim de que
seja executada ao terminar cada iteracao. Isso permite calcular, por exemplo,

observaveis de nosso interesse e acompanhar sua evolugao nas iteragoes.

As etapas acima tratam o caso de sistemas com evolugao unitaria. Para sistemas

com dissipacao, isto é, as etapas sao as mesma, porém precisamos considerar as

adaptagoes propostas na secao 2.10.1.

Os calculos indicados nessa segao e realizados ao longo da tese, foram conduzidos

utilizando uma combinacao de linguagens de programacao. A implementacgao dos

modelos foram realizadas principalmente em Julia[30] por ser uma linguagem de

alto desempenho e flexibilidade, e em Fortran|[31], um sistema também de alto

desempenho.

48



Capitulo 3

Teoria de controle 6timo aplicada a
computacao quantica adiabatica
considerando sistemas fechados

3.1 Introducao

A computacao quantica é atualmente uma das areas mais proeminentes da Fisica
devido a sua possibilidade de provocar uma mudanca revolucionéria nas tecnologias
atuais [32-34]. No entanto, em vez de computadores quanticos em larga escala, temos
a nossa disposicao os dispositivos quanticos chamados de Noisy Intermediate-Scale
Quantum (NISQ), que ja podem, em principio, superar o poder dos computadores
classicos [35]. Na era atual dos NISQ, em contraste com a computagao quantica
padrao baseada em um conjunto de portas logicas, novos paradigmas computacionais
tém surgido com base na evolugao de Hamiltonianos cuidadosamente projetados.
Por exemplo, algoritmos quanticos variacionais podem lidar com uma variedade de
problemas, como determinacao de estados fundamentais em quimica, aprendizado de
maquina e otimizagao combinatoria [36-41].

Neste contexto de novos paradigmas de computacao quantica, ha os algoritmos
quénticos adiabaticos (AQAs), que utilizam uma combinagao apropriada de Hamilto-
nianos independentes do tempo para realizar a computacgao |23, 24]. AQAs exploram
o teorema adiabatico, que afirma que um sistema quantico permanece em seu estado
fundamental instantaneo se a evolucao temporal for suficientemente lenta. Dentro
dessa abordagem, o Hamiltoniano total muda adiabaticamente do Hamiltoniano
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inicial para o Hamiltoniano do problema e o estado fundamental final é a solucao do
problema computacional. No entanto, o tempo necessario para manter a condicao
adiabatica pode ser muito longo, o que pode inviabilizar situagoes praticas. Vérias
alternativas foram propostas para contornar esse problema, como a evolucao adia-
bética local ou o uso de termos contra-diabaticos [42, 43]. A nossa contribui¢do para
esse caso justamente esté na utilizacao da teoria de controle quantico para encontrar
uma evolugao temporal otimizada, capaz de realizar as tarefas necessarias em uma
escala de tempo bem menor do que a necessaria para se conseguir realizar a evolugao

adiabética.

Os tradicionais algoritmos quanticos variacionais (VQAs) também sao baseados
em um Hamiltoniano dependente do tempo parametrizado adequadamente, que é
aplicado a um registro de qubits [44, 45]. No tempo final da evolugao, o registro
devidamente manipulado contera a solugao do problema. VQAs sao utilizados para
resolver problemas especificos variando um conjunto de parametros do Hamiltoniano
total, que também parametriza a evolugao. Como um caso especial de VQAs, os
algoritmos quéanticos aproximados de otimizagao (QAOAs) foram desenvolvidos para
resolver problemas de otimizagao combinatoria [46]. O QAOA consiste na aplicagao
de uma sequéncia dos Hamiltonianos de controle e do problema em alternancia, onde
os parametros variacionais correspondem aos tempos de aplicagao desses operadores
unitarios. Nesse caso, os Hamiltonianos sao independentes do tempo e a solucao
da tarefa computacional se d& através da determinacao dos tempos em que cada
Hamiltoniano fica ligado/desligado que minimiza o valor médio do Hamiltoniano do
problema no tempo final.

Recentemente, varios trabalhos tém explorado as conexoes entre a teoria do controle
6timo e os VQAs e também com o QA [47-50]. Em um estudo anterior [51],
argumentou-se que, para um tempo fixo, controles de pulso quadrado (tipo bang-
bang) sao 6timos, o que apoia a metodologia QAOA. No entanto, a partir da forma
padrao de QA que envolve uma tnica fungao de controle, um estudo mais recente |52]
mostrou que uma forma mais geral de solugao 6tima é do tipo “bang-annealing-bang”,
o que significa que um controle hibrido de tempo variavel, comecando com o valor
minimo permitido e terminando com o valor maximo possivel, com um segmento de

suavizagao intermediario, geralmente é 6timo.

Neste capitulo, analisamos esse problema no contexto da Teoria do Controle Otimo.
A evolugao do sistema é governada por uma combinagao de um Hamiltoniano de
controle e um Hamiltoniano do problema, cada um modulado por uma fungao de
controle independente. A utilizagdo de duas fungoes de controle independentes

sera o diferencial do nosso trabalho em relagdo ao trabalho anterior [52], onde
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somente uma funcao de controle foi analisada. Usamos também as funcoes de
controle limitadas, ou seja, serd imposto um vinculo nas fungoes de tal forma que
essas nao ultrapassem certas amplitudes maximas e minimas. Além disso, faremos
a comparagao das solugoes resultantes do controle quantico com as obtidas pelo
método QAOA. Para controles limitados, encontramos dois regimes dependentes do
tempo total de evolucdo: (i) para tempos suficientemente longos, existem solugoes
6timas em que o estado alvo do estado fundamental pode ser obtido exatamente;
(ii) para tempos curtos, as solu¢oes 6timas nao conseguem preparar completamente
o estado alvo. Determinamos também o tempo minimo, o qual pode ser definido
pelo menor tempo total de evolugao para o qual o estado alvo pode ser preparado
exatamente. Se os gradientes do Hamiltoniano de controle associado, em relagao aos
controles (fungdes de comutagao), sdo positivos e o tempo final de evolugao é menor
que o tempo minimo, demonstramos que a solucao 6tima é obtida simplesmente
definindo ambas as funcoes de controle em seus valores méximos durante toda a

evolugao. Chamamos esse tipo de solugao de solucao de “double-bang”.

Interessantemente, a computacao quantica universal pode ser alcancada através do
protocolo de teletransporte de portas adiabaticas (AGT, na sigla em inglés) [25].
Portanto, iremos utilizar esse protocolo de teletransporte como teste para os métodos
de otimizacao mencionados acima. Através da solugao de “double-bang”, mostraremos
que é possivel implementar a computagao quantica universal por meio do AGT da
forma mais rapida possivel. Em outras palavras, a computacao quantica universal
pode, em principio, ser realizada ligando os Hamiltonianos de controle e do problema
do esquema AGT. Em particular, o tempo minimo para o AGT é o tempo em que
o valor médio do Hamiltoniano do problema atinge seu estado fundamental com a
solucao de “double-bang”; assim, realizando a tarefa computacional com praticamente

total precisao.

3.2 O problema de controle

Considere que sao dados dois Hamiltonianos independentes do tempo: Hy (de controle)
e H; (de problema), com |¢y) sendo o estado fundamental de Hy, com autovalor Ej,
e |xo) sendo o estado fundamental de Hy, com autovalor E}. Suponha que o sistema
esteja inicialmente preparado no estado fundamental de Hy, [¢(t = 0)) = |¢o), e
evolua de acordo com o Hamiltoniano total dependente do tempo,

H(t) :So(t)Ho—FEl(t)Hl, (31)
onde €y(t) e €1(t) sdo duas fungoes de controle independentes.
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Buscamos encontrar as fung¢oes de controle 5(t) e £5(f) que maximizem o valor
esperado de um dado observéavel O no tempo final ¢ = T, expresso como um funcional
das fungoes de controle,

J[eo, e1] = (O(T)) = (W(T)|Of(T)), (3-2)

enquanto limitamos as amplitudes das fungoes de controle a 0 < g, < 1, k =0, 1.
O valor maximo possivel de J é dado pelo maior autovalor de O, que designamos

simplesmente por Jy.x.

Nos destacamos que nas versoes padrao de computagao adiabéatica/annealing, os
controles €5 nao sao independentes, sendo relacionados entre si por €1(¢) = 1—¢¢(t). O
observavel é o negativo do Hamiltoniano do problema, O = — H; (ou equivalentemente,
o problema pode ser reformulado como a minimizacao de H;). Além disso, pelo
teorema adiabatico, é conhecido que uma solucao 6tima para o problema de controle
existe para tempos finais 7" suficientemente longos, nos quais o valor maximo de.Jy.x

pode ser obtido.

As condicoes necessarias para solucoes 6timas para o problema de controle podem
ser obtidas por meio do calculo de variagoes [53], conforme apresentado no capitulo 2,
Principios e Conceitos. Alternativamente, no espirito da formulagao de Pontryagin,
também é possivel obter essas condi¢oes necessarias usando a chamada funcgao
Hamiltoniana de controle, que pode ser obtida por uma transformacao de Legendre
a partir do formalismo variacional (ver Ref.[52, 54| para mais detalhes). Assim, por
conveniéncia, consideramos o problema em termos do Hamiltoniano de controle H

(ndo confundir com Hamiltoniano do sistema H(t)) dado por |7, 55].
H(, N e0,€1,t) = —i(A(t)|H(t)]1(t)) + c.c., (3.3)
onde |A(t)) é um vetor estado adjunto auxiliar. Doravante, adotamos h = 1.
Substituindo a Eq.(3.1) na Eq. (3.3), obtemos,
H(, A, e0,€1,t) = e0(t)Do(t) + 1 (1) D1 (2), (3.4)

onde os gradientes em relagdo aos controles (também chamados de fungoes de

comutagao) sao definidos como:

Di(t) = 2Im { (M) Helw(0)}, k= 0,1, (3.5)

De acordo com o principio do maximo de Pontryagin, as condi¢oes necessarias para
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uma solucao 6tima sao dadas pela evolucao dos vetores de estado e adjuntos,

[0(t)) = —iH (D) (1)), [¥(0)) = |¢o), (3.6a)
A() = —H(B)IAD)), INT)) = Ol(T)), (3.6b)

juntamente com a condi¢ao maxima do Hamiltoniano de controle,

H(w*,A*,gg,ET,t) > H(w*u)‘*ug()’glat)? (3'7)

V admissible g, €1,

onde o simbolo * se refere as quantidades dinamicas calculadas em uma solugao

otima.
Considerando variagoes admissiveis de; em torno da solucao otima, €4 (t) = i (t) +

dex(t), Eq. (3.7) resulta em,

Ot (er)
a&k

Ser(t) = L()der(t) <0, k=0,1. (3.8)

Embora a Eq.(3.8) possa ser vista como uma forma mais fraca do principio de
Pontryagin do que a Eq.(3.7), ela também fornece condigoes necesséarias para oti-
malidade. Assim, para cada valor de k e para um dado ¢, trés situagoes podem
ocorrer: (i) ®;(t) = 0, (ii) P5(t) > 0 e de(t) < 0, ou (i) P;(t) < 0 e deg(t) > 0.
Note que dex(t) < 0 para todas as variagoes admissiveis implica em €5 (¢) = 1, porque
as variagoes em torno do valor méximo devem ser negativas, enquanto dey(t) > 0
implica em €;(t) = 0, porque as variagbes em torno do minimo devem ser positi-
vas. Como ¢ usual na Teoria de Controle Otimo [53], um intervalo singular ocorre
quando os gradientes se anulam simultaneamente em um intervalo finito de tempo,
Of(t) = @i(t) = 0. Como explicado abaixo, assumiremos tacitamente a seguir que

intervalos singulares nao ocorrem considerando tempos finais suficientemente curtos.

E direto verificar que £o(t)®o = —e1(t)®1, e como consequéncia, a derivada temporal
do Hamiltoniano de controle é dada por,

dH(t i .

% = E0(t) Py + £1(1) ;. (3.9)
Para solugbes otimas, ou o controle é constante, €;(t) = 0, ou o gradiente se anula,
®(t) = 0, o que implica que o Hamiltoniano de controle calculado em uma trajetoria
otima ‘H* é uma constante do movimento. Além disso, quando as amplitudes dos
controles 6timos estao dentro dos limites 0 < €;(t) < 1, para todo t € [0,7], a
situagao é similar ao problema de controle irrestrito: necessariamente os gradientes

se anulam e o Hamiltoniano de controle se anula identicamente, H* = 0.
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As condicoes necessérias para uma solugao 6tima evidenciam que quando o tempo
final T' é suficientemente longo, existem solugoes 6timas em que o Hamiltoniano de
controle H* é nulo e o valor maximo possivel do funcional Eq. (3.2), Jyax, pode
ser alcancado. Por outro lado, abaixo de um certo valor minimo 7},;, do tempo de
evolucao, Jya.x nao pode ser alcancado. Nesse caso, T' < Ty, 0 Hamiltoniano de

controle na solugao 6tima é uma constante positiva.

Para mostrar isso, seguindo o raciocinio do artigo de referéncia [52], considere que o
tempo final 7" do problema de controle ¢ livre e defina um novo funcional de custo
J' dada por:

J'[eo,e1,T] = Jleo, 1] — T, (3.10)

onde o > 0 é uma constante positiva dada. O funcional de custo a ser maximizado, J',
possui um termo de penalidade para considerar o aumento do tempo final. Podemos
associar o mesmo Hamiltoniano de controle da Eq.(3.4) a esse funcional de custo com
tempo final livre, juntamente com as equagoes(3.6) e (3.7), e a condi¢ao adicional
necessaria,

HH(T) = a. (3.11)

Para o = 0, correspondendo a um tempo final livre sem termo de penalidade, o
Hamiltoniano de controle calculado em uma solucao 6tima se anula para todos os
tempos e J'* assume seu valor maximo possivel J " = J ... Nesse caso, havera um
tempo final suficientemente longo para que possamos encontrar solugoes 6timas em
que os controles estejam dentro dos limites. No entanto, para « # 0, o Hamiltoniano
de controle em uma solugao 6tima é uma constante positiva a e J,. nao é obtido.
Uma analise detalhada desses resultados foi apresentada recentemente no artigo de
referéncia |7].

Retomando o problema com um tempo final fixo, consideremos o caso em que
T < Tmin, 0 que significa que os gradientes ®(t) ndo se anulam simultaneamente
e H*(T') = constante > 0. Note que o valor do Hamiltoniano de controle em uma
solucao 6tima depende exclusivamente do tempo final T'. Agora, definindo O = —Hy,
temos J*(T) < —E} = Jmax. Além disso, a partir das equagoes (3.6a — 3.60) e (3.5),
obtemos:

Q{T) = 20m (N (T)[H\ [ (1))} =
— 2D (" (D) B2 (T)} = 0 (3.12)
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©5(0) = 2Tm {{X*(0)|Ho[¢"(0))}
= 2E; Im {{(\"(0)[¢"(0))}
= 2B Im {(¢*(T)|H.|[v*(T))} = 0, (3.13)

onde usamos o fato de 4 (\*(¢)[y*(t)) = 0.

Assim, concluimos que

HH(T) = eb(T)B(T) = £1(0);(0). (3.14)

Além disso, como H*(T) é positivo, ®5(T) > 0 e ®;(0) > 0. Consequentemente,
de (3.8), devemos ter (7)) = £5(0) = 1 e H*(T) = O{(T) = P7(0). Notamos que,
diferentemente do caso do controle tnico [52], o fato de (7)) = 1 e £§(0) = 1 néo
imp6e nenhuma condigao em €5(0) e €5(7T).

O conjunto de condigoes necessérias deduzidas até agora ajuda a identificar candidatos
a solucoes 6timas. Aqui, selecionamos um candidato, que chamamos de solucao
“double-bang”, consistindo em ambos os controles sendo definidos com seus valores
maximos (go(t) = €1(t) = 1) para todo ¢ € [0, 7. Claramente, essa solucao satisfaz a
condi¢ao de contorno recém-deduzida, £¢(7') =1 e £1(0) = 1. Além disso, assumindo
que ambos os gradientes sdo positivos para gy(t) = €1(t) = 1, entao a solugdo “double-
bang” também satisfaz a Eq. (3.8). Adicionalmente, o Hamiltoniano de controle
é dado por H(T') = $y(t) + P1(t). Observando que a derivada temporal da soma
dos gradientes pode ser escrita como £ [@g(t) + @1 (t)] = [go(t) — &1(t)] £(¢), onde
&(t) = 2Re {(\(t)| [H1, Ho| |1(t))}, percebemos que o Hamiltoniano de controle é
constante para a solucao “double-bang”. As condigoes para os gradientes serem nao
negativos sao especificas do problema, uma vez que dependem essencialmente dos
Hamiltonianos Hy e H;. No entanto, mostraremos a seguir que os gradientes sao
nao negativos para um protocolo de teletransporte, e consequentemente a solucao
“double-bang” ¢é 6tima até o tempo minimo, permitindo a computagao quantica

universal.

E interessante comparar o resultado obtido com duas funcdes de controle com o
esquema de QA padrdo, que utiliza uma tnica fungdo de controle tal que &, (t) =
1 — go(t), para o mesmo tempo final 7. Em particular, se uma solu¢do 6tima para o
caso de dois controles é dada pela solugao “double-bang”, entéo, a partir da Eq. (3.7),

uma solu¢ao 6tima para o caso de um tunico controle ¢, em geral, uma solucao
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sub-6tima para o caso de dois controles.

3.3 Meétodo de otimizacao TBQCP

No presente estudo, os controles 6timos sao buscados pelo paradigma de controle
quantico de dois pontos de fronteira (TBQCP)[56], que adaptamos para limitar
as amplitudes das fung¢oes de controle e também pode ser relacionado ao céalculo
das variagoes. A técnica do TBQCP tem sido empregada para estudar protocolos
relacionados & computacao quantica com grande eficiéncia, por exemplo, para calcular
controles 6timos capazes de implementar o conjunto universal de portas quanticas em
pontos quanticos duplos|[57] ou o algoritmo de permutagdo em qubits hibridos [58].

O TBQCP é um método iterativo monotonico capaz de encontrar controles 6timos
que, dado um estado inicial [¢)(t = 0)) = |[¢)y), maximizam o valor esperado de um
observavel fisico O no tempo final T. Comecando com controles iniciais, o observavel
fisico é evoluido retroativamente (do tempo final ¢ = T" até o tempo inicial ¢t = 0)
através da seguinte equacao
DO (¢

z’T() = [0™(t), H™ ()], O(T) — 0O(0), (3.15)
onde HM(t) = 3, 5,(:”) (t)Hy e s,gn) (t) s@o os controles na n-ésima iteragao. O
estado inicial |¢g) é evoluido para frente com a equagao de Schrodinger,

RUTRI0)

o = 0l (w), (3.16)

onde H™D(t) =37, eV () Hy e 6" (t) ¢ o controle da (n+1)-ésima iteragao

para k = 0,1, que é calculado através da seguinte expressao
ey = e () V), k=01, (3.17)
onde 7 ¢ uma constante positiva e a corre¢ao do controle é dada por
¢ () = 20m {0 00 () " (1) } (3.18)

onde k£ = 0, 1. Foi demonstrado que, a medida que uma soluc¢ao 6tima é aproximada,
a corre¢ao do controle f,inﬂ)(t) ¢ equivalente ao gradiente ®x(t) (Eq.(3.5)[56]), esta-
belecendo uma conexao préxima entre o TBQCP e a versao variacional da teoria de
controle 6timo. As equagdes (3.15 — 3.17) sao resolvidas de forma autoconsistente,
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comegando com controles iniciais de tentativa 5,&0) (t) (k=0,1) e aumentando mono-

tonamente o valor do observavel fisico desejado (O(T)) = (Y(T)|0(T) [ (T)), veja
mais detalhes em Ref. [56]. Além disso, em cada etapa de iteracao, as amplitudes dos
controles sao limitadas ao intervalo [0, 1] ao se impor o valor do limite correspondente
sempre que a fungao de controle ultrapassa os limites do intervalo [0, 1] na Eq.(3.17).
Nesse caso, se a fungao de controle 5,&0) (t) (k=0,1) ultrapassar um dos limites 0 ou
1 em um determinado intervalo de tempo, seu valor ¢ definido como igual ao limite

cruzado nesse mesmo intervalo de tempo durante todo o célculo autoconsistente.

3.4 Algoritmo de Otimizacao Aproximada Quantica

(QAOA)

Para fazer uma comparagao com as solugoes otimizadas do problema de controle,
também consideramos a abordagem do Algoritmo de Otimizagao Aproximada Quéan-
tica (QAOA). No espirito das Varia¢oes Quéanticas Adiabaticas (VQAs), o ansatz do
QAOA consiste em alternar a ativagao de cada Hamiltoniano Hy (k =0,1) em um
determinado intervalo de tempo, enquanto o outro é desativado. Assim, a evolugao
temporal é dada por:

1(t)) = U(Hy, 5p)U(H17’Yp) .. U(Ho, 81)U (Hy,7)[¥(0)), (3.19)

onde U(Hy, Bj) = exp(—iHopB;) e U(Hy,7;) = exp(—iH;7;) sao os operadores de
evolugao temporal. 3; e v; sao parametros variacionais reais e positivos que devem
ser ajustados para maximizar o valor esperado de um observavel O no tempo final
t =T, ou seja, (O(T)). Os parametros variacionais sao restritos de tal forma que
T = Zle(vj + f3;), onde p especifica o nimero de mudancas de um Hamiltoniano
para outro. Por construgao, o QAOA oferece uma solucao para o problema de
controle, de modo que os controles satisfazem e(t) = 1 — go(t) e €¢(f) como o
“bang-bang”, o que significa que o controle é ligado e desligado (possivelmente varias
vezes) durante a evolucao. Utilizamos a otimizac¢ao por enxame de particulas (PSO,
do inglés Particle Swarm Optimization) para encontrar o conjunto de paradmetros
v, B; para valores fixos de p [59, 60]. No mesmo espirito de Ref.[52], 0 QAOA sera

utilizado como uma referéncia para verificar a eficiéncia de outras abordagens.
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3.5 Protocolo de Teletransporte

Nos consideramos o protocolo de teletransporte introduzido na Ref. [25]. Neste
protocolo, ha trés qubits sob a agdo do Hamiltoniano (3.1), onde o Hamiltoniano de
controle ¢ dado por

Hy = —wy (0302 + 020?) , (3.20)

cujo estado fundamental é duplamente degenerado, |¢()) = 0) @ |®) e [¢{P) =
1) ® |®), onde |®) ¢ um estado de Bell, |®) = (|00) + [11)) /v/2, e 07, é a matriz de
Pauli que atua na direcao m do j-ésimo qubit.

O Hamiltoniano do problema é dado por

Hy = —wy (0,02 + 0107, (3.21)
cujo estado fundamental é também duas vezes degenerado, |y\”) = |®) ® |0) e
Ix?0) = |®) ® |1). Este protocolo tem como objetivo teletransportar a informacio
inicialmente codificada no primeiro qubit para o terceiro qubit no tempo final de
evolucao, o que é equivalente a uma porta swap. A fidelidade no tempo final de
evolugao T' pode ser avaliada através de

F(T) = [{&(T)xo)*, (3.22)

onde |xo) pode ser escolhido como qualquer combinagao linear dos estados |xp) e
|x2) sem perda de generalidade [25]. Como ja discutido em Ref. [25], portas de um
qubit podem ser obtidas pela transformacao unitaria do Hamiltoniano de controle
H| = UgHoUg;, onde Ug € a porta de um qubit atuando no terceiro qubit, que pode
ser obtida por campos magnéticos locais. A mesma ideia pode ser generalizada para
implementar portas de dois qubits. Nesse caso, o Hamiltoniano deve ser estendido
para um conjunto de seis qubits, pois cada subconjunto de trés qubits é necessario
para trocar informagoes entre o primeiro e o terceiro qubit. Da mesma forma que
as portas de um qubit, as portas de dois qubits sao alcancadas por transformagoes
unitérias do Hamiltoniano de controle. Por exemplo, a porta controlled-not (CNOT)
pode ser realizada pelo Hamiltoniano de controle rotacionado da seguinte forma:

Hj = —woUcnor (0202 + 0202 + 0208 + 020%) Ucnor, (3.23)

onde Ucnor € a porta controlled-not aplicado entre o terceiro e sexto qubits. O

Hamiltoniano do problema nao depende da porta de dois qubits, assim

Hy = —wqo (0002 + 0L02 + 0305 + 0207 . (3.24)

o8



Ao definir o estado fundamental de (3.23) como o estado inicial, o estado evoluido no
tempo até o tempo minimo 7}, sob o Hamiltoniano total H = H)+ H;, ¢ exatamente
dado por |¢(Twmi)) = Ucnot|xo). A porta unitéaria relacionada ao controlled-not
pode ser obtida evoluindo o Hamiltoniano Hoxor = A(02 + %) + T'ode’, com
A e I' sendo proporcionais aos campos magnéticos locais e a interagao entre o
terceiro e sexto qubits, respectivamente. A porta unitaria é simplesmente UconoT =
exp (—iHenorTmin)- Além disso, o Hamiltoniano Henor pode ser transformado
em uma interacao do tipo ZZ, que é experimentalmente alcancavel, aplicando uma
rotagao de /4 na diregdo y ao terceiro qubit, assim

Hior = A(0? + 0?) + Jolo?, (3.25)
O sobrescrito R indica que o Hamiltoniano esté expresso em uma base que foi

rotacionada em 7/4 na diregao y.

3.6 Resultados numéricos

Para avaliar e comparar diferentes abordagens, implementamos o protocolo de
teletransporte usando os seguintes esquemas de evolugao temporal: (19) a otimizagao
de dois controles ey(t) e &1(t); (29) a solugao de “double-bang” £¢(t) = £1(t) = 1; (3°) a
otimiza¢ao de um tnico controle, ou seja, e1(t) = 1—¢g¢(t); e (4°) a abordagem QAOA,;
(5°) A evolugao adiabéatica linear (LAE), onde ey(t) =1 —t/T e e1(t) = t/T, sendo

também usada para inicializar o método TBQCP, conforme equagoes (3.15 — 3.17).

Na figura 3.1, comparamos o valor médio (H,(T)) = ((T)|H,|¥(T)) como uma
fungao do tempo final T', considerando diferentes esquemas de evolugao temporal,
onde [1(T")) é a fungao de onda evoluida até o tempo final pelo Hamiltoniano definido
na Eq. (3.1). O valor minimo de (H,(7")) ¢ alcangado em um tempo mais curto para
a otimizacao de dois controles e para a solu¢ao “double-bang”, como mostrado na
figura 3.1. Nesse caso, o valor médio (H;)(T) atinge seu minimo de —2w, para o
tempo final T' = 1.117y, onde 79 = wo_l é a escala de tempo adotada. A abordagem
QAOA e a otimizac¢ao de um tnico controle tém desempenho essencialmente igual e
alcangam o valor minimo para tempos finais acima de T' = 1.5779. Como demonstrado
na secao 3.2, quando o tempo final T' < T,,;,, a solu¢ao 6tima é a solugao “double-
bang”. Para esse tipo de solugao, o valor médio pode ser avaliado analiticamente como
(H{(T)) = —wp (1 — CcoS (2\/§on)), o que fornece o tempo minimo T}, = ﬁiﬂ).
Assim, o valor médio (H, (7)) para a solugao double-bang e a otimizacdo de dois
controles coincide até Ty,;,. Embora o resultado analitico para (H; (7)) tenha sido
obtido usando a porta de swap, esse resultado nao muda quando uma porta de um ou
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(H1)(wo)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T(Tp)

Figura 3.1: Valor médio (H; (7)) como uma funcdo do tempo final de evolugdo, usando o primeiro
esquema (curva vermelha pontilhada), o segundo esquema (curva preta sélida), o terceiro esquema
(curva laranja pontilhada) e o quarto esquema (curva azul sélida) de evolu¢do temporal. A curva
preta tracejada indica o menor autovalor de H;.

dois qubits é aplicada aos qubits fisicos. Esse resultado é muito interessante porque
fornece uma receita simples para construir um computador quantico universal, que
pode ser resumida da seguinte forma: (i) implementar as intera¢oes dos Hamiltonianos
equagoes(3.20) e (3.21) ou equagoes(3.23) e (3.24); (ii) construir a transformacao
unitaria Ug ou CNOT usando campos magnéticos locais e interagoes; e (iii) evoluir
o Hamiltoniano total H = Hj + H; até T, = ﬁim. Para o CNOT, os parametros
para o Honor podem ser encontrados numericamente para implementar a porta em
t = Tin, que sao A = 2.122 e I' = 0.707.

Dentro do método TBQCP, impomos limites nas fungoes de dois controles fixando
os valores das fungoes no limite maximo ou minimo sempre que as fun¢des cruzam
esses limites. Para entender melhor essa ideia, plotamos g¢(t) considerando diferentes
iteragoes do TBQCP no painel (a) da figura 3.2 quando o tempo final é T'= 1.07.
A fungao tentativa inicial (intera¢do 0) é go(t) = 1 —t/T. Apo6s 100 iteragoes,
a fungao €y(t) comega a dobrar, mas nao cruza nenhum limite do intervalo [0, 1].
Por outro lado, o método TBQCP encontra fung¢oes que cruzam o limite superior
apos 200 iteragoes e forcamos a fungao ao valor maximo dentro da regiao onde a
fungao encontrada pelo TBQCP cruzaria o limite superior. A fungao €y(t) se torna
constante e atinge o limite superior em toda a evolucao temporal, apos 1400 iteracoes
do método TBQCP. Um comportamento semelhante é encontrado para €1(t) (néao
mostrado aqui). No painel (b) da figura 3.2, mostramos a fidelidade F'(T") como uma
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funcao das iteragoes do TBQCP, que converge para 0.9763 apos 500 iteragoes. Para
todos os calculos numéricos, usamos 7 = 5 x 1073 na Eq.(3.17). No painel (c) da
figura 3.2, plotamos a fungao £¢(t) dentro do esquema de otimizac¢ao de um controle
como uma fungao das iteragoes do método TBQCP, que cruza os limites apos 300
iteragoes. Apos 1400 iteragoes, a funcao £y(t) se assemelha a uma func¢ao degrau, de
forma semelhante as fungbes obtidas na abordagem QAOA. A fidelidade F(T") como
fungao das iteragoes do TBQCP para o terceiro esquema é mostrada no painel (d)
da figura 3.2, atingindo a convergéncia de 0.729 apds 1000 iteracoes.

10 “\I | | | | | | | | |
B 100 (@) (b)_
) pez|
> 0.5 F 7 7 j
0.0 o
1.0 ]
(oL (d)._
) pez|
u? 0.5 7] ] d
0.0 I [ I I 0-- I I I I I 1
00 0.2 04 06 08 1.0 500 1000 1500
t (Tp) Interactions

Figura 3.2: Os painéis (a) e (c) mostram o controle £o(t) de 0 a 1400 iteragdes do método TBQCP,
com passo de 100 iteragoes, para o segundo e terceiro esquemas, respectivamente. O ntmero de
iteragoes aumenta na diregao indicada pelas setas e o gradiente de cores. Assim, quanto mais escuro
for a cor, maior serd o nimero de iteragoes no TBQCP. A fidelidade F(T') como func¢ao do ntumero
de iteragoes no método TBQCP, usando o segundo e terceiro esquemas, sao mostradas nos painéis
(b) e (d), respectivamente.

Nas figuras 3.3 a 3.5, mostramos os controles 6timos convergidos ey(t) (linhas
tracejadas) e €1(t) (linhas solidas) obtidos para diferentes tempos finais. Em cada
uma dessas figuras, os painéis (a) a (¢) mostram os controles utilizando a otimizagao
com dois controles, a otimiza¢do com um controle e o esquema QAOA. No painel (a)
da figura 3.3, observamos que a solugao para a otimizacao com dois controles usando
o método TBQCP corresponde a solugao de “double-bang”; o que estéd em perfeito
acordo com os resultados gerais obtidos na segao 3.2. A otimiza¢ao com um controle
e 0 QAOA fornecem solugdes similares para os controles (painéis (b) e (c)), o que
indica que a abordagem QAOA com p = 1 estd muito proxima da solugao 6tima
para T = 0.67y. E interessante observar também que o segundo esquema, inicializado
com a rampa linear suave do LAE, convergiu para controles com comportamento
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Figura 3.3: Controles otimizados £¢(t) (linhas tracejadas) e €1(¢) (linhas solidas) em funcao do
tempo para todos os esquemas considerados para o tempo final T'= 0.67p. A otimizagao de dois
controles, a otimizagdo de um controle e o esquema QAOA sido mostrados nos painéis (a) a (c),
respectivamente.
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Figura 3.4: Controles otimizados €¢(t) (linhas tracejadas) e €1(¢) (linhas solidas) em funcao do
tempo para todos os esquemas considerados para o tempo final T'= 1.117y. A otimizacao de dois
controles, a otimizagdo de um controle e o esquema QAOA sao mostrados nos painéis (a) a (c),
respectivamente.

oposto em comparagao com o LAE, ou seja, €9(0) > £1(0) no esquema do LAE, mas
£1(0) > £0(0) para as solugoes otimizadas.
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Figura 3.5: Controles otimizados £¢(t) (linhas tracejadas) e €1(¢) (linhas s6lidas) em funcao do
tempo para todos os esquemas considerados para o tempo final T'= 1.87. A otimizagao de dois
controles, a otimizagdo de um controle e o esquema QAOA sido mostrados nos painéis (a) a (c),
respectivamente.

Na figura 3.4, plotamos os controles resultantes considerando o tempo minimo
Twin = 1.1179. No painel (a) da figura 3.4, observamos que a solugdo para a
otimizagao com dois controles usando o TBQCP nao é exatamente igual a solugao
de “double-bang”, mas ambas as solugoes sao equivalentes e fornecem o mesmo valor
para (Hi(Tyin)). Novamente, a solugao com um controle (painel (b)) é similar a
abordagem QAOA (painel (c)) com p = 1, sendo que a principal diferenga é a
transicao mais suave entre 0 e 1 para o terceiro esquema. A figura 3.5 mostra as
fungoes de controle para T' = 1.577. Nesse caso, o tempo final é maior do que o
tempo minimo, portanto, a otimizacao com dois controles converge para solugoes
diferentes da solucao de “double-bang”. Também observamos que o esquema de
otimizagao com um controle apresenta uma transicao linear suave entre os valores
minimo e maximo das fungoes de controle, enquanto a abordagem QAOA apresenta
um salto em ¢t = 0.7857y. Embora os controles obtidos de diferentes esquemas tenham
uma evolucao temporal diferente, a fidelidade é sempre igual a 1 para T" = 1.577.
Esse resultado estd em concordancia com o fato de que o espaco de controle contém

infinitas solugoes 6timas [61].

No6s também realizamos a analise do custo energético da implementacao desses

diferentes esquemas de evolugao temporal. Na figura 3.6, plotamos o custo energético
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em fungao do tempo final calculado de acordo com [62, 63]:

(1) = / o (3.26)

onde ||H(t)|| = /Tr {H(t)?}. Observamos que tanto o QAOA quanto a solugio
“double-bang” tém custo energético constante para todos os valores de 7" mostrados na
figura 3.6. Esse comportamento é devido & forma constante da funcao para esses dois
casos particulares. O custo energético para a otimizacao de dois controles e a solucao
“double-bang” sao iguais quando T' < 1.117y. Acima do tempo minimo, o primeiro
esquema apresenta um custo energético menor do que as solugoes “double-bang”. Um
comportamento similar ocorre quando comparamos o terceiro e o quarto esquemas,
ou seja, acima de T' = 1.577), o terceiro esquema tem um custo energético menor
do que a abordagem QAOA. Os resultados da figura 3.6 mostram que as soluc¢oes
encontradas pela técnica TBQCP tém um custo energético menor quando 1" > Ty,

porque solugoes 6timas com amplitudes menores do que o limite maximo sao possiveis

nesse caso.
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Figura 3.6: Custo energético em fungdo do tempo final para o primeiro (curva pontilhada
vermelha), segundo (curva solida preta), terceiro (curva pontilhada laranja) e quarto (curva solida
azul) esquemas de otimizagao.

Para investigar a robustez dos esquemas de otimizagao em relacao a erros sistematicos,
adicionamos um Hamiltoniano de erro dado por He, = awoai a equagao (3.1), onde
a ¢ proporcional a magnitude do campo magnético local. Podemos encontrar o
tipo mais agressivo de erro sistemaético testando todas as combinacoes diferentes

de O'i e mantendo aquela que afeta mais a fidelidade. A fidelidade na figura 3.7
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é avaliada usando os controles otimizados, mas a evolucao temporal é calculada
incluindo o Hamiltoniano de erro He,, na Eq. (3.1). O painel superior da figura 3.7
mostra a fidelidade como fungao de « considerando T' = T,,;, para a otimizacao de
dois controles e a solucao de “double-bang”. Para o tempo minimo T,,;, = 1.117, a
otimizacao de dois controles nao converge exatamente para a solugao de “double-bang”
(ver figura 3.4), mas ambas as solugoes exibem a mesma fidelidade em funcdo da
magnitude do erro « (painel (a) da figura 3.7). Da mesma forma, a fidelidade como
funcao de «a considerando T' = 1.577; para a otimizagao de um controle e a solugao
QAOA exibem a mesma dependéncia da fidelidade em fungao da magnitude do erro
a, como mostrado no painel (b) da figura 3.7. Embora todos os esquemas atinjam a
fidelidade maxima quando o = 0, descobrimos que o primeiro e o segundo esquemas
sdo mais robustos contra erros sistematicos, e um erro de 10% (o = 0.1) causa uma

reducao de 1.7% na fidelidade.
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Figura 3.7: No painel (a), tracamos a fidelidade em func¢ao da magnitude « do tipo mais agressivo
de erro sistemético considerando o primeiro (curva pontilhada vermelha) e o segundo (curva solida
preta) esquemas de evolugao temporal quando T = 1.117g. No painel (b), tragamos a fidelidade em
fungao de a para o terceiro (curva solida azul) e o quarto (curva pontilhada laranja) esquemas de
evolugao temporal quando T' = 1.577g.
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Capitulo 4

Método de Krotov aplicado a
computacao quantica adiabatica
considerando sistemas abertos

4.1 Introducao

Como foi dito no capitulo 3, estamos na era NISQ, na qual ha dispositivos com o
potencial de superar o poder dos computadores classicos [35]. Esse dispositivos nao
alcancam os tempos de coeréncia desejados para se realizar a computacao quantica
universal e portanto sao sistemas que apresentam erros devido a interagao com o
ambiente externo que os cercam. Esses sistemas sao abertos, em contraste com os
sistemas quanticos fechados que nao interagem com o ambiente externo e mantém

suas correlagoes quanticas intactas.

Neste capitulo, analisamos o problema de computacao quantica adiabatica usando a
teoria de controle 6timo aplicada a um sistema quantico aberto. Para fazermos tal
estudo, utilizaremos dois diferentes protocolos. O primeiro esta relacionado a geracao
de um estado emaranhado de dois qubits e o segundo ¢é justamente o protocolo
de teletransporte ja analisado no capitulo 3. No entanto, neste capitulo estamos
interessados em estudar estratégias para mitigar os efeitos dissipativos causados pelo
ambiente externo através da teoria de controle 6timo. Desse modo, os protocolos
quanticos serao analisados dentro do contexto da dinamica governada pela equagao

mestra.
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4.2 Protocolo de emaranhamento adiabatico

Comecamos analisando um problema em que dois qubits estao inicialmente em estados
separados e evoluem para um estado emaranhado no tempo final. O hamiltoniano

dependente do tempo é dado por:
H= €O(t)H0 + 61(t)H1, (41)
onde

HOZHWO(O'Z®I].+I].®0-2)7
Hy=hwy (o, @0, —0,®0,). (4.3)

Os estados fundamentais de ambos os hamiltonianos Hy e H; sao dados respectiva-

mente por:

|1ho) = [11), (4.4)

1
= —(]00) + |11)), 4.5

) = —=(00) + [11) (4.5
onde |1)g) é o estado inicial separado e |1)1) é o estado emaranhado desejado no tempo
final de evolugao. Sob a dindmica unitaria, esse objetivo é facilmente alcancado
pelo método adiabatico. Para levar em conta a dindmica nao unitaria, usamos a
conhecida equagao mestra de Markov,

g )4 2L;pL! — L1L;p — pLIL 4

priai ,P]+§Z%‘ ipLy = LiLip — pLiL; ), (4.6)

J
onde o primeiro termo no lado direito descreve a evolucao unitaria e o segundo termo
leva em conta a dissipagao. Os L; sao operadores de Lindblad e 7, sao as taxas de
decaimento correspondentes. Nessa situacao, utilizamos o método de Krotov para
buscar os campos de controle 6timos o(t) e £1(t) que maximizam a fidelidade em
relacdo ao tempo final de evolucao. A fidelidade pode ser calculada da seguinte

o F-(n \/MTN%>27 @)

onde p(T') é a solugao da Eq. (4.6) no tempo final de evolugao T e x é a matriz de
densidade do estado alvo. Para o caso particular de geragao de emaranhamento,
X = |11)(¢1]. Utilizamos dois tipos diferentes de operadores de Lindblad, relacionados
ao canal de dephasing e ao canal de amplitude-damping.
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Figura 4.1: Fidelidade avaliada pela Eq. (4.7) para o protocolo de emaranhamento adiabatico
considerando erros de dephasing (painel (a)) e de amplitude-damping (painel (b)) em fungéo da taxa
de decaimento 7, utilizando a fungao de controle otimizada obtida a partir da dindmica unitaria
(curva pontilhada azul) e da dindmica ndo-unitaria (curva continua laranja)
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Figura 4.2: Fungoes de controle otimizadas ¢;(t) obtidas com a restri¢gdo de evoluir o sistema do
estado da Eq.(4.4) para o estado da Eq.(4.5). O painel (a) refere-se a uma otimizagao unitaria, que
nao depende do tipo de ruido. Os painéis (b) e (¢) mostram as fung¢oes de controle otimizadas para
uma taxa de decaimento fixa v = 0.1, considerando os erros de dephasing e amplitude-damping,
respectivamente.

Para o qubit, a soma na Eq.(4.6) contém os termos j = 1,2 e o operador de Lindblad
éoul; =0, ely=1®o0c, (dephasing) ou L; =o_®1 e Ly = 1®o_ (amplitude-
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Figura 4.3: Populacao dos estados em funcao do tempo para o protocolo de emaranhamento
adiabéatico, resultante da evolugao unitaria, mostrado no painel (a). Os painéis (b) e (c) mostram a
populagao dos estados em fungao do tempo para o protocolo de emaranhamento adiabatico com
uma taxa de decaimento fixa v = 0.1, resultante dos ruidos de dephasing e amplitude-damping,
respectivamente.

damping), onde o_ = (0, —i0,)/2. Na figura 4.1, tracamos a fidelidade em funcao
da taxa de decaimento vy; = 7, = v para ambos os tipos de operadores de Lindblad,
a desfasagem (figura 4.1(a)) e o amplitude-damping (figura 4.1(b)). E notavel que
a fidelidade é sempre maior do que 0.997 para todos os intervalos de v usados na
figura 4.1, quando a otimizacao é avaliada usando a dindmica nao unitaria. Também
comparamos esses resultados com a otimizacao usando os campos de controle obtidos
para v = 0, mas a fidelidade ¢é avaliada através da evolugao temporal obtida usando
Eq.(4.6) para diferentes valores de 7. Nesse caso, a fidelidade diminui a medida que
a taxa de decaimento aumenta. Para entender a grande diferenca entre a otimizacao
unitéria e nao unitaria, mostramos os campos otimizados considerando a otimizacao
unitaria (7 = 0) e nao unitaria (7 = 0.1 para ambos os tipos de ruido de dephasing e
amplitude-damping) na figura 4.2. Os campos obtidos a partir da dindmica unitaria
sdo suaves e tém uma amplitude muito pequena (figura 4.2(a)) quando comparados
aos campos obtidos da dindmica nao unitaria (figura 4.2(b) e (c¢)). Além disso,
os campos para vy = 0.1 apresentados na figura 4.2(b) e (c¢) s@o proximos de zero
na maior parte do tempo. Somente no final da evolugao temporal, os campos de
controle se comportam como pulsos fortes que sao capazes de alcancar o estado alvo
desejado. Para entender melhor esse comportamento, tragamos a populagao dos

69



estados na figura 4.3. A populacao é inicialmente definida como igual a um para o
estado |¢g) = |11). Quando v = 0, a populagao do estado |00) aumenta, enquanto a
populagao do estado |11) aumenta em fungao do tempo. No tempo final da evolugao,
a populacao de ambos os estados |00) e |11) alcanga 0.5, que ¢é o valor desejado. Por
outro lado, o sistema permanece no estado inicialmente preparado |11) pelo maior
tempo possivel quando v = 0.1, enquanto outros estados nao sao populados. Somente
no final da evolugao temporal, o estado |00) é populado e o estado alvo é alcangado
com alta fidelidade no tempo final (veja figura 4.3(b) e (c)). Esse resultado esta
relacionado ao fato de que a otimizacao nao unitaria esta buscando campos 6timos
que minimizem os efeitos dissipativos. Uma possivel maneira de realizar essa tarefa
é deixar o sistema em estados que sejam menos afetados ou nao sejam afetados pela
dissipagao. Nesse caso, o estado inicial nao sofre de decaimento espontaneo (ruido
de amplitude-damping) ou efeitos de dephasing porque é um estado separado sem

coeréncia.

4.3 Protocolo de teletransporte adiabatico

Como segundo exemplo da anélise de dissipacao na OCT aplicada a abordagem
de computacgao quantica adiabatica, usamos o protocolo de teletransporte. Neste
protocolo, ha trés qubits sujeitos ao seguinte Hamiltoniano:

2 3 2 3
Hy = —huwy (09(6 Jol® + o@ol )) : (4.8)
10 @ e
i (a)
\‘\
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Figura 4.4: Fidelidade avaliada pela Eq.(4.7) para o protocolo de teletransporte considerando erros
de dephasing (painel (a)) e de amplitude-damping (painel (b)) em fungao da taxa de decaimento 7.
A fidelidade avaliada para Hamiltonianos de dois controles do tipo da Eq.(4.1) obtidos a partir da
dinAmica unitaria (ndo unitaria) é mostrada pela curva pontilhada azul (curva continua laranja).
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Figura 4.5: Fungoes de controle otimizadas ¢; obtidas para o protocolo de teletransporte adiabatico
usando o Hamiltoniano descrito nas equagoes (4.8) e (4.9). O painel (a) refere-se a uma otimizagao
unitaria (v = 0). Os painéis (b) e (¢) mostram as fungdes de controle otimizadas para uma taxa de
decaimento fixa v = 0.1 considerando os erros de dephasing e amplitude-damping, respectivamente.

cujo estado fundamental é duas vezes degenerado |¢él)) = |0)®|P) e |¢E,2)) = |1)®|P),
onde |®) é um estado de Bell, |®) = (]00) + |11)) /v/2, e o)) & a matriz de Pauli de

spin na diregao m atuando no j-ésimo qubit. O segundo Hamiltoniano é:
Hy = —hwy (09(61)03(62) + Ugl)af)) : (4.9)

cujo estado fundamental ¢ também duas vezes degenerado, sendo | X(()l)> = |®) ® |0)
e [xP) = |®) ® |1). Este protocolo tem como objetivo teleportar a informacao
inicialmente codificada no primeiro qubit para o terceiro qubit no tempo final de
evolugao, o que é equivalente a um gate de swap. A fidelidade na Eq.(4.7) pode ser
avaliada considerando |x) = |xo), que pode ser escolhido como qualquer combinagao
linear dos estados |x{) e [x2) sem perda de generalidade|25]. Como ja discutido em
Ref. [25], portas de um qubit podem ser obtidas pela transformagao unitéaria do
Hamiltoniano de controle H|, = UGHOUé, onde Ug é uma porta de um qubit atuando
no terceiro qubit, que pode ser obtida por campos magnéticos locais.

A mesma ideia pode ser generalizada para implementar portas de dois qubits (veja [25]

para mais detalhes). Para descrever os efeitos dissipativos, escolhemos operadores de
Lindblad independentes dados por L; = s, onde i = 1,2, e,3 é o indice relacionado
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Figura 4.6: Populacao dos estados em fungdo do tempo para o protocolo de teletransporte
adiabatico considerando duas fungoes de controle, resultantes da evolugao unitaria mostrada no
painel (a). Os painéis (b) e (¢) mostram a populagio dos estados em fun¢ao do tempo para o
protocolo adiabatico com uma taxa de decaimento fixa v = 0.1 resultante dos ruidos de dephasing
e amplitude-damping, respectivamente.

ao qubit em que o operador estd atuando, por exemplo, o operador de Lindblad
atuando no primeiro qubit ¢ L; = s® 1 ® 1, onde s = o_ = |1)(0| para amplitude-
damping e s = o0, para dephasing. Quando aplicamos o Método de Krotov (KM)
ao protocolo de teletransporte, o desempenho da fidelidade avaliada considerando a
otimiza¢ao nao unitaria é quase o mesmo que o encontrado pela otimizagao unitaria,
como pode ser observado na figura 4.4 (a) e (b). Os campos de controle otimizados
para a unidade (painel (a)), dephasing (painel (b)) e amplitude-damping (painel
(c)) s@o mostrados na figura 4.5. Para o protocolo de teletransporte, a otimizagao
nao unitaria resulta em campos de controle que alcancam amplitudes dez vezes
maiores do que a amplitude dos campos de controle otimizados unitariamente. Além
disso, os campos de controle nao unitarios sao compostos por pulsos no inicio e
no final da dindmica, em contraste com a forma sempre ativada dos campos de
controle obtidos na otimizacao unitéria. Ao analisar a dindmica das populacoes
dos estados na figura 4.6, podemos compreender as trajetorias encontradas pela
otimizacao unitaria e nao unitaria. Nos utilizamos uma combinacao linear do estado
fundamental do Hamiltoniano H;, duas vezes degenerado, como estado inicial na
otimizagao, sendo [¢(0)) = 1 (]0) +|1))®(|00) + |11)). O estado final correspondente
deve ser igual a [¢(T")) = 5 (|00) + [11)) ® (]0) +|1)). A ocupagcao do estado |011)

1
2
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diminui suavemente a medida que aumenta a amplitude do estado |[101), e o estado
|101) é populado durante a dindmica obtida pelos campos de controle otimizados
unitariamente (veja figura 4.6(a)). Quando a otimiza¢ao nao unitéria é considerada,
a ocupagao dos estados |111) e |001) aumenta rapidamente, enquanto a populac¢ao do
estado |011) diminui. A populagao desses trés estados ¢ mantida constante durante a
dindmica até que os pulsos finais mostrados na figura 4.5(b) e (¢) comecem a atuar.
Nesse caso, a ocupagao dos estados [111) e |001) diminui rapidamente, e a populagao
do estado |011) aumenta para alcangar o estado alvo. Embora a otimizagao unitaria
e nao unitaria usem caminhos diferentes para alcancar o estado alvo, o efeito na
fidelidade do protocolo de teletransporte nao é tao benéfico quanto o encontrado na
EAP. Acreditamos que a razao para essa melhora inferior da fidelidade em funcao da
taxa de decaimento, como observado na figura 4.4 em comparagao com a EAP (veja
figura 4.1), esta relacionada a simetria do Hamiltoniano proposto para implementar o
protocolo de teletransporte usando computagao quantica adiabética. Como estamos
investigando a aplicagao da OCT no contexto da abordagem de computagao quantica
adiabatica, podemos analisar os efeitos da inclusao de um Hamiltoniano adicional.
Nesse caso, temos o Hamiltoniano dependente do tempo dado por

H = eo(t)Hy + &1 (1) Hy + e2(t) Ha, (4.10)

Onde o Hamiltoniano extra é escolhido como um campo local Hy = aj(k). Testamos

todas as combinagoes de campos locais e obtivemos os resultados apresentados na
tabela 4.1, que mostram a fidelidade para cada tipo de H, considerando tanto o
ruido de dephasing quanto o ruido de amplitude-damping com v = 0.1. Os testes
para encontrar o melhor Hs foram feitos utilizando como estado inicial e o seu alvo,

os seguintes estados

1
i) = =(10) + 1) |9) (4.11a)
) = |9) ® —=(10) + [1)) (4.11b)

Sl

2

O campo local que produz a maior fidelidade ¢ Hy = s (para dephasing) e Hy = ot?

(para amplitude-damping), mas campos locais aplicados na dire¢ao z em qualquer

um dos qubits tém um efeito similar.

Na figura 4.7 (a) e (b), tracamos a fidelidade como uma fungao da taxa de decai-
mento para os tipos de ruido de amplitude-damping e dephasing, considerando o
Hamiltoniano extra. Pode-se observar na figura 4.7 que a fidelidade calculada com
os campos de controle obtidos da otimizagao nao-unitaria é maior do que aquela
calculada a partir da otimizagao unitaria. Para v = 0.1, o ganho é da ordem de
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H; Dephasing Amplitude-damping

oM 0.768959 0.924558
o 0.768192 0.925160
o 0.770457 0.924571
oM 0.845689 0.961643
o) 0.844365 0.960947
o¥ 0.845620 0.960374
o 0.898144 0.968651
o 0.896896 0.970074
¥ 0.898513 0.967865

Tabela 4.1: Fidelidades obtidas ao acrescentar um terceiro Hamiltoniano de controle Hs. A adig¢ao
de H, resultou em melhorias na fidelidade. O estado inicial e o respectivo alvo sao os estados das
equagoes 4.11.

19% para o dephasing e 10% para o amplitude-damping quando trés Hamiltoni-
anos sao levados em consideragao. Esse resultado pode ser compreendido por meio
da analise dos campos de controle e da dinamica da populacao. Novamente, o
método KM encontra pulsos no inicio e no final da evolugao temporal como solugoes
Otimas para ambos os casos, o dephasing (figura 4.8(a)) e o amplitude-damping
(figura 4.8(b)). No caso do dephasing, os pulsos promovem uma transi¢ao rapida
do estado inicial [¢(0)) = % (]0) +|1)) ® (]00) + [11)) para o estado intermediario
|vr) = \/Li (10) + |1)) ® |11), como mostrado na figura 4.9(b). Apenas o primeiro
qubit desse estado intermediario é afetado pelo ruido de dephasing, o que reduz o
erro, pois esta atuando apenas em um qubit. No final da evolugao temporal, os pulsos
transformam o estado intermediario no estado alvo. No caso do amplitude-damping,
o estado intermediario ¢ proporcional a |¢;) = [11) ® («|0) + 5|1)). Novamente,
apenas o terceiro qubit é afetado pelo ruido, como pode ser visto na figura 4.9(c),
onde a populagao do estado |110) diminui, enquanto a populagao do estado |111)

aumenta em funcao do tempo.

Tais resultados mostram que a inclusao apropriada de um Hamiltoniano local extra
pode melhorar a fidelidade, uma vez que diferentes trajetorias podem ser acessadas.
Como prova da robustez da abordagem de inclusao do Hamiltoniano extra, avaliamos
a fidelidade média considerando uma grande quantidade de estados diferentes que
devem ser teleportados do primeiro para o terceiro qubit. A fidelidade média é
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avaliada de acordo com a seguinte férmula:

1 N

onde [¢;) = (a]0) 4+ 5]1)) ® |®) ¢é um estado inicial especifico de um conjunto de N
estados, OJ;) = |P) ® («|0) + B[1)), e p;(T) é a matriz de densidade correspondente
a evolucao temporal do estado inicial [1);)(1;| pela Eq. (4.6). Os nimeros complexos
a e [ s@o nimeros aleatoérios gerados através da distribuigdo normal [74]. Na
figura 4.10, plotamos a fidelidade média como fun¢ao da taxa de decaimento para
N=20000 estados, considerando os campos otimizados avaliados apenas para o estado
inicial [¢(0)) = 3 (|0) + 1)) ® (|00) + [11)). A fidelidade média, denotada por (F23)
e (F2), é avaliada considerando o Hamiltoniano total com ou sem o termo extra,
respectivamente. Pode-se observar que a fidelidade média avaliada considerando o
termo extra (F?) apresenta um desempenho melhor do que o (F?). Por exemplo,
o ganho de incluir o termo extra na fidelidade média é da ordem de 18% (ver
Fig. 4.10(a)) para dephasing e 8% (ver Fig. 4.10(b)) para amplitude-damping quando
v =0.1.
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Figura 4.7: A fidelidade avaliada pela Equagdo (4.7) para o protocolo de teletransporte, con-
siderando erros de dephasing (painel (a)) e amplitude-damping (painel (b)), é mostrada como
fungao da taxa de decaimento v. A fidelidade é avaliada para as fung¢oes de controle otimizadas do
Hamiltoniano da Equagao (4.10), obtidas a partir da dinAmica unitaria (curva pontilhada azul) e
ndo unitaria (curva continua laranja).
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Figura 4.8: As fungées de controle otimizadas e; obtidas para o protocolo de teletransporte
adiabatico usando o Hamiltoniano descrito na Equacao (4.10) sdo mostradas na figura. O painel (a)
se refere a uma otimiza¢ao unitaria (v = 0). Os painéis (b) e (¢) mostram as fungdes de controle

otimizadas para uma taxa de decaimento fixa de v = 0.1, considerando os erros de dephasing e
amplitude-damping, respectivamente.
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Figura 4.9: A populacao dos estados em funcdo do tempo para o protocolo de teletransporte
adiabatico considerando trés fungoes de controle, resultantes da evolugao unitaria, € mostrada no
painel (a). Os painéis (b) e (¢) mostram a populagao dos estados em funcao do tempo para o
protocolo de teletransporte adiabatico com uma taxa de decaimento fixa de v = 0.1, resultante dos
ruidos de dephasing e de amplitude-damping, respectivamente.
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Figura 4.10: A fidelidade média, avaliada a partir da Eq. (4.12), considerando N=20000 estados
iniciais aleatorios, como fun¢ao da taxa de decaimento «. Nos painéis (a) e (b), plotamos, respecti-

vamente, os resultados para os tipos de erro de dephasing e de amplitude-damping, considerando a
fidelidade média obtida para duas (F2) e trés fungGes de controle (F3).
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4.4 Conclusao

Neste estudo, utilizamos o método de Krotov (KM) para sistemas quanticos abertos
para investigar numericamente o desempenho da computacao quantica adiabatica
(AQC) em dois casos diferentes: o protocolo de emaranhamento adiabatico e o
protocolo de teletransporte. Nossos resultados revelaram que o uso do KM para
sistemas quéanticos abertos oferece beneficios significativos em comparacao com a
otimizacao unitaria no caso do protocolo de emaranhamento adiabatico, uma vez
que é capaz de encontrar caminhos melhores para evitar os efeitos prejudiciais do
ruido. Essa melhoria na fidelidade é tnica para sistemas quanticos abertos, ja que a
otimizagao unitaria nao leva em conta os efeitos do ruido. No entanto, observamos
que, no caso do protocolo de teletransporte, a fidelidade obtida a partir da otimizacao
nao unitaria é semelhante & obtida a partir da otimizacao unitaria. Acreditamos que
o motivo desse desempenho insatisfatério esteja relacionado ao tipo de Hamiltoniano
usado no protocolo de teletransporte adiabatico, que nao é capaz de encontrar
melhores caminhos para a dinamica nao unitaria. Para contornar esse problema,
propomos a inclusao de um Hamiltoniano extra local. Descobrimos que a funcao
de controle 6tima obtida a partir da otimiza¢ao nao unitéria, incluindo esse termo
extra, beneficia o protocolo de teletransporte em comparacao com a otimizacao
unitaria. O ganho na fidelidade média pode ser superior a 8% para o maior valor de
taxa de decaimento considerado em nossos calculos. Como a computacao quéntica
deve sempre alcangar altas fidelidades para aplicagoes praticas, acreditamos que a
combinacao de KM para sistemas quanticos abertos e a busca por termos extras no
Hamiltoniano usado para AQC pode ser muito interessante para aplicagoes reais.
Uma vez que essa conclusao foi alcancada a partir de um conjunto limitado de casos,
investigagoes adicionais devem ser realizadas para verificar sua extensao a outros

casos de computagao quantica adiabéatica.
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Capitulo 5

Método de Krotov aplicado a
sistemas quanticos abertos

5.1 Introducao

A habilidade de controlar sistemas quéanticos na presenca de ruido é crucial para
a computacao quantica, uma vez que este pode levar a efeitos indesejados como a
decoeréncia [6-9]. Existem muitas estratégias para aprimorar o controle de sistemas
quanticos na presenga de ruido, por exemplo, subespagos livres de decoeréncia [10—
12], desacoplamento dindmico [13, 14|, subsistemas sem ruido [15], e engenharia
espectral [16]. Embora benéficas, essas taticas sao restritas a sistemas pequenos e
geralmente limitadas a tipos especificos de interagbes ambiente-sistema.

A otimizacao numérica se torna um método especialmente atraente para lidar com
sistemas complicados e formas gerais de interagoes [17-21]. Em particular, o método
de Krotov (KM) tem sido amplamente aplicado ao controle de sistemas abertos [64—
66]. Na verdade, efeitos cooperativos advindos da dissipagao foram demonstrados na
versao estocastica de sistemas quéanticos abertos usando o KM [64]. Além disso, a
investigacao da equacao mestra nao local no tempo e nao Markoviana por meio do
KM mostrou uma implementacgao de alta fidelidade de uma porta quantica para um
qubit, dependendo da correlacao de dissipagao de controle e dos efeitos de memoria

relacionados ao ambiente [65].

Aqui, usamos o KM para realizar a preparacao de estado a partir de um estado
inicial, assim como a implementacao de portas quanticas para sistemas de qubits e

qutrits. Também investigamos os efeitos de estados de vazamento, que sao niveis nao
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computacionais presentes, por exemplo, em qubits supercondutores [22]. Assumimos
que os sistemas seguem uma equagao mestra Markoviana com ruido de dephasing
e/ou amplitude-damping, que s@o arquétipos padrao de canais ruidosos [67]. Além
disso, usamos duas maneiras alternativas de obter numericamente os controles: (i)
otimizacao na presenga de ruido, que chamamos de otimizag¢do nao unitéria, e (ii)
otimizagao na auséncia de ruido, que chamamos de otimizacao unitaria. Para a
preparacao de estado, como era de se esperar, verificamos que a otimizacao nao
unitaria supera a otimizagao unitéria. No entanto, para a implementacao de portas
quanticas, observamos que a otimizac¢ao nao unitaria nem sempre supera a otimizagao
unitaria. Em casos em que todos os estados sao levados em consideragao sofrendo os
efeitos do ruido, a otimizacao nao unitaria e a otimizagao unitaria tém essencialmente
o mesmo desempenho. Os casos em que a otimiza¢ao nao unitaria tem um desempenho
melhor do que a otimizacao unitaria sao aqueles em que existe vazamento e um
subconjunto de estados menos afetado pela dissipagao. Para esses casos, a otimizacao
nao unitaria é mais eficiente porque é possivel encontrar um caminho para evitar a

dissipacao, o que nao acontece com a otimizacao unitaria.

5.2 Controle Quantico Aplicado a um Sistema Quan-

tico com Dissipacao

Para considerar uma dinamica dissipativa, utilizamos a conhecida equagao mestra
Markoviana,

oty g 2T (anpnt — L — pLiL,

i n ;P + 5 Z’YJ <2LJIOLj L;Ljp pLjLJ> ’ (5.1)

j
onde o primeiro termo no lado direito descreve a evolucao unitaria e o segundo
termo considera a dissipagao. L; sao os operadores de Lindblad e v; sao as taxas de
decaimento correspondentes. O Hamiltoniano nesse caso ¢ H = Hy+¢,(t)Hy, o qual
pode ser dividido em dois termos. O primeiro termo ¢ um Hamiltoniano constante
Hy e o segundo termo é composto pelo produto da funcao de controle dependente do
tempo e,(t) e o Hamiltoniano H;. Como a abordagem de otimizacao serd empregada
para cada valor de v, como detalhado abaixo, a fun¢ao de controle ird depender da
taxa de decaimento.

Os controles otimizados sao obtidos numericamente pelo método de Krotov [17].

Este método tem sido empregado para estudar protocolos relacionados & computacao
quantica usando portas quanticas com grande sucesso [68]. O KM é um método
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iterativo monotonico, capaz de encontrar controles otimizados que minimizam um
certo funcional dependente das fungoes de controle e do resultado desejado, similar
ao que foi apresentado na secao 2.10. Aqui, empregamos o mesmo funcional adotado

na referéncia [17], que é dado por

n—1
= Ty e (T [0n 01} (5.2)
=0 Z
onde w; é um peso para cada estado inicial p;(0), O é a operacao unitaria desejada,
e pi(T) corresponde ao i-ésimo estado inicial evoluido até o tempo final 7. Con-
siderando uma cole¢ao de n estados iniciais com pesos diferentes, é possivel acelerar
a convergéncia do KM[17]. Para obter as equagoes de controle do KM por meio do

calculo variacional, uma restrigao adicional deve ser adicionada,

T € _Eref 2
J—JT+/O (”(t)AS(Z) (®) dt. (5.3)

Na equacgao acima, A é uma constante positiva, 5fff (t) ¢ uma fungao de referéncia, e
S(t) é a funcgao de envelope. A restrigao adicional na Eq. (5.3) minimiza a fluéncia,
que representa a poténcia integrada transmitida do pulso de controle para o sistema
e seu ambiente. Comecando com uma funcao tentativa 52(t), precisamos resolver
um conjunto de equagoes diferenciais acopladas para encontrar a correcao para o
campo de controle Ae.(t). A primeira equacao diferencial esta relacionada & evolucgao
retroativa (do tempo final ¢t = T para o tempo inicial ¢ = 0) dos coestados ¢;(t)
através da seguinte equacao

8@23?(15) T 1k
T—_ﬁ[H :¢i]_D [¢z]a (5-4)
onde ]
DHe) = 5 3 (2LfeL; — LiLsg — ¢LiL;), (5.5)

e o indice de subscrito ¢ esta relacionado ao conjunto de estados iniciais que estao sendo
otimizados, k indica a k-ésima iteracdo do algoritmo, enquanto H* = Hy + ¢ ( VH;.
A Equacao (5.4) é resolvida impondo uma condi¢do ao coestado no tempo final,
dada por ¢F(t =T) = m [Op;(0)OT]. Além disso, os estados iniciais p;(0) sao

evoluidos para a frente de acordo com a equacao mestra,

deH( t) Uk
SPi M) Pkl k1 prktl .
= L[ ) + D) (5.6)
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e a correcao da funcao de controle na k-ésima iteracao é

() = k(1) + AS(H) Ak (1) (5.7)

Y Y

onde
A (1) = Im {Z T {64(0) [Hy, 5 (1] }} , (5.8)

As equagbes (5.4 — 5.8) sdo resolvidas de maneira auto-consistentemente e o valor do
funcional mostrado na Eq. (5.3) decresce monotonicamente.

5.3 Sistemas Simples

Iniciamos nossa investigacao da otimizagao de sistemas quanticos abertos con-
siderando um qubit e um qutrit sujeitos a ruido de dephasing ou amplitude-damping.
O Hamiltoniano do qubit é H = Hy + ¢,(t)Hy, onde Hy = —hwoo, e Hy = hwyo,.
As matrizes de Pauli para spins nas dire¢oes z e x sao denotadas respectivamente

por o, e 0,. Os termos do Hamiltoniano que descrevem o qutrit sao

10 0
Ho=—-hwy |0 0 0 |, (5.9)
00 —1
€
001
H =hho!l0o 0 1]1. (5.10)
110

Fisicamente, um Hamiltoniano com esse tipo de estrutura pode ser encontrado
quando trés elétrons estao confinados em pontos quénticos duplos |69, 70| ou em ions
aprisionados [71]|. Para resolver numericamente as equagoes (5.4 — 5.8), primeiro
precisamos definir alguns parametros. Adotamos a escala de tempo 7 = wy leo
tempo final de evolu¢ao 7' = 107. Além disso, o palpite inicial para a fungao de
controle é configurado como ¢, (t) = AgS(t), onde Ay é a amplitude inicial da fungao

de teste e S(t) é a funcao de envelope que liga e desliga suavemente a fungdo de
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controle, dada por

sin?(ZL), set <t,
S(t) =41, set, <t<T—t (5.11)

sinZ(ﬂ;TZT)), set>T —t,

Na equagdo acima, usamos Ay = 1072 e t, = T'/30.

5.3.1 Preparagao de Estado

Primeiramente, investigamos o controle otimizado considerando o caso em que um
estado puro inicial descrito por uma matriz de densidade py(0) é usado para preparar
um estado final po(T) = Ope(0)OT, onde O é alguma porta quantica especifica.
Para o qubit e o qutrit, usamos p(0) = |0)(0|, onde |0) é o estado de nivel de
energia mais baixo. Tomamos a transformada quantica de Fourier como um exemplo
para o operador alvo para ambos qubit e qutrit, que é dado respectivamente por
O=(0,+0.,)/V2e
1 1 1

O:ﬁ 1 e2mi/3  pAmif3 | (5.12)

1 647ri/3 6871’1'/3

A transformada quantica de Fourier consiste na aplicacao da transformada de Fourier
discreta aos componentes de um estado |1)) em um sistema quéntico. Esta transfor-
macao pode ser representada por um operador unitario. No contexto deste capitulo,
estéd sendo empregada como um exemplo adicional de uma transformacao unitaria.

opt
Y

~v. Aqui, temos um tunico v na Eq. (5.1) porque comegamos nossa investigagao

Encontramos a funcdo de controle otimizada €%*(t) para cada taxa de decaimento
considerando tipos individuais de ruido com a mesma taxa de decaimento. Apods
obter a fun¢ao de controle otimizada, realizamos o célculo da fidelidade, que é dada
por

F = (0]0"p(T)0|0), (5.13)

onde p(T') é a solu¢ao da Eq. (5.1) no tempo final de evolu¢do 7. Usamos dois
operadores de Lindblad individualmente diferentes, relacionados ao canal de dephasing
e ao canal de amplitude-damping. Para o qubit, a soma na Eq. (5.1) contém apenas
o termo j = 1 e o operador de Lindblad é ou L; = o, (dephasing) ou L; = o_

(amplitude-damping), onde o_ = (o, — i0,)/2. Para o qutrit, a soma na Eq. (5.1)
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contém dois termos 7 = 1,2 e os operadores de Lindblad para dephasing sao
L, = s! e Ly = s? enquanto para amplitude-damping sao L; = s* e Ly = s?, onde
sz = [1){1] = 10)(0], s2 = [2)(2| — [0){0], sL = [1){0], e s2 = [2)(0].

Na figura 5.1, plotamos a fidelidade para o dephasing (painéis (a) e (c)) e o amplitude-
damping (painéis (b) e (d)) como fungdo da taxa de decaimento v para um qubit e um
qutrit. As curvas solidas vermelhas sdo obtidas pelos seguintes passos: (i) encontrar
o campo otimizado 07 (t) para v = 0; (ii) inserir esse campo otimizado £J*(t) na
Eq. (5.1) para cada valor de ~; (iii) usar a matriz de densidade evoluida no tempo
final para avaliar a fidelidade da Eq. (5.13). As curvas pontilhadas azuis, avaliadas
para os campos otimizados ggpt(t), sao obtidas para o valor correspondente de 7,

como explicado na se¢ao 5.2. Para um sistema qubit e qutrit, a fidelidade obtida para
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calculada com a fungao otimizada unitaria eg’ “(t), como esperado. Para -y Jwo = 0.01,

a funcdo otimizada £%*(t) avaliada para cada valor de v ¢ maior do que a fidelidade
a fidelidade para um qubit considerando a fungao de controle obtida da otimizagao
nao-unitaria é 3.5% e 0.26% maior do que aquela obtida com a otimizacao unitaria,
respectivamente, para os erros de dephasing (painel (a)) e amplitude-damping (painel
(b)). Para um qutrit, a fidelidade ¢ 7% (dephasing) e 0.35% (amplitude-damping)
maior quando a dindmica é calculada com a fungao de controle obtida da otimizacao
nao-unitaria e v/wy = 0.01. Com base nos resultados da figura 5.1, concluimos que a
otimizagao nao-unitaria ¢ mais bem-sucedida na preparacao de um estado desejado
para ambos os sistemas qubit e qutrit; especialmente, para o qutrit submetido ao

dephasing (veja o painel (c) da figura 1).

Esses resultados naturalmente levantam a questao de qual seria a origem fisica da
diferenca observada entre a otimizacgao realizada com e sem a presenca de ruido
ambiental. Na otimizacao unitaria, o controle otimizado para a preparacao do estado
é obtido dentro da evolucao unitaria no espaco de Hilbert correspondente. Com as
condigoes de controlabilidade sendo atendidas, os controles otimizados sao capazes de
atingir os rendimentos mais altos possiveis. Na verdade, a solu¢ao para o problema de
controle 6timo nao é tnica: ha uma mirfade de controles otimizados levando ao alvo
com rendimentos correspondentes de alta fidelidade. Diferentes controles otimizados
unitariamente podem levar a valores distintos da fidelidade final da dindmica ruidosa
correspondente, mas a otimizacao unitaria nao pode distinguir nenhuma diferenca

entre os controles otimizados a priori.

Na presenca de ruido, a dindmica nao unitéaria do sistema ocorre no espago de Liouville
associado (ou equivalentemente em um espago de Hilbert de dimensao superior).
Assim, um controle obtido unitariamente, em geral, nao pode mais direcionar o

sistema arbitrariamente préximo ao alvo, uma vez que o espaco de estados e a
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Figura 5.1: Fidelidade avaliada pela Eq. (5.13) para um qubit considerando erros de dephasing
(painel (a)) e amplitude-damping (painel (b)) em funcao da taxa de decaimento v usando a fungao
de controle otimizada obtida da dindmica unitaria (curva solida vermelho) e nao-unitaria (curva
pontilhada azul). Os resultados correspondentes para um qutrit sdo mostrados no painel (c)
(dephasing) e no painel (d) (amplitude-damping).

dindmica mudaram em comparagao com o caso unitario. No caso da otimiza¢ao nao
unitéria, o algoritmo de otimizacao leva em consideracao a estrutura nao unitaria do
espaco de Liouville, e assim pode aprimorar o desempenho da otimizagao unitaria,
selecionando os controles cuja dindmica é menos afetada pelo ruido. Para apoiar
esse raciocinio, verificamos numericamente para os casos e para a faixa de valores
de dissipagao considerada aqui, que os controles obtidos da otimizagao nao unitaria
sao controles otimizados também para a evolugao unitaria associada. A seguir,
mostramos que essa vantagem da otimizacao nao unitaria essencialmente desaparece
para a implementagao de portas quanticas quando nao ha estados de vazamento ou
quando todos os niveis sao afetados de maneira semelhante pelo ruido.

5.3.2 Porta Quantica

Consideramos o desempenho das fungoes de controle otimizadas quando uma porta
quantica ¢ o objetivo da otimizagao. Essa situagao ¢ mais sutil porque a porta
quantica deve operar sobre um estado inicial desconhecido. Para contornar essa
situacao, a otimizacgao deve levar em consideragao um conjunto de estados iniciais

(para detalhes, consulte a Ref. [17]). Para qubits, empregamos os trés estados iniciais
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descritos nas Refs. [72, 73], cujos elementos da matriz sdo dados por

p;(0) = 17)(j| para j=0,1
pa0) = 5 1)Ul (5.14)

Para qutrits, usamos os seguintes quatro estados iniciais [70],

p;(0) = 17)(j| para j=0,1,2
pa0) = 3 3 Il (5.15)

Os pesos na Eq. (5.2) sao assumidos como w; = 1/N (a menos que seja especificado),
onde N' = 3 para o qubit e NV = 4 para o qutrit. Como primeira medida de
desempenho das func¢oes de controle, utilizamos a fidelidade média apenas sobre os
estados iniciais, definida como

n

F, = %Z {Tr ﬁm(T)ﬁF , (5.16)

=1

onde o = Op;(0)OT, i refere-se a estados iniciais dados por Eq. (5.14) ou Eq. (5.15),

e n é o nimero correspondente de estados iniciais.

A figura 5.2 mostra a fidelidade média ao longo dos estados iniciais para o dephasing
(painéis (a) e (c)) e amplitude-damping (painéis (b) e (d)) em fungao da taxa de
decaimento 7y, respectivamente, para o qubit e o qutrit. As curvas solidas pretas sao
obtidas para " (t) evoluindo a Eq. (5.1) com o conjunto de estados iniciais para
o qubit Eq. (5.14) e para o qutrit Eq. (5.15). As matrizes de densidade evoluidas
sao usadas para avaliar a fidelidade média de Eq. (5.16) para cada valor de . As

curvas pontilhadas verdes na figura 5.2 sao avaliadas de maneira semelhante, mas
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fidelidade média obtida para a otimizagao nao unitaria supera a otimizacao unitéria,

a fungao £%'(t) é otimizada para cada valor de . Na figura 5.2, pode-se ver que a

o que mostra numericamente que o KM esta aprimorando o controle nao unitario

para alcancar uma maior fidelidade para o conjunto de estados iniciais.

Para avaliar o desempenho de uma funcao de controle na implementacao de uma
porta quantica, podemos usar a fidelidade média F;,, em um conjunto mais abrangente
de estados iniciais

N,
1 S

Fr = N Z<%|OTP<T>O|%>> (5.17)
8 =1
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Figura 5.2: Fidelidade de trés estados avaliada por Eq. (5.16) para um qubit considerando
dephasing (painel (a)) e amplitude-damping (painel (b)) em func¢do da taxa de decaimento =,
usando a fungdo de controle otimizada obtida da din&mica unitaria (curva solida preta) e nao
unitaria (curva pontilhada verde). Os resultados correspondentes para um qutrit, onde a fidelidade
de quatro estados é avaliada por Eq. (5.16) considerando dephasing e amplitude-damping, sao
mostrados nos painéis (c) e (d), respectivamente.

onde os estados |¢;) sao gerados aleatoriamente. O conjunto de matrizes puras
aleatorias |¢;)(p;| é construido de maneira que todos os estados se distribuam

uniformemente de acordo com a norma de Hilbert-Schmidt [74].

Na figura 5.3, sdo apresentadas as fidelidades médias para dephasing (painéis (a)
e (¢)) e amplitude-damping (painéis (b) e (d)) em fungao da taxa de decaimento
7. As curvas solidas de azuis sdo obtidas para eJ*(t) e evoluindo a Eq. (5.1) com
o conjunto de estados iniciais para o qubit dado por Eq. (5.14) e para o qutrit
dado por Eq. (5.15). As matrizes de densidade evoluidas sdo usadas para avaliar a
fidelidade média da Eq. (5.17) para cada valor de . As curvas pontilhadas laranjas
na figura 5.3 sdo avaliadas de maneira semelhante, mas considerando a fungao e2*(t),
que ¢é otimizada para cada valor de 7. Pode-se observar que a fidelidade média obtida
para as func¢oes de controle unitarias e nao unitarias, considerando ambos os tipos
de erros, sao essencialmente as mesmas, embora as fungoes de controle otimizadas

sejam distintas para diferentes valores da taxa de decaimento (veja figura 5.4).

Para o qubit, também adicionamos um resultado para a fidelidade média considerando
diferentes estados iniciais propostos em Ref. [17], os quais s@o dados por py(0) =
2/3[0)€0[ + 1/3[1) (1], p1(0) = 1/2(|0) + [1))(|0) + 1)) e p2(0) = 1/2]0){0] + 1/2[1)(1].
Para este caso, utilizamos os pesos na Eq. (5.2) como wy = 8wy e w; = wy. A

87



10 ) T— e | | | ]
88563 [ X x—x_x_x_x_x_x_x 5 (a) -
. B = -X-X—x_x_x
0.94 - G
1.0 o] I |
0.98 EEO0 >(—X_x—x_x—x—x—x—x—x—x—><— (b) .
0.96 - &, £, x |
: | | | |
1.0 ==t | | I —
E : I — e (C)
[ 0.95 I B
g S— | | | |
o8 T @
0.96 |- | | | | e

0.0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Y

Figura 5.3: Fidelidade média avaliada pela Eq. (5.17), respectivamente para um qubit considerando
dephasing (painéis (a)) e amplitude-damping (painéis (b)) em funcao da taxa de decaimento =,
usando a fungdo de controle otimizada obtida da dinAmica unitéaria (curva soélida azul) e ndo unitaria
(curva pontilhada laranja). As cruzes vermelhas indicam a fidelidade média considerando um
conjunto diferente de estados iniciais apenas para o caso do qubit, conforme proposto em Ref. [17].
Da mesma forma para o qutrit, a fidelidade média é mostrada no painel (c) (dephasing) e no painel
(d) (amplitude-damping).
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esses estados iniciais, também é mostrada na figura 5.3 pelas cruzes vermelhas, mas

fidelidade média avaliada para a fungao de controle nao unitaria °P*(t), considerando
observa-se que o resultado para a fidelidade média é muito semelhante ao encontrado

considerando £ (t).

Para investigar ainda mais este cenario, consideramos quatro tipos diferentes de
portas quanticas e avaliamos a fidelidade média considerando v/wy = 0.01. Tais
resultados sdo mostrados na figura 5.5. Nas subfiguras (a) e (b) da figura 5.5,
plotamos a fidelidade média para qubits considerando as seguintes portas quanticas:
Uy =0, Uy =0, Us=0,, e U =nr/8=0)(0] +e™/*[1)(1].

Quando o canal dephasing ¢ considerado (figura 5.5(a)), a fidelidade média avaliada
com o controle nao unitario ¢ maior do que aquela avaliada com o controle unitario
para as portas Uy, Us e Us, mas o ganho é muito pequeno, da ordem de 0.05%. Por
outro lado, a otimizacao nao unitaria fornece uma fidelidade média menor para o
canal amplitude-damping (painel (b) da figura 5.5). Acreditamos que essa pequena
diferenca entre a otimizacao unitaria e nao unitaria vista na figura 5.5 seja causada
pelos calculos numéricos envolvidos no Método de Krotov (KM) e na avaliagdo média
da Eq. (5.17), que considera N, = 12% estados iniciais aleatorios. Para qutrits,
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Figura 5.4: Funcgoes de controle otimizadas obtidas para a implementacao de uma porta quantica
para um qubit considerando dephasing (painel (a)) e amplitude-damping (painel (b)) para diferentes
valores da taxa de decaimento ~.

0.94 >I< | | | (a)
0.938 | X X %
0.936 - I I I I -
0968 - x X X % (b)7
0.966 |- | | | | -

088 | | | | | ]

0.87 F X X X (9]

0.86 >I< I I I _

095 F X gy xR X y (d)]

0.94 LY ! ! !

U, U, U, Uy

Figura 5.5: Os painéis (a) e (c) referem-se ao erro de dephasing, enquanto os painéis (b) e (d)
referem-se ao erro de amplitude-damping, respectivamente, para o qubit e o qutrit. Os resultados
para a fidelidade média para um valor fixo da taxa de decaimento v/wy = 0.01, considerando
as portas quénticas Uy, Us, Us, e Uy, usando a funcao de controle otimizada obtida a partir da
dindmica unitaria (simbolos laranja) e dinAmica nao unitaria (simbolos azuis).

usamos as seguintes portas quanticas [71]:
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_2mi/3 1 0 7 (5.18)

1 0 2'627ri/3
0o v2 0 |, (5.19)
ie ™A 01

V3 0 0
0 —V2 ie ™0, (5.20)
0 ie™/5 —V2

S
I
Sl
Y ~ Y

em/3 () 0

Us 0 e % 0o |. (5.21)

0 0 €—7ri/2

Para realizar essas otimizagoes, usamos o mesmo Hamiltoniano descrito na equacgao
(5.9), mas temos que alterar H; na equacao (5.10) a fim de implementar as portas
acima para o qutrit. Basicamente, usamos os elementos da matriz de H; iguais a
um na mesma posigao em que a porta quantica (equagoes (5.18 — 5.21)) tem um
elemento de matriz diferente de zero. Em ambos os painéis (c) e (d) da figura 5.5,
podemos observar que as otimizacoes nao unitirias e unitérias apresentam um valor

quase idéntico para a fidelidade média.

Esses resultados mostram que a funcao de controle otimizada unitariamente £ (t)
¢ uma solugao muito proxima da solugao ideal para implementar uma porta quan-
tica para sistemas quanticos abertos descritos pela equagao mestra markoviana na
Eq. (5.1). Atribuimos esse fato a restri¢ao de que o campo de controle seja capaz de
otimizar a fidelidade da porta para todos os estados iniciais possiveis. A partir da
evolucao desses estados, ¢ assim impossivel evitar as regioes do espago de Hilbert que
sao mais fortemente afetadas pelo ruido. Portanto, o algoritmo de otimizac¢ao nao
unitaria apenas procura uma solugao para atingir o respectivo conjunto de estados
alvo, e todos os outros caminhos funcionam igualmente bem em média, quando

comparados & otimizacao unitaria.
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5.4 Efeitos de vazamento

Para investigar ainda mais o papel das solugoes otimizadas unitarias e nao unitarias,
analisamos um sistema que contém niveis nao computacionais, também conhecidos
como estados de vazamento. Comparamos um sistema de dois qubits, contendo
apenas estados computacionais, a um sistema de quatro niveis que contém apenas
dois estados computacionais. Podemos descrever esses dois sistemas pelo mesmo

Hamiltoniano, que pode ser escrito na base do sistema de dois qubits como

H = h (Jlagl) + Jyol? + Jlgagl)ogz))
+ hiey () (oD 4+ o?), (5.22)
onde 07(72) ¢ a matriz de Pauli na direcao m agindo no j-ésimo qubit, Jy, Jo e Ji5 sao
parametros que descrevem o termo independente do tempo de Hy. A correspondéncia

entre os estados dos sistemas de dois qubits e quatro niveis é dada por: |0) <> |00),
|1) <> |01), |2) <> |10) e |3) <> |11).

O sistema de dois qubits é assumido como o sistema livre de efeitos de vazamento,
enquanto o sistema de quatro niveis apresenta efeitos de vazamento devido a acao
da porta quantica apenas nos dois niveis de energia mais baixos. Essa diferenca
pode ser esclarecida pelos seguintes argumentos. Primeiro, tratamos de uma porta
X aplicada ao primeiro qubit. No sistema de dois qubits, essa porta é descrita pelo
operador O = O';Scl), enquanto que a porta X é aplicada aos dois niveis de energia
mais baixos no sistema de quatro niveis, portanto O = |0)(1| 4 [1)(0|. Além disso,
o conjunto de estados usado na otimizacao da porta quantica é distinto. Para
o sistema de dois qubits, devemos usar o conjunto {|00), |01),]10),|11),|®)}, onde
|®) = (|00)4|01) +]10) +|11))/2. Este conjunto é necessario porque a porta quantica
atua em ambos os qubits, através da porta X no primeiro qubit e da identidade no
segundo qubit. No sistema de quatro niveis, a porta X atua apenas nos dois niveis de
energia mais baixos, portanto, o conjunto apropriado de estados iniciais é semelhante
ao sistema de um qubit {|0), |1),|®)}, onde |®) = (|0) + |1))/+/2. Outra diferenca
entre esses dois sistemas aparece no calculo da fidelidade média. Os estados iniciais
aleatorios para o sistema de quatro niveis sdo dados por |g;) = «;|0) + f;|1), onde
|cii|? + 8] = 1 e a, B; sdo niimeros complexos aleatorios que seguem a distribuicao
normal. Nesse caso, a porta quantica atua apenas no subespa¢o computacional
relativo aos niveis {|0), |1)} e nenhuma restri¢do ¢ imposta aos niveis {|2), |3)}. Para
o sistema de dois qubits, a fidelidade média é avaliada usando os estados iniciais
aleatorios ;) = ;|00) +5;]01) +;]01) +6;]01), onde |a|>+| 8| +|vi[*+16:> = 1 e ay,
Bi, i e 0; sao nimeros complexos aleatérios ordenados de acordo com a distribuicao
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Figura 5.6: A fidelidade média avaliada pela Eq. (5.17) para estados de quatro niveis como fungao
da taxa de decaimento -, utilizando a funcao de controle otimizada obtida a partir da dindmica
unitaria (curvas solidas verdes) e dindmica nao unitaria (pontos laranja). Os painéis (a) a (d)
correspondem aos casos (i) a (iv) das combinagoes dos operadores de Lindblad. As curvas solidas
cinzas nos painéis (b) e (c) representam a fidelidade média considerando uma fungao de controle de
teste diferente, na qual a fungéo na Eq. (5.11) é multiplicada por sin (w; ot), onde w; ¢ é a frequéncia
de Bohr associada aos estados |0) e i), com ¢ = 3 e 2, respectivamente.

normal |74]. Nesse caso, todos os estados sdo necessarios porque a porta quéantica
atua em ambos os qubits simultaneamente.

Também exploramos diferentes tipos de dissipagao para extrair mais informagoes
sobre a validade da equivaléncia entre a otimizagao unitaria e nao unitaria. Os
casos testados correspondem aos seguintes operadores de Lindblad que devem ser
inseridos na Eq. (5.1): (i) L1 = |0)(1], Ly = |0)(2|, e Lz = |0)(3|, (ii) L1 = |0)(1]
e Ly =10)(2|, (iii) Ly = [0)(2] e Ly = |0)(3], (iv) L; = |0)(1|. Quando ha mais de
um operador de Lindblad, usamos a mesma taxa de decaimento. Para quebrar a
degenerescéncia entre os estados |1) e |2), utilizamos J; /wy = —2 e Jy/wy = —0.2.

1 e o tempo final é

O acoplamento entre os qubits é Jj5/wy = 0.1, onde wy = 7~
T = 107. Outros parametros nao mencionados explicitamente aqui sao os mesmos

usados na subsecao 5.3.2.

Os casos (i) a (iv) com os operadores de Lindblad mencionados acima proporcionam
uma média de fidelidade quase idéntica (resultados ndo mostrados aqui) considerando
a otimizagao unitaria e nao unitaria para o sistema de dois qubits. Esses resultados
decorrem da necessidade de considerar todos os estados do espaco de Hilbert, o que
nao deixa margem para evitar a dissipagdo. Nos painéis (a) a (d) da figura 5.6,
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Figura 5.7: Populagao do sistema de quatro niveis sob a dissipacao descrita pelo operador de
Lindblad L; = |0)(1| é mostrada nos painéis (a) e (b) em fungao do tempo paray = 0 e v/wg = 0.1wy,
respectivamente. Os painéis (c¢) e (d) mostram os campos otimizados para a otimizagdo unitéaria e
nao unitaria, respectivamente.

plotamos a média de fidelidade para o sistema de quatro niveis em funcao da taxa
de decaimento 7, considerando os casos (i) a (iv), respectivamente. As curvas solidas
verdes mostram a média de fidelidade para a fungao de controle otimizada obtida a
partir da otimizagao unitaria, enquanto as curvas pontilhadas laranjas sao relativas
a otimizagao nao unitaria. Podemos ver que os resultados do painel (a) corroboram
nossos resultados anteriores sobre a média de fidelidade em portas quanticas, onde
as otimizagoes nao unitarias e unitarias proporcionam uma média de fidelidade
semelhante. Por outro lado, os painéis (b) a (d) mostram que a otimiza¢ao nao
unitéria proporciona uma média de fidelidade mais alta do que a otimizacao unitaria,
quando a funcao de teste é escolhida adequadamente. Por exemplo, nos painéis
(b) e (c), a diferenca entre a média de fidelidade obtida por meio da otimizagao
nao unitaria e da otimizagao unitaria é bastante pequena quando a funcao de teste
¢ proporcional & Equacdo (5.11), mas é muito mais evidente quando a fungdo de
envelope da Equagao (5.11) é multiplicada por sin (w; ot), onde w; o ¢ a frequéncia de
Bohr associada aos estados |0) e |i), onde ¢ = 3 e 2, respectivamente. Essas tltimas
fungoes de teste sao escolhidas para ter a frequéncia em ressonancia com a transicao
entre o estado |0) e o estado [i), que é um estado que apresenta decaimento. Em
outras palavras, quando escolhemos uma funcao de teste que induz a populacao dos
estados dissipativos, a otimizagao unitaria gera uma fungao de controle que realiza
a porta quantica com sucesso para 7 = 0 sem evitar os estados dissipativos. Por
outro lado, a otimizacao nao unitaria gera um controle que implementa a porta
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quantica e evita a dissipagao tanto quanto possivel para maximizar a fidelidade,
independentemente da fungao de teste.

Os resultados da figura 5.6 podem ser melhor compreendidos pela anélise da figura 5.7,
que mostra a dindmica populacional correspondente nos painéis (a) e (b) avaliados
para v = 0 e v/wp = 0.1, respectivamente, para o caso (iv). O estado inicial é |0) e o
estado alvo é |1). O campo de controle otimizado (painel (c)) para v = 0 conduz o
sistema do estado inicial para o estado alvo, mas principalmente popula os estados
|0) e [1). Quando 7/wy = 0.1, a otimizagdo nao unitaria procura um campo de
controle otimizado (painel (d)) que tenta evitar o estado dissipativo |1), simulado
pelo operador de Lindblad L; = |0)(1|, que causa a decaimento da populagao do
estado |1) para |0). Nessa situagdo, a otimizac¢ao direciona a dinimica para um

caminho que evita o estado |1) tanto quanto possivel.

Outras situagoes que poderiam ser investigadas para o sistema de quatro niveis sao
os casos em que as taxas de decaimento entre diferentes estados sao diferentes. Essas
situagoes podem ser compreendidas pela inspe¢ao dos casos acima. Por exemplo,
os casos (ii) a (iv) sao casos limites do caso (i), com algumas taxas de decaimento
ajustadas para zero. Além disso, se o caso (ii) Ly = |0)(1| e Ly = |0)(2| fosse
considerado com diferentes taxas de decaimento v, e 72 em Eq. (5.1), esperamos
uma maior fidelidade média para ; > 7, em comparagao com o caso em que y; = s
para um valor fixo de ;. A situagao limite é aquela em que v, = 0, que apresenta a
maior diferenca entre a otimizagao unitaria e nao unitaria, como pode ser visto na

figura 5.6 (d).

5.5 Conclusao

Neste capitulo, utilizamos o KM para sistemas quanticos abertos e fechados para
investigar numericamente a preparacao de estados e a implementagao de portas
quanticas para diversos sistemas de qubits e qutrits. Para a preparagao de estados,
constatamos que a otimizagao nao unitaria apresenta melhor desempenho em com-
paracao com a otimizacao unitaria. Para a implementagao de portas quanticas, por
outro lado, a otimizagao unitéria e nao unitaria resulta em uma fidelidade média

quase idéntica quando os efeitos de vazamento nao sao levados em consideragao.
Nossos calculos mostraram que, para a preparagao de estados, o resultado da otimiza-

¢ao nao unitaria escolhe um controle otimizado a partir do conjunto de controles

otimizados da dindmica unitaria correspondente, que tem um desempenho melhor
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na presenca de ruido ambiental. Em outras palavras, a otimizacao nao unitaria
escolhe um caminho dentro da dindmica que é menos afetado pelo ruido. Para a
implementacao da porta quantica, por outro lado, a funcao de controle precisa operar
sobre todos os estados ao mesmo tempo, uma vez que a porta quantica deve agir
sobre estados de entrada arbitrarios. Assim, a otimiza¢ao nao unitaria ndo é mais
capaz de evitar partes do espago de Hilbert que sofrem uma influéncia maior do
ruido. Quando os estados de vazamento sao considerados, a otimizacao nao unitaria
é capaz de apresentar um desempenho melhor do que a otimizacao unitaria. Esse
fato esta relacionado a existéncia de um subconjunto de estados correspondentes ao
subespago nao computacional que tem pequenas taxas de decaimento, o que abre um
caminho capaz de minimizar os efeitos dissipativos. Portanto, a inclusao de estados
de vazamento com diferentes taxas de decaimento desempenha um papel fundamental
na otimizagao nao unitéaria, especialmente ao lidar com a implementacao de portas

quanticas.
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Conclusao

A presente tese aborda questdes importantes na computacao quéantica, explorando
temas variados que abrangem controle 6timo, computacao quantica com dissipacao e
protocolos de teletransporte adiabatico. Primeiramente, no capitulo 2, fizemos uma
revisao dos conceitos basicos relacionados com os temas desenvolvidos na presente
tese, que vao desde qubits a teoria de controle quantico 6timo. No capitulo 3,
investigamos a robustez de esquemas de otimizacao considerando campos de controle
com amplitudes limitadas sem efeitos dissipativos. Desse modo, descobrimos a
solucao o6tima chamada de “double-bang”, que se destaca ao considerar duas fungoes
de controle independentes que devem ser colocadas no seu valor maximo durante toda
a evolucao temporal, se o tempo final da evolugao for menor que o tempo minimo.
No capitulo 4, focado no estudo de protocolos de computagao quéntica adiabatica,
revelou que o uso do método de Krotov para sistemas quéanticos abertos oferece
vantagens notaveis, especialmente no protocolo de emaranhamento adiabético. No
contexto do teletransporte quantico adiabatico, identificamos a influéncia positiva da
inclusao de termos extras no Hamiltoniano, fornecendo melhorias significativas na
fidelidade. Este estudo sugere que a combinagao do método de Krotov para sistemas
quanticos abertos com a busca de termos adicionais pode ser uma abordagem valiosa
para aplicacoes reais. No capitulo 5, utilizamos o método de Krotov para controlar
sistemas quéanticos afetados pelo ruido do ambiente, destacando a superioridade da
otimizagao nao unitéria na preparacao de estados. A otimizag¢ao nao unitaria é a
realizada para cada valor distinto da taxa de decaimento. Por outro lado, a otimizacao
unitéria, que s6 considera o sistema sem dissipagao, demonstrou eficacia comparavel a
otimizagao nao unitaria na implementacao de portas quanticas. Concluimos que, em
determinadas situagoes, a otimizac¢ao nao unitaria revelou-se mais eficaz na preparacao
de estados, proporcionando solugoes robustas em ambientes afetados por ruido. No
entanto, a otimizacao unitéria continua sendo preferivel em algumas aplicacoes
praticas, indicando a necessidade continua de aprimoramentos nas estratégias de

otimizagao nao unitaria.

Esses resultados contribuem para o avanco das técnicas de computacao quantica,
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oferecendo perspectivas para a implementacao pratica de algoritmos em dispositivos
NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) e promovendo insights cruciais para
o desenvolvimento de futuros computadores quanticos universais. A busca por
solugoes eficientes em ambientes com ruidos permanece um desafio relevante, e as
descobertas desta tese abrem caminho para novas investigagoes e desenvolvimentos

nesta emocionante area da mecanica quantica.
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Apéndice A

Notas sobre bra kets

A seguir destacamos algumas relagboes com uso da notacgao de Dirac.

Alp) = |Ap) (A1)
(plA = (Afg| (A.2)
(Ap| = (p|AT (A.3)
(Aol = A (A.4)
(elA[Y) = (el(Aly)) (A.5)

A expressao (Av| significa: atue o operador A no ket |¢)) e encontre o corresponde
dual, ou, no espago das fung¢des de onda, atue A sobre 1 (z) e tome o conjugado

complexo.
(Algli) = (] Av) = (plAlY) (A.6)
(#lv) = [ du o (A7)
(Aoly) = [ du (Ap)s (A8)
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Derivada parcial em relacao ao tempo de um produto interno

A (plv)) = @/das © Y
= /dx O (™)
_ / dz (D" ) + / dz " (0)

- / dr (Bup)" + / dr " ()
Bu(lt) = (Buolt) + (olo) (A.9)

Enquanto um operador A se ajusta como AT para entrar no bra, o mesmo nao ocorre
com 0y em (p|04|1), precisamos fazer a integragao por partes. Utilizando (A.9)

/ dt (|0y] ) = / dt (Dh{plv) — (Drplr))

. (A.10)
— (el ~ [ dt C0uelv)
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