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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi de investigar uma abordagem de ensino da
Trigonometria desde o tridngulo retangulo até sua forma analitica no Ciclo
Trigonométrico. Pretendeu-se formular atividades com diferentes metodologias que
relacionassem tanto a necessidade do estudo da Trigonometria no Triangulo Retangulo,
quanto sua relacdo com o Ciclo Trigonométrico gerando as func¢des Trigonométricas.
Pretendeu-se ainda contextualizar as diversas aplicagdes destas fungdes. A hipotese de
trabalho ¢ que se pode construir uma aprendizagem significativa para o aluno por meio de
novos conhecimentos do professor. Tais conhecimentos permitem ao professor
transcender os limites da lousa e giz e trabalhar com dinamismo e movimento envolvendo
os elementos da Trigonometria. Para tanto, elaborou-se quatro atividades que exploram a
Trigonometria e, construiu-se uma sequéncia de aplicativos que usam o software livre de
Geometria dinamica GeoGebra fundamentando o Ciclo e as Fun¢des Trigonométricas. A
maioria destas atividades foram aplicadas nos colégios de nivel médio nos quais a

pesquisadora ¢ professora.

Palavras-Chave: Ensino de Matematica. Trigonometria. Pratica docente. Aprendizagem

significativa.



ABSTRACT

The aim of this work was to investigate an approach to the teaching of
Trigonometry from the right triangle to its analytical form in the Unit Circle. In the work,
it was intended to formulate activities with different methodologies, which related the
necessity of the study of Trigonometry of the right triangle, as well as its relation with the
trigonometric unit circle, generating the trigonometric functions. It was also intended to
contextualize the different applications of these functions. The hypothesis of this work is
that a significant learning for the students can be constructed by means of a new
knowledge of the teacher. Such knowledge allows the teacher to exceed the limits of the
blackboard and chalk, and to work with dynamism and movement involving the elements
of Trigonometry. For such, four activities that explore Trigonometry were elaborated, and
a sequence of applets was constructed, about the Unit Circle and the Trigonometric
Functions, based on the free software of dynamic geometry GeoGebra. The majority of

these activities has been applied in high schools where the author is a teacher.

Keywords: Teaching of Mathematics. Trigonometry. Teaching Practice. Significant
learning.
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INTRODUCAO

Este trabalho se inicia tomando como referéncia a propria pratica da professora
autora, Thais de Oliveira, que faz a reflexdo e andlise da sua propria pratica docente como
professora-pesquisadora.

Levando em consideragdo a experiéncia da professora no Ensino Médio, tanto
em escola publica quanto particular, observou-se a dificuldade que os alunos tém em adquirir
significado sobre os elementos da Trigonometria. Muitas vezes, os alunos se referem ao tema
como um amontoado de férmulas sem significado algum.

Nas escolas de referéncia desta pesquisa, Colégios Objetivo de Mogi Mirim e
de Mogi Guagu, usa-se material apostilado que propde o estudo da Trigonometria na primeira
série do Ensino Médio e sua revisdo na terceira série. No primeiro momento os alunos estdo
em processo de adaptacdo ao Ensino Médio e é proposto um estudo das estruturas basicas que
envolvem a Trigonometria (Razdes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo, Ciclo
Trigonométrico e as Fungdes Trigonométricas). Na ultima série do Ensino Médio ¢ proposta
uma rapida revisdo e, a partir dai, sdo exigidos conceitos mais aprofundados sobre o tema,
principalmente com o foco em vestibulares, tornando o trabalho pouco proveitoso caso o
aluno nao tenha aprendido os conceitos basicos anteriormente.

A observagdo de materiais didaticos e de propostas pedagdgicas sobre o tema
permitiu a reflexdo sobre a dificuldade que os alunos encontram em dar significado a estas
relacdes trigonométricas, talvez pela maneira expositiva ¢ sem movimento da exploragao do
tema, talvez pela falta de preparacdo do professor em explorar as diversas situagdes
experimentais propostas. Vale ressaltar que nos referimos a essa falta de preparacao por, na
maioria dos experimentos propostos termos a geracdo de erros por manipulagdo imprecisa de
objetos.

O tema escolhido tem uma rica abordagem didatica sobre assuntos do
cotidiano, contextos da Histéria da Matemadtica e em Experimentos Praticos. H4, também,
uma contribuicdo significativa da informatica e do uso de tecnologia em sala de aula. Neste
trabalho foram estruturadas algumas atividades, com diferentes metodologias, que abordam os

diversos contextos da Trigonometria:
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= Em uma primeira atividade optou-se pelo estudo das razdes
trigonométricas no tridngulo retangulo através de manipulacdo de
triangulos semelhantes, coleta de dados, registro em tabelas e confronto
dos resultados obtidos com as Tébuas Trigonométricas;

= Na segunda atividade, foi escolhido fazer experimento pratico com a
manipulagdo de um objeto rastico chamado Inclindmetro para a
exploragdo de alturas inacessiveis;

= A terceira atividade confronta a necessidade de usar o radiano como
unidade de medida de angulos e arcos. A transi¢do ¢ explorada através
da quantidade de raios que cabem no comprimento da circunferéncia.

= A quarta atividade promove a transicdo das Fun¢des Trigonométricas
do Ciclo Trigonométrico para o Plano Cartesiano através da
manipulagdo de materiais concretos como barbante e canudos para a
constru¢do do grafico da Fungao Seno.

= Ainda hd o momento a produgdo de aplicativos que relaciona a
Trigonometria do triangulo retangulo, o Ciclo trigonométrico e as
Fungdes Trigonométricas usando Geometria Dindmica e a tecnologia
disponivel na sala de aula.

Todas as atividades foram aplicadas durante as aulas da professora-
pesquisadora que adaptou este trabalho ao conteido programatico das escolas. Apenas
algumas sdo relatadas neste trabalho.

A validagdo da sequéncia de atividades aplicadas foi feita pelo confronto entre
a andlise das dificuldades detectadas sobre o tema e a opinido de alunos e professores
referente a experiéncia e contato com as atividades. A partir disso e da confirmacdo das
hipdteses de pesquisa, foi possivel responder a questao de pesquisa: “Pode-se construir uma
aprendizagem significativa para o aluno, no conteudo de Trigonometria, por meio de novos
conhecimentos do professor?”

Para estruturar a dissertacdo, apresentam-se, no primeiro capitulo, os
referenciais teéricos com o objetivo de refletir sobre a necessidade da reformulacdo da
educagao e da pratica docente. O foco ¢ desenvolver habilidades e competéncias nos alunos
da escola bésica e, a partir do conteido e do conhecimento do professor promover uma
aprendizagem significativa sobre Trigonometria.

No segundo capitulo tem-se um estudo epistemologico da Trigonometria. Este

estudo ampara a constru¢ao da sequéncia de atividades e a comparacdo entre a sequéncia
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histérica e a sequéncia didatica escolhida que nem sempre coincidem. Exemplo: ensinam-se,
primeiramente, as razdes trigonométricas no triangulo retangulo e, posteriormente, as relagdes
trigonométricas no ciclo, porém historicamente inicia-se o estudo da trigonometria pelas
cordas do circulo.

No terceiro capitulo propde-se um referencial tedrico que envolve tecnologia e
a sala de aula, fundamentando, assim, as propostas didaticas que envolvem essas dinamicas
atuais e a pratica e formagao do professor frente a esse referencial.

No quarto capitulo sdo relatadas trés atividades aplicadas com suas respectivas
descrig¢des e analises: o procedimento metodoloégico do trabalho de campo, os procedimentos
didatico-pedagogicos das atividades em classe, as escolhas feitas € os motivos para tal em
cada atividade e os resultados obtidos sob diferentes pontos de vista. Ainda neste capitulo sdo
relatadas as experiéncias com o software GeoGebra e a analise feita sob o ponto de vista de
alunos que tiveram contato com esses aplicativos produzidos.

Vale ressaltar que todos os produtos obtidos com essa dissertagao de mestrado
foram publicados como aulas no Portal do Professor do MEC, para divulgagdo e
disponibilizagdo do material a fim de contribuir para o Ensino de Trigonometria nas escolas

basicas.
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CAPITULO 1

O Curriculo Escolar e a Pratica Docente

1.1 INTRODUCAO

Este capitulo descreve e contextualiza a fundamentagao teorica escolhida como
referéncia de metodologia desta dissertagdo: construir uma pratica docente diferenciada com o
desafio de construir uma metodologia a partir de um determinado contetido, desenvolvendo
muitos dos diferenciais pedagogicos propostos para o Ensino de Matemadtica, principalmente
no Ensino Médio.

Esta proposta parte dos pressupostos descritos nos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio' (PCNEM) que objetiva para o professor as habilidades e
competéncias que seu aluno deve adquirir ao ser formado na educacdo bdasica e, discute a
condugdo do aprendizado com referencias a uma teoria que propde o desenvolvimento do
potencial pedagdgico a partir do conhecimento do proprio professor, trazida por Lee S.

Shulman (SHULMAN 1986).

1.2 TRANSFORMACOES NA PROPOSTA DE ENSINO

Frente as transformagdes sociais e culturais da sociedade contemporanea, as
leis e diretrizes que redirecionam a educagdo basica se adequam com o intuito de repensar

sobre suas estruturas. Nos ultimos anos, principalmente em 2009, pdde-se perceber uma

! Esta referéncia do PCNEM é uma proposta para o Ensino Médio que relaciona as competéncias indicadas na Base Nacional
Comum, correspondentes a area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias e pode ser consultada pelo site
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf.
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corrente de mudangas acontecendo, principalmente no ambito dos vestibulares e do ENEM
(Exame Nacional do Ensino Médio) que sdo os principais indicadores de como estd a
educacao no Brasil.

Segundo as informag¢des do PCNEM, o cendrio escolar era dominado por um
ensino tradicional. A partir da promulga¢do da Lei de Diretrizes de Bases de 1961, LDB
4024/61, houve esforcos para renovacao do ensino propondo uma mudanga de curriculo.
Mudanca essa que propunha uma reestruturacdo do conhecimento cientifico para as novas
concepgdes educacionais, deslocando o eixo da questdo pedagogica, dos aspectos puramente
logicos para aspectos psicologicos, valorizando a participagdo ativa do aluno no processo de
aprendizagem.

Essa necessidade também teve influéncia do surgimento da Matematica
Moderna nesta mesma época, que, além de propor uma reformulagdo académica do
conhecimento matematico, expandiu os centros de Ciéncias e de Matematica que acabaram
contribuindo para uma responsabilidade destes em relacdo a formacdo dos docentes das
escolas de nivel basico, fossem na traducdo de projetos ja existentes na area e/ou produgdes
proprias.

Portanto, na década de 70, comegaram as mudangas no ensino. Ha a
democratizagdo do pensamento cientifico propondo que a ciéncia ndo seja exclusiva para
cientistas e academia, mas sim, faga parte da vida de todos os cidaddos. Assim, hd inovagao
na proposta da Lei de Diretrizes e Bases da Educa¢do Nacional (LDB/96) onde os objetivos
educacionais do Ensino Médio foram interpretados e detalhados para direcionar e organizar o
aprendizado.

De maneira geral houve a necessidade de conectar uma matéria a outra
propondo um curriculo com objetivos educacionais amplos: estrutura em que o conteudo seja
aliado a interdisciplinaridade, a contextualizacdo e, a partir de competéncias ¢ habilidades
definidas, permitir que o aluno saia do Ensino Médio como um cidadao completo (percepgao,
satisfacdo, interpretacdo, julgamento, atuagdo, desenvolvimento pessoal ou de aprendizado

permanente).

Neste contexto ndo temos mais o Ensino Médio dividido somente por matérias

e, sim, por grandes areas:
e Linguagens, Codigos e suas Tecnologias

e Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
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e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias

As trés areas interligam e organizam as diversas disciplinas em uma agao
articulada, no interior de cada area e no conjunto das areas. Essa acdo articulada ndo ¢
compativel com um trabalho solitario, definido independentemente no interior de cada
disciplina, como acontecia no antigo ensino de segundo grau — no qual se pressupunha outra
etapa formativa na qual os saberes se interligariam e, eventualmente, ganhariam sentido.
Agora, a articulacdo e o sentido dos conhecimentos devem ser garantidos ja no ensino médio.

Para completar esse movimento, estabelece-se a estrutura das novas
habilidades e competéncias exigidas para satisfazer as necessidades dessa nova sociedade.
Apresentam-se, logo abaixo, as competéncias e habilidades sugeridas pela Resolugao

CNE/98:

l. Representagéo e comunicagdo: Desenvolver a capacidade de comunicagdo.
* Ler e interpretar textos de interesse cientifico e tecnologico.

* Interpretar e utilizar diferentes formas de representagdo (tabelas, graficos,
expressdes, icones...).

» Exprimir-se oralmente com corregdo ¢ clareza, usando a terminologia correta.

* Produzir textos adequados para relatar experiéncias, formular davidas ou
apresentar conclusdes.

« Utilizar as tecnologias basicas de redagdo e informacdo, como computadores.

* Identificar variaveis relevantes e selecionar os procedimentos necessarios para a
producdo, andlise e interpretacdo de resultados de processos e experimentos
cientificos e tecnologicos.

* Identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para aperfeigoamento
da leitura, da compreensdo e da agdo sobre a realidade.

+ Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de varidveis,
representados em graficos, diagramas ou expressdes algébricas, realizando previsdo
de tendéncias, extrapolacdes e interpolagdes e interpretagdes.

* Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou
algebricamente relacionados a contextos socio-econdmicos, cientificos ou
cotidianos.

I1. Investigacdo e compreensdo: Desenvolver a capacidade de questionar
processos naturais e tecnologicos, identificando regularidades, apresentando
interpretacdes ¢ prevendo evolugdes. Desenvolver o raciocinio e a capacidade de
aprender.

» Formular questdes a partir de situagdes reais e compreender aquelas ja enunciadas.

* Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnoldgicos ¢ naturais.
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« Utilizar instrumentos de medigdo e de calculo.

* Procurar ¢ sistematizar informacdes relevantes para a compreensdo da situagdo-
problema.

* Formular hipdteses e prever resultados.
* Elaborar estratégias de enfrentamento das questoes.
* Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e demonstragdes.

* Articular o conhecimento cientifico e tecnoléogico numa perspectiva
interdisciplinar.

* Entender e aplicar métodos e procedimentos proprios das Ciéncias Naturais.

» Compreender o carater aleatério e ndo deterministico dos fendmenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinag¢do de amostras e
calculo de probabilidades.

* Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia para explicar o
mundo natural e para planejar, executar e avaliar intervengdes praticas.

* Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na escola, no trabalho e em
outros contextos relevantes para sua vida.

1. Contextualizagdo sécio-cultural: Compreender e utilizar a ciéncia, como
elemento de interpretagdo e intervengdo, e a tecnologia como conhecimento
sistematico de sentido pratico.

« Utilizar elementos e conhecimentos cientificos e tecnologicos para diagnosticar e
equacionar questdes sociais ¢ ambientais.

» Associar conhecimentos e métodos cientificos com a tecnologia do sistema
produtivo e dos servigos.

* Reconhecer o sentido histdrico da ciéncia e da tecnologia, percebendo seu papel na
vida humana em diferentes épocas e na capacidade humana de transformar o meio.

» Compreender as ciéncias como construgdes humanas, entendendo como elas se
desenvolveram por acumulagdo, continuidade ou ruptura de paradigmas,
relacionando o desenvolvimento cientifico com a transformagao da sociedade.

e Entender a relacdo entre o desenvolvimento de Ciéncias Naturais ¢ o
desenvolvimento tecnologico e associar as diferentes tecnologias aos problemas que
se propuser e se propde solucionar.

* Entender o impacto das tecnologias associadas as Ciéncias Naturais, na sua vida
pessoal, nos processos de produgdo, no desenvolvimento do conhecimento e na vida
social. (CNE/98, apud PCNEM p. 12-13)

A estruturagdo dessas competéncias e habilidades sao referenciais tedricos para
uma readequacdo de toda uma organizagdo que serd discutida na sequéncia. Cada uma das
disciplinas deve estabelecer conexdo entre o aprendizado do conhecimento especifico e as
competéncias gerais a partir da organizacdo de programas de ensino e busca por novos

conhecimentos.
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1.3 O ENSINO DA MATEMATICA NESTA PERSPECTIVA

No conjunto das disciplinas estudadas em todo o ensino basico, a Matematica

recebe certo privilégio pela sua universalidade:

No Ensino Médio, quando nas ciéncias torna-se essencial uma constru¢ao
abstrata mais elaborada, os instrumentos matematicos sdo especialmente
importantes. Mas ndo € so nesse sentido que a Matematica é fundamental.
Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea, da
musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a
cartografia, das engenharias as comunicagdes, em que a Matematica ndo
comparega de maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e
interpretar compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, freqiiéncias
e quantas outras variaveis houver. A Matematica ciéncia, com seus
processos de construgdo e validagdo de conceitos e argumentagdes € 0s
procedimentos de generalizar, relacionar e concluir que lhe sdo
caracteristicos, permite estabelecer relagdes e interpretar fendmenos e
informagdes. As formas de pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da
descri¢do da realidade e da elaboracdo de modelos. (PCNEM, p.9)

A partir dessa visdo ha a necessidade da conexdo do programa de ensino com
atividades que promovam o raciocinio de forma coordenada permitindo que o aluno consiga
construir abstragdes matemadticas sem se preocupar em somente decorar algoritmos sem saber
seu significado. Esta proposta diferencia a pratica docente em seu trabalho, pois exige a
integracao da sua tarefa com atividades que proponham um desenvolvimento das capacidades
de comunicagdo, de resolver problemas, de tomar decisdes, de fazer inferéncias, de criar, de
aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente. E, ainda, adequar esses
elementos a Matematica a fim de motivar o aluno a aprender e a estruturar seu pensamento e
seu raciocinio dedutivo.

A Matematica deve ser vista pelos alunos como ferramenta para enfrentar seus
mais diversos problemas, como um sistema de cddigos e regras que a tornam uma linguagem
de comunicagdo de idéias e permite modelar a realidade e interpretd-la a fim de melhorar a
propria condi¢do humana. E, ainda, ndo perder o foco de que a Matematica ¢ uma ci€ncia com
suas caracteristicas estruturais especificas (com definicdes e demonstragoes).

Observe que ao se envolver com a Matematica, muito mais que contetidos, o
aluno desenvolve a capacidade de abstrair uma idéia, investigar e analisar um contexto a fim
de definir conexdes entre eles com o intuito de interpreta-lo e assim, o aluno aprende a
aprender, passa a ter autonomia e capacidade de pesquisa para confiar no seu proprio

conhecimento.



26

Segundo o PCNEM, as finalidades da Matematica para esse nivel ¢ levar o

aluno a:

» compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permitam
a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagao cientifica geral;

* aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-os na
interpretacao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

* analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido propria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do
conhecimento e da atualidade;

» desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugdo de problemas, de
comunicag@o, bem como o espirito critico e criativo;

« utilizar com confianga procedimentos de resolugdo de problemas para desenvolver
a compreensdo dos conceitos matematicos;

* expressar-se oral, escrita ¢ graficamente em situa¢cdes matematicas ¢ valorizar a
precisdo da linguagem e as demonstragdes em Matematica;

* estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas € o
conhecimento de outras areas do curriculo;

* reconhecer representagdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representagdes;

» promover a realiza¢do pessoal mediante o sentimento de seguranca em relagio as
suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
cooperagao. (PCNEM p. 42)

Além de todas essas exigéncias é preciso explorar o exercicio e atividades de
fixacdo, j4 que a exposicdo com a repeticdo também desenvolve o cognitivo do aluno. A
criatividade dos planos de aula de matematica ¢ evidenciada pela escolha de metodologias

variadas a fim de conectar idéias e produzir significagdes.

1.4 APRATICA DOCENTE

O professor ¢ o mediador de levar todas estas propostas para a sua sala de aula
e, varias pesquisas apontam que a formagdo de professores, seja no aprendizado de Ciéncia e
Tecnologia, ou na interpretagdo e/ou na elaboracdo de materiais instrucionais apropriados nao
tem acompanhado a necessidade da populacdo. Por isso, com esse trabalho ha a proposta de
modificagdo do posicionamento e da estrutura da propria escola, relativamente ao aprendizado

individual ¢ coletivo e a sua avaliacao.

Muitos procedimentos usados neste trabalho sdo fortemente influenciados pelo
pensamento de Shulman (SHULMAN, 1986), pesquisador que tem contribuido para o

fortalecimento adequado dos saberes docentes.
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Shulman aponta para o fato de que a énfase de muitas pesquisas de referéncia a
formagdo docente tem sido em administragdo das salas de aula, organizacao de atividades,
planejamento de tempos e turnos, estruturacdo de tarefas, comportamento do professor com
respeito a criticas e elogios aos alunos, planejamento de ligdes e julgamento do entendimento

dos alunos (ALMEIDA ¢ BIAJONE, 2005).

Ha um ponto essencial ndo contemplado nessas pesquisas que ¢ chamado por
Shulman de “paradigma perdido” (tradugdo livre), caracterizado pela auséncia de foco na
matéria a ser ensinada, que consiste em ndo se questionar como a matéria a ser ensinada ¢
transformada, a partir do conhecimento do professor, no contetido instrucional. Formuladores
de politicas educacionais, ¢ mesmo parte significativa da comunidade de pesquisa tem

esquecido a importancia do conhecimento do contetido a ser ensinado.

Citando Shulman (SHULMAN, 1986), encontramos:

Formuladores de politicas de ensino deixam de compreender que existe uma inevitavel
restricdo em qualquer pecga de pesquisa em qualquer disciplina. Para conduzir uma peca
de pesquisa, estudiosos tem que estreitar a abrangéncia, colocar em foco suas visoes, ¢
formular uma questdo bem menos complexa do que a forma em que o mundo se
apresenta na pratica. ...Nessa necessaria simplificagdo das complexidades do ensino em
sala de aula, investigadores tém ignorado um aspecto central: o assunto a ser ensinado
(tradugdo livre).

Para Shulman, a primeira fonte do que ele denomina base de conhecimento

(knowledge base) ¢ o conhecimento do contetido a ser ensinado. O professor tem

responsabilidades em relagdo a isso, € serve como fonte primaria do entendimento que o aluno

tera dos contetidos objetos de ensino. O conhecimento do contetido refere-se ao montante e
organizagdo do conhecimento na mente do professor.

Pensar adequadamente no conhecimento do conteido requer ir além do

conhecimento dos fatos ou conceitos de um dominio. Requer entender as estruturas

do assunto, que incluem estruturas substantivas e estruturas sintaticas. As estruturas

substantivas constituem a variedade de modos em que os conceitos e principios

basicos da disciplina sdo organizados. As estruturas sintaticas constituem o conjunto

de modos pelos quais veracidade ou falsidade s@o estabelecidas (Shulman, 1986,
tradugao livre).

Para Shulman, um segundo tipo de conhecimento ¢ o conhecimento

pedagogico do conteudo (pedagogical content knowledge). O conhecimento pedagdgico do



28

conteudo vai além do conhecimento da matéria a ser ensinada, e refere-se aos modos de

representacao e formulagdo do conteudo que o torna compreensivel pelos alunos.

Devido a diversidade encontrada no espirito humano, ndo hd uma forma
preferencial de representacdo e formulacdo em nenhum contetido a ser ensinado. Ele depende
de muitos dbvios fatores, tais como contexto social dos alunos de uma classe, formagao prévia
dos alunos, recursos instrucionais disponiveis, etc.. Assim, o professor deve munir-se de um
instrumental, um repertorio de formas alternativas de representagdo e formulaciao do conteudo
a ser ensinado. Muitas dessas formas derivam-se de pesquisa, enquanto outras se originam na

sabedoria da pratica docente do professor.

Assim, como pesquisadora dentro de um programa de mestrado profissional, as
idéias de Shulman incitaram a autora a construir um repertorio de praticas de sala de aula para
o ensino introdutorio de Trigonometria, praticas essas que sdo delineadas e analisadas ao

longo desta dissertagao.
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CAPITULO 2

A Epistemologia da Trigonometria

Desde os tempos remotos, o homem teve curiosidade sobre o tamanho das
coisas, mas medi-las nem sempre foi uma tarefa simples. Quando se deseja medir distancias
inacessiveis, como a largura de um rio, a altura de um prédio, por exemplo, precisamos de

instrumentos especificos e uma teoria fundamentada: A Trigonometria.

2.1 AS CORDAS DE HIPARCO E PTOLOMEU

Com o intuito de desvendar os mistérios do céu (uma esfera gigantesca) os
astronomos gregos, em especial, Hiparco de Rodes (190-120 a.C.) levantou proposigdes que
relacionassem a posi¢do dos astros com angulos. E, para estudar os angulos, relacionou-os

com um segmento de reta na circunferéncia: a CORDA.

Observe nas figuras abaixo o conceito da corda a partir do estudo da época.

Vale ressaltar que este conceito prevalece até os dias atuais.



) i L Figura 2: Pontos A e B na circunferéncia
Figura 1: Circunferéncia de centro O. ~ e
(representag¢do da posi¢do presente e futura dos

astros e planetas no imenso céu).

Figura 4: O segmento de reta AB (a corda)
Figura 3: Os segmentos de reta AO e OB (raios da estabelece relagdo com o dngulo a, “corda de o.”.

circunferéncia) geram o dngulo central o.

Apesar de ndo ter registros, a crenca geral ¢ que Hiparco tenha construido uma
tabela de tais cordas: em uma circunferéncia especifica media diversos angulos e registrava,
para cada um deles, o valor da corda obtida. Hiparco escolheu uma circunferéncia de raio
3438. Essa escolha tem correspondéncia com os minutos de uma circunferéncia: o

comprimento desta circunferéncia, 2-m-r, para r = 3438, ¢ proximo de 21600, e este valor ¢

360 x 60, o total de minutos do arco de uma circunferéncia, logo cada minuto corresponde
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aproximadamente a uma unidade de comprimento sobre a circunferéncia. A constante 7, tal
como a conhecemos agora, ndo era conhecida a época de Hiparco. Mas quando calculamos
21600/(2m), obtemos 3437,74677 (valor aproximado), sendo 3438 o inteiro mais proximo.

Os babildnios, em algum momento antes de 300 a.C., optaram por dividir o
angulo total subtendido por uma circunferéncia em 360 partes, ou 360 graus. O sistema de
numera¢do babilonico era sexagesimal, e assim foram convenientemente definidas
subdivisdes do grau, o minuto, 1/60 de grau, e o segundo, 1/60 de minuto. Hiparco, ao
inaugurar a trigonometria, adotou o sistema babilonico em suas medidas.

Nao ha documentos reproduzindo as tdbuas de cordas de Hiparco, mas outros
matematicos de épocas posteriores lhe creditam a construcdo de uma tabua trigonométrica de
cordas, dos angulos multiplos de 7,5 graus, até 180 graus.

Trazidas para uma linguagem contemporanea, os calculos de Hiparco baseiam-
se em dois fatos.

Chamando de corda(a) a corda subtendida por um angulo central o, temos, e

denotando (corda(a))* por corda’(a), Hiparco deduziu que

corda(180°—a) = \/(2r)2 —corda*(a)
Uma tal propriedade pode ser deduzida a partir dos dados geométricos da

figura 5, apontando desde entdo a importincia dos tridngulos retangulos nesse primeiro

momento da historia da trigonometria.
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Figura 5: corda® (o) + corda’(180° — o) = (2r)*.
Um teorema também estabelecido por Hiparco € o fato de que
corda’(a./2) = 2(21” —corda(180° — a))

Tendo em vista a relagdo
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Jcorda(a) _ sen (g}
2 b

r

traducdo das cordas de Hiparco para a trigonometria dos dias de hoje, e também o fato de que

sen (90°—a) = cos(a) , a tradugdo do teorema de Hiparco ¢

(ron(3)] - orre(3)

[ a l1-cosa
sen”| — |=——

ou seja, trocando-se o/2 por a.,

2 2

De posse de seus dois teoremas, Hiparco foi capaz de calcular uma primeira
tabua trigonométrica de cordas, para angulos multiplos de 7,5°, de 7,5° a 180°. Por exemplo,
2 x 7,5°=15° e a corda do angulo de 15° ¢ calculada bisseccionando o angulo de 60° duas
vezes.

Logo depois se tem registros do maior astronomo grego da Antiguidade,
Claudius Ptolomeu (85-165 d.C.), que escreveu sobre a Teoria das cordas em Almagesto, um
tratado de astronomia que prevaleceu até a revolugdo copernicana no Renascimento. Nesta
obra, todo o primeiro capitulo do livro ¢ dedicado a demonstrar teoremas bésicos sobre
cordas.

Em Katz (KATZ, 1998) encontramos Ptolomeu como autor do seguinte
interessante teorema acerca de cordas de uma circunferéncia.

Se 4, B, C e D sdo quatro vértices consecutivos de um quadrilatero
qualquer, inscrito em uma circunferéncia, entao:

AB-CD+ AD-BC = AC - BD
Em outras palavras, a soma dos produtos dos pares de lados opostos, do

quadrilatero, ¢ igual ao produto das suas duas diagonais.
Por simplicidade, dados dois pontos P e Q, estamos denotando por @ a

medida do segmento de extremos P ¢ Q.



33

C

Figura 6: Teorema de Ptolomeu. AB - CD+AD-BC=AC-BD".

Para demonstrar seu teorema, Ptolomeu considera um ponto E sobre AC de
tal forma que os angulos ABE ¢ DBC tenham a mesma abertura. Isto serd indicado

escrevendo-se ABE = DBC.

Figura 7: O ponto E é escolhido de modo que se tenha ABE = DBC.

Feito isto, Ptolomeu procede a demonstrar que os triangulos ABD e EBC sio

semelhantes.
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Figura 8: Duas etapas da demonstragdo do teorema de Ptolomeu. Os tridngulos ABD e EBC , bem como os
triangulos EBA e CBD , sdo semelhantes.

Isto ¢ verificado notando primeiramente que os angulos ABD e EBC sio

congruentes, pois pela escolha adequada do ponto E, os angulos ABE ¢ CBD tem a mesma

abertura.

inscritos na circunferéncia “enxergando” o mesmo arco 4B .

Além disso, os angulos ADB ¢ BCA sio congruentes, pois sdo angulos

Como BCE = BCA , temos também a congruéncia dos angulos ADB e BCE,

0 que garante a semelhanca dos tridangulos ABD e EBC . Nesta notagéo ¢ indicada a

EBA.

BD
Assim tem-se — =
AD

De maneira analoga, Ptolomeu deduz a semelhanga dos tridngulos e CBD e

CD EA

Finalmente, Ptolomeu deduz:

AD-BC+ AD-CD=BD-EC+BD-EA
= BD-(EC + EA)

%\
Al &
a

=——, e entdo AD-CD=BD-EA.
AB’
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A demonstragdo do teorema de Ptolomeu esta completa.

Mas para que serve? O que tem a ver com a sua trigonometria? A
surpreendente resposta vem a seguir. Com base nesse teorema, Ptolomeu deduz o que viria a
ser a mae das féormulas de subtracdo e adigdo, frequentemente usadas na trigonometria.

Se a e B sdo angulos centrais dentro de uma circunferéncia, sendo a > 3, entdo

2R -corda(a—) = corda(a) - corda(180° — ) —corda(f}) - corda(180° — )
Para deduzir isto, toma-se uma circunferéncia de raio R, e nela sdo tomados
dois angulos centrais de medidas o = AOC ¢ B= AOB , com o > B, tal como indica a figura

abaixo.

Figura 9: Diagrama para dedug¢do da corda da diferenca de dois arcos.

Sendo O o centro da circunferéncia de raio R, o raio O4 & prolongado ao
didmetro AD, tal como indicado na figura 9.

O quadrilatero ABCD estara entdo inscrito na circunferéncia de diametro AD.
Usando o teorema anterior de Ptolomeu, tem-se:
AB-CD+ AD-BC = AC-BD
Esta igualdade, traduzida em termos dos elementos da figura 9, fica:
corda(P)-corda(180° —a) + 2R - corda(a. — ) = corda(a) - corda(180° —f3), ou seja,
2R -corda(a.— ) = corda(a) - corda(180° —f3) —corda(P) - corda(180° — )
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Como corda(a) =2R- sen% e sen(90°—a)=cosa, da equacao da corda da
diferenca imediatamente podemos deduzir a mais moderna relagdo:

sen E—E :sengcosE—senEcosg, isto &,
2 2 2 2 2 2

sen(a—b)=sen acosb—sen bcosa

Ptolomeu entdo construiu sua primeira tdbua de cordas tomando um circulo de
raio 60. Ele conhecia, a partir dos pitagdricos, o valor da corda do dngulo de 36°, que ¢ o lado
do decéagono regular inscrito na circunferéncia.

Assim, por célculo de corda da diferencga, ele foi capaz de calcular a corda de
6° = 36° — 30°. Por bissecgdes, ele chegou as cordas de 3°, de 1,5°, e de 0,75°. A partir dai

construiu uma tabua de cordas com variagoes de 0,75° em 0,75°.

Depois do mundo grego, a Trigonometria passou a ser estudada na India. Os
matematicos da India faziam um estudo da meia-corda, relacionando-os com o dobro do

angulo central, como figura abaixo:

send

Figura 10: As meias-cordas estudadas na India

Os matematicos indianos registravam a medida da meia corda e calculavam e

registravam a razao entre o segmento AM e o raio AO do circulo. Os métodos para encontrar
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o comprimento da corda para angulos arbitrarios tiveram uma evolucdo durante todo o
periodo até que no século XII, Bhaskara trouxe inovagdes aperfeicoando estas técnicas de
aproximacao.

O motivo para esta preferéncia dos indianos pode ter sido o fato de que com o
uso de tridngulos retdngulos, a trigonometria passou a ser tratada a partir de semelhancas de

tridngulos e ndo mais a partir de cordas de um circulo.

2.2 O TRIANGULO RETANGULO

Atualmente, a proposta do estudo da Trigonometria se inicia com o estudo de
um tridangulo retangulo e ndo mais uma corda. Observe na figura 10 que M ¢ o ponto médio da
corda AB da circunferéncia de centro O, portanto o tridngulo OAM ¢ retangulo em M. Pode-
se, portanto, estudar as razdes em um triangulo retangulo qualquer, sem ter a necessidade de
pensar na circunferéncia como os indianos.

O estudo do tridangulo retdngulo vem como proposta inicial para introduzir-se
trigonometria nos livros didaticos desde a ultima série do (9° ano) do Ensino Fundamental II.
Nesta proposta tem-se uma conexdo muito presente deste tema com a Geometria. Propde-se
aos alunos olhar de maneira diferenciada ao estudo das Semelhancas de Triangulos: a
observacdo de que a razdo entre dimensdes de um triangulo retangulo comparadas as razdes
correspondentes obtidas em um tridngulo semelhante gera o mesmo valor. Observem, na

figura abaixo, dois tridngulos retangulos semelhantes ABC e A, B,C, (medidas dos

comprimentos dos lados do tridngulo aproximadas com apenas duas casas decimais de

aproximacao):
'(31
c 17.32
10.04 10.42
6.04
a7 370 ’_
3 8.01 A B 13.83 A

Figura 11: Tridngulos semelhantes e suas medidas.
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Mostra-se, na tabela abaixo, o calculo de algumas razdes feitas entre os lados

escolhidos em ambos os triangulos:

AC_ 604 _ | AG _1042_
BC 1004 BC, 1732
AB_ 801 _ o | AB _1383_ .
BC  10.04 BC, 1732
AC_604_ .o | AC _1042_
AB 8.0l AB, 13.83

Tabela 2: Razoes calculadas nos triangulos da figura 11 (valores aproximados).

A partir do estudo da semelhanga de triangulos, sabe-se que a razdo entre lados
correspondentes em triangulos semelhantes mantém uma razdo de proporcionalidade
constante. Desta forma, pode-se ampliar este estudo para a trigonometria: se essa razio ¢
constante, portanto, pode-se observa-la em um tridngulo acessivel (que seja possivel tirar suas
medidas com régua, trena, metro) e transferir seus dados obtidos para um outro tridngulo
semelhante, cuja as proporgdes sejam inacessiveis. E essa idéia ird contribuir para a evolucao
dos conhecimentos da Geografia e Astronomia de forma direta.

Aprofunda-se nesta idéia matematica afim da observacao de regularidades em
tridngulos semelhantes. Dois triangulos semelhantes tém lados proporcionais, porém, nestes
tridngulos angulos internos correspondentes sdo congruentes. A partir desta regularidade,
pode-se estabelecer uma tabulacao para cada uma destas razdes em fung¢ao de um determinado

angulo agudo observado em um conjunto de tridangulos semelhantes.
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2.3 ANOMENCLATURA

Depois de observadas regularidades em Matematica ¢ necessario estabelecer
padrdes de nomenclatura para facilitar o registro das informagdes obtidas. Historicamente, as
idéias indianas das meias cordas foram levadas para a Europa pelos arabes de uma maneira
muito interessante que gerou certa confusdo. Na lingua sanscrita (ou sanscrito) da India, a

tradugdo de meia corda era jya —ardha (ou s6 jya) e foi traduzido para jiba na Arabia e,
como este povo ndo costumava a usar vogais tivemos de jiba para jb. Jb foi traduzido na
Europa com jaib que significa angra ou baia e posteriormente traduzida por Sinus (palavra

latina que lembra concavidade, sinuosidade, logo, baia) e assim chegamos ao SENO,
nomenclatura que se mantém até os dias atuais.

Com a evolugdo dos conhecimentos era necessario trabalhar com o seno do
angulo complementar: sinus complementi. Este termo foi modificado para co. sinus e, entdo,
cosinus. Chegamos entdo ao COSSENO.

Percebemos que a partir do seno ¢ possivel construir todas as outras relagdes
trigonométricas como tangente e secante, por exemplo. Estes termos surgiram apds 1500.
Finalmente, em 1595 o nome Trigonometria (Medida de Triangulos) foi inventado por
Bartholomeo Pitiscus (1561-1613) que usou este nome para titulo de seu livro. A partir desta
publicagdo, os estudos sobre Trigonometria ndo se restringiram a astronomia, mas também
servia para medi¢des de terra, a geografia e at¢é mesmo na algebra (para resolver equagdes
cubicas).

Para o estudo do Triangulo retangulo, torna-se também necessario estabelecer
nomes aos diferentes lados do tridngulo retangulo a fim de facilitar a linguagem, comunicagao
e o registro das descobertas. Primeiro, torna-se necessaria a familiarizacdo com os nomes dos
trés lados do tridngulo retangulo dado um angulo agudo determinado:

e HIPOTENUSA: lado oposto ao angulo reto;

e CATETO OPOSTO: lado oposto ao angulo agudo determinado;

e CATETO ADJACENTE: lado que com a hipotenusa compde o angulo

determinado;
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i
L= v
] - hipotenusa (h}
= \ a oy
= o hipotenusa (h} =
o & ‘3 e
o m =
o cm :E' [=T1]
(==} n <E
ar o
=5 = 3
52 & -
A
m
L

Cateto oposto
Cateto adjacente (ca) {co) ao dngulo &

ao dngule &

Figura 12: Nomenclatura no Triangulo Retdngulo.

Observa-se que esta nomenclatura dos catetos do tridngulo retangulo estdo
diretamente ligados a escolha de um angulo agudo determinado. Transpondo-se os
conhecimentos adquiridos na India para os referenciais didaticos estudados atualmente sobre
triangulos retangulos, tem-se estabelecida uma nomenclatura as razdes calculadas, facilitando
o registro de seus dados. Dado, o um angulo interno (agudo) de um tridngulo retangulo, tem-
se:

cateto oposto cateto adjacente
seno = cosa =

hipotenusa hipotenusa

A construcdo do SENO e do COSSENO entdo intimamente relacionadas.
Como ja visto, o Cosseno ¢ entendido como o Seno do complemento. Lembrando que
angulos complementares sdo angulos cuja soma vale 90°, tem-se no tridngulo retangulo
necessariamente um angulo reto e dois angulos agudos e a soma de angulos internos de um
triangulo retangulo sendo 180°. Como o reto ja contribui com 90°, os outros 90° sdo a soma

dos agudos.

—l o

Figura 13: Em um tridngulo retangulo de dngulos agudos internos o e f, temos que a. + f§ = 90°.

Assim, sendo, ¢ estabelecido que: a+p=90°< o e [} sdo complementares

e, portanto, sen oo =cosf3 € sen B=cosa.
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Também torna-se necessario explorar outras as relagdes que intermediam o
seno (razao primitiva) € o cosseno, por exemplo, a tangente.

A Tangente ¢ entendida como a razdo entre o Seno e o Cosseno. Observe os
calculos:

cateto oposto

sen o hipotenusa cateto oposto oo
= ; = ; =1g
cosa,  cateto adjacente  cateto adjacente
hipotenusa

Da mesma forma, pode-se estabelecer outras razdes trigonométricas, as razoes
trigonométricas secante (inverso do cosseno), cossecante (inverso do seno) e cotangente
(inverso da tangente).

Conclui-se que a construgdo das tabelas trigonométricas foram feitas a partir da
medi¢do de meias cordas e, no Ensino Basico, a Trigonometria comega a ser estudada a partir
do Triangulo Retangulo, reafirmando a idéia que o ordem didatica escolhida pelo professor

ndo precisa seguir rigorosamente os fatos como o surgimento histérico do proprio conceito.

2.4 0 CICLO TRIGONOMETRICO

Dando continuidade a evolugdo do estudo da Trigonometria, no Ensino Médio
¢ proposto seu estudo com um fundo muito mais algébrico que geométrico. Volta-se ao
estudo do circulo para construir a idéia fundamental de modelar fendmenos periodicos.
Leonhard Euler (1707-1783) introduziu a idéia de que o seno poderia ser entendido como uma
funcdo do arco em uma circunferéncia com raio unitario, circunferéncia esta que ¢
denominada Ciclo (circulo) Trigonométrico.

Para trabalhar a transi¢do do Tridngulo Retangulo para o Ciclo Trigonométrico
vé-se a necessidade de estudar novamente o circulo. E fundamental o estudo de diversos
elementos de sua construcdo para que todos os pormenores desta construgdo sejam
detalhados.

Na Trigonometria ¢ de essencial importancia a medida dos angulos em
radianos. Entende-se que um angulo central de um circulo cujo arco definido tem o mesmo

comprimento que o raio do circulo ¢ 1 radiano. Exemplo: dado um circulo de centro O e raio
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04,0 angulo BOA mede 1 radiano (1 rad = 1 raio) ja que se trata de um angulo central cujo

arco B4 tem a medida de um raio desta circunferéncia;:

medida de um raio

Figura 14: Representag¢do de um radiano.

Em radiano, pode-se apontar a forma especialmente simples que tomam as
expressdes que permitem calcular o perimetro de um arco de circunferéncia ou a area de um
setor circular, em fun¢do do raio e do angulo, quando este esta em radianos. Exemplo: Um
arco de 3 radianos em uma circunferéncia de raio 2 cm mede 6 cm. Entende-se por 3 radianos,
3 raios. Ja que cada raio mede 2 cm, 3 raios serdo 6 cm.

Pode-se associar aos conceitos de trigonometria a periodicidade, ja que muitos
fendmenos naturais e/ou situacdes do cotidiano podem ser modeladas para as fungdes

trigonométricas a partir do estudo da repeticao de certo padrao.

Uma propriedade fundamental das fungdes trigonométricas € que elas sdo
periddicas. Por isso s@o especialmente adaptadas para descrever os fendmenos de
natureza periodica, oscilatoria ou vibratdria, os quais abundam no universo:
movimentos de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulagdo de sangue,
batimentos cardiacos, etc.

A importancia das fungdes trigonométricas foi grandemente reforgada com a
descoberta de Joseph Fourier, em 1822, de que toda funcao periddica (com ligeiras e
naturais restricdes) ¢ uma soma (finita ou infinita) de funcdes do tipo
a-cos(nx)+b-sen(nx) . Para que se tenha idéia da relevancia deste fato, que

deu origem a chamada Analise de Fourier, basta dizer que, segundo o banco de
dados da revista “Mathematical Reviews”, o nome mais citado nos titulos de
trabalhos matematicos nos tltimos 50 anos ¢ o Fourier. (LIMA, 2006, p. 214)

Relacionam-se as razdes trigonométricas do tridngulo retangulo com as
medidas das projecdes de um ponto sobre os eixos coordenados, dando uma nova

interpretacdo ao seno e cosseno.
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Para compreender esse estudo ¢ preciso recorrer a idéia de Descartes da
organiza¢do de pontos no plano para desenvolver o estudo do Ciclo Trigonométrico, por isso,
entendemos que a associagdo do centro de uma circunferéncia de raio unitario a origem do
plano cartesiano se faz necessaria para o estudo da Trigonometria neste contexto.

E proposto abaixo certo detalhamento desta teoria a partir do modelo de um
ponto girando em torno de uma circunferéncia. Inicialmente parti-se da juncdo do centro da
circunferéncia de raio » com a origem do Plano Cartesiano para se estabelecer os elementos

principais:

e Pontos estratégicos: O(0,0)— origem do Plano Cartesiano e Centro da

circunferéncia; A(r,0) — origem da trajetéria a ser estudada; P(x,,y,) — ponto
genérico da circunferéncia estudada; X ,(x,,0) — ponto que representa a
proje¢do de P no eixo x; ¥,(0,y,) — ponto que representa a projegdo de P no
eixo y;

e Sentido anti-horario: adotado como o sentido positivo da trajetéria de P, sobre

a circunferéncia, a partir de 4;

2*Q

[ W

0=1(0.0)

=

Figura 15: Modelo ideal para contextualizar as fungoes trigonométricas.

A partir dos objetos ja construidos para o modelo, podem-se atribuir algumas

relacdes importantes e fundamentar novos objetos de estudo. O primeiro objeto a ser estudado
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¢ 0 arco AP . Para estudé-lo, traga-se o raio OP para relacionar o angulo a formado por

A

AOP.

E muito importante deixar claro que apesar da diferenga de conceito entre o

arco ¢ o angulo muitas vezes uma palavra ¢ usada pela outra ja que a medida em graus ou

radianos do arco AP coincide com a medida do angulo o (angulo central), portanto, ndo
havera perigo de confusdao no uso da mesma palavra para significar duas coisas diferentes. No

contexto serd sempre claro o conceito a que se refere.

QUADRANTE FIGURA a PONTO P
y
Ponto com
0°<a<90° abscissa
1 0<a< n positiva e
2 ordenada
positiva
Ponto com
90° < o, < 180° abscissa
= T negativa e
—<a<n
2 ordenada
positiva
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-

a

Ponto com

180° < o0 < 270° abscissa

3° f \ A 3 negativa e

4 T
x =0/ % Tc<(x<_
2

4

ordenada

negativa

Ponto com

270° < o < 360° abscissa

4° positiva e

3n
x| —<a<2xn
2 ordenada

negativa

Tabela 3: Estudo do Ciclo Trigonométrico na Primeira determina¢do Positiva

Se o ponto P continuar sua trajetdria havera sempre uma repeticdo de posicao
correspondente a uma trajetoria j4 estudada no percurso citado acima (refere-se a esse
percurso como primeira determinagdo positiva). Assim, tem-se estabelecida a relacdo de
periodicidade.

Neste momento tem-se estabelecida a relagdo do tridngulo retangulo com o
ciclo trigonométrico. Para o professor ¢ muito interessante a observagdo que este contexto se
aproxima muito da idéia inicial das cordas de Ptolomeu. Propde-se, como andlise inicial, o

estudo apenas no primeiro quadrante. Observa-se a formagao do triangulo retdngulo OX P e

toma-se como referéncia o angulo agudo o.
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Figura 16: Imagem com um zoom no tridngulo retdngulo formado.

Para este tridngulo, tem-se:

— OP : hipotenusa do triangulo retangulo e raio » da circunferéncia;

— PX, : cateto oposto a o ;

— OX, : cateto adjacente a o.;

— O segmento OY, € congruente ao segmento PX, ;

Calculando-se as razdes trigonométricas para este tridngulo retangulo, tem-se:

cateto oposto cateto oposto

sen(a) = — cos(a) = ——
hipotenusa hipotenusa
sen(a) = }E" cos(a) = %
orP OP
sen(a) = 0%, cos(a) = OX,
B
OY, =r-sen(a) OX, =r-cos(a)

Observe que os segmentos que ligam a origem as projecdes do ponto P nos
eixos dependem do raio da circunferéncia e das razdes trigonométricas. Desta forma,
padronizou-se que no Ciclo Trigonométrico o raio seria unitario. Como conseqiiéncia o

segmento que liga a origem a projecdo de P no eixo y € a representagdo do seno de o

(0Y, =sen(a)) e o segmento que liga a origem a proje¢do de P no eixo x € a representacdo

do cosseno de a (OX, =cos(a)).
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Pode-se transferir essa idéia para os outros quadrantes. O angulo a tem um
comportamento especifico em cada um dos quadrantes: no primeiro quadrante temos
0°<a<90°; no segundo quadrante temos 90°<a <180°; no terceiro quadrante temos
180° < a0 < 270° e, no quarto quadrante temos 270° < o <360°. Agora, apropria-se de um

angulo B que seja um angulo agudo interno do tridngulo retdngulo para o estabelecimento de

novas relagdes:

-
-

YPy= === P

No primeiro quadrante temos No segundo quadrante temos
0°<0<90° e a=p 90° <0 <180° ¢ o =180 —P
¥ i

d /\ ﬂ\ i

B & =x \ B =x
No terceiro quadrante temos No quarto quadrante temos
180° < <270° e . =180°+f3 270° <o <360° e a=360°—-f

Tabela 4: Estudo do dangulo interno do triangulo  com o dangulo a do Ciclo em cada quadrante.

Portanto, estabelecem-se simetrias do segundo, terceiro e quarto quadrantes

com o primeiro. E, pode-se definir de [ em [J as fung¢des trigonométricas definidas por

f(x)=sen(x) e g(x)=cos(x).
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Estes conceitos, tratados aqui neste capitulo com detalhamento, ndo costumam
aparecer com tanta freqiiéncia nos livros didaticos e trata-se de uma transi¢do de informagdes

carregadas de conteudos que devem ser pormenorizados.
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CAPITULO 3

A Matematica e a Tecnologia

3.1 INTRODUCAO

As Tecnologias de Informagao e Comunicagdo (TIC) promovem uma mudanga
nos paradigmas educacionais com o uso de hardware, software e telecomunicagdes pela
sociedade. Iniciamos esta reflexdo a partir da abordagem de Ubiratan D’ Ambrosio sobre as

tecnologias:

“As novas tecnologias exigem o despertar de uma nova consciéncia. Revalorizam o
individuo pelo que ele ¢, nao pelo que ele tem. Alguns dirdo: Quem manda é quem
tem o hardware e o software. Nao posso concordar. O hardware e o software sdo e
continuardo sendo estipidos, incapazes de iniciativas. (...) Assim como o hardware,
o software so € operacional se houver um operador, e este ¢ um individuo.” (Apud
Miskulin, 1999, p. 40)

Para contribuir para a constante evolugdo da humanidade ressalta-se a
necessidade do individuo se adaptar as novas exigéncias de um mundo globalizado.
Exigéncias essas que vao de frente com o proprio curriculo de sala de aula e a pratica docente:
de um lado temos o professor, que teve uma educagdo tradicional, acostumado a usar somente
giz ¢ lousa em suas aulas e, do outro, alunos que vivem em meio a tecnologia fazendo uso de

video-game e computador com proposito de se divertirem e gastarem a maior parte de seu
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tempo, e que precisam de uma formagao condizente com as expectativas de um mercado de

trabalho exigente em constante mutagao.

3.20 ALUNO E A TECNOLOGIA

O publico do cotidiano escolar atual tem propositos bem delimitados. Eles
querem dar sentido a vida, e rapido, enquanto fazem outras dez coisas a0 mesmo tempo.
Comunicam-se através de diversos recursos, seja ao vivo, pelo celular, e-mail, programas de
mensagens instantdneas ou qualquer outra ferramenta de comunica¢do que venha a surgir no
mundo. Nao precisaram aprender a dominar as maquinas, mas nasceram com TV, computador
e comunicacao rapida dentro de casa.

A geracdo que convive com ferramentas virtuais desenvolve um sistema
cognitivo diferente. Sdo exigentes e seletivos com a intencdo de estar aprendendo o tempo
todo. Mas, dessa vez, o professor precisa ser alguém ético e competente, afinal, estamos em
um ambiente onde o acesso a qualquer informagdo ¢ muito rapida e ha exigéncia de
atualizacdo continua. O processo de ensino-aprendizagem tornou-se uma relacdo horizontal,
pois os alunos sdo estimulados a se expressarem e contribuem muito com a relagdo de ensino
do ambiente escolar.

Para enfrentar o momento atual, todos os elementos envolvidos na educagao,
seja a escola, os professores, os pais, precisam de formacao continuada tanto para prender a
atencdo do aluno com o intuito de forma-lo como cidaddo e prepara-lo para enfrentar os
processos de busca e investigacao de novas formas e meios de se compreender a realidade. O
professor, em especifico, precisa de treinamento criterioso € uma preparagdo solida para

definir novas metodologias que o conectem com esse avango.

3.3 ESTRUTURAS COGNITIVAS EXPLORADAS COM A
TECNOLOGIA

Aulas tradicionais tornam-se inconcebiveis, pois, para que os alunos

desenvolvam as habilidades e competéncias exigidas no ensino médio, a sua formacao deve
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contemplar uma integragdo de conteudos. Assim, o envolvimento da tecnologia com a sala de
aula pode facilitar o processo de ensino-aprendizagem permitindo que algumas visualizagdes
abstratas tornem-se mais concretas aos alunos. Trata-se de novos ambientes, contextos
propicios para o desenvolvimento de nogdes e conceitos geométricos e algébricos.

Podem-se destacar algumas possibilidades que o uso da informatica pode trazer

ao processo de ensino-aprendizagem de Matematica:

a) a linguagem visual, que estimula novo meio de comunicagdo de
conceitos abstratos, tornando a tarefa de compreensdo da linguagem
matematica mais agradavel,

b) a interatividade, que propicia a oportunidade de introduzir
experiéncias em laboratorios para instigar o espirito de investigagdo de
propriedades, conjecturas de novas propriedades, confirmacdo de
resultados, etc.;

c) o desenvolvimento de atividades manipulativas concretas, que
permitem o acompanhamento mais personalizado da aprendizagem,
respeitando as diferencas individuais;

d) o desenvolvimento da sensibilidade em relagdo aos conceitos
matematicos de natureza pura e aqueles inerentes ao uso de
equipamentos etc. (Yuriko; Villagra, 2004, p. 8)

Essas possibilidades destacadas sdo referenciais de inovagao e adaptagdo a uma
sociedade que estd sempre em movimento, correndo contra o tempo.

A linguagem visual ¢ uma caracteristica desta sociedade, j4 que a imagem
contribui para uma comunicacao rapida. Na imagem ¢ possivel colocar elementos principais
que se deseja transmitir e, explorar as informacdes qualitativas e quantitativas sobre
determinado referencial de forma clara e resumida. Na Matematica, além de desenhos
comumente explorados em Geometria, temos a necessidade de uso de tabelas e graficos.

A interatividade em meios as TIC podem ser exemplificadas pelo computador:
informagdes trocadas nos computadores via Internet sdo mais rapidas e inovadoras em frente
as informagdes dadas por um jornal de papel.

As atividades manipulativas fazem parte de uma cultura que ndo quer ser sé
expectadora, mas sim, participar das interacdes inclusive para validar as informagdes
trocadas. Na maioria das aulas tradicionais de matematica, o conteudo ¢ passado de uma
forma organizada, como se 0os matematicos passassem de teorema a teorema de forma quase
que natural, superando qualquer dificuldade. Sdo exposi¢cdes polidas que ndo mostram o
processo criativo, as frustracdes e o longo e arduo caminho que estes tiveram para obter o
conhecimento. A manipulagdo do conhecimento promove as descobertas e permite a

construcao de significagdes.
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3.4 O PROFESSOR E A TECNOLOGIA

Para adaptar-se a uma sociedade dindmica em constante evolu¢do € necessario
atualizacdo com relagdo as diversas informacdes disponiveis inclusive as das TIC. O
profissional de hoje, inclusive o professor, deve selecionar e analisar as informagdes obtidas
e, a partir disso, decidir como usar essas ferramentas para atualizar e aperfeigoar suas praticas

profissionais.

Evidentemente, a sociedade e os professores tém um tempo de adaptacdo. Jodo
Pedro da Ponte, em seu texto Tecnologias de Informa¢do e Comunica¢do na Formagdo de

Professores: Que desafios? Aponta certo desconforto dos professores frente as TIC:

“Encontramos actualmente entre os professores atitudes diversas em relagdo as
tecnologias de informagdo e comunicacdo (TIC). Alguns, olham-nas com
desconfianga. Outros, usam-nas na sua vida diaria, mas ndo sabem muito bem como
integrar na sua vida profissional. Outros, ainda procuram usa-las em suas aulas sem,
contudo, alterar as suas praticas. Uma minoria entusiasta desbrava caminhos,
explorando incessantemente novos produtos e idéias, porém defrontam-se com
muitas dificuldades como também perplexidades. Nada disto é de admirar. Toda a
técnica nova so € utilizada com desenvoltura e naturalidade no fim de um longo
processo de apropriagdo.” (Apud CRECCI, 2009, p. 67)

Pesquisas apontam a dificuldade do professor em usar a tecnologia em sala de
aula. Inclusive recentemente foi publicada uma pesquisa feita pela Fundagdo Victor Civita®,
onde se conclui que a maioria das escolas analisadas tem recursos materiais para fazerem
algum tipo de uso pedagégico do computador, porém, os professores ndo apresentam
formagao para isso € usam pouco ou nem usam o computador para desenvolver seus trabalhos
docentes.

Essa dificuldade em inovar o ambiente de sala de aula utilizando as TIC pode
ser modificada a partir de novas praticas partindo do interesse por pesquisar novas fontes e
usar a criatividade para explora-la. O trabalho com tecnologia exige aprender continuamente e
esse processo fica facilitado se ndo for solitario. E necessario que o professor seja munido de
informagdes e em cooperacdo com outros profissionais busque um exercicio coletivo de

memoria, imaginagdo, percepcao, raciocinios € competéncias para a producao e transmissao

* Pesquisa que pode ser obtida através do site http:/revistaescola.abril.uol.com.br/fve/pdf/estudo-computador-
internet.pdf
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de conhecimentos para reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante
movimento.

Concordando com as idéias acima apresentadas, acredita-se que a pratica
docente ndo necessite ser superada ou substituida, mas sim, renovada. Segundo Miskulin
2006, ¢ preciso um redimensionamento no processo educativo que conceba o “aprender
fazendo”, de forma que professores sejam aprendizes e construtores de sua propria formagao a
partir de buscas de novas estratégias e criacdo de novos caminhos que favorecam a
reconstrucao da pratica pedagdgica do professor a partir do uso de tecnologias no contexto
educacional.

Segundo Papert (1985):

O educador deve atuar como antropdlogo. E, como tal, sua tarefa ¢ trabalhar para
entender que materiais dentre os disponiveis sdo relevantes para o desenvolvimento
intelectual. Assim, ele deve identificar que tendéncias estdo ocorrendo no meio em
que vivemos. Uma intervencdo significativa s6 acontece quando se trabalha de
acordo com essas tendéncias. Em meu papel de educador-antropélogo eu vejo as
novas necessidades sendo geradas pela penetracdo dos computadores na vida das
pessoas. (Apud MISKULIN, 2006)

Uma primeira iniciativa a ser explorada trata da busca de materiais
desenvolvidos na Internet, uma rede dinamica que faz parte integral da vida das pessoas seja
na Educagdo, em negocios, em lazer. A Internet pode ser interpretada como uma biblioteca de
tamanho incalculavel que permite pesquisa ampla. Nesta pesquisa podem-se encontrar boas
idéias e, a partir delas, construir novos conhecimentos usando a criatividade para adaptar
projetos para atender necessidades especiais, locais e pessoais e, assim, desenvolver no
individuo a liberdade de expressar-se como cidaddo pleno integrado e consciente de seus
direitos em uma sociedade cada vez mais competitiva.

Neste ambito, encontram-se projetos que estdo sendo construidos,
principalmente por financiamento do MEC, que buscam o aumento de bancos de dados
confidveis e trazem uma perspectiva diferenciada a pratica de professores. Podemos citar trés
bons exemplos: Banco Internacional de Objetos Educacionais (BIOE), Portal do Professor e
Projeto M?;

O BIOE® ¢ o Portal do Professor® foram langados em 2008 pelo Ministério da

Educacao.

3 Para ter acesso ao BIOE, basta acessar gratuitamente o link http:/objetoseducacionais.mec.gov.br/.

* O Portal do Professor esta disponivel em http://portaldoprofessor.mec.gov.br/index.html.
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O BIOE ¢ um repositorio que compartilha recursos educacionais em diversas
midias e idiomas (audio, video, animag¢do, imagem, hipertexto, softwares educacionais). Esses
recursos sdo de acesso publico e livre e atendem a educacdo infantil, ensino fundamental,
médio, profissional e superior, nas diversas areas do conhecimento. Ao acessar o BIOE, o

professor podera efetuar, além de pesquisa, download das midias que tiver interesse.
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Figura 17: Interface inicial do site de buscas de Objetos Educacionais BIOE

Para Matematica no Ensino Médio estdo dispostos mais de 500 recursos neste
site, a maioria deles trata de Animagdes e Simulacdes, destes, apenas sete tratam o assunto de

Trigonometria:
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Data de i Titul Aut Tamanho dos
Publicacdo =D flulo utores Arquivos

(28/08/2008) @ Trigonometria Silva, Aparecida Augusta 227.1Kb
(10/06/2003) . Trigonometria Bornatto, Gilmar 43.98Kb
(20/07/2009) . Definicio das razdes trigonométricas ;:ncélrgﬁnla, Paulo Manuel 2.016Mb
(17/02/2009) . Seno, Coseno v Tangente de un Angulo Fendt, Walter 17.64Kb
(01/04/2003)

v Ciclo trigonométrico e funcdo cosseno gzdrade, LR e 975.8kb

M Graficos das funcles trigonometricas - Carreia, Paulo Manuel
(06/10/2009) ¥ Funcdo seno Inacio 2.019Mb
(29/08/2008) . Are vou ready for calculus 1? Lovelock, David 173.7Kb

Mostrando os Itens 1-7 de 7

Figura 18: Informagées do site do BIOE’

O primeiro objeto ¢ um software educacional que apresenta cada uma das
funcdes trigonométricas seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante no Ciclo
Trigonométrico separadamente.

J& o segundo objeto ¢ uma Animacdo/Simulacio chamada de Flash
trigonometria, trata-se de um teste com perguntas relacionadas as fungdes trigonométricas.
Sao apresentadas perguntas, seguidas de alternativas as solucdes. O aluno ¢ convidado a
escolher a opcdo que melhor satisfaz ao questionamento, em um determinado espaco de
tempo, e em seguida € verificado o resultado correto.

O Terceiro objeto ¢ um simulador as razdes trigonométricas associadas a um
triangulo retangulo que utiliza como recurso o GeoGebra. O quarto, quinto e sexto objetos
também sdo casos de animagdo/simula¢do que apresentam uma circunferéncia trigonométrica
que descreve ao lado uma sendide, referente as fung¢des seno e/ou cosseno, €/ou uma
tangentoide para a fungdo tangente.

Desta maneira, através de buscas no site, o professor pode ter acesso a muitos
objetos educacionais que facilitam a aprendizagem e, simultaneamente, transformam a aula do

professor.

> Informagdes extraidas do site http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/44/search no dia 17/02/2010
as 17h.
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J4

Ja o Portal do Professor ¢ um site que auxilia o professor na criagdo e
divulgagdo de suas aulas, assim como permite pesquisa de aulas de outros professores sobre o
assunto desejado, permitindo assim uma comunicagdo € a troca de experiéncia entre
profissionais dos mais diversos locais, possibilitando um trabalho colaborativo e uma

disseminagao de idéias.
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Figura 19: Interface inicial do Portal do Professor.

O contetido do portal inclui sugestdes de aulas de acordo com o curriculo de
cada disciplina e recursos como videos, fotos, mapas, dudio e textos, que tornam o conteudo
mais dindmico ¢ interessante para o aluno. Nele, o professor podera socializar suas aulas e
ficar informado sobre os cursos de capacitacdo oferecidos em municipios, estados e na area
federal e, sobre a legislacao especifica.

Pode-se encontrar 39 sugestdoes de aulas de Trigonometria dentre 4994 aulas

postadas neste site até a data da consulta’.

O Projeto’ M3, Matematica e Multimidia, ¢ um dos projetos aprovados pelo

FNDE, SED, MCT e MEC para produzir material didatico para o Ensino Médio em cinco

® Consulta no site dia 17/02/2010 as 17h38.

70 projeto M? pode ser acessado por http://www.m3.mat.br/.
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disciplinas (Matemadtica, Lingua Portuguesa, Fisica, Quimica e Biologia) em diferentes midias
(Video, Audio, Software e Experimento) em formato digital sob coordenagio do GGPE -
PRPG - UNICAMP. Trata-se de um exemplo de trabalho colaborativo em diferentes areas, ja
que conta com uma equipe de professores e estudantes dos Institutos de Matematica, Fisica,
Artes, Computagdo e Faculdade de Educacgao, além de diversos profissionais externos e, tem
como desafio produzir materiais didaticos de qualidade e compativeis com a realidade
educacional brasileira. Os materiais produzidos por este projeto também serdo postados

integralmente no Portal do Professor.

Esses espagos virtuais sdo privilegiados para troca e compartilhamento de
experiéncias, saberes e conhecimento sobre os desafios propostos a docéncia. Trata-se de um
ambiente de trabalho colaborativo de forma que todos participam e refletem ativamente de
novas experiéncias de trabalho que intermedeiam os conceitos matematicos através de analise
das potencialidades computacionais e pedagogicas.

Apresenta-se neste trabalho dois softwares livres, o GeoGebra e o Grapes.
Ambos apresentam comandos amigdveis e linguagem apropriada para estimular o
desenvolvimento do raciocinio matematico. A partir deles, e principalmente do GeoGebra,
foi preparado um material instrucional que faz uso da sabedoria do professor para propor
atividades inovadoras de ensino. Esse material serd apresentado no quinto capitulo desta

dissertacao.

3.5 0 GEOGEBRA

O GeoGebra® é um software livre de geometria dindmica criado em 2001 na
Universidade de Salzburg por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de
aula. E escrito em Java e assim estd disponivel em multiplas plataformas. Observa-se que o
software apresenta continuo desenvolvimento, e para este trabalho usou-se a versao GeoGebra
3.2 (3. 6. 2009). Por ser um software livre a sua manipulacdo em sala de aula torna-se muito

vidvel, pois alunos e professores podem té-lo em seus computadores domiciliares.

¥ A versdo GeoGebra 3.2 (3. 6. 2009) que esta disponivel para download no site www.geogebra.org, assim como,
neste mesmo site € possivel encontrar manual, forum de discussdo e exemplo de atividades desenvolvidas.
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A caracteristica dinamica aparece pela possibilidade de manipular os objetos
permitindo o movimento quase continuo deste, permitindo que os vinculos estabelecidos
inicialmente na sua constru¢do sejam mantidos.

Para o professor utilizar do movimento em suas aulas preservando as
construgdes iniciais ¢ uma evolu¢do, pois em aulas tradicionais usando somente giz e lousa a
geometria tradicional de régua e compasso ¢ estatica e ndo permite a visualizagdo e analise do
objeto construido em outra posi¢ao, a menos que se construa um novo desenho.

Com o GeoGebra ¢ possivel construir pontos, vetores, segmentos, retas, se¢oes
conicas bem como fungdes e alterar todos esses objetos dinamicamente apds a construgao
estar finalizada. E também podem ser incluidas equagdes e coordenadas diretamente por uma
entrada na janela inicial. Assim, o GeoGebra ¢ capaz de lidar com varidveis para nimeros,
vetores e pontos, derivar e integrar fungdes e ainda oferece comandos para encontrar raizes e
pontos extremos de uma fun¢do. Deste modo, o programa reune as ferramentas tradicionais de
geometria, com outras mais adequadas a algebra e ao célculo. Traz a vantagem didatica de
apresentar, ao mesmo tempo, duas representagdes diferentes de um mesmo objeto que

interagem entre si: sua representacao geométrica e sua representacao algébrica.
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Figura 20: Interface inicial do GeoGebra 3.2

No capitulo 5 ¢ sugerido um material instrucional para alguns dos temas
estudados na Trigonometria no Ensino Médio que faz uso do GeoGebra como ferramenta para

dar o dinamismo aos conteudos.



59

O primeiro aplicativo proposto se inicia com o estudo das Razdes
Trigonométricas no Triangulo Retangulo a partir da semelhanga de tridngulos dando énfase na
construcao da trigonometria em fun¢do de angulos. Aproveitando os resultados do primeiro
aplicativo, o segundo aplicativo trabalha com as relagdes entre angulos complementares no
Tridngulo Retdngulo. Num terceiro aplicativo exploramos a constru¢do e caracteristicas do
Ciclo Trigonométrico, explorando seus elementos de forma detalhada. Logo em seguida,
propde-se um olhar mais cuidadoso para os Arcos Notaveis no Ciclo Trigonométrico.
Apresenta-se, entdo, um aplicativo que transporta os elementos do ciclo para a sua construgao
grafica e, por ultimo, trés aplicativos explorando as transformagdes graficas que ocorrem a

partir da variacao de certos parametros reais das fungdes seno, cosseno e tangente.

3.6 O GRAPES

O Grapes’ é um programa de desenvolvimento matematico, voltado para plotar
graficos de fungdes. Sua funcionalidade diversificada possibilita a utilizacdo do programa
para aplicacdes basicas de matematica de ensino fundamental e médio, e até mesmo para
topicos de calculo avangado, como séries de Fourier, que decompdem uma fungao periddica
através de senos e cossenos.

Uma caracteristica interessante deste programa ¢ a possibilidade de se alterar
parametros matematicos em tempo real. Um grafico plotado pode ser alterado passo a passo,
até se obter a fungdo desejada. O Grapes suporta operagdes vetoriais, essenciais para
aplicacdes em Engenharia, e também pode ser personalizado através de programagao simples.

O desenvolvedor, Katsuhisa Tomoda, optou pela facilidade de uso no seu
programa, desenvolvendo assim uma ferramenta simples, amigavel e dinamica, porém
retirando boa parte das opgOes e possibilidades mais avangadas de outros softwares
matematicos mais complexos, como MATLAB, Mathematica e Maple.

Com simples movimentos de mouse, ¢ possivel analisar os graficos sob

diversos aspectos. A sua interface € auto-explicativa.

? O Programa Grapes pode baixado no site http://www.criced.tsukuba.ac.jp/grapes/pt/volume.html e nem precisa
ser instalado, pois sua configuracdo comporta menos que 700 Kb, basta baixar e usar.
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Figura 21: Interface inicial do Grapes
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Podem-se citar exemplos praticos que utilizam o Grapes como alternativas

didatico-pedagogicas para aprimorar o trabalho docente no ensino de Trigonometria:

ferramenta para justificar uma das conveniéncias de se usar os angulos medidos em radianos

ao invés de graus e, para desenvolver um trabalho rapido e pratico sobre as variacdes graficas

das Fungdes Trigonométricas.

de conhecimento do software, assim como a manipulagdo de algumas de suas ferramentas:

A tabela abaixo apresenta a primeira atividade dada no exemplo como sugestao
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y1 Propriedades E|
Aparecera uma nova janela de formatacdo do PI= |sinx
grafico, se quiser mude a cor, espessura e estilo da cir Grose Eetin
curva, em seguida, clique em 0k. il e e
oK Apagar Cancelar

A
Imediatamente aparecera na tela o grafico da 1
fungdo seno na escala 1:1. Observe que o eixo x »

- -2 -1 1 2 3 4 5 &

esta em radianos.

-1

Para visualizar o mesmo grafico em graus na escala

1:1 wva até Option e clique em

1 Grau x:lyad 3 =2 -1 o 1 2 3 4 5 [5
1 —5<x<5 -S5<p<s

e depois ok.

|

Tabela 5: Instrugoes para atividade com o Grapes.

Ao comparar os dois graficos obtidos, pode-se perceber a impossibilidade de
representar o grafico na escala de 1:1 em graus em uma folha de papel. Desta maneira, esta ¢
uma possivel justificativa para a conveniéncia de utilizar o radiano para medidas de angulos

em Trigonometria.

Na verdade, a grande necessidade se utilizar os arcos em radianos surge na
matematica computacional, que tem algoritmos eficazes para o calculo de valores das fung¢des
trigonométricas, naturalmente construidos a partir de resultados do calculo diferencial e

integral, quando os arcos sao tomados em radianos.
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CAPITULO 4

A Construcao da Proposta Pedagogica

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados os referenciais tedricos de trigonometria dos
quais, a partir da pratica docente da professora pesquisadora, foram construidos um conjunto
de propostas pedagogicas, em uma determinada sequéncia a ser seguida para o ensino da
trigonometria.

Descreve-se, inicialmente, a relagdo da trigonometria no curriculo e nos
materiais disponiveis ao acesso dos professores. Logo em seguida, propde-se uma visao geral
da pratica diaria da professora pesquisadora e uma descri¢ao geral da sequéncia de atividades

preparadas e, em seguida, relata-se os aspectos gerais da aplicacdo destas atividades.

4.2 A PROPOSTA NO ENSINO DE TRIGONOMETRIA NAS ESCOLAS
DE ENSINO FUNDAMENTAL Il E MEDIO
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Segundo o PCN+'°, a matemética das trés séries do Ensino médio podem ser

divididas em trés eixos ou temas estruturadores

1. Algebra: nimeros e fungdes
2. Geometria e medidas
3. Andlise de dados (PCN+, p. 120)

Este conjunto de temas possibilita o desenvolvimento das competéncias
almejadas com relevancia cientifica e cultural e com uma articulagdo logica das idéias e
contetdos matematicos.

A Trigonometria estd envolvida tanto com o primeiro quanto com o segundo
eixo, porém, segundo as propostas curriculares, vamos enquadra-las no primeiro eixo. De

maneira geral, a trigonometria aparece nos Pardmetros Curriculares da seguinte maneira:

Apesar de sua importancia, tradicionalmente a trigonometria ¢ apresentada
desconectada das aplicagdes, investindo-se muito tempo no célculo algébrico das
identidades e equacdes em detrimento dos aspectos importantes das funcdes
trigonométricas e da analise de seus graficos. O que deve ser assegurado sdo as
aplicagdes da trigonometria na resolugdo de problemas que envolvem medigdes, em
especial o calculo de distancias inacessiveis e para construir modelos que
correspondem a fendomenos periddicos. Dessa forma, o estudo deve se ater as
fungdes seno, cosseno e tangente com énfase ao seu estudo na primeira volta do
circulo trigonométrico e a perspectiva historica das aplicagdes das relacdes
trigonométricas. Outro aspecto importante do estudo deste tema ¢ o fato desse
conhecimento ter sido responsavel pelo avango tecnoldgico em diferentes €pocas,
como ¢ o caso do periodo das navegagdes ou, atualmente, na agrimensura, o que
permite aos alunos perceberem o conhecimento matematico como forma de resolver
problemas que os homens se propuseram e continuam se propondo. (PCN+, p. 118)

A proposta aborda este primeiro eixo como o responsavel por desenvolver
habilidades aos alunos de interpretar modelos, perceber o sentido de transformacdes, buscar
regularidades, conhecer o desenvolvimento histdrico e tecnoldgico de parte de nossa cultura e
adquirir uma visao sistematizada de parte do conhecimento matematico. Este eixo ¢ dividido

em duas unidades tematicas:

1. Variagdo de grandezas: nocdo de funcdo; fungdes analiticas e ndo-analiticas;
representacdo e analise grafica; seqiiéncias numéricas: progressdes € nocao de
infinito; variagdes exponenciais ou logaritmicas; funcdes seno, cosseno e tangente;
taxa de variacdo de grandezas.

* Reconhecer e utilizar a linguagem algébrica nas ciéncias, necessaria para expressar
a relagdo entre grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos
descritivos de fenomenos e fazendo conexdes dentro e fora da Matematica.

» Compreender o conceito de fungdo, associando-o a exemplos da vida cotidiana.

* Associar diferentes fungdes a seus graficos correspondentes.

' O PCN+ complementa os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM). A area de
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias deste documento pode ser acessada em
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf .
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* Ler e interpretar diferentes linguagens e representagdes envolvendo variagdes de
grandezas.
* Identificar regularidades em expressdes matematicas e estabelecer relagdes entre
variaveis.

2. Trigonometria: do tridngulo retidngulo; do tridngulo qualquer; da primeira volta.
» Utilizar e interpretar modelos para resolucdo de situacdes-problema que envolvam
medicdes, em especial o céalculo de distancias inacessiveis, € para construir modelos
que correspondem a fendmenos periddicos.

¢ Compreender o conhecimento cientifico e tecnoldégico como resultado de uma
constru¢do humana em um processo histérico e social, reconhecendo o uso de
relacdes trigonométricas em diferentes épocas e contextos sociais. (PCN+, p. 122-
123) (grifo da pesquisadora)

A partir das palavras acima, ¢ possivel observar as teorias e conceitos de
Trigonometrias nas mais diversas areas da matematica. No Caderno do Professor de
Matematica da proposta pedagdgica do Estado de Sao Paulo, da 2° série do Ensino Médio, 1°
bimestre de 2008, na pagina 8, temos um diagrama que representa essa afinidade da

Trigonometria com as outras grandes areas da Matematica:

Geometria NUmeros e

o edidas <«=) | Trigonometria | «=mp Funcdes

Figura 22: Eixo de relacionamento da Trigonometria com as outras areas da Matematica.

Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno adquira certa
flexibilidade para lidar com o conceito de Trigonometria em situacdes diversas e, nesse
sentido, através de uma variedade de situagdes, incluindo problemas de Matematica e de
outras areas. O aluno pode ser incentivado a buscar a solu¢do, ajustando seus conhecimentos
sobre Trigonometria para construir um modelo para interpretacio e investigagdo em
Matematica.

A Trigonometria comeca a ser estudada ainda no Ensino Fundamental na sua
ultima etapa (8 série ou 9° ano) e segue por todo o Ensino Médio. Existem variacdes da grade
curricular em diferentes escolas. Esta variacdo tem relacdes com a proposta pedagogica da
escola e, principalmente, com os materiais didaticos adotados. Desta forma, a descri¢do ¢ a
analise dos materiais sao referéncias para a constru¢do de um produto que tenha inovagoes e
auxilie o aperfeicoamento da pratica do professor no ensino de trigonometria.

Em seguida, serdo descritas e analisadas duas referéncias de grade curricular e,

de encadeamento do conteudo da trigonometria proposto nos materiais sob aspectos como:
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abordagem histérica, problemas aplicados, experimentos, propostas com o uso do computador

ou, se existem atividades diferenciadas. As referencias sdo:

e O material da rede estadual de Sao Paulo: Sdo Paulo Faz a Escola;

e O material apostilado do Objetivo, o qual foi utilizado nas escolas em

que esta pesquisa foi aplicada;

4.21 PROPOSTA SAO PAULO FAZ A ESCOLA

Na proposta do governo do Estado de Sao Paulo sdo escolhidos alguns temas

para compor o contetdo disciplinar sem se afastar do que ¢ apresentado nos livros didaticos.

Propdem uma inovacdo sob a contextualizacdo dos conteudos, as competéncias individuais

envolvidas e os elementos culturais internos e externos a matematica.

A trigonometria aparece em diversos momentos a partir da Ultima série do

Ensino Fundamental II. Veja a tabela com as informagdes do conteido abordado nos

diferentes bimestres:

8* série EFII 3° Bimestre Proporcionalidade na geometria
e O conceito de semelhanca.
e Semelhanga de tridngulos.
e Razdes trigonométricas.
1* séric EM 4° Bimestre Geometria-Trigonometria
e Razdes trigonométricas nos tridngulos retangulos.
e Poligonos regulares: inscri¢do, circunscri¢ao
e ¢ pavimentagdo de superficies.
e Resolucdo de triangulos ndo retangulos: lei dos
senos e lei dos co-senos.
2% série EM 1° Bimestre Trigonometria
e Fendmenos periddicos.
e Fungoes trigonométricas.
o [Equacgdes e inequagdes.
e Adic¢do de arcos.
3% série EM 3° Bimestre Estudo das fungoes

¢ (Qualidades das fung¢des.

e QGraficos: fungdes trigonométricas,exponencial,
logaritmica e polinomiais.

e Graficos: analise de sinal,crescimento e taxa de
variagao.

e Composigao: translagoes e reflexoes.

e Inversdo.

Tabela 6: Grade Curricular de Trigonometria na proposta do governo do Estado de Sdo Paulo.
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Observe que ha fases diferentes da exploracdo da trigonometria na grade
curricular. Na ultima série do Ensino Fundamental II hd uma preocupagdo com a
fundamentagdo geométrica da trigonometria, principalmente com a exploragdo das
regularidades encontradas nas semelhancgas de tridngulos. No ensino Médio, na primeira série,
no ultimo bimestre, ¢ proposta uma consolidagdao das idé€ias iniciadas anteriormente, através
da contextualizacdo de diferentes situagdes praticas e a extensdo do significado das razdes
trigonométricas para angulos maiores que 90° (inclinacdo de rampas, inclinacdo das retas,
uso de cordas para calculo de distancias astrondmicas). Ainda neste momento inicia-se o
estudo do ciclo trigonométrico.

Na segunda série do Ensino Médio a proposta parte para a modelagem de
fendmenos periodicos observados em diversos fendmenos naturais. Desta maneira, depois de
reconhecida e registrada a periodicidade, ¢ proposto o estudo do modelo da circunferéncia
trigonométrica com as medidas dos arcos na primeira determinagdo positiva, em graus e em
radianos, inclusive dos arcos notaveis. Na continuagdo, hd um estudo de fungdes, equagdes e
inequacdes trigonométricas ¢ o fechamento da proposta ¢ com o tratamento da adigdo de
arcos. A contextualizacdo fica por conta da andlise do movimento aparente do Sol e o
comprimento das sombras, do tratamento da periodicidade da claridade ou da temperatura de
uma cidade e, dos fendmenos das marés.

Na terceira séric do Ensino Médio resgatam-se as fungdes trigonométricas
tratadas na segunda série sob o enfoque de apesar dos valores de x poderem variar livremente

ao longo de toda a reta real e os valores correspondentes de f(x) repetirem-se

periodicamente, as fungdes seno e cosseno sao limitadas ao intervalo [-1,1].

E sugerido que o professor use, sempre que possivel, materiais disponiveis
como textos, softwares, sites, videos, em sintonia com a forma de abordagem do conteudo
para o enriquecimento das aulas. Esta idéia se relaciona intrinsecamente com a proposta desta

disserta¢dao de mestrado.

4.22 MATERIAL OBJETIVO

Nas escolas, cuja professora pesquisadora aplicou as atividades desta pesquisa,

utilizam como referéncia o material apostilado Objetivo. Como a maioria dos materiais, o
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conteado programatico de trigonometria aparece em diversos momentos com nivel de
aprofundamento diferentes.
Neste material, cada série vem com um conjunto de quatro apostilas. Na
Primeira Série do Ensino Médio a matemadtica ¢ dividida em duas frentes — frente 1 e frente 2.
A trigonometria aparece na segunda e na terceira apostila desta série na frente 1 segundo a
seguinte proposta:
a) Definir seno, cosseno e tangente como a razdo entre dois determinados
lados de um tridngulo retangulo. Calcular o seno, o cosseno e a tangente de 30°,
45° e 60°. Obter as relagdes fundamentais entre o seno, o cosseno ¢ a tangente.
Apresentar, por meio de exercicios, as inumeras aplicacdes praticas,

principalmente as que se referem ao calculo de “certas distancias”.

b) Estudar detalhadamente, a fun¢do seno, a fung¢do cosseno e a fungdo

tangente com as mesmas orientacoes das demais fungdes.

c) Resolver equagdes e inequagdes trigonométricas, dando €énfase as solugdes

que pertencem ao primeiro ciclo.

d) Apresentar o formulario basico de trigonometria, que deve se restringir as

formulas relativas ao arco soma e ao arco duplo.

e) Resolver triangulos com o auxilio do teorema dos senos e do teorema dos

cossenos e apresentar o maior numero possivel de aplicagdes.

A dinamica proposta ¢ através de aulas tradicionais divididas em 23 modulos
para serem desenvolvidos em aulas de 50 minutos cada, seguindo a seguinte programacao:

= Seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo;

= Arcos notaveis (I);

= Arcos notaveis (II);

= Arcos notaveis (II1);

= Relagdes fundamentais (I);

= Relagdes fundamentais (I1);

=  Medidas de arcos e angulos;

= Ciclo trigonométrico — determinagdes;



Funcao seno;

Equagdes e inequagdes que envolvem a funcao seno;
Funcao cosseno;

Equacdes e inequacdes que envolvem a func¢do cosseno;
Fun¢do tangente;

Equagdes e inequagdes que envolvem a fungao tangente;
Equacdes trigonométricas;

Equagdes trigonométricas;

Inequagoes trigonométricas;

Inequacgdes trigonométricas;

Adicao e subtracao de arcos;

Arco duplo;

Lei dos senos;

Lei dos co-senos;

Resolucdo de tridngulos;
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Para cada médulo sdo sugeridos alguns exercicios para serem feitos em aulas e,

junto ao material, tem-se outra apostila com listas de exercicios para serem estudados em

casa.

abaixo com os respectivos exemplos:

etc.).

Lm barco avista a torre de um farol segundo um
angulo de 6% com o nivel do mar. sabendo que a

altura do farel ¢ de 42m. determinar a distincia do

barco até o farcl. Dado (2 6 = 0,105,
farol
1
NG
— :h
i
: 47m
!
%
| Y
waait ) I I

Os exercicios teéricos que ddo énfase a manipulagdes algébricas.

Podem-se dividir os exercicios propostos em trés categorias, especificadas

Os exercicios contextualizados (alturas de prédios, rampas, sombras,



Utilizando a figura, complete as definictes:
seno
.l'{-"'
/7 MeyX
[ a
. A
| 0 |
I."\-.. -
Qi----------1- *N /

= Qs exercicios de fixagao.

Calcular a 1" determinagio positiva dos arcos:
ay 16307 by — L6307 ch 21007

A origem destes exercicios, em sua maioria, ¢ de provas de vestibular.

ETTT - | —

0N Al = cussasasasasas
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Esse mesmo contetido volta na terceira série do Ensino médio, na frente 3 (a

terceira série do ensino médio ¢ dividida em quatro frentes) apenas na primeira apostila. A

abordagem ¢ diferente: além de resumir varias aulas em uma, principalmente por considerar

que o aluno ja aprendeu as nogdes basicas sobre o assunto na primeira série, a proposta de

exercicios ¢ bem diferenciada com uma estrutura mais reflexiva e abrangente caracterizando

questdes de vestibular.

divisdo:

Sao propostos nove moédulos (aulas de 50 minutos) que seguem a seguinte

=  Fungdes trigonométricas no tridngulo retangulo;

= Relagoes fundamentais e auxiliares;

* Medidas de arcos e angulos — ciclo trigonométrico;

=  Fungdo seno e fungdo cosseno;

* Funcdo tangente, cotangente, secante e cossecante;

= Equacgdes trigonométricas;
* Inequagdes e graficos;

»=  Adicao de arcos — arco duplo;

= Relagdes trigonométricas em um tridngulo qualquer;

No material de aula tem-se apenas o titulo da aula e alguns (em torno de seis)

exercicios propostos, porém o aluno recebe uma cole¢do de livros que explora a teoria
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detalhadamente seguida de uma grande quantidade de exercicios extraidos principalmente de
vestibulares.

Torna-se evidente que o aluno que ndo aprendeu de fato as teorias a respeito de
Trigonometria na primeira série, tem dificuldade em acompanhar a terceira série seja pela
agilidade com que os conteudos sdo apresentados, seja pelo aprofundamento dado a esta
matéria neste periodo.

Observa-se que ha a possibilidade do professor inserir experimentos, aulas em
laboratorios de informatica, elementos da Historia da Matematica as aulas tradicionais,
porém, isso € de responsabilidade inica do professor ao preparar sua aula. Desta forma, este

deve contar com a busca de muitos conhecimentos extras.

4.3 DIFICULDADES NO ENSINO DE TRIGONOMETRIA

Apés analisar as grades curriculares e os materiais disponiveis como
referéncia, ¢ possivel identificar uma corrente de esfor¢os para contextualizar e dar
significado ao ensino da Trigonometria na escola basica. O ensino inicial de Trigonometria,
ainda no triangulo retangulo, sempre teve uma abordagem mais histérica em seus livros e
programas, principalmente pela necessidade do uso de tdbuas trigonométricas.

Porém, apesar de aparecerem uma série de exercicios contextualizados que
usam este contexto para o calculo de distancias — sejam na escada, alturas de prédios,
distancias astrondmicas — eles aparecem de forma repetitiva e mecanizada, cheia de regras e,
até mesmo, sem significado. Atribuimos esta falta de significado pela falta de vivéncia dos
alunos de atividades mais concretas neste contexto. Muitos materiais apresentam sugestdes de
atividades, porém, ndo deixam o professor consciente de que experimentos nesta area geram
erros com muita facilidade e o professor deve estar preparado para vivenciar situagdes de
contorno relativamente delicadas.

Ja na abordagem Analitica dada a trigonometria no ensino médio, temos muitas
propostas bem tradicionais que usam a trigonometria como um amontoado de contas,
resolucdo de equagdes e inequacdes sem contextualiza-las, ou ainda, explorando as diversas
identidades trigonométricas de forma dura. Por esta razdo e, ainda, por se tratar de um tema

com muitos detalhes, simetrias e limitagdes, os alunos no ensino médio costumam caracterizar
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a trigonometria como uma matéria dificil. Muitos até desistem de aprender aceitando um
fracasso.

Desta maneira, a proposta desta pesquisa ¢ provocar no aluno um interesse
maior pelo estudo da trigonometria, propondo, além de um material instrucional para auxiliar
o professor neste trabalho, deixar evidentes as dificuldades que podem ser esperadas em cada

etapa.

4.4 A PESQUISADORA COMO PROFESSORA

Professora do Ensino Médio desde sua formagao, atualmente, em fevereiro de
2010, trabalha em duas escolas da rede Objetivo das cidades de Mogi Mirim e Mogi Guagu,
escolas que foram referéncias para esta pesquisa. No ano de 2009, foi professora das trés
séries do Ensino Médio de Mogi Mirim e apenas da primeira e segunda séries do Ensino
M¢édio de Mogi Guacu, porém, a terceira séric do Ensino Médio desta escola também fez
parte desta pesquisa.

No inicio da sua carreira teve varias frustracdes por conta de ndo entender
como a Matemadtica podia ndo ser interessante para muitos dos seus alunos. Assim sendo,
sempre procurou trabalhar com o foco no raciocinio, € para o desenvolvimento de habilidades
de resolver problemas ou interpretagdo de situagcdes em que a matematica pudesse aparecer.

Para proporcionar aos estudantes um aprendizado significativo dos conceitos e
técnicas da Matematica, sempre procurou justificar o contetido, seja com demonstragdes, seja
contextualizando ou utilizando outras dinamicas diferenciadas.

Durante sua experiéncia profissional percebeu que a trigonometria era um tema
do qual os alunos ndo se aproximavam muito. Depois de ingressar no Mestrado Profissional
da UFSCar, através das aulas de Tecnologias da Informagdo para o Ensino de Ciéncias e
Matematica do Professor Paulo Caetano, viu no GeoGebra uma ferramenta capaz de inovar
seu ambiente escolar, principalmente no assunto de Trigonometria. Este foi o inicio deste
projeto que conta com a producdo de um material instrucional que utiliza diversas técnicas
(atividades concretas, experimentos, aplicativos, aulas tradicionais, aulas em laboratério de

informadtica) para o ensino de trigonometria com foco em atrair a atencao dos alunos e facilitar
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o entendimento dos diversos conceitos e detalhes para que os alunos venham a ter uma
aprendizagem significativa.

O foco do trabalho foi essencialmente na primeira série do Ensino Médio,
enquadrando a teoria de Trigonometria ao curriculo desta série. Como o tema volta a ser
revisto na terceira séric do Ensino Médio, nesta série, a autora pesquisadora procurou
trabalhar com aulas expositivas, tendo para isso confeccionado um conjunto de aplicativos
que dessem movimento e consequentemente, significado a trigonometria. Com o apoio da
coordenacao das duas escolas, ficou estipulado que seriam ministradas aulas inovadoras, mas
também aulas tradicionais de modo que os estudantes ndo perdessem a conexdo com O

conteudo programatico adotado pelos colégios.

Durante o primeiro semestre de 2009 estruturaram-se as atividades que seriam
aplicadas ao longo do ano acompanhando a programacdo determinada e com apoio na

experiéncia da professora autora e em outras metodologias.

4.5 SINTESE DAS ATIVIDADES PROPOSTAS NESTE TRABALHO

O material instrucional construido nesta dissertacao utiliza diferentes recursos
propostos pela Educagdo Matematica que se conectam com a grade curricular proposta para o
ensino médio e, também, vai de encontro com os textos, recursos, sites, softwares disponiveis
a respeito do assunto. Vale ressaltar que procuramos construir a metodologia a partir do
conteudo programatico.

Pode-se dividir o produto desta dissertacdo em dois grupos distintos:

a) Atividades com dindmicas diversas (experimentos concretos, histéria da
matematica e material manipulativo) que usam um tempo maior de aula — em torno de

trés horas/aula - escritas na integra no Apéndice A:

= Atividade 1: 4 Construgdo das Tabuas Trigonométricas;
= Atividade 2: O Inclindmetro;
= Atividade 3: O radiano;

= Atividade 4: Fun¢des Trigonométricas com canudos;
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b) Aplicativos que contextualizam o0s conceitos estudados em
trigonometria de forma detalhada e dindmica que usam o software GeoGebra para sua
construcdo. S&o seis aplicativos que podem ser usados em espacgos curtos de uma aula
para fundamentar a teoria dada e serdo descritos no capitulo 5:

= Aplicativo 1: Aplicativo dos Tridngulos Semelhantes;

= Aplicativo 2: Aplicativo das Razdes Trigonométricas em Angulos
Complementares

= Aplicativo 3: Aplicativo do Ciclo Trigonométrico

= Aplicativo 4: Aplicativo do Arcos Notaveis no Ciclo Trigonométrico

= Aplicativo 5: Aplicativo das Fungdes Trigonométricas

= Aplicativo 6: Conjunto de trés aplicativos que exploram as Variagdes

dos Graficos das Fungdes Trigonométricas

Apenas as aplicagdes de trés destas atividades foram descritas neste trabalho no
capitulo 5. Os aplicativos criados no GeoGebra estdo descritos no capitulo 5 e, seu conteudo
digital esta disponibilizado, na integra, em um CD anexado a esta dissertacao.

A maioria destas atividades também foi postada no Portal do Professor.
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CAPITULO 5

Descricao e Analise das Atividades

5.1 INTRODUCAO

A proposta construida neste trabalho relaciona vérias abordagens da
trigonometria para serem exploradas em diferentes momentos do curriculo escolar com
objetivos especificos. Desta maneira, neste capitulo descrevem-se algumas atividades que
foram aplicadas em diferentes turmas da qual a professora pesquisadora ¢ (era) docente.

As duas primeiras atividades, “A Constru¢do das Tébuas Trigonométricas” e
“Q Inclinémetro”, foram aplicadas na primeira série do Ensino Médio. E preciso informar que
alunos da 1? série do Ensino Médio estdo em processo de adaptagdo e apresentam, de maneira
geral, muito medo pela cobranga e a quantidade de estudos que deles ¢ exigida. Inicialmente,
pediu-se para que eles escrevessem qual a relacdo que eles tinham com a Trigonometria.

Apresentam-se algumas das respostas abaixo:

“Trigonometria ¢ um jeito criado um pouco complicado para medir os angulos de
algumas formas geométricas.”

“Trigonometria ¢ uma matéria complicada, mas legal, onde exige muito estudo.”
“Trigonometria para mim agora ¢ muito importante, mas bem complicado de
entender. E algo que necessita de muito treino e dedicagdo. Mas é muito dificil e no

comego ndo consigo entender, quem sabe depois.”

De maneira geral os alunos apontam dificuldades diversas: familiarizacdo com

formulas, dificuldade de interpretar problemas, manipulagdes algébricas com as fungdes e
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identidades trigonométricas, aplicacdo de adicdo (e subtracdo) de arcos, ou ainda, arcos
duplos. Outro agravante € a preocupacao com a Matematica no Ensino Médio: com o foco no
desenvolvimento das habilidades e competéncias, ¢ preciso desenvolver raciocinio e a relagao
e interpretacdo de informacdes, fator que causa dificuldades se ndo existir o
comprometimento do aluno e a persisténcia em obter o conhecimento.

Para o desenvolvimento do projeto, os alunos compareceram nas escolas no
periodo complementar ao das aulas regulares, em um momento chamado de Laboratério de
Matematica. As duas atividades, 1 e 2, foram aplicadas aos alunos da 1?* série do Ensino
Meédio das escolas Objetivo de Mogi Guagu, no dia 25 de maio de 2009 e, de Mogi Mirim, no
dia 27 de maio de 2009. A aplicagao da atividade em Mogi Mirim teve a presenca do

orientador deste trabalho, professor Joao C. V. Sampaio.

A Atividade 4, “Fungdes Trigonométricas com Canudos”, foi aplicada no
terceiro ano do Objetivo de Mogi Mirim ja em 2010 e, a aplicacao dos aplicativos que usam o

GeoGebra foram propostos na terceira série do Ensino Médio de Mogi Guagu de 2009.

As atividades 1, 2 e 4 foram aplicadas também em outras turmas, porém,
restringimos a analise destas aplicagdes as turmas citadas acima. Também foi trabalhada, em
uma turma de alunos, a atividade 3, “Exploragdo do Radiano com Barbantes”, cujo texto

instrucional encontra-se no apéndice, mas cuja analise foi omitida aqui.

Para uma leitura adequada das se¢des 5.2, 5.3 e 5.4 deste capitulo, recomenda-
se a leitura preliminar das atividades do Apéndice deste trabalho, que contém o texto

instrucional das atividades.

5.2 DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 1

A Atividade 1 foi planejada para tratar das regularidades dos triangulos
retangulos semelhantes e, para construir, a partir da observagao dos padrdes, as razdes e as
tabuas trigonométricas. A proposta ¢ que o aluno tenha contato com a atividade experimental
— manipulando triangulos, fazendo medicdes com transferidor e régua, e calculos em
calculadora — mas que também vivencie elementos da Historia da Matematica — para

familiarizar-se com as regularidades observadas e vivenciar idéias que foram concebidas na
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antiguidade, a fim de entender o significado das constru¢des das tabuas e o nome dado as

razoes.

5.2.1 PROPOSTA E APLICACAO

Foi utilizado um periodo de trés horas-aulas para a aplicacao desta atividade.

Para facilitar a analise, dividimos a aplicagdo em momentos:

Momento 1: Separagdo em grupos de quatro integrantes e distribuicao

do material;

Momento 2: Em cada grupo, cada integrante se responsabiliza pela

medi¢cdo dos lados (usando régua) e dos angulos (usando transferidor)

de dois dos oito tridngulos retangulos que foram distribuidos nas fichas.

Momento 3: Depois das medig¢des feitas, cada aluno devera preencher a

tabela abaixo do triangulo com o calculo das razdes entre lados
determinados. Em seguida, o grupo deve juntar as fichas e separa-las

segundo os pares de triangulos semelhantes.

Momento 4: Agora ¢ o momento da comparacgao dos dados encontrados

entre os triangulos semelhantes (registrado em duas fichas) e, os dados
da tabua trigonométrica fornecida com aproximagdao de quatro casas
decimais, para isso, cada aluno devera preencher uma das quatro tabelas
(Tabelal — para as fichas 1 e 2, Tabela2 — para as fichas 3 e 4, Tabela3
— para as fichas 5 e 6 e, Tabela4 — para as fichas 7 e 8) como as do

apéndice;

Momento 5: Depois das tabelas preenchidas sera conveniente cada

grupo fazer a andlise dos resultados encontrados e responder as

questdes propostas da Folha de Atividades.

Depois dos alunos divididos em grupos e distribuidos os materiais, tornou-se

necessaria a explicacdo da atividade de uma maneira geral para os grupos. E importante que o

professor fique atento para esse tipo de proposta, pois o envolvimento do aluno ¢ diferente do

seu envolvimento em uma aula tradicional e o trabalho permite movimentagdo: alunos

medindo, calculando, refletindo e argumentando durante a producdo da atividade. A
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organizacdo deve estar sempre presente para ndo haver perda de controle por parte do

professor.

Durante o Momento 2, causou grande surpresa o fato de que muitos alunos nao
sabem utilizar o transferidor e ndo se preocupam com a precisdo no uso da régua. Desta
maneira, o professor deve estar atento para as medidas feitas, para orientar a possibilidade de

erros maiores se ndo houver cuidado e atengdao com a coleta de dados.

g
REF.: 1021 |/ 180°
B

Figura 23: Medigdo dos angulos do triangulo com transferidor.

A percepgdo sobre os erros acontece em dois momentos, um que envolve o
transferidor e outro que envolve a régua. Ao circular pela classe e conferir as medigdes ¢
possivel observar anotagdes de triangulos cuja soma dos angulos internos excedem 180°.

Observe as figuras abaixo que ilustram este equivoco:

Figura 24: Triangulo com um dngulo interno de 45°, um de 90° e o terceiro de 135°.
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Figura 25: Triangulo com um dngulo interno de 20°, um de 90° e o terceiro de 75°.

Esse erro acontece pelo mau uso do transferidor: o aluno vé a medida do
angulo a partir de 180° e ndo da origem, 0°, do transferidor. Nestes momentos o professor
pode aproveitar para reflexdes: “Este angulo ¢ agudo ou obtuso?”, ou ainda, “Qual o valor da
soma dos angulos internos de um triangulo?”. Em hip6tese alguma foi apontado a esse aluno
0 erro, mas sim, proposta uma reflexdo para que este reconsiderasse o uso da ferramenta com
mais cuidado.

Ainda neste momento de medi¢des, a relacdo de semelhanga entre os
tridngulos deve ser observada: congruéncia entre angulos internos correspondentes, e
proporcionalidade entre os lados correspondentes. Como os alunos estdo com calculadora em
maos, este calculo fica facilitado.

Em um dos grupos, ao calcular a razdo de proporcionalidade entre tridngulos
semelhantes, observou-se divergéncia dos resultados coletados. Propds-se, entdo, uma nova
medi¢do e o aluno pode rever a falta de aten¢do para com a contagem dos milimetros na
régua.

Depois da atividade aplicada observou-se a necessidade de colocar na FOLHA
DE ATIVIDADES alguns questionamentos que permitissem a discussdo sobre os tridngulos
semelhantes para facilitar a condu¢do da atividade na classe. A primeira série do ensino
Médio ainda é bem dependente do professor. Desta maneira, enquanto existe duvida sobre a
atividade e alguns procedimentos, os alunos ficam sem agdo, esperando a resposta do
professor.

Agora, segue-se para o terceiro momento cuja proposta € que os alunos

preencham as quatro tabelas para cada par de triangulos semelhantes.
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Entdo, ¢ um momento de reflexdo sobre o que ¢ seno, cosseno e tangente. Os alunos lembram-
se das razoes trigonométricas, mas apontam um amontoado de formulas com nomes dificeis.
Neste momento torna-se oportuno abordar a histéria do nome SENO e, consequentemente, do
COSSENO. Apos esta reflexdo, os alunos sentem-se mais familiarizados.

Para fazer os calculos, muitos alunos querem usar a calculadora do telefone
celular. Esta op¢ao nao ¢ recomendada, pois o celular tem outros atrativos e, o aluno pode se
dispersar facilmente para escrever ou receber uma mensagem de texto, tirar fotos, enfim,
explorar outros recursos do aparelho.

Este ¢ o momento de maior trabalho do professor, pois deve levar o aluno a
refletir sobre diversos padrdes que aparecem: a relacdo existente nos angulos complementares
B e C (senB=cosC e senC =cosB; tg§=cotgé e tgé=cotgl§); como foram
construidas as tabuas trigonométricas e com qual objetivo; a relacdo de dependéncia que ha
das razodes trigonométricas com o angulo medido e ndo necessariamente do triangulo
observado.

Foram propostas algumas perguntas de forma corrida para que os grupos
respondessem. Observa-se que este questionario foi reconfigurado para ser apresentado no
Apéndice A de forma que as questdes fossem separadas, facilitando a anélise das respostas.

Apresentam-se abaixo as questdes propostas e algumas respostas dos alunos

que mostram a reflexao e o envolvimento com a atividade:

Questao 1:

Avalie se os valores que o seu grupo encontrou coincidem com os valores consultados nas tabelas.

Houve alguma variagdo? Se sim, justifique por qué.
Algumas respostas encontradas:

“Sim, houve uma variagdo, porque algumas medidas dos lados do tridngulo estavam
2

um pouco erradas.

“Houve variacdo apenas em algarismos ndo significativos, pois ndo tinhamos um

instrumento de alta precisdo para medir.”

“Alguns coincidiram com os valores consultados nas tabelas, porém existe uma

pequena variagdo entre os valores, porque as medidas da régua ndo foram exatas,

mas se aproximaram do valor real.”
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Figura 26: Respostas de grupos de alunos a questdo 1

Para responder essa questdo, os alunos compararam os dados coletados a partir
dos dois triangulos com os dados encontrados na tabela trigonométrica distribuida
inicialmente.

Foi interessante notar que houve variacao dos valores a partir da segunda casa
decimal, justificadas pela precisdo dos instrumentos utilizados. A professora aproveitou esta
oportunidade para discutir que: “se em triangulos retangulos semelhantes, que tem os mesmos
angulos internos, a razdo se mantém, entdo, ¢ possivel tabular esses valores e usa-los para
outros tridngulos, até mesmo com medidas astrondmicas, desde que o padrao angular seja
mantido.

Também ¢ explorada a relagao do erro pela utilizagao de instrumentos de baixa

precisdo, principalmente da régua que garante precisao apenas de um milimetro.

Questao 2:

Quais conclusées podemos estabelecer das relagoes encontradas na Atividade 1?7 Algumas

perguntas-dicas:
v’ Existe alguma relagdo entre os angulos agudos de um tridngulo retdngulo?

v’ Existe alguma relacdo entre os triangulos retdngulos com mesmos angulos internos, porém

lados diferentes?
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v' Do que dependem as razbes trigonométricas? Do tridngulo retangulo ou do dngulo agudo

considerado? Como podemos usar isso a nosso favor?

v' Como seu grupo imagina que foi construida a tabela trigonométrica? Para que ela foi

construida? Ela precisava ir até 89° como na tabela trigonométrica apresentada aqui?
Algumas respostas encontradas:

“Concluimos que os angulos agudos do tridngulo retdngulo tem relacdo entre si,
mesmo quando os tridngulos retangulos tem angulos diferentes Também podemos
dizer que o seno do angulo B ¢ igual ao cosseno do angulo C e vice-versa.”

“A soma dos angulos internos dos triangulos totaliza 180°.

— Que a secante de um ¢ igual & cossecante de outro, o seno de um ¢ igual ao
cosseno de outro e a tangente de um ¢€ igual a cotangente de outro.

— Dos angulos. Mesmo em escalas diferentes as razdes trigonométricas serdo iguais.
— Com calculo. Para facilitar os calculos trigonométricos. Ndo podia ir apenas até o
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Figura 27: Respostas de grupos de alunos a questdo 2.

A proposta desta questdo era formalizar os conceitos explorados com a

atividade para que os alunos refletissem sobre os padrdes observados. De maneira geral, os
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grupos encontraram as regularidades pedidas, porém, atualizou-se esta parte da folha de
atividade, colocando as perguntas separadas, pois muitos alunos tém dificuldades em
responder uma sequéncia de perguntas sem numeracdo distinta, e isso pode restringir o

registro.

Ao registrar as informagdes com palavras, os alunos acabam refletindo mais

sobre os elementos discutidos e isso facilita muito a aprendizagem do conceito.
Questao 3:

Como o grupo avalia a atividade? De que maneira ela contribui para dar um significado a teoria

estudada em sala de aula?
Algumas respostas encontradas:

“A atividade nos ajudou a entender as relagdes trigonométricas (relagdo entre
angulos e lados).”

“A atividade depois de explicada, e depois de termos resolvido um dos problemas,
vimos que facilitou muito os exercicios, e deixou a matéria trigonometria muito
mais facil de se entender e de se fazer.”

“Complementa ¢ aprofunda as teorias aprendidas em sala de aula com tarefas
praticas.”

“Nos mostrou maior clareza da teoria estudada, compreendendo-a por meio desta

atividade.”
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Figura 28: Respostas de grupos de alunos a questdo 3.

Pode-se concluir que os alunos conseguiram atingir os objetivos da atividade,
uma vez que entenderam o processo de construcao das razdes trigonométricas e exploraram os

padroes que facilitam o bom andamento deste contetido quanto maior for sua profundidade.

Questao 4:
Dé sugestoes e criticas.
Algumas respostas encontradas:

“Sugerimos que seja feita uma atividade como esta a cada trimestre ou més.”
“Numero de grupos na atividade 3 deve ser reconfigurado para apenas 3 para melhor
distribui¢do entre alunos.”

“Eu acho que esta atividade facilitou muito a minha e de outras pessoas; facilitou o
nosso entendimento dessa matéria e foi muito bom; que me ajudou a entender cada
uma das coisas e facilitou a matéria. Gostariamos que existissem mais atividades
como essa; pois incentiva muitas pessoas a estudar a matemdtica e facilita a
aprendizagem do aluno.”

“Fazendo também com que as pessoas se interessem pela matematica ¢ usem-na

com mais frequéncia em suas vidas, no seu dia-a-dia. Amei a Matematica Zero; me
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fez um bem enorme... Consegui ficar bem melhor do que apenas 2 aulas na semana

e 40 minutos de plantdes.”
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Figura 29: Respostas de grupos de alunos a questdo 4.

Houve aceitagdo da atividade, justificada principalmente pela compreensdo do

conteudo e, também, pela exploracdo de uma dindmica diferenciada da habitual durante as

aulas tradicionais de matematica.

5.2.2 Conclusdo da Atividade 1

Depois de terminada a atividade, a professora retomou os conceitos explorados

em aula utilizando, além dos dados coletados nesta

tarefa, os dois primeiros aplicativos

apresentados no capitulo 5.5: Aplicativo dos triangulos semelhantes ¢ Aplicativo das Razodes

Trigonométricas em Angulos Complementares.
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Desta forma, foi trazido para a sala de aula mais uma dinamica diferente de
socializagdo dos padrdes encontrados e, neste momento, a sala participou com discussao sobre
o assunto, ressignificando os conceitos explorados.

A Atividade 1 proposta no anexo tem algumas alteragdes que viabilizam a
aplicacdo na sala de aula. O fato dos alunos recortarem as tabelas e de imprimir-se uma folha
com um triangulo em cada pagina diferente permite que todos trabalhem simultaneamente e
ninguém desista da atividade em si. De maneira geral o experimento foi satisfatorio, pois os
alunos se envolveram muito com a proposta e o envolvimento deles nas aulas de matematica
foi muito diferenciado a partir de entdo.

No final da atividade os alunos abordaram o orientador deste trabalho, Jodo
Sampaio, afirmando que tinham gostado muito da atividade e, que gostariam de uma proposta
assim sempre.

De certa forma, a grande evolucdo foi o fato dos alunos conseguirem entender

relacdes que intermedeiam a trigonometria e se envolverem com a atividade.
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5.3 DESCRICAO E ANALISE DA ATIVIDADE 2

Este experimento foi planejado com o objetivo de permitir aos alunos a
experiéncia de calcular a altura inacessivel de um determinado objeto, usando as razdes
trigonométricas do triangulo retangulo, principalmente a tangente.

A proposta era usar um instrumento, chamado de Inclindometro, que medisse o

angulo de visada, e feito com canudo, transferidor e barbante como indica a figura 30.

Figura 30: O Inclinometro.

Todo o procedimento de construcao do instrumento e as instrugdes da atividade
estdo propostas no Apéndice.

Durante o planejamento foram feitos testes de medir uma caixa d’agua que fica
na praca central da Unicamp (um ambiente aberto) de duas maneiras: sem conhecer a
distancia do observador até a caixa d’4dgua, mas tendo em maos dois dngulos de visada e,
conhecendo a distancia do observador a caixa d’agua.

No primeiro teste verificou-se uma dificuldade muito grande em determinar um

plano que contivesse as medi¢des. A figura abaixo mostra a simulagao feita:



87

angulo de angulo de
visada 1 visada 2

distincia

entre as duas

medidas

Figura 31: Simulagdo do primeiro experimento.

Observe que esta construgdo tedrica para medicdo de dois angulos diferentes
exige que todo o percurso do observador ao objeto observado esteja em uma linha horizontal,
o que ¢ muito dificil de ser determinado em um ambiente real, gerando uma quantidade de
erros expressiva.

Para a segunda simulagdo de medir a caixa d’adgua conhecendo a distincia do
observador até o objeto, hd também restricdes: como o objeto ¢ muito alto — em torno de 35
metros de altura — com uma trena conseguiu-se medir em torno de 30 metros de distancia da
caixa para encontrar o angulo de visada. Desta forma, o angulo de visada fica muito grande —
acima de 45 graus — e uma alteracdo de um grau para esta medida gera um erro muito grande.
Observe a escala de variacdo da tangente para variacdes de grau em grau, na ilustragdo

apresentada na figura 32:
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Figura 32: Varia¢oes da tangente para variagdes angulares de grau em grau, de 0 a 60 graus. Ilustra¢do de
Albrecht Diirer. (MAOR, 1998).

Desta maneira, ndo ha muita fidelidade dos dados coletados.

Assim, planejou-se o experimento no ginasio de esportes da escola para a
medi¢do da altura da tabela que suporta a cesta de basquete. Esse foi o ambiente escolhido
para minimizar os erros cometidos nos testes por se tratar de um objeto de baixa altura — em
torno de 4 metros — a ser medido, cuja altura calculada, a distadncias adequadas, ndo seria
suscetivel a pequenas variagdes angulares de angulos de visada. Desta maneira, propos-se
fixar na quadra as medidas de 2, 5, 10 e 15 metros de distancia a base do suporte da cesta de
basquete e, a partir deste referencial, cada grupo usaria seu inclindmetro e colheria dados para
o futuro célculo da altura do objeto escolhido.

Depois dos ajustes efetuados, este experimento foi aplicado aos mesmos alunos

da primeira série do Ensino Médio de Mogi Mirim e Mogi Guagu durante o Laboratério de



89

Trigonometria. Usou-se em torno de uma aula e meia para a coleta dos dados e socializagao

dos resultados ficou para um momento posterior durante as aulas normais da semana.

5.3.1 PROPOSTA E APLICACAO

Nao foi proposto que os alunos construissem o inclindmetro, mas sim que
compreendessem o seu funcionamento.

Para isso, foram discutidos alguns exercicios que envolvem angulos de visada
e, o cateto oposto (altura do objeto) e o cateto adjacente (distancia do objeto ao observador),

por exemplo:

(FAAP — adaptado) Temos abaixo um esquema de uma sala de cinema, com o piso
horizontal.

A

E possivel calcular a distancia do observador até a tela (no exemplo 15 metros) e a
altura do observador (no exemplo 1,2 metros). Podemos, entdo, calcular a medida de
AT se conhecemos o angulo de visada de 30° da horizontal. Discuta com seu grupo
como fazer isso e apresente os seus calculos.

Para uma descri¢ao detalhada do inclinometro, sua constru¢ao, € seu uso, ver o

Apéndice.
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Figura 33: Diagrama dos elementos de um Inclinometro.

Como indicado na figura 33, cola-se um transferidor a um cartdo retangular, e
entdo um canudo sobre a linha base do transferidor (linha de extremos 0° ¢ 180°). Ao usar o
inclindmetro, o observador mira, através do canudo, o objeto a ser observado a distancia. Do
ponto médio do canudo desce um péndulo (barbante) com um peso na outra ponta, de tal
modo que quando o canudo estiver na horizontal, o barbante ficard alinhado com a marca de
9077 do transferidor. No apéndice encontram-se os detalhes sobre o uso do inclindmetro para
obtencao de angulos de visada de objetos a alturas inacessiveis ao observador.

A preocupacio era que os alunos observassem a semelhanca do evento descrito
no exercicio com o experimento que iriam fazer. Entdo, tornou-se necessario discutir o

funcionamento do inclindmetro para encontrar o angulo de visada:

|
|
!
lF

Figura 34: Diagrama ilustrando uso do inclindmetro, no qual observador vé objeto inacessivel segundo um

angulo de visada a.
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Com o esbogo do desenho e os conceitos explorados de tridngulos retangulos e
a complementaridade de seus angulos agudos, os alunos observam a congruéncia entre o

angulo P (coletado do inclindmetro) e o angulo a (angulo de visada):

Figura 35: Representacdo geométrica dos pares de dngulos complementares e 6, e 6 e o, da qual se pode
concluir que f§ = a.

Este estudo deve preceder o experimento para que os alunos ndo cometam
equivocos ao anotar o angulo de visada do experimento.

Para o momento de trabalho de campo, os alunos devem observar a medida do
angulo de visada e a altura da observacgao (altura que vai do piso ao olho do observador) para
preenchimento da tabela para diferentes alturas. Estas medidas sdo feitas com trenas. Logo em
seguida, o grupo deve fazer os céalculos e concluir a altura do objeto desejado. Veja na figura

36 algumas tabelas preenchidas:
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Distancia da cesta | Medida do angulo Altura da Altura da cesta de
até o observador de visada Observacao basquete
2 metros 2 a9
5 metros ST A=
10 metros.
15 metros -
Distancia da cesta | Medida do angulo Altura da Altura da cesta de |
até o observador de visada - Observagao basquete
2 metros 0 A
< .)_.' 3 oy
5 metros ! = AN
10 metros e e
0D 5 kT
15 metros / 5 Be
Distancia da cesta | Medida do angulo Altura da Altura da cesta de
até o ob{s