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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo viabilizar o estudo do conteddo de numeros
complexos para alunos do 3° ano do Ensino Médio, dentro de um enfoque abrangendo
uma contextualizacdo geométrica com a utilizacdo do software Geogebra, combinado
com o caderno do aluno (SAO PAULO, 2014). Observa-se no entanto que este trabalho
nao se trata de uma sequéncia didatica. A motivacao principal deste estudo foi a busca
por uma pratica inovadora, visando melhorar a qualidade do processo ensino-
aprendizagem, em relacdo a esse conteudo, frente as inumeras dificuldades
demonstradas pelos estudantes. O percurso tedrico da pesquisa fundamentou-se
principalmente na teoria dos registros de representacédo semiotica de Raymond Duval e
andlise de documentos curriculares para o Ensino Médio. J& o percurso metodolégico foi
construido com base nas etapas da Engenharia Didatica idealizada por Michéle Artigue.
A producdo de informacBes envolveu atividades matematicas realizadas por 31
estudantes de Ensino Superior de um curso de Engenharia Civil e entre 10 a 12 alunos
(houve variacdo) de uma 32 série do Ensino Médio; servindo de base para responder as
seguintes questdes de investigacao: | - Que saberes sobre nimeros complexos, alunos
do Ensino Superior trazem como bagagem do Ensino Médio? Il - Que perspectiva de
construcéo de saberes o Caderno do aluno e do professor proporciona ao aprendizado
de numeros complexos? Ill - O Geogebra pode agregar a construcéo de saberes quando
articulado ao Caderno do aluno, disponibilizado pela Secretaria da Educagéo do Estado
de S&o Paulo? Os instrumentos utilizados para reunir o montante de informacdes
produzidas pelos sujeitos participantes, na etapa empirica da nossa investigacao foram:
guestionario, registros escritos das tarefas (protocolos) e imagens das atividades
matematicas realizadas com o auxilio do Geogebra. Os resultados obtidos na anélise dos
guestionarios apontaram que 0s conhecimentos dos alunos do ensino superior, bem
como dos alunos do ensino médio, sdo infimos em relacao a necessidade daqueles que
seguirdo seus estudos, no campo das exatas. No que diz respeito aos resultados obtidos
a partir da aplicacdo das tarefas para os alunos do Ensino Médio, a utilizacdo do software
revelou-se eficiente para uma visualizacdo geometrizada do conteudo em relacédo a
construcéo de seus conceitos, 0 que permitiu aos estudantes uma compreensao muito
maior frente ao contetdo estudado.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Numeros Imaginarios. Ensino Médio. Geogebra.
Registros de Representacdo Semiotica.



ABSTRACT

This work aimed to facilitate the study of the content of complex numbers for students in
the 3rd year of High School, within a focus covering a geometric context, with the use of
Geogebra software, combined with notebook student (SAO PAULO, 2014). The main
motivation of this study was to search for an innovative practice, aiming to improve the
quality of the teaching-learning process, in relation to the content, since the numerous
difficulties demonstrated by students. The theoretical research was based mainly on the
theory of representation semiotics registers of Raymond Duval and analysis of curriculum
documents for Middle School. Already the methodology was built based on the steps of
the Didactics Engineering idealized by Michele Artigue. The production of information
involved mathematical activities performed by 31 students of Higher Education of a Civil
Engineering course and between 10 to 12 students (there was variation) of a 3rd year of
High School; providing the basis for answering the following research issues: | — What
knowledge about complex numbers, students of Higher Education bring the baggage of
high School? Il - That prospect of construction of knowledge the notebook of the Student
gives the learning of complex numbers? Ill - The Geogebra can add the construction of
knowledge when articulated to the notebook of the Student, made available by the
Department of the S&o Paulo State of Education? The instruments used to collect the
amount of information produced by participants, in empirical step of our research were:
guestionnaire, written records of tasks (protocols) and images of mathematical activities
carried out with the help of Geogebra. The results obtained in the analysis of the
guestionnaires showed that the knowledge of the students in higher education, as well as
the students in the middle school, are negligible in relation to the need of those who follow
their studies in the field of exact area. With respect to the results obtained from the
implementation of tasks for high school students, using the software proved to be efficient
for a geometrized viewing the content in relation to construction of its concepts, which
allowed students a much better understanding across the studied content.

Keywords: Complex Numbers. Imaginary Numbers. High School. GeoGebra. Semiotic
Representation Registers.
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1 - INTRODUCAO

Durante esses meus 27 anos de carreira como professora do Ensino Fundamental,
Ensino Médio e Superior, onde pelo menos os ultimos 15 anos tenho trabalhado com as
32s séries do Ensino Médio, tenho observado que houve uma mudanca comportamental
significativa em nossos alunos e isso tem se refletido seriamente na sala de aula, bem
COMO No processo ensino-aprendizado.

Ha muito tempo tenho me preocupado como professora, em dar significado ao que
se esta ensinando, ou, procurar mostrar para que aquele conceito matematico pode ter
uma perspectiva utilitarista. Confesso que eu mesma, enquanto aluna do Ensino Médio
e do Superior me incomodava quando, ao aprender um determinado conteiddo da
matematica, aprendia somente 0 processo operatdrio, pois eu queria também entender
ou visualizar qual era a aplicabilidade para aquele conceito. Eu ja tinha consciéncia na
época, de que a matematica ndo era obra do acaso, ou, invencbes de alguns
matematicos e/ou filosofos, diferente do que eu ja ouvi de muitos alunos: “ndo tinham
mais o que fazer da vida e ficavam inventando calculos para complicar a vida das
pessoas”.

Diante dessas situacdes, tenho procurado inserir em minha pratica docente,
tarefas praticas das quais os alunos precisam ter dominio do conceito para obter
respostas.

Esta preocupacéo de dar significado ao ensino-aprendizagem, é comum a outros
colegas de profissdo, bem como na area de publicacéo de livros didaticos. Porém, alguns
conteudos nos materiais didaticos, ndo sofreram mudancas nas suas formas de
apresentacao, mantendo uma mesma tradi¢cao editorial. Isso é exatamente o que ocorre
com o conteudo dos numeros complexos nos livros didaticos. Desde os meus tempos
como estudante do Ensino Médio, esse conteldo se apresenta com as mesmas
caracteristicas e com 0s mesmos objetivos, ou seja, segundo 0s materiais didaticos, os
nameros complexos se limitam ao status instrumental para resolucdo de equacgdes

polinomiais, sem maiores significados.
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Lamentavelmente, essas consideragdes constam nas  orientacdes
complementares aos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, cuja sigla para

este documento é PCN+:

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da
ampliacdo do conjunto numérico, introduzindo os nameros
complexos. Como esse temaisolado daresolucéo de equacgbes
perde seu sentido para os que nao continuardo seus estudos na
area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das
escolas. (Grifo nosso) (BRASIL, 2002, p.119)

Esta citacdo em relacdo ao estudo dos numeros complexos gera incébmodo, pois
a visualizacdo geométrica desses numeros promove outro sentido e significado ao seu
estudo, além de permitir aos alunos a formulacéo e validacdo ou ndo de hipoteses. Outro
fator importante, é que a forma geométrica dos numeros complexos propicia a
interdisciplinaridade com fenémenos da Fisica, fator que é valorizado nos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio — PCNEM (BRASIL, 2000).

Na minha visdo, € preciso reformular a maneira como esse contetdo é
apresentado aos alunos, e nao simplesmente descarta-lo como algo que nao tem muito
sentido ou apenas trata-lo como parte flexivel do curriculo, como foi sugerido no PCN+.
A forma de tratamento dado a esse conteudo nos materiais didaticos precisa ganhar um
aspecto geométrico, além de trazer situacdes problemas onde se possa utilizar essa
ferramenta, em buscas de respostas para situacdes reais. Dessa forma, o contetdo vai
ganhar “vida”.

Um fato notdrio que temos é que muito se fala de que os nossos alunos de hoje,
sao frutos de um mundo tecnoldgico, nasceram quase que com um computador na mao
e um dos fatos mais naturais que faz parte da vida cotidiana das pessoas hoje, € utilizar
o aparelho celular para fotografar, depois descarregar as fotos em um computador e
diagnosticar que muitas das vezes, essas fotos aos serem abertas para a visualizacao,
estdo deitadas ou invertidas. Rapidamente, é possivel editar o ajuste dessas fotos, ou
seja, ampliando, reduzindo, rotacionando, transladando; todos esses processos
realizados no computador, envolve operacbes com numeros complexos. Portanto, ndo

podemos mais tratar esse conteido como algo sem sentido e sem utilidade.
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Nossos alunos precisam saber que 0s numeros complexos sdo utilizados e
construgcdes de muitos recursos que fazem parte de suas vidas, como, por exemplo, a
edicao de fotos.

Em nossa dissertacdo optamos por utilizar a sequéncia didatica do Caderno do
Aluno da 3?2 série do Ensino Médio da Secretaria da Educacdo Estado de S&o Paulo,
volume 2, para aplicarmos suas atividades, com a utilizacdo do software Geogebra; ja
gue consideramos que a visualizacdo geomeétrica pode contribuir para o aprendizado e
nesse material a intensdo de contextualizacdo € incipiente.

Mais especificamente, procuramos responder trés questdes que serviram de
direcionamento para este trabalho: I) Que saberes sobre nimeros complexos, alunos do
Ensino Superior trazem como bagagem do Ensino Médio? Este questionamento levou
em conta observagdes em relacdo aos nossos alunos do Ensino Superior, quando frente
ao estudo das variaveis complexas além de disciplinas da Fisica, onde percebe-se que a
maioria desconhece as bases conceituais dos nimeros complexos.

As outras duas questbes tém a seguinte formulagcdo: Que perspectiva de
construcdo de saberes o Caderno do aluno e do professor proporciona ao aprendizado
de numeros complexos? Podemos ressaltar de anteméo que o referido material nédo
contempla o conjugado de um nimero complexo e até mesmo a operacao de divisdo. A
tltima questdo de pesquisa foi: o Geogebra pode agregar a constru¢cdo de saberes
quando articulado ao Caderno do aluno, disponibilizado pela Secretaria da Educacao do
Estado de Sao Paulo?

Na busca por respostas a estas questdes, compomos a redacao de processo deste
processo de investigacdo em cinco capitulos.

No capitulo | relatamos o ser professora na Educacdo Basica, bem como os
motivos que nos levaram a essa pesquisa, além dos objetivos intrinsecos a ela. Neste
sentido, optamos por escrever este capitulo na primeira pessoa, bem como em varias
paginas desta introducéo. Tal escolha foi um pedido do orientador desta dissertacao por
entender que € um momento de apresentacdo da professora Tania que vai se
constituindo gradativamente, em seu percurso socio-historico, um ser professora-

pesquisadora.
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A partir do capitulo Il a escrita sofre um ajuste para a primeira pessoa do plural,
por entendermos que a redacao deste processo de pesquisa sofre diversas interlocugdes
e, portanto, ndo é mais individual. H4 uma coletividade de debates e reflexdes que vai
sendo tecida, pagina a pagina, de forma singular.

Mais especificamente, o capitulo Il, contemplou o percurso tedérico da dissertacao,
o qual envolveu a andlise de documentos curriculares do Ensino Médio frente ao
conteado Numeros Complexos; a contribuicdo da teoria dos registros de representacéo
semidtica para o nosso tema de pesquisa; bem como a descricdo de teses e dissertacoes
brasileiras como suporte teérico-metodoldgico desta investigacao.

No capitulo IIl, apresentamos o percurso metodolégico desta investigacdo, como
base nas etapas da Engenharia Didatica.

O Capitulo IV foi composto pelas consideracdes finais deste relatério de pesquisa.
Trata-se de um momento de resgate das intengdes deste processo de investigagao que
culminou em resultados para a busca de respostas as trés questdes de pesquisa. Nao
menos importante, dedicamos também em apresentar as limitacdes deste trabalho, bem
como as possibilidades para futuras pesquisas e a contribuicdo do Mestrado para o ser
professora-pesquisadora Tania, autora desta obra.

Reservamos neste processo de redacdo a apresentacdo das referéncias
bibliograficas que subsidiaram esta pesquisa, assim como anexos que julgamos

pertinentes ao nosso trabalho.
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2 - SOBRE A MINHA HISTORIA E A MOTIVACAO POR ESTE PROCESSO
DE PESQUISA

2.1- O interesse pelo tema

Em 1987, iniciei minha carreira como docente no Ensino Médio. Minhas turmas de
12 série do Ensino Médio ainda trago-os muito vivos em minha memoria. Eram tempos
bons, onde tinhamos alunos interessados em aprender. O estudo das funcbes, as
construcbes dos gréficos representativos, enfim, a diversidade de linguagens que
envolvem toda esta estrutura mateméatica sempre tiveram muito significado para mim,
mesmo sem conhecer naguele momento que esta diversidade é o foco da teoria dos
registros de representacfes semioticas.

Na verdade, enquanto aluna do Ensino Médio, as aulas de matematica ministradas
pelo professor Roberto, foram meu referencial para a constituicdo do ser professora.
Ainda hoje me lembro dele com saudades. Eu o considerava uma sumidade. Foi através
dele que fui conhecer o IME — Instituto de Matematica e Estatistica da USP. Sua
capacidade de criar tarefas me estimulava na busca das solu¢bes dos problemas
propostos. A admiracao ao professor Roberto, que na época também era um professor
universitario, causou-me um impacto profundo em minha deciséo, com relagdo a minha
carreira profissional.

Tive a oportunidade de na minha infancia/adolescéncia ingressar no Conservatério
Musical Villa Lobos na cidade de Osasco/SP, onde comecei meu estudo de musica. A
musica me parecia ser muito intuitiva. Fluia de uma forma muito natural para mim. Nao
podia imaginar que toda a estrutura musical apoiava-se na matematica. Foi muito tempo
mais tarde, quando tomei conhecimento sobre o “Monocérdio de Pitagoras”, que pude
perceber que muasica também €& matematica, porém com uma representacdo semiotica
muito propria. Descobrir que Pitdgoras, aguele mesmo do famoso do Teorema de
Pitagoras que permitia solu¢cdes de problemas geométricos pelo uso de triangulos
retdngulos, escreveu toda uma estrutura musical dos tons e semitons, foi algo que me

fascinou.
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Por outro lado, na minha inocéncia, ndo conseguia compreender o porqué de
muitos colegas da época apresentar dificuldades ao transpor a leitura das notas musicais
para o instrumento tocado e vice versa. Tive oportunidade de conhecer algumas pessoas
gue sao capazes de dedilhar com habilidade um piano, mas ndo conseguem sequer ler
uma nota musical e outras que possuem uma leitura musical perfeita, mas nao
conseguem simultaneamente ler e tocar o instrumento. Na época isso para mim parecia
irracional. Hoje compreendo que essas pessoas possuem dificuldades nas diferentes
formas de representar o saber.

H& casos em que as pessoas ndo conseguem converter 0os signos dos registros
de representacdo semiotica em relacdo a masica. Na musica podemos utilizar os signos
notas musicais em uma pauta, com uma clave para poder nomear as notas e a definir um
tempo, para poder se conhecer o tempo de emissédo do som para cada nota. E muito
comum no entanto a utilizacao de cifras, que séo formadas por letras do alfabeto para
representar cada acorde. Ha aqueles que ndo conseguem fazer a conversao do acorde
para as notas, ou vice versa. E ainda ha aqueles que somente conseguem representar o
som de uma musica, mediante uma tablatura. Como exemplo vamos tomar o acorde de

sol. Podemos representar através das notas musicais ou de sua cifra correspondente:

Figura 1: Notas Musicais Figura 2: Cifra

Fonte: Material da Autora Fonte: Material da Autora

Ha no entanto aqueles que somente conseguem tocar um violdo, ou um teclado,

se além das cifras, a partitura apresentar a tablatura.
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Figura 3: Tablatura para violdo

Fonte: Blog Art Music, 28 Nov.2014

Figura 4: Tablatura para teclado

Fonte: Consulta Musical, 28 Nov.2014

Como se V€ nas figuras 1 e 2, € necessario que o musico saiba fazer a converséo
entre as formas de representacdo de notas musicais para cifras e vice versa.

E muito comum em instrumentos de sopro, como por exemplo, o saxofone, ser
afinado em “si maior”, ou outra tonalidade. Nesse caso, se 0 musico for tocar uma musica
cujo tom é “d6 maior”, ele devera fazer a transposi¢cao de todas as notas de uma patrtitura
para a tonalidade de afinacdo do seu instrumento. Um muasico experiente faz a
transposicdo automaticamente ao tocar, sem a necessidade de reescrever a partitura
com a nova tonalizagéo.

Ingressei no curso de Matematica no ano de 1983. Formei-me em 1986 e no inicio
do ano de 1987, ingressava na sala de aula, ndo mais como estudante, mas agora como

professora.
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2.2 —Vivéncia Profissional

Durante esses anos, tive a oportunidade de trabalhar com classes desde 0 6° ano
do Ensino Fundamental até a 32 série do Ensino Médio de Escola Publica e Privada, além
de atuar também no Ensino Superior.

Ao longo desses 27 anos de carreira, percebi uma grande mudanca no perfil dos
alunos que atendemos. A sociedade mudou, o sistema de ensino também mudou e
observo que muitas dessas mudancas, trouxeram alguns resultados positivos, porém
trouxeram também muitos resultados negativos, promovendo uma mudanca postural
negativa na maioria de nossos alunos. Se de um lado a tecnologia evoluiu trazendo a
oportunidade da utilizagdo de novas ferramentas para o ensino, do outro lado os
problemas ensino-aprendizagem se agravaram diante de uma clientela ndo mais
acostumada a pensar, a ser desafiada, pois as ferramentas de tecnologia trazem as
informacdes prontas. Neste sentido, porqué pensar, se € possivel fazer um “ctrl ¢”, “ctrl
v” (copy/paste).

Ao olhar para tras e ver que muitos alunos obtiveram sucesso em suas vidas,
sabendo que enquanto educadora fiz parte da transformacéo de suas vidas, promovendo
a capacidade de aquisicao de saberes necessarios para que eles pudessem se tornar
protagonistas de seus sucessos; é algo que me enche de satisfacdo pessoal. Porém é
muito triste olhar para muitos alunos de hoje e perceber que a maioria ndo conseguem
superar dificuldades basicas na matematica.

Nos ultimos anos, no entanto, tenho me dedicado ao trabalho com os alunos do
Ensino Médio e Ensino Superior e com isso tenho comparado as duas classes de alunos.
Percebo que os alunos que chegam ao Ensino Superior trazem 0s mesmos problemas
em relacdo as Representacdes Semidticas por eles vivenciados, no Ensino Fundamental

e Médio. Abaixo podemos observar dois exemplos:
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Figura 5: Resposta de aluno — Ensino superior

(4,5).(2,6) =

B2 +3iF =

l(2+21')5= a8 5955

Fonte: Material da Autora

Figura 6: Resposta de aluno — Ensino superior

(2+3i).(5+2i)=

Fonte: Material da Autora

25



Nos exemplos das figuras 5 e 6, temos respostas dadas por alunos que
participaram da pesquisa da autora, que foi aplicado junto ao 2° semestre do curso de
Engenharia Civil do CEUNSP (Centro Universitario Nossa Senhora do Patrocinio).

E claro pelas respostas dos trés questionamentos da figura 5, que esse aluno
possui deficiéncia em conceitos matematicos, ndo sé no que diz respeito aos niameros
complexos. Na primeira alternativa, ele deveria ter reescrito os nimeros complexos na
sua forma algébrica, fazendo a conversao como é classificado dentro dos registros das
representacfes semidticas, para entdo operar a multiplicacdo. A ideia por de tras dessa
alternativa era verificar se o aluno seria capaz de distinguir o par ordenado representacéo
de um numero complexo e operar a multiplicacdo, do o par ordenado representacao
vetorial, (representacéo utilizada na disciplina de Algebra Linear que o aluno cursa, cujo
resultado é o produto interno em R?), ou seja, os resultados sdo totalmente distinto.

Na segunda alternativa, fica evidente que o aluno apresenta dificuldade com o
conteudo de Produtos Notaveis que é ensinado no 8° ano do Ensino Fundamental Il, pois
0 tratamento para a obtencdo do resultado do complexo ao quadrado € 0 mesmo
tratamento dado na obtencdo de uma equacédo de primeiro grau, quando elevada ao
quadrado. Aqui fica evidenciado que se problema ndo é especifico com os nameros
complexos, mas vai além.

Na terceira alternativa, esperava-se que o0 aluno convertesse o complexo para sua
forma trigopnométrica para encontrar mais facilmente o resultado, porém o mesmo optou
por trabalhar na sua forma algébrica. O que nos chama a atencéo é que 0 mesmo erro
cometido na alternativa anterior, foi repetida nessa alternativa. Observa-se claramente
que o aluno ndo s6 possui deficiéncia nos conceitos dos Produtos Notaveis, mas possui
deficiéncia nos conceitos de Potenciacdo. Ressalto que como professora da turma do
qual o aluno em questéo esta inserido, sendo que leciono Calculo | para essa turma, e
devido a necessidade de utilizacdo desses conceitos (Potenciacédo e Produtos Notaveis)
para as resolucdes de limites de derivadas, fiz uma revisdo sobre o assunto, nos
primeiros dias de aula do semestre. Logo concluo que a mudanca da variavel x para a
variavel i fez com que o aluno ndo mais conseguisse realizar a operacdo da segunda
alternativa. Em uma observacao recente feita por outro aluno do curso de Célculo I, o

aluno afirmou: “Professora, vocé ndo sabe que se mudar a cor da grama os bois nao
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pastam mais?” O mesmo afirmou algo que a principio parece engracado, ao se referir a
mudanca de incégnita em uma operacao de derivacdo, mas dentro da visdo pedagdgica
€ algo realmente preocupante, pois 0 mesmo demonstra ndo estar aprendendo os
conceitos, mas mecanizando processos de tratamento e conversdo dos registros de
representagcdo semiotica, nas resolucdes de tarefas.

Na figura 6, o aluno até aplica corretamente a operacdo distributiva para a
multiplicacéo, porém ao se deparar com 0 2 (nUmero imaginério), ndo sabe o que fazer.
O que se observa que ele considera o niumero imaginario como uma incognita quadratica,
aproveita para igualar a zero o resultado obtido na aplicacdo da operacao distributiva e
aplica técnicas conhecidas para a resolucédo de equacao de 2° grau, encontrando assim

({42
1

dois resultados para a suposta incognita “i”. O pior é que ap0s igualar a zero a suposta

equacdo de segundo grau, ao recorrer a conhecida “formula de Baskhara”’ para a
resolucdo da equacdo, 0 mesmo ainda troca a incégnita que deveria ser “”, por “x”.

Se de um lado percebe-se que o aluno detém o conhecimento de alguns conceitos
matematicos, por outro lado o que se vé € que ele ndo sabe como uséa-lo, pois recorreu
a um conceito inerente para a resolucéo de equacéo de 2° grau, aplicando dentro de uma
operacdo de multiplicacdo entre nimeros complexos, onde tal conceito ndo € aplicavel
para a situacdo em questao.

O pior é observar alunos que chegam ao Ensino Médio sem possuirem saberes
basicos necessarios para esta nova etapa de estudos. E possivel ter um vislumbre dessa
situacdo que considero grave, na resposta da aluna (figura 7), cuja tarefa foi aplicada
para alunos do 3° ano do ensino médio, por ocasido da introducao do estudo de

Geometria Analitica (GA).
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Figura 7: Resposta de aluna do ensino médio

1) Dada a fungdo f(x)=2x+35, vocé seria capaz de construir um grafico com dois pontos quaisquer?

Utilize a malha abaixo para realizar a tarefa.

Fonte: Material da Autora

A ideia de retomar a construcdo de graficos de funcdo do 1° grau, era levar os
alunos a perceberem a relacdo entre a equacao da reta e a funcao de 1° grau.

O que observamos é que a aluna em questdo ndo tem dominio da construcao de
gréfico de funcéo de 1° grau, pois sua dificuldade vai muito mais além, quando observa-
se as operac0Oes realizadas ao lado do grafico, vé-se que esta aluna pode ser classificada
como uma “semianalfabeta matematica”, visto que ela ndo apresenta dominio de
operacdes basicas, conceitos esses que deveriam ter sido aprendidos durante sua
passagem pelo ensino fundamental |, ou seja, ela ndo opera a subtracdo, ela ndo opera
a multiplicacdo. E claro que essa aluna ndo tem dominio das transformacfes de
tratamento e nem muito menos das conversdes dentro dos registros de representacao
da semidtica

Outro exemplo que podemos observar € o caso de um aluno também da 3 série
do Ensino Médio, trabalhando em uma tarefa com o objetivo de estabelecer relacdes

entre a fungéo de 1° grau e o estudo da equacao da reta em Geometria Analitica:
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Figura 8: Resposta de aluno do ensino médio

1) A partir de dois pontos em um grafico cartesiano, qual é a fungdo que da origem a esse grafico?

Fonte: Material da Autora

Neste caso, o aluno conseguiu fazer uma leitura dos pares ordenados no grafico
dado, porém né&o consegue utilizar os conceitos necessarios para construir a funcao que
originou o grafico em questao. Vé-se que o aluno ndo testou os pares ordenados por ele
escolhido de forma correta. Neste caso, houve uma confusdo em relagédo a componente
x do gréfico ao aplicar na funcéo por ele definida. A leitura que ele fez é que o resultado
da operacdo de multiplicacdo do niumero 2 pela variavel x, como sendo a componente X
do par ordenado escolhido.

Neste aspecto, concordo com as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio -
OCEM (BRASIL, 2006, p.77), quando afirma que “é recomendavel colocar a algebra sob
o olhar da geometria”, pois muitos desses problemas néo existiriam se os alunos fossem
dotados de tal compreens&o da articulacéo entre a algebra e a geometria. E comum os
alunos buscarem uma solucéo algebrista para os questionamentos, em detrimento ao
geomeétrico.

Nos ultimos anos, tenho observado nos livros didaticos um esforco pela
contextualizacdo de seus conteudos, articulando a algebra com a geometria e seus
respectivos fatos historicos, porém ha muito que ser melhorado ainda para que isso possa

se refletir em uma mudanca na sala de aula.
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Observando muitas das tarefas propostas em sala aula, com relacdo as
dificuldades apresentadas pelos alunos em compreender a proposta dos enunciados, até
mesmo nos erros por eles cometidos, tem me levado a busca de novas praticas docente,
bem como uma investigacdo mais profunda sobre o assunto, principalmente no que
envolve a articulacdo geométrica e algébrica dos numeros complexos, pois tenho
observado que os estudantes de 32 série do Ensino Médio deveriam apresentar mais
competéncia e habilidades sobre este assunto.

Em minha visdo a apresentacdo do conteido dos nimeros complexos, articulando
a geometria com a algebra é uma oportunidade impar de retomada de conceitos que
deveriam ser perfeitamente dominados pelos estudantes e que muitos, no final do 3° ano
do Ensino Médio, ainda ndo compreenderam. Lamentavelmente o tempo direcionado
para o ensino desse conteudo tao rico € infimo quando se comparado com as inimeras
possibilidades analiticas e aplicativas que ele oferece, pois este contelido permite a
retomada de contetdos abordados desde o Ensino Fundamental Il, com aplicacdes nos
campos da geometria, geometria analitica, matrizes, fisica (vetores), entre outros.
Diante disso, questionei se a utilizacdo de um software matematico na pratica docente
trard maior interesse e aquisicdo de saberes aos educandos, no referido tema.

Na tentativa de encontrar solugdes para o problema que envolve as dificuldades
encontradas pelos alunos nas resolugdes de tarefas, ingressei no curso de Mestrado em
Matematica Pura, oferecido pela PUCSP (Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo)
em 1991, onde cursei algumas disciplinas.

Seguindo o conselho de um amigo na época, procurei a USP (Universidade de
Séo Paulo) no intuito de dar continuidade ao mestrado naquela universidade. A porta foi
aberta, porém nos foi exigido que fizéssemos primeiramente uma especializa¢do ali
mesmo, na USP, que segundo a coordenadora na época, a saudosa profa. Dr2. Iracema,
era necessario ter um nivelamento para conseguir acompanhar o curso com certa
tranquilidade. Acatei a sugestao e iniciei a especializacédo na USP/SP, fazendo algumas
disciplinas ao longo do ano 1992. Infelizmente no inicio de 1993, meu esposo foi
transferido pela empresa, para trabalhar na cidade de Rio Claro, o que acabou por me

dificultar os meus estudos naquele ano.
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No ano de 1994, ingressei no mestrado da UNESP (Universidade do estado de
Séo Paulo), na Cidade de Rio Claro, sem saber a surpresa que o futuro breve me
preparava. Descobri logo no inicio do curso que estava gravida, mas para complicar a
situacdo, meu esposo desenvolveu uma sindrome do panico, depressao profunda,
doencas essas que na época pouco conhecidas, com poucos recursos de tratamento,
levando-o a problemas de saude cronicos. Diante desse quadro, fui obrigada a deixar de
lado meus objetivos de cursar um Mestrado.

Apos o falecimento (2005) de meu esposo e ao alcancar o meu filho a idade
adolescente (2009), sendo ele capaz de realizar muitas atividades de forma mais
independente, retomei a minha busca pelo conhecimento e por solugdes em relacdo as
minhas angustias e inquietudes, frente a sala de aula, porém agora com uma experiéncia
como educadora muito maior, diante de uma sociedade que passava e passa por
transformacdes muito rapidas, onde novas angustias também passaram a me perturbar
no que tange o processo ensino-aprendizagem.

Em 2010, realizei uma especializacdo em Educacdo Matematica pela UNIMEP
(Universidade Metodista de Piracicaba) onde desenvolvi minha monografia sob o titulo
“O excesso da tecnologia, o grande vildao do analfabetismo matematico da geragéo Z”.
Neste trabalho, desenvolvi a pesquisa com alunos, tracando uma comparacao entre o
tempo que eles dedicavam aos estudos (no caso em questdo: a matematica) e o tempo
destinado por eles frente as midias (TV, internet pelo computador ou pelo celular).

Na época, observamos que a maioria dos alunos chegavam para as aulas no
periodo matutino, apresentando dois tipos de comportamento: ou dormiam na sala de
aula, onde constatamos que estes ficavam até altas horas da madrugada na internet
(salas de bate papo, redes sociais ou MSN), de forma que estavam com o cérebro
cansado para aprender qualquer coisa e por isso a nhecessidade de dormir, ou passavam
as aulas driblando os professores, com o0 objetivo de ficarem conectados de alguma
forma, através de aparelhos celulares. Uma geracao viciada em tecnologia.

Na verdade estamos até pensando em reaplicar essa pesquisa, pois percebemos
que como passar do tempo, apesar de curto, houve um agravo em relagédo a esse

fendmeno e que se reflete claramente na sala de aula. A ideia da reaplicacao da pesquisa
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se da pelo fato de que hoje, temos uma bagagem de conhecimento diferenciada,
propiciando uma visao mais aprimorada sobre o assunto.

O comportamento dos alunos muito nos angustiava e ainda angustia, pois, por
mais que nos esforcassemos para apresentar uma aula de qualidade, sempre parecia
que algo estava faltando. Questionava se o problema estava em mim e que mudancas
eu precisava realizar em minhas aulas, ou se o problema estava nos alunos.

Desde o inicio dos anos 90, ouve-se a fala de muitos, de que as aulas de
matematica tornam-se mais interessante aos alunos, se utlizado algum software
computacional como ferramenta de aprendizagem. Confesso que na época era bastante
cética em relacdo ao uso do computador como ferramenta de ensino, devido a postura
dos alunos (a maioria) em sala de aula.

Ao realizar essa especializacdo, meu propdsito era justamente provar que a
tecnologia estava na realidade fazendo o papel de vila em relacéo a falta de saberes dos
alunos, além de ser responsavel pelo comportamento inadequado de muitos alunos
frente as aulas de matematica, que exige que o aluno utilize o raciocinio para apreensao
dos saberes. Apropriamos dos conhecimentos da Neurociéncia em relacdo a Educacao
para validar nosso trabalho.

A realizacdo desse trabalho trouxe-me algumas constatacdes de fato, porém,
depois de conclui-lo ndo me senti plenamente satisfeita, uma vez que ndo promoveu
mudancas dos alunos na sala de aula. O incébmodo continuou.

Logo, julguei por bem que era necessario buscar outra especializacdo, para
entender como as ferramentas midiaticas poderiam se tornar minhas aliadas na sala de
aula. Diante desse fato, ingressei no curso de especializagdo em “Metodologia para a
Educacéao a Distancia”, pelas Faculdades Anhanguera, uma vez que a geragao de alunos
gue temos, podemos dizer que nasceram com a difusdo das midias e, ndo ha como
mudar isso, visto que aos nossos olhos essa geracdo chega mesmo a ser viciada em
internet, por exemplo.

O que nos preocupa, € que a maioria de nossos alunos nao utiliza a tecnologia
como ferramenta para a busca do conhecimento, por isso diante desse fenbmeno que

vem ocorrendo e € mundial, julguei por bem que precisava saber como utilizar melhor as
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ferramentas tecnolOgicas, para orientar os alunos converté-las em objeto para a
aprendizagem.

Senti que era necessario entender como fazer entdo para trazer o computador
como uma ferramenta saudavel para a sala de aula? Esse era o meu dilema! O meu
intuito era melhorar minha prética pedagodgica e tentar compreender as dificuldades
encontradas pelos alunos de forma a despertar neles o prazer pela busca de desafios e
leva-los a reflexdo. Esses componentes sdo necessarios para o aprendizado da
matematica.

De fato, essa segunda especializacdo me levou a refletir sob varios aspectos
diferentes em relacdo a utilizacdo da tecnologia nas aulas, que ndo sé representa um
avanco, mas € necessario, e mais do que isso, a tecnologia deve ser utilizada como um
facilitador do processo ensino aprendizado.

Em meu trabalho, tracei uma comparagdo entre a educacao presencial e a
educacdo a distancia, no ensino da matematica, mostrando os aspectos positivos e
negativos nas duas modalidades, de onde conclui que a fusdo das duas seria a ideal,
pois ambas tém pontos positivos e pontos negativos. Portanto, se pudéssemos unir 0s
pontos positivos de ambas, teriamos o que chamei de “ideal”.

No entanto, apesar dessa especializagcao ter aberto minha mente em relagcéo as
inUmeras possibilidades oferecidas pelas tecnologias como aliado das aulas, ela ainda
se tornou limitada pelo fato de que seu foco era o “Ensino a Distancia”, ou seja, mais uma
vez esbarrei em minha proposta de mudanca da sala de aula, onde a aula para 0 meu
caso, é presencial.

Diante disso, ingressei no Programa de Pds-Graduacao em Ensino de Ciéncias
Exatas (PPGECE), oferecido pela Universidade de Sdo Carlos — Campus Sorocaba com
0 objetivo de buscar mais subsidios. Estou ainda em busca de solu¢gdes, mas ja consigo
perceber que algumas praticas inovadoras, podem sim trazer contribuicdes ao processo
ensino-aprendizagem.

Em minha pesquisa, adotei trabalhar com a ferramenta Geogebra, pois tive a
oportunidade de cursar a disciplina de Tecnologia da Informacdo para o Ensino de
Ciéncias e Matematica sob a coordenacao do Prof. Dr. Wladimir Seixas e do Prof. Dr.
Paulo César Oliveira, e aprendi a manipular melhor essa ferramenta e a perceber que
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essa ferramenta oferece muitos recursos para o ensino. Em meu pouco conhecimento,
antes de ingressar no mestrado, ndo via como esse software Geogebra poderia ser um
recurso a facilitar as aulas sobre o estudo dos numeros complexos para os alunos do 3°
ano do Ensino Médio. Pude verificar que essa ferramenta € muito rica e ha um vasto
campo a ser explorado, onde estou comec¢ando a caminhar.

Confesso que tive a oportunidade de utilizar essa ferramenta também, em minhas
aulas de Algebra Linear, para o curso de Engenharia de Producdo do CEUNSP. As aulas
se tornaram muito interessantes, pois pudemos fazer os alunos refletirem sobre alguns
guestionamentos, validando ou n&o as situagdes propostas, nas operacdes envolvendo
os vetores. Na figura 9, temos cépia de um dos slides da aula de Algebra Linear.
Esclareco que executdvamos o software Geogebra enquanto explicavamos o assunto em

guestao, conforme protocolo a seguir:

Figura 9: Slide da aula

Exemplo: Se um vetor tem origem em A(2, 3) e
extremidade em B(5, 1), entao temos que o vetor
w = (3, -2).

— —

w=B-H w=(51)-(23)= w=(3-2)

A

oo 1

OBS: — - - -

w=AB=B-A=0B-0

Fonte: Material da Autora
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Hoje visualizo que a ferramenta tecnoldégica pode ser uma grande aliada na sala de
aula e no processo de ensino aprendizagem, desde que utilizada de forma correta e no

caso da matematica, com a utilizacdo de softwares adequados a cada situacao de ensino.

2.3 -0 porqué do tema escolhido

O tema foi escolhido com base na prética da sala de aula da autora e na sua busca
incessante por ajudar os alunos na construcdo do conhecimento matematico. A
importancia desse estudo se da visto que a matematica faz parte do cotidiano de cada
um e a absorcdo e compreensdo de conceitos basicos da matematica de forma
intrinseca, é primordial para o desenvolvimento do raciocinio l6gico humano, em todas
as areas.

A evolucédo da sociedade nas ultimas décadas de forma vertiginosa é algo inegavel
e trouxe consigo ferramentas inovadoras para o ensino, cada vez mais sofisticadas.
Diante desse fato, ndo ha como a educacdo permanecer estagnada frente a uma
sociedade que evolui rapidamente. Para tanto, os profissionais da area educacional
devem estar abertos a inovar e buscar novas metodologias de ensino-aprendizagem,
com a utilizacao dessas ferramentas como, por exemplo, o Geogebra para a matematica.

Sabe-se que o ensino da Matemética ocorre de uma forma diferenciada quando
comparada a outras disciplinas como Fisica, Quimica e Biologia que sédo palpaveis e
visuais os seus fenbmenos, além de experimentaveis. A matematica praticada, muito
embora parta de situacdes concretas, na maior parte tem 0s seus conceitos construidos
na abstracéo, fazendo com que os alunos muitas vezes cheguem a conclusdes errbneas
ou nem consigam concluir os conceitos. Para que o aluno construa uma conclusao
correta € necessario que o mesmo compreenda toda a dimensdo da abstracéo
apresentada, e para tanto se faz necessario a construcdo da abstragdo a partir do
concreto, do palpavel. Logo, o tempo dedicado ao estudo € necessario para a articulacao
da construcao dos conteudos, partindo do concreto e fazendo que o educando consiga
absorver os conceitos abstratos de forma correta.

Para Duval (2012, p. 309):

35



Na matemética, mais que em todas as outras disciplinas, é
necessario compreender para poder aprender. Somente se pode
aprender mateméatica e concluir as atividades propostas se
compreendermos ndo somente as instrugdes e os enunciados de
um problema, mas também aquilo que se pode fazer para buscar
resolvé-lo e por que aquilo que se encontra esta certo ou errado.
(...) Esta exigéncia constante de compreensé&o coloca o ensino da
matematica em uma situagdo muito particular em relagéo a todos
0S outros ensinos e aponta a uma primeira pergunta sobre aquilo
que se entende por “compreender”.

Ao visualizar os conteados do Ensino Médio elencados para a disciplina de
Matematica, observa-se claramente que o tempo do professor junto aos seus alunos é
muito pouco frente a necessidade dos assuntos a serem abordados em cada uma das
séries deste segmento escolar. Além do mais, 0s contetdos se articulam entre si, porém
com abordagens diferenciadas. Para tanto, seria necessario o professor disponibilizar de
muito mais tempo junto aos seus alunos para que esses pudessem compreender as
diferentes formas representativas da mesma situacao. Ha que se entender também, que
cada estudante é Unico e cada qual tem o seu tempo de absorcéo da informacéo.

E nesse ponto que o uso do computador em sala de aula transforma-se num
grande aliado, permitindo ao professor articular novas metodologias com recursos
tecnoldgicos educacionais que ao mesmo tempo possibilitam uma maior motivacao e
interacdo entre os educandos, além de propiciar mais tempo ao professor para o
tratamento do conteudo em questao.

Ao pensar na importancia da utilizagdo do computador como um aliado na
construcdo de um nimero complexo a partir do par ordenado transpondo para sua forma
vetorial geométrica e articulando com sua forma trigopnométrica, isso se pode fazer em
um tempo muito rapido, além de permitir ao aluno a possibilidade de testar varios
elementos do conjunto universo utilizado no estudo, podendo tirar conclusdes e
conceituar de uma forma mais rapida, pois se parte do concreto para o abstrato. Tal
procedimento quando realizado com lapis e papel, muitas vezes torna-se inviavel pelo
tempo dispensado na construgdo, além da dificuldade da realizacdo da tarefa.

Parto do pressuposto que um dos fatores que tem levado a desmotivacdo de
aprender a matematica, os alunos do Ensino Fundamental II, Ensino Médio e
posteriormente também no Ensino Superior esta relacionado com a forma como |lhes sao
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apresentados o0s conceitos da matematica, onde métodos que privilegiam a
representacdo algébrica do contetdo estudado, contemplam a memorizacdo do saber
aplicar os procedimentos corretos para obter o resultado final, ou seja, operar
algebricamente, em detrimento do raciocinio légico utilizado na resolucdo da questao.
Quando o aluno tem a oportunidade de fazer a dedugéo légica do raciocinio da
situacdo problema proposta, provavelmente conseguir4 articular os conceitos
apreendidos com aplicacdo em outras tarefas, sem a utilizacdo de formulas mecanizadas.
De acordo com Borba e Penteado (2003, p.31), “usualmente, a énfase para o
ensino de funcdes se da via algebra. Assim, € comum encontrarmos em livros didaticos
um grande destaque para a expressdo analitica de uma funcéo e quase nada para os
aspectos gréaficos e tabulares”. E notorio que os livros didaticos de matematica possuem
uma linguagem bastante algébrica. Nos ultimos anos uma mudanca tem sido observada
nos livros didaticos, onde os autores tém buscado dar um enfoque mais amplo, com uma
visdo mais generalizada sobre os assuntos abordados. No entanto, de nada adianta uma
mudanca no enfoque didatico se ndo houver uma mudanca na sala de aula sobre a forma
de abordagem do assunto. Dessa forma faz-se necessario que os professores busquem
novas formas de abordagem dos conteudos, apresentando outras possibilidades de
compreensao sobre o mesmo assunto.
Por outro lado, simplesmente acreditar que a insercao de ferramentas tecnoldgicas
na sala de aula é suficiente por si s6 para que o aprendizado ocorra, é utdpico. E
necessario que a utilizacdo dos recursos tecnoldgicos seja feita com qualidade e
articulando sua utilizagdo ao material didatico, bem como a proposta pedagodgica.
Segundo Francisco (2002, p.179), em todo o planeta esta ocorrendo
transformagdes que vao “muito além de uma simples mudanca de tecnologia e de
comunicagcdo e informagdo”. A didatica do ensino da matematica deve ter sua
metodologia aprimorada frente as novas tecnologias, tanto no Ensino Médio como no
Ensino Fundamental, porém temos que ter o cuidado de observar que nem tudo o que &
velho é ruim e nem tudo o que é novo é bom. E necesséario se ter bom senso na
articulacdo de novas préticas de ensino, novos métodos e aplicacdo das novas teorias

que tem surgido, com relacdo ao ensino da matematica. Nao adianta a mudanca de
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paradigma, ou qualquer outro método de ensino, se 0 aluno ndo aprendeu a aprender.
Esse € o grande desafio do profissional da educagédo da matematica.

Deve-se entdo analisar qual seria a melhor aula, ja que muito se fala que a aula
presencial no Ensino Publico hoje, deixa a desejar pela falta do aparato tecnolégico, ou
porque os educadores ndo estdo preparados para utilizar essas tecnologias como
ferramenta de ensino, e que elas deveriam estar presentes frente a uma clientela
acostumada com o mundo virtual. Seré isso verdade? Pode a tecnologia atrelada a sala
de aula mudar a postura dos alunos e, sobretudo, a construcdo de seus saberes? Pelo
presente estudo, ampliando conhecimentos anteriormente adquiridos através das
especializacbes realizadas e jA comentadas anteriormente, tudo leva a crer que sim,
desde gue a tecnologia seja usada de forma qualitativa, ou seja, como uma ferramenta,
tal qual, o lapis e o papel. Essa € a nossa expectativa.

Outro aspecto que é preciso ser observado é de que a tecnologia nao consegue
substituir o papel do professor como mediador do processo ensino-aprendizagem, pois
por melhor que sejam as ferramentas tecnolégicas, elas ainda possuem limitaces para
serem utilizadas em certos conteudos e principalmente na construcdo de seus conceitos

e da abstracao desses.

2.4 — Justificativa: Focando o problema do Ensino/Aprendizagem

No ensino da matematica, deve-se notar o papel do professor como mediador do
conhecimento a ser transmitido/adquirido. A aprendizagem ndo deve ser mecanizada,
mas deve promover uma reflexdo sobre o que se esta aprendendo. Nesse aspecto, o
papel do professor enquanto mediador da construgao do conhecimento assume um papel
fundamental. O que vale ressaltar nesse ponto ainda é que, o educando tem a
intervencao do professor de forma imediata. O papel do professor entdo deve ser néo o
de dar respostas prontas, mas, o de conduzir o aluno a uma investigacao légica, fazendo-
o raciocinar sobre o assunto em questao.

Outro aspecto que também deve ser salientado sobre o papel do professor, é

guanto a sua didatica de ensino e pratica pedagogica que deve ser constantemente
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aprimorada, para despertar a atencdo dos alunos e motiva-los a participacdo das
atividades propostas, na construgcédo do conhecimento.

Os bloqueios na construcdo dos conceitos da matematica por muitos alunos,
somatizam-se com 0s sentimentos negativos desenvolvidos pelos mesmos e trazem
consigo um sentimento ainda maior, o fracasso. Como a mateméatica se apresenta de
uma forma de dificil compreensdo e pouca utilidade para muitos, isso influencia

diretamente na aprendizagem. Segundo Vitti (1999, p. 19):

O fracasso do ensino de matematica e as dificuldades que os
alunos apresentam em relagdo a essa disciplina ndo é um fato
novo, pois Vvarios educadores j4 elencaram elementos que
contribuem para que o ensino da matematica seja assinalado mais

por fracassos do que por sucessos.

Em entrevista cedida a Arbex (2009), Charlot comenta que o “fracasso escolar”
dos alunos € algo que nao existe, mas o que existem sim sdo alunos que se encontram
em situagBes de fracasso escolar, porém, ndo se pode atribuir esse fracasso meramente
ao professor ou a modalidade de ensino dentro da Escola Publica, onde a ferramenta
disponivel em muitas Unidades Escolares € somente lousa e giz, pois o problema envolve
outras dimensdes. Apropriando-se da fala de Bernard Charlot pode-se concluir que nédo
existe fracasso do ensino da matemética, mas o que existe sdo alunos que se encontram
em situacbes de fracasso em relacdo a matematica. Vale salientar que muitas das
dificuldades dos alunos, estédo na falta de compreensao textual e como a matematica tem
uma linguagem prépria, além do mais, para se compreender um conceito, muitas vezes
se depende de outro conceito que se ndo foi devidamente compreendido, ndo sera
possivel compreender um novo conceito, com isso aumenta a dimenséao do problema.

Para Lima e Borges (2008, p. 378):

Uma das maiores dificuldades enfrentadas no aprendizado de
matematica consiste em compreender a linguagem ou a simbologia
utilizada nessa area de conhecimento. Ler e interpretar, ndo apenas
problemas, mas também situagfes representadas por meio de
simbolos, graficos, equacdes, expressées numéricas ou algébricas.
Conhecer e saber utilizar a linguagem matematica torna-se um
desafio para os estudantes e professores.
A fim de reverter essa visdo que muitos alunos tém em relagédo a
matematica, propfe-se a utilizacdo de métodos didaticos que
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desenvolvam habilidades de leitura e escrita da linguagem
matematica, tendo em vista que a capacidade de ler, escrever e
comentar demonstra a compreensdo do sujeito acerca de
determinado assunto.

As capacidades de leitura e escrita sdo fundamentais para a compreensao dos
conteddos abordados e se articula intimamente com a comunicagdo correta e bem
sucedida dos conceitos ou ideias abordadas. Fica claro que para Lima e Borges a
problematica em relacdo ao aprendizado de muitos educandos esta relacionada,
segundo Duval, aos Registros de Representacdo Semidtica.

Podemos ter um vislumbre da dimensao dessa problematica quando olhamos para
as avaliacdes nacionais, tais como as avaliacbes do ENEM dos ultimos anos. O ENEM
que foi criado em 1998 em seu primeiro padrdo e contava com 63 questfes
interdisciplinares, cujos conteudos cobrados, nem sempre estavam relacionados com os
contetdos ministrados no Ensino Médio. Além disso, nos moldes do qual as avaliacdes
eram formuladas, ndo era possivel fazer tracar um perfil comparando as notas e o
desempenho dos alunos.

A partir de 2009, mudancas ocorreram no ENEM, tais como as provas atuais
constam de 45 questbes para cada grupo de provas que privilegia as quatro areas do
conhecimento: linguagens, codigos e suas tecnologias (incluindo redacédo); ciéncias
humanas e suas tecnologias; ciéncias da natureza e suas tecnologias e matematica e
suas tecnologias. Segundo o INEP, “com o novo ENEM, o MEC busca reformular o
curriculo do ensino médio e mudar o acumulo excessivo de conteudos, hoje cobrado nos
vestibulares”. (BRASIL, 2009)

A partir dessas mudancas ocorridas no novo ENEM, verificamos uma grande
cobranca nos conteudos do Ensino Médio: Funcdes (tabelas e graficos), Geometria,
Escala, Razdo e Propor¢céao. De acordo com dados divulgados no site da Revista VEJA
Online, (06/05/12 — ENEM e Vestibulares) observa-se a informacédo comparativa para
esses conteudos, conforme quadro 1. Em 2009, de acordo com o INEP, 57,7% dos alunos
inscritos para a realizacdo do ENEM, néo atingiram a nota média (500) em matematica e

somente 0,7% atingiram nota maior que 800.
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Quadro 1: Contetudos mais relevantes abordados no ENEM

Matematica Linguagem Ciéncias humanas Ciéncias da natureza

2012
2011
2010
2009
2012
2011
2010
2009
2012
2011
2010
2009

8 (ver questdo)

Funcdes (tabelas e graficos)

11 (ver questdo)

Geometria

6 (ver guestdo)

Escala, razio e proporcio

Fonte: Revista Veja, 03 Mar.2014

Uma comparacao entre os resultados do biénio 2011 e 2012, foi também divulgado
no site da gl.globo.com online (28/12/2012 — Educa¢ao/ENEM 2012), com base na fonte
do INEP, onde se destaca no quadro uma queda acentuada na nota minima obtida na
matematica e suas tecnologias, caindo de 321,6 em 2011 para 277,2 em 2012. (Veja
quadro 2 abaixo).

Quadro 2: Escala de notas do ENEM 2012

Minimo Maximo
Ciéncias Humanas e suas tecnologias 2956 3749
Ciéncias da Matureza e suas tecnologias 3031 B864.9
Linguagens e codiges e suas tecnologias 2952 8179
Matematica e suas tecnologias 2772 9552

Fonte: Portal do Inep — Questdes sao Calculadas pela TRI, 22 Nov.2014
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De acordo com o site do INEP (17/01/2012), “para alunos convencionais que
entregaram a prova em branco, as menores notas sdo: 304,2 (inglés) ou 301,2 (espanhol)
em linguagens; 321,6 em matematica, 252,9 em ciéncias humanas e 269,0 em ciéncias
da natureza”.

No inicio desse ano (2014), novas informacfes vieram a tona, com a divulgacao
das notas do ENEM de 2013, onde ocorreu um leve aumento nas notas, em relagéo ao
ano anterior. Pode-se confirmar a informac&o no quadro 3 abaixo, conforme informacdes
divulgadas pelo G1.globo.com.online (22/01/2014 — Educacado/ENEM/2013)

Quadro 3: Escalas de notas do Enem - biénio 2012/2013

EVOLUCAO DAS NOTAS MAXIMAS E MINIMAS DO ENEM
ENEM 2012 ENEM 2013
MINIMA MAXIMA MINIMA MAXIMA
Ciéncias humanas 295,6 874,9 299,5 888,7
Ciéncias da natureza 303,1 864,9 3115 901,3
Linguagens 295,2 817,9 261,3 813,3
Matematica 277,2 955,2 322,4 971,5
Redagéo* 0 1.000 0 1.000
Fonte: Inep/MEC
*A redacdo ndo usa a metodologia TRI: a nota final € composta de cinco notas de 0 a 200 pontos, definidas em
intervalos de 40 pontos de acordo com o dominio das cinco competéncias avaliadas pelo Enem

Fonte: G1 Globo Educacéo, 11 Mar.2014

Segundo a Revista Veja Online (17/01/14, INEP divulga notas maxima e minima
do Enem 2013) “em matematica e suas tecnologias a nota maxima foi de 971,5. Nesta
area, o menor desempenho foi de 322,4 pontos. Ciéncias da Natureza registrou a nota
méaxima de 901,3 e a menor foi de 311,5. J& em Ciéncias Humanas, o desempenho
maximo chegou a 888,7 e o minimo ficou em 299,5. A prova de Linguagens e Codigos
teve como nota mais alta 813,3 pontos e a menor pontuagao ficou em 261,3”.

Quando se analisa os resultados da Prova Brasil dos ultimos anos, disponivel no
Portal Brasil, nota-se que de 1995 até 2005 houve uma diminuigdo do conhecimento
matematico, variando do nivel de proficiéncia 280 em 1995 para 270 em 2005 (nivel Brasil
— Escolas Urbanas). O decréscimo € ainda maior quando tomamos em comparagao o

nivel de proficiéncia do Estado de Sao Paulo de 1995 para 2005, caindo de 290 para 272.
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Em 2011 o nivel de proficiéncia atingiu 273 no Brasil contra 283 no Estado de S&o Paulo,
de acordo com as fontes do INEP. O que se observa é que os alunos na sua grande
maioria possuem um nivel de conhecimento e amadurecimento conceitual, muito abaixo
do esperado.

O Jornal O Estado de Sao Paulo, divulgou no dia 29/11/2014, novas informacdes
sobre os resultados da Prova Brasil realizada em 2013, cujos resultados s&o ainda piores

guando comparado com os resultados de 2011, conforme quadro divulgado nesse jornal:

Quadro 4: Prova Brasil - comparativo 2011/2013

PROVA BRASIL
Desempenho dos alunos do 90 ano da rede publica piora em matemaética

@ 50ANO SAIBA MAIS

Portugués Matematica .

O QUEE?

200 204,58 205,10 Exame aplicado
para alunos do 50 e 90
anos do ensino fundamen-
tal de todas as escolas
publicas do pais, junto com
questionario socioecond-
mico, de dois em dois anos

185,69 189,72

2011 2013 Nivel 2011 2013 Nivel
adequado adequado
— 42.17% — .o 25% O QUE AVALTA?
Nos testes

ha questoes de lingua
portuguesa, com foco

@ 90 ANO em leitura, e matematica,

com foco na resolucao

Portugués Matematica
de problemas

275
236,86 237,78 243,17 242,35 = PARA QUE SERVE?

0O objetivo € avaliar
a qualidade do ensino e
definir metas e priorida-
des. As médias também
servem para o calculo do
Ideb (Indice de Desenvolvi-

2011 2013 Nivel 2011 2013 Nivel mento da Educacao Basica)
adequado adequado
— +0,39% — -0.34% —

Fonte: Folha Uol Educacéo, 29 Nov.2014
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O reflexo desses resultados ja se tem sido sentido tanto nas salas de aulas do
ensino médio, bem como do ensino superior, onde os alunos chegam sem dominar
conteudos basicos como produtos notaveis ou potenciacao, por exemplo.

Diante desse quadro, ndo ha como fechar os olhos e acreditar que tudo por si sO
irA se resolver. E preciso que o educador atualize suas praticas pedagogicas,
aprimorando seus conhecimentos e técnicas metodolégicas para atingir seus objetivos
profissionais, o de ensinar.

Por outro lado, ao observarmos as avaliacdes do ENEM dos ultimos anos (a partir
de 2009, visto a mudanga ocorrida), onde verificamos uma grande cobranga nos
contetdos do Ensino Médio: Funcdes (tabelas e graficos), Geometria, Escala, Razdo e
Proporcao, em total detrimento aos niumeros complexos, que foi totalmente descartado,
como se as fun¢des polinomiais produzissem todas elas, solu¢des restritas ao campo dos
nameros reais. Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM
(BRASIL, 2000), € mencionado o estudo da algebra, trigonometria, da geometria, porém

nao faz qualquer mencgéo sobre o conteddo dos nimeros complexos.

2.5 - Objetivo Central da Pesquisa

Esta pesquisa tem como objetivo tratar dos nimeros complexos articulando com
a sua representacdo geométrica, ou seja, a partir da expressao algébrica e/ou sua
representacdo como par ordenado, obter a representacédo gréfica e vice versa, além de
poder obter sua representacdo trigonométrica também e vice versa. A ideia principal é
geometrizar o contetdo, de forma que se torne visual ao aluno e com a utilizacdo do
software dinamico, tornar o estudo mais interessante e motivador. A elaboracdo das
tarefas investigatérias devera levar ao discente a abrir sua visdo sobre as diferentes
representacfes semiodticas. Esclarecemos ao leitor que este trabalho ndo se pautou na
criacdo de uma sequéncia didatica, mas sim na utilizacdo do software Geogebra
articulado com o caderno do aluno (SAO PAULO, 2014)

Esperamos com essa pesquisa, a partir dos pressupostos das situagdes
vivenciadas na pesquisa e das conclusdes obtidas, confirmar que com a contextualizagao

geometrica, articulada com software Geogebra, proporcione ndo somente um foco
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motivador ao estudo, tornando-o mais facil de ser estudado, bem como a valorizagédo
desse conteudo.

O objetivo geral da pesquisa tem implicito algumas especificidades, as quais
entendemos como objetivos secundarios. Tais objetivos envolvem as competéncias e
habilidades que desejamos desenvolver nos alunos, baseada no Curriculo do Estado de
S&0 Paulo (SAO PAULO, 2010) e no PCNEM (BRASIL, 2000, p.46):

Formular hipéteses e prever resultados, ler, interpretar e utilizar
representagdes matematicas; Transcrever mensagens
matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica
(equacdes, gréficos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-
versa; Exprimir-se com correc¢ao e clareza, tanto na lingua materna,
como na linguagem matematica, usando a terminologia correta;
Produzir textos mateméaticos adequados; Utilizar adequadamente
0S recursos tecnologicos como instrumentos de produgédo e de
comunicacéo; Identificar o problema (compreender enunciados,
formular questbes etc); Procurar, selecionar e interpretar
informacg0des relativas ao problema; Formular hipéteses e prever
resultados; Selecionar estratégias de resolucdo de problemas;
Interpretar e criticar resultados numa situagdo concreta; Distinguir
e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos. Utilizar corretamente
instrumentos de medicdo e de desenho. Fazer e validar
conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocgos,
fatos conhecidos, relages e propriedades.
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3 - PERCURSO TEORICO DA INVESTIGACAO

3.1-Numeros Complexos via Registros de Representacdes Semidticas

A matemética é permeada pela multiplicidade de representacdes, seja pela escrita
na lingua natural, linguagem algébrica, grafico, entre outras. As representacdes de
natureza semiotica permitem o0 acesso ao objeto matematico que, na sua esséncia é
abstrato. Este fato € um marco da teoria dos registros de representacdo semiotica de
Raymond Duval.

A natureza semiotica deve-se ao fato de que a aprendizagem frente aos objetos
matematicos ocorre na forma conceptual. Neste sentido, Duval (2003, 2009, 2012) estuda
o funcionamento cognitivo do aluno na realizacdo de tarefas matematicas e seus
possiveis problemas de aprendizagem.

Para Duval (2009), a distingdo entre objeto e representacdo é fundamental para a
compreensao matematica. O alerta para que nao haja confusdo na relacdo objeto —
representacdo deve-se ao fato de que diversas representacfes podem estar associadas
ao mesmo objeto matematico.

No caso do nosso objeto matematico nimero complexo, podemos representa-lo a
partir do registro algébrico (z = a+bi, com “a” e “b” elementos reais), registro na forma
trigonométrica, representacao grafica, entre outras.

A possibilidade de se representar um determinado objeto matematico através de
pelo menos dois destes registros de representa¢ao, torna mais viavel a compreensao em
matematica, ou mesmo a capacidade de trocar a todo instante de registro de
representacdo. Ha dois tipos de transformacdes dos registros semidticos: os tratamentos
e as conversoes.

Com relagéo a transformacao de tratamento, Duval (2009, p.56) afirma:

Um tratamento é a transformacdo de uma representacdo obtida
como dado inicial em uma representacdo, considerada como
terminal em relacdo a uma questdo, a um problema ou uma
necessidade, os quais fornecem o critério de parada na série de
transformacfes efetuadas. Um tratamento € uma transformacéao
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de representacao interna a um registro de representacdo ou a
um sistema.

Em outras palavras, quando se faz operagdes algébricas envolvendo os numeros
complexos estamos realizando uma transformacéo de tratamento, devido ao fato de que
o resultado da operagdo também é um numero complexo (propriedade do fechamento).
Um exemplo disso pode ser observado na figura 10:

Figura 10: Resposta de aluno do 3° ano do ensino médio

(243i) + (5 + 2i) =

Fonte: Material da Autora

Ja com relacédo a transformacao por conversao, Duval (2009, p. 58) explica que:

Converter € transformar a representacdo de um objeto, de uma
situacdo ou de uma informacdo dada num registro em uma
representacdo desse mesmo objeto, dessa mesma situagéo ou da
mesma informagdo num outro registro. As operagfes que
designamos habitualmente pelos termos “tradugao”, “ilustragcao”,
“transposicao”, “interpretacao”,” codificacdo”, etc., sdo operacdes
gue a uma representacdo de registro dado, fazem corresponder
uma outra representacdo num registro. A conversdao € uma
transformacdo externa em relacdo ao registro da
representacao de partida.

Ao correspondermos o registro grafico do numero complexo com suas respectivas
relacdes trigonométricas estamos mobilizando diferentes formas de registro (converséo)

para um mesmo objeto, dentro de um Unico sistema semidtico:
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Duval ainda explica que € necessario saber distinguir entre o “sentido e a
referéncia dos signos, ou entre o conteddo de uma representacdo e aquilo que ela
representa”. (2009, p.59). Para o autor, se o aluno ndo conseguir perceber essa
diferenca, a transformacdo por meio da conversdo, se torna impossivel ou
incompreensivel. Um exemplo claro disso que vivenciamos em nossa pesquisa, pode ser

observado no protocolo a seguir:

Figura 11: Resposta de aluno do 3° ano do ensino médio

9) Um ndmero real nés podemos representar geometricamente na reta real. E um numero complexo,

é possivel representar geometricamente?

a)  Sim b) Néo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o numero 2431

»
5 A

-

Fonte: Material da Autora
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No conteudo desta figura, observamos que o aluno ndo desenvolveu a

transformacao da conversdo do numero complexo para sua forma geométrica.

O que se percebe é que o aluno em questdo apresenta outras dificuldades que

vao além da simples dificuldade de transitar pelas representacdes semiéticas. E visivel

que esse aluno ndo consegue nem mesmo operar adequadamente com outros contetidos

da matematica, pois é evidente que ele ndo possui “alfabetizacdo matematica”. De acordo

com Duval (2012, p.307):

Isto fez surgir a urgéncia de uma questdo que, até este momento,
nao existia nesta escala demografica e sob a pressao cultural de
uma “alfabetizacdo matematica”. porque a matematica provoca
dificuldades de aprendizado que n&o sao encontradas em outras
disciplinas e por que estas dificuldades se mostram insuperaveis
para muitos alunos? Esta questao das dificuldades especificas no
aprendizado da matematica constitui, evidentemente, o maior
desafio do professor. Ela se encontra em todos os niveis do
curriculo. Respondé-la € o maior objetivo das pesquisas sobre o
ensino, uma vez que ela se relaciona com a compreenséo e com a
capacidade de utilizacdo da matematica pelos alunos.

Um outro aspecto também importante que deve ser observado em relacéo a certos

tipos de dificuldade apresentadas por alunos em transitar pelos registros semiéticos, ndo

impede que ocorra certa compreensao. Duval (2012, p. 283) afirma que:

Naturalmente, a auséncia de coordenagdo ndo impede toda
compreensdo. Mas esta compreensdo, limitada ao contexto
semibtico de um registro apenas, ndo favorece em nada as
transferéncias e as aprendizagens ulteriores: torna 0s
conhecimentos adquiridos pouco ou ndo utilizaveis em outras
situacBes aonde deveriam realmente ser utilizados. Em definitivo,
esta compreensao mono registro conduz a um trabalho as cegas,
sem possibilidade de controle do “sentido” daquilo que é feito.

Segundo Duval (2012, p. 283), “quando ha congruéncia entre a representacao de

partida e a representacdo de chegada, a conversdo é trivial e poderia quase ser

considerada, intuitivamente, como um simples codigo”. Neste ultimo protocolo, esperava-

se que o aluno ndo apresentasse dificuldade na conversao do registro algébrico para o

geométrico, devido ao fenbmeno da congruéncia.
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No proximo protocolo (figura 12), outro aluno (32 série do Ensino Médio), ndo teve
dificuldade em realizar parte da tarefa proposta:

Figura 12: Resposta de aluno 3° ano do ensino médio

9) Um numero real nés podemos representar geometricamente na reta real. E um nimero complexo,
é possivel representar geometricamente?

a)- Sim b) Ndo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o niimero 2+3i

Fonte: Material da Autora

O que se percebe, que no caso de haver a congruéncia, a conversao da representacao
do numero complexo na forma algébrica para a sua forma vetorial (par ordenado) e este
por sua vez, para a forma geométrica (ou grafica) ocorre de forma natural. Percebe-se
gue neste o0 caso acima, o aluno fez a representacéo do vetor no sistema Argand Gauss,

ou seja, ele tem a percepc¢do da conversao, porém ndo completa a conversao.
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Quadro 5: Esquema Semiotico

por conversao Transformacéo
por conversao

Transformacgéo Transformagdo

por conversao por conversao

Fonte: Material da Autora

No caso dessa tarefa proposta, mesmo que solicitAssemos que o aluno
trabalhasse com o processo inverso, ou seja, a partir do grafico para a representagao na
forma algébrica do numero complexo, devido haver congruéncia na conversado, o
processo seria trivial.

No entanto, nem sempre 0 processo da conversao é congruente. De acordo com
Duval (2012, p. 284) “quando ndo h& congruéncia, ndo somente a conversao torna-se
custosa em termos de tempo de tratamento, mas pode criar um problema diante do qual
0 sujeito se sente desarmado e a possibilidade de conversédo ndo vem mais a mente”.

Isso ficou muito evidente na aplicacdo da pesquisa. Observamos que a conversao
da lingua natural nas tarefas propostas, para a linguagem computacional (Geogebra),
aconteceu de forma tranquila, pois havia congruéncia no fenbmeno de converséo, porém
0 mesmo nao ocorreu no inverso da situagdo. A conversao da linguagem computacional
para a lingua natural ndo € congruente.

Foi solicitado aos alunos que apds validar as operacdes no Geogebra, 0s mesmos
explicassem quais eram as conclusdes que eles chegaram sobre cada situacao proposta.
A grande maioria teve dificuldade de informar de forma correta, dentro da linguagem culta

da matematica, quais foram suas percepcdes e conclusbes. Apresentamos dois

51



protocolos (figuras 13 e 14), nos quais uma mesma aluna opera corretamente no

Geogebra, porém, comete erros ao converter o registro geométrico para o registro na

lingua natural

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

3

- Nimero
-0 distanciaAz3 = 7.07

@ I
@ Ly
@ Iy

@ A=(0,0)

i@ B=(4.28,0)

i@ a=18.43°
.J B=63.43°
L@ y=818T°

e/ou algébrico:

Figura 13: Atividade da aluna G — Geogebra

Janela de i\\gebra b Janelade V\sua\lzagao

Nimero Complexo
L,=1+2i

,=3+i
1,=1+7i

Ponto

Vetor

B

)
)

1
2
3
1
1
7

Angulo

Entrada:

Fonte: Material da Autora

Figura 14 A: Atividade da aluna G - escrita

2)

7 1 4 T mm_
Escreva seus numeros na forma trigonométrica. Com base em suas conclusdes em
relagdo a tarefa 2 (anterior), como deve ficar o resultado escrito na forma

trigonométrica da multiplicacdo dos seus nimeros complexos? Confira sua conclusao

na tela do geogebra. Salve sua tela. Z,= 5 | can 63 42 4.

Fonte: Material da Autora
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Fazendo uma ampliacdo na resposta da aluna, para que possa ser melhor

visualizado temos:

Figura 14 B: Atividade aluna G - escrita

na tela do geogebra. Salve sua tela.

Fonte: Material da Autora

Observamos que a aluna tenta informar que a adicdo do angulo do numero
complexo z1 com 0 niumero complexo z2, corresponde ao angulo do nimero complexo zas.
No caso do mddulo do numero complexo z3, corresponde a operacao de multiplicacdo
entre os modulos dos nimeros complexos z1 e z2. E evidente que ela ndo consegue fazer
a conversao da forma gréafica computacional (Geogebra), para a forma da lingua natural,
onde envolve signos matematicos. Tal conversdo ndo é congruente.

Segundo Duval (2009), quando se observa os problemas inerentes da matematica
em relagdo ao aprendizado é notério que um entrave na vida de muitos estudantes esta
na diversidade de representacdes semibticas e principalmente quando advindos dos
fendbmenos de ndo-congruéncia como resultado de converséo das representacdes. Este
ainda conclui que: “Nao é possivel estudar os fendbmenos relativos ao conhecimento sem
se recorrer a nogao de representagao”. Duval (2009, p.29). Em outras palavras, as
representacfes semioticas sdo a propria esséncia da matematica, tudo na matemética
sdo representacfes semibticas. Nenhuma ciéncia tem tamanha afinidade com a
semiodtica, como a matematica.

Devido essa diversidade de representacdo semiotica de um numero complexo, é
preciso saber coordenar essas diferencas, pois isso é condicdo necesséria para a

compreensao do que se esta buscando aprender. De acordo com Duval (2009, p.82),
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€ preciso que um sujeito seja capaz de atingir o estado da
coordenacdo de representacdes semioticamente heterogéneas,
para que ele possa discriminar o representante e o representado,
ou a representacdo e o0 conteudo conceitual que essa
representacao exprime, instancia ou ilustra.

E certo que alguns registros possuem um tratamento mais simples do que outros,
porém se ndo forem plenamente compreendidos, perdem seus sentidos. Ao se trabalhar
com 0s numeros complexos, ndo se pode limitar a operar com registros cujas
transformacdes se limitem ao do tratamento ou das conversdes mais simples, pois 0
estudo perderia o sentido, além de criar a visdo de que o estudo dos nimeros complexos
é algo indtil, pois ndo existe aplicacéo.

Para Duval (2012, p. 270),

No entanto, é essencial, na atividade matematica, poder mobilizar
muitos registros de representacdo semiética (figuras, gréficos,
escrituras simbdlicas, lingua natural, etc...) no decorrer de um
mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de outro. E,
independentemente de toda comodidade de tratamento, o recurso
a muitos registros parece mesmo uma condicdo necessaria para
gue os objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas
representacdes e que possam também ser reconhecidos em cada
uma de suas representagfes. A coordenacao de muitos registros
de representacdo semiotica aparece, fundamentalmente, para uma
apreensdo conceitual de objetos: é preciso que 0 objeto néo seja
confundido com suas representacdes e que seja reconhecido em
cada uma de suas representacdes possiveis. E nestas duas
condi¢Bes que uma representacdo funciona verdadeiramente como
representacao, quer dizer, ela da acesso ao objeto representado.

O que se espera dos estudantes ao final do Ensino Médio, que ao longo de seus
onze anos de estudo, estes tenham adquirido competéncias e habilidades para articular
com as diferentes representacfes semioticas dentro de suas especificidades, ou seja, a
diversidade de registros na forma algébrica, linguagem natural, graficos, entre outros,
bem como mobilizar as transformacfes necessérias entre os registros.

No préximo item vamos dedicar a andlise do que é proposto, em termos de
aprendizagem dos numeros complexos nos documentos curriculares vigentes, assim

como as potencialidades e limitacdes do Geogebra no estudo deste conteudo.
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3.2 — O Tratamento dos Numeros Complexos via Documentos
Curriculares e a Utilizacao do Software Geogebra como Recurso
Didatico

Um grande avanco para a matematica surgiu quando René de Descartes, propos
0 seu trabalho que ganhou destaque ao sugerir a articulagdo da algebra com a geometria,
através da representacao grafica, o que permitiu ndo s6 o desenvolvimento da geometria
analitica, o sistema de coordenadas, mas abriu espaco para uma melhor compreenséao e
visualizacao através da representacdo geométrica, 0s niumeros complexos.

Sabemos que a histéria dos nimeros complexos aconteceu ao longo de muitas
décadas, sendo que a referéncia mais antiga que se tem conhecimento em relagéo as
raizes de numeros negativos, pode ter ocorrido no século | d.C., em um trabalho do
matematico grego e também inventor Heron de Alexandria. Porém a utilizacdo dos
nameros complexos se tornou mais evidente, a partir do século XVI, em formulas para
resolucdo de funcbes do terceiro e quarto grau, descobertas por Nicolo Tartaglia e
Gerolamo Cardano, mas foi a partir de René de Descartes (século XVII), que ele passa
a ser legitimado através de sua representacao e interpretacdo geometrica.

As primeiras solucdes de funcgdes cubicas foram encontradas por Tartaglia e
Scipione Del Ferro. J& Moivre e Euler, estabeleceram as estruturas algébricas dos
nameros complexos, no século XVIII, o que permitiu a Gauss, nesse mesmo século,
apresentar o Teorema Fundamental da Algebra, mostrando que o Conjunto dos NUmeros
Complexos é um corpo fechado.

De acordo com o0 PCNEM (BRASIL, 2000, p. 54), a contextualizacéo histérica do
desenvolvimento das Ciéncias e da Matematica, mostra-se relevante, uma vez que
permite ao estudante a percepcédo da existéncia de uma evolucao dos conceitos a serem
aprendidos, no entanto, quando nos voltamos para o caderno do aluno (SAO PAULO,
2014), vé-se de forma clara que ha uma tentativa na construcdo de alguns conceitos
dentro da evolucéo histérica dos fatos, porém, sem trazer tais informacdes aos alunos.
Observa-se ainda que muitos conceitos importantes sdo suprimidos.

Um dos pontos fundamentais no estudo dos polinbmios esta justamente na

reducdo de um polindbmio de grau n, em um produto de n equagdes de grau 1, onde o
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termo independente de cada equacao representa o elemento oposto da raiz. Tal estudo
é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra. N&o é nosso intuito aqui, fazer as
demonstracdes de teoremas, mas para que figue bem compreendido o que estamos
guerendo dizer, vamos de forma simples demonstrar.

Sendo P(x) = anX"+ an-1x™! + an2x"2 + ... + aix +ao = 0. Pelo Teorema Fundamental
da Algebra, existe um nimero r1 de maneira que P(r1) = 0. Logo podemos representar o
polinémio da seguinte forma: P(x) = (x —r1). Q1(X) = 0. (I)

Assim, podemos concluir que X —r1 = 0 ou Q1(x) = 0.

Mas sendo n > 1, entdo Q1(X) ndo é polinbmio constante e portanto ele admite uma
raiz rz, de forma que: Q1(x) = (X —r2).Q2(x)  (II)

Logo, substituindo (1) em (1) temos: P(x) = (X — r1).(X — r2).Q2(x) = 0

Assim procedendo, podemos escrever:

P(X) = (x = r).(x = r2).(x = r3). ... .(Xx = rn). Qn, onde r1, rz, ...., r S@o raizes do
polindmio P(x) e sendo Qn uma constante e an 0 coeficiente de x", concluimos pela
identidade de polinbmios que Qn = an.

Portanto, podemos afirmar que:

P(X) = an.(X —r1).(X —r2).(Xx —r3). ... . (X —n)

Salientamos no entanto, que inumeras fun¢es polinomiais de grau n admitem
raizes complexas, ou seja, 0 enunciando mais conhecido do Teorema Fundamental da
Algebra diz:

“Todo polinbmio ndo constante, de grau n, com coeficientes complexos, tem n
raizes complexas”. Ou, uma outra maneira comum de encontrarmos esse enunciado é:

“Todo polinbmio nao constante, de grau n, com coeficientes complexos, tem pelo
menos uma raiz complexa”.

E fato conhecido também que se um nimero complexo é raiz de um polinémio de
grau n, entdo o seu conjugado também é raiz do polinbmio. Esse fato é demonstravel,
porém nao o faremos aqui, ja que esse Nao € 0 N0SSO proposito.

Ressaltamos com base nas informacfes acima sobre o estudo dos numeros
complexos também para a obtencdo de raizes polinomiais, onde é necesséario o aluno
conhecer sobre o conjugado de um complexo. Nesse ponto no entanto, afirmamos que o

caderno do aluno (SAO PAULO, 2014), tanto em relacdo ao estudo dos polindémios,
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quanto ao estudo dos numeros complexos, deixa a desejar uma vez que ndo apresenta
o Teorema Fundamental da Algebra, consequentemente ndo ha o porqué estudar sobre
0 conjugado de um complexo, que por sua vez também descarta o processo divisorio de
nameros complexos.

Com a utilizacdo do software Geogebra pode-se fazer a articulagdo algébrica e
geométrica do numero complexo de forma mais ludica, permitindo ao estudante a
compreensao de conceitos que muitas vezes sdo apresentados de forma abstrata e em
muitos livros didaticos, de uma forma desconexa em relagcdo a outros conteudos
matematicos, o que torna este conteddo sem sentido.

Uma correta compreensdo e construcdo desse conhecimento permitem ao
educando articular de forma contextualizada e interdisciplinar esse conteudo, observando
que algebra e geometria estdo intrinsecamente ligadas a estrutura dos nameros
complexos, ou seja, hdo se consegue compreender a grandiosidade dos nuameros
complexos, se ndo houver essa articulacao. Ao se trabalhar com os numeros complexos
pode-se ver uma clara articulacdo desses com a geometria analitica, ou seja, a estrutura
desses dois estudos acaba por se fundir naturalmente, porém isso ndo é abordado nos
livros didaticos, nem no Curriculo do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2010), assim
como nos documentos curriculares de ambito nacional.

Deve-se observar que o estudo dos nimeros complexos é muito similar ao estudo
de uma parte da geometria analitica, visto que o niumero complexo possui uma forma
algébrica de representacdo, bem como uma forma geométrica, assim o conhecimento da
funcdo linear e sua forma representativa grafica articulada a geometria analitica, bem
como a trigonometria sédo utilizados como requisitos necessarios para construcao de
conceitos dos numeros complexos. Dessa forma, um tratamento similar ao utilizado no
estudo da geometria analitica, torna o conteddo mais significativo, de facil compreensao,
além de articular a algebra com a geometria. Nas Orientacdes Curriculares do Ensino
Médio - OCEM destaca que:

O trabalho com a geometria analitica permite a articulagdo entre
geometria e algebra. Para que essa articulagdo seja significativa
para o aluno, o professor deve trabalhar as duas vias: o
entendimento de figuras geométricas via equagbes, e O
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entendimento de equagOes, via figuras geométricas. (BRASIL,
2006, p. 77).

Neste trabalho do professor na transi¢éo entre figuras geométricas e equacdes ha
a valorizacédo da aprendizagem via conversao de registros distintos de representacéo
semidtica. O mesmo ocorre quando olharmos para os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio - PCNEM:

[...] o conceito de funcdo desempenha também papel importante
para descrever e estudar através da leitura, interpretagdo e
construcdo de gréficos, o comportamento de certos fenébmenos
tanto do cotidiano, como de outras &reas do conhecimento, como a
Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de
Matematica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar
com o conceito de funcdo em situacdes diversas e, nesse sentido,
através de uma variedade de situa¢cfes problema de Matemética e
de outras areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugéo,
ajustando seus conhecimentos sobre fungdes para construir
um modelo para interpretagdo e investigacdo em Matemaética.
(Grifo nosso). (BRASIL, 2000, p.43)

Esse ajuste mencionado, como se Vé acima, € necessario para a compreensao, a
construcdo e a interpretacdo de um nimero complexo.

Ao analisarmos o PCNEM (BRASIL, 2000), nos deparamos com algumas
informacdes contraditérias, pois de um lado fala da importancia entre a conexdo dos
conteudos abordados dentro de uma contextualizacédo e interdisciplinaridade, fazendo
referéncias claras de que o estudo das fun¢des algébrica e trigopnométricas com suas
representacfes graficas, o estudo das sequéncias e progressoes, que sao funcdes,
porém representadas de uma forma diferenciada, o estudo da geometria analitica por se
tratar de um estudo que articula as fungbes com a geometria e também o estudo dos
polindbmios, ou seja, procura-se justificar a importancia desses estudos, mostrando que
eles se articulam. Por outro lado, ndo se menciona o estudo dos nimeros complexos, o
gue deixa claro que o mesmo deve ser esquecido ou descartado, como se ele fosse
totalmente descontextualizado em relacdo aos demais conteudos da matemética,

conforme lemos no préprio PCNEM:
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Também por isso, o curriculo a ser elaborado deve corresponder a
uma boa selecdo, deve contemplar aspectos dos contetdos e
praticas que precisam ser enfatizados. Outros aspectos merecem
menor énfase e devem mesmo ser abandonados por parte dos
organizadores de curriculos e professores. (Grifo nosso)
(BRASIL, 2000, p. 43).

Isso nos parece muito contraditério, pois para uma compreensdo da estrutura dos
nameros complexos, € necessario que o aluno perceba que ele tem uma forma algébrica
representativa. Que esta pode ser convertida em sua forma geométrica, através da
representacgédo vetorial. Esta por sua vez, permite uma conversao na forma trigonomeétrica
de representacdo, portanto, o estudo dos niumeros complexos vem de encontro com o
que é proposto pelo PCNEM (BRASIL, 2000), quando esse faz referéncias de que o
estudo dos contetdos da matemética deve privilegiar a articulacdo entre si e de que a
articulacao algébrica e a geométrica devem sempre estar presentes. Nesse aspecto, nao
€ possivel desvincular a forma geométrica e a forma algébrica, no estudo dos nameros
complexos Muitos alunos que hoje ingressam nos cursos de engenharia e
tecnologicos, trazem consigo a desinformacédo parcial ou total em relagdo ao conjunto
dos nimeros complexos, visto que devido ao PCNEM (BRASIL, 2000), os mesmos foram
deixados de lado em muitas escolas brasileiras, por se tratar de um assunto

descontextualizado da matematica, ou supérfluo. Segundo o PCN+:

Tradicionalmente, a Matematica do ensino meédio trata da ampliagéo
do conjunto numérico, introduzindo os numeros complexos. Como
esse tema isolado da resolucédo de equacgbes perde seu sentido
para 0s que ndo continuardo seus estudos na area, ele pode ser
tratado na parte flexivel do curriculo das escolas. (BRASIL, 2002, p.
122).

Estamos diante de uma contradicdo, pois nos PCNEM “o curriculo do Ensino
Médio deve garantir aos alunos condi¢des de estes aprofundarem seus conhecimentos,
bem como capacidade de articular com as informacdes interdisciplinares, como entre a
matematica e a fisica” (BRASIL, 2000,p.43). Um dos campos de maiores articulagbes
entre as duas disciplinas esta nos conceitos dos vetores, capazes de explicar fendbmenos

fisicos em relagdo aos movimentos dos corpos, onde as operacdes vetoriais podem ser
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facilmente compreendidas através do estudo dos numeros complexos, com suas
operacgdes, ja que estes representam os vetores.
Esclarecemos que o comportamento do conjunto C € identicamente ao

comportamento do conjunto R2. Dessa forma, podemos tratar a fungéo f : C —C, como

sendo uma funcgéo do tipo f : R*> — R?. O que esclarecemos no entanto € que as funcbes

complexas sao de quarta dimensao, sendo impossivel visualiza-la, uma vez que somente
conseguimos enxergar até trés dimensfes. Uma das grandes vantagens de se utilizar o
conjunto C em relacédo ao conjunto R?, esta na operacgdo de multiplicacdo que em C que
além de ser facil visualizar geometricamente a rotacdo (movimento), ao se operar com
dois niumeros complexos quaisquer e que também facilmente operavel quando os
nimeros complexos estéo representados em sua forma trigonométrica. J4 no R?, como
0 angulo € o que se encontra entre os dois vetores escolhidos, tem-se a limitacdo do
angulo variando até 180°, ou seja, 0° <# <180°. Dessa forma, o trabalho em C pode ser
generalizado.

De acordo com as Orientacdées Curriculares para o Ensino Médio, “os niameros
complexos devem ser apresentados como uma histérica necessidade de ampliacao do
conjunto de solu¢cdes de uma equacdo, tomando-se, para isto, uma equacdo bem
simples, x>+ 1 = 0". (BRASIL, 2006, p. 71).

Neste documento curricular presenciamos uma visao estreita de que os nimeros
complexos devem ser vistos como uma mera ampliacdo do conjunto de solucdes de
expressdes polinomiais, além de outra contradicdo quando voltamos o olhar para os
PCNEM que se posiciona “como sendo importante articular os fatos histéricos com o
conteudo abordado”. (BRASIL, 2000, p.43)

Em termos de educacdo do Estado de Sdo Paulo destacamos consolidacado do
novo Curriculo (CESP) com base nas leis de Diretrizes e Bases Nacionais e na adogao
de competéncias e habilidades contidas na matriz de avaliacdo do Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM). Os conteudos da Matematica foram organizados em trés grandes
temas que se inter-relacionam, a saber: Numeros, Geometria e Rela¢des. Ao depararmos
com os conteudos elencados e habilidades que devem ser contempladas em relacéo aos
Numeros Complexos, na 32 série do Ensino Médio, percebemos que o foco esta na

contextualizacdo geométrica deste nimero, ou seja, segundo o CESP (SAO PAULO,
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2010, p. 69), no 2° bimestre do Ensino Médio temos o topico do contelido a ser trabalhado
‘numeros complexos: operagdes e representacdo geométrica”. Para as habilidades
referente a este topico, foram elencadas duas, a saber: “saber expressar o significado
dos numeros complexos por meio do plano Argand-Gauss” e “compreender o
significado geométrico das operagdes com numeros complexos, associando-as a
transformacdes no plano”. (Grifo nosso).

Fica evidente pelo proprio CESP (SAO PAULO, 2010) que ha uma
contextualizacdo geométrica no estudo envolvendo os nimeros complexos e que néo ha
como desvincular a forma algébrica de sua forma geométrica, pois o niumero perderia
totalmente seu significado.

Vale ressaltar também que uma contextualizacdo histérica dos numeros
complexos, ou seja, dar ao discente a oportunidade de entender a necessidade do
surgimento desses numeros; esta respaldado na necessidade humana de busca por
solucdes e respostas de problemas.

No volume 1 do Caderno do Aluno da 32 série do Ensino Médio (SAO PAULO,
2014), material complementar ao CESP, observamos que a contextualizacao histérica &
pobre. O material apresenta o nimero i (imaginario) a partir do seu significado rotacional
no plano. Em seguida apresenta o nimero na sua forma algébrica z =a + bi e elenca
alguns numeros complexos para se realizar as operac¢des (adicdo, subtracéo,
multiplicacdo e potenciacdo). O que se tem a criticar € que em momento algum,
apresenta-se 0 numero como um par ordenado, e a importancia de observar Regra do
Paralelogramo na operacao de adicdo/subtracéo, além das operacdes de potenciacao e
radiciacdo pela forma polar.

O que chama muito a atencdo também € que a operacdo de divisdo e a
representacdo do conjugado de um complexo, ndo séo apresentadas. J& comentamos
anteriormente que uma grande necessidade na apresentacdo do conjugado de um
namero, estd em compreender o Teorema Fundamental da Algebra, onde se uma das
raizes de um polinémio é complexa, entdo seu conjugado também é raiz. Como o caderno
do aluno (SAO PAULO, 2014), ndo apresenta aos alunos esse teorema, também n&o vé

a necessidade de apresentar o conjugado de um numero complexo.
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Com relacéo a poténcia de um conjugado, deve-se salientar que se o expoente é
maior que 2, a operacdo nao é tdo simples assim e requer que primeiramente o aluno
aprenda sobre o médulo, forma trigonométrica, para a partir disso operar a potenciacao
e aradiciacao. Alias, as operacdes de potenciacao e radiciacdo pela forma trigopnométrica
nem sdo mencionadas. Trabalha-se com o modulo e a converséo do registro algébrico
para o trigopnométrico, e vice versa, articulando estas conversées com o Plano Argand
Gauss. Termina-se o conteido com alguns exercicios geométricos, porém sem levar ao
aluno a refletir no seu significado em relacéo as aplicacoes.

Ha ainda que se observar que o referido Caderno do Aluno deu alguma
importancia a contextualizacdo geométrica ao estudo, o que € um fator bastante positivo
quando comparado com muitos materiais didaticos que exploram as operacdes
algébricas. Observa-se nos exercicios finais do referido conteddo algumas regifes
geométricas desenhadas no plano Argand-Gauss e pede-se ao aluno mostrar a regiao
transformada pela operacgéo indicada, para os casos listados.

Ao se trabalhar com os niumeros complexos, é claro que o aluno deve aprender a
dominar, sua forma algébrica de representacdo, operando de forma algébrica e
articulando sua representacédo na forma de par ordenado, na forma geométrica (através
do Plano Argand Gauss — como vetor), bem como na sua forma trigonométrica, fazendo
as transformacdes de tratamento e conversdes semidticas.

Logicamente o tratamento geométrico em relagcdo aos Numeros Complexos é
fundamental para uma perfeita compreensédo do nimero. No entanto, o que se observa
nas habilidades elencadas no CESP que apesar de haver um espaco amplo para a
geometrizacdo do aprendizado deste conteudo, porém na pratica, quando visualizamos
o Caderno do aluno e o Caderno do professor (volume 1), a abordagem deixa a desejar.
O conjugado de um numero complexo e sua simetria geométrica nem € mencionado,
portanto, € descartada. Apresenta-se as operacOes de adicéo, subtracdo e multiplicacédo
de forma geomeétrica, porém a operacao de divisdo, nem foi cogitada sua possibilidade e
existéncia. Quando se fala da geometrizagdo das operacfes de adi¢cdo e subtragéo,
deixou-se de lado a articulacdo destas com a Regra do Paralelogramo, ou seja, a visao
vetorial do nimero nédo existe, o que seria uma otima oportunidade de articular o estudo

dos numeros complexos a Fisica, quando se trabalha as grandezas vetoriais e 0s
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fenbmenos fisicos. Com isso restringe-se muito a visdo do aluno quanto a possibilidade
de utilizacdo dessa classe de numeros, como algo realmente Gtil e que faz parte do
cotidiano de suas vidas, afinal, os fenémenos fisicos estdo por toda parte e seus efeitos
podem se ndo quantificados, mas podem ser sentidos.

E bem verdade que ninguém sai por ai dizendo, por exemplo, andei 3 + 4i metros,
pois parece ilogico e irracional, afinal ndo existe uma fita métrica que possa quantificar
essa medida, porém quando analisamos dentro do conceito vetorial, podemos entender
gue ao andar 3 + 4i metros, ndo somente informamos a distancia efetivamente percorrida
(md6dulo), mas também a direcdo e o sentido do movimento. Logo a informacdo que
temos a respeito desse movimento de andar 3 + 4i metros é muito mais rica e precisa,
pois traz em si o fato de que andou: 5 metros, no sentido da esquerda para a direita, em
uma direcdo de aproximadamente 59° em relacéo & horizontal do referencial adotado.

Destacamos a importancia do estudo dos nimeros complexos, uma vez que o
mesmo promove interdisciplinaridade entre a matemética e diversos fendmenos fisicos,
ja que se sabe, o conjunto dos nimeros complexos é 0 conjunto que representa 0s
vetores, tao utilizados para explicar fenébmenos fisicos que séo nitidamente percebidos
no campo da computacéo grafica e em jogos digitais que se utilizam dos quatérnions?
(que sao provenientes dos numeros complexos, por se tratar de resultados de operacdes
envolvendo 0s numeros complexos) para criar os efeitos de movimentos, nos estudo dos
fractais onde esse conhecimento € necessario para analise dos movimentos dinamicos,
0 que permitem os meteorologistas fazerem previsbes do tempo, bem como os
astrdbnomos para estudo dos movimentos dor corpos celestes, além da sua utilizacdo no
campo da medicina, para analise de pulsos elétricos cerebrais e de batimento cardiaco,
entre outros.

No campo das engenharias, por exemplo, o conhecimento dos numeros
complexos é fundamental para a compreenséo de fendbmenos quando se articula como,
por exemplo, em materiais utilizados em constru¢des, onde a acdo dos ventos, das
aguas, dos sons, dos movimentos de corpos ou até mesmo dos movimentos humanos,

tais como, pular, andar, promovem vibragbes que precisam ser analisadas no sentido

1 Um quatérnion é definido como um nimero complexo, generalizado, na forma q = qo + q1 *i + 2% + gs*k
= (qo, 01, 92, g3), ou ainda, q = (s, u), onde s = go = escalar e u = (qs, g2, gs) = vetor.
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estrutural, visando qualidade com seguranca. Como se vé, ha uma vasta aplicacao nesse
conhecimento, pois a descoberta dos nUmeros complexos promove uma ruptura com a
matematica tradicional e milenar, abrindo o espaco para o surgimento do que podemos
chamar de verdadeira da Matematica Moderna?, o que trouxe grande avanco nas
ciéncias. Portanto, tratar desse conteddo como algo descartavel, sem sentido, é algo
totalmente absurdo frente a um mundo em que o0s avancos tecnoldgicos caminham a
largos passos

O que se pretende é com a utilizacdo do Geogebra, € o estudo dos nameros
complexos na sua forma visual, construindo sua abstracdo a partir do concreto.
Esperamos também que nossa dissertacao possa contribuir no @mbito da formacao inicial

de professores, pois

[..] é fundamental que os cursos de licenciatura preparem o
professor para o uso das novas tecnologias. De fato, uma vez que
a informatica parece estar chegando realmente as salas de aulas, €
preciso formar um profissional consciente e apto a fazer uso deste
novo instrumento didatico. Porém isto ndo tem sido
sistematicamente objeto de estudo dos licenciados, e que implica
novos professores sendo colocados no mercado de trabalho sem
formacdo no uso das novas tecnologias educacionais. Para esses
professores, assim como para tantos outros que estéo trabalhando
h& muitos anos e que nédo tiveram acesso a esse tipo de formacao,
€ necessario oferecer cursos de formacao continuada para que eles
se atualizem. (BITTAR, 2001, p. 77)

Se de um lado devemos ter docentes melhores preparados, com condi¢cdes de
promover uma aula mais dinAmica e com utilizacdo de novos recursos, de outro lado é
importante visualizar a importancia desses recursos como diferencial da aprendizagem,
frente a um grupo de estudantes acostumados com a tecnologia.

No final da década de 80 e inicio da década de 90, varios estudos foram realizados
com o objetivo de questionar a abordagem sobre o estudo das fung¢Ges, por exemplo, e
de seus conceitos, suas articulagbes com outros conteidos da matematica, além de

mostrar que era importante utilizar as multiplas formas de abordagem desse conteudo.

2 Matematica Moderna aqui denominado, n&o se trata do movimento surgido na década de 60 (1960), mas
sim, nos referimos ao fato de que o surgimento desses numeros abriu espaco para um grande avango nas
Ciéncias. Um exemplo claro disso é o desenvolvimento da Computagédo Grafica.
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Assim, acredita-se que a utilizacdo do computador bem como midias, como aliados na
sala de aula nas praticas inovadoras do ensino-aprendizagem permite ao educador
trabalhar as multiplas formas representativas dos conteidos matematicos, articulando as
informacdes de uma forma rapida e concreta, permitindo ao educando a construcéo da
conceituacdo de uma forma mais rdpida. Esse ganho de tempo em termos de custo
cognitivo € fundamental frente a uma situacao que exige tempo e ele € escasso.

Ao olharmos o ensino da matematica por esse foco, estamos indo de encontro ao
gue esta regulamentado nos Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio — PCNEM
(BRASIL, 2000), onde o eixo é a contextualizacdo e a interdisciplinaridade. Mais
especificamente, o potencial de um tema permite conexdes entre diversos conceitos
matematicos, além de outras areas do conhecimento e entre diferentes formas de
pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia do tema, que vem sendo deixado de
lado em muitas escolas, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes dentro ou fora da
Matemética, como a sua importancia historica no desenvolvimento da propria ciéncia.

Pensando em como melhorar essa articulacdo entre os conteudos de uma forma
mais eficaz é que surge o Geogebra, um software desenvolvido por Markus Hohenwarter
em 2001/2002, sendo parte de sua dissertacdo de mestrado em educacdo matematica e
ciéncia da computacdo, pela Universidade da Salzburg, Austria. Tendo recebido apoio
da Academia Austriaca para desenvolvimento de seu projeto, o que levou o criador do
software ao doutoramento em Educacdo Matematica. Ao longo dos anos o software foi
traduzido para diversas linguas inclusive o portugués o que |he rendeu também alguns
prémios internacionais, despertando a atencdo de profissionais da educacédo e
pesquisadores.

O software é gratuito e pode ser baixado diretamente da internet e independe de
licenca para uso, j& que o criador acredita na importancia da gratuidade do acesso da
ferramenta, visando a qualidade da educacéo e do acesso a todos os cidadaos de todas
as nacoes, nos diferentes niveis escolares.

O Geogebra permite facilmente uma articulagédo entre os conteudos da geometria
com a algebra e pode ser utilizado em varios niveis de ensino. As ferramentas
geomeétricas mais comuns sao: ponto, reta, angulo, poligonos, circulos, elipses,
coordenadas, entre outras, conforme ilustragéo da figura 15 abaixo:
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Figura 15: Geogebra 5.0 — Recursos de Janela

|Arquivo E Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

D

> Janela de Algebre ’ Ja“' Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

Entrada:l

Fonte: Geogebra 5.0 — Material da Autora

O software permite ao professor utiliza-lo como ferramenta didatica para o ensino,
bem como por ser manipulativo, oferecendo a oportunidade ao estudante de construir
seu conhecimento.

Uma de suas grandes vantagens é que como se pode movimentar as figuras em
varias direcdes, levando a comparacoes, isso permite validacao de hipoteses. O software
também oferece recursos para trabalho com os numeros complexos, na sua forma
algébrica.

Nas figuras 16 e 17 abaixo, podemos observar um exemplo de soma entre dois
complexos e que quando movimentamos alterando um dos complexos, percebe-se que
€ possivel validar a hipétese sobre a operacdo. Percebe-se ainda que é possivel se

estabelecer a regra do paralelogramo.
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Figura 16: Operacao de Adicdo no Geogebra

|Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

|+ Janela de Algebrz| » Janela de Visualizagéo

= Numero Complex

G~ N 2N AN NGO

“ 1

Entrada:

Fonte: Geogebra 5.0 - Material da Autora

Ao se movimentar um dos nimeros complexos, percebemos que ele altera a figura
do paralelogramo e o vetor soma, validando a operacgéo para qualquer nimero complexo.
O mesmo vale para a operacgao de subtracéo, multiplicacao e divisao.

Vale ressaltar que o Geogebra € limitado para o ensino dos nimeros complexos,

pois ndo conseguimos inserir em sua entrada a forma trigonométrica [z = cos @ +i.send]

de um ndmero complexo. E possivel também utilizar a forma de par ordenado para
representar o nimero, porém, devido ao fato de que o software Ié o par ordenado como
vetor, isso faz com que ao se realizar a operacdo de multiplicacéo, o resultado obtido é
um produto vetorial, e ndo, o resultado da multiplicacdo de dois nUmeros complexos.
Apesar desses inconvenientes, isso nao tira 0 meérito do uso dessa ferramenta como

facilitador no ensino dos nimeros complexos.
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Figura 17: Operacao de Adicdo — Movimento do Niumero Complexo
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Fonte: Geogebra 5.0 - Material da Autora

O software Geogebra 5.0 permite o trabalho apenas no plano bidimensional. No
entanto, ja esta em fase de teste o software Geogebra 3D Beta versao 5.0, que trabalha
no plano tridimensional. Uma versédo 3D Alpha foi lancada em 2007. Ambos se utilizam
da plataforma Java e s6 é possivel utiliza-los, conectado na internet, pois é uma versao
web. Um dos problemas com a utilizag&o da verséo 3 D, esta nos bugs (n&o investigamos
sobre isso, j& que néo era o foco de nossa pesquisa)3. Uma interface dessa versédo pode
ser visto na figura 18 abaixo.

N&o testamos a versdo 3 D para operagfes envolvendo 0os humeros complexo.

3 Disponivel em: http:/forum.geogebra.org/viewforum.php?f=19. Acesso em 04/12/2014
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Figura 18: Geogebra 3D — Beta — verséo 5.0
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Fonte: Geogebra 3D — Material da Autora
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3.3 - E a Producéo Académica: O que foi relevante para o percurso

metodologico?

Com o objetivo de situar nosso trabalho no contexto académico, encontramos
junto ao banco de teses da CAPES e na relacdo de Teses e Dissertacfes editado pela
Revista Zetetiké, 16 producdes académicas em nivel de Dissertacao, no periodo de 1998
a 2013. Observamos um despertar para a abordagem e importancia do estudo dos
Numeros Complexos nesses ultimos anos. Somente no ultimo ano (2013), tivemos oito
dissertacBes sendo defendidas em varias universidades brasileiras. Na tabela a seguir,

descrevemos a distribuicdo dessas dissertacdes por ano:

Tabela 1: Quantidade de Dissertacfes Defendidas sobre Numeros Complexos
ANO 1998 2006 2007 2008 2009 2010 2012 2013
Quant. 1 2 1 1 1 1 1 8

Fonte: Material da Autora

Temos o conhecimento de uma primeira dissertacéo sobre este contetido, que foi
defendida em 1992, porém ndo conseguimos ter acesso a mesma.

Uma leitura minuciosa de todos estes trabalhos permitiu elaborarmos a tabela 2,
a qual relaciona o numero de publicacdes com o respectivo descritor comum entre 0s

trabalhos. Estamos concebendo descritor como sendo o(s) foco(s) da cada pesquisa.

Tabela 2: Descritores comuns das Dissertacdes sobre Numeros Complexos

Descritor Quantidade
Andlise de Livros Didéaticos 4
Descricao Historica dos Numeros Complexos 11
Numeros Complexos: defini¢cdes, propriedades, teoremas e demonstragdes 10
Sequéncia Didatica 8
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Software Dinamico Geogebra

Contextualizacédo e AplicagGes Diversas

Engenharia Didatica

Modelagem Matematica

Nl N o o1 W

Registros de Representacdo Semiotica

Fonte: Material da autora

Posteriormente, debrucamos em cada dissertacdo, na sua ordem cronoldgica de
publicacdo e elaboramos cada resenha, levando em conta o conteudo de cada capitulo
dos trabalhos em questdo. Optamos por esta forma n&do-convencional de realizar as
resenhas, pela escassez de trabalhos envolvendo esta temética de pesquisa, bem como
pelo descaso dos documentos curriculares atuais quanto a importancia da aprendizagem
dos numeros complexos. No entanto, 0 montante das resenhas gerou um material denso
em detalhes para a leitura; o que nos obrigou aloca-los no Anexo C deste trabalho.

Como conteudo deste subtitulo limitamo-nos a descrever informag6es de algumas
das 16 dissertacdes que influenciaram diretamente o percurso metodoldgico desta
investigacao.

O primeiro trabalho que nos impactou, foi o de Rosa (1998) e por isso, foi um
referencial muito forte em nossa pesquisa.

Inicialmente, o0 que nos chamou a atencéo na pesquisa de Rosa (1998), foi fato de
ele propor um questionario que foi por ele aplicado junto aos estudantes do curso de
engenharia de uma universidade particular de S&o Paulo, do qual ele era o professor.
Dessa forma, nos apropriamos do questionario de Rosa (1998), com acréscimos de
perguntas, visto que o foco da pesquisa deste ser diferente da nossa. Acrescentamos
algumas perguntas além, para fazer frente ao tratamento dado aos numeros complexos
no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014), volume 1.

Outro ponto que também foi importante para nés, € o fato de que Rosa (1998)
fundamentou sua pesquisa em cima dos registros de representacdo semidtica de
Raymond Duval, e dessa forma, seu trabalho se tornou uma boa fonte de pesquisa, uma
vez que nés também nos valemos desse referencial tedrico para validar os resultados

obtidos na parte empirica desta pesquisa.
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O terceiro ponto no trabalho de Rosa (1998), deve-se ao fato de que ele elaborou
uma sequéncia didatica para aplicar aos seus alunos do ensino médio, onde seu foco era
a contextualizacao historica para a construcdo dos conceitos dos niameros complexos,
seguindo assim o Curriculo do Estado de Sao Paulo vigente a época.

Uma observagéo importante ficou clara no trabalho de Rosa (1998) em relagéo ao
ensino dos numeros complexos a época, de que o foco do ensino desse contetdo, estava
voltado as resolucdes de equacdes polinomiais, fendmeno esse que permanece até os
dias de hoje, mesmo frente a um novo Curriculo do Estado de S&o Paulo, ou seja, quase
nada mudou. As poucas mudancgas que ocorreram, aos nossos olhos, foram para pior.

Em sua conclusao final, Rosa (1998) informou que suas percepc¢des em relacao
ao ensino dos numeros complexos a partir da contextualizacdo historica se mostraram
verdadeiras.

O segundo material importante foi o de Oliveira (2010). Dois aspectos no trabalho
dele, vieram de encontro com o que pretendiamos em nossa pesquisa. O primeiro € 0
fato de que ele se apropriou do Geogebra como ferramenta de estudo. O segundo estava
no fato de que ele, assim como ndés, tem uma percepcdo geométrica em relacdo aos
nameros complexos. Além disso, Oliveira (2010) se apropriou da engenharia didatica de
Artigue, como metodologia de analise de pesquisa, que foi a metodologia adotada por
nds também.

Um fato curioso no material de Oliveira (2010), € que este aplicou suas atividades
(uma sequéncia didatica) para os estudantes, apds esses terem aprendido o contetudo
de numeros complexos. N6s também nos valemos desse fato, devido ao foco que
tinhamos em relacéo a nossa pesquisa.

A dissertacéo de Caon (2013), trouxe contribuicfes para nossa pesquisa, visto que
essa autora, também trabalhou na perspectiva do ensino dos nimeros complexos a partir
de uma visdo geométrica. Essa autora ndo aplicou nenhuma atividade, pois em seu
material, se ateve a demonstrar as propriedades que cercam 0s numeros complexos. Um
ponto que julgamos muito positivo € a articulacdo que a autora faz dos nuameros
complexos e suas aplicacdes em diversas areas.

Uma quarta dissertacdo que também foi uma boa fonte de pesquisa é o trabalho
de Caldeira (2013). Para a autora, a geometrizagdo dos numeros complexos, abriu
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espaco para um aprendizado diferenciado e significativo. A autora criou e aplicou uma
sequéncia didatica com seus alunos com uma contextualizacdo geométrica e isso veio
de encontro com o que acreditamos.

A autora também se valeu dos registros de representacdo semidtica como
referencial tedrico, se utilizando da engenharia didatica como metodologia de analise da
pesquisa de campo. Esses detalhes foram importantes para nds, pois enriqueceu N0Sso
conhecimento em direcéo a nossa pesquisa.

Um trabalho que achamos muito interessante e ajudou-nos a “abrir nossa mente”
em relagdo ao que pensavamos sobre os nimeros complexos, foi o trabalho de Feitosa
(2013). Muito embora esse autor tenha uma linha de pesquisa muito diferente da nossa,
seu trabalho é muito rico no sentido que mostra as inUmeras possibilidades para a
utilizacdo dos numeros complexos, uma vez que o autor articula os nimeros complexos
a geometria analitica.

Esses materiais sem duvida, ampliaram nossa visao de pesquisador, permitindo e

acrescentando conhecimentos que ajudaram a compor nosso percurso metodoldgico.
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4 - O PERCURSO METODOLOGICO

Quando ingressei no mestrado profissional junto a UFSCar — Sorocaba, tinha ideia
de que realmente queria trabalhar com conceitos geométricos. A principio, tinha em
mente realizar minha pesquisa com Geometria Analitica, porém logo no primeiro
semestre, com o conhecimento aflorando, minha busca em trabalhar conceitos
geométricos aumentou e como sempre tive fascinio pelo estudo dos Numeros
Complexos, pois sempre 0s vi como uma extensao quase natural do estudo da Geometria
Analitica (equacéo da reta), além de julgar como um contetdo importante por ver sua
aplicabilidade.

No segundo semestre tudo se tornou muito mais claro, ao cursar a disciplina de
Tecnologia da Informacédo para o Ensino de Ciéncias e Matematica sob a coordenacao
do prof. Dr. Wladimir Seixas e do prof. Dr. Paulo César Oliveira. O professor Wladimir
solicitou-nos uma tarefa envolvendo a apresentacdo de um plano de aula com a utilizagéao
de alguma ferramenta tecnolégica, possivel de ser aplicado para alunos do Ensino Médio.
Naturalmente preparamos uma apresentacdo usando o Geogebra como recurso
tecnolégico atrelado ao plano aula sobre Numeros Complexos.

Comecamos a construcdo da revisdo bibliografica com base em teses e
dissertacdes no primeiro semestre de 2013. Nesta primeira etapa conseguimos encontrar
apenas sete dissertacbes sobre o assunto, distribuidas entre o periodo de 1998 a 2010.
Numa segunda etapa de levantamento dos trabalhos académicos encontramos uma
dissertacéo defendida em 2012 e oito novas disserta¢cdes em 2013.

Nestes dois momentos de pesquisa bibliogréafica recorremos ao banco de teses da
CAPES e no banco de teses e dissertacbes publicadas periodicamente na revista
Zetetiké, no periodo de 1971 a 2011.

Esta etapa da pesquisa foi relevante e contribuiu significativamente para
demarcarmos 0s proximos passos de nossa investigacao, que culminou na aplicacao de
um questionario tanto para uma amostra de alunos do 2° semestre de Engenharia Civil
de uma instituicdo particular de ensino, quanto para uma amostra de alunos da 32 série

do Ensino Médio de uma escola publica. Posteriormente, aplicamos uma sequéncia
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didatica envolvendo o uso do Geogebra apenas para os alunos da referida série do
Ensino Médio.
A seguir detalhamos as etapas empiricas de nossa pesquisa pautadas na

estrutura da Engenharia Didatica.

4.1 — Perspectiva Metodoldgica

O discurso atual da Secretaria da Educacéo do Estado de Sdo Paulo é de que o
professor ndo deve dispensar o livro didatico indicado pelo Programa Nacional do Livro
didatico (PNLD), ou seja, deve seguir a sequéncia didatica do Caderno do Aluno e do
Professor (SAO PAULO); porém deve acrescentar informacées que o professor julgue
necessario, utilizando-se do livro didatico.

No entanto, a realidade de varias escolas publicas do Estado de S&do Paulo é
norteada pela imposicédo do uso obrigatdrio do Caderno do Aluno e do Professor (SAO
PAULO), uma vez que a prova do SARESP (Sistema de Avaliagdo do Rendimento
Escolar do Estado de Sao Paulo) estd embasada neste material. Tem-se tornado cada
vez mais comum a preocupacao por parte dos Gestores das escolas publicas em treinar
os alunos para responder com éxito a prova do SARESP, em prol do “Bénus”(que é uma
compensacao financeira paga aos professores e gestores das escolas que atingirem as
notas minimas impostas pela Secretaria da Educacao do Estado).

Em contrapartida, para varios de nés professores, o mais importante ndo é o
Bdnus e sim o conhecimento que o aluno é capaz de agregar. Na condi¢éo de professora-
pesquisadora ratifico que esta situacdo é uma inversdo de valores quanto ao processo
ensino-aprendizagem.

E neste cenario educacional da escola publica que desenvolvemos parte do
trabalho de campo, pautado nos principios da Engenharia Didatica como metodologia de
pesquisa, em busca de respostas para as seguintes questdes de investigacao:

1) Que saberes sobre numeros complexos, alunos do Ensino Superior trazem como
bagagem do Ensino Médio?
2) Que perspectiva de construgdo de saberes o Caderno do Aluno e do Professor

proporciona ao aprendizado de niameros complexos?
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3) O Geogebra pode agregar a construgao de saberes quando articulado ao Caderno do
aluno, disponibilizado pela Secretaria da Educacéo do Estado de Sao Paulo?
A Engenharia Didatica segundo Almouloud e Coutinho (2008, p.66),

vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-se, em primeiro
lugar, por um esquema experimental baseado em "realizacdes
didaticas" em sala de aula, isto é, na concepgéo, realizacao,
observacdo e andlise de sessdes de ensino. Caracteriza-se
também como pesquisa experimental pelo registro em que se situa
e modo de validac&o que Ihe sdo associados: a comparacao entre
andlise a priori e andlise a posteriori. Tal tipo de validacdo é uma
das singularidades dessa metodologia, por ser feita internamente,
sem a necessidade de aplicagdo de um pré-teste ou de um poés-
teste.

O pré-teste e pds-teste sdo etapas comuns em pesquisas envolvendo avaliagdo
psicolégica, por exemplo. Dada a constituicAo da amostra utiliza-se o pré-teste que
geralmente sdo procedimentos de aplicacdo de instrumentos diagndsticos para servir de
base a um processo de intervengdo segundo 0s objetivos da pesquisa. Posteriormente
submete-se a amostra a aplicacdo do pds-teste, ou seja, geralmente 0s sujeitos de
pesquisa sao reavaliados seguindo a mesma ordem e procedimento de aplicacdo dos
instrumentos no pré-teste.

No caso de nossa pesquisa, cumprimos as quatro fases que compde a
metodologia da Engenharia Didatica proposta por Michéle Artigue (1988), conforme
descricdo de cada uma delas a sequir.

A primeira fase designada como analises preliminares, deve ser embasada em um
referencial tedrico. Dedicamos o capitulo 2 desta dissertacdo para discorrermos sobre o
percurso tedrico desta investigacdo, permeado por leituras e reflexdes tanto sobre a
pesquisa académica pautada em dissertacdes defendidas a partir de 1998, quanto pela
analise de documentos curriculares vigentes sobre o ensino-aprendizagem de nimeros
complexos.

Na segunda fase (concepc¢éao e analise a priori) deve-se levar em conta que para
Artigue (1998, p.205) o:

[...] objetivo da andlise a priori € determinar no que as escolhas
feitas permitem controlar os comportamentos dos alunos e
significado de cada um desses comportamentos. Para isso ela vai
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se basear em hipéteses e sao essas hipéteses cuja validacao esta
indiretamente em jogo, na confrontacéo entre a andlise a priori e a
analise posteriori a ser operada na quarta fase.

Para nossa investigacdo aplicamos um mesmo questionario para duas amostras
distintas de estudantes. Aproveitamos um questionario composto por 13 questbes
elaboradas e aplicadas por Rosa (1998) para uma amostra de 31 estudantes do 1° ano
de Engenharia Mecéanica e reaplicamos este instrumento de producdo de informagdes
acrescido de outras nove questdes elaboradas por esta pesquisadora.

Uma das amostras de nossa pesquisa também foi composta por 31 estudantes do
2° semestre do curso de Engenharia Civil de uma instituicdo privada, na qual a
pesquisadora também é professora desta turma. A outra amostra foi composta de 13
alunos da 32 série do Ensino Médio de uma escola publica.

A terceira fase (experimentacdo) oportuniza ao pesquisador sua ida a campo
para aplicar suas tarefas embasadas em uma sequéncia didatica, observando com
cuidado e rigor, os registros levantados frente aos estudantes; sujeitos da pesquisa
(ARTIGUE, 1998).

O nosso trabalho de campo contou com a aplicacdo e analise dos questionarios,
bem como a aplicacdo de um conjunto de tarefas apenas para os alunos da 32 série do
Ensino Médio.

A Ultima fase (analise a posteriori) tem como objetivo uma analise profunda
baseada na producédo de informacdes, com o objetivo de buscar respostas as nossas

indagacoes.

4.2 — Questionario: resultados frente aos estudantes do Ensino

Superior

Iniciamos nossa redacdo explicando como foi constituida a amostra dos
estudantes, assim como o objetivo frente a este instrumento de produgéo de informacgdes.
A participacao do estudante como sujeito de nossa pesquisa foi opcional. Fizemos
0 convite para 61 alunos do 2° semestre de Engenharia Civil do Centro Universitario

Nossa Senhora do Patrocinio (CEUNSP), cuja pesquisadora também é professora da
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disciplina de Calculo Diferencial e Integral. Contamos com a participacdo de 31 alunos
da referida turma, sendo 71% dos participantes com idade entre 17 e 22 anos, 19% com
idade entre 23 e 30 anos e 10% na faixa de idade entre 31 e 45 anos.

Tracamos dois objetivos com as respostas do questionario (Anexo A). O primeiro
deles foi descrever os saberes apreendidos sobre os conceitos envolvendo nameros
complexos, quando estudado no Ensino Médio. De acordo com a faixa etaria dos sujeitos
de pesquisa aliado ao fato de que a grande maioria dos ingressantes nos cursos de
Engenharia dessa instituicdo sao oriundos de escolas publicas, podemos afirmar que o
Caderno do Aluno e do Professor fez parte no seu processo ensino-aprendizagem.

Tendo em vista que treze das vinte e duas questbes do questionario foram
aplicadas por Rosa (1998) a uma amostra de 31 estudantes de um primeiro ano do curso
de Engenharia Mecanica; nosso segundo obijetivo foi comparar o grau de saberes dos
nossos estudantes com os alunos da amostra do referido pesquisador.

Este interesse foi pautado no fato de que a Proposta Curricular nos tempos em
gue Rosa (1998) realizou seu trabalho de campo difere do atual Curriculo do Estado de
Sédo Paulo (2010). Na década de oitenta e noventa, o objetivo geral para o ensino de
numeros complexos era “perceber porque aparece um novo conjunto de numeros.
Representar nUmeros complexos geométrica e trigonometricamente; operar com esses
nameros” (SAO PAULO, 1992, p.41). Ainda na forma de comentarios, destacamos duas

opcOes didaticas para o estudo dos niumeros complexos:

Contar um pouco da histéria dos nimeros complexos também pode ser
bastante motivador.

Relacionar a radiciacdo de numeros complexos com elementos dos
poligonos regulares é um trabalho de aplicacédo desse conteudo, bastante
interessante para aluno, que, a esta altura, tem oportunidades de tratar
nimeros e geometria entrosadamente (SAO PAULO, 1992, p.41).

A seguir apresentamos o conteudo de cada uma das vinte e duas questdes com a
respectiva andlise a priori e a posteriori.
1) Assinale as alternativas que mais se aproximam da sua ideia a respeito da

Matemaética.
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a) A Matematica € uma disciplina dificil, pois os conceitos sdo inventados por
pessoas em momento de inspiracdo, de maneira teorica, nada tendo a ver com os
fatos concretos da nossa vida, como nimeros complexos, logaritmos, etc. Grande
parte dos conceitos matematicos, sdo dados na escola somente para o aluno fazer
exercicios que nada tém a ver com a realidade e depois fazer uma prova.

b) Os conceitos matematicos nasceram de situacdes concretas do dia a dia.

c) Nao tenho a menor ideia.

Deste questionamento obtivemos 1 resposta da alternativa (a), 28 respostas da
alternativa (b), e 2 ndo responderam o questionamento, 0 que nos assustou em relagéo
as nao respondidas e a resposta da alternativa (a), pois o questionario foi aplicado junto
a alunos do curso de engenharia, onde entende-se que tem afinidade e gosto pela
matematica, além de um raciocinio l6gico mais apurado. Com relacdo as 28 respostas
da alternativa (b), entendemos que os alunos tiveram a percepc¢éo e o aprendizado de
conceitos matematicos atraves de problemas concretos e situacfes aplicadas, porém, ao
analisarmos as demais respostas do questionario, vemos uma contradicdo, 0 que nos
passou a impressao de que muitos escolheram essa alternativa porque acreditam nela,
ou até por julgar mais coerente, porém nado tem clareza sobre seu significado, ou seu

aprendizado ndo condiz com a alternativa escolhida.

2) Numeros Complexos, s@o aqueles do tipo a + bi onde a e b sdo numeros reais e

J—=1=i oui?=-1.Voceé ja estudou esse tipo de nimeros?
a) Sim b) Néo

Para esse guestionamento, obtivemos 22 respostas na alternativa (a) e 9
respostas na alternativa (b). Como da classe de 60 alunos, somente 31 se dispuseram a
participar dessa pesquisa, temos a crer que muitos mais ndo estudaram os numeros
complexos. Cremos que talvez pelo fato de termos mencionado que a pesquisa era sobre

esse assunto, muitos que nao conheciam o assunto, nem se arriscaram a participar da
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pesquisa. Alguns poucos até pegaram a folha de pesquisa e nos devolveram logo em
seguida.

3) Como vocé acha que os numeros complexos foram descobertos?

a) Quando um matematico ao resolver uma equacao do segundo grau se deparou
com um discriminante negativo (A =b* —4.a.c), e para continuar a resolucéo ele
resolveu criar um numero i tal que i2= -1.

b) Os numeros complexos foram descobertos quando um matematico tentava
resolver uma equacéao do terceiro grau.

c) Na&o tenho a menor ideia.

Em relacdo a essa questéo, obtivemos 2 respostas da alternativa (a), o que ficou
claro para nés que esses alunos haviam estudado alguma coisa sobre o conteudo, porém
a introducdo desse contelido, ou a énfase fora dada na resolucdo de equacbes de
segundo grau, quando o discriminante € negativo. Tivemos 6 respostas da alternativa (b),
0 que nesse casoO NOS mostrou que esses estudantes haviam aprendido os nameros
complexos e tinham clareza sobre seu surgimento dentro do contexto histérico e o que
levou ao descobrimento de tais numeros. Outras 11 respostas da alternativa (c), vem
corroborar com a nossa conclusédo em relacdo a questdo numero 1, onde percebemos
gque muitos alunos ndo tém clareza sobre muitos conceitos matematicos e seus
desenvolvimentos. Ainda obtivemos 2 alunos que n&o responderam esse

questionamento, demonstrando que também nao tem conhecimento sobre o assunto.

4) Vocé ja resolveu algum problema concreto do dia a dia, que apesar de na sua
resolucéo aparecer raiz quadrada de um namero negativo, o resultado final foi um
namero real, como R$ 3,00, 7 metros, etc., enfim que representava uma

quantidade?

a) Sim b) Nao

Se vocé respondeu sim, pode descrever como era esse problema?
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Com relacao a essa questao, 7 responderam a alternativa (a), 22 responderam a
alternativa (b), 1 respondeu as duas alternativas e 2 ndo responderam. No caso das
respostas em relacdo a alternativa (a), foi solicitado também para que o aluno
descrevesse o problema. Dos 7, obtivemos 2 respostas: nao lembro, 1 resposta onde o
aluno tentou explicar o problema, porém muito sem sentido, 0s outros nada responderam.
Diante disso, realmente nos questionamos se realmente esses 7 alunos viram problemas
desse tipo ou se tal situacdo em um problema apareceu devido a um erro de calculo
matematico na resolucdo. De qualquer forma, observamos que a maioria ndo sabe que
nameros complexos também podem ser utilizados na resolucdo de situacdes

contextualizadas.

5) Baseado no seu conhecimento de numeros complexos coloque V no verdadeiro
e F no falso.

______ 0Os numeros complexos como, por exemplo, 2 + 3i, na realidade ndo sao

nameros, sao apenas representacfes matematicas, pois ndo representam uma

quantidade, uma vez que ninguém diz: “ganho (2+3i) reais de salario”, ou paguei (4-

2i) reais, ou ainda andei (7+2i) metros, etc.

Neste item, obtivemos 12 respostas como (V), 13 respostas como (F), e 6 ndo
responderam. Ficou evidente que os 12 alunos que responderam V e 0s 6 que nao
responderam, veem 0S nuameros complexos como mero simbolos e destituidos de
significados. JA4 os outros 13 conseguem perceber que o0s conceitos matematicos
possuem alguma finalidade concreta, mesmo que eles ainda ndo tenham total dominio

ou ndo saibam exatamente para que servem.

Os numeros complexos sdo nameros sim, pois com eles podemos resolver

problemas do dia-a-dia e chegar a resposta que representam quantidades.

Aqui nesse item, obtivemos 17 respostas (V), 8 respostas (F) e 6 nao
responderam. Ao compararmos essas respostas com as do item anterior, vemos

claramente que os alunos sdo contraditorios e ndo possuem clareza sobre os conceitos
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dos numeros complexos e nem de sua utilidade. Temos motivos para crer que as 17
respostas (V), deve-se ao fato de que esses alunos creem que 0s conceitos matematicos

devem ter alguma utilidade, mesmo eles ndo sabendo como utiliza-los.

Os numeros complexos sdo na verdade a expressdo matematica dos vetores e
eles podem ser percebidos nos fenbmenos fisicos, nas relacbes geomeétricas,

matriciais, etc.

Nesse item, obtivemos 16 respostas (V), 8 respostas (F) e 7 n&o responderam. E
evidente que essas respostas estdo compativeis com as do item anterior. Cremos que 0s
alunos para responderem esse item, devem ter relacionado ao conteudo de algebra
linear, que faz parte da grade curricular desse semestre e/ou se lembraram de alguns
aspectos do que haviam aprendido quando estudaram os niimeros complexos.

Olhando para as respostas dessa questao, fica claro que para varios alunos, 0s

nameros complexos sdo meros simbolos e sem significado.

6) Dentre os nomes abaixo, quais vocé associaria com a historia dos numeros

complexos?
a) Bombelli b) Argand c) Wallis d) Wessel
e) Gauss f) Hamilton g) Cardano h) Moivre

Para esse questionamento, obtivemos 1 resposta (a), 1 resposta (b), 4 respostas
(c), 1 resposta (d), 10 respostas (e), 2 respostas (f), 3 respostas (g), 1 resposta (h), 12
nao responderam. Somente dois alunos selecionaram mais de 1 resposta. No entanto,
apesar de nos levar a pensar que esses dois alunos que assinalaram mais de uma
resposta devem conhecer mais dos numeros complexos e sua historia, isso ndo é
verdade, pois ambos a alternativa (c); o Unico matematico da lista acima que nao teve
qualquer contribuicdo em relagdo aos numeros complexos.

Com relagéo as demais respostas, vé-se claramente uma inseguranga por parte
dos alunos em relacdo ao contexto historico, visto que quem escolheu por exemplo a

alternativa (b) “Argand”, ndo escolheu a alternativa (e) “Gauss” e no entanto o plano
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representativo geomeétrico de um numero complexo € conhecido como “Plano Argand-

Gauss”.

7) Vocé ja tentou resolver um problema de geometria utilizando 0s numeros
complexos?
a) sim b) ndo

Acha que seria possivel?

Nessa questao obtivemos 6 respostas (a), 21 respostas (b) e 8 ndo responderam.
Ficou claro que o ensino dos numeros complexos no ensino medio € destituido de
significado geométrico. Esse é um dos motivos do qual os alunos perceberem esses
nameros como meros simbolos e sem significado. No entanto, quando questionamos se
“acha que seria possivel?” na segunda parte da questao, obtivemos 12 respostas sim, 1
resposta nao, 2 responderam “talvez”, 1 respondeu que nunca tentou, 1 respondeu que
“tudo é possivel”’, 1 respondeu “pois com ele vocé pode obter pontos”, e 13 néao

responderam.

8) Um numero real nés podemos representar geometricamente na reta real. E um

nimero complexo, é possivel representar geometricamente?

a) Sim b) Néo
Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o

numero 2+3i

Nessa questdo, tivemos 15 respostas sim, 7 respostas nédo, 8 ndo responderam e
1 afirmou que desconhece. Nos casos afirmativos, foi solicitado que o aluno
representasse o numero 2 + 3i de forma geométrica. Somente 4 fizeram a representagao
e desses 1 acertou e 3 erraram, sendo que um deles, confundiu a reta real com a

imaginaria. Fica evidente que os alunos lembram-se vagamente que € possivel fazer a
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representacdo geométrica. Nos surpreendemos nesse quesito, pois imagindvamos que

muitos fariam com facilidade essa questao, contrariando nossa previsao.

9) Como vocé representaria na forma algébrica (4, 2)?

Neste item, esperava-se que os alunos soubessem articular a representacdo em
par ordenado e a representacéo na forma algébrica. Um total de 24 alunos nao respondeu
essa questao. Sete estudantes tentaram fazer, mas erraram; sendo que 4 deles fizeram
a representacdo geométrica, conforme a figura 19. No que diz respeito ao contetdo desta
figura, a representacdo do par ordenado esté voltada para o aspecto funcional e ndo para
0 conjunto dos numeros complexos.

Tendo em vista esse enunciado ha indicios de que eles ndo compreendem a

distincdo entre representacao algébrica e representacdo geométrica.

Figura 19: Resposta de aluno

X
A : e i
Como voceé representaria na forma algébrica (4, 2)?

Fonte: Material da Autora

10) Se um numero complexo esta localizado no 2°quadrante do plano, em qual

guadrante estara o seu conjugado?

No caso desse questionamento, esperava-se que o aluno soubesse a relagao de
simetria entre o0 numero complexo e seu conjugado. Neste caso tivemos 1 acerto, 5
respostas erradas e 25 nao responderam, o que ficou evidente que o aluno sequer
reconhece o conjugado de um numero complexo. Na figura 20, observa-se em relacdo a

esse item, que o aluno confunde quadrante com linha
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Figura 20: Resposta de aluno

Se um nimero complexo estd localizado no 2°quadrante do plano, em qual quadrante estara o seu

X A o ¢
conjugado? O Al st Ujv\j"’*y ®
i)

Fonte: Material da Autora

11) Vocé sabe explicar o que acontece quando somamos um numero complexo com

0 seu conjugado?

Aqui esperavamos que o aluno, além de conhecer os niumeros complexos, saber a
relacdo entre o complexo e seu conjugado, além da relacdo de simetria entre eles,
soubesse que a operacao de adicao entre eles remete a um numero real. Nesse quesito,
1 aluno errou a resposta, 25 ndo responderam, 4 disseram “ndo” e 1 estudante afirmou

que “tal soma néo existe”.

12) Qual das alternativas abaixo representa uma relacao com as operacdes da adicédo

e subtracdo de complexos:

a) Teorema de Pitagoras b) Regra do Paralelogramo
c) Teorema de Tales d) Regras Trigonométricas

e) Teorema de Bhaskara

Nessa pergunta ficou claro que os alunos reconhecem os varios Teoremas e
Regras, porém ndo sabem quando utilizad-los e nem muito menos tem claro seus
conceitos. Obtivemos 7 respostas na alternativa (a), 2 respostas na alternativa (b), 7
respostas na alternativa (c), 2 respostas na alternativa (d) e 3 respostas na alternativa

(e). Neste caso, dos 31 participantes, somente 2 acertaram a resposta

13) Ao tomarmos um namero complexo z, pertencente ao primeiro quadrante do
plano, se multiplicarmos este complexo z por i (unidade imaginaria), onde estara

a imagem resultante?
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Mais uma vez ficou evidente que os alunos tém déficit de saberes no que diz
respeito aos conceitos sobre nimeros complexos. Tivemos 1 resposta certa, 2 respostas
erradas e 28 alunos néao responderam. Entre as respostas erradas, uma delas chamou-
nos a atencgao: “no segundo numero”, mostrando que nao tem a menor compreensao do
assunto.

Nas questdes abaixo, esperdvamos que 0s alunos soubessem resolver e até
temos razbes para crer que esses articularam a informacdo com a forma de
representacdo vetorial, estudada na aula de algebra linear. Por estarem no segundo
semestre do curso de Engenharia Civil, faz parte da grade curricular para este semestre,
a disciplina de algebra linear, onde os alunos aprendem os conceitos, as operacoes e
relacBes vetoriais. Dessa forma, no momento da aplicacdo dessa pesquisa (agosto de
2014), eles estavam aprendendo que um par ordenado é uma representacao vetorial e
que o mesmo, semelhantemente ao numero complexo, pode ser representado

geometricamente.

14) (2+3i))+(5b+2)=

Neste caso tivemos 2 acertos, 24 optaram por ndo fazer e 5 erraram. Em um dos
casos, 0 aluno aplica a propriedade distributiva da multiplicagcdo. Um outro caso que
também nos chamou a atenc¢éo, pode ser visto na figura 21, abaixo. Observa-se que 0
aluno efetua corretamente a adicédo, porém erra, ao iguala-la a zero e resolve-la como se

fosse uma equacéo do 1° grau, chegando ao resultado de (i).

Figura 21: Resposta de Aluno

Fonte: Material da Autora

15) (4, 5) + (2, 6) =
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Nesta questéo, ficamos muito surpresa com relacao ao resultado, pois esperavamos que
todos realizassem a operacgédo, devido ao fato de que a soma de niumeros complexos na
forma de par ordenado € igual a soma de vetores do R2, no entanto, 23 alunos nao

fizeram, 7 acertaram e 1 dos alunos, respondeu conforme figura 22:

Figura 22: Resposta de Aluno

Fonte: Material da Autora

Vé-se claramente que o0 aluno opera a soma corretamente, porém nao escreve em
forma de par ordenado, antes, efetua a soma das duas componentes do numero
complexo (vetor) resultante. Aqui € notdrio que ele confunde a operacéo de soma vetorial
com a operacado de produto escalar, estudado em éalgebra linear. Para completar ainda
tenta representar o vetor resultante no sistema cartesiano, o que mostra claramente que

ele ndo enxergando como nimeros complexos, mas sim como vetores do R2.

16) (2 + 3i) . (5 + 2i) =

Nesta questdo 5 alunos erraram e 26 nao conseguiram efetuar a operacao.
Observamos a aplicacdo correta da propriedade distributiva, porém, os alunos néo

utilizaram a substituicdo i2 = -1, impossibilitando chegar a resposta correta (figura 23).
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Figura 23: Resposta de aluno

(2+3i).(5+2i)= JO 4 Gi + ISt ® G(-Q/;

Fonte: Material da Autora

Um caso que chamou a atencédo foi o aluno que igualou o produto dos nimeros
complexos a zero e aplicou a Férmula de Bhaskara, para encontrar o valor da suposta
incégnita “i”, a qual foi trocada por “x” (figura 24). Trata-se de mais um caso de
desconhecimento que o produto de dois numeros complexos € um numero complexo e

que o0 mesmo nao tem relacdo alguma com o calculo de raiz de uma equacéao.

Figura 24: Resposta do aluno

| (2+3i). (5+2i)=

(45).(2,6) =

Fonte: Material da Autora

17) (4,5).(2,6) =

Os quatro alunos que resolveram esta questdo cometeram o seguinte erro:
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Figura 25: Resposta de aluno

@5.26= (8, %)

Fonte: Material da Autora

Em termos de registros de representacdo semiotica (Duval, 2003) ha um
desconhecimento por parte dos estudantes na conversao de registros, ou seja, eles ndo

compreenderam que (4, 5) é uma forma de representar 0 nimero complexo z = 4 +5i.

18) (2 + 3i)2 =

Nesta questdo, ficamos surpresos, pois esperavamos que o0s alunos
demonstrassem dominio no desenvolvimento dos Produtos Notaveis para a solucao.
Apenas cinco alunos fizeram a questao e erraram a resposta, pois elevaram somente o

1° e 0 2° termo ao quadrado, esquecendo-se de multiplicar o 1° e 0 2° termo por 2.

19) (2+2i)°=

Os mesmos alunos que tentaram resolver a questdo 16 reproduziram
erroneamente 0 mesmo principio de resolucdo para esta questdo, ou seja, elevaram
somente 0 1° e 0 2° termo a quinta poténcia. A resolucdo esperada deveria envolver o
registro semioético na forma trigonométrica. Na figura 26 apresentamos a tentativa de um
aluno em desenvolver termo a termo do produto notavel a partir do suposto

desenvolvimento de (a+b)®:
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Figura 26: Resposta de aluno

Fonte: Material da Autora

20) +/5-12i =

Esta questao nao foi resolvida por nenhum aluno. Nossa expectativa era saber se
algum deles lembrava-se da formula de Moivre. Porém, a maioria dos nossos estudantes,
s&o oriundos de escolas publicas, e no Caderno do Aluno e do Professor (SAO PAULO,

2014) esta parte do conteudo foi excluida.

21) Considerando no plano complexo uma regido triangular formada pelos complexos
(1, 2); (4, 1) e (3, 4). Utilize a malha abaixo para representar essa regido e o
resultado da transformagéo que adiciona o nimero complexo 2 + 3i a cada ponto
da regido.

a4

Pode explicar o que aconteceu com a regiéo triangular?
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Apenas um aluno tentou resolver a questdo, apenas localizando os pares
ordenados no Plano de Argand-Gauss. Era esperado como resultado da solugéo que os
alunos percebessem gue se promove uma mudanca de posi¢cao da regido triangular, ou

uma translacdo em relacdo ao numero complexo.

22) Vocé consegue citar alguma aplicacdo para os numeros complexos?

Nesta questédo, 27 alunos ndo se manifestaram, 3 responderam néo e 1 respondeu

“limite, escalonamento e outros”, demonstrando assim que desconhece o assunto.

23) Quer fazer alguma observacao que julgue importante?

Neste caso, somente duas pessoas se manifestaram para fazer comentérios,
sendo que um informou n&o se lembrar do conteldo, ou seja, d& indicios de que estudou
0 assunto, porém esqueceu. No segundo caso, o comentario contempla a necessidade

de estudo, dedicacéo e tempo para se aprender a matematica, de acordo com o relato a
seqguir:

Figura 27: Resposta de aluno

Fonte: Material da Autora
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O que se vé na fala do aluno acima, é a necessidade de uma compreensao dos
conceitos matematicos. Naturalmente o aluno tem um amadurecimento matematico
simplista e ndo consegue observar que ha outros aspectos importantes envolvidos na
concepcao da matematica, como por exemplo uma “alfabetizagdo matematica”, conforme
afirma Duval (2012, p. 307)

Fazendo uma andlise do todo em relacdo as respostas do questionario
aplicado, observa-se que o conteudo até foi ensinado aos alunos, porém néao foi
plenamente absorvido e compreendido. Falando sobre a importancia da compreensao

para que haja aprendizado, Duval (2012, p.309) afirma:

Na matemética, mais que em todas as outras disciplinas, é
necessario compreender para poder aprender. Somente se pode
aprender matematica e concluir as atividades propostas se
compreendermos ndo somente as instrugdes e os enunciados de
um problema, mas também aquilo que se pode fazer para buscar
resolvé-lo e por que aquilo que se encontra esta certo ou errado. A
repeticdo sem reflexdo ndo gera nenhuma aquisigao real e util. Isto
se deve a que utilizar este procedimento ou considerar explicacdes
advindas dele conduz frequentemente a resultados errbneos e
confusos que mostram que “nao se entendeu”, ou que
o conhecimento subjacente ndo foi adquirido. Esta exigéncia
constante de compreensao coloca o0 ensino da matematica em uma
situacdo muito particular em relacdo a todos os outros ensinos e
aponta a uma primeira pergunta sobre aquilo que se entende por
“‘compreender”. Aqui, divergéncias profundas aparecem entre o
ponto de vista matematico e o ponto de vista cognitivo.

Na analise dos dados coletados por Rosa, na questdo de niumero 2, este evidencia
que as respostas dos alunos em relacao ao surgimento dos nimeros complexos, ocorreu
devido a tentativa de resolucdo de equacéo de 2° grau, cujo discriminante era negativo.
Nesse aspecto, Rosa observa que além dos materiais didaticos privilegiarem por
resolucéo de tais equacdes, muito presente nos livros didaticos ainda hoje, ndo havia a
contextualizacdo histérica de que tais numeros surgem na verdade, como busca de
solucbes de equacdes cubicas, contrariando a proposta do Curriculo do Estado de Séo

Paulo, vigente a época. Segundo Rosa (1998, 92):

Os alunos foram questionados se 0s nimeros complexos surgiram
guando da resolucdo de uma equacdo do segundo grau ou do
terceiro grau. Todos responderam que foi a equacéo do 2° grau que
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originou os complexos e isso parece indicar que nenhum deles teve
contato com esses nimeros da maneira como surgiram na historia,
guando da resolugédo de uma equacao do terceiro grau. Esse fato
talvez seja a explicacdo para que eles operem sem ver
significado nas operag¢des. (Grifo nosso)

De acordo com Rosa (1998, p. 92), “o fato de os alunos nao conhecerem a historia
da matematica, .... ndo o impede de realizar opera¢cdes matematicas e representa-los (os
numeros complexos) geometricamente”. Em sua conclusdo sobre a anélise, Rosa (1998,

p.113) afirma:

Analisando as respostas dos alunos pudemos constatar que
nenhum deles teve contato com 0s nimeros complexos da maneira
como estamos sugerindo nesse trabalho, ou seja, através de uma
equacdo do 3° grau. Nenhum deles conseguiu extrair raizes de
nameros complexos nem efetuar potenciacdo e uma pequena
minoria conseguiu efetuar o produto de numeros complexos. A
maioria dos alunos acha que os conceitos Matematicos surgem de
situacdes reais, mas eles ndo se depararam com esses conceitos
através de situacdes concretas, e este € um bom motivo para
introduzir-se 0s conceitos como eles surgiram na historia. Os
alunos que julgam que os conceitos matematicos sao inventados
erraram as operacdes mais simples com nameros complexos, 0
que parece evidenciar que se um conceito € simplesmente
inventado, ndo deve ter aplicacdo nem importancia, o que faz com
gue os alunos néo se interessem por ele.

O questionario de Rosa (1998) era composto por 13 questbes sendo elas as
seguintes em relacdo ao nosso questionario: 1, 2, 3, 4, 5, 8, 14, 15,16, 17, 18, 19 e 20.
Salientamos ainda que em nosso questionario, acrescentamos a alternativa (c) nas
questdes 1, 3 e 5, quando comparado com o questionario de Rosa. Observamos que
coincidentemente na pesquisa de Rosa, bem como na nossa, tivemos a participacao da
mesma quantidade de alunos, ou seja, 31.

Quanto ao acréscimo da alternativa c nessas trés questdes, deu-se devido ao foco
da pesquisa nossa ser um pouco diferente, a de Rosa. Nas questbes 1 e 3,
acrescentamos a alternativa c (ndo tenho a menor ideia), pois nosso objetivo era verificar
se o aluno teve realmente algum contato com o conteudo “numeros complexos” do
material Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014), que trabalha na vertente de reconstruir

0 surgimento dos numeros complexos dentro de uma contextualiza¢do historica, a partir
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da resolucdo de equacdes de 3° grau. Nesse o aspecto, ao olharmos para o Caderno do
Aluno (SAO PAULO, 2014), parece enxergarmos nele a pesquisa de Rosa que propde
gue os numeros complexos devem ser ensinados a partir da contextualizacao historica
do seu surgimento.

No entanto, devido ao posicionamento adotado pelo PCN+ (BRASIL, 2002, p.122),
onde esse se posiciona que 0s humeros complexos servem apenas para resolucdes de
equacdes de grau superiores e que portanto podem ser tratados na parte flexivel do
curriculo escolar. Tal posicionamento tem levado muitas escolas a abolirem de seus
curriculos, o estudo dos nimeros complexos. O atual Curriculo do Estado de S&o Paulo
nao o aboliu, porém pouca importancia da a esse estudo e isso fica claro quando olhamos
a forma como o mesmo esta sendo abordado no material que vem sendo distribuido aos
alunos da rede estadual, desde 2008, denominado “Caderno do Aluno”.

O foco dos numeros complexos dentro da contextualizacéo histérica no Caderno
do Aluno (SAO PAULO, 2014), se d4 meramente para atender a fala da ampliacéo dos
conjuntos numericos e para a resolucao das equacdes polinomiais. Diante disso, nao foi
surpresa para nés, obtermos 11 alunos que nos responderam justamente a alternativa
“c” da questdo de numero 3, onde questionamos sobre o surgimento dos numeros
complexos, ou seja, esses nao tém “a menor ideia”. Em contra partida, também obtivemos
12 alunos respondendo a alternativa “a”, que alega que tais numeros surgiram da
resolucdo de equacdes do 2° grau, cujo discriminante é negativo. Esse numero
expressivo de escolhas pode ter acontecido devido a prépria orientacdo do OCEM
(BRASIL, 2006, p. 71)

Os numeros complexos devem ser apresentados como uma
historica necessidade de ampliacdo do conjunto de solucdes de
uma equacao, tomando-se, para isso, uma equacdo bem simples,
a saber, x2+1 = 0.

Nesse aspecto, 0 OCEM (BRASIL, 2006) esta em contradicdo com Caderno do
Aluno (SAO PAULO, 2014), ja que este faz uma sutil reconstrucéo histérica, se valendo
da formula de Tartaglia e Cardano resolucdo de funcdes polinomiais do 3° grau, onde
devido a necessidade, surgem os numeros complexos. Fica evidente pelo Caderno do

Aluno (SAO PAULO, 2014) que o foco néo é o estudo dos nimeros complexos, mas sim
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a ampliacdo dos conjuntos numeéricos para resolucdo de equagdes polinomiais. Temos
motivos para crer que esse conflito de enfoques entre o OCEM (BRASIL, 2006) e o
Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) é devido ao fato de que temos professores da
Rede Estadual que trabalham na perspectiva do Caderno do Aluno e outros professores,
utilizam outros materiais didaticos, como por exemplo, os livros do PNLEM.

Vamos observar agora a tabela 3, com as informacdes dispostas a partir da
pesquisa de Rosa (1998) e do trabalho de campo realizado por esta professora-
pesquisadora. Adotamos a nomenclatura A (acertos), E (erros). Lembramos que o teor
das questbes podera ser visualizado no Anexo A.

Também ¢é possivel observar as comparacfes questdo a questao, no grafico 1
abaixo, onde Rosa A e Rosa E significam os acertos e erros da pesquisa de Rosa
respectivamente em relacdo as questfes e similar, Amorim A e Amorim E os acertos e

erros na pesquisa de Amorim respectivamente.

Tabela 3: Andlise comparativa Rosa X Amorim

Questao ROSA AMORIM
A % E % A % E %
1 24 77% 7 23% 28 90% 3 10%
3 0 0% 31 100% 6 19% 25 81%
5 21 68% 10 32% 8 26% 23 74%
8 3 10% 28 90% 2 6% 29 94%
14 19 61% 12 39% 2 6% 29 94%
15 17 55% 14 45% 7 23% 24 77%
16 7 23% 24 77% 0 0% 31 100%
17 0 0% 31 100% 0 0% 31 100%
18 1 3% 30 97% 0 0% 31 100%
19 0 0% 31 100% 0 0% 31 100%
20 0 0% 31 100% 0 0% 31 100%

Fonte: Material da autora

Também é possivel observar as comparagcfes questdo a questdo, no grafico 1,

onde Rosa A e Rosa E denotam os acertos e erros dos dados de Rosa (1998) para cada
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uma das questdes e, de forma similar, Amorim A e Amorim E representam os acertos e

erros relativos aos resultados do nosso questionario:

Gréfico 1

COMPARATIVO DE ACERTOS E ERROS

35

30 ]
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B ROSAA ROSAE ®mAMORIMA ®mAMORIME

Fonte: Material da autora

Ao analisarmos as respostas da questdo 1, verificamos que muito embora
tenhamos ligeiramente um indice de acerto maior em nossa aplicagdo, comparado ao de
Rosa, porém ndo é nada de tdo expressivo a ponto de concluirmos que houve algum
avanco. Com relagdo a questdo numero 3 temos um alto indice de erro, sendo
ligeiramente melhor na situacdo da nossa aplicacdo, onde o indice € um pouco mais
baixo, porém nada de tdo expressivo também. Isso se deve em parte, ao que ja foi
comentado anteriormente, sobre a abordagem envolvendo o Caderno do Aluno (SAO
PAULO, 2014). De qualquer forma ja se percebe que alguns alunos tem o conhecimento
de que o surgimento dos nimeros complexos esta relacionado a resolucéo de equacdes
do 3° grau.

A diferenca de acertos em relacdo a questdo de numero 5, temos motivos para
crer que esta relacionado ao fato de que em nossa pesquisa elencamos 3 informacdes
para serem avaliadas entre verdadeiro ou falso e no caso da pesquisa de Rosa havia
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apenas duas alternativas da qual Rosa informava que uma estava certa e outra errada.
Se em nossa pesquisa considerarmos apenas as duas questdes elencadas por Rosa,
teremos 12 alunos que acertaram, ja que 4 ficaram em davida em relac&o ao item inserido
por nés, que mencionava a articulagdo dos nimeros complexos aos vetores.

Em relacdo a questdo 8, podemos dizer que o indice de acerto permaneceu e
muito baixo, ou seja, os alunos continuam apresentando problemas nas conversdes de
representacado semidtica, ou seja, conversao do registro algébrico para o registro grafico.
Neste caso, como tal converséo € congruente, esse procedimento deveria ser trivial, de
acordo com Duval (2012, p.283)

Sintetizando nossa conclusdo em relagcdo as demais questdes, observa-se em
nossa pesquisa em relacdo a Rosa de que na maioria dos casos as dificuldades vao além
do simplesmente transitar pelos registros de representacdo semiética, que deveriam ser
dominados por esses estudantes. Quando comparamos os erros, percebemos em 1998
a maioria dos alunos erraram tentando fazer e na situagao atual, a maioria dos alunos
deixaram em branco porque nao tem entendimento mateméatico para compreender o que
0 exercicio pede.

A impressao que temos é que o que estava ruim, ficou um pouco pior, pois 0s erros
apresentados pelos alunos na pesquisa de Rosa, estavam ligados aos registros de
representacdo semiética nas transformacdes e conversdes e 0s erros apresentados pela
grande maioria nos dias atuais, podemos denominar como “alfabetizacdo matematica
insuficiente”, dificuldade essa mencionada por Duval (2012, p. 307), onde o aluno
consegue ler os niumeros, mas ndo compreende o significado. Em nossa pesquisa na
maioria dos erros observados, os alunos deixaram em branco as questdes.
Generalizando nossa percepcao em relacdo ao todo, concluimos que a situacdo de hoje
estd em varios aspectos, pior que em 1998, quando Rosa aplicou sua pesquisa.

Analisando as questbes 2 e 4 que cuja resposta se limitava a “sim” ou “nao”,
portanto ndo ha em cima dessas questdes uma concepc¢ao de certo ou errado. Dessa
forma analisamos separadamente essas duas questdes. Vejamos a comparacao entre
as respostas obtidas por Rosa e por nds (Amorim) no grafico 2. Na tabela 4 abaixo,

consideramos S (sim) e N (ndo). Relembrando as questdes, temos:
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2) Numeros Complexos, sdo aqueles do tipo a + bi onde a e b sdo numeros

reaise ,/_1—j ou i® =-1. Vocé ja estudou esse tipo de nimeros?
a) Sim b) Nao
4) Vocé ja resolveu algum problema concreto do dia a dia, que apesar de na
sua resolucao aparecer raiz quadrada de um namero negativo, o resultado
final foi um nudmero real, como R$ 3,00, 7 metros, etc, enfim que
representava uma quantidade?

a) Sim b) Nao

Se vocé respondeu sim, pode descrever como era esse problema?

Tabela 4: Analise Comparativa das Questdes 2 e 4

Questao ROSA AMORIM
S % N % S % N %
2 31 100 0 0 22 71% 9 29%
4 0 0 31 100 7 23% 24 77%

Fonte: Material da autora

Comparando as informacdes, percebemos que nas respostas da questdo 2 que
100% dos alunos em 1998 responderam sim, ou seja, haviam estudado os nameros
complexos, contra 71% do tempo atual (2014). Podemos dizer que 30% dos alunos de
hoje ndo sabem da existéncia do Conjunto dos Numeros Complexos, suas operacoes e
propriedades. Isso vem de encontro com o que ja afirmamos antes de que o PCN +
(BRASIL, 2002), o qual descartou a aprendizagem desse conteudo, produzindo reflexos

negativos na aquisicéo de saberes de nossos alunos.
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Gréafico 2

Anadlise das Questoes2 e 4
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Fonte: Material da autora

Com relacdo a questdo de numero 4, observa-se que em 1998 ndo havia qualquer
contextualizagéo ao se trabalhar com esses numeros, deixando claro que esse conteddo
deveria ser desconexo com os demais contetudos da matematica. A realidade atual ainda
ndo mudou muito, mas percebe-se um avanco, 23% dos alunos atuais estudaram os
nameros complexos, mesmo que sem aprofundamento, mas de uma forma um pouco
mais contextualizada. Ainda colocamos em duvida esse total, dentro do que percebemos
pelas respostas dos préprios alunos. Ha indicios que de alguns deles tenham chego
erroneamente em resultados que geraram raizes de niumeros negativos e dai concluirem
que sim na pesquisa.

De qualquer forma, ndo podemos deixar de observar que o Caderno do Aluno da
Secretaria do Estado de Sao Paulo, realmente procura fazer alguma contextualizacéo.
Entretanto, sabemos também que hé& professores hoje que tem procurado modificar suas
praticas de aula, buscando dar significado ao que se ensina, mostrando aos estudantes
gue a matematica nao é obra do acaso e que existem sim, aplicabilidades aos contetdos
estudados. Mas essa € uma realidade muito pequena ainda.

Com relacdo as demais questdes que foram propostas por nés, que sdo as

questdes de numeros 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 21, 22, 23. Tais questdes foram elencadas
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para atender o objetivo de nossa pesquisa, cujo foco estd no trabalho dos ndameros
complexos dentro de uma concep¢ao geométrica e histérica. Cremos que tais fenébmenos
sdo de suma importancia para levar aos alunos a compreensao dos conceitos que
envolvem esse estudo. Apenas a questdo 23 que foi deixada com o objetivo de que o
aluno pudesse ter espaco para nos dar alguma informacdo a mais, que viesse a
acrescentar em nossa pesquisa.

A questdo 6, remeteu os alunos aos fatos histéricos do surgimento dos nimeros
complexos. As demais questdes, foram elaboradas de forma a articular os conceitos que
envolvem 0s numeros complexos e sua geometria. Dessa forma, para que o aluno
pudesse responder, ele deveria estar familiarizado com as transicdes de tratamento e
conversado dos registros semidticos que permeiam 0s hameros complexos, portanto era
necessario eles terem conhecimento de tais conceitos que envolvem esse contetudo da
matematica.

Nosso proposito nessas questdes era de verificar o dominio de quais saberes
esses alunos levaram consigo para o ensino superior.

Com excecdo da questdo de numero 10, que aborda sobre o conjugado de um
complexo, contetdo esse n&o trabalhado no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014),
todas as demais questdes, foram elaboradas utilizando-se esse material.

Naturalmente esperava-se que esses alunos apresentassem esses saberes, no

entanto o que concluimos é que:

) Os alunos nao tém nocédo dos fatos historicos que permeiam o surgimento dos
ndmeros complexos.

1)) Apesar de o Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014), dar uma certa
contextualizacdo geométrica no assunto porém deficitaria, mas quando
olhamos para o assunto como um todo, o foco ndo € o aprendizado dos
nameros complexos e sim, se utilizar deles para resolucdo de equacdes
polinomiais, pode-se ver claramente nas respostas dos alunos, suas
dificuldades em transitar com 0s nimeros complexos na sua forma geométrica.
Nenhum aluno conseguiu realizar a questdo 22, que era uma operagao
totalmente geométrica.
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) Os alunos demonstram ndo dominar as conversdes congruentes, razdo essa
do porque eles ndo compreendem 0s conceitos basicos dos numeros
complexos.

IV)  Os alunos ndo dominam os conceitos basicos da operacéo de multiplicacéo. E
evidente que eles ndo perceberam o significado da operagédo de forma
geomeétrica.

V) Os alunos nao aprenderam a lidar com as operacdes de potenciacdo e
radiciacdo de numeros complexos. Tais operacfes ndo sdo abordadas no
Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014).

Concluimos segundo os pressupostos tedricos de Raymond Duval (2003) que
para haver compreensdo conceitual de um contetdo, € necessario que os alunos
coordenem pelo menos, dois registros distintos de representacao semidtica.

Da mesma forma que tratamos os resultados do questionario aplicado aos alunos
do Ensino Superior, faremos o tratamento das respostas frente a0 mesmo instrumento

de producédo de informacdes, aplicado aos alunos do Ensino Médio.

4.3 — Questionario: Resultados frente aos estudantes do Ensino Médio

O mesmo questionario aplicado para estudantes do Ensino Superior também foi
aplicado para uma amostra de 13 alunos de uma turma de 32 série do Ensino Médio da
Escola Estadual Coronel Dias Campos, na cidade de Capela do Alto/SP.

Nesta unidade escolar a professora da turma, colega do Programa de Pés-
Graduacao de Ensino de Ciéncias Exatas (PPGECE) da pesquisadora, desenvolveu o
conteudo Numeros Complexos (operacdes e representagdo geomeétrica) de acordo com
a proposta do Curriculo do Estado de Sdo Paulo (SAOPAULO, 2010). Nas palavras da
propria professora temos uma descricdo mais detalhada do referido processo de ensino-

aprendizagem:

Conforme orientagdo do Curriculo procurei ndo dar énfase aos
calculos algébricos no estudo dos numeros complexos. Para
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introduzir o conteudo, procurei mostrar a necessidade da expansao
dos conjuntos numéricos ja conhecidos, através da resolucédo de
uma situagao-problema, onde a equacao que traduzia o problema
era uma equacao cubica e na sua resolucao nos deparamos com
uma raiz quadrada negativa. A partir dai procurei enfatizar o
significado e a representacdo geométrica dos complexos no plano,
bem como as escritas na forma algébrica e trigpnométrica. Através
do Geogebra construimos equacdes polinomiais e tivemos a
oportunidade de visualizar a localizacdo das raizes reais e
complexas de tais equacgOes. Trabalhei as operacbes com
complexos apenas dando énfase as transformacbes de suas
imagens no plano (fragmento do diario de bordo da pesquisadora).

Quando a professora terminou o referido contetudo, ela combinou com a

pesquisadora, a aplicacdo do questionario, o qual foi reduzido de uma questdo em

relacdo aquele aplicado na turma de Engenharia Civil.

O objetivo deste instrumento de producdo de informacgdes foi diagnosticar os

saberes apreendidos sobre este contetdo, durante o processo ensino-aprendizagem,

com base nas tarefas propostas no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014). Este

diagndstico foi fundamental para o planejamento das tarefas utilizando o Geogebra.

A seguir apresentamos 0s enunciados de cada questao e as analises a priori e a

posteriori relativas a um grupo voluntario de 6 alunas e 7 alunos concluintes do Ensino

Médio, sendo 12 deles com 17 anos e 1 aluno com 16 anos:

1) Assinale as alternativas que mais se aproximam da sua ideia a respeito da

a)

b)

Matematica.

A Matematica € uma disciplina dificil, pois os conceitos sdo inventados por
pessoas em momento de inspiracdo, de maneira tedrica, nada tendo a ver com 0s
fatos concretos da nossa vida, como nimeros complexos, logaritmos, etc. Grande
parte dos conceitos matematicos, sdo dados na escola somente para o aluno fazer
exercicios que nada tém a ver com a realidade e depois fazer uma prova.
Os conceitos matematicos nasceram de situacfes concretas do dia a dia.

Nao tenho a menor ideia.
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Em relacdo a esta questao, obtivemos 11 respostas da alternativa (b) e 2 respostas
da alternativa (a). Nossa expectativa era de que todos tivessem bem claro a situagao do
surgimento dos conceitos da matematica e sua aplicabilidade. No entanto ainda ha no

grupo 2 alunos que nao tem clareza desse fato.

2) Numeros Complexos, sédo aqueles do tipo a + bi onde a e b s&o numeros reais e
J—1=i oui?=-1.Vocé ja estudou esse tipo de nUmeros?
a) Sim b) Nao

Nesse caso, todos responderam sim e essa era a nossa expectativa, uma vez que
os alunos haviam acabado de estudar sobre esse conteludo e estavam em fase de
preparacao para a avaliag&o.

3) Como vocé acha que os numeros complexos foram descobertos?

a) Quando um matematico ao resolver uma equacao do segundo grau se deparou
com um discriminante negativo (A =b* —4.a.c), € para continuar a resolugéo ele
resolveu criar um numero i tal que i2= -1.

b) Os numeros complexos foram descobertos quando um matematico tentava
resolver uma equacao do terceiro grau.

c) Nao tenho a menor ideia.

Neste caso, esperdvamos que 0s alunos percebessem que o surgimento dos
nameros complexos aconteceu através da busca por raizes de 3° grau.

O conteudo de numeros complexos foi estrategicamente colocado no Caderno do
Aluno (SAO PAULO, 2014), logo apés a introducéo do estudo de polinémios, onde ha
uma pequena contextualizacéo sobre o0 seu desenvolvimento historico e as contribuicdes
de Cardano e Tartaglia. Dessa forma, esperava-se que os alunos lembrassem disso,
apesar da professora da turma ter nos informado que essa parte do contetudo fora
estudado no segundo bimestre. Seis alunos assinalaram a alternativa (a) e um aluno
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marcou a alternativa (c), contrariando nossa expectativa de que essas respostas nao
seriam escolhidas. Os demais alunos (6) escolheram a alternativa (b). Neste sentido,
53,8% dos alunos ndo compreenderam 0s conceitos em relacdo ao surgimento dos

nameros complexos.

4) Vocé ja resolveu algum problema concreto do dia a dia, que apesar de na sua
resolucdo aparecer raiz quadrada de um namero negativo, o resultado final foi um
namero real, como R$ 3,00, 7 metros, etc, enfim que representava uma
quantidade?

b) Sim b) N&o

Nesta questdo ficamos bastante surpresa, pois 12 alunos responderam nao e
somente 1 respondeu sim, 0 que contrariou totalmente nossa expectativa, uma vez que
a professora relatou que abordou o Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) e esta
questdo foi planejada com base no volume 1, no qual a tarefa 6 (p.58)%, contém uma
solucéo via célculo de uma raiz de um nimero negativo. O Unico aluno que respondeu
“sim”, quando solicitado a explicar como era o problema respondeu: “ndo sei explicar.”

5) Baseado no seu conhecimento de niumeros complexos cologue V no verdadeiro e

F no falso.

Os numeros complexos como, por exemplo, 2 + 3i, na realidade ndo sao
nameros, sao apenas representacbfes matematicas, pois ndo representam uma
quantidade, uma vez que ninguém diz: “ganho (2+3i) reais de salario”, ou paguei (4-

2i) reais, ou ainda andei (7+2i) metros, etc.

46. Um marceneiro quer construir duas caixas, uma com forma de um cubo de aresta x, outra com a forma
de um paralelepipedo com base retangular, de lados 3 m e 5 m, e de altura igual a altura do cubo. O valor
de x deve ser escolhido de tal forma que o volume do cubo seja 4 m. O valor de x deve ser escolhido de
tal forma que o volume do cubo seja 4 m3 maior que o do paralelepipedo. a) Escreva a equacao que traduz
a exigéncia a ser satisfeita pelo valor de x. b) Use a férmula de Cardano-Tartaglia para determinar as raizes
da equacdo do item a. A que conclusdo vocé chega? Verifique diretamente na equacado apresentada que
X =4 m é uma raiz, ou seja, fazendo x =4 m, temos o cubo com volume de 64 m3 e o paralelepipedo com
volume de 60 m3
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Nessa alternativa 8 responderam (V) verdadeiro e 5 responderam (F) falso.
Esperava-se que todos respondessem falso, mas diante da resposta obtida no
exercicio anterior, talvez devesse esperar 100% verdadeiro, jA& que 0S mesmos
alegaram nao terem resolvidos problemas com contextualizacdo em numeros
complexos. No entanto, percebe-se que existem 38,5% dos alunos que acreditam na
possibilidade de utilizar os complexos para resolucéo de situacdes contextualizadas.

Os numeros complexos sdo numeros sim, pois com eles podemos resolver

problemas do dia-a-dia e chegar a resposta que representam quantidades.

Para esta proposicao, obtivemos 7 respostas (V) verdadeira e 6 respostas (F)
falsa. Naturalmente que a ideia aqui era de que eles tivessem escolhido como falsa a
alternativa anterior e verdadeira essa alternativa. Reitera-se o que foi dito acima, que
existem alunos que acreditam na possibilidade da utilizagdo dos niumeros complexos

na resolucao de problemas.
Os numeros complexos sdo na verdade a expressdo matematica dos vetores e
eles podem ser percebidos nos fenébmenos fisicos, nas relacbes geométricas,

matriciais, etc.

Nessa alternativa, novamente obteve-se 8 (V) verdadeiro e 5 (F) falso, ratificando

o desempenho da afirmagao anterior.

6) Dentre os nomes abaixo, quais vocé associaria com a histéria dos numeros

complexos?
a) Bombelli b) Argand c) Wallis d) Wessel
e) Gauss f) Hamilton g) Cardano h) Moivre

Ao colocarmos essa questdo, a intenséao era verificar se 0s alunos conseguiam

relacionar os fatos histéricos com os seus protagonistas. Uma pessoa a alternativa (b), 2
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na alternativa (c), 5 na alternativa (e), 7 na alternativa (g) e 1 nédo respondeu. Vale
ressaltar que os alunos poderiam escolher mais de uma alternativa e 2 alunos assim o
fizeram. Devido a construcéo da férmula de Cardano, para resolucédo de equacgdes do 3°
grau, os alunos relacionaram este matematico com o desenvolvimento conceitual dos
ndmeros complexos.

Apenas um aluno relacionou os nomes de Argand e Gauss, e cremos deve ser
pelo nome do plano geométrico para representacdo do niamero complexo. Outros dois
alunos relacionaram Gauss e Cardano.

Percebe-se que um unico aluno desconhece totalmente o assunto e escolheu o
nome de Wallis, que dentre todos os listados, € o Unico que ndo tem contribui¢cdes para
o desenvolvimento dos numeros complexos, pois sua contribuicdo se restringiu a mostrar
0S numeros complexos de forma geométrica. Fica claro também que devido o material
ndo trabalhar as formulas de Moivre para busca de resultados de potenciacdo e

radiciacdo de complexos, os alunos desconhecem a contribuicdo desse matematico.

7) Vocé ja tentou resolver um problema de geometria utilizando os niumeros complexos?
a) sim b) ndo

Acha que seria possivel?

Dado o contedudo deste enunciado, sabiamos que os alunos aprenderam a
trabalhar com os numeros complexos na sua representacdo algébrica, na sua
representacdo geométrica ou grafica e na representacdo simbdlica (par ordenado). O
quadro de respostas foi: cinco alunos assinalaram “sim”, 7 marcaram “nao” e 1 aluno néao
respondeu.

O registro a seguir confronta a resposta dos cinco alunos, pois afirma que a

professora trabalhou nesta perspectiva:
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Figura 28: Resposta de aluno EM

| Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o numero 2+3i
z i

4

Fonte: Material da Autora

Quando questionamos “Acha que seria possivel?”, 10 alunos responderam
afirmativamente e 3 ndo responderam essa indagacao, sendo que um deles afirmou que
nao entendeu a pergunta.

Nesse aspecto, esperdvamos que todos tivessem respondido afirmativamente, por
se lembrarem da resolucéo da quest&o 6, p. 58 do Volume 1 do Caderno do Aluno (SAO
PAULO, 2014), o qual comentamos na questéo 4, deste questionario.

Isto se deve ao fato de haver uma Unica situacdo no Caderno do Aluno (SAO
PAULO, 2014) cuja contextualizagdo deveria ser tratada com mais intensidade,
mostrando a aplicabilidade dos numeros complexos, desmistificando a ideia de que

estudo trata-se de algo totalmente desconexo em relacdo a matemaética.

8) Um numero real n6s podemos representar geometricamente na reta real. E um
namero complexo, é possivel representar geometricamente?
a) Sim b) Néo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o

numero 2+3i

Neste caso era esperado que os alunos ndo apresentassem qualquer problema
para responder esse questionamento, uma vez que eles trabalharam em sala com a
representacdo algébrica este tipo de representacao, segundo depoimento da professora

da turma.
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Obtivemos 11 respostas afirmativas e 2 respostas negativa. Na segunda parte da
questao pede-se aos alunos representar o numero 2 + 3i geometricamente, porém, nove
alunos representaram apenas o par ordenado, ou seja, apenas 0 ponto, sem indicar o

vetor. Os outros dois ndo responderam

9) Como vocé representaria na forma algébrica (4, 2)?

Nossa intencdo era verificar a mobilizacdo de registros de representacao
semidtica, no caso, a transi¢éo do registro na forma do par ordenado (a,b) para a forma
algébrica z=a+bi.

Ficamos surpresos com o desempenho dos alunos, pois esperadvamos que os alunos
nao tivessem a menor dificuldade em responder, uma vez que o assunto foi trabalhado
em sala de aula. Dos 13 alunos participantes, 10 ndo responderam, e alguns informaram
que nao se lembrava como fazé-lo, 2 erraram, pois fizeram representacdo geomeétrica e

somente 1 acertou.

10) Se um nuamero complexo esta localizado no 2°quadrante do plano, em qual

guadrante estara o seu conjugado?

Ao indicarmos essa questdo, tinhamos em mente que nenhum dos alunos seria
capaz de responder, uma vez que no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) o conceito
de conjugado néo é tratado.

Alguns alunos no momento da aplicacdo do questionario, indagaram sobre o que
se tratava, ao qual tivemos que dizer que ndo seria possivel de nossa parte responder
naquele momento, devido aos objetivos da pesquisa. No entanto, alguns tentaram
responder mesmo sem o referido saber houve 2 acertos, 6 erros. O que nos chamou a
atencao foi o fato de obtermos 2 acertos. Cremos que esses dois alunos, acertaram no
chute, ja que a professora néo tratou o conceito em aula.

Alguns deles, intrigados por saber o que era o conjugado, ao retornarem para a

aula, questionaram a professora regente sobre tal assunto e ela, prontamente respondeu.
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11)Vocé sabe explicar o que acontece quando somamos um numero complexo com

0 seu conjugado?

Esperavamos também n&o obter respostas em relacdo a esse item, ja que como
afirmamos anteriormente, eles ndo estudaram sobre o conjugado de um numero
complexo. Mesmo assim, trés deles tentaram responder, porém, sem sucesso.

A ideia aqui era intriga-los no sentido de perceberem que existem outros conceitos
além daqueles abordados em sala de aula. Nossa intensdo realmente funcionou, pois
além de nos questionarem, eles indagaram a professora regente sobre o assunto. Este
mesmo questionamento retornou em nossas tarefas aplicadas com o Geogebra, cujo

objetivo era mostrar que a referida soma resulta um namero real.

12) Qual das alternativas abaixo representa uma relacado com as operacdes da adicédo
e subtracdo de complexos:

a) Teorema de Pitagoras b) Regra do Paralelogramo
c) Teorema de Tales d) Regras Trigonométricas

e) Teorema de Bhaskara

Esperava-se que os alunos nédo tivessem o menor problema em responder essa
guestdao, visto que a operacao de soma e subtracdo de numeros complexos € basica e a
observacdo da formacédo da regra do paralelogramo é importante até mesmo para
articular o estudo dos niumeros complexos aos conceitos da Fisica. No entanto, somente
1 aluno acertou respondendo a alternativa (b). Os outros, 7 responderam Teorema de
Pitagoras e 5 responderam Regras Trigonométricas, 2 responderam Teorema de
Bhaskara, 1 escolheu Regra do Paralelogramo e 2 dos alunos escolheram duas opcoes.

O desempenho dos alunos mostrou-nos um desconhecimento de tal relagéo,

tendo em vista que no Caderno do Aluno ndo ha um tratamento dos nimeros complexos
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via regra do paralelogramo. Naturalmente isso ndo impede que o professor aborde esta
relacdo em sala de aula. A importancia de articular esse conteudo a Fisica faz com que

o aluno perceba a contextualizacdo desses niumeros com fendmenos desta area.

13) Ao tomarmos um nuamero complexo z, pertencente ao primeiro quadrante do
plano, se multiplicarmos este complexo z por i (unidade imaginaria), onde estara

a imagem resultante?

O contelido desta questdo é tratado no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014).
No entanto, obtivemos 3 acertos e 3 erros. Em um dos erros, o aluno faz a observacao
de que ocorre um giro de 90° em relacdo ao numero complexo dado, porém sua resposta
remete o nUmero ao quarto quadrante, como se a multiplicacédo fosse realizada com (-i).
Cremos que o aluno confundiu.

De qualquer forma, a quantidade de alunos que nao fizeram ou erraram foi grande,
0 que deixou-nos intrigados. O desempenho dos alunos tem-nos mostrado que o déficit
de compreensdo sobre nimeros complexos gerou como consequéncia dificuldades na

mobilizacdo de diferentes registros de representacdo semidtica.

14)(2+3i) + (5 + 2i) =

Nesta questdo, 12 alunos acertaram e 1 errou. Observamos que no erro o aluno
fez a multiplicagcdo e néo a operagao de soma como foi solicitado. Porém, desenvolveu a

operacéo de multiplicagéo corretamente, conforme protocolo a seguir:
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Figura 29: Resposta de aluno EM

) (2+3i) + (5 +2i) = H 114,

Fonte: Material da Autora

15)(4, 5) + (2, 6) =

A expectativa era de um bom desempenho na operacgao, pois apenas mudamos a
forma do registro de representacdo semiética, quando comparado a questdo 14. No
entanto, somente 4 acertaram a operacao, os demais erraram. Os alunos apresentaram
dificuldades quanto a mobilizacdo dos registros semidéticos, como o caso de dois alunos
que apresentaram a resposta (6 + 11). Cremos que 0S mesmos pensaram no ndamero
complexo na sua forma algébrica e por isso colocaram o sinal operatério, porém essa
forma de representacao esta errada.

Houve casos como o protocolo que apresentamos a seguir, que nao foi possivel

ter clareza sobre o que o0 aluno pensou ao resolver a operagao:

Figura 30: Resposta de aluno EM

(4,5) +(2,6) =

Fonte: Material da Autora

16) (2 + 3i) . (5 + 2i)=
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O desempenho dos alunos na parte operatdria foi, hovamente, insatisfatorio;
contrariando nossa expectativa. Apenas 3 acertaram a questdo. Dois alunos aplicaram a
propriedade distributiva corretamente, mas nao finalizaram a operacdo, pois nao

souberam o que fazer com i2, conforme mostramos no protocolo a seguir:

Figura 31: Resposta de aluno EM

(2 +3i).(5+2i)=

Fonte: material da Autora

17)(4,5) . (2,6) =

Nesta questdo mudamos a forma de apresentar o registro de representacao
semidtica, mantendo a operacdo de multiplicacdo. O numero de acertos foi pior ainda; 11
alunos erraram e 2 ndo fizeram.

Analisando os erros, percebemos que alguns deles erraram ao fazer a leitura,
confundindo o par ordenado com o numero escrito na sua forma decimal. Neste caso o
déficit de compreenséo foi representativo, pois se 0 assunto que estava sendo tratado
era 0s numeros complexos, nao haveria o porqué cometer o engano de ler o par ordenado

na forma decimal. A seguir apresentamos um protocolo ilustrativo deste déficit:
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Figura 32: Resposta de aluno EM

(4,5) . (2,6) =

Fonte: Material da Autora

18) (2 + 3i)2 =

Apesar do Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) n&o abordar a operacéo de
potenciacdo, os alunos poderiam recorrer as propriedades de produtos notaveis para
resolver a questao. No entanto, somente 1 aluno acertou a aplicacdo do produto notavel,
os demais erraram e, em sua maioria, elevaram ao expoente 2, somente o0 primeiro e o

segundo termo, como no protocolo a seguir:

Figura 33: Resposta de aluno EM

Fonte: Material da Autora
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Em outros casos, elevaram ao expoente 2, somente o primeiro e o segundo termo,

mas esqueceram nesse processo erroneo de elevar a parcela i ao expoente 2:

Figura 34: Resposta de aluno EM

Fonte: Material da Autora

19) (2+2i)°=

No caso dessa questdo ndo esperavamos que os alunos fizessem essa operacao,
muito embora partissemos do pressuposto de que como sdo alunos do 3° ano do ensino
médio, haveria a possibilidade de alguns deles tentarem resolver de forma algébrica,
operando a multiplicacdo cinco vezes do numero complexo por ele mesmo. Realmente
todos tentaram resolver e todos erraram. Observando os resultados, em 7 deles a
resposta foi a mesma, utilizando o procedimento errado do produto notavel da questao

anterior, ou seja, encontraram 32 + 32 i2.

Esperavamos que alguns deles até nos respondessem que nao sabiam fazer pois
nao aprenderam. Nesse aspecto, fiquei surpresa, pois todos tentaram resolver, apesar

que por caminhos totalmente errados.

Figura 35: Resposta de aluno EM

Fonte: Material da Autora
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Figura 36: Resposta de aluno EM

Fonte: Material da Autora

20)+/5-12i =

Em relacdo a esta questdo, nossa expectativa era de que ninguém fizesse, pois
afinal esse contetido realmente ndo é explorado no Caderno do Aluno (SAO PAULO,

2014). Os resultados foram de encontro a nossa expectativa.

21)Considerando no plano complexo uma regiao triangular formada pelos complexos
(1, 2); (4, 1) e (3, 4). Utilize a malha abaixo para representar essa regido e o
resultado da transformagéo que adiciona o nimero complexo 2 + 3i a cada ponto

da regido.

Pode explicar o que aconteceu com a regido triangular?

Planejamos o enunciado desta tarefa inspirado no contexto do Caderno do Aluno

(SAO PAULO, 2014). Nossa intencdo era observar a percepcdo dos alunos quanto ao
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processo de translacdo. Somente 7 alunos conseguiram realizar a questdo de forma
correta, tanto na primeira como na segunda parte; explicando o que ocorreu com a regiao
triangular.

Dos seis alunos que erraram a questao, trés deles ndo responderam a segunda
parte da questdo. Nesse caso, observamos que os alunos tém dificuldades em lidar com
as conversdes, nos processos das representacdes dos registros semioticos.

22)Vocé consegue citar alguma aplicacao para os niumeros complexos?

Nosso objetivo era verificar que saberes foram apreendidos pelos alunos sobre
nameros complexos. Nesta tarefa, 6 alunos ndo responderam e 3 apresentaram
respostas sem sentido, como por exemplo: plano cartesiano.

Alguns alunos citaram como aplicacéo o calculo de raizes de polinbmios do 3° grau.
Infelizmente, o Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) tem este enfoque. Claro que é
importante, porém, seria necessario expandir o campo de aplicacdes

A resposta de uma aluna muito nos chamou a atencdo conforme pode ser

visualizado na figura 37:

Figura 37: Resposta de aluna EM

Fonte: Material da Autora

Essa resposta vem de encontro com aquilo que pensamos de que o contetdo
precisa ser melhor trabalhado e articulado com relacéo a aplicabilidade, pois da maneira
como é tratado, passa a ideia de que ndo serve para muita coisa e que esses numeros

sdo realmente frutos da imaginacdo de alguns lunaticos. Tais numeros ndo sao
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misteriosos, mas da maneira como vem sendo trabalhado, é o que representa na cabeca
de muitos alunos.

Quando comparamos os dois grupos, o Grupo 1 (alunos do 2° semestre de
engenharia civil) e o Grupo 2 (alunos do 3° ano do ensino médio) em relacéo aos saberes
demonstrados entre esses dois grupos, percebe-se que ambos estdo no mesmo nivel de
proficiéncia em relagdo ao conhecimento.

Ao observarmos os graficos 3 e 4, no que diz respeito aos acertos e erros de
algumas questdes foi notorio as mesmas dificuldades encontradas nos dois grupos.
Somente nas questdes de nimero 3 e 14 é que o Grupo 2 superou em acertos em relacao
ao Grupo 1 (Grafico 3). No Gréfico 4, estdo relacionadas as questdes 2, 4,7 e 8, em que
os alunos deveriam optar por sim ou ndo em relacdo a questdo. Lembramos que as

guestdes todas estdo elencadas no Anexo A.

Gréfico 3: Comparativo das questbes 1, 3, 14, 15,16,17,18,19 e 20

COMPARATIVO GRUPO 1 X GRUPO 2
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Fonte: Material da Autora
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Gréfico 4. Comparativo das questbes 2,4, 7 e 8

COMPARATIVO GRUPO 1 X GRUPO 2
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Fonte: Material da Autora

Minhas expectativas iniciais era de que os alunos do ensino médio (Grupo 2),
pudessem ter superado as dificuldades demonstradas pelos alunos do ensino superior
(Grupo 1).

AcreditAvamos que os alunos do Ensino Superior, por ja estarem a algum tempo
sem ter contato com o conteudo, iriam ter dificuldades, o que realmente ocorreu, porém,
para os alunos do ensino médio, foi criada outra expectativa, uma vez que eles acabaram
de aprender o contetudo. Aplicamos esse questionario, na mesma semana em que a
professora regente da turma aplicou a prova referente a esse conteudo.

Verificamos que os alunos do Ensino Meédio apresentaram as mesmas
dificuldades em transitar pelos registros de representacdo semibtica que os alunos
universitarios. Tais constatacdes me levaram a reformular as Tarefas 1, 2 e 3 que foram
aplicadas a seguir, com a utilizagcdo do Geogebra. Nos preparamos para uma situacao
em gue esperava dos alunos maiores saberes e dominios nas articulagbes com o0s

registros de representacdo semibtica.

118



Os alunos participantes da pesquisa apresentaram muitas dificuldades, devido
a falta de dominio de saberes basicos, ndo alcancados no decorrer dos estudos no
Ensino Fundamental. Por exemplo, o desenvolvimento dos produtos notaveis é
fundamental para a compreensao de conceitos que envolvem o0s nimeros complexos e
suas operagoes.

Apesar dessas dificuldades apresentadas pelos alunos, ratificamos que a
aprendizagem dos numeros complexos € importante e o seu estudo ndo pode ser
descartado do curriculo do Ensino Médio, como é feito nos documentos curriculares

atuais.

4.4 - Tarefas

A aplicacdo das tarefas com a utilizacdo do Geogebra ocorreu em cinco
encontros, sendo as quartas-feiras, nas duas ultimas aulas do periodo matutino, durante
o periodo de 27 de Agosto a 8 de Outubro de 2014.

As aplicagOes das Tarefas 1, 2 e 3, ocorreu na sala de informatica da escola, pois
a nossa intensdo era observar e fazer com que os alunos utilizassem a ferramenta
Geogebra para resolver as atividades propostas em cada Tarefa.

Vale salientar que o trabalho talvez tenha sido prejudicado em sua ideia inicial
devido a vérios fatores, como por exemplo:
1° - Nao conseguimos aplicar as atividades em uma semana fechada, uma vez que os
encontros ocorreram as quartas-feiras, nas duas ultimas aulas, que eram aulas da
disciplina de matematica. Ap6s 1 semana, os alunos ja ndo lembravam as atividades
realizadas na tarefa anterior, ou como utilizar os recursos do Geogebra.
2° - Alguns encontros foram prejudicados, pois ao chegar na escola para aplicacéo da
atividade, a pesquisadora descobriu que a escola havia marcado alguma atividade extra,
no horario pré-agendado para a aplicacdo da pesquisa. Em uma das vezes, a maioria
dos alunos da sala havia saido para uma excursao programada pela escola. Outra vez,
foi apresentada uma peca de teatro, fatos esses que nos levou a adiar as aplicagdes das
atividades, fazendo com que os alunos distanciassem das atividades realizadas

anteriormente, dificultando as aplicacdes.
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3° - Um outro aspecto importante a salientar é que devido a falta de manutencdo dos
equipamentos da Rede Publica e a forma de gerenciamento dos equipamentos, tivemos
perda de material, uma vez que em uma das vezes o computador desligou-se, e como
ele estd programado para nao salvar nenhum arquivo, perdemos o material de um dos
nossos alunos. Em outro momento, o sistema operacional travou e o computador acabou
por reiniciar, deletando todos os arquivos da Tarefa realizada pelo aluno. Vale salientar
gue se um professor da prépria Unidade Escolar resolver levar seus alunos na sala de
informatica para uma aula diferente, onde se utilize algum software para construcéo de
algum conhecimento, e caso ocorra uma falta de energia momentanea, isso farad com que
a aula do professor seja inteiramente perdida, visto que os computadores das Escolas
Plblicas Estaduais estdo programados para deletarem todas as informacdes salvas ou
nao, N0 momento em que o equipamento desligar. Em nossa visdo, entendemos que nao
€ possivel deixar as maquinas abarrotadas com arquivos e lixos, porém cremos que a
melhor forma de manutencao seria que ao final do expediente, o aluno monitor contratado
pela Rede Estadual para acompanhar a sala de informatica, desse um comando a partir
do servidor local para que limpasse a maquina. Se assim fosse, ndo teriamos perdido os
NOSS0S arquivos, e que acabaram por prejudicar essa nossa pesquisa, mesmo sabendo
gue os alunos em questéao, realizaram corretamente a construcao da atividade solicitada
no Geogebra.

Apresentamos a partir de agora as Tarefas 1, 2 e 3 separadamente, com suas
respectivas analises a priori e posteriori.

A Tarefa 1 foi constituida de 6 alternativas, a saber, A, B, C, D, E e F. O propésito
da Tarefa 1 era levar o aluno a refletir sobre o processo da constru¢ao das operagdes de
adicdo e subtracdo, com a utilizacdo do Geogebra, pois esse instrumento facilita a
validacéo de hipoteses, uma vez que ele é flexivel no sentido de poder se movimentar o
namero complexo escolhido, permitindo assim visualizar que o resultado da operacao
acompanha o movimento. Outro aspecto que queriamos que o0s alunos pudessem
visualizar era em relagédo ao conjugado de um nimero complexo. Nossa intensédo era de
permitir que os alunos observassem e tirassem conclusdes a respeito de um numero

complexo comparado ao seu conjugado, além de estabelecer relacbes. O terceiro
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propdsito dessa tarefa, estava a questdo de perceber se os alunos conseguiriam
estabelecer a relacdo da regra do paralelogramo para a adicao e subtracao.

Na Tarefa 2, constituida das alternativas A, B, C, D e E, nosso propésito era levar
o aluno a refletir sobre as relagdes envolvendo os angulos e os modulos dos numeros
complexos, nas operagdes de multiplicacéo e divisédo, fazendo os alunos compararem as
duas operacdes com o intuito de verificarem que essas relacdes séo inversas. Em todas
as tarefas a ideia sempre era fazer o aluno refletir sobre seus resultados escritos, quando
comparado com a operacao geometrica, ou seja, a ideia era de mostrar que 0s numeros
complexos ndo sao somente simbolos quaisquer sem significado, mas que sua
compreensao envolve conceitos geométricos. Observamos aqui que, devido ao fato de o
Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) n&o trabalhar com o processo da divisdo, fomos
movidos a demonstrar um exemplo nesta tarefa, de como ocorre 0 processo operatorio
matematico para a resolucéo dessa operacao. A contribuicdo do Geogebra aqui é grande,
pois ele permite a observacdo do médulo e do angulo muito rapidamente para cada
escolha tomada pelo aluno. Caso se movimente o niumero complexo, € possivel validar
as hipoteses sugestionadas.

Para a Tarefa 3, constituida das alternativas 1, 2, 3, 4 e 5, abrangia dois aspectos,
sendo que o primeiro era complementar a Tarefa 2, ou seja, levar o aluno a articular as
conclusdes sobre os médulos e angulos na operacdao de multiplicacao e divisdo e usar
esse fato para representar e trabalhar com os nimeros na sua forma trigopnométrica.
Observamos aqui que o Geogebra € limitado e ndo nos oferece aprofundamentos com a
forma trigonométrica de representacdo dos numeros complexos. O outro aspecto que
queriamos que os alunos observassem, estava relacionado a condicdo de se ter uma
figura geométrica no plano (no caso escolhido foi um quadrilatero) e o resultado ao se
operar multiplicacbes com os veértices do quadrilatero, que eram numeros complexos.
Neste segundo caso, a contribuicdo do Geogebra € grande, por permitir a validacédo de
hipoteses, uma vez que posso alterar o nimero complexo, alterando a estrutura da figura
formada e a validacdo em relacdo as hipoteses permanecem.

Na Tarefa Final, constituida de trés questdes, nosso proposito era ter um feedback

do alunos, do impacto que a pesquisa lhes causou e principalmente se eles viram o
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Geogebra como um facilitador do aprendizado. A Tarefa Final foi aplicada conjuntamente
com a Tarefa 3.

A seguir apresentamos a analise a priori e a posteriori de cada uma das tarefas
propostas aos nossos alunos do Ensino Médio; participantes voluntarios do trabalho de

campo da nossa pesquisa.

4.4.1 — Andlise a Priori e Posteriori da Tarefa 1

A Tarefa 1 foi composta de 6 alternativas (A, B, C, D, E e F) que direcionava 0s
alunos na realizacdo das atividades. Para esta atividade, contamos com a participacao

de 12 alunos.

Figura 38: Alternativas A e B

TAREFA 1

A) Vocé aprendeu que um nimero complexoZ = @ + bi pode ser representado
no plano Argand Gauss, como um vetor, cuja origem coincide com a origem do

plano Argand Gauss e extremidade no ponto(a.b). Represente um nimero

complexo no plano usando o Geogebra.

Sabe-se que o conjugado de um complexoZ =a + bi & representado por

Z=a—bi. Construa no Geogebra o vetor conjugado ao complexo que vocé

representou no item A acima. Observando os dois, oZ € Z, descreva

graficamente qual € a relagdo entre esses dois numeros.

Fonte: Material da Autora

Verificamos que nenhum aluno teve dificuldade em compreender o que estava
sendo solicitado na alternativa A. As dificuldades que todos apresentaram estava no fato
de n&o conhecerem a ferramenta Geogebra. Para tanto, em um primeiro momento
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pedimos que eles explorassem um pouco a ferramenta, para adquirir familiaridade com
o software. Com a utilizacdo de um Datashow procuramos mostrar alguns dos recursos
que iriamos utilizar, como forma de orienta-los na utilizacdo da ferramenta.

Na alternativa B, procuramos explicar rapidamente como obter o conjugado de um
namero complexo, pois como ja foi dito anteriormente esse assunto ndo € abordado na
apostila do aluno, e portanto, eles ndo sabiam o que era. Nos limitamos a informar apenas
como obter o conjugado do nimero e observar a maneira como eles perceberiam os
demais conceitos. O que se pretendia ao solicitar a realizacdo dessa atividade era que
eles pudessem observar dois aspectos importantes em relacdo ao numero complexo e
seu conjugado. O primeiro é que eles sao simétricos, logo, eles possuem o0 mesmo
modulo e mesmo angulo em relacdo ao eixo de simetria (eixo real do sistema Argand
Gauss). Isso € o que foi solicitado na alternativa B.

Ao observar os resultados desta alternativa, conclui-se que alguns alunos tiveram
uma percepgdo parcial. Talvez, ha entre esses alunos aqueles que tenham percebido,
porém nao conseguiram se expressar para explicar o que visualizaram. Percebe-se que
muitos alunos possuem dificuldades em relacdo a alfabetizacdo matematica e/ou
relacionada as conversdes das representacdes semidticas, e isso os atrapalha nas
conclusBes légicas quando solicitadas. Podemos concluir ainda que esses alunos
apresentam dificuldades em relagdo a conversao do registro algébrico ou o registro
gréfico para o registro linguistico dentro registros de representacdo semiética.

Na verdade, observa-se em todas as atividades e tarefas aplicadas que os alunos
apesar de realizarem muitas atividades até com certa facilidade no Geogebra, na hora
de transcreverem suas conclusdes na forma da lingua natural, apresentam grandes
dificuldades em explicar de forma clara o que realmente observaram. Segundo Duval
(2009, p.78),

As unidades significantes de um gréafico correspondem aos valores de
diferentes variaveis visuais (DUVAL, 1988, P.240-242). O aluno que nao
as discrimine € como cego para a conversdo inversa da que €
classicamente ensinada. I1sso quer dizer que ele tem poucas chances de

fazer uma leitura “correta” dos gréficos.
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Um dos alunos, respondeu que os dois vetores possuem o mesmo angulo em
relacdo ao “zero”. Percebe-se que o aluno queria dizer eixo de simetria. Outros trés
alunos responderam que ambos 0s nameros, possuem o mesmo maédulo. Outro aluno
indica que os numeros sao “espelhados” em quadrantes diferentes. Entendemos nesse
caso que o aluno percebeu a simetria, porém ndo soube expressar-se de forma correta
e por isso usou a informacgéao “espelhados”, pois ndo indicou em relagao a qual eixo ocorre
o espelhamento. Outros dois alunos informaram que o conjugado acontece no “quarto
quadrante”, ou seja, ha mudancga de quadrante. Outros trés alunos perceberam que a
parcela real do nimero permanece inalterada, e que na parcela imaginaria ocorre uma
troca de sinal. Essa conclusdo cremos que € muito primaria e esperavamos algo além.
Os outros dois ultimos alunos ndo souberam responder, ou seja, suas respostas sao
totalmente sem sentido, o que deixa claro que tais alunos possuem grandes dificuldades
em relagdo ao aprendizado matemético. Como se vé na figura abaixo, o aluno néo
respondeu o que foi questionado, ou seja, qual a relagdo entre 0 nUmero complexo e seu
conjugado. Ele somente explicou em sua visdo 0 que é o conjugado, porém ao alegar
que “o imaginério fica negativo”, naturalmente entendemos que ele esta se referindo a
parcela imaginaria do nimero, porém nao pensou que se 0 numero complexo tomado ja
possuir sua parcela imaginaria negativa, o conjugado desse numero apresenta uma

parcela imaginaria positiva.

Figura 39: Alternativa B — Resposta do aluno L

Sabe-se que o conjugado de um complexo z=a + bi é representado por

z =a — bi. Construa no Geogebra o vetor conjugado ao complexo que vocé

representou no item A acima. Observando os dois, o z € z, descreva
graficamente qual é a relagdo entre esses dois ndmeros.

C) Faca a operagdo de soma entre o complexo acima e seu conjugado, utilizando a

Fonte: Material da Autora
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Figura 40: Alternativa C

Faca a operacdo de soma entre o complexo acima e seu conjugado, utilizando a

caixa de entrada do geogebra. Que conclusdo vocé chega em relagdo ao

resultado obtido? Se voc& movimentar 0 Z;, o que acontece? Salve esta tela

como atividade 1 em sua pasta. Agora limpe a tela.

Fonte: Material da Autora

Em relacdo a alternativa C procuramos fazer o aluno refletir sobre o segundo
aspecto importante na relacdo de um nimero complexo com o seu conjugado, que esta
no fato de que a operagdo de adicdo entre eles, torna o resultado um nimero real e
encontramos o resultado no eixo de simetria. Esperava-se que os alunos tivessem essa
percepcao. Ao solicitar ao aluno que movimentasse o numero complexo escolhido, a ideia
era que ele percebesse que para qualquer nimero complexo quando somado com o seu
conjugado o resultado € um namero real, ou seja, esperava-se que eles percebessem

gue esses conceitos sempre serdo validos, para qualquer nimero complexo escolhido.

Figura 41: Geogebra - Alternativa C — Resposta da aluna B

lﬁramvu Editar Edbir OpgOes Feramentas Janela Ajuda Entrar. 1

L>ele ] 5

[ Janela de Aigebra () [ » Janela de Visualizagao =
= Nimero Complexa
5 1,=4+3
) 1,=4-30 B

> L,=8+00
= Ponto
“@ A=(0,0)
= Vetor

&

4]

Fonte: Material da Autora
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Em relacdo a esse item, uma aluna conseguiu se posicionar no sentido de que a
operacao entre o complexo e seu conjugado, torna o numero um real. Percebeu ainda
gue o resultado da soma se altera, quando se movimenta o z1 de tal maneira que o z2
deixa de ser o conjugado, porém se movimentar o z2 colocando na condicdo de
conjugado, a relacdo de soma entre eles retorna a obter como resultado um ndmero real.
Muito embora a aluna ndo tenha escrito toda essa informacao, mas ela nos respondeu,
guando fomos questionando o0 que acontecia.

Outros quatro alunos nao perceberam que o resultado da soma gera um namero
real, mas perceberam que ao movimentar o z1, o resultado da soma também alterava,
pois “é diretamente dependente da posicdo do z1” Um outro aluno respondeu que o
mddulo ndo muda, continuard o0 mesmo ao se movimentar o z1, o que nos deixou claro
gue o aluno ou ndo movimentou o z1, ou ndo compreendeu o questionamento, visto que
a realizacéo da operacéo foi feita de forma correta, pelo que observamos em seu arquivo
salvo.

Um outro aluno ndo compreendeu o questionamento e respondeu que o “a dobrou
e 0 b diminuiu”. O aluno aqui esta se referindo a parte real e imaginaria do numero
complexo, que ao realizar a soma, dobra a parte real e a imaginaria zera. Percebe-se que
este aluno tem dificuldades em expressar sua percepcao, além de ndo fornecer todas as
respostas pedidas. Em seu arquivo verifica-se que o aluno realizou a operacédo de forma
correta, porém tem dificuldades em expressar suas percepcoes.

Os outros cinco alunos se limitaram a realizar a operacdo no Geogebra, ndo nos
respondendo quais foram suas percepc¢Oes. Desses cinco alunos, dois deles nao
conseguiram realizar corretamente a operagao na ferramenta Geogebra, como pode-se

observar na imagem abaixo:
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Figura 42: Geogebra — Alternativa C - Resposta do aluno G

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra [&] | » Janela de Visualizagao
= Ponto

> 3
2 C=(0,0)
3 11,732

= Segmento

Entrada

Fonte: Material da Autora

Figura 43: Alternativa D

D) Tome dois numeros complexos. Na caixa de entrada faga a soma entre eles. Na

extremidade dez , estique um vetor até a extremidade do vetor soma.

Compare esse vetor com Z ., que conclusdo vocé chega? Faca o contrario agora,

ou seja, va a extremidade de z, e estique um vetor até a extremidade do vetor

soma e compare com Z,. Que conclusdo vocé chega disso tudo? Que figura

geométrica formou? Salve esta tela como atividade 2

Fonte: Material da Autora

Para a resolucédo dessa tarefa, eu tive que ler com eles e orientar o que estava
escrito e o que estava sendo pedido. Varios alunos reclamaram alegando nao estar
entendendo. Lembrei a eles que isso era uma pesquisa e que o objetivo era justamente

procurar entender o que eles ndo compreendiam. Percebemos que na verdade eles estado
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acostumados a nao serem desafiados, eles estdo acostumados com as coisas prontas;
deixando de lado o exercicio do “pensar”.

Esperavamos que os alunos ndo apresentassem qualquer dificuldade em realizar
a tarefa e que tirassem as conclusdes corretas em relacdo a figura formada
(paralelogramo) e que observassem que o vetor soma era a diagonal maior do
paralelogramo. Nossa expectativa estava pautada no fato de que nas aulas da disciplina
de Fisica, os alunos aprenderam sobre a relacdo da operacédo de soma entre forcas, onde

se utiliza a regra do paralelogramo.

Figura 44: Aluna C realizando atividade no Geogebra

Fonte: Material da Autora

Dois alunos perceberam que a figura formada era um paralelogramo e que 0s
lados opostos aos vetores tomados eram iguais (mesma medida). Um desses alunos
percebeu ainda que se ele movimentasse um dos complexos escolhidos, a relacdo de
igualdade com os vetores dos lados opostos e também com o vetor soma, permanecia a
mesma, porém, ambos ndo informaram que o vetor soma era a diagonal maior do
paralelogramo.
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Outro aluno percebeu também que a figura formada era um paralelogramo, porém
tirou conclusdes errbneas em relacdo a operacdo de soma. Um quarto aluno apenas
informou que havia obtido um paralelogramo. Outro aluno percebeu que o vetor soma
mantém a relacdo com os vetores z1 e z2 escolhidos quando ocorre o movimento de
algum deles, porém o aluno concluiu que a figura formada era um losango. Outros dois
alunos apenas observam que a figura formada é um quadrilatero. Outros trés alunos
informaram que a figura formada € um prisma, sendo que um deles porém ressalta que
gquando se movimenta um dos vetores, 0 vetor resultante (soma), acompanha o
movimento. Outro aluno ndo respondeu e o Ultimo aluno ndo conseguimos entender suas
conclusBes. Em nossa expectativa, esperavamos um pouco mais em relacdo ao que foi
obtido.

Figura 45: Geogebra — Alternativa D - Resposta da aluna SB

uive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra [(x] [ » Janela de Visualizagao
= Nimera
1O distanciaA! - 6.4
1O distanciaAr2 =539
distanciaz2z3 = 6.4
distanciazdz1 - 5.39
©

)
)
)
)

(5
\ 2
(a
.5
(4
5
5
V2 )
(9
7

Entrada:

Fonte: Material da Autora
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Figura 46: Alternativa E

Utilizando a tela acima, faca a operacdo a operacdo de subtracdo entrez; e z,

Agora uma as extremidades dos vetoresz, e zZ, e|ccrmpare com o resultado do

vetor subtracdo. Movimente um dos complexos (z, ouz, ). Qual conclusdo vocé

chega?

Fonte: Material da Autora

Na alternativa E, a expectativa era que os alunos percebessem o mesmo tipo de
relacao que ocorre na operacdo da soma, também ocorre na operacdo da subtracao, com
a diferenca de que o vetor diferenca é representado pela diagonal menor do
paralelogramo. Também esperava-se que eles percebessem que ao se movimentar um
dos vetores, a relagdo sempre permanece.

Muito nos surpreendeu as respostas dadas pelos alunos, pois 9 deles perceberam
que as igualdades modulares entre 0s vetores opostos permaneciam e, que se
movimentassem qualquer um deles, a relacéo entre os vetores z1, z2 e o vetor subtracdo
também permaneciam, porém, ndo relacionaram a operacéo de subtracdo com a figura
do paralelogramo. Um dos alunos apenas informou que a “linha da subtracédo € metade
da linha da soma”, ou seja, chamou o vetor de linha.

Outra aluna creio que confundiu-se e na hora de responder, trocando a subtracdo por
soma, disse: “indepente da onde movimentada ngo altera a soma”, vé-se que o aluno tem
dificuldades inclusive em expressar-se na lingua natural. O Ultimo aluno apenas
escreveu: “Nenhuma conclusao”.

Na figura 47 observa-se o protocolo de registro da aluna C, onde ela mostra o
resultado dos registros das operagdes de soma e de subtracdo envolvendo dois nimeros
complexos. E possivel visualizar o paralelogramo formado e as diagonais do

paralelogramo como resultado das operacdes.
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Figura 47: Geogebra — Alternativa E - Resposta da aluna C

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio

= MNdmero

vAv‘N/ Pequeno v‘?
) distanciahz1 = 8.49

O distanciaAzz =102

) distanciaAz3 = 17.89

) distanciaz1z2 = 5.66

) distanciaztz3 =10.2
“ O distanciaz2z3 = 8.49 1 735 = 102
O distanciazdh = 5.66

=0 distanciaz4z1 =10.2
=/ Ndmero Complexo
=6+6i

=10+2i
,=16+8i
-4+4i

"
Entrada;

Fonte: Material da Autora

Figura 48: Alternativa F

F) Olhando para a figura formada pelos dois vetores que vocé escolheu, o que

representa o vetor soma e o vetor subtragdo em relagao a figura formada?

Salve sua tela como atividade 3

Fonte: Material da Autora

Na ultima alternativa (F), esperava-se claramente que os alunos respondessem
que o vetor soma é a diagonal maior do paralelogramo e o vetor subtracdo € a diagonal
menor do paralelogramo.

Em relac&o as conclusfes obtidas pelos alunos aqui, observa-se que apenas dois
deles vincularam os vetores resultantes as diagonais do paralelogramo, sem contudo,

informar qual representava a diagonal maior e qual representava a diagonal menor.
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Outros dois informaram que o vetor ao dividir a figura inicial (paralelogramo) formou
triangulo. Muito embora essa observacao seja verdadeira, ndo era a que esperava-se.
Todos os demais alunos deram informacfes que ndo correspondem ao questionado.

Nesta etapa de aplicacéo da tarefa, tivemos bastante dificuldades, na transicdo do
paradigma de dar ao aluno “tudo mastigado”, para o paradigma de deixar por conta deles
0 processo de reflexdo e busca pela construgéo de saberes.

Apesar disso tudo, penso que foi positivo, pois quando os alunos conseguiam
concluir a tarefa no Geogebra, havia uma satisfacdo pessoal por ter conseguido. Outro
ponto fundamental era a questdo da descoberta. Notadamente percebia que eles
passaram a compreender melhor o processo operatério, muito embora apresentando
enormes dificuldades em se expressar corretamente na linguagem natural escrita, todas
as suas percepcbes. Tal fenbmeno ocorre visto que a conversdo dos registros
geométricos computacionais ndo é congruente.

De acordo com Duval (2012, p. 284):

... quando nao ha congruéncia, ndo somente a conversao torna-se
custosa em termos de tempo de tratamento, mas pode criar um
problema diante do qual o sujeito se sente desarmado e a
possibilidade de conversao ndao vem mais a mente.

Outro ponto importante a ressaltar que a dificuldade que os alunos tém em transitar
entre os registros de representacdo semibtica, os leva a dificuldades na compreenséo de
conceitos muitas vezes simples, como vimos na alternativa B que envolvia a comparacao

de um numero complexo e o0 seu conjugado.

4.4.2 — Andlise a Priori e Posteriori da Tarefa 2

A Tarefa 2 foi realizada 15 dias ap0és a aplicacdo da Tarefa 1, devido a escola ter
programado uma excursdo de ultima hora, onde envolveu os alunos da turma que
estdvamos aplicando a pesquisa, sendo que a maioria dos alunos ndo estava presente
naquele dia. Para essa atividade contamos com a participacdo de 10 alunos, ou seja, 2
dos alunos que anteriormente participaram, decidiram n&o participar e entendemos que

era devido a dinamica de trabalho proposta para a pesquisa. Nao estavamos la para
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ensiné-los o contetdo, mas fazé-los pensar, refletir e tirar conclusdes sobre as atividades
propostas abrangendo o conteddo que ja havia sido ministrado pela professora regente

da sala. A Tarefa 2 foi composta pelas alternativas A, B, C, D e E.

Figura 49: Alternativas A e B

TAREFA 2

A) No Geogebra, tome um numero complexo e seu vetor. Qual & o madulo desse

complexo (faca o calculo). Agora va na barra de ferramentas e vamos medir o

comprimento do vetor. Qual concluséo vocé chegou?

B) Encontre o argumento do seu numero complexo. Va agora ao Geogebra e

verifiqgue o dngulo do seu vetor e compare com seu calculo. Salve em sua pasta.

Fonte: Material da Autora

Nas alternativas A e B desta tarefa, esperava-se que os alunos realizassem o0s
calculos encontrando os resultados e depois usassem o Geogebra para verificar e validar
seus resultados.

Para a alternativa B, tivemos que ajuda-los com a utilizagdo da calculadora para
obtencéo do valor do angulo, visto que os mesmos ndo sabiam manipular a ferramenta
para obtencéo do resultado.

Algo que nos chamou a atencéo foi o fato de que todos tinham em mente de que
seus resultados tinham que ser iguais ao do software e nos casos em que os resultados
deram diferentes, os alunos (trés deles), nos chamaram para nos informar que os
resultados ndo estavam iguais. Entéo solicitei que verificassem se seus calculos estavam
corretos e questionei também se seria possivel o software estar com informacéo errdonea,
o que foi contestada pelos trés alunos. Todos os trés ao verificarem seus calculos,
encontraram o erro e finalmente concluiram que os resultados do software eram

veridicos.
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Figura 50: Alternativas A e B — Respostas do aluno |

TAREFA 2

A) No gedgebra, tome um nimero complexo e seu vetor. Qual é o médulo desse
complexo (faga o calculo). Agora va na barra de ferramentas e vamos medir o
comprimento do vetor. Qual conclusdo vocé chegou? Z, =6 + 2. 4

d 4 ' -~ Y -
2 A 1o

B) Encontre o argumento do seu numero complexo. V4 agora ao Geogebra e
verifique o angulo do seu vetor e compare com seu calculo. Salve em sua pasta.

~

=5 __C) Tome dois numeros complexos quaisquer. Faca o cdlculo da multiplicacdo

Fonte: Material da Autora

Sempre solicitivamos aos alunos, em todas as atividades, que eles devessem
sempre arrastar o numero complexo para outras posi¢cdes para verificar se os resultados
eram validos. A ideia em questdo era sempre validar as opera¢fes utilizadas nas

resolu¢Bes dos numeros complexos.

Figura 51: Alternativas C e D

C) Tome dois numeros complexos quaisquer. Faca o calculo da multiplicacio
abaixo e encontre o Z3, resultado da multiplicagio. Agora va ao Geogebra e
cologue os dois complexos escolhidos por vocé. Na caixa de entrada e faca a

multiplicagdo digitando: z_1*z_ 2 [enterl}. Veja qual foi o resultado z3 obtido e

compare com seu calculo. Qual € a conclusdo?

Meca os dngulos z1, z2 e z3. Mega também os modulos de z1, z2 e z3. Qual é a
relacdo entre os dngulos de z1, z2 comparado com o de z37 Qual é a relagdo

entre os madulos de z1, z2 comparado com os de z37 (Ou seja, qual a relacdo

entre os complexos escolhidos e o resultado da operagdo de multiplicagdo).

Salve em sua pasta

Fonte: Material da Autora
A ideia por de trds dessas alternativas era validar a operacdo utilizada na

multiplicacéo de nimeros complexos, além de leva-los a refletir na relagédo existente entre
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0s madulos e os angulos dos numeros escolhidos, com o médulo e o &ngulo do complexo
resultante do produto.

Neste caso, todos os alunos conseguiram perceber que a relacdo entre os
modulos acontece através da multiplicacdo e a relacdo entre os angulos é através da

adicao. Os alunos néo tiveram dificuldades na realizacao dessa parte da tarefa.

Figura 52: Geogebra — Alternativa C e D — Resposta do aluno |

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Ip

o
» Janela de Algebra =] | » Janela de Visualiza
= Nimero

O distanciaAz = 2.83
°

O distanciakz2 = 3.1
O distanciahz3 = 8.94
= Nimero Complexo

5 z,=2+20 8 /;1
7 I

5 =3+

3 7,=4+8i

Entrada

Fonte: Material da Autora

Ao acompanharmos a aplicacao da tarefa junto aos alunos, pudemos observar que
eles conseguiam perceber na figura, a relagéo entre os modulos dos vetores com o vetor
produto, bem como a relacdo entre os angulos dos vetores quando comparado com o
vetor produto. No entanto, ao verificarmos a producédo escrita ficamos bastante
decepcionadas, pois observa-se claramente a dificuldade que os alunos tém em
expressar corretamente suas conclusodes. Vé-se que as frases sao soltas, ndo explicam

corretamente, conforme apresentacao dos dois protocolos a seguir:
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Figura 53: Alternativas C e D — Resposta da aluna M

5

C) Tome dois nimeros complexos quaisquer. Faga o célculo da multiplicacio
abaixo e encontre o 73, resultado da multiplicagdo. Agora va ao Geogebra e
coloque os dois complexos escolhidos por vocé. Na caixa de entrada e faca a
multiplicacdo digitando: z_1*z _2 (enter). Veja qual foi o resultado z3 obtido e

bk

compare com seu calculo. Qual é a conclus3o?

Meca os angulos z1, z2 e z3. Mega também os médulos de z1,z2ez3. Qual é a -
relacdo entre os dngulos z1, 22 comparado com z3? Qual é a relagdo entre os
madulos z1, z22 comparado com z3? (Ou seja, qual a relagdo entre os complexos
es;olhidos e o resultado da operagdo de multiplicagdo). Salve em sua pasta

E) Tome dois ndmeros complexos quaisquer. Faca o calculo da divisio, ua';g :

Fonte: Material da Autora

Figura 54: Alternativa E

E} Tome dois nimeros complexos quaisquer. Faca o calculo da divisdo. Nio
esqguega de gue para resolver, & necessario multiplicar em cima e em baixo,

pelo conjugado do nimero de baixo, conforme o exemplo abaixo:

342 (3+20.01+50) (3+20+151+101%) 3+10.(-D)+171 —7+171 —7+171

1-51  (1-5).01+5) 12— (5iF 1- 252 1+25 26

Desenhe no Geogebra, os dois vetores escolhidos por vocé. Agora va a caixa de

entrada e digite: z_1/z_2 (enter). Compare o resultado z3 com o seu resultado.

Compare os modulos de z1 e 22, com o de z3. Compare os dngulos de z1 e z2

com o de z3. Em outras palavras, qual é a relac3o entre os dngulos e entre os

madulos. Salve em sua pasta

Fonte: Material da Autora

Para a realizacdo da atividade proposta na alternativa E, colocamos o exemplo

explicativo de como se opera a divisdo de complexos, pois os alunos ndo aprenderam a
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fazer essa operacao, visto que o Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) ndo contempla
essa parte do contetido, o que julgamos ser um grande erro.

Um aluno observador poderia elaborar o seguinte questionamento: mas se existe
a operacdo de soma, subtracdo, multiplicacéo, porque ndo ha a divisdo? A potenciacado?
A radiciagcéo?

Dessa maneira, como pretendiamos que os alunos fossem capazes de observar
as semelhancas e diferencas nas operacdes que envolvem a multiplicacdo e a divisao,
envolvendo seus médulos e angulos, fomos levados a dar algumas poucas explicacdes
a respeito do exemplo. Os alunos desenvolveram suas atividades matematicas com base
na comparacao do nosso exemplo para realizarem a operacao. Explicamos ainda a eles
gue ndo é conveniente deixar uma raiz no denominador, no caso em questado, a parcela
“I”, e por isso utilizamos o processo da racionalizagao o qual eles ja haviam aprendido
anteriormente. Nao nos aprofundamos em nossas explicacdes, pois ndo era 0 nOSso
objetivo.

Realmente nesse caso ficamos bastante surpresas com as conclusdes dos alunos,
pois apesar de terem um pouco de dificuldade na realizacéo do calculo, 90% dos alunos
conseguiram realizar de forma correta e concluiram de forma correta o resultado no
Geogebra. Eles perceberam que as relacdes que envolvem a divisdo séo inversas em
relacao as relacdes da multiplicacdo. No entanto, a conclusao no registro linguistico, nos
preocupou bastante. Somente uma aluna ndo conseguiu efetuar operacgdo, pois errou
nos calculos.

No protocolo da aluna SB (figura 56), pode-se observar que apesar da aluna néo
ter aprendido a operacgéo de divisdo, uma vez que a professora regente seguiu o Caderno
do Professor e do Aluno (SAO PAULO, 2014) e tal abordagem n&o esta presente nesse
material, tinhamos motivos para crer que os alunos encontrariam muito mais dificuldades
em realizar essa tarefa escrita. No entanto, observa-se que a mesmo conseguiu realizar
a operagao.

A tarefa ndo se limitava a resolucdo escrita. Era necessario fazer a construcao
utilizando a ferramenta Geogebra. De acordo com o enunciado, foi solicitado que o aluno

procurasse observar as relacdes entre os moédulos e os angulos dos niumeros complexos
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tomados para realizar a operacéo de divisdo e relacionasse com o médulo e angulo do

ndmero complexo resultante.

Figura 55: Aluna SB realizando operacao de multiplicacdo com ajuda do Geogebra
0 \ ‘,.‘ L

Y ——

<

Fonte: Material da Autora

Deixamos abaixo o protocolo de registro sobre as conclusdes que a aluna em
guestdo chegou. Nota-se claramente que ela compreende o que ocorre, porém hao
consegue fazer a conversao da representacdo para a lingua escrita formal, explicando.
Novamente confirmamos que esse problema ocorre porque essa conversao dentro dos

registros de representacdo semiodticas, ndo é convergente.
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Figura 56: Alternativa E — Resposta da aluna SB

Fonte: Material da Autora

Ao final da aplicagéo desta tarefa, percebemos que os alunos estavam satisfeitos
por terem participado da realizacdo da atividade, bem como percebemos um certo ar de
satisfacdo de quem havia descoberto algo novo o que nos deixou bastante satisfeita.

A aplicacdo dessa tarefa se deu de forma mais tranquila, pois os alunos
perceberam que eles precisavam ser mais autbnomos com relacéo ao desenvolvimento
das tarefas propostas na pesquisa.

Em minha percepcao, os alunos também se sentiram bastante satisfeitos com as
conclusdes que eles chegaram. Alguns deles discutiam entre si as solucdes e os
resultados, de uma maneira muito positiva.

Percebemos também que para essa tarefa, os alunos transitavam de uma forma
mais tranquila no Geogebra e que a realizacdo das atividades com a utilizagdo desse
instrumento realmente veio a agregar saberes aos alunos, pois a visualizacdo dos
fenbmenos ocorridos nas operacdes, facilitaram a compreenséao.

Um dos pontos mais positivos dessa tarefa é de que os alunos compreenderam o

processo da operacao de divisdo, o qual ndo Ihes havia sido ensinado e principalmente,
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conseguiram estabelecer relacdes entre os processos da multiplicacao e da diviséo. Isso
foi possivel, devido a utilizacdo do Geogebra como ferramenta de aprendizagem.

Como ponto negativo, observo ainda as mesmas dificuldades dos alunos em
relacdo as representacdes semioticas, no que tange a conversao de tratamento da lingua
natural escrita, em relacdo aos registros de suas percepg¢des, como foi observado acima.

Um dos maiores problemas em relacdo a isso € que como professores, temos
aceitado qualquer protocolo escrito dos alunos, ou seja, alguém um dia disse que se o
sujeito se comunicou é suficiente, porém, verificamos que ndo € bem assim, pois frases
sem sentido ou sem nexo, podem ser interpretadas de forma diferente por diferentes
pessoas que as lerem, portanto o protocolo escrito, tem o dever de trazer a informagéo
correta, dentro de uma norma culta.

A matematica, com sua rigueza de representacdes semiéticas, tem uma norma
culta de representacdo e escrita, e isso precisa ser ndo sé ensinado, mas cobrado dos
alunos. Nao podemos mais cruzar os bracos e aceitar qualquer coisa. Infelizmente esse

processo de correcao precisa necessariamente comecar no Ensino Fundamental I.

4.4.3 — Andlise a Priori e Posteriori da Tarefa 3

Para a aplicacdo da Tarefa 3, novamente ao chegarmos na escola, uma semana
apos a aplicacao da atividade 2, a escola havia programado a apresentacao de uma peca
teatral, que ocorreria justamente no horario da aplicacdo da atividade de pesquisa.
Devido a isso, decidimos remarcar a data da aplicacdo para a semana seguinte. Como
teriamos mais um quarto encontro para a realizacdo da Tarefa Final, contamos com a
colaboracédo da professora regente que se organizou com a escola de maneira que a
Tarefa 3 e a Tarefa Final puderam ser aplicadas no mesmo dia. Dessa forma utilizamos
as 3 ultimas aulas do dia para a realizacdo dessas atividades que ocorreu no dia 08 de
Outubro.

Novamente contamos com a colaboracéao de 10 alunos participantes na aplicacao

dessas Tarefas.
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Figura 57: Alternativas 1,2 e 3

TAREFA 3

Ma tarefa 2, vocé teve a oportunidade de tomar dois nimeros complexos e operar a
multiplicacdo e a divisdo com eles e tirar conclusdes em relagdo aos madulos e aos &ngulos
resultantes em relagdo aos modulos e dngulos dos nimeros complexos utilizados.

1) Tome dois ndmeros complexos, encontre o madulo e o argumento (ngulo). Agora v
no Geogebra, represente os nimeros complexos e verifique seu resultado obtido, com
os valores obtidos no Geogebra.

Escreva seus ndmeros na forma trigonométrica. Com base em suas conclusdes em
relacdo a tarefa 2 (anterior), como deve ficar o resultado escrito na forma

trigonométrica da multiplicago dos seus nimeros complexos? Confira sua conclusdo

na tela do Geogebra. Salve sua tela.

Como deve ficar o resultado escrito na forma trigonométrica da divisdo dos seus
numeros complexos? Confira sua conclusdo na tela do Geogebra. Salve sua tela.

Fonte: Material da Autora

Para a aplicacdo dessas trés atividades, percebemos que seria necessario
relembra-los das conclusdes que eles haviam chegado na aplicacdo da Tarefa 2. Nossa
ideia era que eles percebessem que trabalhar o resultado das operagfes de multiplicacao
e divisdo na forma trigopnométrica € muito mais simples do que operar com elas na forma
algébrica.

Naturalmente todos os alunos conseguiram realizar com tranquilidade essas trés
atividades, pois eles ja haviam realizado a Tarefa 2 e haviam ficado satisfeitos. Além do
mais, eles haviam aprendido a passar niumeros complexos na forma algébrica para a
forma trigonomeétrica. A principio um dos alunos questionou: Mas como se escreve 0
namero na forma trigopnométrica? Um outro aluno ao lado, logo respondeu: “cosseno do

angulo mais i seno do dngulo”, certo professora? Ao que respondi: correto.
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Figura 58: Alternativa 2 e 3 — Resposta da aluna C

Escreva seus nimeros na forma trigonométrica. Com base em suas conclusbes em

relagdo a tarefa 2 (anterior), como deve ficar o resultado escrito na forma

trigonométrica da multiplicagdo dos seus nimeros complexos? Confira sua conclusdo
na tela do geogebra. Salve sua tela.

L A
Como deve ficar o resultado escrito na forma trigonométrica da divisdo dos seus
numeros complexos? Confira sua conclusdo na tela do geogebra. Salve sua tela.
- il uaNe =4 (> £

- |

Fonte: Material da Autora

Figura 59: Alternativa 4

Escolha quatro nimeros complexos e use a representagdo na forma de par ordenado no
Geogebra. Agora una esses pontos, formando um quadrilatero. Multipligue os quatro
complexos escolhidos pelo complexo z = 0 + 1i (ou simplesmente i). Uma os resultados

formando um novo quadrilatero. Expligue o que aconteceu. Salve sua tela

Fonte: Material da Autora

Quando os alunos iniciaram a realizacéo dessa atividade, percebemos que se eles
utilizassem a forma de par ordenado para representar o nimero, nao seria possivel a
operacdo de multiplicacdo usando o Geogebra, dessa forma solicitamos que eles
utilizassem a forma algébrica do nimero complexo.

Nossa expectativa nessa atividade era de que os alunos percebessem que a figura
faria uma rotacdo de 90°. Esse tipo de atividade eles trabalharam no Caderno do Aluno
(SAO PAULO, 2014, p. 79), por isso resolvemos utiliza-las, pois nossa proposta em
relacdo a isso é de que ndo basta apenas colocar essa informagéo no Caderno do Aluno,
mas € necessario mostrar de que forma isso € utilizado no cotidiano dele. Tinhamos a
plena certeza de que eles fariam as atividades, porém eles ndo imaginavam como elas

estavam ligadas as suas proprias vidas.
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Observamos que 70% dos alunos (7 alunos) perceberam que houve uma rotacao
de 90° da figura. Um dos alunos relatou que a figura ampliou e mudou de lugar, outro
aluno relata que os pontos se moveram 40° para a esquerda e outro aluno alega que a
figura mudou de quadrante. Cremos que esses trés alunos ndao tenham compreendido
corretamente o assunto quando foi trabalhado em sala de aula.

Na figura 60, podemos observar o protocolo da aluna N, onde ela escolheu
trabalhar com um quadrilatero retangular. Solicitamos que eles realizassem as operacdes
no protocolo escrito para cada numero complexo escolhido na realizacdo da tarefa e
finalmente utilizasse 0 mesmo sistema para registrar o resultado (figura final). A aluna em
guestao escolheu inicialmente a figura ao lado direito e concluiu como resultado a figura
do lado esquerdo, como resultado da multiplicacdo de cada numero complexo por (i),

verificando assim uma rotacdo de 90° na figura.

Figura 60: Alternativa 4 — Resposta da aluna N

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Entrada

Fonte: Material da Autora

Neste outro protocolo (figura 61), pode-se observar as conclusdes da aluna B,
apos a realizacao da alternativa 4 desta tarefa, onde ela observa além da rotacdo de 90°

gue ocorre, mas também a mudanca de quadrante. Observe que a aluna nédo sabe como
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expressar a “rotagao” sofrida pela figura e se refere a esse fenbmeno como sendo um

“deslocamento”.

Figura 61: Alternativa 4 — Resposta da aluna B

Fonte: Material da Autora

Figura 62: Alternativa 5

5) Limpe a tela e tome os quatro complexos formando um quadrilatere. Escolhaumz_5e

opere as multiplicacdes com os quatro complexos. Una os quatro pontos resultantes,

formando um quadrildtero. Expligue o que aconteceu com novo quadrilatero
comparado com o inicial.

Fonte: Material da Autora

Na atividade acima, alternativa 5 pretendia-se que o aluno observasse que além
do giro que a figura faz e nesse caso nao seria de 90°, mas dependeria do zs escolhido,
a figura também se modificaria, pois dependem das parcelas “a” e “b” do numero
complexo escolhido para ser 0 zs.

Na figura 63, pode-se observar o protocolo a atividade realizada pela aluna C,

onde é visivel a rotacdo e a ampliacdo da figura obtida como resultado da operacao.
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Figura 63: Alternativa 5 — Resposta da aluna C

Entrar..

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

,&I

b Janela de Algebra b Janela dEV\SuaI\lagau

= Nimero Complexo

Entrada;

Fonte: Material da Autora

No protocolo abaixo, da figura 64, a aluna SB tenta explicar com suas palavras,
qual é sua percepcdo em relacdo ao que ocorreu na operacao da multiplicacdo. Essa

outra aluna também usa a palavra “deslocamento” ao se referir rotagdao ocorrida devido

a operacao.

Figura 64: Alternativa 5 — Resposta da aluna SB

e =

5) Limpe atela e tome os quatro complexos euma formando um quadrilatero. Escolha um
z_5 e opere as multiplicagdes com os quatro complexos. Una os quatro pontos
resultantes, formando um quadrildtero. Explique o que aconteceu com novo
quadrildtero comparado com o inicial.

Fonte: Material da Autora
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Todos os alunos perceberam que ocorre uma rotacao diferente do angulo de 90°
e que a figura se amplia. Somente um aluno n&o percebeu a ampliacdo, devido ao
namero zs escolhido. Ficou claro para nos que eles perceberam as modificacdes que
ocorrem com a figura.

Poderiamos ter pedido também para que operassem a divisdo em relacdo a algum
quadrilatero, porém nao teriamos mais tempo para essa realizacdo, sendo que esse era
o ultimo dia em relacdo a aplicacdo dessas tarefas. Tinhamos a intenséo inicial de fazer
nao sO este mais outros questionamentos, como leva-los a pensar no que seria a
operacdo de potenciacdo na forma geométrica, mas devido a alguns contratempos
ocorridos no periodo das aplicacGes das tarefas, tais como ao chegar na escola e os
alunos terem saido para uma excursdo, ou irem assistir uma peca teatral, etc., esses
fatos atrapalharam a aplicacdo de nossas tarefas, dentro do prazo que tinhamos
estipulado.

Em nossa percepcao em relacdo a aplicagdo dessa tarefa, percebemos que os
alunos conseguiram compreender o que havia sido proposto e novamente para esta
tarefa, eles agiram de forma muito mais autdnoma e participativa. Perceberam que é
muito mais facil operar com a multiplicacédo e a divisdo através da forma trigonométrica
do que da forma algébrica, pois basta somar ou subtrair os angulos respectivamente e
multiplicar ou dividir os médulos respectivamente dos numeros complexos envolvidos na
operacao.

Ficamos satisfeitos com a aplicacdo dessa pesquisa, pois 0s alunos conseguiram
compreender de forma mais facil as operacdes propostas.

Outro ponto a destacar € que a pesquisa permitiu que eles aprendessem o que é
o conjugado de um complexo e como utiliza-lo na resolucéo do processo da divisdo entre

complexos.

4.4.4 — Andlise da Tarefa Final

Para a Tarefa Final, fizemos trés questionamentos, dos quais todos os 10 alunos

participaram.
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Figura 65: Alternativa 1

TAREFA FINAL

1) Dé sua opinido sobre gual sua participagdo nesta pesquisa sobre os nimeros complexos

utilizando o software Geogebra. Vocé acha que a utilizag3o do Geogebra pode ser um
facilitador do aprendizado ou ndo? Cré que a aula € mais interessante ou ndo?

Fonte: Material da Autora

Pedimos aos alunos que realmente fossem sinceros em suas opinides, pois a
informacédo era importante para a conclusao da pesquisa.

Para esse item, 100% dos alunos responderam que:

e (Gostaram de ter participado da pesquisa.

e A utilizacdo do Geogebra tornou a aula mais interessante.

e Ajudou a compreender alguns pontos que ndo tinham sido plenamente
compreendidos.

e A visualizacdo da imagem permite compreender melhor a operacao que se esta

realizando.

Na figura 66, podemos visualizar o protocolo do registro da aluna C, que participou
ativamente nessa pesquisa em todas as etapas. Percebe-se pela fala da aluna, a
satisfacdo de sua participacdo nessa pesquisa, mas que ao nosso olhar, também esta no
fato de que ela agregou saberes que nao haviam sido plenamente compreendidos antes,

na aula tradicional.
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Figura 66: Alternativa 1 — Resposta da aluna C

1) Dé sua opinido sobre qual sua participagdo nesta pesquisa sobre os nimeros complexos
utilizando o software Geogebra. Vocé acha que a utilizacdo do Geogebra pode ser um
facilitador do aprendizado ou nd@o? Cré que a aula é mais interessante ou ndo?
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Fonte: Material da Autora

A resposta da aluna acima, vem de encontro com a fala de Duval (2013, p. 32):

De um ponto de vista cognitivo, os softwares trazem trés grandes
inovacgdes. A mais fascinante € o poder de visualizagéo que eles oferecem
em todas as areas. A segunda é que eles constituem um meio de
transformacdes de todas as representacdes produzidas na tela. Em outras
palavras, eles ndo sao somente um instrumento de célculo cuja poténcia
cresce de modo ilimitado, mas eles cumprem uma funcéo de simulacéo e
de modelagem que ultrapassa tudo o que podemos imaginar
“‘mentalmente” ou realizar de modo grafico-manual. Enfim, a producéo
pelos computadores é quase imediata: um clique, e isto € obtido sobre a
tela! E esta tripla inovac&o do ponto de vista cognitivo que gera o interesse
e 0s beneficios pedagogicos dos ambientes informatizados no ensino de
matematica.

Figura 67: Alternativa 2

2) Vocé é capaz de citar alguma importancia para a utilizagdo dos nimeros complexos?

Fonte: Material da Autora

Apesar de realmente termos percebido que os alunos ao final estavam se sentindo

satisfeitos em participar da pesquisa, sabiamos que essa pergunta que ja havia sido
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questionada no teste inicial, ndo teria uma resposta diferente apds a aplicacdo da
pesquisa.

Obtivemos 4 alunos respondendo que € Util para as areas das Engenharias, porém
nao sabem explicar como. Um outro aluno alegou ser util para resolucdo de problemas
que ndo é possivel resolver utilizando-se somente dos numeros reais. Outro aluno
respondeu que € Util em algumas areas, porém nao especificando também e os outros 4

alunos restantes, ndo souberam responder.

Figura 68: Alternativa 3

3) Vocé gostaria de saber mais sobre os nimeros complexos, como, operar potenciagio,

radiciagdo, e principalmente sua utilizagdo?

Fonte: Material da Autora

Ao colocarmos esse questionamento, Nnosso intuito era de realmente verificar de
gue maneira a utilizacdo do Geogebra havia impactado sobre os alunos.

Neste caso 70% dos alunos responderam que se sentiram curiosos em conhecer
além e ressaltaram que queriam saber de forma mais imediata. 20% dos alunos
informaram que até gostariam de saber mais sobre o assunto, mas em um momento
oportuno e somente um aluno (10% dos alunos), respondeu que néo tem interesse no
assunto.

Para dar um fechamento em nossa pesquisa, optamos por levar todos os alunos
da sala do 3° A até a sala de video, onde fizemos um breve relato do porqué de nossa
pesquisa, sobre qual era 0 nosso intuito, aproveitamos para agradecer aos participantes
e atraves de alguns slides, procuramos mostrar para que servem 0s humeros complexos

e isso esta na vida deles, quando utilizam por exemplo, computador.
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Ressaltamos a importancia para a Computacdo Gréfica, na Previsdo do Tempo,
no campo da Medicina, até mesmo em simples edicao de fotos.

ApoOs nossa apresentacédo, um dos alunos da sala se colocou em pé e exclamou:
“Quer dizer que a todo tempo eu estou utilizando dos numeros complexos quando eu
faco edicao de fotos, ampliando, girando, diminuindo, no meu computador?”

- Isso mesmo, respondemos ao aluno.

Destaco que trés pontos positivos podem ser claramente observados em todo o
tempo da pesquisa, a saber:

1°) A contextualizacdo geométrica dos numeros complexos da ao aluno a chance
de uma melhor compreensao dos conceitos inerentes a esse estudo.

2°) A utilizacdo do Geogebra como ferramenta para a articulagdo geométrica foi
de grande importancia, pois permitiu a absorcédo de conceitos hum tempo bem menor,
como ja haviamos previsto no inicio dessa dissertacdo. Conforme vimos acima na fala
de Duval (2013, p.32), os softwares permitem um trabalho diferenciado dentro da
estrutura dos registros semioticos, devido sua rapidez com relacdo as conversfes
semioticas.

Observa-se que muito embora o software Geogebra se mostrou util, no entanto
ndo se dispensa a importante figura do professor, que deve auxiliar o aluno nédo sé na
correta manipulacédo da ferramenta, mas principalmente deve ajudar aos alunos a se
expressarem matematicamente de forma correta, para que haja compreensdo nas
conclusdes obtidas, afinal, o software ndo faz milagres.

3°) Nao podemos deixar de mencionar que as dificuldades que os alunos
encontraram em seus protocolos escritos, estd relacionado diretamente com as
transformacdes de tratamento e conversdes dos registros de representacao da semiotica,

bem como a coordenagao entre 0s registros.
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5 - CONSIDERACOES FINAIS

Ao iniciarmos essa pesquisa, partimos do pressuposto de que o estudo dos
nameros complexos dentro de uma perspectiva geométrica, ou seja, articulando sua
representacdo algébrica ou representacdo em forma de par ordenado, com sua
representacdo geomeétrica, e aliado a isso, articular as constru¢des das operacdes que
envolvem esses numeros de forma geométrica, iria permitir ao aluno a construcdo de
conceitos, além de permitir uma compreensdo de seu significado, pois ao nosso ver,
trabalhar com esses numeros de forma puramente algébrico, tira a chance do aluno de
ser protagonista de seus saberes.

Do ponto de vista da perspectiva geométrica, entendemos que o Geogebra seria
um grande aliado para as construcfes geométricas de nossa pesquisa, além de uma
ferramenta motivadora para o estudo.

Em nossa trajetdria, elencamos trés questionamentos para nortear nossa pesquisa
que séo:

) Que saberes sobre niameros complexos, alunos do Ensino Superior trazem
como bagagem do Ensino Médio?

1)) Que perspectiva de construcao de saberes o Caderno do Aluno e do Professor
(SAO PAULO, 2014), proporciona ao aprendizado de nimeros complexos?

1)} O Geogebra pode agregar a constru¢do de saberes quando articulado ao
Caderno do Aluno, disponibilizado pela Secretaria da Educacdo do Estado de
Séo Paulo?

Baseado nesses trés guestionamentos, parti em busca do referencial bibliografico
e tedrico que pudesse me direcionar nessa pesquisa, de forma a responder em minhas
inquietudes.

Em busca de respostas a essas inquietudes frente aos conhecimentos que 0s
alunos demonstram em relacdo a esse conteudo, uma vez que em nossa Visdo, o

contetido sobre os nimeros complexos abordado no Caderno do Aluno (SAO PAULO,
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2014), é insuficiente. E notdrio que o foco em relagéo aos nimeros complexos é somente
permitir ao aluno manipular com eles nas resolucdes de equagdes polinomiais.

Devido a falta de contextualizacdo e a maneira como esses sao abordados, passa
ao aluno a ideia de que esses numeros para nada servem e principalmente que eles sao
numeros do “além”, ou “fantasmagoricos”. Algo surreal.

Fui em busca de respostas para tentar entender o porqué o Caderno do Aluno e
Professor da Secretaria da Educacédo do Estado de S&o Paulo, aborda de maneira téo
pobre um conteudo téo rico, conclui que ele vem de encontro as falas do que esta nos
aportes curriculares nacionais. O proprio Curriculo do Estado de S&o Paulo, apesar de
elencar esse conteldo, deixa claro que seu objetivo é atender exclusivamente ao ensino
das equacdes polinomiais.

Busquei junto as publicacdes cientificas, quais eram as opinides frente a esse
tratamento dado a esse contetddo. Ao analisarmos todos os trabalhos de nossos colegas,
o qual compds nossa referéncia bibliografica, entendemos que todos veem grande
importancia no estudo dos nimeros complexos, porém, é necessaria uma mudanca na
pratica de ensino desse conteudo, pois da maneira como ele € transmitido ndo so6 pelos
profissionais do ensino, mas também pela maneira como se apresenta nos materiais
didaticos, transmite ao aluno a ideia de que esse contetdo ndo tem qualquer importancia
e seu estudo para nada serve, pois € totalmente desarticulado da propria mateméatica.

Lamentavelmente os PCN (BRASIL, 2000) difundiram erroneamente a informacao
de que esse conteudo deve ser descartado pois ndo se articulam interdisciplinarmente
com outras disciplinas do curriculo do Ensino Médio e nem mesmo com a matematica.
Baseado nessa informacao, o Enem, excluiu esse conteudo da disciplina de matemética,
como informa a Revista Veja, edicdo 2131 online de 23 de setembro de 2009, onde se

A

|é:

4. Nao perder tempo com disciplinas que foram excluidas do novo
Enem. O exame tem 10% menos conteudo do que um vestibular tradicional
(e a tendéncia é que encolha ainda mais no ano que vem). O Inep informa
gue ficaram de fora da prova de matematica, por exemplo, temas como
nimeros complexos, matrizes e determinantes.
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7

O contetdo dos numeros complexos é muito rico e articulavel com varios
conteudos da propria matematica, facilitando em varios casos, a resolucao de situacdes
problemas que envolvem por exemplo, a geometria. Além do mais, € perfeitamente
articulavel com a disciplina de Fisica em suas varias frentes.

Por acreditar que em relagéo a esse contetdo deva ser feito um trabalho sério no
sentido de mudar o enfoque da forma como é ensinado o conteudo, criando atividades
interdisciplinares, de maneira que os alunos possam compreender a importancia desse
estudo e de como utiliza-lo como ferramenta na resolucédo de problemas. Vale salientar
que esse conteudo € muito rico, pois permite diferentes formas de registros de
representacdo da semidtica, 0 que abre espacgo para articular com outros temas da
prépria matematica.

O referencial tedrico dentro dos registros de representacdo da semidtica se
mostraram ser importantes, primeiro pelo fato de que no estudo dos nUmeros complexos,
devido sua diversidade de representacdo, a apreensao dos conceitos se da de forma
intrinseca a manipulacéo correta das conversdes dos registros semiéticos em relacéo a
esse conteudo. Dessa forma, esse aporte tedrico se mostrou muito importante, quando
das analises da pesquisa em todas as suas etapas.

Trabalhamos com nossa pesquisa em trés etapas distintas, com o objetivo de
tentar responder aos nossos questionamentos.

Em nossa primeira etapa, aplicamos um questionario (Anexo A), aos alunos do 2°
semestre de engenharia civil do ensino superior de uma instituicdo particular de ensino,
no intuito de encontrar respostas em relacdo ao nosso questionamento. Esse
questionario também foi aplicado a alunos do 3° ano do ensino médio de uma escola
publica estadual, onde apenas retiramos a ultima questao.

Ao compor esse questionario, nos valemos de questdes constantes da dissertacédo
de Rosa (1998), que também havia aplicado um questionario frente a alunos do ensino
superior no curso de engenharia.

Dessa forma pudemos estabelecer critério de analises comparativas. Comparando
0s saberes dos nossos alunos do ensino superior, com 0s alunos do ensino superior de
Rosa (1998). Percebemos que apesar de estarmos em situac¢des distintas quanto ao foco
em relagéo ao Curriculo do Estado de Sao Paulo, devido a mudanca de curriculo ocorrida
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em 2009, porém ao se comparar as realidades em relacdo ao foco do estudo desse
contetido, praticamente nada mudou. Desde aquela época o estudo dos numeros
complexos tem se dado somente para atender ao estudo das equacdes polinomiais.
Dessa forma em nossas analises, apesar de parecer que em alguns pontos houve
melhora, quando comparamos de uma maneira mais aprofundada, percebemos que em
alguns aspectos houve piora, ja que 0s nossos alunos de hoje apresentam dificuldades
muito maiores em transitar pelos diferentes registros de representacdo semiéticas que
sao requeridos nesse estudo.

Ao aplicar a mesma pesquisa aos alunos do 3° ano do ensino médio de uma escola
publica, pudemos também tracar uma comparacdo entre os saberes dos alunos do
ensino superior e os alunos do ensino médio. Nesse ponto ficamos mais preocupados
ainda, pois os alunos do ensino médio, que acabaram de estudar o conteudo, ndo
apresentar nenhum rendimento melhor que os alunos do ensino superior, onde varios
deles haviam estudo o contetdo ha pelo menos mais de um ano. A expectativa era de
gue os alunos do ensino médio apresentassem um melhor rendimento, o0 que nao
ocorreu.

Diante disso, concluimos que estamos certos com relacao ao que pensamos sobre
a forma de abordagem desse contetdo e a maneira como ele € apresentado e ensinado
frente aos materiais didaticos disponiveis e frente os aportes tedricos curriculares
nacionais e estaduais, onde o contetdo € apresentado apenas para que o aluno consiga
chegar ao resultado de raizes polinomiais. Por isso em nossa pesquisa, obtivemos a fala
de um aluno dizendo que esses numeros “sdo misteriosos”. Eles sdo apresentados dessa
forma aos alunos. Um nimero que ndo se consegue representar na reta real, realmente
por esse aspecto, o aluno esta correto, eles sdo realmente “misteriosos”.

Continuando nossa pesquisa, pois Nosso objetivo em responder todos 0S NOSS0S
guestionamentos ainda continuava, dessa forma, aplicamos trés blocos de Tarefas com
a utilizacdo do Geogebra para os alunos do 3° ano do ensino meédio. Aplicamos apos
essas tarefas um questionario com trés questdes, apenas para que pudéssemos ter um
feedback dos alunos em relagdo a nossa pesquisa.

A aplicagéo das tarefas foi muito positiva, apesar de os alunos demonstrarem
bastante dificuldades em relacéo aos registros escritos, devido ao fato de que a transicao
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da converséo da linguagem computacional para a linguagem matematica natural escrita,
ser uma converséo de nao congruéncia.

Através das atividades elencadas em nossa pesquisa, 0s alunos puderam se
apropriar de saberes além dos que estéo disponiveis no Caderno do Aluno (SAO PAULO,
2014), e devido a utilizacdo da ferramenta Geogebra, a apropriacdo desses novos
conceitos se deu de forma muito tranquila, atendendo nossa expectativa.

Dessa forma, podemos responder nossos questionamentos a saber:

Que saberes sobre numeros complexos, alunos do Ensino Superior trazem como
bagagem do Ensino Médio?

Os saberes séo infimos quando comparados com a real necessidade para 0s
alunos que seguiram carreira dentro do campo das exatas. Se a maneira como vinha
sendo abordado antes, na época da pesquisa de Rosa (1998), ndo estava a contento,
isso ndo é motivo para descartar o conteudo, como afirma o Pardmetros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 2000). O que precisa é haver uma reformulagdo na forma como €&
conduzido esse conteudo. Em nossa pesquisa junto aos alunos do ensino superior, cerca
de 70% deles recém saidos do ensino médio, apresentaram uma bagagem de saberes
insuficiente.

Que perspectiva de construcdo de saberes o Caderno do Aluno e do Professor
(SAO PAULO, 2014) proporciona ao aprendizado de nimeros complexos?

O Caderno do Aluno e do Professor (SAO PAULO, 2014), corrobora com a fala do
PCN (BRASIL, 2000), colocando esse conteudo como algo desnecessario, ja que o foco
€ apenas para resolucdo das equacgbGes polinomiais. Até ha uma pequena
contextualizacao historica e geométrica, mas € preciso uma revisao séria, dentro de uma
abordagem que possa agregar conhecimento aos alunos, pois nos surpreendemos
guando aplicamos o questionario constando de perguntas idénticas as que se encontram
no Caderno do Aluno (SAO PAULO, 2014) e esperavamos que os alunos fossem capazes
de responder mais prontamente as questdes elencadas. O que percebemos € que varios
alunos tém dificuldades em relagéo a alfabetizacdo matematica e outros tém dificuldades
em relacdo a transposicado e conversao dos registros de representagdo semiotica.

A bagagem de conhecimento que eles demonstraram € considerada insatisfatoria,
para um conteudo que acabara de ser ensinado. Salientamos também que o problema
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ndo esta com relacdo ao ensino passado pela professora, pois verifica-se nas respostas
dos alunos que esses afirmam que o conteudo foi ensinado. O que conseguimos concluir
é que a maneira como o Curriculo do Estado de S&o Paulo e o Caderno do Aluno (SAO
PAULO, 2014) trata esse conteudo, ndo € suficiente para fazer com que o aluno se
aproprie dos conhecimentos minimos necessarios.

O Geogebra pode agregar a construcéo de saberes quando articulado ao Caderno
do Aluno, disponibilizado pela Secretaria da Educac¢éo do Estado de S&o Paulo?

N&o ficou duvidas em nos de que a utilizacdo do software Geogebra como
ferramenta de ensino e aprendizagem, trouxe uma grande contribuicdo, pois conforme ja
concluimos anteriormente, 70% dos alunos que participaram da pesquisa se sentiram
motivados em conhecer mais sobre o assunto e de sua importancia e utilidade.
Lembramos ainda a fala do aluno em nossa apresentacdo final, onde depois de
mostrarmos algumas utilizacdes para os numeros complexos 0 mesmo conclui que a todo
tempo esta utilizando-se de nUmeros complexos e suas operacdes quando estd mexendo
com suas fotos no computador.

O software Geogebra se mostrou uma ferramenta ndo somente eficiente para o
aprendizado, mas também, motivacional, vindo de encontro com aquilo que acreditamos.

Ao ingressar no mestrado junto a UFSCar — Campus Sorocaba, sabia que
precisava buscar mais conhecimentos de forma que isso pudesse se traduzir em
mudancas na minha pratica pedagogica.

Quando ingressamos no mestrado, nao via na ferramenta Geogebra realmente
algo que pudesse transformar a minha pratica pedagogica nem muito menos via o estudo
dos registros de representacdo da semiética como algo que pudesse realmente vir de
encontro com o que eu buscava, para compreender as dificuldades dos alunos em
relacéo ao processo ensino-aprendizagem.

Ao final do primeiro ano de estudo, tudo isso ja havia mudado em mim, ou seja, a
realizacdo desse mestrado realmente abriu minha visédo e meu conhecimento em relacéo
a ferramenta Geogebra, bem como o conhecimento mais aprofundado sobre os registros
de representacdo das semidticas, e trouxeram-me 0s subsidios necessarios, para uma

melhor compreenséo e analise da minha préatica enquanto docente.
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Sem sombra de duvida, esse estudo, essa pesquisa me proporcionaram uma
mudanca em relacdo a minha préatica docente. Algo que realmente fiz e nem imaginaria
que fosse viavel, foi a utilizacdo do Geogebra enquanto ferramenta de ensino para
Algebra Linear, dos meus alunos do ensino superior.

Claro que em relacdo a ferramenta Geogebra, ela se mostrou eficiente para o
ensino em Vvarios campos de aplicagdo, dos quais ainda pretendo experimentar, mas
principalmente se mostrou fundamental, apesar de suas limitacdes, para o estudo dos
nameros complexos aos alunos do 3° ano do ensino médio.

Naturalmente esta pesquisa se concluiu de forma muito positiva, porém a docente
e pesquisadora, ainda ndo se da por satisfeita, uma vez que agora surge outros espacos,
novos questionamentos, como por exemplo: Pode o Geogebra agregar saberes se
utilizado como ferramenta em disciplinas do ensino superior? Quais? E quais seriam suas
limitacdes? Esses questionamentos pretendemos responder, porém em uma nhova

pesquisa.
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ANEXO A

QUESTIONARIO — PESQUISA |

Qual sua idade? Sexo: Atualmente vocé continua

estudando? Se sim, em qual arealou o0 que estuda?

1) Assinale as alternativas que mais se aproximam da sua ideia a respeito da
Matemética.

a) A Matematica é uma disciplina dificil, pois os conceitos sdo inventados por
pessoas em momento de inspiracdo, de maneira tedrica, nada tendo a ver com 0s
fatos concretos da nossa vida, como nimeros complexos, logaritmos, etc. Grande
parte dos conceitos mateméaticos, sdo dados na escola somente para o aluno fazer
exercicios que nada tém a ver com a realidade e depois fazer uma prova.

b) Os conceitos matematicos nasceram de situacdes concretas do dia a dia.

c) Nao tenho a menor ideia.

2) Numeros Complexos, sdo aqueles do tipo a + bi onde a e b sdo numeros reais e
J—1—i Oui*=-1.Voceé ja estudou esse tipo de nimeros?

a) Sim b) Néo

3) Como vocé acha que os numeros complexos foram descobertos?

a) Quando um matematico ao resolver uma equacdo do segundo grau se deparou
com um discriminante negativo (A =b® —4.a.c), e para continuar a resolucao ele
resolveu criar um numero i tal que i2= -1.

b) Os numeros complexos foram descobertos quando um matematico tentava
resolver uma equacéao do terceiro grau.

c) Nao tenho a menor ideia.
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4) Vocé ja resolveu algum problema concreto do dia a dia, que apesar de na sua
resolucdo aparecer raiz quadrada de um namero negativo, o resultado final foi um
nameros real, como R$ 3,00, 7 metros, etc, enfim que representava uma
quantidade?

a) Sim b) Nao

Se vocé respondeu sim, pode descrever como era esse problema?

5) Baseado no seu conhecimento de nimeros complexos coloque V no verdadeiro e

F no falso.

______ 0Os numeros complexos como, por exemplo, 2 + 3i, na realidade ndo sao
ndmeros, sao apenas representacfes matematicas, pois ndo representam uma
quantidade, uma vez que ninguém diz: “ganho (2+3i) reais de salario”, ou paguei (4-
2i) reais, ou ainda andei (7+2i) metros, etc.

______0Os numeros complexos sdo numeros sim, pois com eles podemos resolver
problemas do dia-a-dia e chegar a resposta que representam quantidades.

_____Os numeros complexos sdo na verdade a expressdo matematica dos vetores e
eles podem ser percebidos nos fenémenos fisicos, nas relagbes geométricas,

matriciais, etc.

6) Dentre os nomes abaixo, quais vocé associaria com a histéria dos numeros

complexos?
a) Bombelli b) Argand c) Wallis d) Wessel e) Gauss
f) Hamilton g) Cardano h) Moivre
7) Vocé ja tentou resolver um problema de geometria utilizando os numeros
complexos?
a) sim b) ndo
Acha que seria possivel?
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8) Um numero real n6s podemos representar geometricamente na reta real. E um
ndmero complexo, € possivel representar geometricamente?
b) Sim b) Néo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo representar geometricamente o
namero 2+3i

9) Como vocé representaria na forma algébrica (4, 2)?

10)Se um numero complexo esta localizado no 2°quadrante do plano, em qual

guadrante estara o seu conjugado?

11)Vocé sabe explicar o que acontece quando somamos um numero complexo com

0 seu conjugado?

12)Qual das alternativas abaixo representa uma relagcdo com as operacdes da adicédo
e subtracdo de complexos:

a) Teorema de Pitagoras b) Regra do Paralelogramo c) Teorema de Tales

d) Regras Trigonométricas e) Teorema de Bhaskara

13)Ao0 tomarmos um nimero complexo z, pertencente ao primeiro quadrante do plano,
se multiplicarmos este complexo z por i (unidade imaginaria), onde estara a

imagem resultante?

14)(2+3i) + (5 + 2i) =

15)(4,5) + (2, 6) =

16)(2 + 3i) . (5 + 2i)=
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17)(4,5) . (2,6) =

18)(2 + 3i)2 =

19) (2+2i)°=

20 /5-12i =

21)Considerando no plano complexo uma regiao triangular formada pelos complexos
(1, 2); (4, 1) e (3, 4). Utilize a malha abaixo para representar essa regido e o
resultado da transformacéo que adiciona o niumero complexo 2 + 3i a cada ponto

da regido.

Pode explicar o que aconteceu com a regiao triangular?
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22)Vocé consegue citar alguma aplicagdo para os numeros complexos?

23)Quer fazer alguma observacao que julgue importante?

(OBS: A questéao 23 foi aplicada somente para os alunos do ensino superior)
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A)

B)

C)

D)

E)

F)

ANEXO B

TAREFA 1

Vocé aprendeu que um nimero complexo z =a + bi pode ser representado no
plano Argand Gauss, como um vetor, cuja origem coincide com a origem do plano

Argand Gauss e extremidade no ponto (a,h). Represente um numero complexo no
plano usando o Geogebra.

Sabe-se que o conjugado de um complexoz=a+bi é representado por
Z=a-hi. construa no Geogebra o vetor conjugado ao complexo que vocé

representou no item A acima. Observando os dois, oZ € Z, descreva
graficamente qual é a relacdo entre esses dois numeros.

Faca a operacao de soma entre o complexo acima e seu conjugado, utilizando a
caixa de entrada do Geogebra. Que conclusdo vocé chega em relacdo ao

resultado obtido? Se vocé movimentar 0 Z,, o que acontece? Salve esta tela como
atividade 1 em sua pasta. Agora limpe a tela.

Tome dois nimeros complexos. Na caixa de entrada faca a soma entre eles. Na
extremidade de Z,, estique um vetor até a extremidade do vetor soma. Compare

esse vetor com Z,, que conclusado vocé chega? Faca o contrario agora, ou seja, Va
a extremidade deZ, e estique um vetor até a extremidade do vetor soma e

compare com Z,. Que concluséo vocé chega disso tudo? Que figura geométrica
formou? Salve esta tela como atividade 2

Utilizando a tela acima, faca a operagdo a operagdo de subtracéo entre Z, e Z,
Agora uma as extremidades dos vetores Z, e Z, e compare com o resultado do

vetor subtragdo. Movimente um dos complexos (Z,0uZ,). Qual concluséo vocé
chega?

Olhando para a figura formada pelos dois vetores que vocé escolheu, o que
representa o vetor soma e o vetor subtracdo em relacéo a figura formada? Salve
sua tela como atividade
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TAREFA 2

A) No Geogebra, tome um numero complexo e seu vetor. Qual é o modulo desse
complexo (faca o calculo). Agora va na barra de ferramentas e vamos medir o
comprimento do vetor. Qual conclusdo vocé chegou?

B) Encontre o argumento do seu numero complexo. Va4 agora ao Geogebra e
verifique o angulo do seu vetor e compare com seu célculo. Salve em sua pasta.

C) Tome dois numeros complexos quaisquer. Faca o calculo da multiplicacdo abaixo
e encontre o Z3, resultado da multiplicacdo. Agora va ao Geogebra e coloque os
dois complexos escolhidos por vocé. Na caixa de entrada e faca a multiplicacédo
digitando: z_1*z_2(enter). Veja qual foi o resultado z3 obtido e compare com seu

calculo. Qual é a conclusdo?

D) Meca os angulos z1, z2 e z3. Meca também os modulos de z1, z2 e z3. Qual € a
relagdo entre os angulos de z1, z2 comparado com o de z3? Qual € a relag&o entre
0s modulos de z1, z2 comparado com os de z3? (Ou seja, qual a relacao entre os
complexos escolhidos e o resultado da operacao de multiplicacéo). Salve em sua
pasta

E) Tome dois numeros complexos quaisquer. Faca o calculo da divisdo. N&do esqueca
de que para resolver, € necessario multiplicar em cima e em baixo, pelo conjugado
do numero de baixo, conforme o exemplo abaixo:

3+2i (3+2i).(1+51) (3+2i+15i +10i?) C3+10.-D+171  -7+17 -7 +17i

1-5i  (1-5i).(L+5i) 12 — (5i)? 1- 252 1+25 26

Desenhe no Geogebra, os dois vetores escolhidos por vocé. Agora va a caixa de
entrada e digite: z_1/z_2 (enter). Compare o resultado z3 com o seu resultado.
Compare os moédulos de z1 e z2, com o de z3. Compare os angulos de z1 e z2
com o de z3. Em outras palavras, qual é a relacdo entre os angulos e entre os
modulos. Salve em sua pasta
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TAREFA 3

Na tarefa 2, vocé teve a oportunidade de tomar dois nUmeros complexos e operar a
multiplicacdo e a divisdo com eles e tirar conclusbes em relacdo aos modulos e aos
angulos resultantes em relacdo aos modulos e angulos dos nuameros complexos
utilizados.

A)

B)

C)

D)

E)

Tome dois numeros complexos, encontre 0 modulo e o argumento (angulo). Agora
vad no Geogebra, represente os niumeros complexos e verifique seu resultado
obtido, com os valores obtidos no Geogebra.

Escreva seus numeros na forma trigpnométrica. Com base em suas conclusdes
em relacdo a tarefa 2 (anterior), como deve ficar o resultado escrito na forma
trigopnométrica da multiplicacdo dos seus numeros complexos? Confira sua
conclusao na tela do Geogebra. Salve sua tela.

Como deve ficar o resultado escrito na forma trigopnométrica da divisdo dos seus
nameros complexos? Confira sua conclusdo na tela do Geogebra. Salve sua tela.

Escolha quatro nimeros complexos e use a representacdo na forma de par
ordenado no Geogebra. Agora una esses pontos, formando um quadrilatero.
Multiplique os quatro complexos escolhidos pelo complexo z = 0 + 1i (ou
simplesmente i). Uma os resultados formando um novo quadrilatero. Explique o
gue aconteceu. Salve sua tela

Limpe a tela e tome os quatro complexos formando um quadrilatero. Escolha um
z 5 e opere as multiplicacbes com os quatro complexos. Una 0s quatro pontos
resultantes, formando um quadrilatero. Expliqgue o que aconteceu com novo
quadrilatero comparado com o inicial.
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TAREFA FINAL

1) Dé sua opinido sobre qual sua participacdo nesta pesquisa sobre 0s numeros
complexos utilizando o software Geogebra. Vocé acha que a utilizacdo do
Geogebra pode ser um facilitador do aprendizado ou ndo? Cré que a aula é mais

interessante ou nao?

2) Vocé é capaz de citar alguma importancia para a utilizacgdo dos numeros
complexos?

3) Vocé gostaria de saber mais sobre os numeros complexos, como, operar
potenciacéo, radiciacdo, e principalmente sua utilizagdo?
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ANEXO C

RESENHAS DAS DISSERTACOES SOBRE NUMEROS COMPLEXOS, EM ORDEM
CRONOLOGICA.

Conforme orientacdo da banca, deixamos abaixo um sumario das dissertacfes
resenhadas, com o propadsito de facilitar a busca pelo leitor, uma vez que trata-se de uma
grande quantidade. Esclarecemos que no sumario abaixo, deixamos para o leitor a

informacao do titulo da dissertacéo resenhada e seu respectivo autor.

SUMARIO ANEXO C

Numeros Complexos — Uma abordagem Histérica para Agquisicdo do
Conceito de Mario Servelli Rosa 174
Uma Anélise dos Questionamentos dos Alunos nas Aulas de Numeros
Complexos de Maria Sueli Fonseca Ferreira 179
Numeros Complexos: Uma Proposta de Mudanca Metodolégica para uma
Aprendizagem Significativa no Ensino Médio de Nanci Barbosa Ferreira
Araujo 183
Interpretacdo Geométrica dos NUmeros Imaginarios no Século XIX: A
Contribuicdo de Jean Robert (1768-1822) de Luciene de Paula 187
O uso Pedagdégico de uma Sequéncia Didatica para a Aquisicdo de Algumas
Ideias Relacionadas ao Conceito de Numeros Complexos de Robson de
Oliveira Santos 194
A Histéria dos Numeros Complexos: das quantidades sofisticadas de
Cardano as linhas orientadas de Argand de Ulicio Pinto Junior 197
Numeros Complexos — Um Estudo dos registros de Representacdo e de

Aspectos Graficos de Carlos Nely Clementino de Oliveira 203
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Numeros Complexos e Func¢des de Variavel Complexa no Ensino Médio —
Uma Proposta Didatica com o uso de Objeto de Aprendizagem de Larrisa
Weyh Monzon

Numeros Complexos e Polindmios: Estratégias e Ensino para Aplicacao por
meio do Geogebra de Reinaldo Gomes

Numeros Complexos: Inter-relacdo entre Conteudos e Aplicacfes de
Fernanda Caon

Explorando o Tratamento Matricial para uma Introducdo aos Numeros
Complexos de Marcio Roberto Gomes

Modelagem Matematica no Processo de Ensino e Aprendizagem de
Numeros Complexos: Uma Proposta Didatica de Daniele da Cunha Silva
Numeros Complexos: Uma Proposta Didatica Baseada na Modelagem
Matemética e em Contextos Historicos de Liliam Aparecida Alves Paes
Aplicagcdes dos Numeros Complexos na Geometria Plana de Laércio
Francisco Feitosa

Numeros Complexos: Uma Proposta Geométrica de Claudia Rosana Costa
Caldeira

Dos Numeros Complexos aos Quatérnions: Desenvolvimento Algébrico,
Interpretagdo Geométrica e Aplicagdes de André Marcos dos Santos

209

213

215

220

221

225

227

229

232
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A dissertacdo para a obtencdo da titulagdo de mestre, sob o titulo Numeros
Complexos — Uma abordagem Historica para Aquisicdo do Conceito foi apresentada por
Mario Servelli Rosa a Pontificia Universidade Catolica-SP, em 1998, e contou com a
orientacdo da Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud.

Em sua introducdo o autor comenta que seu trabalho pretende organizar
atividades de forma que os alunos consigam operar com 0s nimeros complexos. Discorre
rapidamente o que cada capitulo aborda sendo que sua dissertacao esta dividida em sete
capitulos.

No capitulo | — O Objeto Matematico, o autor se deteve em apresentar o conjunto
dos numeros complexos, fazendo suas definicdes, apresentando suas propriedades e
teoremas, as operacfes de adicdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo, radiciacao,
apresentando também o modulo de um niumero complexo, sua forma trigonométrica. Em
cada item ele definiu, apresentou os teoremas e propriedade com suas devidas
demonstracoes.

No capitulo Il — A Problematica e a Metodologia da Pesquisa, o0 autor inicia dizendo
gue o conteudo pode ser introduzido para estudo dos alunos do 3° ano do ensino médio,
de diversas maneiras distintas.

Através de algumas conclusfes da dissertacdo de Nilza Silveira Almeida (PUC-
1992), observou que os resultados dela, vinham de encontro a sua proposta em relacéo
a abordagem dos numeros complexos, articulando atividades que levem os alunos a
necessidade de operarem com esses numeros, porém dentro de um contexto similar ao
verdadeiro, ou seja, similar ao ocorrido na Histéria dos Numeros Complexos. Dessa
forma, introduzir os numeros complexos através de equacdes de segundo grau, cujo
discriminante € negativo, de acordo com Rosa, ndo desperta no aluno a curiosidade e
nem a necessidade de conhecer melhor a estrutura desses numeros, pois, seus
resultados sdo destituidos de significados. Em sua hipdtese é importante que os alunos
sejam colocados diante de situacdes problemas das quais existem solucdes reais, mas
onde se tenha a raiz quadrada de um nimero negativo.

Em sua pesquisa, ele foi motivado a responder algumas questdes: Ao propor uma

sequéncia didatica os alunos participariam de forma ativa para adquirir 0os conceitos
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esperados? E ap0s a aplicacdo dessa sequéncia didatica, os alunos seriam capazes de
operar com potenciacao e radiciagdo de nimeros complexos?

O capitulo 1l é dedicado a Fundamentacéo Tedrica, onde o autor afirma que sua
pesquisa esta baseada na linha francesa da Didatica da Matematica e algumas teorias
da Psicologia Cognitiva de Piaget. Aqui o autor se dedica a explicar sobre a linha
construtivista de Piaget, bem como, apresenta também a metodologia de Regina Douady
— Didatica da Matemética. Faz uma rapida mencéo sobre a Teoria das Representacfes
Semiodticas de Duval, concernente a forma de representacédo diferenciada de nameros
complexos (forma algébrica e forma geométrica). Fundamenta-se também nos
obstaculos epistemolégicos de Brousseau (1976), onde observa que “os obstaculos
didaticos aparecem mediante a escolha de estratégia do ensino, além de que, os
obstaculos sao inevitaveis, inerentes a necessidade de transposi¢ao didatica”. (p. 35).

Em seu trabalho, o autor afirma ter langado mao de uma situagao-problema
geradora de novas ferramentas matematicas para elucidacéo dessa situacéo-problema,
procurada pelos alunos.

Ressalta ainda que sua abordagem é diferenciada, o que acaba por romper com
o contrato didatico padrdo do Brasil, dos quais os alunos estdo acostumados, onde o
professor faz a aula expositiva, resolve alguns exercicios e propde exercicios parecidos
para os alunos resolverem.

O autor apresenta a metodologia a ser utilizada na elaboracdo de sua pesquisa
gue tem por objetivo “fazer com que os alunos adquiram os conceitos a respeito dos
nameros Complexos, porém de forma significativa, compreendendo que essas operacdes
podem resolver problemas concretos chegando a solugbes que sdo numeros reais”.
(p.38)

Para validar sua pesquisa, propde a elaboracdo de uma sequéncia didatica para
ser aplicada a alunos do terceiro ano do ensino médio, onde serdo aplicados testes de
confronto com outra turma que aprendeu sobre os numeros complexos pela forma
tradicional.

Para sua analise, utiliza-se da engenharia didatica, estabelecendo uma anélise a

priori, a experimentacdo e uma analise a posteriori, onde fara apresentagao dos fatos

175



observados, analise dos fen6bmenos observados além da andlise dos erros e
comportamentos dos alunos.

O capitulo 1l trata-se de um Estudo Historico e Epistemoldgico dos Numeros
Complexos. Nesse capitulo Rosa se detém a um embasamento histérico, comecando
pelas equacdes de segundo grau com discriminantes negativos encontrados a 1700 a.C.,
mas que, porém, ndo foi o elemento motivador da descoberta dos nimeros complexos,
comenta sobre Heron de Alexandria e também de Diophanto quando este chega a uma
operacdo envolvendo uma raiz de nimero negativo. Tece comentarios a respeito de
Mahavira do século IX e também sobre Bhaskara que viveu no século Xll, onde esses
observam operacdes em que aparecem raizes de numeros negativos. Faz ainda,
observacdes também sobre Paccioli e Chuquet, ambos do século XV, onde esses
concluem operagdes com “solugdes impossiveis”.

Em seu tracado histérico, chega a Cardano no século XVI trazendo a situacao
problema vivenciada por este matematico. Comenta também sobre o método de
Tartaglia, descrevendo o poema que este escreveu sobre a solucdo de equacdes do
terceiro grau, poema este enviado a Cardano. Faz uma analise do poema de Tartaglia,
traduzindo para representacfes algébricas, demonstrando e justificando a luz de
Tartaglia. Com isso surge 0os numeros complexos. Caminha pela histéria e apresenta a
descoberta de Bombelli, apresentando aqui também, trechos de sua obra.

Discorre sobre os progressos dos numeros complexos, comecando pela
simbologia v—1 introduzida por Girard e depois a representacéo como i, feita por Euler
que foi amplamente aceito apos a utilizacao por Gauss. Comenta sobre as tentativas de
Leibniz e de Wallis, trazendo deste ultimo, trechos de sua obra. Comenta ainda sobre o
logaritmo de numeros negativos, trabalhados por Bernoulli. De Roger, apresenta o
resultado relacionado a obtencéo de raizes enésimas de numeros complexos. Comenta
sobre Moivre, mostrando seu trabalho e trazendo todas as conclusbes de Euler em
relacdo ao estudo de Moivre, ja que este apenas enunciou.

Ao comentar sobre a representacédo grafica do niumero complexo, retoma o século
XVII, com o estudo de Wallis, pois este propds uma construgdo geométrica para as raizes

imaginarias. Faz as construgdes a luz do trabalho de Wallis. No século XVIIlI, comenta
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sobre o trabalho de Wessel, chegando ao século XIX, com Argand, concluindo que a
formalizacdo dos numeros complexos se tornou completa com o trabalho de Hamilton.

Na segunda parte deste capitulo, Rosa transcreveu o comentéario epistemologico,
com base em um artigo publicado por Michele Artigue, onde destaca que “quando se
comeca a falar em numeros complexos, pensa-se que vao aparecer novos numeros, mas
pode-se ver pela histdria, que ndo sdo novos ndmeros que surgem, mas Sim Nnovos
operadores” (p. 71).

Dos comentarios de Artigue (1992), o autor tira suas conclusdes e observa que
fatores parecidos ocorrem quando se resolvem equacdes do terceiro grau, que foi o
elemento propulsor de Cardano.

Sobre o comentario didatico do artigo de Artigue (1992), Rosa destaca o papel
motor dos desequilibrios cognitivos e a distincdo entre os polos ferramenta e objeto de
um conceito matematico, explicando cada um deles.

No capitulo IV, o autor se debruca no Estudo da Transposi¢cao Didatica dos
Numeros Complexos. Toma por base uma analise da Proposta Curricular do Estado de
Séao Paulo para o ensino da matemética no 2° grau (1994), vigente na época, do qual
observa que a participacao do aluno na construcéo de seu conhecimento é considerada
um dos pontos fundamentais para a aprendizagem, porém a participacado do aluno deve
ser orientada uma vez que conceitos precisam ser construidos.

Rosa destaca ainda que de acordo com a Proposta Curricular, situacdes
problemas que desafie o aluno a refletir, levantar hipéteses, a buscar solu¢des, devem
ser considerados, pois visa a compreensdo dos conceitos.

Segundo o autor, a Proposta Curricular vigente da época (1998), faz destaque em

relacdo aos numeros complexos da seguinte maneira:

[...] é conveniente que a introdugdo dos niumeros complexos seja feita a
partir de problemas significativos para o aluno do ponto de vista tanto da
Matematica quanto do seu dia a dia. Contar um pouco da histéria dos
numeros complexos também pode ser bastante motivador. (p. 78).

Dessa fala, o autor conclui a importancia de aproximar a Matematica de sua

historia, pois permitiria aos alunos vivenciarem as necessidades que fizeram surgir certos
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conceitos, de maneira a quebrar o paradigma de que a “Matematica é uma disciplina na
qual os conceitos séo inventados.” (pg.79).

Na sequéncia, Rosa faz analise de livros didaticos e constata que nenhum deles
introduz a abordagem dos nimeros complexos a partir das equacgdes do terceiro grau e
somente dois dos livros analisados, contextualiza os conceitos com a historia. Dessa
forma conclui que “os livros didaticos analisados, ndo dao importancia a historia do
surgimento dos numeros complexos”. (p.80)

Tece ainda comentarios sobre como é feita a abordagem desse conteddo nos
livros didaticos, exemplificando com amostra de exercicios.

Neste capitulo ainda, o autor abre espaco para analisar as concepc¢des iniciais dos
alunos sobre o conceito de niumeros complexos, para comprovar que 0s alunos nao
possuem total compreenséo sobre a utilidade dos nimeros complexos, o autor realiza
uma pesquisa, constando de 13 questdes para serem respondidas, que foi aplicado em
um 1° ano do curso de Engenharia Mecéanica, ou seja, para alunos que supostamente ja
teriam estudado os niumeros complexos. Numa classe de 60 alunos, 29 se manifestaram
gue ndo haviam aprendido esse contetudo. Os dados dessa pesquisa foram tabulados
com a utilizacao dos softwares CHIC e CHADOC, onde o autor apresenta na sequéncia,
os resultados de todas as analises feita.

Segundo as andlises, o autor conclui que:

Podemos perceber por essa analise, que o fato de os alunos nao
conhecerem a histéria da matemética, e pensarem que um numero
complexo é apenas um simbolo matematico, ndo o impede de realizar
operagdes e representa-los geometricamente. Acreditamos em vista disso
que os alunos operem com 0s complexos, sem perceber o significado
desses numeros, julgando que eles sirvam apenas para fazer exercicios
sem maiores consequéncias. (p.92)

Em sua proposta de trabalho, o autor tem por objetivo trazer um significado as
operacdes com 0s numeros complexos, de forma que se possam obter respostas reais
de uma equacdo, mesmo quando se trabalha com raizes de nimeros negativos. (p.93)

No capitulo V, Rosa propde uma sequéncia didatica para ser aplicada para alunos
do 3° ano do ensino meédio (2° grau na época), partindo do método de Cardano-Tartaglia,

para solugéo de equacgdes do 3° grau, oportunizando a condi¢cdo de recair em uma raiz
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de nimero negativo, promovendo uma andlise de forma que os alunos percebam que ha
uma solucao e acabe por questionar a existéncia da raiz de nimero negativo. Isso fara
com que os alunos tenham a necessidade de extrair raiz de nimeros negativos.

Em sua proposta didatica, o autor elenca treze questbes sequenciais dentro do
principio construtivista, onde o autor em cada uma comenta sobre o objetivo esperado e
faz uma andlise matematica e didatica. Na aplicacdo de sua proposta, o autor faz uma
mudanca de contrato pedagogico, pois ele propde atividades a serem desenvolvidas,
sem a explicacdo por parte do professor, onde o professor deve instigar o aluno a
procurar por respostas, intervindo quando necessario, apenas no sentido de orientar o
aluno para que ele prossiga em sua constru¢éo do conhecimento.

No capitulo VI, trata-se da aplicacdo da sequéncia didatica proposta pelo autor,
onde este inicialmente convida apenas dois alunos para participar, com 0 objetivo de
verificar possiveis falhas. Apds os ajustes, Rosa aplica as atividades em uma turma com
18 alunos. No inicio percebeu certa resisténcia por parte dos alunos devido a mudanca
do contrato pedagdgico proposto. Para o autor, seus objetivos foram alcancados, pois ao
final da aplicacédo de sua sequéncia proposta, o autor aplica a mesma pesquisa que havia
aplicado para os alunos do curso de Engenharia Mecanica, com o objetivo de validar sua
pesquisa alcancando resultados positivos.

O capitulo VII, ao tratar das conclusfes, o autor expressa ter obtido resultados
positivos em relacéo a aplicacdo da sequéncia didatica, onde viu como salutar o trabalho
em dupla, a oportunidade dos alunos de descobrirem o motivo que os levou a extrair raiz
de nimeros negativos, sentiram a necessidade de mudanca de registro de representacéo
do algébrico para o geométrico, a oportunidade de ser chegar a solugdes reais.

A dissertacdo de Maria Sueli Fonseca Ferreira para a obtencao da titulacao de
mestre, cujo titulo “Uma Analise dos Questionamentos dos Alunos nas Aulas de Numeros
Complexos”, foi apresentada junto a Universidade Federal do Rio Grande do Norte, em
2006, e contou com a orientagcao da Profa. Dra. Bernadete Barbosa Morey.

A autora subdivide sua dissertacdo em cinco capitulos, a saber:

No capitulo 1 — Introducgéo, a autora introduz com a informacéo de que durante
treze anos vem ministrando o conteudo de numeros complexos para alunos do segundo
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ano do ensino médio em uma instituicdo publica federal, para alunos que passam por
uma rigorosa avaliagao para ingresso nessa instituicdo. Suas inquietagcbes comecaram
mediante o questionamento dos mais diversos, feito por seus alunos, em relacdo ao
conteudo. Questdes do tipo: Por que 0os numeros complexos sdo chamados imaginarios?
Ou Onde vamos utilizar os nimeros complexos? Entre outras.

Segundo a autora a maneira que o professor se coloca diante dos
guestionamentos realizados pelos alunos promove a motivagdo ou ndo, dos alunos em
relacdo ao aprendizado. Sua preocupacdo era em estabelecer uma metodologia que
despertasse o interesse e a curiosidade dos alunos em relacdo a disciplina. “Observa que
muitas publicacbes defendem a ideia de que o ensino da Matematica tem sido
historicamente bastante enfadonho, causando nos alunos um elevado grau de apatia e
até aversao por esta disciplina”. (p. 9).

Para a autora, tornar a aula interessante € um desafio para os professores, pois
“ndo basta dominar os contetidos da Matematica para ensinar. E preciso criar uma
metodologia em sala de aula que desperte o interesse e a curiosidade dos alunos”. (p.9).

A autora reforga a ideia defendida por D’Ambrdésio, por Fossa, Mendes e Barbosa
de que a insercdo da Historia da Matematica traz motivacéo e desperta o interesse dos
alunos em sala de aula, promovendo uma aprendizagem significativa. Ela se apoia
também no trabalho de Jones, que propde o uso da Histéria da Matematica articulada ao
ensino da Matematica, para dar sentido e significado, melhorando a qualidade do
processo ensino-aprendizagem. Para Jones, focar os questionamentos dos alunos é
importante, pois se pode classificar em trés categorias: a cronolégica, a logica e a
pedagdgica.

Segundo a autora, sua pesquisa procura investigar os questionamentos que 0s
alunos levantam na sala de aula, a luz das classifica¢cdes dos porqués definidos por Jones
e qual o papel da Historia da Matematica como ferramenta para respostas aos
guestionamentos.

Em sua pesquisa se valeu da engenharia didatica como metodologia de sua
pesquisa, pois seria mais coerente em relacdo aos seus objetivos. Portanto sua pesquisa
foi elaborada em quatro fases, a saber: analise preliminar, analise a priori,
experimentacao ou aplicacdo da sequéncia didatica e analise a posteriori.
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No capitulo 2, Fundamentacgéo Teorica e Revisdo Bibliogréafica, a autora confirma
que sua base de pesquisa esta fundamentada no trabalho de Jones que classifica os
‘porqués” dos alunos, em trés categorias distintas e que afirma que o embasamento
historico propicia ao professor, condi¢des de devolver aos alunos uma resposta que gera
interesse e curiosidade pelo saber. A autora explica o significado de cada uma das
categorias, exemplificando.

Para a autora,

Nesse trabalho, ndo se busca na Historia a origem de definicdes
constituidas, como nos porgqués cronoldgicos, mas sim o desenvolvimento
da Matematica e seu crescimento através de generalizacbes e abstracdes,
mostrando historicamente que grandes homens tiveram dificuldades, em
seu tempo, com conceitos que hoje sdo bem esclarecidos. (p.23).

Ferreira também se apoia em Paes, para explicar as fases da metodologia da
engenharia didatica, que foi utilizada em suas anélises. Dessa forma, Ferreira se articulou
da seguinte forma:

Fase Preliminar — Definiu que as aulas seriam ministradas de forma tradicional.

Fase da Analise a Priori — Organizou uma sequéncia de ensino, num total de vinte nove
horas de pesquisa.

Fase da Aplicacdo da Sequéncia Didatica — Para tal, elencou quatro hipéteses, e passou
a observa-las. Contou com a ajuda de um aluno que gravava 0s guestionamentos
realizados pelos colegas, para que esse material pudesse ser utilizado pela
pesquisadora, no estudo dos “porqués” dos alunos.

Fase da Analise a Posteriori — Enumerou, classificou e analisou a cada uma das
perguntas feitas.

No capitulo 3, a autora destinou para a sua metodologia de pesquisa, comecando
por sintonizar o leitor dentro de seu espacgo de pesquisa, falando sobre a Instituicdo de
Ensino, sobre a qualidade oferecida aos alunos, os recursos tecnolégicos dos quais a
Instituicéo dispde, bem como um quadro de quem séo o0s alunos que participaram de sua
pesquisa. Uma observagdo que se faz é a quantidade de alunos na turma, ou seja, 29.
Discorre a seguir sobre seu cronograma e planejamento de trabalho, passando a uma

orientacdo de como analisou sua pesquisa.
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No capitulo 4, Ferreira se dedica para a classificacdo e analise das perguntas
realizadas pelos alunos, ao longo das 29 horas aulas projetadas para a pesquisa. Ao todo
obteve 59 perguntas, duas das quais foram prejudicadas no audio, portanto trabalho com
a classificacdo das 57 perguntas restantes. Utilizou as classificacfes de Jones, porém se
deparou com situacdes em que percebeu que somente as trés classificagdes propostas
por Jones, ndo eram suficiente para promover uma correta classificacdo do estudo e,
portanto, ampliou o universo das classificacbes em: Outras, para porqués sem definicao
especifica, adotando ainda as classificacdes: Logico e Pedagdgico, Cronologico e Légico
e finalmente Cronoldgico, Légico e porqués para aquelas que possuiam as duas ou trés
condi¢Bes de analise simultanea. Fez também uma andlise sobre suas hipoteses inicias.

Conclui que os alunos fazem perguntas do tipo cronoldgico (resposta que
dependem de contextualizacdo histérica), quando sdo estimulados. A maioria dos
questionamentos é do tipo l6gico e muito mais pedagogico. A autora também conclui com
base em Jones que: “os encaminhamentos a serem tomados pelo professor a partir dos
guestionamentos dos alunos serdo mais consistentes quando suas respostas tiverem o
apoio da Histéria, mesmo que as perguntas se enquadrem nos porqués pedagogicos e
l6gicos”. (p. 45).

A seguir a autora buscou em varios livros didaticos embasamento historico para
subsidiar o professor no conhecimento o suficiente para responder aos questionamentos
dos alunos em relacéo aos numeros complexos, se utilizando de fatos historicos. Conclui
gue em apenas poucas obras, encontra-se algum subsidio historico, algumas mais outras
menos. A maioria dos livros didaticos utilizados para o ensino médio, a autora concluiu
que a contribuicdo é insignificante.

Em suas consideracdes finais a autora afirma que sua investigacdo era motivada
em oferecer uma “pequena contribuicdo” em relagao a discussodes existentes, para uma
melhoria no processo ensino-aprendizagem da Matematica. Conclui que seus objetivos
foram alcancados de uma forma satisfatoria.

Também conclui que o material didatico “em Portugués que estao acessiveis aos
professores de Ensino Médio e que tratam do conteddo de niumeros complexos, € pobre

e restrito”. (p.57).
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Considerou a possibilidade de haver alguma divergéncia nos resultados devida o
fato de os alunos saberem que estavam sendo registrados em seus questionamentos,
funcionou como fator inibidor para alguns e motivador para outros. Sua ideia inicial era
gue pudesse obter questionamentos dentro de uma situacdo totalmente natural.

Conclui ainda que “os livros didéaticos (assim como os de Histdria da Matemaética)
pouco dizem dobre o surgimento e a evolugdo dos métodos de calculos utilizados”. (p.
58).

A dissertacdo de Nanci Barbosa Ferreira Araudjo, para a obtencdo da titulacao de
mestre, sob o titulo “Numeros Complexos: Uma Proposta de Mudanca Metodoldgica para
uma Aprendizagem Significativa no Ensino Médio”, apresentada junto a Universidade
Federal do Rio Grande do Norte, em 2006, contando com a orientacdo da Profa. Dra.
Marlucia Oliveira de Santana Varela e co-orientacdo da Profa. Dra. Bernadete Barbosa
Morey.

A presente dissertacdo foi dividida em cinco capitulos, sendo que a autora
reservou o primeiro capitulo para a introducéo de seu trabalho. Inicia informando que sua
experiéncia profissional foi um referencial para seu trabalho, pois sua vivéncia como
professora desde 1986 agrega muitas informacdes e observacdes ao longo desses anos
de trabalho, onde pode perceber as dificuldades encontradas por alunos em relagéo ao
estudo dos Numeros Complexos, principalmente quando representados na forma
trigonométrica e em relacéo a primeira e segunda formula de Moivre.

Faz referéncia a respeito de dados constantes junto ao INEP (Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais), sobre a qualidade do ensino de Matemética no
Brasil, onde segundo a autora, constata-se “que o nivel de escolaridade dos estudantes,
continua refletindo um baixo indice de aprendizagem”. (pg.15).

Observa que no contexto atual, mudancas significativas tém ocorrido quanto ao
ensino da Matematica quanto a preocupacéo de que o educando deve em sua formacao
obter um desenvolvimento conceitual em sua aprendizagem escolar. Segundo a Lei de
Diretrizes e Bases n° 4024/61, orientacdo dada as escolas era de uma educacao
tradicional e com a advinda da Matematica Moderna, houve uma centralizacdo dos

conteudos dentro do campo das estruturas algébricas e da teoria de conjuntos.
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Segundo Araujo, hd alguns anos uma mudanca vem ocorrendo em relagdo ao
Ensino da Matematica, pois Associagbes de Ensino da Matematica, Sociedades de
Professores tém se mobilizado e discutido propostas de melhorias, porém isso tudo ainda
é insuficiente em atender as necessidades dos alunos. Conclui que quando se trata em
relagédo ao estudo dos Numeros Complexos a situagéo é ainda pior.

A autora comenta que durante sua vivéncia profissional, muitos dos
guestionamentos que foram levantados em suas aulas expositivas, ndo eram
guestionamentos embasados nas operacdes, conceitos ou propriedades que envolvem
0s numeros complexos, mas questdes pertinentes a descontextualizacdo do contetdo,
de sua utilidade e aplicacao.

Com base em suas observacdes elencou trés questdes como norteadora de seu

trabalho:

Que motivacbes sdo adequadas a aprendizagem do aluno em relacéo aos
nameros complexos? Que mudangas metodolégicas podem favorecer a
aprendizagem destes contetudos? E como implementar uma metodologia
de ensino adequada? (p.18).

Com o objetivo de responder essas questdes, optou por elaborar uma sequéncia
didatica aplicada por meio de atividades baseadas nos trabalhos de Oliveira (2006) e

Mendes (2001) e aplica-la em sua sala de aula. Segundo a autora,

... acreditamos que o uso de atividades estimula o aluno a estabelecer uma
interagdo maior na sala de aula tanto num raciocinio individual como na
integracéo do conteudo discutido em grupo. (pg. 19).

A autora ainda destaca em sua introducao de que seu trabalho foi articulado com
base na Engenharia Didatica. A seguir, destaca os pontos principais de cada capitulo.

O capitulo 2 foi dedicado aos Numeros Complexos no Ensino Médio, onde faz uma
breve retomada a evolucgao histérica dos Numeros Complexos, com vista a subsidiar as
atividades propostas que serdao desenvolvidas pelos alunos, na fase da experimentacao,
onde o objetivo € articular o contexto historico com as formas representativas (algébrica,
geomeétrica e simbdlica numérica) de um numero complexo. Destaca no enfoque
simbdlico a unidade imaginaria i2 = -1, onde esclarece ndo pertence ao conjunto dos

nameros reais. A partir desse elemento, pode-se deduzir as demais poténcias,
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verificando a repeticdo a cada ciclo de 4. No enfoque numérico, ressalta a importancia
de estender o conjunto dos numeros reais para se obter o conjunto dos nuameros
complexos (C), ja que o conjunto dos nameros reais ndo consegue abrigar elementos
como a raiz quadrada de — 1. Ja no enfoque geométrico, olha para o nimero complexo

na forma a + bi como coordenadas de um ponto que pode ser representada num plano

cartesiano e dessa forma pode-se definir vV—1 como sendo o par ordenado (0, 1). Ha que
se observar que o nimero complexo z quando representado num sistema cartesiano tem-
se a parte real no eixo das abscissas e a parte imaginaria no eixo das ordenadas. Tal
plano é denominado Argand-Gauss.

A partir da representacdo vetorial de um numero complexo z no plano Argand-
Gauss é possivel se obter o0 modulo de z, o argumento de z e a forma polar de
representacdo de z. Observa ainda que € possivel operar-se a soma e a subtracdo no
plano, através da regra do paralelogramo.

No enfoque algébrico, destaca as operacdes de adicdo e multiplicacao existentes
entre os numeros complexos. Define um numero complexo da forma algébrica e também
como par ordenado estabelecendo a parte real e a imaginaria do numero.

Ja no capitulo 3, definiu os caminhos de sua pesquisa. Comec¢ando por apresentar
a escola (CEFET), a sala de aula, os recursos disponiveis e a turma escolhida para a
aplicacao da pesquisa, que trata-se de alunos que passaram por um processo seletivo.
Como a escola (Técnica Federal) possui um planejamento para o ensino de matematica,
sua pesquisa procurou se adequar dentro do planejamento da escola (num total de 12
horas aulas). Descreve também sobre sua metodologia adotada, respaldando sua
pesquisa em Michéle Artigue, Douady e também Waldegg. Entende que uma
metodologia que privilegia dados da realidade com os conhecimentos matematicos
facilita a aprendizagem, o que torna a atividade significativa. Na sequéncia, a autora
explica sobre a engenharia didatica e as razdes pelas quais optou por essa metodologia.

Na primeira fase discorre sobre os processos metodolégicos adotados em sua
pesquisa. Faz uma andlise de como o conteudo é abordado nos livros didaticos, tomando
uma amostra de dez livros. Observou além do tratamento dado, o quanto de paginas do
livro € destinada ao conteudo, a quantidade de exercicios, 0s tipos de exercicios, etc. Fez
também uma entrevista com professores de matematica com o proposito de investigar

185



como 0s numeros complexos séo trabalhados pelos professores colegas, procurando
obter informacdes sobre como o professor vé a importancia desse conteldo, se relaciona
a histdria com o conteudo, as dificuldades dos alunos na compreensao desse conteudo,
etc.

Na segunda fase, analise a priori, preparou uma sequéncia didatica através de
atividades, com perguntas selecionadas e situacdes problemas que trabalhassem numa
ordem crescente de dificuldade e finalizando com uma avaliagéo.

Ja na terceira fase, destinada a aplicacdo das atividades da pesquisa, onde
durante as 12 horas aulas, propds atividades que apresentassem 0s nimeros complexos,
suas formas representativas, suas definicbes e operacdes. Fez um registro de cada aula
€ como se processou a aplicacdo, sendo que ao final de cada aula, resolvia e explicava
item a item daquilo que fora sugerido ao aluno que fizesse, por tentativa, como uma
descoberta.

Dentro do capitulo 4, a autora coloca a quarta fase que trata da analise a posteriori,
buscando a interpretacdo e compreensdo dos resultados obtidos. A autora divide essa
etapa e faz andlise sobre: o material apresentado nos livros didaticos em relacdo aos
ndameros complexos; 0s comentarios das respostas das entrevistas realizadas com
professores, onde ressaltou que nenhum dos professores entrevistados trabalha com os
ndameros complexos através de atividades; discussdo sobre alguns resultados mais
relevantes da experimentacéo realizada em classe, onde aborda sobre qual era o objetivo
comparando com os resultados obtidos para cada atividade proposta, culminando com a
avaliacao final, respaldada pelas respostas dadas por alunos, onde concluiu que sua
proposta metodoldgica foi alcancada dentro de suas expectativas.

No capitulo 5, a autora realizou suas consideracdes finais, observou que apés a
avaliacdo do bimestre, constatou que os alunos tiveram um bom aproveitamento do
conteudo, pois somente 10% ficaram com notas abaixo da média, o que |lhe serviu como
resposta as suas questdes iniciais, de forma positiva. Salienta a autora também que entre
as respostas obtidas na entrevista realizada com professores, confirmou as analises
realizadas nos livros didaticos em que se observa a falta de contextualizacéo significativa,

de forma a respaldar o trabalho em sala de aula e também a dificuldade que os alunos
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tém em articular os numeros complexos na forma algébrica ou geométrica com a

trigonometria.

Em sua dissertacdo para a obtencao da titulacdo de mestre, Luciene de Paula
apresentou junto a Universidade Federal do Mato Grosso, em 2007, sob o titulo
“Interpretagdo Geométrica dos Numeros Imaginarios no Século XIX: A Contribuicdo de
Jean Robert Argand (1768-1822)”, e que contou com a orientacdo do Prof. Dr. Michael
Otte. Seu trabalho foi subdividido em Introducao, Capitulo 1, Capitulo 2, Capitulo 3,
Capitulo 4, Capitulo 5 e Consideragdes finais.

Introduzindo seu trabalho a autora destaca os dois movimentos que existiam no
inicio do século XIX, “onde de um lado o movimento da aritmetizacéo e do rigor aritmético
e, de outro lado, se desenvolveu a algebra abstrata e a axiomatica moderna (OTTE,
1989)". (pg. 12).

Segundo a autora, a diferenca que permeava esses dois grupos, centrava-se na
maneira como cada um encarava a existéncia dos nimeros imaginarios, ou seja, de um
lado o0 movimento da aritmetizacdo que ndo aceitava que nameros imaginarios tivessem
significado préprio, apesar de considerarem que eram formados por pares de nimeros
reais. Por outro lado, o movimento da algebra abstrata e axioméatica, ao considerar os
ndameros complexos como vetores e procuravam representa-los geometricamente. No
entanto, segundo a autora, ambos 0s grupos concordavam de que 0S numeros
imaginarios ndo podiam ser tratados como meros simbolos de calculo, assim como
haviam sido considerados desde sua evolugao a partir de Cardano e Bombelli. (pg. 12).

Ainda em sua introducéo, Paula faz mencao sobre a importancia da distingdo dos
dois movimentos que segundo Hintikka, foram acompanhados por diferentes concepcdes
l6gicas. Menciona ainda sobre alguns trabalhos como de Boole, Grassmann, Cardano e
Bombelli, e afirma que seu trabalho pautou-se por apresentar 0os numeros imaginarios a
luz de Jean Robert Argand.

Em cada capitulo a seguir, Paula discorre sobre a historia da matemética,
procurando trazer o foco das razdes pelas quais levaram ao descobrimento dos nimeros
racionais. A autora dividiu em topicos de forma que retoma a histdria sempre que
necessario, abordando em cada qual com um aspecto diferenciado. A riqueza do
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minucioso contexto histérico encontrado nesse material oferece ao leitor uma importante
fonte de pesquisa e informacdo. A luz das informagdes aqui contidas é possivel
compreender o motivo do porqué se levou tantos séculos para que 0S nuameros
complexos pudessem emergir.

O capitulo I, denominado Simbolizacdo, Paula parte da algebra de teoria das
equacdes, iniciando seu contexto histérico com os tabletes sumérios e como os egipcios
possuiam um grau de conhecimento, capaz de utilizar para a resolucdo de problemas do
cotidiano, isso tudo no século XVI a.C. A autora ainda observa que: “Em geral é correto
afirmar que o desenvolvimento da 4&algebra em alguns paises atravessou,
sucessivamente, trés fases: a retorica, a sincopada e a simbodlica.” (pg.19)

Segundo a autora a fase retorica € caracterizada pela auséncia de simbolos
representativos e onde se utilizavam de palavras para indicar as expressdes. Na
atualidade essa representacao ganhou uma nova roupagem. A algebra sincopada trata-
se de uma transi¢ao entre a algebra retorica e a algebra simbdlica.

A partir desse ponto, a autora introduz através da histéria da evolu¢cdo matematica
e 0 surgimento gradativo da simbologia utilizada atualmente. Desde a maneira como 0s
hindus abreviavam certas palavras, o surgimento dos simbolos (—) e ( + ) na Europa
medieval, passando por Diophantus de Alexandria, o primeiro mateméatico a reconhecer
as fracbes como numeros, onde a algebra grega era totalmente retérica, pois 0s mesmo
se utilizavam de letras do alfabeto para representar nUmeros, o causava algumas
confusdes. Devem os gregos serem considerados como o precursor da algebra moderna.
Tais simbolos (letras gregas) sdo ainda utilizados nos dias de hoje, costume esse
herdados dos gregos. De acordo com a autora,

Sem os simbolos, o objeto € uma percepgdo humana e reflete todas as
fases que os sentidos humanos adquirem; substituindo por um simbolo, o
objeto torna-se uma abstracdo completa, um mero operando sujeito a
certas operacoes indicadas. (pg.21).

Por outro lado, ndo se pode desprezar a contribuicdo dos hindus, apesar de que
sua matematica teve pouca influéncia na Europa, mas é deles que parte a algebra
sincopada, ja que conseguiram atribuir simbolos para operacbes e igualdades
fundamentais, e também para numeros negativos.
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Falando sobre a matematica arabe, a autora, observa que a civilizagdo mulgumana
naquele periodo era uma mistura das culturas oriental e a helénica. O matematico mais
famoso dessa cultura, Omar pode ser considerado como o0 que deu origem aos métodos
gréaficos, além de haver indicios de que ele foi o precursor de Isaac Newton na descoberta
da férmula binomial. No periodo em que a cultura mulgumana atingia um apice, a Europa
dormia profundamente, logicamente pela condicao politico-religiosa imposta a Europa,
na idade média, pela Igreja Romana. Coube a Fibonacci ser o primeiro a romper esse
sono europeu, apresentando contribuicbes valiosas para aritmética, algebra e a
geometria que foi a mola propulsora da matematica italiana.

Final do século XVI a contribuicdo de Viete, teve um papel dominante no
desenvolvimento da matematica, devido sua proposta de se utilizar de letras para
equacionar a algebra, trazendo a época uma ruptura com as tradicdes estabelecidas,
pois a partir dessa notacdo, abriu-se espaco para o avan¢o da algebra que estava
estagnada, “visto que a utilizagdo de letras liberou a algebra da escravidao das palavras”.
(Pg.26).

A autora discorre a partir de Viete, o rompimento com os limitadores existentes na
matematica, frente a oportunidade de poder definir as operacdes, estabelecer ordem aos
conjuntos, definir como corpo, ou seja, dar uma estrutura, de tal forma que culminou com
Peano (século XIX/XX) toda a fundamentacdo conhecida hoje como matematica
moderna.

No capitulo 2, tem como tema as equacdes do segundo grau, do terceiro grau e
as quantidades impossiveis ou imaginarias, a autora comeca por fazer uma analogia de
como é apresentada de forma natural nos dias atuais, a existéncia do conjunto dos
nameros complexos, porém para solucédo de algumas equac¢des do segundo ou terceiro
graus, o que segundo a autora, poderia levar ao estudante “questionar do porqué resolver
essa equacao? E quem se preocupa se ela tem alguma solugao?” (pg. 38). Isso ocorre
porque para o estudo dos numeros naturais, dos inteiros, dos racionais e dos reais, ha
uma motivacao e uma justificativa, porém, a compreensédo da importancia e utilizacdo dos
nameros complexos vai além de um nivel introdutério. S&o necessarios conhecimentos

mais sofisticados para poder entender as aplicacoes.
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Com relacdo a resolucdo de uma equacgdo do segundo grau, se da de forma
simples, utilizando-se a formula que no Brasil foi introduzida em 1960, e é imputado a
Bhaskara, o que é uma inverdade. E verdade que o Hindu Bhaskara (século XIl),
apresenta varias resolucdes de equacdes do segundo grau, porém seu trabalho trata-se
de copia de trabalhos ja escritos anteriormente. Pela historia, sabe-se que no final do
século XVI, ndo se utilizava nenhuma férmula para obtencédo das raizes de equacgdes
quadraticas. O surgimento das férmulas aparece depois do trabalho de Viete.

No antigo Egito, aproximadamente 1800 a.C., ja se encontravam trabalhos de
resolucdo envolvendo equacdes de segundo grau, logicamente utilizando a forma
retérica. Segundo a autora, a historia mostra que 2000 a. C., os babilénicos ja eram
capazes de resolver equacgdes equivalentes a do segundo grau, ja que sua algebra era
bastante avancada. Ja os gregos, conseguiam resolver as equacdes do segundo grau
por métodos geométricos. Os hindus por sua vez, habeis aritméticos e que contribuiram
de forma importante para a algebra, utilizavam-se do método do retorno para resolucao
de problemas aritméticos. No mundo Arabe, Al-Khowarizmi utiliza-se da forma retérica e
geométrica (distinta dos gregos), através de um método denominado método do
complementar quadrado, para resolver equagdes do segundo grau.

J& na Europa, do século XV ao XVII, utilizava-se para a resolucdes envolvendo
equacdes de segundo grau, a receita de Bhaskara.

Foi Viete que introduziu a formula utilizada por nés hoje, para a resolucao de
equacdes de segundo grau, férmula essa, denominada no Brasil como sendo formula de
Bhaskara. Descartes no século XVII, também desenvolveu um método para resolucéo,
sendo um método geométrico para obtencéo de solucdo positiva.

Quanto as equacgbes do terceiro grau, a autora comeca a discorrer sobre a
participacdo de Paccioli (sec. XV), abordando na sequéncia a contribuicdo de del Ferro
(sec. XV/XVI), esse desenvolveu um método para resolucédo de equagdes cubicas, porém
nunca publicou. Sua contribuicdo somente apareceu devido ao seu genro, sucessor na
Universidade e seu aluno Fiore que teve a audacia de desafiar Tartaglia para uma
competicao. Tal competicdo vencida por Tartaglia ficou conhecida, o que levou Cardano
a persuadi-lo a contar sobre a forma de resolucao das equagdes cubicas. Cardano acaba
por publicar a forma de resolugdo, o que gerou intrigas com Tartaglia, devido ao um
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juramento de segredo feito por Cardano a Tartaglia. A férmula hoje conhecida é chamada
de formula de Cardano-Tartaglia. Cardano, porém avangou seus estudos obtendo
solugcbes por radicais de equacdo do quarto grau. ISso permitiu ao avanco para o
reconhecimento das raizes multiplas e até a aceitacdo das raizes negativas.

A autora descreve ainda, sobre as quantidades impossiveis ou imaginérias,
ressaltando que em 275 d.C., Diophanto de Alexandria ja havia se deparado com raiz de
namero negativo, e havia percebido a possibilidade de resolucdo. No século XVI,
Cardano se depara com um problema cuja resolucdo via equacdo recai em raizes
negativas, no entanto, conhecia o resultado. Coube a Bombelli (sec. XVI) a explicar o
procedimento para resolucdo da equacdo do problema proposto por Cardano. Bombelli
publicou uma obra onde se utilizava da formula de Cardano para resolucdo de equacao
cubica, onde essa recaia em uma raiz negativa, porém ele conhecia que um dos
resultados era um nuamero real, ou seja, a equacao possuia solugcdo, muito embora
quando equacionada recaisse em raiz de um ndamero negativo. O achado de Bombelli foi
importante para o avanco dos nameros complexos, no entanto para a resolucdo de
equacdes cubicas naguele momento, pouco contribuiu, ja que era necessario se
conhecer uma das raizes. Ainda Euler no século XVIII, demonstrava desenvoltura ao se
utilizar dos numeros imaginarios, apesar de manter duvidas quando a sua legitimidade.
Nesse periodo, apesar de todos os esfor¢cos, os niumeros imaginarios eram totalmente
destituidos de significado, o que impedia que fossem totalmente aceitos.

O capitulo 3 a autora se dedicou em mostrar a representacdo geométrica: o elo
legitimador dos ndmeros imaginarios. Os nimeros imaginarios ganham legitimacao a
partir do século XIX, e devido as tentativas de Hamilton em ampliar a representacéo
geométrica de numeros complexos para o R3, que o levou a descobrir os quatérnions.

Nesse capitulo a autora, comega por apresentar Wessel (sec. XVIII), um
respeitado agrimensor e que publicou um brilhante trabalho representando um numero
complexo em um plano complexo, com um vetor dirigido da origem do sistema ao ponto
formado pelo nUmero complexo que possui um par de elementos reais. Dessa forma era
possivel verificar o angulo formado, o que permitiu escrever o nimero em sua forma
polar, além de poder se determinar o comprimento do vetor. Em seu trabalho, Wessel

conduziu a articular os numeros complexos com operagcdes vetoriais. Dessa forma
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Wessel conseguiu descobrir como multiplicar segmentos de retas a partir de
generalizagbes dos numeros reais. A autora discorre aqui com riqueza de detalhes o
trabalho desenvolvido por Wessel, e ressalta que seu trabalho ficou esquecido até ser
redescoberto.

Em seguida apresenta Argand, que viveu no final do século XVIII, inicio do século
XIX e que publicou um pequeno panfleto sobre maneiras de representar as quantidades
imaginarias nas construcbes geométricas e que por sorte do destino, copia desse
trabalho foi parar nas maos de Legendre (sec. XVIII/XIX). Legendre por sua vez, passou
esse trabalho para Francais, que se utilizou para problemas matematicos relacionados a
artilharia. Este por sua vez quando faleceu, seu irméo Jacques recebeu por heranca os
documentos do irmao. Jacques acabou por publicar um artigo sobre aquelas ideias em
uma renomada revista de matematica. Durante esse periodo Wessel nem Argand néo
tomaram conhecimento do trabalho um do outro, que eram semelhantes. Somente no
final do século XIX é que o trabalho de Wessel é descoberto e percebe-se que ele
antecedeu o trabalho de Argand.

A autora também menciona sobre o trabalho desenvolvido por Buée que prop6s
uma interpretacdo geométrica para as quantidades imaginarias. Trata-se de um trabalho
longo e confuso devido a diferentes espécies de operacdo. Da detalhes e explicacdes

sobre o que consistia o trabalho de Buée e qual era sua interpretacéo em relacéo a v—1.
Menciona o matematico Playfair e sua posicado dentro do contexto do trabalho publicado
por Buée.

Destaca ainda a respeito de Grassmann (séc. XIX) que teve uma valiosa
contribuicdo dentro das estruturas da Teoria das Extensdes Lineares, trazendo luz sobre
0 assunto, o que permitiu o desenvolvimento de uma algebra geométrica. Foi Grassmann
gue conseguiu definir o produto de vetores e com isso estabeleceu-se uma nova teoria
para o eletromagnetismo. Nesse mesmo periodo, Hamilton publicou seu trabalho onde
obteve um sistema chamado quatérnions que se mostraram ser objetos muito
adequados para descrever operac¢des no espaco tridimensional. No final do século XIX,
Clifford organiza um trabalho unindo a estrutura do sistema de Grassmann e de Hamilton
denominada éalgebra geométrica, conhecida hoje por algebra de Clifford. Mas, foi
somente final do século XIX, inicio do século XX que o trabalho de Grassmann passou a
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ganhar notoriedade, primeiramente com Clifford, seguido por Gibbs que propagou mais
intensamente o trabalho de Grassmann ao estudar o problema dos quatérnios chegando
a publicar varios artigos mostrando a relacdo existente nos trabalhos de Hamilton e
Grassmann.

Para o capitulo 4 a autora reservou para mostrar com riqueza de detalhes, todo o
trabalho desenvolvido por Argand partindo de suas explicagdes iniciais, concepcgoes e
generalizacles, para se fazer entender no significado do que seria a interpretacao da raiz
de um numero negativo, como sendo uma rotacdo de 90°. Trata-se de uma boa fonte de
pesquisa do assunto.

Ja no capitulo 5, Paula abordou as reflexdes sobre o ensino dos numeros
complexos, onde afirma que normalmente esse conteudo faz parte do programa do
ensino médio e também nos programas de Bacharelado e Licenciatura de Matematica,
no entanto, a autora conclui que esse contetdo ndo é abordado de forma adequada, pois
no ensino médio é considerado conceitos muito abstratos e no ensino superior, esse é
um tema muito elementar, ou seja, ha uma falta de equilibrio entre as informacdes e isso
tem causado alguns problemas ao ensino de certos contetdos do ensino superior, para
aqueles que optam em seguir carreira na area de exatas. A autora procurou subsidio para
suas reflexdes em livros didaticos do ensino médio, testemunhos de professores e
alunos, analise de provas e até de concursos. Coloca ainda em sua reflexdo que a forma
como € apresentada os numeros complexos aos alunos, onde a unidade imaginaria i
aparece como que por encanto, um passe de magica, tudo isso é totalmente absurda.
Por essa razdo passa a ser destituido de real significado ou qualquer utilidade quer seja
no campo da Mateméatica ou da Fisica. Comenta sobre a importancia da operacao
multiplicativa, visto essa se apresentar como rotacdo em torno do eixo, abrindo espaco

para um campo vasto de analises. Para a autora,

O enfoque algébrico permite logo a operar com os nimeros complexos sem
dificuldade. Mas a experiéncia tem mostrado que, quando se perde a
chance de introduzir os nUmeros complexos como entes geométricos, em
geral ela ndo é recuperada, mesmo quando mais tarde, se introduz
(quando se introduz) a forma trigonométrica. (p.119).

A seguir a autora aborda qual seria uma proposta ideal para se introduzir o estudo

dos numeros complexos de uma forma geométrica e a partir disso construir o conjunto
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dos numeros complexos de uma forma mais natural, ou seja, olhando como par
ordenado, passando entdo a trabalhar os conceitos de igualdade, adi¢do, o elemento
oposto, a forma algébrica, a subtracdo, a multiplicacdo, sempre considerando os pares
ordenados para entdo se introduzir o significado que sera algo dedutivel a partir da
definicdo adotada, para i2 = -1. A partir disso entdo, passa-se a compor a algebra que
envolve os numeros complexos, operacao de divisdo, a forma polar, potenciacdo e
radiciacdo de niumeros complexos.

A autora tece ainda mais algumas reflexdes de aprofundamento como a imersao
de R em C, e arelacdo de ordem que existe C.

Em suas consideracgdes finais a autora chama a atengédo para um problema
epistemoldgico que considera grave e questiona o porqué o movimento do rigor aritmético
prevaleceu fortemente no ensino em detrimento do pensamento relacional da axiomatica
abstrata, sendo que esse Ultimo € a Unica maneira de se dar uma interpretacao
satisfatoria dos numeros complexos. A autora se coloca ainda de que a interpretacao
geométrica dos numeros imaginarios veio romper com o paradigma de uma algebra

formal mostrando uma nova forma de entendimento, de teoria de estruturas.

A dissertacdo para a obtencdo da titulacdo de mestre sob o titulo “O uso
Pedagdgico de uma Sequéncia Didatica para a Aquisicdo de Algumas Ideias
Relacionadas ao Conceito de Numeros Complexos”, foi apresentada por Robson de
Oliveira Santos junto a Universidade Federal do Rio Grande do Norte, em 2008, e contou
com a orientacao do Prof. Dr. John Andrew Fossa.

A presente dissertacdo Inicia-se com uma breve apresentacdo onde 0 autor
destaca alguns pontos importantes em seu trabalho, tais como informar que iniciou
fazendo uma analise histdrica que envolveu o surgimento dos nameros complexos e
usando do referencial historico, para compor suas atividades que denotassem uma
sequéncia didatica sugestiva para o ensino de Numeros Complexos. Afirma o autor que
foi motivado pela dissertacdo de Rosa (1998) apresentado junto a PUC. Também faz
alusdo de que sua fundamentacédo tedrica estd embasada “nos principios de Richard

Skemp (1980) na sua formacgéo do conceito e atividades estruturadas”. (p.12).
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No Capitulo I, trabalha com sua introdugéo de forma subdividida em alguns topicos
como a problemética, fazendo a aluséo sobre as possibilidades diferenciadas para inserir
o conteudo no Ensino Médio. Observa que em sua sugestéo, procura da énfase do
conteudo, partindo da resolucdo de equacdes de segundo grau, cujo discriminante €
negativo, visto depender de conceitos dos quais os alunos ja estdo familiarizados.
Justifica suas ideias afirmando que o padrdo das aulas de matemética é a tradicional
onde o contetdo é ministrado de forma sem sentido frente a uma “crescente preocupagao
dos autores em abordar as questdes e conceitos cientificos por uma OGtica mais
humanistica, enfatizando os aspectos historicos”. (p.15). Aborda ainda que, 0s seus
objetivos estdo fundamentados em proporcionar aos alunos uma motivacdo pela

necessidade dos numeros complexos. Em sua metodologia, alega que:

“

. € importante que o aluno do ensino médio entre em contato com o
conceito de numero complexo entendendo que este possui um significado
e que com ele poderemos chegar a resultados reais de diversos problemas,
constatando que conceitos matematicos ndo surgem do nada”. (p.18)

Comenta ainda que a pesquisa foi elaborada em trés etapas ou seja, aplicou sua
pesquisa em trés diferentes escolas, com os alunos do 3° ano do ensino médio. Tomou
como base para analise a ultima pesquisa, visto as duas anteriores terem apresentado
alguns contratempos e consequentemente seus resultados sao questionaveis.

Santos coloca ainda que em seu percurso de trabalho utilizou-se do método
qualitativo baseado no construtivismo de Piaget, incorporando a histéria da matematica
e os principios defendidos por Skemp.

No capitulo Il, Santos se dedica a sua Fundamentacao Teorica, trabalhando sobre
a ideia do construtivismo e a historia dos Nameros Complexos. Utiliza-se das falas de
Fossa, Mendes e Skemp, para justificar sua fundamentacdo construtivista e também
como a histéria da matemética eixo norteador de suas atividades didaticas. Afirma o autor
que a utilizacdo da histéria permite aos alunos a investigacdo das dificuldades
encontradas pelos matematicos do passado, bem como suas maneiras para superar tais

dificuldades. Alega o autor que:

E comum encontrarmos em todos 0s niveis de ensino alunos que ainda
tém uma visdo equivocada dos conceitos matematicos, isto é, fazem jus a
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crenca de que esses conhecimentos surgem de forma acabada como um
passe de mégica. (p.36).

Baseado em suas pesquisas, entende que a histéria da matemética pode servir
de instrumento a contribuir com o aprendizado de forma humanizada, além de permitir
uma articulacéo entre varios conceitos.

Faz nesse capitulo ainda, um breve histérico do surgimento dos nuameros
complexos, introduzindo a partir do século XV com o trabalho de Chuquet, passando por
Cardano, Bombelli, Girard, Gauss, Descartes, Wallis, Euler, Wussing, Millies, Wessel,
fazendo um breve relato dos pontos principais de cada um desses matematicos do
passado.

O capitulo Ill, Santos se debrucou na fase exploratéria de sua pesquisa. As
experiéncias negativas anteriores (duas), serviu como base para reestruturar alguns
pontos que julgou importantes, como por exemplos, fazer uma revisdo de conteldos
basicos que necessitavam ser de dominio dos alunos, para que sua proposta pudesse
surtir o efeito esperado. Comeca por apresentar escola e a turma escolhida para o
trabalho. Observa que a turma era relativamente pequena, o que proporcionou condi¢oes
para a obtencéo de resultados melhores. Os alunos foram assiduos e participativos, pois
a turma era homogénea.

Sua sequéncia didatica é composta em quatro atividades, onde em cada qual esta
elencado uma sequéncia de questbes construtiva (modelando), para a formacgao do
conceito, mas sempre iniciando por uma ou duas questdes motivadoras. Utilizando-se da
sequéncia dos fatos histéricos, mescla a informacéao histérica, mostrando as dificuldades
enfrentadas pelos matematicos do passado em conceber os numeros complexos,
fazendo com que os alunos experimentassem as mesmas inquietacdes por tentar
compreender os resultados encontrados. Finaliza o capitulo Ill, apresentando sua analise
critica em relacdo a cada questéo abordada e a forma como os alunos conseguiram total
ou parcialmente, ou ainda ndo conseguiram, concluir os resultados, apresentando
também toda uma analise feita em cima das falas dos alunos da entrevista realizada ao
final da aplicacdo da pesquisa, onde foram feitas varias questdes aos alunos, sobre suas
dificuldades encontradas na construcdo dos conceitos apresentados. Conclui ainda que,

a figura do professor € importante nesse processo de constru¢do, pois interage com os
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alunos, ajudando-os a superar as dificuldades encontradas. Afirma ainda que nao € seu
objetivo induzir sua metodologia em substituicdo as outras, mas contribuir, apresentando
mais uma possibilidade, uma alternativa para a introducdo ao ensino dos numeros
complexos.

O capitulo 1V é direcionado para as conclusdes finais, onde observa que em
relacdo aos seus objetivos, obteve éxito, pois houve a interacdo dos alunos com a
proposta do autor. Percebeu em alguns alunos a resisténcia a uma nova metodologia de
aprendizado, visto os mesmos estarem acostumados com as aulas tradicionais. O
trabalho foi articulado em dupla, o que segundo o autor proporcionou a dupla a discussao
quanto a forma de resolucdo das atividades propostas, o que tornou positivo o0s
resultados. Concluiu que a articulacdo das questbes elaboradas dentro do contexto
histérico também foi salutar, pois a maioria dos alunos se sentiu motivados na busca por

solugoes.

Sob o titulo “A Histéria dos Numeros Complexos: das quantidades sofisticadas de
Cardano as linhas orientadas de Argand”, Ulicio Pinto Junior apresentou sua dissertacéo
para a obtencédo da titulacdo de mestre, junto a Universidade Federal do Rio de Janeiro,
em 2009, e contou com a orientagao do Profa. Dra. Tatiana Marins Roque.

Em sua pesquisa, o autor subdividiu seu trabalho em Introducéo, trés capitulos e
Consideracdes Finais.

Na Introducdo, o autor comeca observando que o conteddo dos numeros
complexos nos livros didaticos, ndo é apresentado em uma ordem histérica. Além do
mais, ao ser introduzido como uma extensdo dos conjuntos numeéricos transmite uma
impressédo de que “a histéria dos conjuntos numeéricos é linear” (pg. 8), com propdsito de
solucionar equacdes. Outro ponto importante que o autor destaca estd no fato da
resisténcia por parte dos docentes com relagcdo a abordagem do conteudo, 0 que tem
promovido para sua eliminagéo dos curriculos escolares, justificando a falta de aplicacao
concreta em relacdo ao contetdo. O autor ainda se coloca como parte integrante de
professores que desconhecem o surgimento e o motivo que levaram a descoberta dos

nameros complexos e qual teria sido seu papel no desenvolvimento da matematica.
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O pesquisador optou, no entanto em trabalhar com o contexto histérico que
antecedeu a formalizacdo dos numeros complexos que conhecemos hoje, ou seja, seu
propésito foi centralizado em compreender o surgimento dos nimeros complexos e o que
teria realmente motivado isso.

No Capitulo |, as equagdes cubicas e as quantidades “sofisticadas”, o autor
informa que leitor que ha um equivoco de que os numeros complexos surgiram para
solucionar as equacgfes quadraticas, as quais ja apareciam na matematica dos tempos
grega provenientes de investigacbes geométricas, onde algumas solucées ndo podiam
ser determinadas. Mesmo com o desenvolvimento da matematica pelos arabes, ainda
assim, as solucdes que nao se podiam justificar geometricamente eram consideradas
insolaveis.

O autor aborda que a busca por solucfes das equacgdes cubicas, vem desde o0s
tempos gregos, onde é possivel encontrar trabalhos de Diofanto do qual se conhece um
dos resultados, porém ndo se sabe como foi a concluséo obtida por este. Também o
matematico arabe Khayan, apoiado nos trabalhos de Apoldnio encontrou resultados para
varias equac0des cubicas. Vale salientar, no entanto que nesses casos aqui mencionados,
todas as solucbes dessas equacdes se apoiavam em problemas geométricos. Segundo

0 autor:

Por centenas de anos, matematicos procuravam uma férmula de resolucdo
de cubicas através de radicais, analoga a que se usava para a solucéo de
equacdes quadraticas. (pg. 12).

Menciona sobre o trabalho de Pacioli e del Ferro, se detendo no desafio de Fior,
discipulo de Del Ferro, direcionado a Tartaglia, onde este por sua vez foi vencedor, o que
levou a Cardano a informacdo de que Tartaglia havia encontrado um método para
solugdes das equacgbes cubicas. Cardano por sua vez ludibriou Tartaglia e extraiu desde
a informacéo sobre seu método, vindo publicar, onde o autor observa que um aspecto
importante no trabalho publicado por Cardano, foi trazer a informacéo da “existéncia de
quantidades sofisticadas” (pg.14), referindo-se as raizes quadradas de numeros
negativos. Salienta o autor que Cardano ndo fez caso sobre esses numeros, antes

“construiu exemplos que expressam o propésito de lidar com estas quantidades”. (pg.14).

198



Para o autor, além de Cardano demonstrar as férmulas de Tartaglia e del Ferro,
ele foi além pois encontrou e demonstrou a existéncia de multiplas raizes para varios
tipos de equacdes cubicas e biquadradas, observou as relacdes entre raizes,
estabelecendo relacdes entre as raizes e 0s termos numeéricos da equacgao, e até mesmo
a equacdes que teriam duplicidade de raizes e logicamente encontrando solugfes
envolvendo raizes quadradas de niUmeros negativos.

O autor ainda demonstra a férmula de Cardano para reducéo de termo e menciona
gue em seu trabalho, Cardano mostrou e demonstrou os 13 casos diferentes de equacdes
cubicas que envolviam o termo quadratico. Na sequéncia o autor apresenta a resolucao
feita por Cardano, tal qual publicada em seu livro Ars Magna, e apresenta uma analise
da linguagem adotada por este, reescrevendo em linguagem matematica atual. O autor
salienta que em cada caso apresentado por Cardano, ele teve a preocupacao em trazer
fundamentacdo geométrica para suas demonstracdes. Salienta ainda que, “Cardano se
referia as raizes de nimeros negativos como sofisticadas e chegou a avaliar que esses
resultados eram tao sutis quanto inuteis”. (pg. 23)

Logo apéds, apresenta o trabalho de Bombelli, observando que o trabalho dele,
foi influenciado por Diofanto. Também faz mencao sobre a contribuicdo notavel que
Bombelli deixou, com relagdo a linguagem simbdlica por ele adotada, considerada um
grande avanco para época. O autor apresenta alguns trechos da obra de Bombelli,
comparando a linguagem utilizada por ele com a linguagem simbdlica atual. Bombelli
ainda, se utilizou da formula de Cardano e demonstrou que solucbes de equacles
cubicas, das quais eram consideradas irredutiveis, visto suas raizes se darem com raizes
quadradas de numeros negativos, conhecendo que a solucdo (raizes) da equacéo era
valores reais, mas que com a aplicacédo da férmula de Cardano, recaia em raiz quadrada
de numero negativo. Nesse aspecto, Bombelli abriu espaco para a importancia da
existéncia dos numeros complexos. A partir de Bombelli, quantidades imaginarias
comecaram a ser utilizadas em calculos, apesar de ainda causar incOmodo.

No capitulo I, o autor aborda os niumeros imaginarios na matematica dos séculos
XVII e XVIII. A abordagem é feita a partir de Harriot, considerado um dos pais da Analise
Matematica. Harriot introduziu a condi¢do de transportar os termos do segundo membro,
com atribuicéo de sinais e igualando a equacéo ao zero. Uma de suas contribuicdes &
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uma formaliza¢do inovadora para encontrar equagdes canonicas a partir de produtos de
fatores binbmias. Apesar de ndo admitir raizes negativas como solu¢des para equacdes
cubicas, mas suas equacdes canbnicas serviram de referencial para se encontrar o
namero de raizes de equacdes do terceiro e quarto graus, desde que essas raizes sejam
estritamente positivas. Também inventou os simbolos >, <. Para Harriot, raiz quadrada
de numeros negativos séo tidas como inexplicaveis.

Na sequéncia, o autor, relata um pouco da vida de Girard e sua contribuicdo para
a matematica. Segundo o autor, Girard também introduz alguns simbolos para
representar operacdes. Na época ndo havia uma notacao padréo e Girar tinha sua prépria
notacado para resolver equacdo quadratica por exemplo. Foi Girard que enunciou o
teorema que relaciona o nimero de raizes de uma equacdo como seu grau. O autor ainda
comenta sobre a obra de Girard, mostrando a forma como ele exemplificou algumas
solugdes. Acredita que Girard foi influenciado com as obras de Chuquet, Stiefel e
Bombelli. Segundo o autor, “provavelmente ele foi o primeiro a fornecer a ideia precisa
sobre a representacdo dos nimeros negativos, quando este afirmou que era de forma
geomeétrica que se explica solucdo por menos ou mais, no primeiro caso retrocede e no
segundo caso avanga”. (p.33)

Avancando na matematica dos séculos XVII, agora € a vez de Descartes. Em
relacdo a obra deste mateméatico, o autor coloca um destaque especial, mostrando
detalhes e transcrevendo trechos da obra dele. Segundo o autor, Descartes introduz uma
simbologia matematica muito préxima da que usamos nos dias atuais. O autor ainda traz
as demonstracdes com contextos geométricos que foram feitas por Descartes em relagcéo
a analise feita por ele para equacdes quadraticas. O autor destaca que para Descartes,
guando a solucdo de uma equacéo se dava por um namero negativo, ele concluia que a
raiz era falsa, ou seja, verdadeira para resultados positivos, e falsa, para resultados
negativos. Em um trecho da obra de Descartes que foi destacado pelo autor, ele afirma
arespeito de uma equacao cubica que possui uma unica raiz real, as outras duas, embora
nods possamos soma-las, diminui-las ou multiplica-las de acordo com as regras
estabelecidas, permanecerdo sempre imaginarias. (p. 41). Segundo o autor, a influéncia

da obra de Descartes foi significativa para os sucessores dele.
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“O século XVII é o palco de uma verdadeira explosdo matematica” (p.42), afirma
Pinto Junior. Em todas as &reas da matematica ocorrem grandes avangos e como muitas
das inova¢des ndo estavam apoiadas dentro do rigor matematico, isso abriu espaco para
gue 0s numeros complexos pudessem ser vistos sob uma nova perspectiva. O autor
destaca da obra de D. Flament que trés campos da pesquisa contribuiram para a
utilizacdo dos numeros imaginarios nos calculos matematicos e também sobre o
progresso de sua utilizacdo. S&o eles: | - Tentativas de banir os imaginarios dos
resultados. Aqui introduz a visdo de Leibniz e sua contribuicdo e Huygens sobre os
nameros imaginarios. Aborda sobre Moivre e seu trabalho, fazendo as demonstracdes
obtidas por ele, para determinar a solucdo de equacao de grau impar. Observa que
Moivre se utiliza uma tdbua logaritmica para efetuar algumas operac¢des. O mais
importante resultado de Moivre esta relacionado a formula trigonométrica. Apresenta
seqguir o trabalho de Nicole, corolério I, Il e lll, em relacdo a equacdes cubicas e suas
demonstracdes. Nesses trabalhos, o autor faz observagbes sobre a maneira como se
apresentavam 0s numeros imaginarios, como eram denominados e também a forma
simbdlica utilizada por cada um.

No século XVIII, faz andlise sobre o trabalho de Euler e sua contribuicdo, onde
este comecou por esclarecendo sobre a formula de Moivre, que devem ser utilizadas as
quantidades imaginarias, pois sdo de grande utilidade na combinacao e na multiplicacéo
de arcos.

Ja em relacdo as tentativas para decompor toda fracdo em elementos simples, o
autor faz uma breve retomada historica, salientando sobre cada matemético acima, os
principais pontos de seus trabalhos. Assim chegou-se as contribuicbes de Leibniz e
Bernoulli, onde estes articularam com as integrais de funcdes racionais, fazendo
decomposicoes em elementos simples. Esse foi um passo importante, pois abriu espaco
para demonstracdo das regras aplicadas também para as quantidades imaginarias. Com
isso, decomposi¢des poderiam assumir elementos imaginarios e através da integragéao
poderia se utilizar o problema dos logaritmos dos numeros imaginarios. D’Alembert foi o
primeiro a demonstrar essa condicdo sem muito rigor matematico, aonde Gauss chegou
a apresentar algumas objec¢des em relagéo ao trabalho de D’Alembert. Ja para Lagrange,
a obra de D’Alembert era engenhosa, porém necessitava de um carater mais rigoroso e
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com maior generalidade. A seguir, o autor coloca um trecho da obra de Gauss, onde este
relata observacdes importantes envolvendo os numeros imaginarios. Enfim, o século
XVIII abriu as portas para uma grande discussao sobre 0s numeros imaginarios, sob
varios aspectos.

O autor apresenta ainda algumas discussdes sobre a utilizagcdo dos logaritmos,
entre Bernoulli e Euler, que passou a ser utilizados no calculo integral. Essas
controvérsias entre Euler, Bernoulli e Leibniz, foram de grande valia para a ampliacao
dos conhecimentos dos nameros imaginarios. Estudos realizados (por Wallis, Newton e
Bernoulli) com fungbes exponenciais, mostraram que essas eram fungdes inversas das
funcdes exponenciais, logo as equaglOes exponenciais poderiam ser estendidas aos
nameros imaginarios. Isso permitiu que Euler apresentasse um resultado importante
sobre as quantidades exponenciais imaginarias. O autor ndo s6 faz essa alusdo como
mostra toda a concluséo de Euler.

Observa-se que muito embora os nimeros imaginarios nao fosse o foco do estudo
durante esse periodo da evolugcdo matematica, todavia eles abriram espaco para uma
ampliacdo dos estudos matematicos em outras areas do conhecimento.

O capitulo Il — A representacao geométrica dos numeros imaginarios, novamente
0 autor retoma rapidamente a historia comentando desde a Grécia até o século XVIII,
sobre o desenvolvimento no campo da algebra, chegando a Descartes que foi o primeiro
a dar um passo no sentido de solucionar problemas geométricos com a utilizacdo da
algebra. Retoma também sobre o trabalho de Wallis, colocando inclusive trechos de seu
trabalho, fazendo as demonstracfes e analises. De igual modo, mostra o trabalho de
Wessel, colocando trechos de sua obra e fazendo analises sobre as demonstracdes
deste. Traz uma analise e trechos da obra de Buée, fazendo alusédo da importancia do
trabalho dele em relacdo ao desenvolvimento do conceito de nimeros negativos e a
representacdo grafica dos numeros imaginarios. Segundo o autor, Buée introduziu a

nocéao de qualidade para o sinal negativo. Pela definicdo de Buée, fornece a ideia do sinal

V-1, estar relacionado com movimento (rotac&o).

No século XIX, Argand em sua pesquisa, articula de uma forma muito similar a de
Wessel. Argand ousou representar as quantidades imaginarias nas construcdes
geomeétricas, o que |he valeu o titulo de um verdadeiro “arquiteto”, devido a importancia
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de sua descoberta. O autor faz uma explanacéo sobre o trabalho de Argand, mostrando
trechos de sua obra, explicando sobre as conclusGes de Argand e trazendo as ideias

deste para os dias atuais. E devido o trabalho de Argand que se conheceu a periodicidade

das poténcias de nimeros imaginarios. Argand propds em seu trabalho que v—1 esta
relacionado com um movimento angular de 90°. O autor conclui que apesar do trabalho
de Argand ser grande, mas como ndo trazia o critério do rigor para que essas quantidades
fossem aceitas pela comunidade matematica. No entanto, ndo podemos deixar de
considerar a representacdo geométrica de numeros complexos, como um marco
histérico.

Em suas consideracdes finais, o autor afirma que a partir do contexto historico é
possivel compreender o grande problema em relacéo ao ensino dos nimeros complexos,
ja que a forma utilizada hoje, ndo condiz com a ordem historica e dai, o autor se coloca
frente essa problematica, sugerindo que “seria pertinente que nés recriassemos 0 modo
de ensinar a fim de proporcionar aos alunos a experiéncia de conviver e de compreender
como a matematica estudada nos dias de hoje, foi produzida e descoberta ao longo dos
séculos”. (pg. 81). Segundo o autor ainda, com base em uma reestruturacdo da
metodologia de ensino para os nimeros complexos é possivel fornecer uma “concretude
para novos entes matematicos” (p.82), com isso abrindo espaco para o interesse em
novas investigagfes que gerem desenvolvimento da matematica.

Conclui ainda o autor que, a historia dos nimeros complexos fornece um leque
de discussbes dentro de outras areas da matematica. Além disso, percebe-se que o
surgimento dos numeros complexos esta atrelado a um “problema”, ou seja, encontrar as

solugdes de uma equacao cubica.

A dissertacdo para a obtencdo da titulacdo de mestre, sob o titulo NUmeros
Complexos — Um estudo dos registros de representacdo e de aspectos graficos, foi
apresentada por Carlos Nely Clementino de Oliveira, junto a Pontificia Universidade
Catdlica/SP em 2010, sob a orientacdo do Profa. Dra. Maria José Ferreira da Silva.

O autor optou por constituir sua dissertagdo distribuida em Introducdo, quatro

capitulos e Consideracgdes finais.
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Introduz afirmando que o problema da ilha do tesouro que fora publicado na edi¢cao
47 da Revista do Professor de Matematica, foi a mola propulsora motivadora para
escolher o conteudo de nimeros complexos para seu estudo. O autor afirma que como
professor de geometria por varios anos, a possibilidade de utilizar-se de numeros
complexos como ferramenta para resolucdo geométrica era algo que ele sentiu
necessidade de investigar. Segundo o autor, na proposta curricular para o estado de Sao
Paulo, no caderno do professor de matematica do ensino médio, 32 série, 2° bimestre,
encontra-se como sugestao para esse estudo, uma abordagem com énfase em graficos,
porém essa abordagem ndo aparece nos livros didaticos.

Observa o autor da riqgueza dos numeros complexos, pois estes possuem
diferentes formas de representacdo, o que o leva a se apoiar nos Registros de
Representacdo da Semiotica de Raymond Duval. Para sua investigacdo, o autor se
utilizou da metodologia da Engenharia Didatica de Michelle Artigue com propostas de
atividades sequenciais, com analise a priori e a posteriori.

Em seu capitulo 1, o autor traz a problemética e a fundamentacéo teorica de seu
trabalho, onde corrobora com autores que defendem a ideia de que a visualizagcéao é

relevante para o pensamento matematico avancado. De acordo com o autor:

‘E numeros complexos é um campo fértii para a visualizagdo de
transformacfes geométricas e abordagens simultdneas com Geometria
Analitica, que costuma ser dada na mesma série, além de permitir
visualizar graficamente algumas fun¢cdes como sendo resultados de
translagoes, rotagbes, simetrias, etc.”. (p.19).

Concorda que a introducdo dos numeros complexos a partir do conhecimento
histdrico leva ao aluno a percepcéo de que o surgimento dos niumeros complexos esta
atrelado a solucdes de equacdes do 3° grau.

O autor salienta que o conteudo da forma como esta abordado no caderno do
professor mencionado acima, pode ir um pouco além, contemplando a parte grafica por
ser relevante. Entende que seja um pouco trabalhoso ao professor esse trabalho,
mediante o aparato tecnoldgico de sala de aula: giz e lousa, e esperar que se consiga
facilmente imaginar o processo da rotacao e translacéo no plano Argand-Gauss.

Em sua fundamentacéo teorica, faz observagcbes acerca das dissertacdes de

Silveira (1992) e Rosa (1998), onde esse ultimo apresenta uma sequéncia didatica que
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aplicou a um grupo de alunos e serviu de alicerce e questionamentos para trabalho. No
entanto, Oliveira observa que ambos os trabalhos detém um enfoque basicamente
algébrico e seu interesse € investigar com um enfoque geomeétrico, utilizando-se lapis,
papel e também o software Geogebra, onde a questédo norteadora é: “Ensinar o contetdo
Numeros Complexos, enfatizando seus aspectos graficos, torna seu aprendizado mais
significativo?” (p. 29).

Oliveira também elenca trés hipoteses em relacdo a probleméatica observada por
ele em relacdo aos Numeros Complexos, sendo: 1° os aspectos graficos ndo séo
apresentados no ensino medio. 2° Professores ndo se utilizam desse conceito para
resolucdes de problemas ligados a geometria plana. 3° acredita que a visualizacao
gréafica permitira ao aluno na compreensao do conteudo.

O autor ainda, para testar suas hipoteses, propds a professores de uma escola
particular de S&o Paulo a resolugdo de um problema, ou seja, forneceu dois pontos,
vértices de um quadrado e pediu que esses encontrassem 0s outros dois vértices. Esse
problema também foi apresentado aos alunos participantes da pesquisa. Em sua
constatacdo, verificou que nenhum dos professores, alguns com mais de trinta anos de
trabalho, resolveu o problema utilizando-se dos conceitos de nimeros complexos, o que
tornaria muito mais simples a resolucéo, lancaram mao da geometria analitica de regra
geral.

Para sua fundamentacéo teérica, baseou-se nos Registros de Representacao
Semiodtica que segundo Duval se apresenta em quatro tipos: lingua natural, sistemas de
escritas, figurais e graficos e que possuem dois tipos de representacdes: conversdes e
os tratamentos. Oliveira julgou pertinente esse embasamento tedrico, 0s numeros
complexos apresentarem diferentes formas representativas que se articulam entre si,
além da possibilidade da analise dada em relagédo as conversdes e tratamento. O autor
também se apoiou na Teoria das Situa¢des Didaticas, considerando fase adidatica, onde
permite ao professor formular uma situacdo-problema levando em consideragdo os
conhecimentos prévios do aluno, dos quais ele podera se valer para resolver a situacao
problema. Portanto, diz o autor, o objetivo de sua sequéncia didatica é trabalhar com

situacOes adidaticas.
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Em relacdo ao procedimento metodologico, lancou méo da Engenharia Didéatica
como forma de andlise, por englobar varias fases, onde é permitido saber quais sao os
conhecimentos prévios que o0s alunos trazem para a solucéo das atividades propostas.
O autor apresenta também que para seu trabalho contou com a participacédo de seis
alunos (pg. 41 e 105), o que nos deixou confusa, pois em outro momento alega serem
sete alunos (pg. 107 e 108), alunos de uma escola particular de Sao Paulo e que se
dispuseram a participar, e que se realizou em uma sala com computadores disponiveis,
com o recurso Geogebra.

No capitulo 2, em seus estudos preliminares, Oliveira afirma estar indo de encontro
com a recomendacdo do PCN+ (2002, p.27) quando “a desenvolver no estudante a
articulacdo dos simbolos e codigos, estendendo a linguagem algébrica para a
visualizacao grafica. (pg.43). Além disso, atende algumas competéncias que envolvem a
investigagdo e compreenséo.

Salienta sua discordancia ao PCN+ (2002), quando esse afirma que 0s numeros
complexos introduzidos na matematica é um tema isolado da resolucéo de equacdes por
isso perde seu sentido. O autor alega que se o tema for devidamente abordado pode
servir para resolucdes de problemas concernentes a geometria plana, entre outros. Em
relacdo aos livros didaticos, com base nas andlises de Lima (2001), onde este aponta
vérias falhas na abordagem dos nimeros complexos, Oliveira observa que a falha que
mais se destaca é a falta da interpretacdo geométrica das operacfes entre numeros

complexos. Para Oliveira,

“O registro de representag¢do algébrico é necessario, mas a sua articulagéo
com o registro de representacao gréfico, vetorial e trigonométrico, também
é essencial na medida em que proporciona visualizages de propriedades
gue, de outra forma, ficariam sem tanta evidéncia, como sera
apresentado”. (pg. 47).

Faz nesse capitulo também um breve relatério historico e epistemoldgico dos
nameros complexos, comecando por Diofanto e Viéte, onde comenta sobre a aritmética
de Diofanto, mostrando que o médulo de um namero complexo se articula com o produto
da soma de dois quadrados de Diofanto. Em relacdo a Viéte, observa que este a partir
do estudo de Diofanto, encontra uma propriedade inerente a dois triangulos em que o

angulo gerado pelo produto dos dois triangulos é dado pela soma dos angulos dos dois
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tridangulos que operaram entre si. A seguir, apresenta o trabalho de Cardano e Tartaglia,
demonstrando a férmula que recebeu o nome desses matematicos. Naturalmente ndo
poderia deixar de falar de Bombelli, que se utilizou da formula de Cardano-Tartaglia, para
resolver uma expressao cubica, onde ao se aplicar a formula em questédo, obtém-se uma
raiz de numero negativo, mas cuja solucdo € um numero real, o0 que o autor faz a
demonstracdo dos passos adotados por Bombelli. Na sequéncia, comenta sobre o
trabalho de Wallis, que interpretou os niameros negativos como distancias em sentido
oposto ao positivo, ou seja, a esquerda de um ponto dado. O autor mostra
geometricamente que Wallis havia criado uma interpretacdo geométrica para a raiz
quadrada de um nimero negativo. Conclui que Wallis chegou perto da construcéo grafica
dos numeros complexos. Sobre Wessel, Argand e Gauss, destaca que estes foram os
primeiros a ousarem associar 0s numeros complexos com pontos em um plano. Ja
Argand, deu uma contribuicdo significativa, pois este argumenta que a partir do nimero
1 da reta real, ao se multiplicar por i, isso promove uma rotacdo de 90°. Mas foi somente
apos Gauss ter apresentado sua tese de doutorado que a interpretacdo geométrica dos
nameros complexos passou a ser aceita.

O capitulo 3 inicia-se fazendo uma analise dos Registros de Representacao
Semiética de Numeros Complexos. A partir da representacéo algébrica, define a adicédo
e a multiplicagdo, mostrando e demonstrando as propriedades: comutativa, elemento
neutro, elemento oposto, a multiplicacdo, elemento inverso, o conjugado, a distributiva,
enfim, conclui que os niumeros complexos com essas propriedades formam um corpo
comutativo. Abre espaco aqui para informar ao leitor que no século XIX, Hamilton
define as operacdes de adi¢cao e multiplicacdo, considerando um nimero complexo como
par ordenado de numeros reais, ou seja, dentro do R2. Demonstra ainda o isomorfismo
em relacdo a R2.

O autor trabalha no sentido de mostrar as conversbes de registro de
representacdo, na forma algébrica, forma de par ordenado, forma grafica, faz as
demonstracdes gréficas das operagbes de adicdo, subtracdo, o oposto, o0 médulo, o
argumento, a multiplicacdo e a divisdo. No registro de representacdo trigonométrica,
demonstra a conversdo da forma algébrica para a forma trigonométrica e, com base

nesta, mostra que as operacdes de soma e subtracdo, se tornam inconvenientes, pois
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apresenta limites para as operacdes, porém é possivel a verificacdo de propriedades
como comutativa, associativa, etc. Ja nas operacdes de multiplicacdo e divisdo, a
utilizacao da forma trigopnométrica se mostra bastante eficientes e compreensiveis. Dessa
forma o autor faz as demonstracbes com as devidas rotacdes proporcionadas pelas
operacdes envolvidas. O mesmo se da ao verificar a potenciacao e a radiciacdo. O autor
finaliza demonstrando os registros de representacado por matrizes, onde as operacoes
podem ser feitas na forma usual por matrizes, pois um namero complexo representa um
vetor, portanto, passivel de representacdo matricial. Dessa forma, o autor demonstra as
varias formas de registros de representacdo semiotica que podem ser explorados no
estudo dos niumeros complexos.

No capitulo 4, o autor descreve sobre sua pesquisa, situando o leitor de quem séo
0s participantes da pesquisa, onde esclarece o autor e pesquisador, tais alunos ja haviam
aprendido da forma usual sobre os niumeros complexos. O autor inicia seus trabalhos
com uma pesquisa sobre os conhecimentos prévios que esses alunos traziam. O projeto
foi aplicado em sete encontros de 1 hora cada, onde os seis alunos trabalharam em dupla.
Para a realizacdo das atividades os alunos se utilizaram de lapis, papel e principalmente
0 recurso do software Geogebra. Cada atividade estava subdividida em alternativas.
Nesse capitulo, 0 autor optou por apresentar as questdes juntamente com as analises a
priori e posteriori, para facilitar a visualizacdo do leitor. Apresenta também algumas falas
e conclusdes importantes para deste estudo.

Em suas conclusGes finais, o autor observa que o0s alunos inicialmente
apresentaram dificuldades nas conversdes de registros algébricos e graficos, onde se
concluiu a primeira hipétese de que os aspectos gréaficos ndo sao explorados por nas
aulas sobre os niumeros complexos, no ensino médio. O autor informou que a utilizacao
do Geogebra foi importante, pois permitiu aos alunos a visualizagdo dindmica entre os
vetores e, com o dominio da ferramenta, os alunos melhoraram seu desempenho.

Ainda segundo Oliveira, sua sequéncia didatica foi bem sucedida, porém observa
que a situacdo-problema final dada aos alunos (que € o mesmo que foi passado aos
professores, conforme mencionamos no 10° paragrafo), estes também nao se utilizaram

dos conhecimentos dos numeros complexos para a resolucéo do problema. Acredita que
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sua pesquisa foi parcialmente respondida, visto que concluiu que deveria ter usado mais

atividades com aplica¢gbes dentro da geometria.

A dissertacdo “Numeros Complexos e fungdes de variavel complexa no ensino
médio — Uma proposta didatica com o uso de objeto de aprendizagem”, para a obtencéo
da titulacdo de mestre, foi apresentada por Larissa Weyh Monzon junto a Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, em 2012, e contou com a orientacdo da Profa. Dra. Maria
Alice Gravina.

A estrutura da dissertacdo foi organizada e distribuida em topicos.

No capitulo 1 — Introducao, a autora comeca discorrendo a razéo que a levou ao
mestrado profissional, com o objetivo de trazer uma maior contribuicdo ao ensino da
matematica junto aos seus alunos. Neste tépico ela mostra suas razdes e como se
organizou para articular sua proposta de trabalho. A mesma leciona matematica para o
ensino medio, onde ao trabalhar com o conteido de geometria analitica e espacial, pode
perceber a satisfacdo em seus alunos no aprendizado do conteudo, pela facil
visualizacao e contextualizacéo, até porque o contetdo é muito presente no cotidiano de
Muitos.

A autora dedica-se desde o tempo de sua licenciatura a aprimorar seus
conhecimento e desenvolver softwares de matematica, razdo pela qual a levou em seu
mestrado ndo sé construir uma sequéncia didatica, mas também a construir um site
“‘numeros complexos”, vinculado a Universidade Federal do Rio Grande do Sul, onde
utilizando o software Geogebra, com a ajuda de duas bolsistas da graduacéo, onde
construiu uma sequéncia dinamica para utilizacdo e ensino junto aos seus alunos do 3°
ano do ensino médio, de uma escola publica, onde a autora € professora, pois sentiu a
necessidade de “organizar o material a ser utilizado a saber: o video e as animacdes
manipulativas construidas no software Geogebra” (p. 15) e dessa forma responder ao
seu questionamento.

A autora tinha alguns questionamentos iniciais, 0s quais a levaram a uma busca
por informagdes, com o objetivo de aprimorar e utilizar a tecnologia como ferramenta de
ensino dos numeros complexos. O questionamento chave que norteou sua dissertacao
foi: “através de recursos tecnologicos na forma de objeto de aprendizagem, é possivel
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implementar um ensino introdutério de Fungbes de Variavel Complexa na educacdo
escolar de nivel médio?” (p.15)

No capitulo 2 — A educacdo matematica no ensino basico, a autora acredita que
sua proposta pedagogica € inovadora e podera auxiliar demais professores no ensino
desse conteudo. Esse capitulo destina-se a sua fundamentacéo teorica baseia-se no
construtivismo, pois o individuo se constréi diante das interacbes com o meio, dia apés
dia. (p.17). Para isso, justifica-se que “segundo Carretero (1997, p.10): O conhecimento
nao € uma copia da realidade, mas, sim, uma construgao do ser humano.”

Neste capitulo, faz uma comparacédo e articulacao entre a teoria piagetiana e a
teoria vygotskiana. Em suas consideracBes teéricas, deixa claro que em seu
entendimento, o professor deve estar a “frente ao desafio de propor aos seus alunos
material e situacdes que permitam um desenvolvimento de seus alunos que dependem
tanto das interagdes sociais quanto de processos interiores individuais”. (p.20).

Ainda nesse capitulo, ela faz uma analise sobre o tratamento dado ao contetido
de nimeros complexos, junto ao PCN+, 2002, observando as competéncias elencadas.
Também faz a comparacéo entre trés livros, denominados por ela: A, B e C, sobre a
abordagem dos nimeros complexos e como cada autor introduz 0s conceitos e articula
a sequéncia didatica.

Em sua abordagem tedrica, recorreu a artigos e dissertacdes sobre o assunto,
observando e comparando a visdo de cada autor e também a conclusdo que cada um
chegou a sua pesquisa.

Utiliza-se das representacBes semidticas de Duval, ja& que sdo de importancia
primordial para o ensino da matematica, ja que ele faz uma analise aos aspectos
cognitivos dos alunos em relacdo as suas dificuldades no aprendizado matemaético. Faz
referéncia da importancia do conceito de transformacao da teoria de Duval, visto que o
processo de aprendizagem matematica consiste em transformacfes de tratamento e
conversdes e neste segundo, onde os alunos encontram as maiores dificuldades.

Faz referéncia sobre as consideracdes de Souza e Gravina, 2009, onde as
autoras concluem que a “apropriacéo dos sistemas de representacao digitais e dindmicos

depende de situacOes didaticas planejadas e é assim que os alunos desenvolvem
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habilidades para aprender matematica com as ferramentas de mediacdo semiébtica”.
(p-39).

No capitulo 3 — Os numeros complexos na histéria, segue explanando um pouco
sobre a histéria da descoberta e a evolucdo dos numeros complexos, desde Heron (75
d.C.), passando por Cardano, Tartaglia, Leibniz, Moivre, Wessel, a Argand e Gauss, no
século XIX.

No capitulo 4 — Tecnologias e numeros complexos: possibilidades para o ensino,
aborda que a dissertacdo tem por objetivo propor e analisar uma sequéncia didatica sobre
nameros complexos para o ensino médio.

Explica que a primeira ferramenta que utilizou para a concep¢ao da sequéncia
didatica que propés, o video Dimensions: une promenade mathematique, produzido por
Jos Leys, Etienne Ghys e Aurélien Alvares, que possuem nove capitulos e tenta explicar
a gquarta dimensao, foi também a ferramenta que a motivou e inspirou na construcéo da
sequéncia didatica que propde.

A segunda ferramenta didatica que utilizou como objeto de aprendizagem € a
ferramenta desenvolvida por ela que € um recurso educacional dinamico, onde os alunos
podem interagir manipulando as animacdes e os efeitos do dinamismo, que segundo a
autora, pode ajudar na compreensao do contetdo. O recurso educacional dinamico foi
construido com o software Geogebra. Para a construcao do recurso dinamico, levou em
consideracdo o sistema de representacdo semiédtica principalmente dentro do conceito
de transformacao.

A seguir passa a apresentar o material desenvolvido e a concepc¢cao de cada
recurso que foi elencado no site, onde procurou delinear uma sequéncia didatica com a
multimidia.

No capitulo 5 — A implementacgéo e a analise de uma proposta de ensino, trata-se
da aplicacdo do projeto e sua validagcédo, a qual utilizou-se da metodologia engenharia
didatica em suas analises, seguindo as fases:

Andlises prévias: Segundo a autora, as andlises prévias foram feitas nos capitulos
anteriores.

Concepcao da proposta e analise a priori: Justifica que a concepcao da proposta
visa solucionar o problema quando ao ensino dos numeros complexos. Apoia-se na
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andlise a priori. “As tecnologias seréo utilizadas para poder explorar, de uma maneira
dindmica, diferentes registros semiéticos, com o intuito de promover a compreensao e
assimilacdo dos conceitos relativos aos numeros complexos e funcdes de variavel
complexa”. (p. 84).

Separa as atividades por assunto e para cada qual elenca questdes que deverao
serem respondidas pelos alunos, utilizando a estrutura dinamica criada no Geogebra.

Experimentacdo e analise a posteriori: Utilizando um total de 11 encontros, a
autora acompanhou a experimentacédo, de forma que pode interver quando necessario,
para esclarecer duvidas, sempre instigando a participacdo dos alunos.

Como o grupo de alunos patrticipantes € do 3° ano do Ensino Médio que funciona
no periodo noturno, a autora julgou que muitos estudantes trabalham e por isso a
experimentacédo ficou um pouco prejudicada pela auséncia de alunos

Fez uma analise a priori e a posteriori de cada questédo sugestionada aos alunos.

Concluiu fazendo um resumo das analises a posteriori onde constatou que a
utilizacdo do recurso tecnolégico facilitou a compreensdo dos alunos, no contetudo
abordado.

O climax de sua experimentacao era verificar se era possivel, alunos do ensino
médio compreender a introducdo das funcdes de variaveis complexas, concluiu que
devido a boa apropriacéo das operacbes com 0s numeros complexos, eles conseguiram
adquirir com facilidade, pois haviam compreendido as transformacfes que cada operacao
realizava. Apenas o que atrapalhou foi a falta de tempo, uma vez que a experimentacao
foi realizada em encontros que ocorreram no ultimo més do ano letivo.

Validacdo da proposta: verificou que os alunos de modo geral apropriaram-se
dos conceitos que envolvem os numeros complexos. O uso das tecnologias foi
fundamental para a aprendizagem e compreensdo das ideias matematicas em seus
diferentes sistemas de representacao.

Observou que introduzir o conteudo do ponto de vista geométrico, foi mais
produtivo e com a utilizagdo dos recursos manipulativos percebeu a absor¢cédo dos
conceitos de uma forma muito mais rapida. Concluiu que os alunos se mostraram mais
interessados e que a experiéncia pode trazer um processo ensino-aprendizagem mais
significativo.
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No capitulo 6 — Consideracdes finais - observou que suas reflexdes tedricas
adotaram alinha vygotskiana, porém sua referéncia fundamental foi os registros de
representacdo semidtica de Duval. Mesmo diante de algumas adversidades, como o fato
de os alunos serem do curso noturno, onde ndo dao muita importancia aos estudos, o
tempo muito curto para 0 ensino, viu como positiva a experiéncia, pois percebeu que
aprimorar as aulas, as ideias e conhecimentos, deve fazer parte do cotidiano do
professor, ou seja, 0 bom professor deve ser sempre um pesquisador e nunca se

acomodar.

A dissertacdo de Reinaldo Gomes, apresentada junto a Universidade Estadual de
Maringa, em 2013, para obtencéo do titulo de mestre contou com a orientacédo da Profa.
Dra. Marcela Duarte da Silva, cujo titulo é: NUmeros complexos e polindmios: estratégias
e ensino para aplicacdo por meio do Geogebra.

No capitulo | — Introducéo, o autor justifica a importancia do estudo dos nimeros
complexos e dos polinbmios com a utilizagdo das TIC, tendo como propdsito facilitar o
processo de ensino-aprendizagem.

Segundo o autor, sua pesquisa trata-se de uma metodologia de atividades
praticas sugestivas para serem utilizadas em sala de aula, por professores, no qual o
autor disponibiliza ao final de sua dissertagéo, um roteiro de atividades com a utilizacao
do software Geogebra. As atividades praticas foram baseadas nas investigacfes
matematicas, tendo como referéncia Ponte, Brocado e Oliveira.

Nesse capitulo também, ele faz uma rapida apresentacdo dos demais capitulos
abordados na pesquisa.

Capitulo Il — Historia dos numeros complexos e dos polinbmios, neste capitulo, o
autor faz um breve relato histérico do surgimento dos numeros complexos e sua
evolucédo, articulando seu aparecimento e sua utilizacdo como objeto de solucdo para
expressoes polinomiais.

Capitulo 1l = Os nameros complexos — Todo o capitulo é dedicado ao conjunto
dos numeros complexos, onde o autor define o conjunto dos nimeros complexos como
R-espaco vetorial, estabelecendo suas propriedades. Define um nimero complexo como
sendo um par ordenado formado por um termo real e um termo imaginario, sua forma de
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representacdo algébrica, as propriedades da adicdo e da multiplicacdo, demonstrando
cada uma delas.

Coloca os numeros complexos como sendo o conjunto de vetores, com todas as
suas propriedades e, portanto, define base dos numeros complexos, combinacdes
lineares, subespacos, definindo e demonstrando o produto interno, o conjugado, norma
e modulo com suas respectivas definicdes, mostrando também a desigualdade de
Chauchy-Shwartz e a desigualdade triangular. Ele fecha o capitulo definindo o conceito
de distancia, demonstrando, define o argumento e apresenta o Plano de Argand-Gauss,
concluindo a representacdo de um numero complexo, através de sua forma
trigonomeétrica com seus teoremas e demonstragdes.

Capitulo IV — Funcéo polinomial ou polindmio — Neste capitulo, o autor inicia com
as definicbes de um polindbmio, dando o mesmo tratamento dado no capitulo anterior,
porém agora, aplicado aos polindmios, ou seja, olha para o conjunto dos polinbmios como
um R-espaco vetorial, com suas definicbes, operacdes usuais, o subespaco vetorial com
suas propriedades, a base, dimenséo, além de estudo de algumas operacoes de divisdo
polinomial e estudo de suas raizes, sempre definindo, mostrando as propriedades com
suas respectivas demonstracoes.

Capitulo V — Roteiro de atividades — Neste capitulo, o autor trabalhou a
construcdo das atividades propostas divididas em quatro médulos, num total de catorze
aulas distribuidas em: atividades de construcéo, de resolucéo e de experimentacdo com
a utilizacdo do Geogebra. Na modelagem das atividades o autor seguiu da linha de
tratamento metodolégica da investigacdo matematica exploratéria, proposta por Ponte,
Brocado e Oliveira. As atividades devem ser aplicadas de forma que os alunos tenham
tempo para apresentar conjecturas, organizar as ideias e dessa forma conseguir chegar
ao aprendizado. Ele esclareceu que as atividades para os numeros complexos
apresentam algumas restricbes no software Geogebra.

Os modulos foram construidos utilizando-se a seguinte sequéncia:

e Apresentacdo do software, com duas atividades explorando 0s numeros
complexos na forma de par ordenado e na forma de vetor.
e As operagdes com os numeros complexos, distribuidas em trés atividades, sendo
abordada a adicdo, a multiplicac&do por escalar e exercicios operatorios.
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e O conjugado, com trés atividades.
e A forma trigonométrica, fazendo uma relagéo entre as coordenadas cartesianas e

as coordenadas polares. O modulo foi dividido em trés atividades explorando o

modulo e o argumento.

Em suas consideracdes finais, o autor faz mencao que procurou “estabelecer uma
proposta inovadora de aplicagdo de conteudos matematicos” (p.79), utilizando como
ferramenta os recursos tecnol6gicos, com o intuito de uma nova metodologia e pratica de
ensino. Sua expectativa em relacdo aos alunos € que esses se sintam motivados ao
aprendizado da matematica, procurando buscar autonomia em conjecturar, questionar,
idealizar, discutir e construir hipéteses. Com relacdo aos professores, ele espera ter
contribuido de forma a enriquecer o conhecimento e a metodologia pratica de ensino.

Na dissertacdo de Fernanda Caon para a obtencéo da titulacdo de mestre, sob o
titulo Numeros Complexos: Inter-relacdo entre Conteudos e Aplicacfes, apresentada
junto a Universidade Estadual de Ponta Grossa em 2013, sob a orientagédo do Prof. Dr.
Marciano Pereira.

Em seu trabalho a autora introduz, justificando a importancia do seu trabalho,
pois esta pautada no PCNEM/2000 e nas Diretrizes Curriculares da Educacédo Basica —

Matemética do Estado do Parana. A autora comenta que:

[...] apesar de documentos norteadores do ensino da Matemética

destacarem a importancia de estabelecer conexfes entre os conteudos

matematicos e entre esses e outras areas do conhecimento, a fim de

atribuir-lhes sentido e dar significado a aprendizagem dos mesmos, alguns

livros didaticos que constituem o material de apoio imediato de professores

e alunos trata dos Nimeros Complexos de forma isolada, como um capitulo

a parte, sem conexdes com outros conteudos e tampouco aplicacdes. (p.9)

Para a autora € necessario mostrar que existe relacdo entre 0os numeros
complexos e outros conteudos matematicos e que precisam ser explorados suas
aplicacdes matematicas, dentro de uma abordagem de facil compreenséo aos alunos do
Ensino Médio, onde “tal abordagem pode ser feita partindo do contexto histérico dos

Numeros Complexos, passando para um estudo integrado com outros conteldos
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matematicos e finalizando com algumas aplicagdes em outras areas do conhecimento”.
(p- 9).

A importancia de conhecer o contexto histérico faz com que se conhecam o0s
problemas que envolveram o surgimento dos numeros complexos. Além disso, como 0s
nameros complexos servem de suporte as areas da propria matematica, bem como de
outras areas do conhecimento, “nada mais correto que explorar essas possibilidades para
uma aprendizagem mais significativa no ensino médio”. (p.11).

Ainda para finalizar a introducao, a autora faz um breve relato do que contém
cada capitulo.

Capitulo 1 — Historia dos Numeros Complexos — A autora faz questdo de frisar
gue o nascimento dos numeros complexos ocorreu associado a resolucao de equacdes
cubicas e que erroneamente aparecem em alguns livros que 0 surgimento estaria
associado a resolucdes de equacdes quadraticas, cujo discriminante € um numero
negativo.

A autora discorre a histdria dos numeros complexos, comecando por Heron de
Alexandria (século 1), passa por Diofanto (século IIlI). Ja no inicio do século XVI, “se
percebeu que os Numeros Reais, ndo eram suficientes e surgem as primeiras ideias da
criacdo do Conjunto dos Numeros Complexos”. (p.13). Seguindo pela histéria, tece
comentarios dos trabalhos de Scipione Del Ferro, seguindo para Tartaglia, na resolugcéo
de equacdes cubicas e chegando a Cardano (século XVI). Ainda no século XVI, Bombelli,
discipulo de Cardano estuda o material de seu mestre e, publica uma obra de forma
didatica, das ideias de Cardano. Segundo a autora, Bombelli foi o primeiro matematico a
dar importancia aos numeros complexos, definindo regras de adigdo e multiplicacéo.

Ja no século XVIII, Euler melhora a simbologia dos niumeros complexos, onde
definiu vV—1 como sendo i, e logicamente i2 = - 1, “de onde surge & base dos numeros
imaginarios”. (p.26). Apesar disso, Euler considerava esses numeros impossiveis.

O primeiro registro historico sobre a representacdo geomeétrica dos numeros
complexos foi proposto por Wessel, final do século XVIII, inicio do século XIX. Wessel
utilizou um sistema de eixos orientados similar ao Sistema Cartesiano Ortogonal, sendo
uma reta real e a outra, a reta imaginaria, fazendo uma correspondéncia biunivoca do
ponto (a, b) relacionando ao niumero complexo a + bi, com isso foi possivel demonstrar a
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adicdo de dois complexos através da regra do paralelogramo, utilizando-se de vetores.
No século XIX, Argand faz uma representacdo semelhante a de Wessel, onde Argand
articula o nimero imaginario i com uma rotacéo de 90° no sentido anti-horério, “utilizando
sua obra para demonstrar teoremas da Algebra, da Geometria e da Trigonometria”. (p.
18).

Mas foi com Gauss no final do século XVIII que os nUmeros complexos ganharam
notoriedade. Gauss apresenta em sua tese de doutorado a demonstracdo do Teorema
Fundamental da Algebra, que diz que toda equac&o polinomial de grau n, com n > 1
admite pelo menos uma raiz complexa. “Foi Gauss que inventou o termo NUmeros
Complexos” (p.18). Apds isso, surgem as funcdes circulares estabelecendo uma conexao
entre os nimeros complexos e sua representacao geomeétrica.

No século XIX, Hamilton traduz as definicbes geométricas de Gauss, na forma

algébrica e segundo a autora,

[...] analisando a histéria dos Numeros Complexos fica facil perceber que
nem sempre a ordem que os fatos ocorreram condiz com a que sao
ensinados, até mesmo porque, muitas vezes, o0 mesmo conceito foi
estudado por matematicos diferentes em épocas diferentes. (p.19).

No capitulo 2, Caon comeca abordando que os Numeros Complexos podem ser
definidos na forma algébrica, trigonométrica, exponencial ou geométrica, sendo todas
elas importantes e que se relacionam entre si. Na sequéncia faz uma analise, observando
a forma como é explorado o contetdo em dez livros didaticos, que participaram do Plano
Nacional do Livro Didatico 2011. Segundo suas andlises, alguns autores tém se
esforcado para incluir fatos histéricos em seus livros, mesmo que superficial, pois ndo
apresenta vinculo com o contetddo. 80% dos autores iniciam o conteudo utilizando
equacdes quadraticas com discriminante negativo, 0 que induz ao erro, aos
desinformados, que pensardo que o surgimento dos Numeros Complexos esta atrelado
a esse tipo de resolucdo, quando na verdade € vinculada a resolucdo de equacbes
cubicas. Segundo a autora ainda, “todos os livros mostram os Numeros Complexos como
vetor, mas deixam a desejar no que se refere a representacdo geométrica da adicao,

subtragdo, multiplicagdo, conjugado, etc.” (p.21).
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Verificou também que quase todos os livros tém suprimido demonstragdes,
mesmo que simples, além de que, estrategicamente, os Numeros Complexos estao
alocados no capitulo que antecede o estudo dos Polinbmios. Alguns autores relacionam
os Numeros Complexos e Geometria e alguns autores, relacionam os Numeros
Complexos com outras areas de conhecimento, tais como: Fisica, Arte, Engenharia
Elétrica e até mesmo que as Func¢des Complexas dao origem aos Fractais.

Na conclusdo desta analise, Caon considera positivo o fato de a maioria dos
autores estarem inserindo contextos historicos em seus livros, mas que precisam ser
melhores articulados ao contetdo. Por outro lado, considera negativo o fato de alguns
autores omitirem as demonstracdes, “pois seus resultados sao inerentes ao
conhecimento”. (p. 22).

Na segunda parte deste capitulo, a autora se dedica a conceituar, colocando
definicdes e propriedades, demonstrando todas elas em relagdo ao Conjunto dos
Numeros Complexos. Coloca todas as propriedades da adi¢cao e da multiplicacéo. Define
Numeros Reais e Unidade Imaginaria. Explica a Representacdo Algébrica e a
Geométrica, demonstrando as operacfes de forma algébrica e geométrica: Adicéo,
Subtracdo, Multiplicacdo, o Conjugado de um Complexo, Divisdo, Potenciacdo, Mddulo
de um Numero Complexo, a Forma Trigonométrica, a Multiplicacdo e a Divisdo na Forma
Polar, 12 e 22 Lei de Moivre (Potenciacdo/Radiciacdo), a Forma Exponencial dos
Numeros Complexos. Acredita na importancia das demonstracdes, pois favorece a
generalizacdo dos conceitos.

Conclui afirmando que seu trabalho ndo tem por finalidade ditar uma sequéncia
didatica, mas trazer subsidios aos professores, na organizacao do trabalho pedagdgico.

O capitulo 3 é dedicado a estabelecer conexdes dos Numeros Complexos, com
outros contetdos matematicos. A ideia aqui € mostrar que existem conexdes entre 0s
Numeros Complexos e outros conteudos da matematica e, portanto essa articulacao
precisa ser feita quando do ensino desse conteudo.

A seguir, a autora passa a mostrar como e em quais sdo estas conexodes,
dividindo em duas sequéncias: I) Numeros Complexos e Geometria - Em relagdo aos
Movimentos no Plano — Translacdo, Dilatacdo ou Contracdo, Rotacdo em relacdo a
origem, Reflexdo em torno de uma reta pela origem, Paralelismo e Perpendicularismo no
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Plano Complexo, Equagdo da Reta no Plano Complexo, Retas Paralelas e
Perpendiculares no Plano Complexo, Alinhamento de trés pontos, Mediatriz no Plano
Complexo, Semelhanca de Triangulos no Plano Complexo e Circunferéncia no Plano
Complexo. Para cada um desses itens, a autora traz explicacbes demonstracdes
algébricas e principalmente demonstracbes geométricas. II) Niameros Complexos e
Equacdes Algébricas - Faz alusdo ao Teorema Fundamental da Algebra (sem
demonstracoes), Teorema da Decomposicéo, explicado e demonstrado passo a passo,
Equacdes Binomiais e Trinomiais, fazendo as defini¢des.

Com isso, conclui o capitulo fazendo a alusdo de que existem varias conexdes
dos numeros complexos e outros conteidos matematicos, o que nao justifica estuda-lo
de forma isolada e descontextualizada.

No capitulo 4, descreve aplicacdes diversas, sem utilizar aprofundamentos
tedricos. “Citando Araujo, hoje temos aplicacfes que nédo se fizeram presentes na historia
da sua criacdo, tais como: Topografia, Cosmologia, Informatica, Fisica Moderna e
Eletricidade”. (p.10)

Com relacdo as aplicacbes destaca: Aplicacbes na Fisica - verifica-se nos
contextos das Grandezas Vetoriais, na Reflexdo de Espelho. Aplicagdes na Engenharia
Elétrica - no principio da inducdo eletromagnética, nos circuitos de corrente alternada.
Aplicagcbes na Aerodinamica - serve para explicar matematicamente a aerodinadmica para
sustentacdo gerada por um corpo em movimento através de um fluido ao ideal.
AplicacBes nos Fractais - que sdo conhecidos por gerarem figuras exéticas, mas que é
importante no estudo de sistemas dinamicos. Conhecimento este utilizacdo para fazer
previsdo do tempo, estudo do movimento das estrelas e galaxias do sistema solar,
analises de pulsos elétricos cerebrais e de batimentos cardiacos, ou seja, € uma
geometria que permite explicar varios fenbmenos da natureza, onde néo é possivel fazé-
la com a utilizagdo da geometria tradicional. Além disso, os fractais permitem as
modelagens de imagens nas telas de computadores. Aplicacdes na Arte - onde se
consegue criar imagens com efeitos, utilizando-se de rotagéo e translagao.

Em suas consideragfes finais, Caon conclui “que os Numeros Complexos se
constituem uma grande ferramenta para solugéo de diversos problemas”. (p. 68). V& de
forma negativa o fato de muitos autores explorarem a manipulacdo de operacdes e
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conceitos sem a utilizacdo grafica, ou seja, apenas de forma técnica e de omitirem as
aplicac6es com outros contetdos e da disciplina e em outras areas do conhecimento.
Acredita que o conhecimento histérico, algébrico e geométrico dos Numeros
Complexos e suas aplicacbes diversas permitem aos professores uma melhor
abordagem, tornando o contetdo de forma mais significativa, o que favorece a

aprendizagem.

Ja Marcio Roberto Gomes apresentou sua dissertacao intitulada Explorando o
Tratamento Matricial para uma Introducdo aos Numeros Complexos, para a obtencao da
titulacdo de Magister Scientiae, junto a Universidade Federal de Vigosa, em 2013,
contando com a orientacdo da Prof. Dr. Kennedy Martins Pedroso.

Em sua introducéo, o autor aborda que sua sequéncia didatica foi estabelecida
utilizando o contetdo de matrizes aprendido anteriormente, tirando a ideia de que para
trabalhar com esse contetdo s6 € possivel a partir do elemento imaginario i. Com a
utilizacdo das matrizes, o autor coloca o trabalho articulado com a geometria

No Capitulo 1- Matrizes 2X2 especiais e sua estrutura algébrica — Neste capitulo
0 autor conceitua as matrizes de ordem 2 especiais, trabalhando suas operacgdes: adicao
e multiplicacdo, com suas respectivas propriedades, demonstrando cada uma delas.
Conceitua e define Corpo e Grupo Abeliano. Na sequéncia, o0 autor mostra a
representacdo geométrica de uma matriz especial. Utilizando o conceito dos vetores,
define a norma, e utiliza-se de algumas definicdes e conceitos utilizados na Algebra
Linear.

Para o Capitulo 2 - Nomeros Complexos, o autor para falar dos numeros
complexos, apresenta primeiramente as matrizes em suas operacoées: adi¢do, subtracao,
multiplicagcéo, divisdo, potenciagao e radiciacéo, todas exemplificadas e representadas
geometricamente.

No Capitulo 3 - Deformagéao de figuras planas e conformidade — Conceitua e define
as transformacodes por fungbes elementares, verificando a translacdo, a rotagéo e a
dilatacdo, no plano, através da estrutura das fungfes vetoriais, representando na forma

matricial
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O Capitulo 4 - Proposta de Atividade Educacional, o autor propde fazer uma
revisao nas definicbes, conceituacdes e operacdes com matrizes. Identifica os tipos de
matrizes, define determinante e a inversa de uma matriz de ordem 2. Propde alguns
exercicios de fixacdo. Em seguida ele toma a matriz especial citada no capitulo 1 s sua
forma geométrica e agora exemplifica. Conceitua a matriz unidade ou identidade e a
matriz unidade imaginaria representada por i. A partir das matrizes unidade e unidade
imaginaria, multiplicando-as por nimeros reais e somando-se 0s resultados, constroi a
forma algébrica de um numero complexo e faz sua representacdo gréfica,
exemplificando, demonstra a igualdade, 0 médulo e o argumento, as operac¢fes: adicao,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e radiciacio com numeros complexos,
exemplificando e demonstrando geometricamente. Termina o capitulo propondo uma
sequéncia de dez exercicios para serem resolvidos pelos alunos.

Em sua conclusédo, o autor afirma que uma abordagem geométrica além de ser
uma alternativa, propiciaréa aos alunos a oportunidade de articular os nimeros complexos,
com conteudos estudados anteriormente. Sugere também a utilizacdo de software de
geometria dindmica para simular, conjecturar, facilitando assim os experimentos a serem
realizados. O autor ainda afirma que aqui ndo é o fim do trabalho, pois espera difundi-lo

com outros colegas da area.

A dissertacdo Modelagem Matematica no Processo de Ensino e Aprendizagem
de Numeros Complexos: Uma Proposta Didatica, para a obtencdo da titulacdo de
mestre, apresentada por Daniele da Cunha Silva, junto a Universidade Estadual de
Londrina em 2013, e contou com a orientacao do Prof. Dr. Paulo Laerte Natti.

Em seu trabalho, a autora introduz o assunto, colocando de forma critica que o
estudo dos numeros complexos faz parte do curriculo do Ensino Médio e é direcionado a
alunos do 3° ano. De acordo com a autora, onde ela menciona sobre livros voltados ao
Ensino Médio, todos mantém um mesmo padrao de abordagem, iniciando com a Histéria
da Matemética fazendo referéncia & equacdo cubica, voltando-se para a equacao
quadratica cujo discriminante é um numero negativo e introduzindo a ideia de que é
necessario um novo conjunto para se obter as solucdes nessas situacdes. Apresenta-se
0 conjunto dos numeros complexos com suas definicbes e operacdes, elencam-se
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exercicios que segundo a autora, sdo resolvidos mecanicamente, sem a compreensao
do aluno e ainda ao final do capitulo finaliza-se com textos falando um pouco mais da
historia e também sobre as aplicacbes no campo da geometria e na engenharia elétrica.
Para completar esse quadro, ainda segundo a autora, os professores aplicam uma prova
cobrando exercicios similares aos realizados em aula, alterando os niveis de dificuldades,
e finalmente se obtém alunos com o conhecimento adquirido.

Na opinido da autora, uma abordagem alternativa do conteudo, de forma a atribuir
significado é a relacdo entre as operacdes envolvendo os numeros complexos e as
transformacdes no plano, abordagem essa que ndo é explorada nos livros.

Tece ainda algumas criticas sobre os trabalhos de Oliveira (2010) e de Spinelli
(2009), onde ambos utilizam o Geogebra como recurso didatico, e ainda do trabalho de
Cerri e Monteiro (2001) que utiliza a abordagem historica, como constru¢ao de conceitos.

Na visdo da autora, uma situacdo problema deve ser o ponto de partida para
motivagao do estudo. Intercalar histéria com questionamentos e somente entdo introduzir
as ideias, conceitos e procedimentos, finalmente retornando ao problema inicial e
utilizando-se das ferramentas adquiridas e finalmente conclui-se o resultado. O que a
autora coloca é que dessa forma se estara atribuindo um significado ao conteudo de
forma que tragam ao aluno, condi¢cdes de se utilizar dos conceitos adquiridos como
ferramenta para solugdes em situacdes problemas que possam surgir.

A autora se utiliza do método da Modelagem Mateméatica como fundamentacéo
de sua proposta de trabalho.

Sobre a problemética e fundamentacéo tedrica, a autora coloca que o trabalho
foi motivado na tentativa de responder a seguinte questdo: “Como melhorar o processo
e aprendizagem dos numeros complexos?” (p.14). Pensando nisso, ela olhou como
desafio a elaboracdo de uma sequéncia didatica para o tratamento do estudo dos
nameros complexos.

Utilizando os principios da Modelagem Matematica, ela se fundamentou nos
trabalhos de Sadovsky, Chaves e Espirito Santo, e Almeida e Vertuan. Justificou ainda
gue sua proposta de trabalho esta em acordo com o “Curriculo do Estado de Sao Paulo:
Matematica e suas tecnologias (SAO PAULO, 2012, p. 47), que diz: Procurar, em cada
problema, ndo apenas uma solucéo, mas sim a melhor solucdo, para minimizar os custos
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Oou maximizar os retornos, por exemplo, pode construir um atrativo a mais na busca de
contextualizagdo dos conteudos estudados”. (p.18)

Destaca ainda em sua fundamentacéo tedrica que os dois problemas abaixo,

serviram-lhe de inspiracdo para sua pesquisa:
Problema 1 - (GUIMARAES, 2013) Considere o quadrado ABCD, de diagonal AC definida
pelos pontos (1,1) e (3, 4). Determine as coordenadas dos demais vértices do quadrado.
Problema 2 - (ELIAS, 2013) Um arquiteto gostaria de construir um edificio de base
quadrada em frente a praia, de tal forma que uma das diagonais de sua base fosse
paralela & orla, conforme a ilustragdo abaixo. Utilizando um sistema de coordenadas
cartesiano, ele determinou que os vértices da base que determinam a diagonal paralela
a orla deverao ser A(2, 6) e C(6, 2) . Determine as coordenadas dos outros dois vértices,
de modo que o quadrilatero ABCD seja, de fato, um quadrado. (p.19)

No capitulo 3 — O ensino dos numeros complexos, a autora recorre a histdria da
matematica com o intuito de resgatar as origens dos numeros complexos, bem como a
forma como eles surgiram a partir de situacdes problemas, donde veio a necessidade de
solucgdes reais.

Ainda nesse capitulo, discorre sobre a historia dos nameros complexos,
comecando por Heron de Alexandria (século ), passando por Cardano, Scipione Del
Ferro, Tartaglia, Bombelli todos no século XVI. Aborda também sobre os trabalhos de
Girard e Descartes no século XVII, bem como nos trabalhos de Euler, Gauss, Wessel e
Argand nos séculos XVIII e XIX, terminando com as descobertas de Hamilton, onde
“considera-se gque este seja 0 marco do inicio da moderna formulacdo dos numeros
complexos”. (p.25).

A autora se utiliza de trés livros didaticos do Ensino Médio, de autores conhecidos,
onde tece comparacoes e analisa a forma como os conceitos sao apresentados nesses
livros. Segundo a autora, os trés livros seguem uma abordagem padrdo. A seguir,
apresenta um resumo de como o conteudo é apresentado nos livros, sendo sua
sequéncia: Igualdade e Operacdes entre Numeros Complexos; Representacéo Algébrica
de Numeros Complexos; Operagfes na Forma Algébrica; Representacdo Geométrica de
Numeros Complexos; Argumento de um Numero Complexo; Forma Trigonométrica de

Numeros Complexos.
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No capitulo 4, Intervencao Pedagdgica na Escola, a autora, faz sua sugestao com
um roteiro de atividades que seguem uma sequéncia didatica explorando os conceitos
matematicos, a saber, representacdo dos numeros complexos, operacdes fundamentais
com numeros complexos, conjugado, médulo e argumento de um nimero complexo e as
relacbes entre tais conceitos. Destaca-se ainda que as inovagdes encontram-se na
abordagem do conteudo.

Para Silva, alguns principios fundamentais devem nortear o processo de ensino-
aprendizagem, ou seja, “selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
informagdes representados de diferentes formas, para tomar decisbes e enfrentar
situagdes-problemas, sendo estes, uma das cinco competéncias do Enem”. (p.31).

A sequéncia didatica sugerida por Silva esta dividida em seis etapas da seguinte
forma:

Na Etapa | — Deve-se apresentar uma situagédo problema, para instigar os alunos
na busca por respostas, com isso tem-se a oportunidade de retomar alguns conceitos e
a necessidades da busca de novos conceitos.

Etapa Il — Colocar uma situacdo problema articulado com a histéria de forma a
observar a necessidade dos numeros complexos.

Para a Etapa Ill — Deve-se apresentar o conteido de nUmeros complexos atraves
de uma sequéncia de atividades mesclando a representacdo geométrica e a algébrica,
“para que os alunos adquiram o dominio das técnicas do conteudo”. (p.32).

Etapa IV — Elaborar a resolucdo do problema inicial motivador, utilizando-se dos
conceitos aprendidos pelo conteudo abordado. Voltamos ao ponto de partida para fechar
0 processo de Modelagem Matematica, e demonstramos, assim, que o novo contetdo
facilita a resolucéo deste problema. (p.32).

Na Etapa V — Oferecer aos alunos mais problemas, para explorar mais a nova
ferramenta adquirida.

Finalmente na Etapa VI — Propor aos alunos, um questionario individual para se
ter um feedback do processo ensino-aprendizagem em relagdo ao conteudo.

A seguir, a autora apresenta uma sequéncia de atividades sugestivas para serem
aplicadas, tecendo comentéarios sobre como devem ser aplicadas, o que o professor deve
esperar de seus alunos, como intervir, até mesmo sugerindo que 0s grupos devem
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sociabilizar as solu¢gdes encontradas, com o propdsito de promover uma discussao sobre
a situacdo-problema. A autora também resolve passo a passo suas sugestdes,
abordando quais itens sdo importantes a serem destacados.

A autora nao sugere a utilizacdo do recurso Geogebra, porém se utiliza dele para
representar geometricamente 0s numeros complexos, operagbfes com numeros
complexos, conjugado, médulo, a multiplicacdo a forma trigopnométrica, etc.

No final do capitulo a autora elenca algumas sugestdes de situacdes-problemas
extras, com as devidas resolucbes, para serem aplicadas. Finalmente conclui com um
questionario com questdes envolvendo os nimeros complexos, num total de dezessete
questdes para serem respondidas pelos alunos, envolvendo todo o conteddo.

Em suas consideracBes finais, a autora destaca que a sequéncia didatica
proposta por ela, ird contribuir com o aprendizado do aluno, visto ser uma forma
interessante de abordagem. A autora também afirma que pretende aplicar a propria

proposta didatica.

Na dissertacdo de Liliam Aparecida Alves Paes para a obtencéo da titulacdo de
mestre, cujo titulo Niumeros Complexos: Uma Proposta Didatica baseada na Modelagem
Matematica e em Contextos Histéricos foi apresentada a Universidade Estadual de
Londrina, em 2013, e contou com a orientacao da Prof. Dr. Paulo Laerte Natti.

A autora inicia sua introducdo comentando das inquietudes geradas para alunos
e professores, no que tange ao ensino dos numeros complexos, na maneira como €
abordado nos materiais didaticos, de onde sempre sobram aos alunos, questdes tais
como: Estudar niumeros complexos pra que? Ou Para que serve 0s humeros complexos?
De onde a autora em sua pesquisa conclui: “.. deparamo-nos com algumas dissertacoes,
teses e artigos sobre o tema, que reforgcaram o fato de que muitos de nossos alunos, e
até mesmo muitos professores, ndo compreendem a importancia dos numeros
complexos.” (p.11)

Segundo a autora, os livros didaticos mantém um padrdo de abordagem dos
conteudos geralmente apresentados em trés etapas: na forma de pares ordenados, na
forma algébrica, ou na forma trigonométrica, com suas operac¢des basicas no contexto

algébrico sem fazer o relacionamento com o plano complexo, ou seja, descontextualizado
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e limitado pela aplicacdo de meras formulas. A autora ainda faz a referéncia de que
comparou a sequéncia didatica do contetdo abordado em trés livros didaticos tradicionais
para Ensino Médio.

Para a autora, este conteudo deve ser abordado a partir de uma situacéo-
problema, se valendo da histdéria quando se fizer necesséario, para uma melhor
compreensao. Seu trabalho teve como objetivo principal a elaboracdo de uma sequéncia
didatica, onde se utilizou da metodologia de modelagem matematica. Observa a autora
gue a mesma nao aplicou sua sugestdo em sala de aula.

No capitulo 2, trata da Problemética e da Fundamentacéo Tedrica, Paes afirma
que a maneira como o conteldo tem sido tratada em sala de aula é totalmente
descontextualizado e os alunos meros reprodutores e sem compreensao.

Neste capitulo também ela apresenta analise de duas dissertacbes que abordam
sobre o conteudo.

Justifica ainda que:

“Em geral, é notavel que a Matematica ensinada na sala de aula, assim
como a forma como € ensinada, ndo acompanhou a evolu¢ao tanto social
quanto tecnoldgica, gerando conflitos entre aqueles que devem ensinar
(professores) e os que devem aprender (alunos).”

Cita alguns autores, como Barbosa, Burak, Almeida, Vertuan, para justificar sua
opcao de escolha dentro da modelagem matematica.

No capitulo 3, sobre o Ensino dos Numeros Complexos, Paes aborda sobre a
histéria dos nUmeros complexos e na sequéncia, trabalha as abordagens matematicas
tradicionais (grifo nosso) para o dos Numeros Complexo, onde afirma que em geral para
o0 ensino dos numeros complexos € feito uma retomada na evolucdo dos numeros,
comecando pelos naturais e concluindo a necessidade de construgcdo dos nuameros
complexos, como abordado em alguns livros didaticos, que segundo a autora, feito de
uma forma descontextualizada. Coloca também como é transmitida a representacao
geométrica de um Numero Complexo, passando na sequéncia as operagfes basicas:
adicdo, subtracdo, multiplicacdo, conjugado, divisdo, poténcia de i, modulo de um

Numero Complexo, e a forma trigopnométrica, trabalhados apenas no contexto algébrico.
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Sobre a Intervencdo Pedagogica na Escola, no capitulo 4, Paes se dedica a
construcdo de uma sequéncia didatica, que segue a seguinte estrutura: Na etapa 1,
propde uma situacao-problema, com objetivo de instigar os alunos. Na etapa 2, propde
algumas atividades para que os alunos possam se apropriar de conceitos sobre os
nameros complexos. Na etapa 3, faz-se a retomada da situag@o-problema proposta na
etapal. Fechando com a etapa 4, através de um questionario para avaliar a qualidade da
intervencao pedagogica.

Na sequéncia, a autora introduz a primeira atividade que faz parte da etapa 1 com
uma situacao-problema para ser aplicado, tecendo comentéarios sobre o que espera do
aluno, trazendo as possiveis solu¢cdes para problema proposto. O professor deve
conduzir os alunos na resolugéo, sem, no entanto, contar como se resolve.

Na etapa 2, ela prop6e uma segunda atividade, contextualizando com a histéria
da matematica, introduzindo uma situacdo-problema que gera uma equacao de grau
cubico e propde. Em seguida entra com a atividade trés dando um texto para que o0s
alunos leiam, abordando sobre a histéria dos numeros complexos, onde introduz a
férmula de Cardano-Tartaglia. Discute com os alunos sobre o texto lido e em seguida fala
que a atividade dois é baseada nesse principio de Cardano-Tartaglia. Em seguida,
propde uma situacdo similar, pedindo aos alunos utilizar os procedimentos de Bombelli.
Finalmente na atividade cinco deve ser feita geometricamente, onde é fornecido alguns
nameros complexos para serem colocados no plano Argand-Gauss, representando as
operacdes no plano e pedindo que os alunos comparem a forma algébrica resolucao,
com a forma geométrica da resolucdo, sempre solicitando que os alunos anotem suas
observacdes. Para finalizar, sugerir aos alunos fazerem a operagdo de multiplicacéo de
um complexo por i e por i2, observando o que acontece. As atividades sdo propostas para
serem trabalhadas em grupos de 2 a 3 pessoas.

A etapa 3, é a hora da retomada da etapa 1, onde os alunos devem se utilizar dos
conceitos aprendidos para resolver o problema proposto. Como ultima atividade, propde
um questionario para se ter o feedback sobre a percepc¢éo dos conceitos absorvidos pelos
alunos.

No capitulo 6, em suas consideracdes finais, afirma que o0s questionamentos
realizados por alunos sobre o porqué e para que estudar os complexos, a levou ao

227



encontro de algumas sequéncias didaticas, na qual se identificou com a modelagem
matematica com a contextualizagdo historica, 0 que gerou sua proposta para uma

sequéncia didatica.

A dissertacdo para a obtencao da titulacdo de mestre, sob o titulo Aplicacdes dos
Numeros Complexos na Geometria Plana apresentada por Laércio Francisco Feitosa,
junto a Universidade Federal da Paraiba, em 2013, e contando com a orientacao do Prof.
Dr. Napoledn Caro Tuesta, foi dividida em dois capitulos e conta com Apéndices A e B.

A ideia permeada nessa dissertacdo é a apresentacdo do conteido de numeros
complexos aplicado de forma significativa na geometria plana, demonstrando que a
estrutura geomeétrica dos numeros complexos vai além do estudo na forma polar.

Em sua introducéo, o autor faz um breve relato a histéria dos nUmeros complexos.
Comenta também que a importancia dos nimeros complexos transpde a mera obtencgao
de raizes quadréticas de niUmeros negativos, pois 0s nUmeros complexos se apresentam
nos mais diversos ramos da matematica.

No capitulo I, Feitosa dedica para a explanacdo dos numeros complexos,
introduzindo a partir de um exemplo padrédo, ou seja, uma equacao do segundo grau, cujo
discriminante € negativo, e assim definindo o elemento imaginario i.

Apresenta toda a estrutura que compde o0 conjunto dos numeros complexos,
fazendo todas as definicbes e propriedades que norteiam a estrutura desse conjunto,
demonstrando cada uma. Nas operacdes que envolvem os humeros complexos, em cada
uma delas, apresenta de forma geométrica também, mostrando seu significado
geomeétrico.

No capitulo Il, o autor comeca por explanar algumas propriedades da geometria
analitica e da geometria que envolve 0s numeros complexos, tais como: a distancia entre
dois pontos, o angulo formado entre duas retas, a condi¢cao de alinhamento de trés pontos
no plano complexo, a equacéo da reta, a equacao paramétrica da reta, a equacédo da
circunferéncia, o perpendicularismo no plano complexo, a equacéo da reta perpendicular,
a equacao da mediatriz de um segmento, os triangulos, triangulos semelhantes, tridngulo
equilatero, os pontos notaveis em um triangulo e o baricentro. Faz algumas aplicacbes
dos numeros complexos em situacdes da geometria plana. Enuncia e demonstra o
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Teorema de Napoledo, o Teorema do Circulo dos Nove Pontos e o Teorema da Reta de
Simsom. Nas Leis do Seno e do Cosseno, também enuncia o Teorema de cada um,
fazendo as respectivas demonstracdes. Finaliza o capitulo sugerindo quatro problemas,
apresentando as devidas resolucoes.

No apéndice A, dedica-se a apresentar mais informagdes da geometria analitica
envolvendo os numeros complexos. Enuncia Proposi¢cées e faz as demonstracoes,
envolvendo a equacdo da reta, a condicdo entre duas retas, a equacdo da reta
determinada por um ponto e uma direcdo, a equacao da reta determinada por dois pontos
e a condic¢ao de alinhamento de trés pontos.

No apéndice B, resolve os quatro problemas apresentados no capitulo dois, mas

agora utilizando a geometria comum para a resolucéo.

Sob a orientagédo da Profa. Dra. Luisa Rodriguez Doering, Claudia Rosana da
Costa Caldeira, apresentou sua dissertacdo intitulada Numeros Complexos: Uma
Proposta Geomeétrica junto a Universidade Federal do Rio Grande do Sul, em 2013.

Para a autora em sua introducdo, a ideia de seu trabalho era verificar a
possibilidade de se estudar os niumeros complexos a partir da geometria. Destaca que
as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN+) ndo evidencia o estudo dos numeros complexos, mas ao mesmo tempo salienta
a importancia da articulacdo da algebra com a geometria.

A autora também descreve um pouco de sua trajetoria profissional e aborda a
importancia do estudo dos numeros complexos, pois estes sdo ferramentas para estudos
nas areas de Engenharia e Eletrénica e sua inquietude da maneira como o contetdo é
ministrado normalmente, e acredita que se pode fazer uma inversdo do enfoque de
algébrico, normalmente apresentados nos livros didaticos, para o enfoque geométrico.

Explica que sua proposta foi se “utilizar da formulagdo de Numeros Complexos
apresentada por Hamilton, partindo da ideia de pares ordenados até a correspondéncia
do par (0, 1) com a unidade imaginaria i’. (p. 12).

No segundo capitulo, faz um estudo preliminar, comentando sem delongas a
histéria do surgimento dos numeros complexos, demonstrando a formula de Cardano-

Tartaglia e conclusao dada por Bombelli. Comenta que de acordo com os PCNEM (2002)
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e 0os PCN+ (2002), que um dos aspectos que deve priorizado € a contextualizagdo da
Matematica, e pensando nesse aspecto, elaborou uma proposta didatica privilegiando a
abordagem geométrica, no estudo dos numeros complexos. Para tanto, escolheu as
Representacfes Semioticas de Duval em sua analise, pois permite o transito entre as
diferentes formas de representacao dos simbolos.

Na sequéncia, faz uma andlise do conteudo e a forma de abordagem presentes
em oito tradicionais livros didaticos, sendo que seis deles sdo recomendados pelo
PNLDEM entre os anos 2007 e 2012. Na analise foi observada a quantidade de paginas
direcionadas ao estudo do conteudo, bem como o contexto da abordagem, ou seja, se
existem o tratamento histérico, como é introduzido o conceito, como se articula 0 niamero
complexo com a geometria e de que forma ocorre essa articulacdo, como séo feitas as
representacfes geométricas e trigopnométricas, além das operacdes com 0s numeros
complexos. Por fim, analisa os tipos de exercicios resolvidos e propostos e concluem

que:

[...] todos os autores mantém um padrdo de apresentagdo dos exercicios.
Ap0s a exposicao tedrica, apresentam exemplos ou exercicios resolvidos.
Posteriormente, propdem exercicios para que os alunos os resolvam. Em
geral, tais atividades exigem, na sua maioria, procedimentos similares ou
até iguais aos resolvidos nos exemplos de cada livro. S8o exercicios que
exigem pouca interpretacéo, e geralmente, muitos célculos. (p. 28)

Faz andlise também de quatro dissertacbes envolvendo os nimeros complexos,
escritos em momentos distintos, variando de 1998 a 2012, onde a autora se identificou
com a questdo proposta por Oliveira (2010), cuja questdo norteadora é: “Ensinar o
conteddo Numeros Complexos, enfatizando seus aspectos graficos, torna seu
aprendizado mais significativo?” Segundo Caldeira, o autor (Oliveira) para responder
esta questao utilizou-se do software Geogebra, fundamentando seu trabalho na teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval, e para metodologia, utilizou-se da
engenharia didatica de Michéle Artigue. Pensando nos questionamentos proposto por
Oliveira, Caldeira procurou responder alguns deles em sua dissertagdo, ja que possui um
enfoque geomeétrico. Analisou a dissertacdo de Araujo (2006), a de Monzon (2012) e a
de Rosa (1998). Em todas elas, Caldeira procurou identificar as similaridades e

diferencas, além dos enfoques dados por cada uma.
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No terceiro capitulo, a autora discorre sobre o referencial teérico adotado para
seu trabalho, ou seja, a Teoria dos Registros de Representa¢do Semiodtica, de Raymond
Duval, pois vem de encontro com suas expectativas em termos de analise cognitivo. Faz
agui uma releitura do que é a representacdo semiotica e como os Numeros Complexos
se comportam diante dessa Teoria.

Com base no contexto tedrico, afirma a autora:

[...] elaboramos uma sequéncia didatica para introduzir o estudo dos
Numeros Complexos, trabalhando a dependéncia e o relacionamento entre
as formas geométrica e algébrica na elaboragdo de atividades que
privilegiam a articulagéo entre os diferentes registros de representacdo dos
Numeros Complexos. (p. 44).

No capitulo 4, o mais longo, a autora dedica-se para a apresentacao e descricao
de sua Proposta Didatica, passo a passo. Esclarece que a aplicacdo da proposta foi
realizada com uma turma do curso técnico de Eletrdnica — periodo noturno, composta por
18 alunos.

As atividades foram divididas em nove encontros de no minimo 90 minutos cada
um, onde foi se construindo, a partir de pares ordenados do IR?, a idéia de vetores no
plano, observando o comportamento das operacoes, os angulos formados, comparando
resultados, de forma a fazer com que os alunos se apropriassem dos conceitos de
maneira natural. Em cada encontro a autora procurava instigar os alunos com algum
guestionamento dos quais eles precisariam buscar respostas. Os alunos trabalharam em
grupo de forma que podiam discutir as possibilidades entre si. Somente no quinto
encontro, foi que se introduziu a unidade imaginaria i.

No ultimo encontro (nono), talvez devido a complexidade do conteudo, parece
gue a autora optou por apresentar o contetdo fazendo as demonstracdes no que envolve
as formulas de Moivre (Potenciacdo e Radiciacdo) de Numeros Complexos, para entdo
fazer questionamentos.

Como atividade final, a autora propds algumas atividades de numeros
complexos aplicados em outras areas de conhecimento.

Em suas consideracdes finais, viu que sua proposta foi bem aceita pelos alunos
de um modo geral, mas houve algumas resisténcias por parte de alguns alunos

repetentes. Observou que a abordagem geométrica proporcionou um significado
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geométrico dindmico, j& que os alunos puderam participar diretamente nas construcdes
dos conceitos e tirar suas proprias conclusfes, a partir de conceitos ja conhecidos. A
autora nao se utilizou de nenhum recurso tecnolégico, porém cré que sua proposta possa
ser perfeitamente articulavel com a utilizacado desses recursos.

Particularmente achei muito interessante a Proposta Didatica de Caldeira e vejo
de forma muito positiva a introducdo dos nimeros complexos a partir da contextualizacéo

com a geometria.

A dissertacao foi submetida para a obtencéo da titulagdo de mestre, sob o titulo
Dos Numeros Complexos aos Quatérnions: Desenvolvimento algébrico, interpretacéo
geométrica e aplicacoes, elaborada por André Marcos dos Santos e defendida junto a
Universidade Tecnologica Federal do Parana, em 2013, contando com a orientacao da
Profa. Dra. Olga Harumi Saito.

Segundo o autor, o desenvolvimento de sua dissertacdo fundamentou-se na
elaboracdo de uma linha do tempo em relacéo ao estudo dos nimeros complexos.

A dissertacéo foi dividida em cinco capitulos de forma que:

O capitulo 1 — A introducéo € bastante sucinta, e 0 autor apresenta o significado
da palavra complexo segundo o dicionario Graus (2013).

Também toma como pedra fundamental para o desenvolvimento de seu trabalho,
a fala “segundo (Caldeira, 2012) - uma visdo historica facilita o entendimento dos
conceitos a serem desenvolvidos e possibilita que se estabelecam as relacdes entre a
area do dominio especifico, no caso os Numeros Complexos, e suas relacdes
transversais com os demais conteudos a ele associados.” (p. 12). Partindo desse
pressuposto, onde julga que a abordagem histérica do surgimento dos ndameros
complexos até sua utilizagdo torna sua manipulagdo simples para os estudantes que
devera concluir “que de complexo esses numeros s6 possuem o nome”. (p.12). (Grifo
N0SS0)

A segquir traz ao leitor um rapido vislumbre sobre os topicos abordados em cada

um dos capitulos a seguir.
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No capitulo 2 — A Histéria dos nuameros complexos, o autor faz um
aprofundamento histérico sobre o surgimento dos nimeros complexos, dividindo em
topicos, mostrando:

Antes dos Complexos - comecando pelo matematico grego Heron (75 D.C), passando
para Diofanto de Alexandria (250 D.C.) comentando sobre o trabalho deste, cuja a
resolucdo de uma equacgdo quadratica o leva a uma raiz quadrada de um namero
negativo, sem uma solucéo efetiva.

Surgem 0s numeros complexos — apresenta nesse topico o problema motivador do
estudo de Cardano e suas conclus@es que cuja obra foi publicada sob o titulo Ars Magna
(século XVI). Menciona também que nessa obra que Cardano admitiu que a sugestao
para a resolucdo da equacao cubica procedia de Tartaglia.

A deducéo da formula de Cardano — neste topico, o autor faz toda a demonstracdo da
formula de Cardano e como este, chegou ao resultado, porém sem conseguir explica-lo.
Demonstra também as conclusdes de Bombelli (sec. XVI), um algebrista italiano que

conseguiu resolver o problema da formula de Cardano e conseguiu explicar o resultado

final obtido por Cardano, utilizando a forma representativa: a + bv—1.

Menciona ainda que no século XVII que foi Girard o primeiro a utilizar o simbolo

v/—1. De acordo com o autor, segundo (Baungart, 1994), Girard se utilizou dos nimeros
imaginarios com ousadia, utilizando-os para a solucdo de problemas geométricos e
aceitando também, como raizes de equacdes de grau mais elevado. No entanto, foi a
fala de Descartes (século XVII) d4 o nome das raizes de nimeros negativos como sendo
“imaginéarios”.

No século XVIII, Moivre relaciona os numeros complexos as funcgdes
trigonométrica e dessa forma as raizes no campo dos complexos fica definitivamente
estabelecida, conforme Milies, 1993.

O Desenvolvimento trigonomeétrico — Neste topico, 0 autor mostra o desenvolvimento de
gque prova que 0s numeros eram Uteis para resolucéo de problemas de divisdo de arcos

de circulos, onde Moivre “concluiu que um numero imaginario unitario pode ser

representado por cos(0) + v—1.sen(0).” (p. 19). Faz menc¢&o de que Moivre resolveu
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uma equacéo do quinto grau, onde este se utilizou uma tabela de logaritmos, porém sem
justificar o que o levou a tal fazer tal utilizacao.

Mostra também qual era o artificio utilizado por Moivre na resolucdo de equacdes
de grau impares, utilizando a = cos(8) e b = sen(nf). O autor faz a demonstragdo
segundo Moivre e conclui que com isso, surge a férmula conhecida como Férmula de
Moivre.

Neste topico, tece ainda comentarios sobre Cotes (século XVIII), onde este
apresentou um artigo publicado em 1714, a férmula: In(cos6 + isenf) = if. O autor,

faz a demonstracdo desta formula, segundo Cotes no Anexo B.

Discorre ainda que Euler e Bernoulli trocaram cartas onde estes, utilizaram a

V-1 para resolucdes envolvendo integrais e equacdes diferenciais. O autor faz as
demonstracdes destes e suas conclusdes.

O desenvolvimento geométrico — Final do século VXII, Wallis foi o primeiro a
procurar por uma interpretacdo geomeétrica para os numeros denominados por Descartes,
por imaginarios. Neste topico, Santos refaz toda a trajetéria do Wallis, explicando e
exemplificando o procedimento adotado por ele para interpretar a raiz quadrada de um
namero negativo. Comenta ainda que além de Wallis, também Wessel, Argand e Gauss
“perceberam a relagcédo entre os numeros complexos e os pontos reais no plano”. (p.25).

Santos faz a demonstracdo do trabalho publicado por Wessel, final do século
XVIII, inicio do século XIX, onde Wessel “propbs uma representacao analitica para
segmentos de retas no plano, com o objetivo de representar os nimeros complexos como
pontos do plano”. (p.25). Também Argand no século XVIII/XIX, publicou um Ensaio sobre
Maneira de Representar as Quantidades Imaginarias, onde Argand considera que
multiplicar o nimero imaginario i por -1 ou por +1 promove-se rotacbes em torno dos
eixos no plano. Gauss (século XVIII/XIX) escreveu um artigo onde associava a forma
algébrica a + bi com o par ordenado (a, b) 0 que representava um unico ponto no plano.
Esse foi 0 elemento chave para total aceitacdo da existéncia dos numeros complexos.

Ja em 1833, Hamilton apresenta um artigo a Academia Irlandés, formalizando a
algebra dos numeros complexos, definindo as operacdes de soma e multiplicacéo.

Segundo Santos,
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[...] além dos complexos — A historia dos quatérnions, logo apds Hamilton
formalizar a algebra dos numeros complexos, constata-se que a teoria dos
nameros complexos era consistente e isso marca o inicio da Algebra
Moderna e 0s numeros complexos passam a constituir um poderoso
método para resolucdo de problemas em diversas areas. (p.29).

A partir deste ponto, passa a se questionar se era possivel a ampliacdo dos
complexos na forma tripletos (X, y, z). Hamilton percebe que a operacao da adicdo de
tripletos se comporta de forma idéntica a forma binomial, porém a multiplicacdo, néao
correspondia. Santos refaz a trajetoria de Hamilton na tentativa de obter sucesso neste
tipo de construgao para complexos, mostrando os problemas encontrados por Hamilton.
Muitos anos de pesquisa se passaram até que Hamilton consegue compreender e
comprovar que para esse tipo de operacdo (multiplicacdo) envolvendo o tripleto, era
necessaria a consideracdo de um quarto termo na expressdo. Surgem entdo 0s
quatérnions, criando uma ruptura entre a algebra e aritmética, onde para se operar num
espaco de dimensdo trés, é preciso utilizar-se de um espaco de quarta dimensao, ja que
a operacdo da multiplicacdo ndo goza da propriedade comutativa. Fica instaurada
definitivamente a Algebra Moderna.

No capitulo 3 — Teoria dos nimeros complexos, 0 mais longo dos capitulos, é o
foco central da dissertacao dividida em tépicos e subtdpicos, onde passou a abordar
sobre: A insuficiéncia dos reais. O conjunto dos numeros complexos (Poténcias de i com
expoentes inteiros). Representacdo geométrica dos numeros complexos (Mdodulo e
conjugado de um numero complexo, Propriedade do quociente de um namero complexo,
Relacdo entre o modulo e o conjugado de um namero complexo, Propriedades de um
conjugado de um numero complexo, Propriedades do modulo de um nimero complexo).
Raiz quadrada de um numero complexo. Forma polar ou forma trigonométrica.
Operacdes com numeros complexos na forma trigonométrica (Multiplicagdo, Diviséo,
Potenciacdo, Radiciacdo). Forma exponencial (Logaritmo, Poténcias complexas). Forma
matricial de um numero complexo. Quatérnions, Operac¢des com quatérnions (Adicao,
Produto, Mddulo).

Observa-se uma grande quantidade de tOpicos e subtdpicos utilizados nesses

capitulos. Santos procurou reunir todos 0s conceitos pertencentes ao conjunto dos
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nameros complexos e dedica-se a elencar as definicdes, teoremas e propriedades
inerentes de cada situacao, fazendo todas as demonstracdes.

No quarto capitulo — Aplicacbes, neste capitulo, o autor sugestiona problemas
diversos, no campo da geometria, das combina¢des envolvendo o binbmio de Newton,
na geometria dos fractais, que € utilizada para representar fendbmenos naturais, das quais
ndo se pode usar a geometria cldssica. Neste ponto, o autor se preocupa em explicar os
fractais e como se apresentam, mostrando figuras vinculadas a forma complexa de
representacdo, como o Conjunto de Mandelbrot e o Conjunto de Julia.

Na sequéncia, Santos faz uma andlise da utilizacdo dos niumeros complexos para
resolucdo em circuitos elétricos, ja que as correntes elétricas, as tensdes, e reatancias
podem ser representadas de forma vetorial, enfim, por serem vetores no plano, podem
ser representados na forma de complexos.

Na aerodindmica, Santos explica que em 1906, Nikolai Yegorovitch Jukovsky
cientista russo considerado o fundador da aerodindmica, se utiliza das variaveis
complexas para transformar figuras geométrica de um plano complexo em figuras
totalmente diferentes em outro plano, técnica essa ainda utilizada em areas avancadas
de pesquisa.

Na Biomecanica, onde se utiliza dos quatérnions, utilizado como ferramenta de
andlise de rotacdo em movimentos esportivos.

Na computacao gréafica, Santos faz mencédo de que nos jogos de computadores a
utilizacao dos quatérnions permite as animacgdes para girar objetos. O método matricial &
mais caro quando comparado com o método dos quatérnions.

No estudo de calculo diferencial com os numeros complexos € utilizado para
explicar a teoria sobre o escoamento dos fluidos incompressiveis.

No capitulo 5 - Consideracdes finais, de acordo com 0 autor sua preocupacgao ao
propor seu trabalho era fazer um resgate historico a respeito dos numeros complexos,
mostrando suas formas representativas, articulando com outros contetudos da prépria
matematica e também de outros ramos das ciéncias, mostrando o vinculo entre os
nameros complexos e 0s quatérnions. Ainda segundo o autor, houve a preocupacgao
também em promover um equilibrio matematico, trazendo subsidio aos professores e
estudantes, e promover uma didatica mais atraente para promover o aprendizado. A ideia
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de utilizar-se da histéria € fazer com que alunos percebam que os elementos da
matematica ndo nascem num passe de magica, mas que levou longos anos, além de
romper com o mito de que esses conceitos surgem de um nada.

Para finalizar seu trabalho, o autor coloca o Anexo A — Obtencado da formula de
Euler através do uso de integrais, onde ele faz todo o desenvolvimento da formula. O
Anexo B — Cotes e a férmula de Euler, aqui o autor explica como Cotes utilizou a féormula
de Euler para obter a area da superficie de revolucdo de um elipsoide. O autor faz a
demonstracao do procedimento utilizado por Cotes. J4 0 Anexo C, trata-se da linha do
tempo, onde faz mencao de cada personagem e sua contribuicdo para o desenvolvimento
dos numeros complexos, organizado de forma cronoldgica.

Sem sombra de duvidas, o trabalho de Santos se constitui uma rica fonte de
pesquisa para quem quer conhecer mais sobre a estrutura que envolve o conjunto dos

NUumeros Complexos.
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TERMO DE AUTORIZACAO DE USO DE IMAGEM E DEPOIMENTOS

Eu, , portador (a) do CPF

, € do RG , responséavel pelo (a) Menor

aluno(a) devidamente matriculado no 3° ano do Ensino Médio da Escola Estadual Coronel
Pedro Dias Campos, na cidade de Capela do Alto/SP AUTORIZO, através do presente
termo, autorizo as pesquisadoras Professora Tania Mara Amorim de Freitas e
Professora Valéria Nogueira Batista, alunas regularmente matriculadas no programa
de Mestrado Profissional da Universidade Federal de Sdo Carlos — Campus Sorocaba e
sob a orientacdo do Professor Doutor Paulo Cesar Oliveira, a realizar imagens da
producdo escolar dos alunos, bem como colher depoimento sem quaisquer 6nus
financeiros a nenhuma das partes, do Menor citado.

O uso da imagem e dos depoimentos tem fins cientificos, ou seja, pode constituir como
material integrante da DISSERTACAO da primeira pesquisadora. E resguardado 0s
direitos das criancas e adolescentes (Estatuto da Crianca e do Adolescente — ECA, Lei
N.© 8.069/ 1990), dos idosos (Estatuto do Idoso, Lei N.° 10.741/2003) e das pessoas com
deficiéncia (Decreto N° 3.298/1999, alterado pelo Decreto N° 5.296/2004).

Capela do Alto, de Marcgo de 2014.

Assinatura do Pai ou Responsavel
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