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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma andlise bayesiana para dados de sobrevivéncia
bivariados na presenca de covariaveis e observacoes censuradas. Propomos uma
distribuicao bivariada para os tempos de sobrevivéncia baseada na cépula de Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) para modelar dados com fraca dependéncia. Alguns
modelos de sobrevivéncia com e sem fragao de cura foram assumidos para as distri-
buigdes marginais. Para fins inferenciais foi considerada uma abordagem bayesiana
usando métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Além disso, algumas
discussoes sobre os critérios de selecao de modelos sao apresentadas e comparagoes
com outras copulas foram realizadas. A fim de detectar observagoes influentes nos
dados analisados foi utilizado o método bayesiano de andlise de influéncia caso a
caso baseado na divergéncia 1. Os sistemas OpenBUGS e R foram utilizados para
simular amostras da distribuicao a posteriori de interesse. Ilustracoes numéricas sao

apresentadas considerando conjunto de dados artificiais e reais.

Palavras chaves: Analise de Sobrevivéncia, Inferéncia Bayesiana, Copula de

Farlie-Gumbel-Morgenstern, Divergéncia .
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Abstract

In this work we present a Bayesian analysis for bivariate survival data in the presence
of a covariate and censored observations. We propose a bivariate distribution for the
bivariate survival times based on the Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) copula to
model data with weak dependence. Some survival models with and without cure rate
have been assumed for the marginal distributions. For inferential purpose a Baye-
sian approach via Markov Chain Monte Carlo (MCMC) was considered. Further,
some discussions on model selection criteria are given and comparisons with other
copula models were performed. To detect influential observations in the data we
consider a Bayesian case deletion influence diagnostics based on the 1-divergence.
The OpenBUGS and R systems were used to simulate samples of the posterior dis-
tribution. Numerical illustrations are presented considering artificial and real data
sets.

Key words: Survival Analysis, Bayesian Inference, Farlie-Gumbel-Morgenstern

Copula, ¥-Divergence.
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Capitulo 1

Introducao

Na anélise de sobrevivéncia e de confiabilidade ocorrem situagoes em que observamos
dois tempos de vida para um mesmo paciente ou equipamento, ou seja, dados de
sobrevivencia bivariados. Exemplos de situacoes na area médica ocorrem quando o
interesse ¢ estudar os tempos de vida de 6rgaos humanos emparelhados como rins
e olhos, o tempo de reincidéncia do cancer de dois diferentes 6rgaos, o tempo até
a primeira e a segunda infec¢cao ou internagao, etc. Aplicagoes industriais ocorrem
por exemplo em sistemas cujo tempo de duracao depende da durabilidade de dois
componentes, como o tempo de vida de motores em um aviao bimotor.

Um conjunto de dados de sobrevivéncia multivariados geralmente apresenta as-
sociacao entre os tempos de sobrevivéncia. Para o estudo desta dependéncia, a
abordagem mais popular sao os modelos de fragilidade, propostos por Vaupel et al.
(1979). Nos modelos de fragilidade um ou mais efeitos aleatérios sao incluidos para
modelar a dependéncia entre as observagoes. Neste caso, os tempos marginais sao
condicionalmente independentes dada a variavel de fragilidade.

Os primeiros modelos de fragilidade para dados multivariados foram conside-
rados por Clayton (1978) e Oakes (1982) e a primeira abordagem bayesiana foi
considerado por Clayton (1991). Hougaard (1995) apresenta uma revisao dos mo-
delos de fragilidades multiplicativos numa perspectiva frequentista. Sinha & Dey
(1997) apresentam uma revisao sob uma abordagem bayesiana. Sahu & Dey (2000)

consideram um estudo comparativo entre modelos de fragilidade e modelos bivaria-



dos baseados nas distribuicoes Exponencial e Weibull para dados de sobrevivéncia
bivariados sob uma perspectiva bayesiana. A literatura sobre estes modelos é ex-
tensa, dentre as quais citamos os trabalhos de Hougaard (1986a, b), Self & Prentice
(1986), Longini & Halloran (1996), Aalen & Hjort (2002), Wienke et al. (2003), To-
mazella et al. (2006), Balakrishnan & Peng (2006) e Duchateau & Janssen (2008).
Também, podemos citar os livros de Therneau & Grambsch (2000), Hanagal (2011)
e Wienke (2011).

Recentemente, modelos de cépulas tem-se tornado uma ferramenta popular para
modelar a dependéncia entre dados multivariados, especialmente em areas biologicas,
ciéncias atuariais e finangas (ver por exemplo Shih & Louis, 1995; Embrechts et al.,
2003; Cherubini et al., 2004; Trivedi & Zimmer, 2005; Nelsen, 2006; Kolev et al.,
2006; Salvadori et al., 2007; Jaworski, 2010). Oakes (2001) e Goethals et al. (2008)
exibem algumas relagoes entre modelos com fragilidade e modelos de copulas.

Uma copula é uma funcao que conecta as distribuicoes marginais univariadas
com sua distribuicao multivariada conjunta. Diferentes fungoes copulas representam
diferentes estruturas de dependéncia entre as variaveis (Nelsen, 2006). Um modelo
de cépula é uma ferramenta conveniente para estudar a estrutura de dependéncia e
é flexivel em aplicagoes, uma vez que quando a dispersao dos dados nao se ajusta
a nenhuma familia conhecida de distribui¢oes conjuntas, pode ser dificil especificar
a distribuicao conjunta. Usando cépulas, no entanto, podemos estimar primeiro
distribuicoes marginais e, em seguida, estimar os parametros da fungao cépula. Uma
outra vantagem da modelagem copula é a sua relativa simplicidade matematica.
Além disso, é possivel construir uma variedade de estruturas de dependéncia com
base em modelos paramétricos ou nao paramétricos para as distribuigoes marginais.

Em analise de sobrevivéncia, modelos baseados em copulas sao considerados,
por exemplo em Hougaard (1989), Oakes (1989), Shih & Louis (1995), Gustafson
et al. (2003) e Zhang et al. (2010). Particularmente, sob uma perspectiva baye-
siana, Romeo et al. (2006) consideraram uma aplicacao de cépulas arquimedianas
para modelar a dependéncia de dados de sobrevivéncia bivariados com distribuicoes

marginais Exponencial e Weibull.



Neste trabalho, consideramos o modelo cépula baseada na distribuicao de Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) (Conway, 1983; Hutchinson & Lai, 1990) para modelar
a dependéncia de dados de sobrevivéncia bivariados.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar o modelo de sobrevivéncia FGM
bivariado. Assumindo uma abordagem bayesiana utilizando métodos Monte Carlo
em Cadeias de Markov (MCMC), apresentamos o procedimento inferencial para
dados de sobrevivéncia bivariados na presenca de covariaveis e observagoes censu-
radas. Para as distribuigoes marginais assumimos modelos de sobrevivéncia sem e
com fracao de cura. Além disso, realizamos comparagoes com outras copulas e com
o caso assumindo independéncia entre os tempos marginais.

Depois de ajustar o modelo é importante verificar as suposicoes do modelo e
realizar estudos de sensibilidade para detectar possiveis observacoes influentes que
podem causar distor¢oes nos resultados da andalise. Métodos de diagnéstico tém sido
uma importante ferramenta na andlise de regressao. Seguindo o trabalho pioneiro
de Cook (1986), diagndsticos de influéncia local e eliminagdo de casos tém sido
amplamente aplicados a muitos modelos de regressao. Neste trabalho discutimos
diagnéstico de influéncia sob uma abordagem bayesiana. O objetivo é desenvolver
medidas de diagndsticos baseadas na divergéncia ¢ (Peng & Dey, 1995; Weiss, 1996)
entre as distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo proposto. Mostramos
a aplicabilidade dos modelos propostos a conjuntos de dados simulados e reais.

A seguir, na Subsegao 1.1 apresentamos uma breve introdugao sobre as fungoes
copulas. Nas Subsecoes 1.2 e 1.3 apresentamos, respectivamente, os critérios de com-
paragao de modelos bayesianos e o procedimento de analise de influéncia utilizado.
Na Subsecao 1.4 apresentamos os dois conjuntos de dados utilizados neste trabalho.

Por fim, na Subsecao 1.5 apresentamos a organizacao dos capitulos subsequentes.

1.1 Funcoes cépulas

Nesta secao apresentamos uma breve introducao de alguns conceitos bésicos das

funcoes copulas. Informagoes complementares podem ser encontradas, por exemplo,



em Anjos et al. (2004), Trivedi & Zimmer (2005), Nelsen (2006) e Jaworski (2010).

Definicao 1. Uma cépula é uma distribuicao multivariada cujas marginais sao

U(0,1). Considere o vetor aleatério U = (Uy, ..., U,) € I" com cépula n-dimensional
C, temos
C(ury ooy tpn; @) = Pr(Uy <y, ..., Uy < ups @), (ug,...,u,) €17, (1.1)

em que ¢ ¢ o parametro associado a funcao copula.

Teorema 1. (Teorema de Sklar.) Seja H uma funcao de distribui¢ao conjunta com

marginais Fy(t1), ..., F;,(t,). Entéo, existe uma cépula n-dimensional C' tal que

H(tr, ...ty 0) = C(Fi(tr), ..., Fu(tn); 9). (1.2)
Se Fi(t1), ..., Fi.(t,) sdo todas continuas, entao C' ¢é tnica.

Demonstracao: Ver Nelsen (2006).

O teorema de Sklar é um dos resultados mais importantes na teoria e aplicacoes
de cépulas. A partir deste temos que a copula conecta as distribui¢oes marginais
univariadas formando uma distribuicao multivariada, ou entao que uma fungao de
distribuicao multivariada pode ser decomposta nas marginais univaridas e na estru-
tura de dependéncia dada pela cépula.

Para todas as cépulas temos os limites de Fréchet-Hoeffding, que sao os limites

de variacao, e sao dados por
max(0, 3" Fi(t:) — 0+ 1) < C(Fy(tr), -, Fa(t) < min(Fi(h), . Fa(ta)). (1.3)
i=1

A classe das cépulas arquimedianas (Genest & Mackay, 1986), amplamente utili-
zada na pratica, permite uma grande variedade de estruturas de dependéncia. Todas
as copulas Arquimedianas usualmente encontradas possuem expressoes com forma
fechada. Tem sido utilizada com sucesso em conexao com a nocao de fragilidade
(Oakes, 1989). A representacao da cépula arquimediana permite reduzir o estudo
de cépula multivariada ao estudo de uma fungao univariada ¢, comumente chamada

de gerador de uma cépula arquimediana.



Defini¢ao 2. Considere ¢ : [0,1] — [0, 00] tal que ¢ é uma fungao continua e
escritamente decrescente, com (1) = 0. Também considere a pseudo-inversa de ¢
sendo a funcao =1 : [0, 00] — [0, 1] dado por
-1
- p (1), 0<t < (0)
Pl H(t) = (1.4)
0, ¢(0) <t < o0.
Note que ¢[~1 é continua e ndo crescente em [0, 0o], e estritamente decrescente em
[0, (0)]. Também @l=U(p(t)) =t em [0, 1], e p(¢7U(¢)) = min(, ¢(0)). Claramente

se p(0) = oo, entdo I~ = 1.

Teorema 2. Considere C': [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] dada por

Clu,v) = ol (p(u) + ¢(v)), (1.5)

em que ¢ e ¢l sdo como na Definicdo 2. Entdo, C' é uma cépula se, e somente se,

¢ é uma funcao convexa.

Demonstracao: Ver Nelsen (2006).

Note que ¢ é convexa, se e somente se, ¢!~ é convexa.

Definicao 3. Cépulas arquimedianas. Coépulas da forma apresentada no Teo-
rema 2 sao denominadas coépulas arquimedianas com gerador . Se ¢(0) = oo,
dizemos que ¢ é um gerador estrito. Se ¢(0) < oo, ¢ é denominado gerador nao

estrito.

E denominada cépula arquimediana estrita se !~ = o' e C'(u, v) = o~ 1(p(u)+
p(v)).

Considere C'(u,v) uma cépula arquimediana bivariada. Temos as seguintes pro-
priedades:
i) C(u,v) = C(v,u), ou seja, C' é simétrica (permutével);
i) C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para todo u, v, w em [0, 1], ou seja, C' é associa-
tiva;
i11) Seja ¢ a geradora de C. Ent@o para qualquer constante a > 0 tem-se que ap

também é uma geradora de C.



A seguir apresentamos as cépulas arquimedianas bivariadas de Clayton, Frank e
Estével Positiva (PS) e, a cépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), que utili-

zamos neste trabalho.

Copula de Clayton
A cépula de Clayton (Clayton, 1978), originalmente estuda por Kimeldorf & Samp-

son (1975), tem a forma
Clu,v;0) = (W™ +07% —1)7%, p €RY, (1.6)

e fungao geradora dada por ¢(t) = é(t‘q5 —1).

O valor ¢ = 0 representa independéncia, ou seja, Cy(u,v) = wv. Quando ¢ —
400 a copula atinge o limite superior de Fréchet, mas para nenhum valor atinge o
limite inferior. A cépula de Clayton nao contempla dependéncia negativa.

A relagao entre a medida 7 de Kendall e o parametro de dependéncia ¢ da copula
de Clayton é dada por 7 = %

Coépula de Frank

A cépula de Frank, considerada por Frank (1979) e estudadas por Nelsen (1986) e
Genest (1987), é amplamente utilizada em aplicagoes empiricas (Meester & MacKay,
1994). Permite dependéncia negativa e é simétrica em ambas as caldas. Tem a forma

(¢" = 1)(¢" = 1)
61

C(u,v; ¢) = logy (1 + ) , ¢ €(0,1) (1.7)

e fungao geradora dada por ¢(t) = —1In <11:<Z:).

O valor ¢ = 1 representa independéncia, ou seja, Cy(u,v) = uv. Os coeficientes
de dependéncia da cauda inferior e superior para os membros desta familia sao iguais
a 0 (Salvadori et al., 2007).

A relacao entre a medida 7 de Kendall e o parametro de dependéncia ¢ da cépula

de Frank nao tem forma fechada e é dada por

—In(¢)

4 1 t
T:1+1n(¢) (o) / et_ldt+1

0




Coépula Estavel Positiva
A cépula Estével Positiva (PS), também conhecida como familia de Gumbel-Hougaard,

foi considerada por Hougaard (1986a, b) e Hutchinson & Lai (1990). Tem a forma

Cu, v;¢) = exp{~[(~In(u))"? + (= In(v))*]’}, ¢ € (0,1), (1.8)

e funcdo geradora dada por o(t) = (—In(t))Y/?.

Os valores 0 e 1 correspondem ao limite superior de Fréchet e independéncia,
respectivamente, mas esta copula nao atinge o limite inferior de Fréchet para nenhum
valor de ¢. Como a cépula de Clayton, a cépula PS nao permite dependéncia
negativa, mas em contraste a de Clayton, apresenta forte dependéncia na cauda
direita e relativamente fraca dependéncia na cauda esquerda.

A relagao entre a medida 7 de Kendall e o parametro de dependéncia ¢ da copula

PS é dada por 7 =1 — ¢.

Coépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern
A cépula de de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) (Gumbel, 1958; Farlie, 1960) é
dada por

C(u,v;0) =wv[l + p(1 —u)(1 —v)], -1 <o <1 (1.9)

O valor ¢ = 0 representa independéncia, ou seja, Cy(u,v) = uv. A cépula
FGM ¢ atraente devido a sua forma analitica simples e tem sido muito utilizada em
modelagem para testes de associacao e no estudo da eficiéencia de procedimentos nao
paramétricos (Nelsen, 2006). Para uma lista de exemplo de aplicagoes e referéncias,
vide Conway (1983) e Hutchinson & Lai (1990).

A relagao entre a medida 7 de Kendall e o parametro de dependéncia ¢ da copula

FGM é dada por 7 = %. Note que —g <7, < g.



1.2 Critérios de comparacao de modelos

Na literatura encontramos diversas metodologias que se propoem a analisar a ade-
quabilidade de um modelo a um certo conjunto de dados, além de, dentre uma
colecao de modelos, selecionar o melhor.

Neste trabalho utilizamos quatro critérios de selecao de modelos, os quais especi-
ficamente sao usados na metodologia bayesiana em que as amostras das distribuicoes
a posteriori para os parametros do modelo sao obtidas usando métodos MCMC. A
seguir descrevemos cada um deles.

O critério DIC (Deviance Information Criterion) proposto por Spiegelhalter et
al. (2002), o EAIC (Expected Akaike Information Criterion) por Brooks (2002) e o
EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz) Information Criterion) por Carlin & Louis
(2001) sao critérios baseados na média a posteriori da deviancia, E{D(0)}, que é

uma medida de ajuste e que pode ser aproximada por

1 1%
D=—Y D,
72D

sendo v o indice que indica a v-ésima realiza¢ao de um total de V' realizagoes (ap6s

o burn-in) e
D(0) = =2 " In(g(ty;, ta6)),
=1

em que ¢(-) é a funcdo densidade de probabilidade correspondente ao nosso mo-
delo. Os critério EAIC, EBIC e DIC podem ser calculados, respectivamente, por
EA/I\C’:3+2q, EB/[\C:ﬁ—I—qln(n) eﬁlz’:ﬁ—i—ﬁﬁ = 2D — D, em que ¢ é
o numero de parametros no modelo, pp é o nimero efetivo de parametros definido

como E{D(0)} — D{E(0)}. D{E(f)} pode ser estimada por
. 1 Y
D=D (V 2 eq) .

Comparando modelos alternativos, o modelo preferido é aquele com os menores

valores destes critérios.



Um outro critério, um dos mais utilizados em trabalhos aplicados, é derivado
das ordenadas da densidade preditiva condicional (CPO), que é uma ferramenta de
avaliacao do modelo muito 1til e intensamente usada na literatura estatistica sob
vérios contextos (Ibrahim et al., 2001). Seja D os dados completos e D% os dados
com a i-ésima observacao excluida. Denotamos a densidade a posteriori de 6 dado
D) por 71(0|DY), parai = 1,...,n, e § é um vetor de parametros.

Para a i-ésima observagao, a C'PO; pode ser escrita como
CPO; = / g(tis, toi|0)m(0|DD)do = {/ Md@}l Ji=1,...,n. (1.10)
e o 9(t1i; 12i]0)
e g(t1;, t2;|0) é a fungao densidade de probabilidade. Na comparagao de vérios mo-
delos, para valores altos de C'PO; temos um melhor ajuste do modelo.

Para o nosso modelo proposto uma forma fechada de C'PO; nao é possivel. En-
tretanto, uma estimativa Monte Carlo de C'PO; pode ser obtida através de uma
simples amostra MCMC a partir da distribuigdo a posteriori m(0|D). Considere
M, 0@ . V) uma amostra de tamanho V de 7(8|D) apés o burn-in. Uma apro-

ximacao Monte Carlo de C'PO; (Chen et al., 2000) é dada por

Vv —1
1
CFO. = {529 (t1i, t2i]0@) } ' (1)

q=1

Como em Ibrahim et al. (2001), utilizamos a estatistica LPML = "7 | log(@)

na selecao de modelos, em que maiores valores de LPML indicam o melhor modelo.

1.3 Diagnéstico

Uma maneira de detectar a existéncia de pontos influentes pode ser feita por meio
da anélise de diagnéstico que teve inicio com a andlise de residuos (Cox & Snell,
1968).
Na literatura, uma forma utilizada de avaliagao da influéncia de uma observacao
no ajuste de um modelo é por meio da exclusao de casos (Cook & Weisberg, 1982).
Sob pequenas perturbagoes no modelo e/ou nos dados, Cook (1986) propds a

avaliacao da influéncia conjunta das observacoes, ao invés da retirada individual ou



conjunta de pontos. Caso essas perturbacoes causem efeitos desproporcionais, pode
haver evidéncias de que ha mau ajuste do modelo ou sérios afastamentos de suas
suposigoes.

Peng & Dey (1995) apresentam duas abordagens bayesianas distintas para detec-
tar observagoes influentes no ajuste de modelos de regressao. A primeira é baseada
na distribuicao a posteriori e a segunda na distribuicao preditiva, em que a influéncia
de uma observacao é estudada observando as mudancas no fator de Bayes, pseudo-
Bayes e Bayes a posteriori. Quatro medidas especificas, dentre elas a divergéncia de
Kullback-Leibler (K-L), sdo propostas, as quais transmitem os efeitos de uma tnica
observagao ou covariavel na distribuicao a posteriori.

Atualmente, técnicas de influéncia local tém sido amplamente utilizados (Ortega
et al., 2003; Labra et al., 2005; Ortega et al., 2006; Vidal & Castro, 2010).

Cho et al. (2009) propoem um método bayesiano de andlise de influéncia caso
a caso para modelos de sobrevivéncia. Desenvolveram medidas de diagnéstico para
avaliar a influéncia de um caso nas distribuicoes a posteriori conjuntas e marginais
baseadas na divergéncia de Kullback-Leibler (K-L). Neste trabalho, Cho et al. (2009)
apresentam uma expressao simplificada para o calculo da divergéncia de Kullback-
Leibler entre a distribuicao a posteriori com os dados completos e a distribuicao a
posteriori sob a exclusao de um simples caso, como também investigar estas relacoes
para as ordenadas da densidade preditiva condicional. Aplicagoes desta metodologia

podem ser encontradas em Cancho et al. (2010) e Cancho et al. (2011b).

1.3.1 Analise de influéncia caso a caso

Neste trabalho vamos considerar a andlise de influéncia caso a caso baseado na
divergéncia 1.

Seja Dy (P, P—;) a divergéncia v entre P e P_;), em que P indica a distribuicao
a posterior: de 0 para os dados completos e, P_; a distribuicao a posteriori sem o

i-ésimo caso. Especificamente,

Dy(P, Py) /w( 9'52)1 )> 7(6|D) d, (1.12)
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em que 1 é uma fungao convexa com (1) = 0. Varias escolhas de ¢ sao dadas
em Dey & Birmiwal (1994). Por exemplo, ¥(z) = —log(z) define a divergéncia de
Kullback-Leibler (K-L), ¥(z) = (z — 1) log(z) a distancia J (ou a versao simétrica
da divergéncia de K-L), ¥(z) = 0,5|z — 1] a distancia variacional ou norma L; e
Y¥(2) = (2 — 1)? define a divergéncia 2. A relagio entre a CPO (1.10) e a medida

de divergencia 1 é dada na seguinte proposicao.

Proposicao 1. A medida divergéncia 1) pode ser escrita como

Dy (P, P—y)) = Egp [@D (%)] , (1.13)

em que o valor esperado é com relacao a distribuigao a posteriori conjunta m(0|D).

Prova: Do teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori de 6 é dada por

7(0) [1;ep 9(t1;, t2410)
mIP) = Joco T(O) T jep 9(t1, t250)d0

em que 7(0) e [[1—,; g(t1s, t2:|0) representam, respectivamente, a distribuigao a priori

e a funcao verossimilhanca de #. A razao das distribuicoes a posteriori é dada por

(0| D) _ 7(0) [ Lcpw 9(tis til0) y Joco T(O) [T, 9(t1j, t2510)d0
m(0|D) Joco T(O0) TLjepw gty t2;10)d0 7(0) [ L;ep 9(t1j, t2;10)
1 fee@ W(Q) HjeD g(tljﬂtQj‘e)de

X
9(tistail0) * Jyco s ™(O) Hjep 9(ty: t2;10)do

~1
(fﬁe@ g(tlivlt2i|9)ﬂ-(0|p)d0> _ CPO;

g(t1, t2i]0) g(t1i, tei]0)

Da proposicao 1, a divergéncia K-L pode ser expressa como uma esperanca a

posteriort,

Dy1(P, Py)) = 10g Egp {[9(t1i, t2:10)] '} + Eopp {log [g(t1s, t2:]0)]}

= —1og(CPO;) + Egp {log [g(t1, t2:]0)]} .

(1.14)

De (1.13) podemos calcular Dy (P, P(_;) considerando uma amostra da distri-
buicdo a posteriori de 6 via métodos MCMC. Considere 81, ..., 8) uma amostra
de tamanho V' de m(0|D). Entao, uma estimativa Monte Carlo é dada por

14 .
— 1 W(g(q)‘p(ﬂ))
Dy(P,P_y) = = —_— . 1.15

11



De (1.14) uma estimativa Monte Carlo da divergéncia Dg_p(P, P_;) é dada por
Dir(P, P_y) = —log(CPO;) Z log [g(t1s, t2:]0@)] . (1.16)

A medida Dy (P, P_;) pode ser interpretada como a divergéncia ¢ do efeito da
exclusao do i-ésimo caso dos dados completos na distribuicao a posteriori de 6.

Como apontado por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996) (vide também Cancho et
al., 2010), pode ser dificil para um profissional (por exemplo, um médico) avaliar o
ponto de corte da medida de divergéncia, de modo a determinar se uma observagao
ou um pequeno subconjunto de observacgoes é influente ou nao. Neste contexto,
usaremos a proposta dada por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996). Considere uma
moeda viesada com probabilidade de sucesso p. Entao, a divergéncia ¢ entre a
moeda viesada e a nao viesada é

oot = [0 (M) fu(w)da, (1.17)

fi()

em que fo(x) =p*(1 —p)'™* e fi(zx) =0,5, x =0,1. Se Dy(fo, f1) = dy(p), entao

pode ser facilmente verificado que d,, satisfaz a seguinte equacao

Y(2p) + ¥ (2(1 - p))
5 .

dy(p) = (1.18)

Nao ¢ dificil notar que, para as medidas de divergéncia consideradas, d,, aumenta a
medida que p afasta-se de 0,5. Além disso, dy(p) é simétrica em torno de p = 0,5
e dy atinge seu minimo em p = 0,5. Neste ponto, dy(0,5) = 0 e fy = f1. Portanto,
se considerarmos p > 0,80 (ou p < 0,20) como uma moeda muito viciada, entao
dr,(0,80) = 0,30. Esta relagao implica que o i-ésimo caso é considerado influente
quando dr, (0,80) > 0, 30.

Assim, se usarmos a divergéncia de Kullback-Leibler, podemos considerar que
uma observacao é influente quando dx_; > 0,223. Da mesma forma, usando a
distancia J ou a divergéncia x?, uma observacao na qual d; > 0,416 ou dy2(0,80) >

0, 36 pode ser considerada influente.
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1.4 Dados reais utilizados

1.4.1 Dados de retinopatia diabética

No conjunto de dados de retinopatia diabética (The Diabetic Retinopathy Study Re-
search Group, 1976), o principal objetivo do estudo é avaliar a eficdcia do tratamento
com fotocoagulagao para retinopatia proliferativa. O tratamento foi aleatoriamente
atribuido para um olho de cada paciente e, o outro foi considerado como controle. O
primeiro componente é um vetor de tempos de vidas que representa os tempos até a
perda visual para o olho de tratamento (77 ), enquanto o segundo componente (73) é
o vetor de tempos até a perda visual para o olho controle. Este conjunto de dados é
composto por 197 pacientes e, contém observacoes censuradas, o que aconteceu em
73% dos olhos tratados e 49% dos olhos nao tratados.

A idade no inicio da diabete foi considerada como covaridavel. Para criar dois
grupos foi considerado um ponto de corte de 20 anos (58% dos pacientes tinham
menos de 20 anos de idade).

Na literatura, muitas abordagens com a finalidade de identificar a forma da
fungao de risco podem ser encontradas (vide, por exemplo, Glaser, 1980). Com a
finalidade de identificar o modelo adequado para os tempos de vida, utilizamos neste
trabalho um método grafico baseado no tempo total em teste (TTT) transformado
(Barlow & Campo, 1975). A versao empirica do grafico TTT transformado (Aarset,

1985) é dada por
2iz by = (0= 1)t

>oimi b ’

r=1,..,n, ety representa as estatisticas de ordem dos tempos, i = 1,..,n. A curva

G(r/n) = (1.19)

TTT pode exibir vérias formas. Aarset (1985) mostrou que se a curva é concava, a
funcao de risco é crescente. Na Figura 1.1 apresentamos as estimativas de Kaplan-
Meier da funcao de sobrevivéncia e o grafico TTT para os dados de retinopatia
diabética. Nesta figura, podemos observar pelo grafico de Kaplan-Meier a existéncia
de uma fragao de individuos que poderiam ser ditos curados. Pelo grafico TTT

notamos algumas das observagoes estao localizadas ao redor da reta identidade, mas
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em sua maioria acima, concluindo que a funcao de risco é crescente, sugerindo que

o modelo Weibull é uma alternativa adequada para a modelagem destes dados.
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Figura 1.1: Estimativas de Kaplan-Meier da fungao de sobrevivéncia e graficos TTT

para os dados de retinopatia diabética.

1.4.2 Dados de HIV

O conjunto de dados de pacientes portadores de HIV é composto por 135 pacientes
com idade superior a 18 anos de idade, atendidos no Servigo de Doengas Infecci-
osas e Parasitarias (DIP) da Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM),

diagnosticados com HIV entre janeiro de 1996 e dezembro de 1998, os quais foram
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gentilmente fornecidos por Gilberto A. Pereira e Fatima L. Prince (UFTM).

Infec¢oes oportunistas sao importantes causas de morbidade e mortalidade em
pessoas com o virus da imunodeficiéncia humana (HIV) e mortes e hospitalizagoes
sao os principais eventos resultantes dessas infecgoes.

Além disso, as infeccoes oportunistas sao importantes indicadores do impacto
das interven¢oes na populagao infectada pelo HIV (Candiani et al., 2007). Pessoas
infectadas pelo HIV estao sujeitas a inimeras infecgoes e complicagoes neoplasicas
relacionadas a sua doenca. Em geral, além de infeccoes adquiridas ao viver fora
do hospital, quando hospitalizado o individuo infectado pelo HIV também é mais
suscetivel a infecgoes hospitalares por sua possivel condicao de saude debilitada.

No Brasil, segundo Candiani et al. (2007), o tempo médio de permanéncia no
hospital, que foi igual a 15 dias antes de 1996, reduziu de 40% apds este ano.

Neste conjunto de dados, os tempos da primeira (77) e da segunda (75) internacao
(em dias) foram modelados de acordo com o sexo do paciente. Para os tempos de vida
1 menores que 25 dias, 20% foram censurados. Para o tempo de vida 2 menores que
20 dias, 40% foram censurados. Tempos maiores que estes valores foram censurados.

Na Figura 1.2 apresentamos as estimativas de Kaplan-Meier da fungao de sobre-
vivéencia e os graficos TTT para os dados de HIV. Nesta figura, podemos observar
pelo grafico de Kaplan-Meier a existéncia de uma fracao de individuos que poderiam
ser ditos curados, pelo menos no que concerne ao intervalo de tempo abrangido pelo
estudo. Também constatamos pelo grafico TTT que a fungao de risco é crescente,
sugerindo que o modelo Weibull é uma alternativa adequada para a modelagem

destes dados.
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Figura 1.2: Estimativas de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia e graficos TTT

para os dados de HIV.

1.5 Organizacao dos capitulos

No Capitulo 2 apresentamos o modelo de sobrevivéncia FGM bivariado assumindo
distribuicoes marginais Weibull.

No Capitulo 3 apresentamos o modelo de sobrevivéncia FGM bivariado conside-
rando distribui¢oes marginais mistura padrao Weibull em duas situagoes: a primeira
com a inclusao de covariaveis no parametro do modelo Weibull e na segunda na pro-

porcao de curados.
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No Capitulo 4 apresentamos o modelo de sobrevivéncia FGM bivariado assu-
mindo modelos de tempo de promocao Weibull para as distribui¢oes marginais.

Em todos estes capitulos, exibimos os procedimentos inferenciais sob um enfoque
bayesiano, comparamos com outros modelos de cépulas e com o caso assumindo
independéncia entre os tempos marginais. Também realizamos o procedimento de
analise de influéncia caso a caso baseado na divergéncia 1. Ilustracoes numéricas
sao apresentadas considerando conjunto de dados artificiais e reais.

Por fim, no Capitulo 5 apresentamos algumas consideragoes finais e extensoes.
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Capitulo 2

Modelo de sobrevivéncia bivariado

baseado na copula FGM

Neste capitulo propomos um modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na copula
FGM com marginais Weibull. A construgao do modelo é apresentada na Segao
2.1. Na Secao 2.2 apresentamos o procedimento inferencial. Aplica¢oes com dados

simulados e reais sao realizadas na Secao 2.3.

2.1 Modelo de sobrevivéncia FGM bivariado

Com o objetivo de definir a funcao de sobrevivéncia bivariado, primeiramente supo-
mos que Cy é uma fungao distribui¢ao com fungao densidade ¢, em [0, 1]? para ¢ € R.
Entao, considere (71,7%) os tempos de falhas pareados e, S; e f;, respectivamente,
a funcao de sobrevivéncia e a fungao densidade de T}, j =1, 2.

Se (T3, T5) provém da cépula Cy para algum ¢, entao as fungdes de sobrevivéncia

e densidade conjunta de (77, 75) sdo dadas por (Shih & Louis, 1995)

S(tl, SQ) = Cqs(Sl(tl), Sg<t2)), tl,tg >0 (21)

F(t1,t2) = cg(Si(t1), Sa(t2)) f1(t1) fa(ta), t1,ta > 0, (2.2)

respectivamente. Note que as distribuicoes marginais e a estrutura de dependéncia
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podem ser visualizadas separadamente e esta estrutura de dependéncia é represen-
tada por uma copula.

A fungao de sobrevivéncia bivariada induzida pela copula FGM (1.9) é dada por

S(ty,t2) = S1(t1)S2(t2)[1 + ¢{1 — Si(t1) H1 — Sa(t2) }, (2.3)

em que ¢, ¢ € (—1,1), é o parametro que mede a intensidade da dependéncia entre
os tempos de vida. Observe que quando ¢ = 0, S(t1,t2) = S1(t1)S2(t2), levando a
conclusao de que as variaveis aleatorias 17 e T, sao independentes.

Para a cépula FGM, o tau de Kendall (Nelsen, 2006) é dado por 7, = %‘p. Para
¢ = 0, 74 ¢ igual a 0. Outras medidas de dependéncia entre as varidveis T} e T5
podem ser encontradas em Nelsen (2006). Por exemplo, se as varidveis aleatérias T}

e Ty tém uma distribuicao Weibull com funcao densidade
f(tj) = ozj/\jt?jfl exp {—)\jt?j} ., 1=1,2, (2.4)
e funcao de sobrevivéncia
S(t;) =exp{=N\tj"}, j=1,2, (2.5)

pode ser provado que o coeficiente de correlacao de Pearson entre 77 e T é dado por
1 _
¢<1—2 a1> (1—2 az)
p= ; ; : (2.6)
S ) (St
T(-+1) T(+1)

Observe que quando ¢ = 0, o coeficiente de correlacao p ¢ igual a 0. Quando 7}

tem uma distribuigao Exponencial com parametro o; = 1, j = 1,2, o coeficiente de

correlagao é dado por p = ¢/4.

2.2 Inferéncia

Para inferéncia, adotamos uma abordagem bayesiana. A funcao verossimilhanca,
as distribuicoes a priori para os parametros do modelo e os detalhes do algoritmo

Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) sao descritos a seguir.
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Considere (T;1, Tio) e (Ci1,Cia) os i-ésimos tempos de vida e de censura bi-
variados, para ¢ = 1,...,n. Suponha que (T}1,T}2) e (Ci1, Ci) sao independentes.
Para cada individuo 7, as quantidades individuais sao representadas pelas variaveis
aleatérias t;; = min(7;;, Cy;) e §;; = I(t;; = T;;), que denota o indicador de falha,
Jj =1,2. Sejam S(t1]|vy,) e S(t2|7v,) as fungoes de sobrevivéncia de Tj; e Tjo, respecti-
vamente, em que 7, € 7y, sao vetores de parametros de ¢; e g2 elementos associados
a cada uma das distribui¢coes marginais.

Considerando a fungao de sobrevivéncia bivariada S(ti,ts|d,vq,7y,) dada em
(2.3), a contribuigao do i-ésimo individuo para a log-verossimilhanca de 8 = (¢, v, )

¢ dada por (Lawless, 2003)

9%5(t1,12]0) —05(h, 12|6)
0;(0) = 6;10;21og (W) +0u(1 = din) log (T)

—0S(t1, 1,|0)

i2

) + (1 = 04)(1 — i) log S(t1,1210). (2.7)

2.2.1 Distribuicoes a prior: e a posteriori

O uso do método bayesiano permite a incorporacao de conhecimentos prévios dos
parametros através de uma distribuicao a priori informativa. Quando nao hé co-
nhecimentos prévios pode-se considerar uma estrutura nao informativa.

Por exemplo, a fim de realizar um procedimento de inferéncia bayesiana para o
modelo de sobrevivéncia bivariado dado em (2.3), considere que a familia de distri-
buicoes paramétricas dos tempos de vida marginal T} e T, é conhecida e indexada
pelos vetores de parametros 7, e 75, respectivamente.

Consideramos uma distribuicao a priori conjunta prépria para os parametros
do modelo com o intuito de garantir que a distribuicao a posteriori conjunta seja
prépria (Ibrahim et al., 2001). A densidade a priori conjunta de 8 = (¢,~,,7,) é
dada por ,

7(0) o (L—¢)" (1 +¢) [ =(v, (2.8)

7j=1
A expressao (2.8) implica que (1—¢)/2 segue uma distribuigao Beta(ry;r2), 7(7;)

é a distribuicao a priori de «; e que 7y, v, e ¢ sao mutuamente independentes a

PrioTi.
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Combinando (2.8) com a fungao de verossimilhanca, L(0) = exp(> .-, :(0)), em
que ¢;(0) é dada em (2.7), obtemos diretamente a distribuicao conjunta a posteriori
de 6, 7(0|D), em que D é o conjunto de dados observados. As estimativas dos
parametros sao dadas pelas médias da distribuicao a posteriori.

Para especificagao paramétrica das marginais é possivel ligar covariaveis em cada
um dos componentes, isto é, 'yjch(xj). Por simplicidade e para evitar restri¢coes no
espaco paramétrico, consideramos gp(xj):exp(:c;.rﬁj), em que B3, corresponde ao
vetor de coeficientes desconhecidos de ordem g; x 1, associado as covaridveis x;,

j=12.

2.2.2 Implementacao Computacional

Na abordagem bayesiana, a distribuicao alvo para a inferéncia é a distribuicao a
posteriort dos parametros de interesse. Para isto, precisamos obter a densidade a
posteriort marginal de cada parametro, que sao obtidas através da integracao da
densidade conjunta a posteriori com relacao aos demais parametros.

O amostrador de Gibbs é um processo iterativo de uma ampla classe de métodos
genericamente nomeados Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Muitos
aspectos préticos da metodologia MCMC sao descritos em Gelfand & Smith (1990)
e Gamerman & Lopes (2006). Este método é aplicavel em situagoes em que nao
somos capazes de gerar amostras diretamente da distribuicao a posteriori conjunta.
Contudo, requer as densidades condicionais completas para gerar amostras.

Ressaltamos que para qualquer distribuicao marginal de T e 75, a distribuicao
a posteriori conjunta nao é tratavel analiticamente, mas métodos MCMC tal como
o amostrador de Gibbs podem ser usados para obter amostras, a partir da quais ca-
racteristicas das distribuicoes a posteriori marginais de interesse podem ser inferidas
(Gilks et al., 1996). Para o procedimento de estimacao, consideramos a estimagao
conjunta em que todos os parametros do modelo sao estimados simultaneamente no
algoritmo MCMC.

Assumindo que T;; segue uma distribui¢ao Weibull dada em (2.4) com parametros

a; e \i; = exp(foj + b1jzi), 7 = 1,2. Escolhemos as seguintes distribuigoes a priori
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independentes: [j; ~ N(uk],ak]) e aj ~ Gama(a;;bj), em que k=0,1¢e j=1,2.

A distribuicao condicional para cada parametro é dada por

(4D, 0—g)) x (1 =) M1+ p)27" (lfll Ai) :

,8 n . T (01
ﬂ-(ﬁ()ju)’e(—ﬁoj')) & ( Az) exp ({Zz 1 0ji + “07 }BOJ UO(; — D i elPoithy thf) 5

]

(815D, 0(—p,;)) (1_[1 Az‘) exp <{Zz 1 05i; + T}Bu m i1 e(ﬂw’glﬂi)t?f)
e

a5\ (a-D(SI b0
2.0 o (L™ ) a0 e (- S 8y + )t = ),
para j = 1,2 com D = (tq, ts, 01, 02, X),

— (1 511)(1 522) 511521 511(1 521) 521(1 511)
A V V2 31 41

2
vi=1+¢ 1:[1(1 — 8;(t1)),

2
J=1

=1+ 1+ ][~ QSj(tji)))a

vi=1+¢|1— 251(1%) — SQ(tji) +2 12[ Sj(tji>>

j=1
e
2
j=1

As densidades condicionais acima nao pertencem a nenhuma familia de densida-
des paramétricas conhecidas. A fim de gerar as amostras temos entao que imple-
mentar um passo de Metropolis nas iteragoes Gibbs (Chib & Greenberg, 1995). Para
o parametro ¢, a distribui¢ao condicional 7(¢|D,0_4)) é uma funcao log-concava.

Assim, o método de rejeicao adaptativa pode ser usada.
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2.3 Aplicacoes

Nesta secao resultados de estudos de simulacao e um exemplo de dados reais sao

apresentados com o objetivo de ilustrar a performance da metodologia proposta.

2.3.1 Propriedades frequentistas

Inicialmente empregamos dados simulados para estudar as propriedades frequentis-
tas dos estimadores bayesianos quando os parametros do modelo sao conhecidos. O
objetivo deste estudo de simulacao é mostrar o bom comportamento das estimati-
vas bayesianas, com base no erro quadrédtico médio frequentista (EQM), na média
frequentista (Média) e nas medidas utilizadas para comparagao de modelos (EAIC,
EBIC, DIC, LPML).

Os tempos de censura C;; foram gerados a partir de uma distribui¢cao Uniforme
U(0;7;), com 7;, j = 1,2, controlando o percentual de observagoes censuradas. Neste
estudo consideramos o modelo de sobrevivéncia dado pela expressao (2.3), assumindo
que Tj tem distribuicdo Weibull com parameétros a; e A;; = exp(Bo; + B1xi), J =
1,2, em que as covariaveis x; foram geradas de uma distribuicao Bernoulli com
parametro 0,5. Para os dados bivariados (Tj1, Tjs), ¢ = 1,...,n, foram gerados
n = 100 observacoes de acordo com os seguintes passos. Primeiro geramos 7T}, =
(—log(1 — uil)/)\il)l/al em que u;; ~ U(0;1). Entao, T}; foi comparado com o valor
de censura Cj; a fim de determinar o indicador de censura d;; e o valor observado dado
por t;; = min(Tj;, Cj1). Depois Tjs foi gerado usando a variavel aleatéria u;s ~ U(0; 1)
e a solugao da equagao nao linear, w; + ¢(2uy; — 1)(w? — w;) — u;e = 0, considerando
Tio = (—log(1l— wi)/)\ig)l/”. Entao, Ty foi comparado com o valor de censura
Ci» a fim de determinar o indicador de censura d;5 e o valor observado dado por
tio = min(T}e, Cio).

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parametros do modelo
Bor =1, =1, a1 =2, foo = 1,5, B12 = 0,5, ap = 1,5 e ¢ = 0,5. Simulamos os
conjuntos de dados assumindo (0%;0%) e (15%; 15%) de censuras.

Portanto, duas configuracoes diferentes de simulagao foram realizadas de acordo
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com o percentual de censura, cada um com 100 conjuntos Monte Carlo de dados
gerados.

As seguintes distribuicoes a priori independentes foram consideradas para o
amostrador de Gibbs: §;; ~ N(0;1000) e o; ~ Gama(1;0,001), i =0,1e j =1,2.
Assumimos para o parametro da cépula PS que ¢ ~ Beta(1;1) e para a cépula FGM
que (1 — ¢)/2 ~ Beta(1;1), tal escolha garante que ¢ € (—1;1).

Para cada conjunto de dados gerados simulamos duas cadeias de tamanho 50.000
para cada parametro, desconsiderando as primeiras 10.000 iteracoes para eliminar o
efeito dos valores iniciais e, para evitar problemas de autocorrelagao, consideramos
um espacamento de tamanho 20, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000
sobre a qual a inferéncia a posteriori é baseada. Para cada amostra, a média a
posteriori dos parametros e os valores de EAIC, EBIC, DIC e LPML sao gravados.
As simulagoes foram realizadas utilizando os sistemas OpenBUGS (Spiegelhalter et
al., 2007) e R (R Development Core Team, 2007) por meio do pacote BRugs (BUGS
team, 2007).

A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomenda-
dos por Cowless & Carlin (1996) (pacote CODA (Plummer et al., 2006)). Em todos
0s casos, a convergéncia foi verificada por meio do diagnoéstico de Gelman-Rubin
(Gelman & Rubin, 1992) sendo muito préximo a 1 (< 1.02).

A Tabela 2.1 mostra as estatisticas resumo da simulagdo para os parametros
ajustando o modelo baseado na cépula FGM para as duas configuracoes de censuras.
Os verdadeiros valores sao dados entre parénteses, a Média MC denota a média

100
aritmética das 100 estimativas dada por ) 6;;/100, e o EQM MC denota o erro

j=1
quadratico médio frequentista dado por %)(ékj — 6;)?/100, em que 6, é o valor
estimado do parametro fixo 6y. Podemo;:cl)bservar que em ambos os casos (com
e sem a presenga de dados censurados) as estimativas obtidas estao préximas, em
média, do verdadeiro valor e tém um baixo valor de EQM.

A Tabela 2.2 apresenta a média Monte Carlo (MC) dos quatro critérios de com-
paracao de modelos discutidos na Secao 1.2 para comparar os modelos de sobre-

vivéncia bivariado baseado na cépula FGM e PS com marginais Weibull. Podemos
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Tabela 2.1: Dados simulados. Média MC e EQM MC para os parametros do modelo
de sobrevivencia FGM bivariado baseados sobre as 100 amostras geradas para as

duas configuracgoes de censuras.

Parametro % de censurados
(verdadeiro valor) (0; 0) (15; 15)
Média MC  EQM MC Média MC  EQM MC
Bo1(1) 1,004 0,012 0,884 0,020
Bi(1) 1,051 0,033 1,033 0,034
a1(2) 2,040 0,015 2,096 0,022
Boz2(1,5) 1,536 0,019 1,398 0,021
$12(0,5) 0,522 0,026 0,491 0,024
as(1,5) 1,546 0,008 1,567 0,011
»(0,5) 0,475 0,021 0,374 0,036

observar que para as duas configuracoes de censura, o modelo baseado na cépula

FGM supera o modelo PS em todas as médias dos critérios considerados.

Tabela 2.2: Dados simulados. Média Monte Carlo dos critérios bayesianos baseados

sobre as 100 amostras geradas para as duas configuragoes de censuras.

% de censurados Cépula Critérios bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
(0; 0) FGM  -99,203 -80,967 -106,486 53,079
PS -98,115 -79,879 -105,463 52,564
(15; 15) FGM  -27325 -9,089 -34,578 17,028

PS 26,728 -8492 -34,182 16,822

2.3.2 Diagnostico de observacoes influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnéstico proposta neste trabalho,
geramos uma amostra de tamanho 100 com parametros fixos Gy = 1, 11 = 1,

ar =2, Boe = 1,5, B12 = 0,5, as = 1,5 e ¢ = 0,5. Nesta amostra, consideramos
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também que 15% de cada tempo foi censurado.

Selecionamos os casos 12, 28, 50 (ambos os tempos observados) e 77 (ambos
os tempos censurados) para perturbagdo. Para criar observagoes artificialmente
influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou trés desses casos selecio-
nados. Para cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos da seguinte forma:
t; = t; +4Dy,i = 1,2, em que D, é o desvio padrao dos t;’s. Para o caso 12 foi
perturbado apenas o tempo de vida ¢;, para o caso 50 o tempo de vida ¢, e, para
ambos os casos 28 e 77, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

Para a implementacao do algoritmo MCMC, assim como a verificagao da con-
vergéncia das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos na Subsecao
2.2.2.

A Tabela 2.3 mostra que as inferéncias a posteriori sao sensiveis a perturbacao
do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 2.3 o conjunto de dados (a) denota os dados

originais simulados sem perturbagdo e os conjuntos de dados (b) a (i) denotam os

conjuntos de dados com casos perturbados.
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Tabela 2.3: Dados simulados. Média e desvio padrao (DP) para os parametros do

modelo de sobrevivéncia FGM bivariado para cada conjunto de dados simulados.

Nome Identificagao Bot B o Boz Bz Qg ¢

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média
perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 0,939 0,856 2,111 1,115 0,594 1,400 0,386
[0,156] [0,230] [0,184] [0,174] [0,225] [0,120] [0,28§]

b 12 0,768 0,939 1,982 1,112 0,607 1,403 0,419
[0,154] [0,234] [0,167] [0,173] [0,224] [0,122] [0,273]

¢ 50 0,941 0,853 2,106 0974 0,681 1,340 0,328
[0,160] [0,230] [0,185] [0,166] [0,228] [0,112] [0,277]

d 7 0,847 0,472 1,825 1,063 0,382 1,313 0,508
[0,154] [0,219] [0,147] [0,166] [0,223] [0,112] [0,272]

e {12, 50} 0,770 0,932 1,984 0977 0,673 1,336 0,360
[0,151] [0,228] [0,164] [0,166] [0,226] [0,115] [0,287]

f {12, 77} 0,717 0,564 1,757 1,060 0,385 1,311 0,536
[0,152] [0,222] [0,139] [0,167] [0,222] [0,111] [0,272]

g {12, 50, 77} 0,718 0,573 1,753 0,946 0,460 1,262 0,481
[0,149] [0,225] [0,139] [0,165] [0,223] [0,106] [0,279]

h 28 0,797 0,403 1,700 1,054 0,374 1,293 0,491
[0,156] [0,220] [0,134] [0,171] [0,223] [0,110] [0,283]

i {28, 77} 0,776 0,234 1,639 1,025 0,219 1,249 0,602

0,151] [0,218] [0,132] [0,169] [0,228] [0,105] [0,263]

A Tabela 2.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de
conjuntos de dados perturbados. Podemos observar que o conjunto de dados (a)
(conjunto dos dados originais simulados) teve o melhor ajuste.

Vamos considerar as amostras da distribuicao a posteriori dos parametros do
modelo de sobrevivéncia FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro me-
didas de divergéncia. Os resultados na Tabela 2.5 mostram, antes da perturbagao
(conjunto de dados (a)), que todos os casos selecionados nao sao influentes, com pe-
quenas medidas de divergéncia. Entretanto, apés perturbagoes (conjunto de dados

(b) a (i)) as quatro medidas aumentam, indicando que os casos sao influentes. Os
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Tabela 2.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-

vivéncia FGM bivariado para cada conjunto de dados simulados.

Nome dos dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML
a -1,685 16,551 -8,779 4,387
b 7,424 25,660 0,280  -0,396
¢ 6,581 24,817 -0,506 0,210
d 27,382 45,618 20,110 -11,871
e 15,742 33,979 8,599 -4,631
f 34,590 52,826 27,250 -15,411
g 42,460 60,696 35,180 -19,144

35,063 53,299 27,790 -17,542
i 52,696 70,932 45,320 -24,926

valores que ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subsecao 1.3.1 estao

destacados com *.
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Tabela 2.5: Dados simulados. Medidas de divergeéncia.

Nome dos dados Identificagao dos casos Medidas de divergencia
di.1, dy dr, dy2
a 12 0,012 0,022 0,059 0,023
28 0,126 0,244 0,193 0,319
50 0,018 0,037 0,076 0,038
7 0,008 0,015 0,050 0,016
b 12 0,485* 1,038 0,393  2,170*
¢ 50 0,344* 0,728 0,328"  1,462*
d 7 2,589* 5,725 0,799*  79,903*
e 12 0,498* 1,386* 0,418* 13,387
50 0,319 0,695 0,323  1,221*
f 12 0,303* 0,732 0,321  2,055*
7 2,373 7,958* 0,900 855,628*
g 12 0,270* 0,570 0,293  0,920*
50 0,278* 0,555* 0,289*  0,948*
7 2,077 4,101 0,708* 24.424*
h 28 4,603* 10,855* 1,029 518,161*
i 28 2,415* 5,410 0,798*  55,341*
7 0,866* 1,910 0,512  7,589*

A Figura 2.1 mostra os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia
para o conjunto de dados (i). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergéncia detectam os pontos influentes.
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Figura 2.1: Dados simulados. Gréficos de indices das medidas de divergéncia para

o caso (i).

2.3.3 Dados reais

Nesta se¢ao, ilustramos a metodologia proposta em uma amostra composta por 162
pacientes, extraida dos dados de retinopatia diabética (Subsecao 1.4.1).

Ao analisarmos este conjunto de dados, nao detectamos nenhum ponto influente.
Dessa forma, para criar uma observacao influente, escolhemos o caso 100 e pertur-
bamos ambos os tempos de vida da seguinte forma ¢, = t, + 10S;,u = 1,2, em que
S; €é o desvio-padrao de t,’s.

Simulamos duas cadeias de tamanho 50.000 para cada parametro, desconside-
rando as primeiras 10.000 iteragcoes para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para

evitar problemas de autocorrelacao, foi considerado um espagamento de tamanho 20,
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obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori
¢ baseada.

As seguintes distribuicoes a priori independentes foram consideradas para rea-
lizar o amostrador de Gibbs: f3;; ~ N(0;1000), o; ~ Gama(1;0,001), i = 0,1,
j=12¢ (1 —¢)/2 ~ Beta(1;1), tal escolha garante que ¢ € (—1;1). A con-
vergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados por
Cowless & Carlin (1996).

Na Tabela 2.6 apresentamos os resumos a posterior: para os parametros do mo-
delo baseado na Cépula FGM com marginais Weibull e Exponencial. Além de avaliar
a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros das distribuicoes
a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as es-
timativas dos parametros a posteriori nao apresentaram diferencas significativas e

nao alteraram os resultados da Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori, desvio padrao (DP)

e intervalo HPD (95%) para os parametros do modelo de sobrevivéncia FGM biva-

riado.
Parametro Weibull Exponencial
Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)
o 0,817 0,102  (0,629; 1,032) § . -
Tempo 1 Bo1 -3,917 0,416 (-4,767; -3,148) -4,606 0,169 (-4,948; -4,294)
B -0,676 0,309 (-1,297; -0,097) -0,682 0,317 (-1,323; -0,078)
Qy 0,821 0,070  (0,687; 0,964) - - -
Tempo 2 Boz -3,489 0,292 (-4,076; -2,933) -4,154 0,143 (-4,446; -3,887)
B2 0,332 0,203 (-0,065; 0,729) 0,325 0,203 (-0,071; 0,722)
Cépula 0] 0,655 0,221  (0,173; 0,979) 0,641 0,212 (0,178; 0,971)

A Figura 2.2 mostra o grafico de dispersao entre 17 e T, (painel acima). Também,
as curvas de Kaplan-Meier para as variaveis 77 (painel abaixo a esquerda) e T5 (painel
abaixo a direita) dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste do
modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na céopula FGM com marginais Weibull.

Na Tabela 2.7 apresentamos o valor das quatro medidas de divergéncia para o

caso 100. Em comparacao com pontos de cortes apresentados na Subsecao 1.3.1,
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Figura 2.2: Dados de retinopatia diabética. Grafico de dispersao de T; e Ty (painel
acima). Curvas de Kaplan-Meier para as varidvel T} (painel abaixo a esquerda) e
T (painel abaixo a direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivéncia

bivariado baseado na cépula FGM com marginais Weibull.

podemos observar que todas as medidas detectam o ponto influente, que também
pode ser observado no grafico de indices (Figura 2.3).

A Tabela 2.8 apresenta os critérios de comparagao de modelos discutidos na Secao
1.2 para comparar modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula FGM com
marginais Weibull e Exponencial com os modelos baseados nas cépulas de Clayton,

Frank e Positive Stable, como também com o caso assumindo independéncia entre os
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Tabela 2.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de divergéncia.

Identificacao dos casos Medidas de divergencia
dK-L dJ dLl dXQ
100 0,292 0,661 0,307 1,339
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Figura 2.3: Dados de retinopatia diabética.

divergéncia.
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Graficos de indices das medidas de

tempos. Com base em todos os critérios bayesianos, ha evidéncias positivas em favor

da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivéncia bivariado baseado

na cépula FGM pode ser visto como um concorrente para os conhecidos modelos

de sobrevivéncia bivariados induzido pelas copulas PS, Frank e Clayton comumente

utilizados na literatura para ajuste dos dados de tempo de vida bivariado.

A Figura 2.4 mostra os graficos de contorno da funcao de sobrevivéncia para o

modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula FGM com marginais Weibull.
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Tabela 2.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC EBIC  DIC LPML
FGM 1532,521 1554,134 1525 -762,365
PS 1533,459 1555,072 1526 -763,078
Weibull Frank 1532,527 1554,14 1525 -762,514
Clayton 1532,57 1554,183 1525 -762,592
Independéncia  1536,889 1555414 1531 -765,294
FGM 1534,743 1550,181 1530 -765,3462
PS 1537,341 1552,779 1532 -766,6769
Exponencial Frank 1535,463 1550,901 1530 -765,7647
Clayton 1535,46  1550,898 1530 -765,5114

Independéncia 1540,179 1552529 1536 -768,5528

60
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40
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30 40
| |
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Figura 2.4: Dados de retinopatia diabética. Graficos de contorno para x = 0 (painel
esquerdo) e z = 1 (painel direito) com o ajuste do modelo de sobrevivéncia FGM

com marginais Weibull.
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Capitulo 3

Modelo de sobrevivéncia bivariado

mistura padrao baseado na cépula

FGM

Os modelos de longa duragao (Maller & Zhou, 1996; Rodrigues et al., 2009), também
conhecidos como modelos com fracao de cura, tém sido amplamente desenvolvidos
nos ultimos tempos, sendo utilizados em varias aplicacoes a dados de estudos clinicos
(Yakovlev & Tsodikov, 1996), como por exemplo dados de cancer em que uma
proporc¢ao dos pacientes sao “curados”.

Na anélise de sobrevivéncia tradicional (Colosimo & Giolo, 2006; Kalbfleisch &
Prentice, 2002; Lawless, 2003; Louzada-Neto et al., 2002), os modelos paramétricos
assumem que a fracao de cura é zero. Os individuos que nao apresentam o evento de
interesse até certo momento sao considerados censurados. Tais modelos nao levam
em consideracao se os individuos deixaram de ser suscetiveis a tal evento. Neste caso,
a censura pode significar tanto os individuos que por algum motivo abandonaram o
estudo quanto os que deixaram de ser suscetiveis.

A presenca de uma grande quantidade de observacoes com tempos mais a direita
(os maiores) censurados, um conjunto de dados pode ser uma evidéncia de que exista
uma fragao de curados na populagdo em estudo (Goldman, 1984). Caso o grafico

do estimador de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia apresente cauda longa
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em um nivel visivelmente acima de zero, as observagoes censuradas determinam a
presenca de uma fracao de curados.

Os primeiros modelos com fragao de cura foram desenvolvidos por Boag (1949)
e Berkson & Gage (1952). Propuseram um modelo de mistura em que ha uma pro-
porcao de individuos curados na populacao em estudo. Este modelo, também co-
nhecido como modelo de mistura padrao, supoe a existéncia de apenas uma possivel
causa interferindo para a ocorréncia do evento e, que esta causa possa ser manifes-
tada ou nao segundo uma probabilidade a ser estimada. Posteriormente, trabalhos
como Yakovlev & Tsodikov (1996), Chen et al. (1999), Ibrahim et al. (2001) e Yin
& Ibrahim (2005a, b) propéem modelos que permitem que nao apenas uma, mas
varias causas estejam relacionadas a ocorréncia do evento de interesse.

Neste capitulo apresentamos a fungao de sobrevivéncia de longa duragao apresen-
tado por Rodrigues et al. (2009) (Segao 3.1). Propomos um modelo de sobrevivéncia
bivariado baseado na cépula FGM com marginais mistura padrao (Berkson & Gage,
1952) em duas situagoes: a primeira em que consideramos a inclusao de covaridveis
no parametro de escala do modelo Weibull (Subsegao 3.2.2) e a segunda situagao na

proporgao de curados (Subsegao 3.2.3).

3.1 Funcao de sobrevivéncia de longa duracao

Definicao 4. (Feller, 1968) Seja {a,,}, m =0,1,2,..., uma sequéncia de niimeros
reais. Se

Ay(8) = ag+ ars +axs® + ...
converge, para s € [0, 1], entao A,(s) é definida como funcao geradora da sequéncia

{am}

Considere M uma variavel aleatéria representando o niimero de causas ou riscos

da ocorréncia de um particular evento de interesse com distribuicao de probabilidade
pm =P[M =m], m=0,1,2,... (3.1)

Dado M = m, sejam Z;, j = 1,...,m, varidveis aleatérias continuas (ndo-negativas)

independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) representando o tempo de ocorréncia
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do evento de interesse devido a j-ésima causa ou risco. A funcao de sobrevivéncia

de um individuo da populacao em risco associado a j-ésima causa é dada por
St)y=P(Z;>t), j=1,....m, t >0, (3.2)

em que S(t) é uma fungao de sobrevivéncia prépria, ou seja, S(t) — 0 para t — co.

O tempo de ocorréncia do evento de interesse é definido como
T:mil'l{Zo,Zl,...,ZM}, (33)

em que P[Z; = oo] = 1. Esta suposi¢ao admite a possibilidade de uma propor¢ao
po da populacao nao apresentar a ocorréncia do evento de interesse.
As variaveis aleatérias Z; e M sao varidveis latentes e 7' ¢ uma variavel aleatoéria

observavel ou censurada com funcao de sobrevivéncia dada por
Spop(t) = P[T > t]. (3.4)

Teorema 3. Dada uma func¢do de sobrevivéncia prépria S(t) para os individuos
em risco da populagao, temos que a fungao de sobrevivéncia de longa duragao da

variavel aleatéria T' é dada por
Spop(t) = Ap(S(1)) = Y pu{SH}™, (3.5)
m=0

sendo A,(.) a funcdo geradora da sequéncia {p, }.

Podemos notar que S,.,(t) é uma fungao de sobrevivéncia imprépria, ou seja,
7:lim Spop(t) > 0. A fragao de cura da populagao pode ser obtida por meio do seguinte
—00

teorema.

Teorema 4. Dada uma fungao de sobrevivéncia prépria S(t), para os elementos da

populacao em risco, temos que

lim Sy () = P[M = 0] = po, (3.6)

t—o00

em que py denota a propor¢ao de curados (ou imunes) da populagao.

O modelo com fragao de cura unificado é dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 5. A funcao de sobrevivencia da v.a. T' correspondente a um modelo de

longa duracao unificado é dada por
Spop(t) = po + (1 = po)S™ (1), (3.7)

em que S*(t) = Z_lp;;{S(t)}m € P = 100

Podemos notar que S*(t) é uma fungao de sobrevivéncia prépria associada aos
individuos da populacao que estao em risco.

A funcao densidade improria associada a funcao de sobrevivéncia de longa duracao
(3.7) é dada por

Fpop(t) = f(ﬂ%s(S)‘sS(t); (3.8)

em que A,(.) é a funcado geradora da sequéncia de probabilidades {p, }.
Mais detalhes sobre o modelo de longa duracao unificado podem ser obtidos em

Tsodikov et al. (2003) e Rodrigues et al. (2009).

3.2 Modelo de sobrevivéncia bivariado mistura
padrao Weibull baseado na cépula FGM

Um caso particular do modelo de longa duracao unificado é o modelo de mistura
padrao (Berkson & Gage, 1952). Assume que o nimero de causas M segue uma

distribuicao de Bernoulli com parametro 1 — py e é dado por

Spop(t) = po + (1 = po)S(1), (3.9)

em que S(t) = P(T > t|M = 1) é uma funcao de sobrevivéncia prépria. Para S(t)
sendo uma funcao de sobrevivéncia de uma distribuicao Weibull, temos o modelo
denominado de mistura padrao Weibull.

Entao, considere (717, T3) os tempos de falha pareados e Sy, € fpop;, respectiva-
mente, a fungao de sobrevivéncia de longa duracao e a funcao densidade de longa

duragao de 7}, j = 1, 2.
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Considere que (77, T5) provém da cépula Cy para algum ¢. Entao, as fungoes de

sobrevivéncia e densidade conjuntas de (77, T3) sao dadas por

Spop(t1,t2) = Cy(Spop1(t1), Spop2(t2)), t1,t2 >0 (3.10)

Foop(t1, t2) = €5 (Spop1 (t1), Spop2(t2)) foop1 (t1) fpopa(t2), t1,t2 > 0, (3.11)

respectivamente.
Vamos assumir o modelo de mistura padrao para 7j, j = 1,2. Dessa forma, a
funcao de sobrevivéncia bivariada de (77, 73) induzida pela copula FGM (expressao

1.9) é dada por

Sp()p(tla t2) = Spom (t1>5p0p2 (t2)[1 + ¢{1 - Spom (tl)}{l - SpOpz (t2)}]> (3'12)

em que ¢ é o parametro que mede a intensidade da dependéncia entre os tempos de

vida.

3.2.1 Inferéncia

Com as mesmas consideragoes da Se¢ao 2.2, sejam Spop(t1]7Y1) € Spop(talyy) as fungdes
de sobrevivencia de longa duracao de 1;; e Tjy, respectivamente, em que v, € 7y, Sao
vetores de parametros de ¢; e ¢o elementos associados a cada uma das distribuigoes
marginais.

Considerando a fungao de sobrevivéncia de longa duragao Spp,(t1, tald, v1,72)
dada em (3.12), a contribuigao do i-ésimo individuo para a log-verossimilhanga de

0 = (¢,71,72) ¢ dada por

025pop(t17t2|0) —OSpOp(tl,t2|0)
— i1(1 — 9;0)1
Oti10tio > T 0u(1=diz) log < Otix )

—0Sp0p(t1, 120
”gi; 2 )) + (1= 611)(1 — 612) 10g Spop(t1, 12]0). (3.13)

52(0) = 511512 log (

+6i2(1 — 6;1) log <

Consideramos as distribuigoes a priori de forma analoga a Subsecao 2.2.1.
As covariaveis foram utilizadas no modelo de duas formas que serao apresentadas

nas Subsecoes 3.2.2 e 3.2.3.
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3.2.2 Implementacao Computacional - Covariaveis utiliza-

das no parametro de escala da distribuicao Weibull

Nesta primeira implementacao, assumimos que 7j tem uma distribuigao mistura
padrao Weibull com parametros p;, o; and \;; = exp(Bo; + fijxi), ¢ = 1,...,n e
j=12.

Escolhemos as seguintes distribuigoes a priori independentes: SBy; ~ N (fig;; a,ij),
a; ~ Gama(aj;bj), poj ~ Beta(ej; f;) e (1 — ¢)/2 ~ Beta(1;1), em que k = 0,1 e
j=12.

A distribuicao condicional para cada parametro é dada por

(@D, 0(—4)) ox (1= )" (1 +¢)" " (ﬁl Ai)’

- —0ji ej— n St fi—
T(p;| D, O(—p,)) (.UIAZ'S(I )) P 1)(1_pj)(21715.7 +f 1)’

popj J

5 175'1' n j 52‘ . i) 4O
7 (Boj | D O o)) (H Aiszgopj] >> exp ({Zi:1 dji + %}5@‘ - 2;37]. — i elerthu thi] 6ji)7
i=1
n 1-6;; n ) 32 n /. IR
m(By|D, 0(_Bli)) x (H AiSz(ij] )> exp <{Ei:1 0ji; + %}51]‘ - ﬁ — i1 e(Bostb1s l)tjijéji)
i=1
(§]
. ;=185 (165 | (a=1)(Z7y 65 N o
(1P ) (H Ait§i. " SI()OM )> “ R )exp (_ 2 i (Boj + 51jxi)tji 0ji — bjOéj)a
i=1

para j = 1,2 com D = (tq, ts, d1, 02, X),

L — 1—51 1—52 6162 51 1—52 52 1—51
A = P10 (1=82) 102 01 (1=02), Ba(1-61),

2

vi=1+¢ 1:[1(1 — Spopi (i),

Vo =1+ ¢ (1 + 12[ (1—- 2Sp0pj(tji>>>a
j=1

2
vy, =1+ ¢ (1 - 2Spopl (tjl) - SPOPQ(tji) +2 1_[1 Sp0pj (tﬂ)>
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e
2
v =14¢ (1 — Spop1 (£ji) — 28pop2(tji) + 2 T Spops (%’z‘))-
j=1

As densidades condicionais acima nao pertencem a nenhuma familia de densida-
des paramétricas conhecidas. A fim de gerar as amostras temos entao que imple-
mentar um passo de Metropolis nas iteragoes Gibbs (Chib & Greenberg, 1995). Para
o parametro ¢, a distribuicao condicional m(¢|D,0(_4)) é uma funcao log-concava.

Assim, o método de rejeicao adaptativa pode ser usada.

3.2.2.1 Aplicacao a dados artificiais

Nesta se¢ao vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a fungao sobre-
vivéncia prépria do modelo (3.9) para T;, j = 1,2, tem uma distribuicdo Weibull
com parametros a; e \;; = exp(fo; + f1jz:), 7 = 1,2, em que as covaridveis z;
foram geradas de uma distribuicao Bernoulli com parametro 0,5. Os dados bivari-
ados artificiais (7}1,T}2), i = 1,...,n, foram gerados assumindo n = 150 de acordo
com os seguintes passos: Primeiro geramos Ty = (—log(1 — u;1)/ i)™ em que
u;; ~ U(0;1). Depois Tjy foi gerado usando a varidvel aleatéria u;, ~ U(0;1) e a
solugao da equagao nao linear, w; + ¢(2uy; — 1)(w? — w;) — uz = 0, considerando
Ty = (—log(1 — w;)/Xia) /2.

No passo seguinte fixamos os valores de p;, representando a fracao de cura, para
J =1,2. Um ponto de corte ¢, foi escolhido de forma que os tempos mais elevados
representam a quantidade p;% de curados e, foram assumidos censurados.

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parametros do mo-
delo: p1 =0,2, Bpn=—-1,B81=1, a1 =2, p2=0,1, Boa =1, 12 =0,5, as = 1,5 e
»=0,6.

As seguintes distribui¢oes a priori independentes foram consideradas para o
amostrador de Gibbs: p; ~ Beta(1;1), 5;; ~ N(0;1000) e o; ~ Gama(1;0,001),
i=0,1ej=1,2. Assumimos para o parametro da cépula PS que ¢ ~ Beta(1;1) e
para a cépula FGM que 1 — 27(¢) ~ Beta(1;1), tal escolha garante que ¢ € (—1,1)

e a nao informatividade.
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Simulamos duas cadeias de tamanho 50.000 para cada parametro, desconside-
rando as primeiras 10.000 iteracoes para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para
evitar problemas de autocorrelagao, consideramos um espacamento de tamanho 20,
obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori
¢ baseada.

A Tabela 3.1 apresenta o resumo para os parametros do modelo de sobrevivéncia
de longa duracao bivariado baseado na cépula FGM. Os verdadeiros valores sao

dados entre parenteses.

Tabela 3.1: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrao (DP)
e intervalo HPD (95%) para os parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado

mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM.
Parametro Média DP HPD (95%)

o (2) 1,880 0,194 (1,532; 2,277)

Tempo 1 Bor (1) -0,550 0,265 (-1,241; -0,230)
B (1) 0955 0,283 (0,400; 1,483)

p1 (0,2) 0,116 0,054 (0,014; 0,215)

as (1,5) 1,587 0,130  (1,332; 1,843)

Tempo 2 B2 (1) 1,270 0,223 (0,797; 1,675)
Bz (0,5) 0,279 0,209 (-0,122; 0,686)

pe (0,1) 0,077 0,029 (0,017; 0,133

Cépula ¢ (0,6) 0,490 0,231  (0,056; 0,927

(
(
(
(

)
)

A Tabela 3.2 apresenta os critérios de comparacao de modelos discutidos na
Secao 1.2 para comparar os modelos de sobrevivéncia bivariados baseados na cépula
FGM e PS com marginais mistura padrao Weibull. Podemos observar que o modelo

baseado na copula FGM supera o PS em todos os critérios considerados.

3.2.2.2 Diagnéstico de observacgoes influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagnodsticos propostas neste trabalho,

utilizamos as mesmas amostras previamente simuladas. Selecionamos os casos 6, 98
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Tabela 3.2: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
FGM 317,502 344,597 308,000 -154,761
PS 320,811 347,907 310,700 -156,098

e 127 para perturbacao. Para criar observagoes artificialmente influentes no conjunto
de dados, escolhemos um, dois ou trés desses casos selecionados. Para cada caso,
perturbamos um ou ambos os tempos de vida da seguinte forma t; = t;+4S,,i = 1, 2,
em que S; é o desvio padrao dos t;’s. Para o caso 6 foi perturbado apenas o tempo
de vida tq, para o caso 98 o tempo de vida t, e, para o caso 127 ambos os tempos
de vidas foram perturbados.

A Tabela 3.3 mostra que as inferéncias a posteriori sao sensiveis a perturbacao
do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 3.3, o conjunto de dados (a) denota os dados
originais simulados sem perturbagao, e os conjuntos de dados (b) a (g) denotam os
conjuntos de dados com casos perturbados.

A Tabela 3.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de
conjunto de dados perturbados. Podemos observar que os dados originais simulados
(conjunto de dados (a)) tiveram o melhor ajuste.

Vamos considerar a amostra da distribuicao a posteriori dos parametros do mo-
delo de sobrevivéncia FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas
de divergéncia. Os resultados na Tabela 3.5 mostram, antes da perturbacao (con-
junto de dados (a)), que todos os casos selecionados nao sao influentes, com pequenas
medidas de divergéncia. Entretanto, apds perturbagoes (conjunto de dados (b) a (g))
as quatro medidas aumentam, indicando que os casos sao influentes. Os valores que
ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subsecao 1.3.1 estao destacados
com .

A Figura 3.1 mostra os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia
para o conjunto de dados (e). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergéncia detectam o ponto influente.
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Tabela 3.3: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrao (DP) para os
parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado

na cépula FGM para cada conjunto de dados simulados.

Nome Identificagao Bo1 B11 N P1 Bo2 B2 T D2 10)
dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média
perturbados [bp] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]
a Amostra original -0,755 0,955 1,880 0,116 1,270 0,279 1,587 0,077 0,490
[0,26]5 [0,283] [0,194] [0,054] [0,223] [0,209] [0,130] [0,029] [0,231]
b 6 -1,011 1,18 1,704 0,066 1,239 0,315 1,583 0,077 0,468
[0,192] [0,223] [0,142] 1[0,038] [0,221] [0,206] [0,132] [0,029] [0,233]
¢ 98 -0,749 0943 1,881 0,117 1,048 0,216 1,407 0,056 0,514
[0,267] [0,286] [0,187] [0,052] [0,218] [0,217] [0,111] [0,031] [0,240]
d 127 -0,898 0,888 1,524 0,060 1,027 0,237 1,413 0,057 0,569
[0,190] [0,220] [0,115] [0,038] [0,215] [0,211] [0,109] [0,031] [0,235]
e {6,98} -1,043 1,197 1,663 0,057 1,006 0,269 1,403 0,055 0,498
[0,184] [0,219] [0,136] [0,036] [0,219] [0,212] [0,111] [0,031] [0,244]
f {6,127} -0,994 0976 1,477 0,035 1,018 0,252 1,407 0,056 0,562
[0,170] [0,205] [0,108] [0,029] [0,220] [0,218] [0,110] [0,031] [0,234]
g {6,98,127} -0,993 0,978 1477 0,034 0,904 0,202 1,318 0,043 0,584

[0,168] [0,194] [0,107] [0,028] [0,209] [0,216] [0,100] [0,029] [0,242]

Tabela 3.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-
vivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM para cada con-

junto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC  EBIC DIC LPML
a 317,502 344,598 308,000 -154,761
b 323,052 350,148 313,500 -157,342
c 333,019 360,615 323,400 -163,714
d 351,246 378,342 340,700 -172,834
e 341,084 368,180 331,100 -169,199
f 356,127 383,223 345,800 -175,109
g 367,601 394,697 356,900 -180,600
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Tabela 3.5: Dados simulados. Medidas de Divergeéncia.

Nome dos dados Identificagao dos casos Medidas de divergencia
di.1, dy dr, dy2
a 6 0,009 0,017 0,053 0,018
98 0,007 0,014 0,047 0,014
127 0,007 0,013 0,046 0,013
b 6 0,675* 1,928 0,477  24,970*
c 98 1,340 3,204* 0,625  42,944*
d 127 2,793* 5,821 0,786* 110,601*
e 6 2,602* 9,357 0,879* 2850,702*
98 1,302*  2,992* 0,616  21,363"
f 6 0,225* 0,573* 0,265*  3,988*
127 2,518 5,270* 0,768*  73,330*
g 6 0,182* 0,403* 0,241*  0,721*
98 0,613* 1,457 0,441* 7,645*
27 0,010 0,021* 0,057  0,021*

3.2.2.3 Dados reais

Nesta secao ilustramos a metodologia proposta com a mesma amostra de dados de
retinopatia diabética utilizada na Subsegao 2.3.3.

Na Tabela 3.6 apresentamos os resumos a posterior: para os parametros do mo-
delo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao baseado na Cépula FGM. Além de
avaliar a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros das distri-
buigoes a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as
estimativas dos parametros a posteriori nao apresentaram diferencas significativas
e nao alteraram os resultados da Tabela 3.6. Consideramos distribui¢coes marginais
com mistura padrao Weibull e Exponencial.

Na Tabela 3.7 apresentamos o valor das quatro medidas de divergéncia para o
caso 100 ajustando o modelo de sobrevivéencia bivariado mistura padrao Exponencial

baseado na cépula FGM. Claramente observamos que todas as medidas detectam
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Figura 3.1: Gréficos de indices das medidas de divergéncia para o caso (e).

o ponto influente, o que também pode ser observado no grafico de indices (Figura
3.2).

A Figura 3.3 mostra o grafico de dispersao entre 77 e Ty (painel acima) e as
curvas de Kaplan-Meier para as variaveis T} (painel abaixo a esquerda) e Ty (painel
abaixo a direita), dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste do
modelo de sobrevivéencia bivariado mistura padrao Exponencial baseado na cépula
FGM.

A Tabela 3.8 apresenta os critérios de comparagao de modelos discutidos na Se¢ao
1.2 para comparar os modelos de sobrevivéncias bivariados mistura padrao Weibull
e Exponencial baseados na cépula FGM com os modelos baseados nas cépulas de
Clayton, Frank e Positive Stable (PS), como também com o caso assumindo inde-

pendéncia entre os tempos.
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Tabela 3.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori e desvio padrao (DP)

para os parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao baseado

na cépula FGM.

Parametro Mistura padrao Weibull Mistura padrao Exponencial
Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)
o 1,107 0,170  (0,784; 1,454) - - -
Tempo 1 Bo -3,630 0,486 (-4,605; -2,742) -3,371 0,353 (-4,212; -2,812)
B -0,937 0,428 (-1,765; -0,103) -0,922 0,412 (-1,712; -0,123)
Dot 0,537 0,110  (0,196; 0,681) 0,517 0,101  (0,250; 0,659)
Qo 0,846 0,076  (0,704; 0,998) - - -
Tempo 2 Bo2 -3,414 0,311 (-4,023; -2,794) -3,879 0,246 (-4,304; -3,340)
B2 0,297 0,227 (-0,160; 0,726) 0,254 0,245 (-0,233; 0,743)
Doz 0,093 0,071  (0,004; 0,265) 0,133 0,081  (0,007; 0,302)
Cépula 0] 0,644 0,227 (0,135; 0,976) 0,639 0,227 (0,133; 0,975)

Tabela 3.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de diagnodsticos para o caso

numero 100.

Identificacao dos casos Medidas de divergéncia

dK-L dJ dLl dx2

100

0,919 2,088 0,535 9,539

Com base em todos os critérios bayesianos, hé evidéncias positivas em favor da

modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivéncia mistura padrao biva-

riado baseado na copula FGM pode ser visto como um concorrente para os conheci-

dos modelos de sobrevivéencia bivariados induzido pelas cépulas PS, Frank e Clayton

comumente utilizados na literatura para ajuste dos dados de tempo de vida bivari-

ados. Para os dados de retinopatia, obtivemos melhor ajuste assumindo marginais

mistura padrao Exponencial.

A Figura 3.4 mostra os graficos de contorno da fungao sobrevivéncia para o

modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Exponencial baseado na cépula

FGM.
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Figura 3.2: Graficos de indices das medidas de divergéncia.

3.2.3 Implementacao Computacional - Covariaveis utiliza-

das no parametro de fracao de cura

Nesta segunda implementacao, assumimos que 7; tem uma distribuicao mistura
padrao Weibull com parametros a; e \j, e p; = exp(Bo;+51;%)/(14+exp(Bo; + £1,;%)),
j=1,2.

A distribuicao condicional para cada parametro é dada por

(@D, 0(-¢) ox (1= )" (1 +¢)" " (12[1 Ai)’

n (15, =3 (B3, —210;B0;)
w(ﬁoj\D,G(,ﬁoj)) X (H Z(jépj (1 —{—eﬂoj'i'ﬁljri) (1-6;:) Az) 32"3]' 0 — 2105 Boj ’

=1
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Figura 3.3: Dados de retinopatia diabética. Grafico de dispersao de T3 vs T5 (painel

acima).

Curvas de Kaplan-Meier para as varidavel T} (painel abaixo a esquerda) e

T (painel abaixo a direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivéncia

bivariado mistura padrao Exponencial baseado na cépula FGM.
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Tabela 3.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC EBIC DIC LPML
FGM 1532,876 1560,664 1522,000 -761,810
PS 1534,943 1556,556 1527,000 -764,888
Weibull Frank 1532,999 1560,787 1522,000 -762,043

Clayton 1533,405 1561,194 1523,000 -762,467
Independéncia 1536,773 1561,474 1528,000 -764,554

FGM 1532,589 1554,202 1525,000 -763,460
PS 1534,813 1562,602 1524,000 -762,866
Exponencial Frank 1532,730 1554,343 1525,000 -763,689

Clayton 1532,996 1554,609 1525,000 -763,930
Independeéncia 1536,260 1554,780 1530,000 -765,930

50
Il
50
Il

40

Tempo 2
Tempo 2
20 30
1 1

10
Il

§

T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60

@
o
o

Tempo 1 Tempo 1

Figura 3.4: Gréfico de contornos para x = 0 (painel esquerdo) e x = 1 (painel direito)

com o ajuste do modelo de sobrevivéncia mistura padrao Exponencial baseado na

copula FGM.

para j = 1,2 com D = (t1,ts,01,02,X), fpop, = S ()

popj
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A, = y(1—61)(1—(52) V§}62 1/51 (1—52)y52(1—51)
? 14 2 3i 4i )

2
vi; =1+ ¢ Hl(l - Spom’(tji))a
j=

J=1

Vo =1+ ¢ (1 + 12[ (1- ZSpom(tji)))v

2
V3; = 1 + gb (1 - 2Spop1 (tji) - SpopQ(tji) + 2 Hl Spopj (tji)>

2
Vy; = 1 + ¢ (1 - Spopl (t]l) - 23pop2(tji) + 2 Hl Spopj (tjl)) .

3.2.3.1 Aplicagao para dados artificiais

Nesta secao vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a sobrevivéncia
prépria do modelo (3.9) para T;, j = 1,2, tem uma distribuicio Weibull com
parametros a; e A;, 7 = 1,2. Os dados bivariados artificiais (71,T32), i = 1,...,n,
foram gerados assumindo n = 150. No primeiro passo, geramos os tempos T3,
j =1,2, de forma andloga a Subsecao 3.2.2.1.

No passo seguinte, para cada tempo de vida t; e para cada nivel de covariavel x
(0 ou 1), temos uma propor¢ao de curados. Fixamos os valores py;, representando
a taxa de cura epara o nivel k£ do tempo de vida j, em que k =0,1 e j = 1,2. Para
cada nivel de covaridvel de cada tempo vida gerada t; foi escolhido um ponto de
corte ty;, de forma que os tempos mais elevados representam a quantidade Pr; %0 de
curados e foram assumidos censurados.

Em nosso estudo consideramos os seguintes valores para os parametros do mo-
delo: po1 = 0,5, pi1 = 0,1, poe = 0,3, p12 = 0,2, a1 = 2, ap = 1,5, Ay = 0,5,
A=0,1e¢p=0,6.

A Tabela 3.9 apresenta o resumo para os parametros do modelo de sobrevivéncia

bivariado mistura padrao Weibull baseado na copula FGM. Os verdadeiros valores
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sao dados entre parénteses.

Tabela 3.9: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrao (DP)
e intervalo HPD (95%) para os parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado

mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM.
Parametro Média DP HPD (95%)

ap (2) 2087 0.178  (1.745; 2.457)
Tempo 1 A (0,5)  0.674 0.078 (0.528; 0.837)
(

po (0,5) 0397 0.070 (0.263; 0.531)
pi (0,1)  0.084 0.033 (0.0254; 0.151)
as (1,5)  1.716 0.163  (1.406; 2.044)
Tempo 2 As (0,1)  0.108 0.024 (0.067; 0.159)
P (0,3) 0249 0.061 (0.134; 0.3683)
par (0,2)  0.162 0.047 (0.068; 0.261)
Cépula ¢ (0,6)  0.668 0.204 (0.230; 0.977)

A Tabela 3.10 apresenta os critérios de comparagao de modelos discutidos na
Secao 1.2 para comparar os modelos de sobrevivéencia bivariado baseado na cépula
FGM, PS, Frank e Clayton, sendo que em todos os modelos assumimos marginais
mistura padrao Weibull. O modelo baseado na cépula FGM supera os modelos

baseados nas cépulas de Clayton, Frank e PS em todos os critérios considerados.

Tabela 3.10: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
FGM 939,650 967,326 930,400 -465,243
PS 947,184 974,860 937,300 -469,120
Frank 941,447 969,124 932,400 -466,336
Clayton 940,140 967,816 931,100 -465,642
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3.2.3.2 Diagnostico de observacgoes influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagndsticos propostas neste trabalho,
utilizamos a mesma amostra previamente simulados. Selecionamos os casos 5, 35,
95 (ambos os tempos de vida observados) e 142 (tempo 1 ¢é observado e tempo 2
é censurado) para perturbacao. Para criar observagoes artificialmente influentes no
conjunto de dados, escolhemos um, dois ou tres desses casos selecionados. Para
cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos de vida da seguinte forma t =
t; +55;,1=1,2, em que S; é o desvio padrao dos t;’s. Para o caso 5 foi perturbado
apenas o tempo de vida t;, para o caso 35 o tempo de vida t, e, para os casos 95 e
142, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

A Tabela 3.11 mostra que as inferéncias a posteriori sao sensiveis a perturbacao
do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 3.11, o conjunto de dados (a) denota os da-
dos originais simulados sem perturbagao, e os conjuntos de dados (b) to (i) denotam
os conjuntos de dados com casos perturbados.

A Tabela 3.12 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de
conjunto de dados perturbado. Podemos observar que os dados originais simulados
(conjunto de dados (a)) teve o melhor ajuste.

Vamos considerar a amostra da distribuicao a posterior: dos parametros do mo-
delo de sobrevivéncia FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas
de divergéncia. Os resultados na Tabela 3.13 mostra, antes da perturbagao (conjunto
de dados (a)), que todos os casos selecionados nao sao influenciais, com pequenas
medidas de divergéncia. Entretanto, apds perturbagoes (conjunto de dados (b) a (i))
as quatro medidas aumentam, indicando que os casos sao influentes. Os valores que
ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subsecao 1.3.1 estao destacados
com .

A Figura 3.5 mostra os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia
para o conjunto de dados (e). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de

divergéncia detectam o ponto influente.
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Tabela 3.11: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrao (DP) para os
parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado

na cépula FGM para cada conjunto de dados simulados.

Nome Identificagao o A Bo1 B11 Qy Ao Bo2 51 10}

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média
perturbados [DP] [DP) [DP] [DP) [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 2,087 0,674 -0,427 -2,056 1,716 0,108 -1,133 -0,563 0,668
[0,178] [0,078] [0,301] [0,550] [0,163] [0,024] [0,347] [0,484] [0,204]

b 5 1,815 0,606 -0,684 -2475 1,713 0,108 -1,139 -0,546 0,648
[0,156] [0,081] [0,397] [1,202] [0,165] [0,024] [0,383] [0,487] [0,216]

c 35 2,084 0,666 -0451 -2,049 1402 0,131 -1,567 -1,000 0,664
[0,186] [0,082] [0,298] [0,637] [0,124] [0,025] [0,579] [1,084] [0,199]

d 95 1,761 0,589 -0,755 -2,602 1,361 0,131 -1,876 -1,108 0,714
[0,143] [0,078] [0,413] [1,177] [0,121] [0,024] [0,899] [1,395] [0,194]

e {5,35} 1,827 0,604 -0,662 -2,287 1,384 0,130 -1,753 -1,030 0,624
[0,154] [0,077] [0,355] [0,819] [0,128] [0,025] [0,719] [1,303] [0,219]

f {35,95} 1,753 0,586 -0,744 -2,728 1,257 0,134 -2,409 -1,611 0,667
[0,143] [0,080] [0,399] [1,238] [0,098] [0,025] [1,204] [1,666] [0,202]

g {5,35,95} 1,657 0,545 -0916 -3,237 1,258 0,132 -2,615 -1,549 0,628
[0,127] [0,075] [0,496] [1,514] [0,102] [0,024] [1,302] [1,777] [0,219]

h 142 1,710 0,600 -0,719 -2,622 1,738 0,105 -1,112 -0,503 0,690
[0,135] [0,078] [0,378] [1,250] [0,155] [0,023] [0,316] [0,441] [0,206]

i {95,142} 1,599 0,540 -1,012 -3453 1,408 0,132 -1,538 -0,566 0,722

0,117] [0,072] [0,521] [1,495] [0,115] [0,025] [0,530] [0,688] [0,192]

3.2.3.3 Dados reais

Nesta Secao ilustramos a metodologia proposta para o conjunto de dados de pacien-
tes portadores de HIV (Subsecao 1.4.2). Ao analisarmos este conjunto de dados,
nao detectamos nenhum ponto influente. Dessa forma, para criar uma observagao
influente para este conjunto de dados, perturbamos o caso 61 da seguinte forma:
t =1t + 28 e ty = t, + 100.

A Figura 3.6 mostra o grafico de dispersao entre 77 e Ty (painel acima) e as
curvas de Kaplan-Meier para as variaveis T} (painel abaixo a esquerda) e Ty (painel
abaixo a direita) dicotomizados pela idade do paciente juntamente com o ajuste do

modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM.
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Tabela 3.12: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de so-
brevivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM para cada

conjunto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC EBIC DIC LPML
a 939,650 967,326 930,400 -465,243
b 955,960 983,637 946,500 -474,896
¢ 958,307 985,983 947,800 -476,402
d 974,706 1002,382 962,600 -485,541
e 974,323 1002,000 963,000 -485,467
f 984,981 1012,6568 973,000 -489,721
g 994,623 1022,299 982,600 -494,208

958,374 986,051 948,200 -475,905
i 986,177 1013,854 975,700 -491,553

Na Tabela 3.14 apresentamos os resumos a posteriori para os parametros do mo-
delo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull e Exponencial baseado na
copula FGM. Além de avaliar a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hi-
perparametros das distribuicoes a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no
qual constatamos que as estimativas dos parametros a posterior: nao apresentaram
diferencas significativas e nao alteraram os resultados da Tabela 3.14.

Na Tabela 3.15 apresentamos o valor das quatro medidas de divergéncia para o
caso 61. Podemos observar que todas as medidas detectam o ponto influente, que
também pode ser observado no grafico de indices (Figura 3.7).

A Tabela 3.2.3 apresenta os critérios de comparacao de modelos discutidos na
Secao 1.2 para comparar modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull
e Exponencial baseado na cépula FGM com os modelos baseados nas cépulas de
Clayton, Frank e Positive Stable, como também com o caso assumindo independéncia
entre os tempos.

Com base em todos os critérios bayesianos, ha evidéncias positivas em favor
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Tabela 3.13: Dados Simulados. Medidas de diagndsticos.

Nome dos dados Identificagao dos casos

Medidas de divergeéncia

dk.1, dy dr, dy2
a ) 0,013 0,027 0,065 0,027
35 0,031 0,062 0,099 0,065
95 0,021 0,042 0,082 0,044
142 0,030 0061 0098 0,066
b ) 1,629 3,839* 0,680* 61,106*
c 35 2,324*  5,703* 0,772% 299,144
d 95 3,759* 7,598* 0,846* 267,393*
e 5) 1,514*  3,692* 0,656 69,668*
35 2,162%  4,794* 0,752 66,745*
f 35 0,526 1,260 0,411*  5,510*
95 2.551* 5338 0785 62,277
g ) 0,439* 1,005 0,378*  2,784*
35 0,593* 1,542* 0,435* 17,835*
95 1,799*  4,494* 0,712 124,172*
h 142 2,006 4,149 0,723* 26,839*
1 95 3,465 7,854 0,866* 360,396*
142 0,845* 1,883* 0,510  9,551*

da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivéncia bivariado mistura

padrao Weibull baseado na cépula FGM (obteve um melhor ajuste) pode ser visto

como um concorrente para os conhecidos modelos de sobrevivencia bivariados in-

duzido pelas cépulas PS, Frank e Clayton, comumente utilizados na literatura para

ajuste dos dados de tempo de vida bivariado.

A Figura 3.8 mostra os graficos de contorno da sobrevivéncia para o modelo de

sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull baseado na cépula FGM de acordo

com o sexo do paciente.
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Figura 3.5: Gréficos de indices das medidas de divergéncia.

Tabela 3.14: Dados de HIV. Média a posteriori e desvio padrao (DP) para os

parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull e Ex-

ponencial baseado na copula FGM.

Parametro Mistura padrao Weibull Mistura padrao Exponencial
Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)
a 1,332 0,127  (1,088; 1,569) - - -
Tempo 1 Al 0,04 0,012 (0,020; 0,069) 0,071 0,011  (0,052; 0,095)
Bor -2,084 0,972 (-4,615; -0,697) -3,995 1,01 (-5,660; -1,798)
Bi1 0,658 0,97  (-1,138; 2,999) 0,528 1,048 (-1,236; 4,229)
ay 1,457 0,14 (1,194; 1,747) - - -
Tempo 2 A2 0,04 0,013 (0,019; 0,070) 0,094 0,015 (0,067; 0,125)
Boz -0,695 0,448 (-1,692; 0,081) -1,189 0,647 (-2,694; -0,165)
Bia -0,759 0,514 (-1,717; 0,301) -0,723 0,758 (-2,167; 0,828)
Cépula o) 0,559 0,259  (0,021; 0,966) 0,599 0,264 (0,011; 0,980)
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Figura 3.6: Gréfico de dispersao de 17 vs Ty (painel acima). Curvas de Kaplan-Meier
para as varidavel T} (painel abaixo a esquerda) e T5 (painel abaixo a direita), junta-
mente com o ajuste do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull

baseado na copula FGM.

Tabela 3.15: Dados de HIV. Medidas de divergéencia.

Identificacao dos casos Medidas de divergéncia
dx.1, dy dr, d,2
61 0,379 0,805 0,345 1,528
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Tabela 3.16: Dados de HIV. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC EBIC DIC LPML
FGM 1319,258 1345,406 1311 -655,054
PS 1319,812 1345,959 1311 -655,541
Weibull Frank 1322,804 1348,951 1316 -657,745

Clayton 1325,07  1351,217 1317 -659,217
Independéncia  1328,21  1351,45 1324 -662,22

FGM 1335,302 1355,639 1324 -663,661
PS 1335,658 1355,995 1326 -664,236
Exponencial Frank 1335,854 1356,191 1324 -664,103

Clayton 1338,163 1355,595 1329 -666,124
Independéncia 1340,386 1360,723 1330 -666,679

100
1
100
1

80
Il

80
Il

Tempo 2
Tempo 2

40
40

Tempo 1 Tempo 1

Figura 3.8: Grafico de contornos para x = 0 (painel esquerdo) e x = 1 (painel
direito) com o ajuste do modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao Weibull

baseado na copula FGM.
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Capitulo 4

Modelo de sobrevivéncia bivariado

tempo de promocao baseado na

copula FGM

Conhecido na literatura como modelo de tempo de promogao (Yakovlev & Tsodikov,
1996; Chen et al., 1999) assume que a variavel latente M (Segao 3.1) segue uma
distribuicdo de Poisson com parametro § > 0. A partir da fungdo geradora de
probabilidade (Feller, 1968) da distribui¢ao de Poisson e do Teorema 3 temos que a

funcao de sobrevivéncia de longa duragao é dada por
Spop(t) = Ap(S(t)) = exp(—0[1 — S(t)]) = exp[—0F(t)]. (4.1)

O modelo (4.1) pode ser reescrito como

Spop (t) = exp{—0} + (1 — exp{—6})S*(), (4.2)
em que S*(t) = eXp{_ff’e(g}{__ee’}p{_e}, obtendo uma relagao matematica com o modelo

de mistura padrao (3.9).
A partir da equagao (4.1) temos que a fungao densidade de longa duragao é dada
por

fuon(®) = =220 g1y expi -0 (1) (1.3

Do Teorema 4 obtemos que a fracao de cura correspondende é dada por py =

exp(—6) > 0.
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Nesta Secao relacionamos o numero médio de causas do evento de interesse a

covaridveis por meio de E[M;] = 0; = exp(x,; B), parai = 1,....n.

4.1 Modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de
promocao Weibull baseado na cépula FGM

Considere (T1,T3) os tempos de falhas pareados e, Spop, € fpop;, Tespectivamente, a
funcao de sobrevivéncia de longa duracao e a funcao densidade de longa duragao de
T, j=1,2

Vamos assumir modelo de tempo de promogao para 7T}, j = 1,2. Dessa forma, a
fungao de sobrevivéncia bivariado de (7}, T3) induzida pela cépula FGM (expressao

1.9) é dada por

Spop(t1,12) = Spopy (1) Spops (t2) (1 + G(1 = Spop, (1)) (1 = Spop, (t2)))- (4.4)

4.2 Inferéncia

Com as mesmas consideracoes da Secao 3.2.1, considerando a funcao de sobre-
vivéncia de longa duracdo Spep(t1,t2|d,v1,7,) dado em (4.1), a contribuicao do

i-ésimo individuo para a log-verossimilhanca de 6 = (¢,~,,7,) é dado por

9% Spop(t1, t2|6) —8S,op(t1, 12]0)
i) (1= 0a)log ()

—0Spop(t1,t2]0
pgi; 2 )> + (1= 61)(1 — di2) log Spop(t1,t2(0).  (4.5)

0;(6) = di10:2 log <

+5i2(1 — (511) log <

Consideramos as distribuigoes a priori de forma andloga a Subsegao 2.2.1.

Como em Chen et al. (1999) incorporamos covaridveis para o modelo de longa
duragao (4.1) por meio do parametro taxa de cura  como segue: Para cada individuo
i,7=1,...,n, e para cada tempo j, j = 1,2, consideramos 0;; = 0(x{5;) = exp(x}0;),
em que x;' = (1, ..., T;y) denota o vetor ¢ x 1 de covaridveis para o i-ésimo individuo
e B; = (Bj1, ..., Bjq)' denota o correspondente vetor de coeficientes de regressao. Es-
colhemos as seguintes distribuicoes a priori independentes: [y; ~ Normal(fio;; Ugj),

Brj ~ Normal(,ulj;o%j), para j = 1,2.
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4.2.1 Implementacao Computacional

Para cada tempo 7} assumimos que a funcao de sobrevivéncia prépria S(t¢;) dado em
(4.1) tem uma distribuicao Weibull dada em (2.4) com parametros a; e A;, j = 1,2.
Escolhemos as seguintes distribuicoes a priori independentes, «; ~ Gama(a;; b;) e
Aj ~ Gama(cy;d;), para j = 1,2.

A distribuicao condicional para cada parametro é dada por
w0 x (1= ooy (),
i=1

7(B0;| D, 0(—pyy)) o (

=t

B2,
Azspom ) exXp ({Zz 1050 + :UOJ }Bo 05 %gf]) )

n

B
T(B15|D, 0(—p,,)) (H A Spop;(t; ) exp ( A e }ﬁlj - Q) ,

i=1

T(A|D, 0(-»,)) o (Hl A;S; (%‘z’)) A exp ([0 0585 (tii)] — diAy)

e

03120 o (T A0 ) 777" exp (IS, 635, 1)] - ).
em que 0;; = exp (Bo; + frjx:), Sj(tji) = exp (=A;t}])

e

Spopj<tji> = exXp (—9]Z<1 — S](tﬂ))) paraj = 1, 2 com D = (t17t2, dl, d2,X),

(1 611)(1 521) 511521 511(1 521) 521(1 511)
A I/2 31 41

= 1+¢H( Spopj (t53)),

7j=1

voi =1+ ¢ (1 + ﬁ( pom(tji>>>’

2
vy, =1+ Qb (1 - 2Spopl (t]Z) - SPOPQ(tji) +2 Hl Sp0pj (tﬂ)>
j=

e
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J=1

2
v =1+¢ (1 — Spop1 (i) = 2Spop2(tji) + 2 T1 Spops (%‘z‘))-

4.3 Aplicacoes

Nesta Segao, resultados de estudos de simulagao e um exemplo de dados reais sao

apresentados com o objetivo de ilustrar a performance da metodologia proposta.

4.3.1 Dados artificiais

Nesta Secao vamos considerar uma amostra artificial assumindo que a sobrevivéncia
prépria do modelo S(t;) dado em (4.1) tem distribui¢ado Weibull (2.4) com parametros
aj e N, j =1,2. As covaridveis x; foram geradas de uma distribuicao Bernoulli com
parametro 0,5. Os dados bivariados artificiais (7;1,732), ¢ = 1,. .., n, foram gerados
assumindo n = 160. No primeiro passo, geramos os tempos 7}, j = 1,2, de forma
analoga a Subsegao 3.2.2.1.

No passo seguinte, para cada nivel de covariavel k, k = 0, 1, fixamos valores para
a taxa de cura m; = exp{fy;} , j = 1,2. Um ponto de corte ty; fol escolhido de
forma que os tempos mais elevados representam a quantidade ;% de curados e,
foram assumidos censurados. Os seguintes valores de taxa de cura foram fixados:
o1 = 0,4, m1 = 0,3, 2 = 0,3 e mo = 0,2. Foram considerados os seguintes
valores para os outros parametros do modelo a; =2, Ay = 0,5, as = 1,5, Ay = 0,2
e p=0,6.

A Tabela 4.1 apresenta o resumo para os parametros do modelo de sobrevivéncia
de longa duracao bivariado baseado na cépula FGM. Os verdadeiros valores sao
dados entre parenteses.

A Tabela 4.2 apresenta os critérios de comparacao de modelos discutidos na
Secao 1.2 para comparar os modelos de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula
FGM e PS com marginais de tempo de promocao Weibull. O modelo baseado na

cépula FGM supera o PS em todos os critérios considerados.
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Tabela 4.1: Dados simulados. Média a posteriori (Média), desvio padrao (DP)
e intervalo HPD (95%) para os parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado

tempo de promogao Weibull baseado na céopula FGM.
Parametro Média DP  HPD (95%)

ap (2) 2,362 0210 (1,972; 2,793

( )

A (0,5) 0,365 0,162 (0,060; 0,696)

Tempo 1 6y (0,4) 0,364 0,054 (0,262; 0,470)
611 (0,3) 0,315 0,051 (0,219; 0,413)

as (1,5) 1,678 0,149 (1,382; 1,974)

X (02) 0,163 0,029 (0,112; 0,226)

Tempo 2 6 (0,3) 0,238 0,054 (0,128; 0,343)
012 (0,2) 0,204 0,049 (0,110; 0,301)

( )

Cépula ¢ (0,6) 0,587 0,212 (0,151; 0,942

Tabela 4.2: Dados simulados. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
FGM 839,750 867,426 830,300 -415,100
PS 843,506 871,183 834,300 -417,128

4.3.2 Diagnéstico de observagoes influentes

Para examinar o desempenho das medidas de diagnodsticos propostas neste trabalho,
geramos uma amostra de tamanho 160 com parametros fixos a; = 2, \; = 0,5,
as =1,5X =0,2e ¢ =0,6. A porcentagem de censuras foi controlado da seguinte
forma: Para cada nivel de covariavel k, k = 0,1, fixamos valores para a taxa de
cura m; = exp{fi;} , 7 = 1,2. Um ponto de corte ty; fol escolhido de forma que os
tempos mais elevados representam a quantidade ;% de curados e, foram assumidos
censurados.

Selecionamos os casos 90, 107 e 120 (ambos os tempos observados) e 42 (tempo

de vida 1 censurado e tempo de vida 2 observado) para perturbacao. Para criar
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observagoes artificialmente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou
trés desses casos selecionados. Para cada caso, perturbamos um ou ambos os tempos
de vida da seguinte forma t; = t; 4+ 7S;,i = 1,2, em que S; é o desvio padrao dos t;’s.
Para o caso 107 foi perturbado apenas o tempo de vida %, para o caso 90 o tempo
de vida t5 e, para os casos 42 e 120, ambos os tempos de vidas foram perturbados.

A Tabela 4.3 mostra que as inferéncias a posteriori sao sensiveis a perturbacao
do(s) caso(s) selecionado(s). Na Tabela 4.3, o conjunto de dados (a) denota os dados
originais simulados sem perturbagao, e os conjuntos de dados (b) to (i) denotam os

conjuntos de dados com casos perturbados.

Tabela 4.3: Dados simulados. Média a posteriori e desvio padrao (DP) para os
parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de promogao Weibull ba-

seado na copula FGM para cada conjunto de dados simulados.

Nome Identificacao Box B Qi A1 Boz P12 Qg A2 @

dos dados dos casos Média Média Média Média Média Média Média Média Média
perturbados [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP] [DP]

a Amostra original 0,010 0,135 2,362 0,365 0,369 0,103 1,678 0,163 0,587
[0,149] [0,191] [0,210] [0,162] [0,162] [0,178] [0,149] [0,029] [0,212]

b 107 0,362 0,137 1,641 0426 0,366 0,098 1,672 0,163 0,579
[0,231] [0,197] [0,136] [0,108] [0,162] [0,186] [0,152] [0,030] [0,218]

c 90 0,011 0,124 2,38 0810 0,703 0,082 1,342 0,129 0,611
[0,150] [0,195] [0,207] [0,113] [0,245] [0,173] [0,112] [0,032] [0,212]

d 120 0,374 0,143 1,627 0419 0,698 0,081 1,341 0,130 0,630
[0,250] [0,195] [0,129] [0,110] [0,247] [0,179] [0,109] [0,033] [0,207]

e {90,107} 0,359 0,137 1,641 0427 0,681 0,086 1,343 0,133 0,599
(0,230] [0,198] [0,132] [0,108] [0,239] [0,183] [0,109] [0,032] [0,221]

f {107,120} 0,666 0,097 148 0,294 0,705 0,077 1,333 0,130 0,621
[0,334] [0,197] [0,123] [0,095] [0,266] [0,186] [0,111] [0,033] [0,213]

g {90,107, 120} 0,652 0,099 1,487 0,295 0,88 0,048 1,245 0,112 0,619
[0,305] [0,198] [0,119] [0,093] [0,279] [0,184] [0,099] [0,032] [0,217]

h 42 0,002 0,138 2,398 0,809 0,666 0,132 1,355 0,130 0,626
[0,149] [0,194] [0,212] [0,112] [0,243] [0,181] [0,109] [0,033] [0,209]

i {42,120} 0,349 0,145 1,639 0429 0,858 0,108 1,250 0,110 0,659

0,215] [0,200] [0,129] [0,103] [0,296] [0,187] [0,102] [0,031] [0,204]

A Tabela 4.4 mostra os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de
conjunto de dados perturbado. Podemos observar que para os dados da amostra

original simulada (conjunto de dados (a)) obteve o melhor ajuste.
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Tabela 4.4: Dados simulados. Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobre-

vivéncia bivariado tempo de promocao Weibull baseado na cépula FGM para cada

conjunto de dados simulados.

Conjunto de dados Critérios bayesianos

EAIC  EBIC DIC LPML
a 839,750 867,426 830,300 -415,100
b 870,308 897,985 861,100 -434,932
c 857,951 885,628 848,400 -426,561
d 888,006 915,682 878,500 -445,262
e 888,387 916,063 878,900 -446,388
f 898,624 926,301 889,100 -449,301
g 908,782 936,458 899,200 -451,618

856,841 884,518 847,400 -425,651
i 897,509 925,185 888,100 -448,408

Vamos considerar a amostra da distribuicao a posteriori dos parametros do mo-

delo de sobrevivéncia FGM bivariado para obter uma estimativa das quatro medidas

de divergéncia. Os resultados na Tabela 4.5 mostram, antes da perturbacao (con-

junto de dados (a)), que todos os casos selecionados nao sao influenciais, com pe-

quenas medidas de divergéncia. Entretanto, apds perturbagoes (conjunto de dados

(b) a (i)) as quatro medidas aumentam, indicando que os casos sao influentes. Os

valores que ultrapassam os pontos de cortes apresentados na Subsecao 1.3.1 estao

destacados com *.

A Figura 4.1 mostra o grafico de indice das quatro medidas de divergéncia para

o conjunto de dados (i). Claramente, podemos ver que as quatro medidas de di-

vergéncia detectam o ponto influente.
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Tabela 4.5: Dados simulados. Medidas de divergeéncia.

Nome dos dados Identificagao dos casos

Medidas de divergencia

dx.1, dy dr, dy2
a 42 0,019 0,038 0,078 0,040
90 0,010 0,020 0,056 0,020
107 0,010 0,020 0,056 0,020
120 0,010 0020 0056 0,020
b 107 4,896* 10,367 0,924* 841,361*
c 90 2,660 7,257 0,825 840,664*
d 120 6,715 12,354* 0,956* 691,114*
e 90 2,047 4,628 0,744*  56,265"
107 5,602* 12,207 0,952* 2014,120*
f 107 0,789* 1,893* 0,511*  11,394*
120 4,680 11,731* 0,939* 2826,113*
g 90 0,544* 1,330  0,426" 7,499*
107 0,737 1,702  0,496* 6,910*
120 1,572%  3,744*  0,669*  57,784*
h 42 2,184 5,660* 0,768 342,578*
i 42 0,602* 1481* 0441*  8301*
120 4,593* 8,921 0,901* 254,399*

4.3.3 Dados reais

Nesta Se¢ao, como ilustracao da metodologia proposta em conjunto de dados reais,

reanalisamos (Huster et al., 1989; Sahu & Dey, 2000; Romeo et al., 2006) o conjunto

de dados de retinopatica diabética (Subsegao 1.4.1). Ao analisarmos este conjunto

de dados, nao detectamos nenhum ponto influente. Dessa forma, para criar uma

observacao influente para este conjunto de dados, escolhemos o caso 100 e pertur-

bamos ambos os tempos de vida da seguinte forma ¢, = t, + 75;,u = 1,2, em que

S; é o desvio-padrao de t,’s.

Na Tabela 4.6 apresentamos os resumos a posteriori para os parametros do mo-
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Figura 4.1: Gréficos de indices das medidas de divergéncia para o caso (i).

delo de sobrevivéncia bivariado tempo de promocao baseado na cépula FGM com
marginais Weibull e Exponencial, considerando os dados originais como também o
conjunto de dados com uma observacao perturbada. Além de avaliar a robustez do
modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros das distribuicoes a priori, foi
realizado um estudo de sensibilidade no qual constatamos que as estimativas dos
parametros a posteriori nao apresentaram diferencas significativas e nao alteraram
os resultados da Tabela 4.6.

Além disso, para ambas as amostras, os intervalos de credibilidade HPD para o
parametro de locacao das distribui¢coes marginais Weibull contém o valor 1, levando
a evidéncia em favor de uma distribuigao Exponencial para as marginais.

Considerando modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de promocao Exponen-

cial baseado na cépula FGM, computamos as medidas de divergéncia, mas nao
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Tabela 4.6: Dados de retinopatia diabética. Média a posteriori, desvio padrao (DP)
e HPD (95%) para os parametros do modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de

promogao baseado na céopula FGM.

Parametro  Tempo de promogao Weibull Tempo de promogao Exponencial
Média DP HPD (95%) Média DP HPD (95%)

a 1,057 0,138  (0,800; 1,330) - - -

Tempo 1 A1 0,024 0,010 (0,010; 0,048) 0,026 0,009  (0,020; 0,044)

Bot -0,570 0,274 (-0,961; 0,187) -0,523 0,300  ( -1,020; 0,212)

Dados B -0,469 0,200 (-0,999; -0,130) -0,433 0,301  (-1,044 ; 0,114)
originais Qs 0,977 0,090 (0,804; 1,150) - - -

Tempo 2 A2 0,019 0,006 (0,008; 0,033) 0,017 0,006  (0,006; 0,030)

Boz 0,155 0,328 (-0,332; 1,035) 0,199 0,341  (-0,335; 1,023)

Br2 0,363 0,176  (0,003; 0,669) 0,350 0,198  (0,031; 0,735)

Cépula o) 0,830 0,132 (0,499; 0,994) 0,813 0,156  (0,408; 0,993)
o 0,843 0,106 (0,638; 1,073) - - -

Tempo 1 A 0,015 0,014  (0,002; 0,053) 0,015 0,007  (0,003; 0,031)

Bo 0,427 0,670 (-0,784; 1,774) -0,103 0,046  (-0,791; 1,034)

Dados B 0,239 0,270 (-0,212; 0,842) -0,522 0,270  (-1,065; -0,011)
perturbados Qo 0,943 0,097 (0,772; 1,143) - - -

Tempo 2 A2 0,019 0,006 (0,009; 0,034) 0,014 0,005  (0,005; 0,025)

Boz -0,228 0,333 (-0,948; 0,174) 0,303 0,342  (-0,236; 1,072)

B2 0,308 0,255 (-0,206; 0,696) 0,348 0,181 (0,005; 0,740)

Cépula o) 0,780 0,166  (0,385; 0,992) 0,809 0,148  (0,465; 0,993)

encontramos casos muito influentes. Nas Figuras 4.2 e 4.3 apresentamos os graficos
de indices das quatro medidas de divergéncia considerando os dados originais e per-
turbados, respectivamente. Podemos observar que para os dados originais (Figura
4.2), nenhum possivel ponto influente foi detectado. No entanto, para a os dados
perturbados (na Figura 4.3), as quatro medidas de divergéncia detectam o caso 100,

cujos valores sao apresentados na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Dados de retinopatia diabética. Medidas de divergéncia.

Identificacao dos casos Medidas de divergéncia
dK-L dJ dLl dxz
100 1,019 2,289 0,547 15,082

A Figura 4.4 mostra o grafico de dispersao entre 77 e Ty (painel acima) e as
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Figura 4.2: Dados de retinopatia diabética. Graficos de indices das medidas de

divergéncia.

curvas de Kaplan-Meier para as variaveis T} (painel abaixo a esquerda) e Ty (painel
abaixo a direita), dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com o ajuste
do modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de promog¢ao Exponencial baseado na
copula FGM.

A Tabela 4.8 apresenta os critérios de comparacao de modelos discutidos na Secao
1.2 para comparar modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula FGM com
marginais Weibull e Exponencial, com o modelo baseado na cépula de PS como
também com os casos assumindo independéncia entre os tempos.

Com base em todos os critérios bayesianos, ha evidéncias positivas em favor
da modelagem FGM, indicando que o modelo de sobrevivéncia bivariado tempo

de promocao baseado na cépula FGM pode ser visto como um concorrente para o

modelo PS.
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Figura 4.3: Dados de retinopatia diabética perturbado. Graficos de indices das

medidas de divergéncia.

Como esperado, todos os critérios apresentados evidéncia em favor da amostra
original (sem o ponto influente) e, o melhor ajuste foi o caso assumindo tempo de
promocao Exponencial para as marginais.

A Figura 4.5 mostra os graficos de contorno da sobrevivéncia para o modelo de
sobrevivéncia bivariado tempo de promocao Weibull baseado na cépula FGM de

acordo com a idade do paciente.
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Figura 4.4: Dados de retinopatia diabética. Grafico de dispersao de T} vs T3 (painel
acima). Curvas de Kaplan-Meier para as varidvel T (painel abaixo a esquerda) e
Ty (painel abaixo a direita), juntamente com o ajuste do modelo de sobrevivéncia

bivariado tempo de promocao Exponencial baseado na cépula FGM.
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Tabela 4.8: Dados de retinopatia diabética. Critérios bayesianos.

Modelo Critérios bayesianos
EAIC EBIC DIC LPML
FGM Weibull 1668,667 1698,216 1657,000 -828,157
FGM Exponencial 1665,295 1688,278 1657,000 -828,812
Dados PS Weibull 1672,354 1701,903 1662,000 -831,180
Originais PS Exponencial 1671,071 1700,619 1659,000 -830,188
Independéncia Weibull 1682,922 1709,187 1673,000 -837,187
Independéncia Exponencial 1677,419 1697,120 1671,000 -835,820
FGM Weibull 1685,183 1714,732 1670,000 -838,286
FGM Exponencial 1677,427 1700,409 1668,000 -835,423
Dados PS Weibull 1682,526 1712,074 1668,000 -836,560
Perturbados PS Exponencial 1679,256 1702,239 1671,000 -836,787
Independéncia Weibull 1694,613 1720,879 1684,000 -843,252
Independéncia Exponencial 1689,951 1709,650 1682,000 -842,850

60
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Tempo 2
10 20 30
1 1 1 1
//
h ©

50
Il

40

Figura 4.5: Gréfico de contornos para x

Tempo 2

60
1

Tempo 1

= 0 (painel esquerdo) e x

= 1 (painel

direito) com o ajuste do modelo de sobrevivéncia bivariado tempo de promogao

Exponencial baseado na copula FGM.
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Capitulo 5

Consideracoes finais e extensoes

Neste trabalho observamos que a cépula FGM pode ser um modelo competitivo
aos usuais quando os dados apresentam fraca dependéncia. Também verificamos
por meio dos estudos de simulacao e dos dados reais que as quatros medidas de
divergéncia detectam os pontos influentes do modelo com um certo padrao de per-
turbacao que foi adotado no trabalho.

Como estudos futuros estamos interessados em utilizar outras distribui¢oes mar-
ginais, tais como o modelo de Cox e o modelo Exponencial por partes, como também
os modelos propostos por Cancho et al. (2011a) e Rodrigues et al. (2010) que as-
sumem, respectivamente, as distribuicoes Binomial Negativa e Poisson ponderada
para o numero de causas ou risco de ocorréncia de um particular evento de interesse.
Tais modelos sao conhecidos como modelo de longa duragao com dispersao e modelo
de longa duracao destrutivo, respectivamente. Também, utilizar novas fungoes de
ligacao para as fragoes de cura.

Além disso, realizar uma comparacao dos resultados obtidos com o modelo ba-
seado nos mecanismos de ativa¢do com base em fatores latentes (Cooner et al.,
2007).

Uma das criticas sobre os modelos de cépulas é o fato de que estes desconsideram
o comportamento marginal. Fernandez & Kolev (2007) mostram que o comporta-
mento das densidades marginais (crescente, decrescente, unimodal etc.) influencia

na estrutura de dependéncia descrita pela distribuigdo conjunta. Gongalves (2008)
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apresenta a func¢ao de dependéncia de Sibuya (Sibuya, 1960) como uma alternativa
ao uso de copulas, propondo um procedimento de como utiliza-la juntamente com
as copulas. Motivados por este procedimento, pretendemos implamenta-lo em nossa
analise.

Schultz (2011), sob um enfoque bayesiano, apresenta uma metodologia para in-
feréncia em modelos com cépulas FGM e suas generalizacoes. Generalizagoes da
cépula FGM podem ser encontradas em Rodriguez-Lallena & Ubeda-Flores (2004),
Huang & Kotz (1999) e Amblard & Girard (2009). Extensoes deste trabalho para

essas formas generalizadas da copula FGM podem ser exploradas.
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Alguns Programas

Neste apéndice apresentamos dois programas implementados no sistema OpenBUGS

referentes ao Capitulo 3.

Modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao
Weibull baseado na cépula FGM com covariaveis
utilizadas no parametro de fracao de cura.

model

{

for (iin 1:N){
J«—exp(beta0l+betal1*x]i])/(1+exp(beta0l+betall*x[i]))

beta02+betal2*x[i]))

t1i]r1))

£2[i],r2))

plfi (
p2liJ«—exp(beta02+betal2*x([i]) /(1+exp(
i]«—p1[i]+(1-p1[i]) *exp(-thetal*pow(
(

i]4-(1-p2[i]) *exp(-theta2*pow

—_

i|)*exp(-thetal*pow(t1[i],r1))*thetal*r1*pow(t1[i],r1-1)
fp2[i]«—(1-p2[i]) *exp(-theta2*pow (t2[i],r2) ) *theta2*r2*pow (t2[i] r2-1)
s[i]¢~ 1+ phi*Fpl[i]*Fp2li]

qL[i]+—1-+phi*(2*Fpl[i]-1)* (2*Fp2[i]-1)

q2[i] <1+ phi*Fp2[i]* (2*Fp1[i]-1)

q3[i]¢1+phi*Fpl[i]* (2*Fp2[i]-1)
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Funcao de verossimilhanga
L[iJ«=pow(fp1[i],d1[i]) *pow(fp2[i] d2[i]) *pow (sp1[i], 1-d1[i]) *pow (sp2[i], 1-d2[i] ) *
pow(s[i], (1-d1[i])*(1-d2[i])) *pow (q1[i],d1[i]*d2[i])*pow(q2[i],d1[i]* (1-d2[i])*
pow (q3[i],d2[i]*(1-d1fi]))

CPO
CPOJi]«1 /L[]

Logaritmo da funcao de verossimilhanca
loglik[i]«—log(Lli])

dummy/[i]<-0
dummy(i]~dgeneric(loglik]i])

}

phi<+2*alpha-1

Distribuicoes a priori
beta01l~dnorm(0,0.001)
beta02~dnorm(0,0.001)
betall~dnorm(0,0.001)
betal2~dnorm(0,0.001)
rl~dgamma(1,0.001)
r2~dgamma(1,0.001)
alpha~dunif(0,1)
thetal~dgamma(1,0.001)
theta2~dgamma(1,0.001)

}
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Modelo de sobrevivéncia bivariado mistura padrao
Weibull baseado na cépula PS com covariaveis uti-
lizadas no parametro de fracao de cura.

model

{

for (iin 1:N){
J«—exp(beta0l+betal1*x]i])/(1+exp(beta0l+betall*x[i]))

beta02-+betal2*x[i]))

t1[i],r1))
62[i],r2))
)*thetal*r1*pow(t1[i],r1-1)
)*theta2*r2*pow (t2[i],r2-1)

plji

(
p2liJ«—exp(beta02+betal2*x([i]) /(1+exp(

iJ«—p1[i]+(1-p1][i]) *exp(-thetal*pow

(
(

—

[
i]«p2[i

i]«—p2l[i]+(1-p2[i]) *exp(-theta2*pow
1-p1[i])*exp(-thetal*pow(t1[i],r1)
i]<—(1-p2[i]) *exp(-theta2*pow(t2[i],r2)
v1[ij<—pow(-log(sp1[i]),1/alpha)
v2[i|«—pow(-log(sp2[i]),1/alpha)
]

s[i]«+—pow(v1[i]+v2[i],alpha)

Funcao de verossimilhanga

LiJ«=exp(-s[i]) *pow (s[i],d1[i]+d2[i]-d1[i*d2[i] ) *pow (v1[i *sp1[i] d1[i] ) *pow(v2[i *sp2l[i],
d2[i])*pow (v1[i]+v2[i] ~(d1[i]+d2[i])) *pow(sp1[i]*log(sp1[i]) ~d1[i]) *pow(sp2[i] “log(sp2l[i]),
-d2[i])*pow(alpha,-d1[i]*d2[i] ) *pow (1-alpha+alpha*s[i],d1[i]*d2[i] ) *pow(-1,d1[i]+d2[i]-
2*d1[i]*d2[i])

CPO
CPOi]«1 /L[]

Logaritmo da funcao de verossimilhanca
zeros|[i]<—0

phi[i]«log(Lli])
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zeros|i]~dgeneric(phili])

}

Distribuicoes a priori
alpha~dbeta(1,1)
rl~dgamma(1,0.001)
r2~dgamma(1,0.001)
beta0l~dnorm(0,0.001)
betall~dnorm(0,0.001)
beta02~dnorm(0,0.001)
betal2~dnorm(0,0.001)
thetal~dgamma(1,0.001)
theta2~dgamma(1,0.001)

}
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