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Resumo

Nesta tese, novas familias de distribui¢oes sao propostas para modelar dados de
tempo de vida. Essas distribui¢oes sao obtidas assumindo que a ocorréncia do evento de
interesse € explicada por uma estrutura latente de ativacao. Em geral, as causas competiti-
vas podem ter diferentes mecanismos de ativagao, consideramos os casos: primeiro, ultimo
e aleatorio. A presenca de fracao de curados é considerada nestes contextos. Os modelos
assumem que o namero de causas de risco tem distribuicao de probabilidade Geométrica; e
o tempo de ativagao desses fatores segue distribui¢cao Exponencial ou Gama Generalizada.
Propriedades das distribuigoes propostas sao discutidas, incluindo obtencao da funcao
densidade de probabilidade e formulas explicitas da funcao de risco, momentos, estatistica
de ordem e valor modal. Outro objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de processos
inferenciais nas perspectivas classica e bayesiana. Além disso, as medidas bayesianas de
diagnostico baseadas na divergéncia v, que incluem a divergéncia de Kulback-Leibler
como caso particular, sdo consideradas para detectar observacoes influentes. Estudos de
simulagao sao realizados e resultados experimentais sao obtidos para conjuntos de dados

reais.



Abstract

In this thesis new families of survival distributions are proposed. Those distri-
butions are derived by assuming a latent activation structure to explain the occurrence
of the event of interest. In general, the competitive causes may have different activation
mechanisms. Here we assume three different ones, namely, fisrt, random and last actvation
mechanisms. The presence of cure fraction are also addressed in two contexts. The models
assumed that the number of causes follows a Geometric distribution and the lifetime for
these causes follows an Exponential distribution, and a Gamma Generalized distribution.
The properties of the proposed distributions are discussed, including a formal proof of
its probability density function and explicit algebraic formulas for its reliability and
failure rate functions, moments, order statistics and modal value. Inferetial procedure
is based on frequentist and Bayesian perspectives. Moreover, Bayesian case influence
diagnostics based in 1-divergence, with include Kulback-Leibler divergence measure as a
particular case, are developed. Simulation studies are performed and experimental results

are illustrated based in real datasets.
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Capitulo 1

Introducao

A Analise de Sobrevivéncia (AS) consiste em uma importante drea da ciéncia
Estatistica, sua aplicabilidade é ampla e diversificada, tendo como principal elemento o
tempo que decorre entre um instante inicial e a ocorréncia de determinado evento de

interesse.

Ela esta fortemente ligada as ciéncias biomédicas, que exercem, em principio,
grande influéncia na terminologia utilizada. Resultados dessas ciéncias podem, por exem-
plo, embasar campanhas governamentais tais como de prevencao ao cancer de mama,
que incentiva e convoca com solicitude a mamografia anual mulheres acima de 40 anos,
visando o diagnoéstico precoce do cancer, e auxilia na escolha de tratamentos, comparando
a eficacia destes em diferentes periodos da doenga, considerando fatores que possam

influenciar no processo.

No entanto, essa nao é a tnica area que se beneficia do conjunto de ferramentas
estatisticas compreendido na AS. Como afirma Papoila (2011), sua aplicacao vai desde a
demografia, em que o interesse pode recair na analise da duracao de casamentos, passando
pela Industria, onde é importante estudar o tempo até a falha de determinados equipa-
mentos ou componentes eletronicos (teoria da confiabilidade), adentrando a Economia e
as Ciéncias Atuariais. Além disso, em muitas situagoes ela é a tnica abordagem possivel

em decorréncia do tipo de varidveis envolvidas e as consequentes limitagoes no seu uso.

Buscando contribuir com essa grande quantidade de possiveis aplicagoes e resulta-

dos que movem e norteiam tantas areas de conhecimento, esta tese de doutoramento tem
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por objetivo principal a formulacao de novas distribui¢oes de probabilidade para dados

de sobrevivéncia, com a utilizagao de estruturas que traduzam situacoes reais.

1.1 Ativacao por maultiplas causas

Muitas distribuicoes se baseiam no pressuposto de que apenas uma causa é respon-
savel pela ocorréncia do evento de interesse. Todavia, cada vez mais a etiologia - ciéncia
das causas - estd ganhando espaco e agregando areas como a biologia, a criminologia, a
psicologia, a medicina e varias outras ciéncias, que buscam, em suas pesquisas, as causas

que deram origem ao seu objeto de estudos.

Minayo (1988) afirma que a etiologia de doengas indica que nao existe apenas
um unico causador para as enfermidades e ainda observa que é consideravelmente dificil
definir qual o causador mais importante e quais sao irrelevantes. Este fato conduz a
polémicas no meio cientifico e sao grandes as interrogagoes, por exemplo sobre os agentes

etiologicos implicados no aparecimento da maioria das neoplasias malignas.

Enquanto as ciéncias médicas rumam no sentido de desvendar as possiveis causas
das doencas, a modelagem estatistica precisa encontrar formas de introduzir essas in-
formacoes nos modelos estatisticos propostos, acomodando essas novas situagoes. No
contexto de analise de sobrevivéncia, esses dados serao tempos até a ocorréncia do evento

de interesse.

Neste contexto, para introduzir a ideia que seré abordada utilizamos uma situacao
da area das ciéncias médicas. Consideremos que o evento de interesse é a ocorréncia de
certa neoplasia que estd associada a quantidade M de fatores de risco. Porém, pode-se
desconhecer o valor de M e conhecer tampouco quantos ou qual fator de risco acionou
a neoplasia. Como suposicao razoavel, considera-se que M seja uma variavel aleatoria

(v.a.) latente e M > 0.

Quanto & ocorréncia do evento de interesse, uma possibilidade é supor que sua
ativagao é concomitante com a do primeiro fator de risco e assim o tempo observado,
W = w, refere-se ao minimo dos tempos de ocorréncia de cada um dos fatores de risco

envolvidos. Varios autores consideraram esta suposicao, dentre os quais: Goetghebeur &
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Ryan (1995), Reiser et al. (1995), Adamidis & Loukas (1998), Louzada-Neto (1999), Lu
& Tsiatis (2001) e Lu & Tsiatis (2005).

Outra possibilidade é considerarmos que a ocorréncia da neoplasia é ocasionada
pela ativacao do tltimo fator de risco envolvido, sendo necessario que todos os fatores
de risco sejam ativados para que a neoplasia seja detectada. Sendo T; a v.a. que denota
o tempo de ativacao de cada um dos fatores de risco, o indice i estando associado ao
valor que a v.a. M assume, o tempo observado refere-se ao méximo dos tempos dentre os
tempos T;. Neste enfoque Cooner et al. (2006), Kus (2007) e Cancho et al. (2010a) sao

referéncias.

No entanto, ainda persiste a possibilidade do evento de interesse ter sido desenca-
deado por uma situagao intermediaria a estas apresentadas, como abordam Cooner et al.
(2006). Neste caso, o tempo observado refere-se ao tempo entre o minimo e maximo, que

¢ denominada de ativagao aleatoria.

Considerando a suposi¢ao de que a v.a. latente M que denota a quantidade de
causas de risco (CR) assume somente valores positivos, impomos a condigao de que toda a
populacao estéd em risco. Entretanto ha a possibilidade de que a neoplasia nao ocorra em
alguns individuos, fato este que inclui a informacao de censura do tempo a ser observado,

um dos diferenciais da anéalise de sobrevivéncia.

Uma particularidade ocorre quando a maioria das observagoes censuradas corres-
ponde aos valores mais elevados, sendo esse um dos indicios que héa proporc¢ao de curados
na populacao. Este fato traduz-se graficamente na estabilizacao da curva da estimativa de
Kaplan-Meier (KM) da fungao de sobrevivéncia, como apresentado na Figura 1.1. Neste

contexto, modelos de longa duracao sao imprescindiveis.

Nesta abordagem, suspeita-se da existéncia de individuos que nunca vao experi-
mentar o evento de interesse, ainda que o tempo de observacao pudesse ser prolongado
indefinidamente. Tais individuos sao considerados imunes ao acontecimento de interesse.
Neste ambito, a populagao em estudo é constituida por uma mistura de individuos imunes
(curados ou nao suscetiveis) e de individuos nao imunes (doentes ou suscetiveis). Esta
divisao na populacao foi considerada em estudos como os apresentados por: Maller &
Zhou (1996), Yakovlev & Tsodikov (1996), Chen & Ibrahim (2001), Ibrahim et al. (2001)
e Rodrigues et al. (2009¢).
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FIGURA 1.1: Gréfico das estimativas da curva de Kaplan-Meier para o valor da fungao

de sobrevivéncia, dando indicativo de longa duragao.

Um dos trabalhos precursores nessa area ¢ o modelo de mistura de Berkson e
Gage (1958). Cooner et al. (2006) e Cooner et al. (2007) abordam que a quantidade
M de fatores de risco pode assumir o valor nulo, e neste caso estamos admitindo que
na populacao poderé haver individuos que jamais experimentarao o evento de interesse.
Nessa nova situacao para M pode-se considerar novamente as trés formas de ativacao das

CRs, apresentadas anteriormente, o que resultara em trés modelos de longa duragao.

1.2 Apresentacao dos capitulos

Esta tese estd assim organizada. No Capitulo 2 apresentamos a formulacao
das distribuigoes assumindo que a v.a. latente M tem distribuicao de probabilidade
Geométrica e considerando M = 1,2, --- ,m (situagdo em que o evento de interesse sempre
acontece) e M = 0,1,--- ,m (situagdo em que o evento de interesse pode nao ocorrer).
Trés formas de ativagdo sao consideradas, quando somente o tempo de sobrevivéncia
minimo é observado, quando somente o tempo de sobrevivéncia maximo é observado e
quando o tempo de sobrevivéncia é um valor aleatério entre os tempos minimo e maximo.
A v.a. que denota o tempo de ativagao de cada CR, nao tem sua distribuigao especificada
neste capitulo, pois o intuito principal do capitulo é apresentar como sao obtidas as fungoes

densidade, sobrevivéncia e risco de cada uma das distribui¢oes decorrentes da composicao,
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considerando a distribuicao de probabilidade Geométrica para a v.a. M.

Utilizando a formulacao do Capitulo 2 e atribuindo uma distribuicao para a
v.a. T; temos distribuicoes especificas que permitem avaliagoes das formas da fungoes de
densidade de probabilidade, sobrevivéncia e risco bem como propriedades e aplicacoes em
conjuntos de dados reais ou artificiais, tais consideragoes estao apresentadas nos Capitulos
3,4, 5 e 6. Nestes quatro capitulos nao expomos as provas de como as distribuicoes
foram obtidas (ja apresentadas no Capitulo 2) mas abordamos aspectos mais praticos
e direcionados a cada uma das distribuicoes. Ao leitor que visa o carater aplicado das
distribuicoes a leitura do Capitulo 2 pode ser desnecessaria sendo suficiente a leitura dos

demais.

No Capitulo 3 apresentamos a distribuigdo Exponencial Geométrica (EGer) para
os esquemas de ativacao minimo e maximo. Atencao especial é atribuida a distribuicao
Exponencial Geométrica para o maximo dos tempos (EG,,;). Propriedades, estudo de
simulagao e aplicacao sao abordados amplamente neste capitulo. Tais resultados estao
sumarizados no artigo Louzada et al. (2011). O Capitulo 4 é uma extensao do Capitulo
3, no qual contempla-se o grupo de individuos imunes da distribuigao EGer considerando
a modelagem de longa duragao proposta por Berkson e Gage (1952). Propriedades e
aplicagoes a conjuntos de dados sao apresentados bem como a comparagao com outros
modelos de longa duracao. Estes resultados estao condensados nos artigos Louzada
et al. (2012) e Roman et al. (2012). O Capitulo 5 ¢ independente dos Capitulos 3 e
4 e apresenta a distribuicao para o grupo de suscetiveis e imunes, quando os tempos 7;
possuem distribuicao Gama Generalizada. Sao abordados os trés esquemas de ativacao.
Propriedades, casos particulares e aplicacoes em dados reais também sao apresentadas.
Como continuacao, utilizamos a inferéncia bayesiana para o diagnostico de ponto influente,

com simulagao e analise em dados reais, no Capitulo 6.

No Capitulo 7 sumarizamos as contribui¢oes da tese, apresentamos uma genera-
lizacao dos conceito utilizados, permitindo visualizar novas distribui¢oes que podem ser
obtidas. Pontuamos outras questoes que podem ser contempladas em futuros trabalhos.

No Apéndice apresentamos gréficos e resultados omitidos do texto principal.

Na Secao 1.3 deste capitulo introdutério apresentamos os conjuntos de dados

utilizados na tese.
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1.3 Conjuntos de dados

A seguir apresentamos a descricao dos conjuntos de dados utilizados ao longo do
trabalho, com seus respectivos graficos Kaplan-Meier (Kaplan & Meier, 1958) e TTT para

avaliar a forma de funcao de risco.

Para obter o grafico TTT consideramos r = 1,...,n e Y,., as estatisticas de

ordem da amostra. Para os conjuntos de dados nao censurados utilizamos a proposta de

Aarset (1985) em que G(r/n) = (> iz Z)T-l-}(/n 7)Y, '
i=1 tin
com observagoes censuradas utilizamos a versao apresentada em Rinne (2009), em que

Para os conjunto de dados

G(r/n) =3 i1 (n—14+1)(Yiy — Yi—1)m) € define-se 7* como o indicador de ordem das
observagoes nao censuradas, 7* = 1,2, --- ,n*. Selecionando os n* valores de G(r/n) que
correspondem as observagoes nao censuradas, que sao denotadas por G(r*/n*), o grafico
TTT corresponde a relacao grafica de r*/n* versus TTT,, em que TTT,« = %

A forma da funcao de risco dos dados é classificada com base no comportamento
da curva do grafico TTT (Aarset, 1987) e a evidéncia de longa duracao é baseada no
comportamento da curva das estimativas da funcao sobrevivéncia pelo estimador de
Kaplan-Meier. Parametricamente, dispondo do modelo de sobrevivéncia, a evidéncia
de longa duracao pode ser testada via teste de hipdtese, comparando os valores da

verossimilhanca dos modelos utilizando os parametros ajustados, como apresentam Maller

& Zhou (1996).

T1 : Resisténcia de esferas

O conjunto 7T'1 foi extraido de Lawless (2003), os dados correspondem ao resultado
de um teste de resisténcia a rotagao de 23 esferas e o valor observado é o niimero de milhoes
de revolugoes antes de ocorrer a falha na rotacao. O ntimero de revolugoes é considerado
o tempo de vida e varia de 18,88 a 173,40 milhoes, com média igual a 72,23 milhoes e
desvio padrao s = 37,47 milhoes. Nao ha presenca de censura nessa amostra e os dados

apresentam funcao de risco crescente (Figura 1.2).
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FIGURA 1.2: Graficos TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'1.

T2 : Dados de reversao sorolégica de HIV em criancgas

O segundo conjunto de dados (7T2) refere-se ao tempo até a reversao sorologica de
143 criangas que tiveram exposi¢ao ao HIV via vertical, o que ocorre ainda na gestacao.
Esses dados foram colhidos no Hospital das Clinicas da Faculdade de Medicina de Ribeirao

Preto entre os anos de 1986 e 2001 e utilizados por Perdona (2006).

O tempo de reversao sorologica (ou sororeversao) varia de 2 a 1.021 dias, sendo
50% deles menores ou iguais a 446 dias. Das 143 criancas acompanhadas, 24 foram
censuradas por algum motivo. Sendo que o paciente ainda nao apresentou o evento de
interesse (sororeversao) a medida que o tempo passa, o risco dele apresentar o evento de

interesse aumenta, conforme podemos observar na grafico TTT da Figura 1.3.

T3 : Falha no sistema de ar condicionado

O conjunto de dados (7'3) consiste no numero de falhas sucessivas no sistema de
ar condicionado para cada elemento da frota de 13 boeing e 720 avides a jato. Em avioes
que voam em grandes altitudes o sistema de ar-condicionado é imprescindivel e permanece

ligado durante todo o voo a fim de manter a temperatura e a pressurizacao do aviao.

Os dados consistem em 214 observagoes nao censuradas e foram utilizados por

Adamidis & Loukas (1998). O conjunto original tem 217 dados, sendo 3 censurados,
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FIGURA 1.3: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados 7T'2.

e foram analisados primeiramente por Proschan (1963) e discutidos posteriormente por
Dahiya & Gurland (1972), Gleser (1989), Kus (2007) e Barreto-Souza et al. (2010) entre
outros. A amplitude dos dados é de 602 falhas, sendo no minimo 1 falha e metade dos

sistemas nao apresenta mais de 57 falhas.
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FIGURA 1.4: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'3.

Como pode-se observar na Figura 1.4, o referido conjunto de dados nao apresenta

longa duracao e a forma da fungao de risco é decrescente, porém quase constante.
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T4 e T5: - Cancer de pulmao

Um estudo com 137 pacientes diagnosticados com cancer de pulmao - considerando
dois tratamentos quimioterapicos - é realizado e observa-se o tempo de sobrevivéncia, em
anos, de cada um desses pacientes. Destes, nove foram censurados e foram observadas
também varias covariaveis, a saber: z;: Classificagdo de Karnofsky (100=bom); z;:
idade (em anos); z;3: meses entre o diagndstico e o inicio do tratamento; z;: tipo de
célula doente; z;5: tratamento e z;5: ter ou nao recebido tratamento anterior. Os dados
estao disponiveis no pacote survival do programa R (R Core Team, 2011) e s@o estudado

por Kalbfleisch & Prentice (2002).

Considerando a covariavel z;5, tem-se o subconjunto dos 40 pacientes que rece-
beram tratamento anterior ao do estudo (Lawless, 2003). Este subconjunto ¢ denominado
de T'5 e contém trés observagoes censuradas, referentes a pacientes que ainda permaneciam

no estudo.

O tempo de vida dos pacientes do conjunto 74 é menos disperso em torno da
média que no conjunto 7'5. Temos média de 144,6 dias e 121,62 dias com desvio padrao

s = 157,81 e s = 222,45 dias para T4 e T'5, respectivamente.
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FIGURA 1.5: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para os conjuntos de dados T4 e T'5.

Os dados de tempos que compoem ambos os conjuntos apresentam forma de risco

decrescente e nao ha presenga de longa duragao, conforme sugere a Figura 1.5.
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T6 : Tempo de permanéncia em clinica de repouso

O conjunto de dados, aqui denominado 76, é estudado por Ibrahim et al. (2001) e
corresponde ao estudo de 36 casas de repouso privadas na avaliagao dos efeitos do incentivo
financeiro na duracao da estadia. A clinica recebe ajuda de custo para os pacientes que

sao medicados e bonus pela recuperacao e alta médica dos mesmos.

No total foram considerados 1.601 individuos - dos quais 1.279 foram censurados
-, com pouco mais de 25% de homens e 50% dos pacientes com idade igual ou superior a
83 anos. As covaridveis consideradas no estudo sao: z;1: idade do residente; z;5: trabalho

da clinica; z;3: sexo; z;4: estado civil e z;5: estado de satde.

e ] o |
i -
Q| |
o © o
g .
IS
E ht
© | w9 | *
. © v o E
< o .
= S %
o <§ < Y
<3 s B Y
~ |2 H,
S S #‘-e:_
o o
o S 3
T T T T T I T T T T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 200 400 600 800 1000
r/n Tempo

FIGURA 1.6: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'6.

Sem considerarmos as covariaveis para formar niveis da sobrevivéncia, os dados

nao apresentam longa duragao e apresentam-se com fungao de risco crescente (Figura 1.6).

T7 : Mielomatose

O conjunto 7'7 foi extraido de Allison (1995) e consiste em dados de Mielomatose,
uma neoplasia maligna de células plasmaticas, em que as células do plasma se proliferam e
invadem a medula 6ssea, o que provoca a destruicao do osso, resultando em fraturas e dores

osseas’. O conjunto de dados consiste de 25 pacientes com diagnostico de mielomatose,

thttp:/ /medical-dictionary.thefreedictionary.com /myelomatosis
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cujo tempo foi registrado, em dias, até a morte ou censura do paciente, sendo que a
censura foi caracterizada pela desisténcia do acompanhamento ou pelo encerramento do
mesmo. Ha 32% de censura nos dados, e eles variam de 8 a 2.240 dias, com média de
613,36 dias. Podemos observar na Figura 1.7 que esse conjunto de dados apresenta longa

duragao (fragao de cura) e risco decrescente.
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FIGURA 1.7: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'7.

T8 : Leucemia

O conjunto T'8 representa dados caracteristicos de longa duracao com forma de-
crescente da fungao risco (Figura 1.8), é originario de Kersey et al. (1987) e disponibilizado
em Maller & Zhou (1996). Correspondem & recorréncia de leucemia, em anos, para um
grupo de 46 pacientes que receberam o tratamento autologous. Os autores relatam que
o percentual de pacientes curados foi estimado em 20%. No conjunto de dados tem-se
28% de censura, com o tempo de vida variando de 11 dias a 5 anos (tempo maximo do

estudo).

T9 : Cancer de ovario

O conjunto T9 apresenta dados de cancer de ovério e foi extraido de Maller &

Zhou (1996). Entre as 26 mulheres acompanhadas no estudo, tivemos 46% de censura.
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FIGURA 1.8: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'S.

Os tempos sao fornecidos em anos e variam de 0,16 a 3,36 anos, com média de

1,64 anos e s = 0,93 anos.
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FIGURA 1.9: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados 7T'9.

Tristemente, no inicio o risco de morte para uma mulher com cancer de ovario
aumenta com o tempo, mas felizmente ha estabilizacao da funcao de risco da mesma,
fornecendo indicativo da existéncia de proporcao de curadas, hipétese confirmada no

grafico KM que acena para uma proporcao de curados em torno de 50%.
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T10 : Glioma

O T10? contém dados de tempo de vida de 411 pacientes com glioma, tumor
do sistema nervoso central, com origem nas células glias que dao suporte e nutricao aos
neurdnios. Esse conjunto de dados possui 33, 3% de censura. Os tempos observados tém

média de 324,08 dias, desvio padrao de 278,74 dias e valor maximo de 1617 dias.
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FIGURA 1.10: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados 7'10.

Esse tumor é um dos mais severos quando se trata de doencas do sistema nervoso
e, pelo apresentado na Figura 1.10, a proporcao de curados, embora nao ausente, é
pequena e o risco de morte é crescente inicialmente e com o passar do tempo torna-se

praticamente constante.

T11 : Escore de crédito

Esse conjunto de dados consiste no tempo até a inadimpléncia de 507 cliente de
um banco brasileiro. Esses clientes emprestaram dinheiro do banco e o saldo devedor foi
dividido em 24 parcelas de igual valor. A base foi balanceada para uma proporc¢ao de
um cliente ruim para 2 clientes bons, resultando em quase 67% de censura. Os tempos

variam de 1,23 a 24 meses, com mediana de 14,10.

Os dados apresentam forma de risco crescente e hé estabilizacao da sobrevivéncia

estimada indicando longa duracao (Figura 1.11).

2http:/ /portal.uni-freiburg.de/imbi/Royston-Sauerbrei-book
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FIGURA 1.11: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'11.

T12 : Melanoma

O conjunto 712 foi extraido de Scheike (2009), com dados de sobrevivéncia de
205 pacientes apdés o procedimento cirirgico para remoc¢ao de melanoma maligno. O
melanoma cuténeo é um tipo de cancer de pele que tem origem nos melandcitos (células
produtoras de melanina) e tem predominancia em adultos brancos. Embora o cancer de
pele seja 0 mais frequente no Brasil e corresponda a 25% de todos os tumores malignos
registrados, o melanoma representa apenas 4% das neoplasias malignas do 6rgao, apesar
de ser o mais grave devido & sua alta possibilidade de metéastase. O prognostico desse tipo
de cancer pode ser considerado bom, se detectado nos estadios iniciais. Nos tltimos anos
houve uma grande melhora na sobrevida dos pacientes com melanoma, principalmente

devido & deteccao precoce do tumor.

Os tempos observados correspondem ao intervalo entre a remocao do melanoma
e a morte ou censura do paciente e variam de 0,0274 até 15,25 anos (10 a 5.565 dias) com
média de 5,9 anos e desvio padrao de s = 3,1 anos. Considerou-se censurado o paciente
que morreu de outra causa, ou continuava vivo no término do estudo. O estudo apontou
72% de censura. Como covariaveis, consideramos: estado de ulceracao (ausente: n = 115;
presente: n = 90) e espessura do tumor (em milimetros, média de 2,92 e desvio padrao
s = 2,96). A estimativa de Kaplan-Meier (Figura 1.12) indica proporgao de curados

acima de 0,6.
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FIGURA 1.12: Grafico TTT e curva de Kaplan-Meier para o conjunto de dados T'12.

1.3.1 Presenca de miltiplos riscos nos conjuntos de dados

Entre os 12 conjuntos de dados apresentados, temos que sete deles referem-se a
dados de cancer. No estudo de cancer da populacao feminina Mendonga (1993) afirma que
para determinados tipos de céncer é possivel identificar fatores que estao associados ao
seu aparecimento e que muitos estudos tém sido conduzidos nesse sentido. Para algumas
neoplasias os processos etiologicos jé sao largamente aceitos, no entanto, ha necessidade de
estudos para descrever como, os principais fatores que se relacionam no desenvolvimento
do cancer, se distribuem e se comportam na populagao. Esse conceito pode ser estendido
para toda a populacao, e a comprovacao da existéncia dos fatores de risco ja justifica a

utilizagao de modelos de multiplos riscos na modelagem de dados de céancer.

Para o conjunto T2 que trata do tempo até a reversao da sorologia positiva para
HIV em criangas, Perdona (2006) afirma que mesmo a crianga nao tendo propriamente
o virus o exame pode dar positivo em decorréncia dos anticorpos transmitidos pela mae
soropositivo. O indice de carga viral ¢ um dos componente medidos para confirmacgao do
HIV positivo, e Carvalho et al. (2003) afirmam que vacinas como a influenza ativam esse
mecanismo. Outros trabalhos, nao especificamente com criancas indicam que quadros
infecciosos também podem influenciar nos exames, fatos estes que norteiam a conduta
de exames de diagnoéstico e posterior acompanhamento da evolucao da doenga. Desta

forma, podemos supor que fatores do organismo da crianca - sejam eles provocados ou
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nao - podem produzir resultado positivo no teste. Quais, quantos e de que forma foram
ativados esses fatores nao é conhecido ainda. Com base nessa suposi¢ao, consideramos

modelos de multiplos riscos para modelar esses dados.

Para os dados de area da engenharia: 7T'1 - resisténcia das esferas - e T'3 - falha
de ar condicionado - a justificativa da utilizacao de modelos de multiplos riscos é o fato
de que na pratica uma méaquina geralmente nao quebra totalmente de uma so vez, mas

para de trabalhar quando alguma parte vital de seu conjunto se danifica.

Para o dados de tempo de inadimpléncia (7'11) julgamos que é razoavel conside-
rarmos que nao hé apenas um fator envolvido, sejam pelas condi¢Oes sociais ou morais.
E para o tempo de permanéncia do paciente na clinica (76) fatores como demanda,
lucratividade, trabalho despendido com o paciente, além do estado de satide do mesmo,

podem ser fatores que influenciam na ocorréncia do evento de interesse.



Capitulo 2

Distribuicoes para multiplos fatores de

risco: Formulacao geral

Este capitulo apresenta a formulacao de distribuigoes de probabilidade em que a
ocorréncia do evento de interesse estd associada a uma quantidade latente de causas de
falha (CR). O tempo observado corresponde ao tempo até a ocorréncia de uma dessas
CR: a primeira, a tltima, ou uma intermediaria. Consideramos que a quantidade M de
CR possui distribuicao de probabilidade Geométrica e que o tempo até a ocorréncia de

cada uma das causas segue uma distribuigao base, cuja f.d.p. é representada por f,(t).

2.1 Introducao

Em estudos clinicos, cujo evento de interesse é a morte do paciente ou a rein-
cidéncia de um tumor, o evento de interesse pode ocorrer devido a diferentes causas, aqui
tratadas de causas de risco, as quais sao latentes no sentido de que nao existe qualquer
informagao sobre quantas sao, quantas foram ativadas e/ou qual delas é responsével pela
manifestacao do evento. Por exemplo, a recorréncia de um tumor pode ser atribuida as
células tumorais que ficaram com o componente de metastase ativo apos o tratamento.
Uma célula tumoral com componente de metéastase ativo é uma célula cancerosa com
potencial para metastase (Yakovlev & Tsodikov, 1996), mas ndo se tem certeza de quantas
sao essas células e sequer se foi uma delas a responsavel pela recorréncia do tumor. Assim,

temos um cenario de miltiplos riscos.

17
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A literatura de distribui¢oes que acomodam multiplos riscos com diferentes formas
de ativagao é expressiva e cresce rapidamente. O livro de Ibrahim et al. (2001), o artigo
de revisao de Tsodikov et al. (2003) e os trabalhos de Louzada-Neto (1999), Cooner
et al. (2007), Ortega et al. (2008), Rodrigues et al. (2009b), Ortega et al. (2009), Cancho
et al. (2009) e Kim et al. (2011) que estendem o modelo proposto por Cooner et al.
(2007) e fazem uma abordagem bayesiana para dados de cancer de prostata, podem ser

mencionados como referéncias.

Cooner et al. (2007) consideram que os fatores de risco, mesmo existindo podem
nao ativarem o evento de interesse, incutindo nos modelos a proporc¢ao de curados existente
na populagao. Consideracao, esta, muito importante para a analise de sobrevivéncia e para
a realidade do estudo, e ainda consideram que ocorrendo o evento de interesse, este pode

estar vinculado ao primeiro ou ao tltimo fator de risco.

E do ponto de vista pratico, devido aos ainda insuficientes, mas ja significantes
avancos nos procedimentos de tratamentos de doengas como o cancer, é louvavelmente
comum encontrarmos dados de sobrevivéncia em que parte da populagao é nao suscetivel
ao evento de interesse. Por exemplo, em estudos clinicos, o individuo pode responder
favoravelmente ao tratamento, sendo considerado curado, justificando a inclusao dessa

classe de modelos nos estudos.

Seguimos Cooner et al. (2006) e Cooner et al. (2007) e formulamos misturas de
distribuicao que consideram primeiramente apenas a populagao dos suscetiveis e posteri-

ormente a populacao de curados nos esquemas de ativagao.

2.2 Fundamentacao

Consideremos um mecanismo e supomos que a ele estao associados alguns ele-
mentos (fatores ou causas de risco). A ativagdo do mecanismo corresponde a ocorréncia
do evento de interesse e esta condicionada & ocorréncia de ao menos uma das CRs. A nao
ocorréncia do evento de interesse indica que nenhum elemento foi ativado ou os elementos
ativados nao foram suficientes para ocasiona-lo. Todavia, ainda héa a possibilidade de que

a0 mecanismo nao estejam associados elementos que provoquem sua ativacao.



2. Distribuigoes para miultiplos fatores de risco: Formulagao geral 19

A variavel aleatoria latente M representa a quantidade de CR associada ao me-
canismo, assumimos M com distribuicao de probabilidade Geométrica. Se considerarmos
que sempre haveréa elementos associados ao mecanismo e, portanto, M =1,2,3,--- | entao

sua funcao massa de probabilidade é
p(m)=P(M =m)=0(1-6)""", (2.1)

no entanto, se M pode assumir o valor nulo, indicando que pode nao haver CR associado

a0 mecanismo, a fungao massa de probabilidade da v.a. M é dada por,

p(m) = P(M =m) = (1 — )™, (2.2)

Sejam T;, i =1,2,--- , M v.a. i.i.d., nao nulas e independentes de M, represen-
tando o tempo até a ativacao da i-ésima causa de risco associadas ao evento de interesse,
cuja fungao densidade de probabilidade é f,(¢;), de forma que a f.d.a. de T; é dada por
F,(t;), a funcdo de sobrevivéncia é S,(t;) e ho(t;) € a fungao de risco de T;. Para nao

carregar a notacao, em geral, utilizamos 7' =t ao invés de T; = t;.

Consideramos T{y), T{a), -+ , T, em que T(y) < Tgy < --- < Ty sdo as M
primeiras estatisticas de ordem de T; e apenas o tempo T(g), K =1,2,--- , M, que ativa

0 mecanismo, sera observado.

Em muitos processos biolégicos, K pode ser interpretado como um fator de
resisténcia do sistema imunolégico do individuo. Se o evento de interesse ocorre (i.e., ha
reincidéncia do cancer), entao a variavel aleatoria que denota o tempo até a ocorréncia do
evento de interesse assume o valor da k-ésima estatistica de ordem T(xy. Em Cooner et al.
(2006) e Cooner et al. (2007), sao necessarias K de M causas para que ocorra o evento
de interesse, utilizando-nos da mesma terminologia, consideramos trés especificagoes para

K:

e K =1, o tempo observado ¢ X = T3y = min(7y,7T5,--- ,Ty) - correspondente a

ativagao da primeira CR, denotamos esse cenario por CR,,,.

e K = g, neste caso observa-se W = T(,, 1 < ¢ < M - correspondente a ativagao da

g-éstma CR. Denotamos esse cenario por CR,;.

e K = M, em que observa-se Y = T(yy) = max(7,T5,---,Ty) - correspondente a

ativagdo de todas as CRs (ou de forma simples com a ativa¢ao da tltima de todas
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as CR envolvida). Denotamos esse cenério por C'R,,.

Relacionando as duas possibilidades para a v.a. M com os trés casos especifica-
dos para K, temos as seis ramificacoes da mistura com a distribuicao de probabilidade

Geomeétrica apresentadas nesta Tese.

Na Segao 2.3 apresentamos os conceitos relacionados aos trés cenarios de ativagao

e em seguida as distribuicoes para cada uma das possibilidades adotadas para a v.a M.

2.3 Diferentes esquemas de ativacao

Uma dificuldade da AS no contexto de multiplos riscos consiste em discernir qual
cenario (CR,,,, CRy ou CR,,, ou outros possiveis) originou os eventos de interesse e
cujas observagoes correspondem aos dados de sobrevivéncia. Esta dificuldade pode ser
pelo fato da quantidade de CRs ser geralmente uma v.a. latente e aos tempos relativos

as CR’s envolvidas dificilmente serem observaveis.

Considerando a quantidade de fatores de risco envolvidos como uma v.a. latente,
assumimos que a ocorréncia do evento de interesse é ocasionado pela ativacao de uma,
todas ou algumas das CRs. Porém, desconhecendo a quantidade de CRs ativadas para
desencadear o evento de interesse, induz-se que houve a ocorréncia de k, 0 < k < M

fatores de risco.

Se o evento de interesse nao ocorre, temos a presencga de censura, mas isso nao
exclui a possibilidade de algum fator de risco ter sido ativado, nos dando uma informagao
incerta: ou nao temos causas de risco associadas ao evento de interesse ou nao ocorreu a

quantidade minima necesséaria de CRs para a ativacdao do mecanismo.

A seguir, apresentamos detalhes referentes aos trés cenarios considerados.

2.3.1 Ativacao pelo minimo dos tempos

No contexto do minimo dos tempos, a ocorréncia do evento de interesse coincide
com o tempo até a ocorréncia da primeira CR associada a ele. A variavel aleatoria que

denota esse tempo ¢ X = Ty = min(71,75,---,Ty). Este contexto se compara a um
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sistema ligado em série, no qual a falha do sistema ¢ motivada pela falha de qualquer
um dos componentes do mesmo. E comum a utilizacdo do termo riscos competitivos para

designar esse cenéario, que é denotado por CR,,,,.

Neste enfoque, Goetghebeur & Ryan (1995) abordam o problema de avaliagao dos
efeitos de covaridveis com base na estrutura de risco proporcional semiparamétrico para
cada tipo de falha, quando o tipo de falha é desconhecido para alguns individuos. Reiser
et al. (1995) consideram procedimentos estatisticos para analisar dados mascarados, nao

aplicados quando todas as observagoes tém uma causa desconhecida de fracasso.

Adamidis & Loukas (1998) propdem a distribui¢ao Exponencial Geométrica (EG),
que acomoda dados sobrevivéncia, Louzada-Neto (1999) propoe o modelo de multiplos
riscos, que trata com versatilidade desses tempos. Lu & Tsiatis (2001) apresentam um
método para estimar os coeficientes de regressao para dados dessa classe e uma comparagao

de duas verossimilhangas parciais para esses dados é apresentada em Lu & Tsiatis (2005).

Procedimentos estatisticos e discussoes a respeito desse assunto podem ser en-

contrados também em Lawless (2003), Crowder et al. (1991) e Cox & Oakes (1984).

2.3.2 Ativacao pelo maximo dos tempos

Nessa classe de eventos, intuitivamente a ocorréncia do evento de interesse é
tardia, porém, nao menos problematica. Neste cenario o tempo observado esta associado
ao tempo até a ocorréncia do tltimo fator de risco, Y = max (T1,T...,Ty). Esse
processo de ativagao é relacionado com um sistema ligado em paralelo, em que o sistema
s6 apresentard falha quando todos os seus componentes falharem. Pelo fato de uma
causa de risco necessitar das demais para que o evento de interesse ocorra, essa classe de

miultiplos riscos pode ser denominada de riscos complementares e a denotamos por C'R,,,,.

Cooner et al. (2006) expoem sobre a situagao de riscos latentes complementares,
Kus (2007) propoe uma distribuigao para acomodar dados de sobrevivéncia neste cenario

e Cancho et al. (2010a) apresentam a distribuigdo Exponencial Poisson.
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2.3.3 Ativacao aleatoria

Neste cenério o tempo observado W = T, ¢é relativo a ocorréncia da K-ésima
CR, (1 < K < M) e sera representado por CR,;. Uma de suas caracteristicas é que, de-
pendendo das suposicoes feitas, as distribuicoes decorrentes das misturas de distribuicoes,

podem coincidir com distribuigoes tradicionais ja existentes.

2.4 Modelos de Mistura

Esta formulacao nao considera a presenca de longa duragao, a qual pode ser
introduzida no modelo considerando a metodologia principiada por Boag (1949) e Berkson
e Gage (1952). Mas nem sempre a propor¢ao de curados é o objetivo de estudo e muitos

conjuntos de dados da literatura nao apresentam essa particularidade.

Consideramos a v.a. M que denota o nimero de CRs cuja f.d. é dada em (2.1)

eT;, i=1,2,...M o tempo até a ocorréncia da i-ésima CR com f.d.p. dada por f,(t).

2.4.1 Modelos de mistura no cenario CR,,,

Proposicao 2.1 Seja X a wvaridvel aleatoria que denota o tempo até a ocorréncia do
evento de interesse, em que X = min (T}, Ty...,Ty), M ~ G(0) cuja f.p. é dada em
(2.1) e T; com f.d.p. fo(t). Entao a f.d.p. de X é dada por

e
IO =0 gs,@r

(2.3)

Prova 2.1 A funcdo densidade de probabilidade condicional de X dado M = m é
F(XIM = m) = m[Sy(z)]™ " f,(z). Entdo, a funcio densidade marginal de X é dada

por

= 2 SCe1 = ) Zm " ()0 — )

‘gfox) Zm 1_ )]

), entdo como mostrado em (A.1) segue que

<x> L-0S) _  bf()
“OS,@ -1 0S,@F  [L—(1-0)S,(x)P
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Proposigao 2.2 A funcao distribui¢cao e a funcao de sobrevivéncia atreladas a f.d.p.

(2.3) sao dadas, respectivamente, por

_ Fo(x) _
Fo=r—a-asm ° W=

Prova 2.2 A fungao distribuigao é obtida como segue:

B T gfo(t> (1-6)S.
F(m)_/o = -0)S,0p" 1—9/ _d“

0 1 F,(z)
T1-0 {_1 “0=0)S,@ 5} 1—(1—6)S,(z)

Usando a relagdo S(z) = 1 — F(z) obtém-se a fun¢do de sobrevivéncia. n

Consequentemente, a fungao de risco é

_ fo(2) _ folz) 1 B ho()
) WA -050)  S@I-(-05@ 1-0-05@ Y

Trabalhos como Adamidis & Loukas (1998) utilizam esses resultados particular-
mente para f,(¢) sendo a f.d.p. da distribui¢do Exponencial, mas nao apresentam o caso
geral para qualquer f.d.p. como o exposto, embora Marshall & Olkin (1997) apresentem

tais formulac¢oes porém, com menor riqueza de detalhes.

2.4.2 Modelos de mistura no cenario CR,,,

A variavel aleatoéria que denota o tempo até a ocorréncia do evento de interesse

¢Y =max(11,T5...,Ty). Consideremos que M ~ G(0) (2.1) e T; com f.d.p. f,(t).

Proposicao 2.3 A f.d.p. da varidvel aleatoria Y é

0f,(y) '
[1— (1= 0)F,(y)

fly) = (2.5)

Prova 2.3 Sendo a funcao densidade de probabilidade condicional de Y dado M = m
dada por f(Y|M =m)=m[F,(y)]™ " f.(y), entdo, a f.d.p. marginal de Y &

ZZf(YIMzm Zm "7 foly)6(L — 6)"

o) 9f° B 2= ORI

=1
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Como (1 —0)F,(y) € (0,1), entdo como mostrado em (A.1) segue que

) M) (=0 0L .
(=R - 1-OFGE  [-(0-0FuE

Proposicao 2.4 A funcao distribuicio e a func¢ao de sobrevivéncia da varidvel Y com

fd.p. (2.5) sao dadas, respectivamente, por

0F,(y) So(y)
F(y) = e S(y) = . 2.6
U AT YT i-oRw 20
Prova 2.4 A obtencao da f.d.a. é dada como segue:
y 0f,(t) 0 /1—(1—9)Fo(y) 1
F = - _
U e o ey 2
10 [1-(1-0)F,(y) 1-(1-0)F,(y)
e fungao de sobrevivéncia é obtida fazendo S(y) =1 — F(y). n

No cenério C'R,,;, a fungao de risco para o tempo amostrado é

B 0fo(y) ~ foly) 6 B 0ho(y)
") S - (- 0RG)] Swi-(0 -0k 1-(-0hy =

2.4.3 Modelos de mistura no cenario CR,

Assumimos que dado M > 1, a distribuicao condicional de K ¢é discreta em
{1,2,..., M}, com probabilidade 1/M. Assim a fungao distribuicdo para W = Tk,
dado M =m e K =k, é dada por

Fvima(u) = PIV < uldt =m K =K = Y (M) IE@VIS@I. (28)

Proposicao 2.5 Considerando a distribui¢ao condicional (2.8), a f.d.a. marginal de W
é a propria F,(w).

Prova 2.5

1=y {Zm — k)B(k,m, Fo(w))} %P[M — m] (2.9)
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em que B(k,m, F,(w)) ¢ a fungdo massa de probabilidade da distribui¢do Binomial com

parametros m, F,(w) e P[M = ml]. u

Portanto a distribuicao da v.a. W é a mesma da variavel aleatoria latente 7;.
Desta forma, as demais funcoes associadas ao C'R, também se resumem as fungoes

associadas a v.a. Tj, ou seja

S(w) = So(w) e flw) = fo(w). (2.10)

2.5 Modelo de longa duracao com fatores de risco la-

tentes

Supomos que a v.a. M, que denota a quantidade de CR envolvidas na ocorréncia
do evento de interesse em um individuo, tem uma distribuicao de probabilidade com massa
no zero, isto é, P(M = 0) > 0, havendo portanto a possibilidade de que as supostas CR
nao provoquem a ocorréncia do evento de interesse. Nessa situacao ha uma condigao
de censura e o tempo pode ser tomado como infinito, nos remetendo ao cenarios dos

conhecidos e ja mencionados modelos de sobrevivéncia de longa duragao.
Consideramos a v.a. M que denota o namero de CRs cuja f.d. ¢ dada em (2.2)
eT;, i=1,2,...M o tempo até a ocorréncia da i-ésima CR com f.d.p. dada por f,(;).

Assumimos que dado M > 1, a distribuigao condicional de K é Uniforme em

{1,2,..., M}. Nesta configuragao a fungao de sobrevivéncia para a populagao é dada por

Spop(w) = P(W > w) = P(M =0) + P(T(xy > w,1 < K < M)

=P(M=0)+ > > P(Tix)>w|K,M=m)P(K|M =m)P(M =m) (211)
m=1K=1 .
o m K-—1 )

= P(M = +§:Zj () W) [So(w)] P(K|M = m)P(M = m).

Note que P(T(x) > w|K, M =m) = S () [Fo(w)]![S,(w)]™ " fornece a f.d.a.

=0

da distribuigao Binomial para m ensaios e probabilidade de sucesso F,(w).

Em (2.11) temos que Y _, S5m0 () [Fo(w))'[So(w)]™ " & especifica para cada
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valor de K considerado, sendo

K-1 [So(w)]™, se K =1;
: (T) [Fo(@) [So(@)]™™" = § - S(w), se K=k, 0<k<m; (2.12)
L= B, se K =m.

2.5.1 Modelos de mistura com longa duragao no cenario CR,,,

A variavel aleatoria que denota o tempo até a ocorréncia do evento de interesse

éX:min(Tl,Tg...,TM).

Proposigao 2.6 A funcao de sobrevivéncia de longa duragao da v.a. X, sendo M ~ G(0)
com f.p. dada em (2.2) e T; com funcao de sobrevivéncia S,(t), é dada por

7

Spop() = 1= (1-0)9,(z) (2.13)

Prova 2.6 Substituindo (2.12) para K =1 e P(K|M =m) = + em (2.11), segue que

Spop() = +ZZ )" P(K|M = m)P(M = m)
_9+Z z)]™0(1 — 0 m:9+9§:[5(x)(1—
o 9(1—9)50(35) _ 0 .

1-(1-0)S,(z) 1—(1—-0)S,(x)

Proposicao 2.7 A funcao densidade de probabilidade correspondente a funcao de sobre-

vivéncia dada em (2.13) é

_ 9(1 — Q)fo(l‘)
Fpop(@) = T 0S.@F (2.14)

Prova 2.7 A funcao densidade de probabilidade pode ser obtida por
0 0 0(1—0) {—8 ]
1) = - A = _So
Toonl®) == 5 {1 . 0)50(33)} 1 —(1—0)S,(2)] Loz (@)

_ 9(1 B 0)f0<56’) )
[1— (1= 6)Sy(2))”

Consequentemente, a fungao de risco é dada por

o (1 B 9)f0<l')
fpop () = 1= 1= 0)5,) (2.15)
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2.5.2 Modelo de mistura com longa duragao no cenario C'R,,,

A variavel aleatoria que denota o tempo até a ocorréncia do evento de interesse

éY:maX<T1,T2...,TM).

Proposicao 2.8 A funcao de sobrevivéncia de longa duragao da v.a. Y, sendo M ~ G(0)
(2.2) e T; com f.d.a. Fy(t), € dada por
9(1 B Q)Fo(y)

Spop(y) =1 = 1— A= 0)F,) (2.16)
Prova 2.8 Considerando (2.12) para K = m em (2.11), segue que
Spop(y) = +ZZ{1— |"} P(K|M =m)P(M = m)
_9+Z{1—Fo "Il —0)" =0 +0 i —i[u—
h—e -eRw 1, #1-0Rw
‘“9{ PR o) e s )

A fragao de curados é pg = 6 e as correspondentes f.d.p. e fun¢@o de risco sao

9(1 - e)fo(y> e h <y> _ (1 - Q)fo(y)
[1—(1-0)F,y) " [1— (1 - 0)F,()] [Se(y) + 62 Fu(y)]

fpop (y> =

2.5.3 Modelos de mistura com longa duragao no cenario C' R

Proposicao 2.9 Seja W = Tik), em que 1 < K < M, a v.a. que denota o tempo até
a ocorréncia do evento de interesse, M ~ G(6) com f.d. dada em (2.2) e T; com f.d.p.

fo(ti). A funcio de sobrevivéncia de longa dura¢io da v.a. W € dada por
Spop(w) =0+ (1 —0)S,(w), (2.17)

que € o modelo de longa durac¢ao de Berkson e Gage (BG).

Prova 2.9 Considerando (2.12) para K = k em (2.11), temos

Spop(w) = +st P(M =m) —0+ZS (1 —0)™
01 05,w) S (1 6)" = 0+ 05,(w) (%) 0+ (1-0)S,(w). m

m=1
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A funcgao densidade de probabilidade e a fungao de risco correspondentes & funcao
de sobrevivéncia dada em (2.17) sao

(1 — 9)fo<w)
0+ (1—6)S,(w)

Frop(w) = (1 = 0) f,(w), e Ppop(w) =

2.6 Comentarios

Uma relagdo matemética envolvendo os modelos apresentados nas segoes (2.4) e
(2.5) e os modelos de mistura com fragao de cura (Boag, 1949; Berkson & Gage, 1952),

Spop(t) =p + (1 = p)S(1), (2.18)

em que S(t) é definido em (2.2) ou (2.4).

Deste modo, Spop(f) € uma mistura de modelos com fracao de cura (em que a
fragdo de cura é p = ) e fungao de sobrevivéncia S(t) para a populagdo de nao curados.
Considerando ainda os diferentes esquemas de ativagao, temos que S(t) sdo dados nas
Proposicoes 2.2 e 2.4 para o minimo e o méaximo dos tempos T}, respectivamente, e para

o aleatorio na equagao (2.10).

Este resultado implica que cada modelo de mistura com fracao de cura corres-
ponde a algum modelo de mistura sem fragao de cura. Em cada umas das situagoes
consideradas - com e sem longa duracao -, as fungoes de sobrevivéncias associadas as trés

ativagoes consideradas estao relacionadas.

Proposicao 2.10 Sendo Sy (t), Sa(t) e Sme(t) as fungoes de sobrevivéncia das trés
atiwagoes, dos modelos de mistura sem longa dura¢ao para o cendrio de mailtiplos riscos

CRym, CRy e CR,,, respectivamente, entao

Prova 2.10 Seja Vi = min{Ty,T5,--- , T}, Vi = max{T1,Ts, - ,Ty}. Sendo K €
{1,2,---, M} entdo para t > 0 temos que Tx >t = Viy >t = [Tk > t] C [Viy > t] desta
forma temos que P(Tx > t) < P(Vy > t) ou seja Sy (t) > Su(t), Vt > 0. Com relagdo

similar prova-se que Sy, (t) < Su(t), Vt > 0. ]
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Desta forma, independentemente da distribui¢ao base ou de ter longa duragao, a

relagao é mantida.

As misturas aqui apresentadas permitem que facilmente se obtenha as funcoes
que descrevem uma distribuicao de probabilidade para qualquer distribuicao densidade

de probabilidade adotada para os tempos.

O objetivo de apresentar o aspecto das misturas, como elas sao geridas e como se
da a relagao entre o parametro da distribuicao Geométrica e a distribui¢ao de probabili-
dade atribuida aos tempos, muitas vezes camuflada quando apresentamos a funcao final,
foi alcancado. Isto facilita a comparagao entre as funcoes que descrevem a distribuicao
para contexto do minimo e do maximo dos tempos. Por exemplo, observamos que a
funcao densidade de probabilidade no contexto do minimo utiliza a informagao da fungao
de sobrevivéncia dos tempos 7;, enquanto que no contexto do maximo dos tempos é
utilizada a funcao distribuicao acumulada e como essa diferenca impacta nas fungoes de

risco e sobrevivéncia.



Capitulo 3

Distribuicoes da familia Exponencial

(eométrica

Neste capitulo apresentamos trés distribui¢oes da familia Exponencial Geomé-
trica. Estas distribui¢oes sao derivadas assumindo estrutura latente de ativacao para
explicar a ocorréncia do evento de interesse, tal qual apresentado na Secao 2.4 do capitulo
anterior. Consideremos que o tempo até a ocorréncia de cada uma das causas possiveis
de serem ativadas tem distribuicao Exponencial. Apresentamos propriedade e propomos
um modelo de regressao. O método de estimacao de maxima verossimilhanca ¢é utilizado

para se obter as estimativas para conjuntos de dados reais e simulados.

3.1 Introducao

A distribuigdo Exponencial (ED) apresenta-se como solucao eficaz, simples, ele-
gante e fechada em intimeros problemas associados ao tempo de vida e/ou estudos de
confiabilidade (Adamidis & Loukas (1998), Kus (2007), Tahmasbi & Rezaei (2008)).
Uma caracteristica da distribuicao Exponencial é ter funcao de risco constante, como
consequéncia, em muitos casos, ela nao fornece ajuste paramétrico razoavel para aplicagoes
sem essa caracteristica. A fim de superar tal problema, novas classes de distribui¢oes sao
introduzidas com base na modificacao da ED. Temos por exemplo Adamidis & Loukas
(1998), que introduzem a distribui¢do Exponencial Geométrica. FEsta apresenta risco

decrescente e é obtida considerando CR latentes. Gupta & Kundu (1999) propéem a ED

30
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Generalizada, que acomoda dados com risco crescente e decrescente.

Neste mesmo enfoque Kus (2007) propoe a distribuicdo Exponencial-Poisson
com taxa de falha decrescente, mesma caracteristica da distribuicao apresentada por
Tahmasbi & Rezaei (2008) e denominada de distribuigdo Exponencial Logaritmica. Essas
distribuicoes consideram a composicao da distribuicao Exponencial com as distribuicoes
Poisson e Logaritmica, respectivamente, em um cendrio de riscos competitivos (C'R,,,,).
Chahkandi & Ganjali (2009) unificaram as distribui¢oes propostas por Adamidis & Loukas
(1998), Kus (2007) e Tahmasbi & Rezaei (2008), utilizando a composi¢ao da distribuicao

Exponencial com a distribuigao Série de Poténcia.

Em trabalhos recentes, Cancho et al. (2010a) introduzem a distribui¢ao Expo-
nencial Poisson com taxa de falha crescente, esta distribuicao tem como base o cenario

de riscos complementares (C' R, ).

A formulacao aqui apresentada inclui as distribui¢oes propostas por Adamidis &

Loukas (1998) e Louzada et al. (2011).

3.2 A distribuicao Exponencial Geométrica com causas

de risco latentes

No contexto apresentado na Secao 2.4 - M, M = 1,2,3,..., v.a. que denota a
quantidade de CR com f.d. dada por (2.1) - consideramos as v.a.s T} - i.i.d., i = 1,--- | M
- que denotam o tempo de ativagao da i-ésima CR com distribuicao Exponencial de

parametro A, assim f,(t) = f(t;) dada por

F(t:) = Ae L ) (1), (3.1)

resultando na distribuicao composta Exponencial Geométrica com causas de risco latentes
(EGcer).  Abordamos, conforme modelagem formulada no Capitulo 2, as distribui¢oes
para as ativagoes de minimo e maximo, que sao as duas situagoes em que a distribuicao

originada se diferencia da distribuicao base - Exponencial -.

A funcgao densidade de probabilidade para a v.a. W que denota o tempo observado
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tem suporte em [0, 00) e é funcdo da v.a. T}, cuja expressao ¢ dada por

e—/\w .
e pann W = min(T}, T T

fea(W =w) = (3.2)

_ MeTM _ o
[6+(1—0)e—>w]"’ para W = max(Ty, Ty, - -+, ).

Em (3.2) a primeira equagao refere-se a distribui¢ao EG apresentada por Adamidis
& Loukas (1998) e a denotamos por EG,,,. Para a ultima ativagdo temos a distribuigao
EG,., que sera discutido na Secao 3.4 (Louzada et al., 2011). Ressaltamos que Adamidis
& Loukas (1998) consideram 1 — 6 como a probabilidade de sucesso da distribuigao

Geomeétrica.

A Figura 3.1 dispoe os graficos da f.d.p. das respectivas distribui¢oes para o

conjunto de valores 8 = 0,001; 0,01; 0,2; 0,5; 0,7 ¢ 0,99 com A\ = 1.

o o
- ] 6=0.001 - — 0=0.001
--- 9=0.01 ---- 9=0.01
- 9=02 - 9=02
@ | s-- 8=07 @ | s-- 8=07
© — 08=0.99 © — 0=0.99
o © | o © |
g ° g °
=} o
2 2
5 5 <
0 o 7 08 S
N N
o o
o | o |
o o
T T T T T T I T T T I
0 1 2 3 4 5 6 0 5 10 15
Tempo Tempo

FIGURA 3.1: Funcao densidade de probabilidade das distribui¢bes EG,,, (esquerdo) e

EG,,, (direito), variando 6 e com \ = 1.

Na distribui¢ao EG,,, o parametro A controla a escala e # é o parametro de forma

da f.d.p. tornando-a decrescente se § > 1/2 e unimodal para 6 < 1/2.

As fungoes de sobrevivéncia associadas a estas distribuicoes sao dada, respecti-

vamente por

—Aw 3
g, para W= min(T1, Ty, -, Thr);

Spa(W = w) = (3.3)

#, para W = H’laX(Tl,TQ, e ,TM)
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Na Figura 3.2 estao apresentadas algumas curvas da funcao de sobrevivéncia
para diferentes valores de 6, considerando A = 1, pois seu valor interfere apenas na escala.
Observamos que a fungao de sobrevivéncia para o minimo dos tempos atinge seu limite
inferior em um intervalo de tempo menor se comparada com a mesma funcao para o

maximo dos tempos.

o o
- 7 6=0.001 - 7 — 6=0.001
---- 9=0.01 : - ---- 8=0.01
c 9=02 c- 9=02
@ | c=- 0=07 @ | © 8=07
°© — 6=0.99 °© 0=0.99
© ©
©c @ | o © |
& © & ©
2 2
3 3
s < | s < |
[e} o
a ° a °
N N
o o
e | o
o o
T T T T T T I T T T I
0 1 2 3 4 5 6 0 5 10 15
Tempo Tempo

FIGURA 3.2: Graficos das funges de sobrevivéncia das distribuigdes EG,y,, (esquerdo)

e EG,, (direito), variando 6 e com A = 1.

A distribuicao EGg, em concordancia ao afirmado na Secao 2.4, é a propria

distribuigao Exponencial, distribuigao de probabilidade dos tempos 717s.

3.3 Relacao entre os esquemas de ativacao

Nesta secao sao apresentados alguns aspectos comparativos entre os esquemas de

ativacao C R, C R € CRy.

Primeiramente vamos apresentar as fungoes de risco (taxa de falha) para os dife-
rentes esquemas, lembrando que iremos preterir as fungoes relativas a ativacao aleatoria

(CRy;) por ser a mesma da distribuigdo Exponencial. A fungao de risco para a distribuigao
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EG ¢é dada por

W, para W = min(Tl, TQ, cee ,TM),
hga(W = w) = (3.4)

W, para W = maX(Tl,TQ, ce ,TM>

A fungao taxa de falha para a tltima ativacdo (FG,,,) é crescente no tempo (w),

enquanto que para a primeira ativacao (FG,,,) é decrescente.

O comportamento das func¢oes de risco das distribui¢oes EG,,, e EG,,, dadas
em (3.4) e a fungao de risco da distribuigao EG,; estao relacionados conforme proposigao

a seguir, sendo que hgg,, (W) = A

Proposicao 3.1 (a) Quando w — 0, a func¢do de risco da distribuicio EG,, converge

A
para N0 e a func¢ao de risco da distribuicao EG,,, converge para 7 (b) As fungoes de
risco das distribuicoes EG.,,, e EG,,, convergem para a funcao de risco da distribuicao

EG, quando w — oo

Prova 3.1 (a) Considerando w — 0 e a tltima ativagao (EG,;), temos

A0 A0
lim A =1l = =\l
Yim hw) = I e gy ~ar g
enquanto que para a primeira ativa¢ao (EG,,,) temos
A A A
lim A(y) = 1i = =—.
Y h(y) = i T =gy ~T=(1=9)
(b) Quando w — oo, para a distribuigao EG,,, temos
lim A(w) = lim A =A
wW—00 N w—oo | — (]_ — 6)6_)‘1” -
e para a distribuicao FG,,,
. ) A0 A0
Jim h(w) = lim 1—6e> 0 A-om

Corroborando com a Proposi¢ao 3.1, a convergéncia para A das fung¢oes de risco
de EG., ¢ EGpyy, quando w — oo, também é evidenciada na Figura 3.3, que apresenta
o comportamento da taxa de falha dos dois esquemas de ativacao. Fixamos A = 1 e

estudamos o comportamento da funcao de risco para alguns valores de #. E também
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FIGURA 3.3: Superior: Fungao de risco das distribui¢bes EG,,, (esquerda), EG,
(direita) com A = 1. Inferior: comparagdo da func¢ao de risco das trés distribuigoes

para # =0,15e A = 1.

consideramos f fixo para efeitos de comparacao entre as duas situagoes - Figura 3.3 painel

inferior.

As fungoes de sobrevivéncia para as distribuigbes EGer nos diferentes esquemas
de ativagao estao relacionadas, conforme apresenta a Proposicao 2.10 para o caso geral, a

qual esté graficamente apresentada na Figura A.2 do Apéndice.
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3.3.1 Estudo de simulacao

No processo de simulagao consideramos cinco tamanhos amostrais: n = 10, 20, 30, 50

e 100 e quatro niveis de censura: percentual de censura = 0,1; 0,2; 0,35 e 0, 50.

Fixados o tamanho amostral e o percentual de censura, obtivemos 1.000 amostras

da distribuicao FG,,, utilizando a funcao quantil
0(1 —u
Qual) = Fykt) =~ tog (711,

sendo A = 0,5, 0 = 0,25 e u ~ U(0,1). Para cada amostra ajustamos a distribuigdo
que originou os dados (EG,,;) e sua complementar (EG,,,) e julgamos a distribuigao
que melhor se ajustou utilizando o critério AIC. Ao final das 1.000 amostras obteve-se o
percentual de vezes que a distribuigao utilizada para gerar os dados foi o que melhor se
ajustou. Repetimos o procedimento para cada uma das 20 combinagoes entre tamanho
amostral e percentual de censura, considerando a distribuicao EG,,, para gerar os dados.
Procedimento similar foi adotado para a distribuicao EG,,,, sendo as amostras obtidas

pela funcao quantil

Qun(u) = Fop(u) = =27 log <u(1u_—_9)1_1> '

A indicacao de censura correspondeu a uma amostra de tamanho n da distribuicao

Bernoulli cuja probabilidade de fracasso corresponde ao percentual de censura fixado.

A estimagao dos parametros dos modelos foi obtida no programa R (R Core
Team, 2011) utilizando a rotina optim que encontrar a solu¢do que minimiza o negativo do
logaritmo da fungao de verossimilhanga. O método optimizagao Nelder-Mead foi utilizado

com vetor nulo como valores iniciais do processo.

A Tabela 3.1 dispoe do percentual de vezes que a distribuicao da qual os da-
dos foram gerados foi a que melhor se ajustou aos mesmos. Observamos que mesmo
mediante grandes percentuais de censura é possivel diferenciar as distribui¢oes em todos
os tamanhos de amostras considerados; e mesmo adotando valores complementares para
o parametro # para nao comprometer a comparagao entre os resultados, a distribuicao

EG,,, mostrou-se mais eficiente na identificacao das amostras geradas de seu modelo,
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principalmente ao considerarmos tamanhos amostrais pequenos e elevados niveis de cen-

sura.

TABELA 3.1: Percentual de vezes que a distribuigao que gera os dados (EG .,/ EG )

proporcionou um melhor ajuste aos mesmos pelo critério AIC.

Percentual Tamanho amostral

de censura 10 20 30 20 100
0,10 0,726/0,998 0,875/0,999 0,936/0,999 0,988/0,999 0,999/0,999
0,20 0,711/0,995 0,846/0,999 0,923/0,999 0,980/0,999 0,999/0,999
0,35 0,672/0,984 0,837/0,999 0,909/0,999 0,971/0,999 0,999/0,999
0,50 0,648/0,978 0,791/0,992 0,880/0,999 0,953/0,993 0,995/0,999

3.4 Distribuicao Exponencial Geométrica para o ma-

ximo dos tempos

Algumas das mais importantes caracteristicas de uma distribuicdo podem ser
P ~ L. ’
estudadas através de seus momentos. A expressao geral do r-ésimo momento p, = E(Y")

da distribuicao EG,,; ¢ obtido analiticamente como segue:

Proposicao 3.2 Seja Y uma v.a. com distribuicao EG,,,.. Sua funcdao caracteristica é

dada por
A it it
Oy (t) = ——-V(2,1 — —,2— —, — )

em que, f =152 e i* = —1.

Prova 3.2 Temos que

) (t) _/Oo eityf( )d _/Ooez‘ty 9)\6_>‘y d
A DL ewa—a o

it

1 /°° o e 1 /1 u”x
=— e dy = — ——du,
R R e R

em que u = e M,
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Comparando a integral acima com o resultado

F(C) tb 1(1 o t)c—b—l ]
U(a,b = dt - Ab tz & St 1972), p.558 -
(a,b,c,z) F(b)P(c — b) / 1= t2) ramowitz egun ( ), D ,
temosb=1—-%,c=2—-%, —z2=0= 1779 e a = 2. Fazendo as substituicoes apropriadas
a prova esta concluida. [ ]

Proposigao 3.3 Se a varidvel aleatoria Y tem distribuicao EG,,, er € N, entdo

EYT) = ﬁ (=B,71), (3.6)
1-6 = (—pB)*
em que f = — ,eL(—ﬁ,T)=;< )

Prova 3.3 Sendo ¢ um ntmero real e A > 0, considerando a relacao

k

1 it it >
U(2.1——.2 .
\ — it (2, A’ Z k;+1 (3.7)
( —

—o0 <t<oo,i=+—-1lel-< (<1, (Jodra, 2008), a func¢ao caracteristica (3.5) pode

ser escrita como

Ao (B +1)(=5)F
Oy (t —E
r(®) 0 = Ak+1)—it’ (3:8)
de forma que sua r-ésima derivada é
poy AL+ DI~ (k+1D(=p) _
R e B S T 39

para f € (0,00) er =1,2,---. [

Proposigao 3.4 A waridvel aleatoria Y com distribuicio EG,,, tem média e varidncia

dadas respectivamente por

E(Y) = ;(110—%2; ¢ Var(y)= —ﬁ <2L(—6, 2) + 1220 ) (3.10)

Prova 3.4 Basta utilizar o resultado L(—3,1) = —log(1+ ) (Adamidis & Loukas, 1998)

aplicado na Proposicao 3.3. [ |
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Sendo que a variancia ¢ fungao da média, nas situagoes em que esta tltima assume
valores grandes a variancia pode nao ser representativa, entao o coeficiente de variacao

CV apresenta-se como alternativa. Logo, temos que

1—60 | 2L(-3,2) [log(6)\*
CV:_log(G)\/_ - —(1_0). (3.11)

1-46
0

A distribuicao Exponencial Geométrica para o minimo dos tempos EG,,, tem

~ 1
A moda para a v.a. Y com distribuigao EG,,, ¢ Y = " log

suas particularidades e propriedades abordadas em Adamidis & Loukas (1998).

3.4.1 Inferéncia

Assumimos que os tempos de vida sao v.a. 4.i.d. oriundos de um mecanismo
aleatorio de censura a direita e d; ¢ o indicador de censura (0 se censura, 1 se observado).

O logaritmo da fungao verossimilhanga para a distribuicao EG,,, ¢ dado por

(6, \) = log(\) 25 - /\Zyz Z i+ 1) log (e (1 — 6) +6). (3.12)

=1

A Figura A.1 (Apéndice) dispoe o grafico de curvas de nivel da fungao £(6, \),

indicando que ela apresenta um tnico ponto de maximo.

Os componentes do vetor escore U(0,\) = U(¥) = (00(93)/00,0((F)/ON) sao

dados por
0;
(%(19)_; +i(5+1> e i 41
0~ 6 = ei(1—0)+0’
Za
oL(9) e Mi(1 - 0)
N _Zy”rz(w e’\?hl—Q)—l-H

OsEMVs-fe - para os parametros 6 e A nao podem ser obtidos explicitamente
pela solugao do sistema de equagoes U(6, A) = 0, sendo obtidos pela maximizagao direta
da fungao log-verossimilhanga pela rotina optim do R (R Core Team, 2011), considerando

as mesmas particularidades descritas na Secao 3.3.1.
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Sob certas condigoes de regularidade para a funcao de verossimilhanca e com
o tamanho da amostra grande, a distribuicao assintotica para os EMVs é a distribuicao
Normal com média 9 e matriz de covariancias I =1 (+J), em que I (1)) é a matriz de informacao
de Fisher, permitindo que o intervalo de confianca e o teste de hipoteses possam ser
obtidos. Em muitos casos, I(¢}) ndo tem forma fechada e dificilmente é calculada. Uma
solucao é usar a negativa da matriz hessiana da fungao log-verossimilhanca avaliada no
ponto v = 19, que é um estimador consistente para a matriz de covariancias assintotica

(Mudholkar et al., 1996).

Para a comparagao de modelos encaixados - distribuicao EG,,, com a ED -
consideramos as hipoteses Hy : # = 1 contra H; : 0 # 1, e o teste da razao de

verossimilhancas, cuja estatistica é

Wy = 2{£Esz — EED}; (313)

em que {gp e lpg,,, sao os logaritmos das funcoes de verossimilhanga para os modelos sob
a hipotese restrita Hy e sob a hipotese irrestrita Hy, respectivamente, para uma amostra

de tamanho n.

Como o teste é realizado no limite do espago paramétrico, seguindo Maller &
Zhou (1995), presume-se que w,, assintoticamente assume uma mistura de distribuicdo
Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade e ponto de massa no zero. Entao, lim,, .., P(w, <
c) =1/2+1/2 P(x3 < ¢), em que P(x? < ¢) denota uma varidvel aleatéria com uma,
distribuicao Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade. Valores positivos elevados de w,, dao

evidéncia favoravel ao modelo completo.

3.4.2 Simulacao

Visamos estudar o comportamento assintético dos estimadores de maxima veros-
similhanca pela quantificacao da probabilidade de cobertura dos intervalos assintéticos,
em situagoes nas quais observam-se dados censurados; avaliar o decaimento da variancia
dos estimadores com o aumento do nimero de amostras e se este decaimento interfere no

probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca assintoticos.

Fixamos o vetor paramétrico ¥ = (0; X\) = (0,25;1) e geramos 1000 repetigoes

para cada uma das combinacoes entre tamanho amostral e percentual de censura con-
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siderados. Obtivemos as estimativas U de 9 pela maximizacao direta da fungao £(0; \)
(rotina optim do R). Calculamos os intervalos normais assintoticos de 95% de confianca
para 9 e a variancia dos estimadores para cada uma das repeticoes. A probabilidade
de cobertura empirica foi obtida calculando-se a proporcao de intervalos para os quais o
valor fixado para ¢ pertence ao intervalo, e esta foi superior ao valor nominal para todas
as combinagoes consideradas. A variancia dos estimadores diminuiu com o aumento do
tamanho amostral (ver Tabela 3.2), mas devido ao alto percentual de probabilidade de
cobertura para todas as combinac¢oes de tamanho amostral e censuras, nao foi possivel

verificar sua influéncia no mesmo.

TABELA 3.2: Valor médio das variancia das EMVs para 1000 repeti¢coes amostrais em

cada nivel.
Parametro Percentual Tamanho amostral

de censura 10 20 30 50 100
0,10 0,1965 0,1052 0,0726 0,0435 0,0213

A 0,20 0,2386  0,1292 0,0900 0,0526 0,0257
0,35 0,3874  0,1901 0,1290 0,0758 0,0359
0,10 1693955 197285 65832 3822  0,2350

0* 0,20 4098119 628442 246994 6185 0,2717
0,35 5489072 931602 86555 28036 0,3420

3.4.3 Aplicacao

Comparamos o ajuste das distribuicoes £G,,, com EG,,, para quatro conjuntos
de dados da literatura. Os conjuntos de dados considerados sao: T1, T2, T3 e T5, que

estao apresentados na Secao 1.3, sendo dois deles com censura.

A forma da funcao de risco foi identificada mediante o grafico TTT, que indica
forma crescente para os conjuntos T'1 e T2. Portanto, presumimos que eles podem ser
convenientemente acomodados pela distribuicao EG,,,. Para T3 e T'5, a forma da func¢ao

de risco é decrescente e possivelmente acomodada pela distribuicao EG,,,.
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Nos ajustes das distribuigoes, a convergéncia da rotina empregada foi rapida, sem
necessidade de interferéncia na escolha valor inicial do processo. A Tabela 3.3 fornece os
valores dos critérios —ﬁ('ﬁg), AIC e BIC para ambas distribuic¢oes, as quais apontam como
a melhor escolha para ajuste a distribuicao EG,,, para os conjuntos 71 e T2 e EG,,,
para os conjuntos 7'3 e T'5, concordando com a indicativa dada pela forma da fungao de
risco dos dados com a distribui¢ao proposta. A supremacia dos ajustes é visivel no gréafico

da Figura 3.4 em que se encontram as estimavas de sobrevivéncia por KM, sobrepostas

pelas curvas das funcoes de sobrevivéncia estimadas das das distribuigoes ajustadas.

TABELA 3.3: Critérios —ﬂ(ﬁg), AIC e BIC para os ajustes das distribuigoes EG,,, e
EG, ..

Dados EG EG .

—¢®) AIC  BIC —¢®) AIC  BIC
T1 121,43 246,87 249,15 114,35 232,70 234,97
T2 860,87 1725,74 1731,66 805,47 1614,95 1620,87
T3 1175,92  2355,85 2362,57 1178,76  2361,52 2368, 25
TH 219,31 442,62 446,60 223,92 451,84 455,22

As estimativas de maxima verossimilhanga (EMVs) e seus respectivos desvios
padroes (entre parénteses) dos parametros da distribuigdo EG,,, sao A =0, 0435(0, 0096)
e 0 = 0,0554(0,0449) para T1; A = 0,0083(0,0007) e § = 0,0194(0, 0076) para T2.

Para a distribuicio EG p,, temos A = 0,0080(0,0013) ¢ 6 = 0,4736(0, 1432) para
T3: A =0, 0021(0,0016) e 6=0, 1574(0, 1267) para o conjunto T5.

A comparacao entre as distribui¢oes EG,,, e ED é realizada via teste de hipotese
para os dados T1 e T2. Os valores da estatistica do teste, w,, sao iguais a 14,178 e
110, 788, respectivamente para T'1 e T2, cujos valores sao expressivamente maiores que
o valor de referéncia % + %P(X% < ¢) = 2,42, fornecendo forte evidéncia a favor da

distribuicao EG,,, para ambos os conjuntos de dados.

Outra questao que pode surgir é a utilizagao de distribuigoes tradicionais para
dados de sobrevivéncia, como a distribuicao Weibull. Nos conjuntos de dados 171 e T2, a
comparacao das distribui¢oes Weibull e EG,,,, nao pode ser feita via teste de hipdtese por

pertencerem a familias distintas de hipoteses (Cox, 1961), mas pode ser avaliada pelos
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FIGURA 3.4: Curvas de Kaplan-Meier com funcao de sobrevivéncia estimada
considerando os ajustes das distribui¢oes EG,,,, e EG,,, nos conjuntos de dados. Painéis:

superior esquerdo (7'1), superior direito (7'3), inferior esquerdo (7'2) e inferior direito

(T5).

critérios AIC e BIC. Para a distribuicao Weibull no conjunto 71, obtivemos 231,36 e
233, 63, respectivamente para AIC e BIC e para T2 1.630, 52 e 1.636, 46. Esses resultados
dao evidéncia favoravel a distribuicao Weibull para T'1 e a distribuicao EG,,, para T2,
mostrando a importancia da distribuicao FG,,,, que pode ser considerada como uma

distribuicao concorrente as distribui¢oes usuais.
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3.4.4 Especificagao do modelo de regressao

Como a inclusao de covariaveis no modelo podem impactar de forma diferente
dependendo do parametro escolhido para sua inclusao, consideramos trés diferentes formas
de parametrizacao que consideram tanto a taxa de falha da distribuicao dos tempos quanto

a média da distribuicao que representa o ntimero de CRs.

Parametrizacao 1

Neste caso as covariaveis sao inseridas no parametro A que representa a taxa de

falha da distribuicao Exponencial, distribui¢cao dos tempos de ocorréncia de cada uma das

CRs.

Considerando A = A(z;) = G(Z;ﬂ), a funcao log-verossimilhanga para os modelos

EG ., e EG,, sera dada respectivamente pelas equagoes (3.14) e (3.15).

Elmn ’19 D O( Z |:612;ﬁ + 10g9 — fL'iCZ;B — ((Sz + 1) 10g (1 — (1 — 9)e—x,-e<z,;ﬁ))] ) (314)
=1
Cims(9;D) x Y [5,-45 46,1080 — yie® P — (5, + 1) log (9 +(1— o)eyie(“m)] . (3.15)

i=1

Parametrizacao 11

Nesta parametrizagao as covariaveis sao inseridas na média p da distribuicao
’
Geométrica, em que p = %, fazendo p = %% Neste caso, a funcio log-verossimilhanca

para os dois casos considerados ¢ dada por (3.16) e (3.17).

Caran (0: D) Xn: [ 23+ 8ilog A — Ay — (8; + 1) log (1 (- ezﬁ:ﬁ)e%i)} . (3.16)
=1
(5 oz X — .28 — A — (6. 64 (12 e58) =] .
€2mx19Do<;[5zlog)\ §i203 — Ay (5z+1)10g(e +(1 e )e v)} (3.17)

Parametrizagao 111

Na terceira situagao, consideramos a combinacao do modelo I e IT, em que algumas
covariaveis sao indexadas nos modelos através do parametro taxa de falha da distribuicao

Exponencial ou na média da distribuigao Geométrica.
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3.4.5 Aplicagcao do modelo de regressao

Aos conjuntos T6 e T4 ajustamos os modelos FG,,, e EG,,,, respectivamente,
considerando
e?

log[A\(z;)] = Bo + iz + Bazia + B3ziz + Bazia + Bs2is, € 0 = 1T+ e0

para a parametrizagao I, e

log[p(z;)] = Bo + Przin + Bazia + Bazis + Pazia + Pszis, € A= €7,

para a parametrizacao II.

Para a parametrizacao III, temos que

log((z;)] = Bo + Brza + Bazia + Paziz € log[A(2;)] = 55 + Bazia + Bszis-

e®
T4ed com

A Tabela 3.4 dispoe das EMVs para as reparametrizagoes A = ¢7 e 0 = 1=

seus erros padroes para os modelos ajustados em cada conjunto de dados, juntamente com
o valor-p indicando significAncia para os trés parametros nos trés modelos considerados
no conjunto 76, sendo que a tnica covariavel significativa foi a relacionada ao tempo de

estada do paciente com o trabalho que a clinica teve para manté-lo, representado por (.

Em termos de qualidade de ajuste, a parametrizagao III mostrou-se mais ad-
equada que a I e a II e seus respectivos valores para —/¢(9) em relagdo ao ajuste do
conjunto de dados T'6 foram 2016,147; 2029,724 e 2016,182. Para o conjunto de dados T4
tivemos também a predominancia da parametrizagao 111 com —/¢(9) = 24, 284, enquanto

as parametrizagoes I e IT obtiveram os valores 31,421 e 26,122, respectivamente.

Os graficos Quantil-quantil para os modelos ajustados nas diferentes parametriza-

goes estao na Figura A.3 (Apéndice) e indicam bons ajustes.

3.5 Comentarios

A partir do estudo de simulagao, observamos que os modelos EG,,, ¢ EG,,,
conseguem discriminar as amostras por eles geradas, mesmo que estas sejam pequenas e

com niveis de censuras elevados. Na avaliacao dos gréaficos TTT, observamos que os dados
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TABELA 3.4: Estimativas de méxima verossimilhanca para os modelos FG,,, para T6 e

EG,,, para T4.

Parame- T6 T4
trizagao Parametro Estimativa ~ EP  p-valor Estimativa  EP  p-valor
0] 9,4941 0,3152  0,0000 1,1719 1,3529 0,3863
Bo -4,0957  0,2090 0,0000 2,7314 0,7604 0,0003
B -0,0001 0,0021  0,9469 -0,0364  0,0051 0,0000
I B -0,4951 0,0204  0,0000 -0,0015 0,0096 0,8738
B3 -0,0215 0,0291 0,4597 0,0010 0,0089 0,9028
Ba 0,0173 0,0356 0,6275 0,1286 0,0814 0,1141
Bs 0,0163 0,0133 0,2215 0,1627 0,1924 0,3976
y 0,0149 0,0000  0,0000 0,5705 0,2146 0,0078
Bo 8,7028 1,0999 00,0000 -0,7044 0,3100 0,0230
B -0,0001 0,0116 0,9935 0,0144 0,0058 0,0143
IT B2 5,3818 0,3026  0,0000 0,0124 0,001 0,0164
B3 0,2504 0,2798 0,3709 0,0042 0,0031 0,1705
Ba -0,1886 0,3358 0,5742 0,1099 0,0438 0,0121
Bs -0,1786 0,1141 0,1176 -0,2918 0,1183 0,0136
Bo 8,7103 0.5351  0,0000 -0,3404  0,1658 0,0400
B 0,0003 0,0012 0,7902 0,0118 0,0047 0,0137
B2 5,3830 0,3177  0,0000 0,0033 0,0018 0,0785
11 03 0,2466 0,2772 0,3736 -0,0006 0,0022 0,7781
B35 -4,2316 0,1113 0,0000 0,3173 0,4913 0,5184
Ba -0,1981 0,3325 0,5512 0,0746 0,0932 0,4235
Os -0,1824 0,1171 0,1192 -0,0108 0,2219 0,9608

EP: Erro padrao

de risco crescentes (decrescentes), mesmo com elevados percentuais de censura, tendem a
serem melhores ajustados por modelos que também apresentam a forma de risco crescente
(decrescente). A distribui¢ao EG,,, pode ser considerada como uma op¢ao no ajuste de
dados de sobrevivéncia, pois concorre com modelos ja tradicionais nessa area, como o

Weibull. Além disso, dispoe apenas de dois parametros e nao ha dificuldades de estimacao
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no contexto classico e com boas propriedades.

Ao considerarmos as diferentes parametrizagoes para indexar as covariaveis, ob-
servamos que na parametrizacao III os ajustes obtidos nao foram bons quando agru-
pamos covariaveis verdadeiramente quantitativas com as de cunho qualitativo no mesmo
parametro, por isso optamos pela seriacao, a saber: em A indexamos as covariaveis z;4, 25

para T4 e z;; para 16, as demais foram indexadas em pu.



Capitulo 4

Distribuicoes Exponenciais

(Geométricas de longa duracao

Este capitulo apresenta o modelo de mistura de longa duracao BG para as distri-
bui¢oes EG,,, ¢ EG,,., representadas, respectivamente, pelas siglas LEG,,, ¢ LEG,,,.
Tecemos comparacoes entre as distribuicoes obtidas e relatamos algumas propriedades.
Em termos de ajustes, aplicamos os modelos em dados da area médica e financas e
comparamo-os com distribui¢oes de longa duragao BG provenientes das distribuigoes

Exponencial, Weibull e Log-Logistica.

4.1 Introducao

Uma dificuldade na modelagem tradicional surge quando parte da populagao nao
é suscetivel ao evento de interesse. Na &area médica esse subconjunto corresponde ao
grupo dos individuos imunes ao problema considerado ou, aos que uma vez acometidos
pela doenca, desenvolvem meios de resistir ou até mesmo vencer o problema, sendo

considerados curados.

Modelos que consideram essa divisao na populagao sao chamados de modelos de
longa duragao ou modelos de cura. O trabalho precursor é apresentado por Boag (1949),
que utiliza o método de maxima verossimilhanca para estimar a proporcao de cura em

um experimento referente ao cancer de mama. Embasados nesse conceito, Berkson &

48
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Gage (1952) propoem um modelo de mistura para estimar essa propor¢ao considerando

um tratamento de cancer de estomago.

Muitos outros trabalhos tém acrescido a teoria dos modelos de mistura de longa
duragao, em que assume-se que a proporcao de individuos imunes é p. Igualmente a
Farewell & Prentice (1977), Farewell (1982), Greenhouse & Wolf (1984), Ghitany & Maller
(1992), Ghitany et al. (1994), Maller & Zhou (1995), MacKenzie (1996), Chen & Ibrahim
(2001), Cancho & Bolfarine (2001), Pons & Lemdani (2003) e Perperoglou et al. (2007)

consideram os modelos de proporg¢ao de curados em seus estudos.

Posteriormente temos também Ortega et al. (2009) que propoem uma distribui¢ao
Gama Generalizada modificada, considerando a presenca de curados, Rodrigues et al.
(2009a) trazem uma unificagdo dos modelos de sobrevivéncia de longa duracao, Rodrigues
et al. (2009d) utilizam a distribuigago COM-Poisson com fragdo de cura em dados de
melanoma, Perdoné & Louzada-Neto (2011) apresentam uma generaliza¢ao do modelo de
mistura e Cancho et al. (2012) introduzem o modelo Geométrico Birbaun Saunders com

frac@o de cura e Mazucheli et al. (2012).

A divisao da populagao em dois grupos é facilmente aceitavel, entao parece-nos
adequado proceder conforme Maller & Zhou (1996) e considerar dois componentes em um
modelo de mistura. Um dos componentes se incumbe das informacoes referentes ao grupo
de individuos suscetiveis ao evento, enquanto o outro relata as informacoes referentes ao

grupo de individuos imunes ao evento.

Na medicina costuma-se observar o tempo até a ocorréncia ou recorréncia de
uma doenca ou até a morte do paciente, observando a proporc¢ao de curados ou imunes.
Podemos citar, por exemplo, o caso da leucemia, geralmente de origem desconhecida, que
em 2012 estima-se que acometera 8.510 individuos s6 no Brasil (Brasil, 2011). Mas gragas
as melhorias no tratamento ao longo das décadas, a taxa de cura pode atingir proporcoes
bem elevadas (Kersey et al., 1987). O cancer de ovario, tumor ginecolégico mais dificil de
ser diagnosticado e o de menor chance de cura, a previsao para 2012 é que o Brasil tenha
6.190 novos casos. De acordo com a American Cancer Society, a taxa de sobrevivéncia
de mulheres com cancer de ovario epitelial invasivo, em 5 anos, deveré atingir a marca de

94%, dependendo do estagio da doencal.

thttp:/ /www.cancer.org/cancer /ovariancancer /overviewguide /ovarian-cancer-overview-survival-rates
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4.2 Formulacao do modelo

Considerando uma populagao em que existe possibilidade de cura para o evento
de interesse e W = w a v.a. que denota o tempo até a ocorréncia do evento de interesse,

a funcao de sobrevivéncia impropria para W = w é
S(w) = pSer(w) + (1 — p)Ses(w),

em que Sor(w) e Scs(w) sao as fungdes de sobrevivéncia dos individuos nos conjuntos dos
imunes (CI) e conjunto dos suscetiveis (CS), respectivamente (Maller & Zhou, 1996). Esses
autores também ressaltam que o individuo do conjunto CI pode nao apresentar o evento
de interesse, tornando seu tempo de falha infinito, assim S¢;(w) = P (W > w|CI) = 1,

Vw > 0. Portanto, S(w) pode ser escrita como
S(w) =p+ (1 —p)Scs(w), (4.1)

sendo que todo individuo que pertence ao conjunto CS apresenta o evento de interesse,
assim lim,, ., Scs(w) = 0 e, consequentemente, lim,, ., S(w) = p. Portanto, a fungao
de sobrevivéncia (nao condicionada) é improépria e seu limite corresponde a proporgao de

individuos que pertencem ao conjunto dos imunes.

O modelo (4.1) corresponde ao modelo de mistura padrao proposto por Berkson
& Gage (1952) e geralmente chamado simplesmente de modelo Berkson e Gage (modelo
BG). Além disso é um dos modelos de longa duracao mais conhecidos na andlise de

sobrevivéncia.

Considerando S¢g(w) como em (3.3), temos que a distribui¢ao Exponencial Geo-
métrica de longa duracao (LEG), para CR,,,, e C R, tém fungoes de sobrevivéncia dadas
por

+ f — 67)\111 .

SLE(;,<W = U)) = (4'2)

Op + (1 — Op)e=v
§+El—6])2—xw , para W = max(Ty, T, -+ ,Ty),

cuja forma dessas funcoes, para alguns valores de ¢ com p = 0,25, sao apresentadas na

Figura 4.1. (Para p = 0 temos as distribuigdes apresentadas no Capitulo 3).

Nesta metodologia para a ativagao aleatoria, a fungao de sobrevivéncia é S(t) =

p+ (1 —p)e=™ que é o proprio modelo de Berkson e Gage da distribuicao Exponencial,
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FIGURA 4.1: Fungao de sobrevivéncia para a distribuicao LEG, considerando a primeira

ativagao (superior) e a tltima ativagao (inferior), para A =1 e p =0, 25.

o qual nao sera trabalhado neste capitulo e sera denominado simplesmente por LE, cuja
f.dp. é f(w) = (1 —p)re .

Considerando S¢g(w) como em (3.2), temos que a distribui¢do Exponencial Geo-
métrica de longa duragao (LEG) tem f.d.p. dada por (1 —p)fos(w). Para CR,,, € C Ry
as f.d.p sao dada por

1 —p)fre v .
(1(— (1p_) G)Z—Aw)z’ para W =min(Ty, Ty, -, Tar);

1 —p)hre v
(9(+ { _) B)e ) para W = max(1y,Ts,- -+, Th).

As distribui¢oes apresentadas em (4.3) sdo representadas por LEG,,, para a
primeira ativacao e LEG,,, para a ultima ativacao. Sendo discutidas nas Secoes 4.3 e
4.4, respectivamente. Na Figura 4.2 estao os graficos da f.d.p. das distribuicoes LEG,,,
e LEG,,, mediante variagao do parametro 6. Para p = 0 os graficos correspondem aos

apresentados na Figura 3.1.

A funcao que descreve o risco do evento ocorrer no tempo W = w é dada por

1 —p)Ae v

(
1= (1 =0)e]p+ (0 —pe ]
hLEg(w) = (4.4)
(1 — p)Aev

[0+ (1 = 0)e*][fp + (1 — Op)e~ ]’

para o tempo minimo;

para o tempo maximo.
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considerando C'R,,,,, e no painel direito a CR,,,, com A =1¢e p =0, 25.

Os valores iniciais das fungao de risco sao finitos para os dois contextos apresen-

A
tados. Para C'R,,, o valor inicial & (1 — p)g e para C R, ¢ (1 —p)Ao.

Enquanto a fungao de risco da distribui¢do LEG,,, é sempre decrescente (con-

forme resultados apresentado por Glaser (1980)), a fungao de risco da distribuigao LEG,,,

apresenta as formas decrescente, crescente e unimodal. Nas Figuras 4.3 e 4.4 dispoem-se

as representagoes graficas da fun¢ao hppg(w) com A = 1.
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FIGURA 4.3: Fungao de risco das distribui¢oes LEG,,, (esquerda) e LEG,,, (direita),

para 6 = 0, 25.
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O parametro p que informa sobre a proporc¢ao de curados, também denominado
de parametro de longa duracao produz mudancas de forma na funcao de risco, sendo elas

mais evidentes no modelo de méaximo (Figura 4.4).
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FIGURA 4.4: Fungao de risco da distribuicao LEG,,, (esquerda) e LEG,,, (direita), com

A =1 e dois valores de p.

4.3 Distribuicao Exponencial Geométrica de longa du-

racao para o minimo dos tempos

Nesta secao abordamos propriedades e aplicacoes da distribuicao LEG,,,. A v.a.

que denota o tempo até a ocorréncia do evento de interesse € X = min(7y, Ty, -+, Thy).
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4.3.1 Propriedades

Note que frgg,,,(z) € uma f.d.p. impropria, isto é, a fungao distribuigao da v.a.
X, Fx(z), é deficiente no sentido de que Fx(400) = lim,_. .+ < 1 e, consequentemente,
P(X =+400) =1— Fx(+00) > 0 (Feller, 1965), o que implica diretamente que o r-ésimo
momento ordinario ,u; = F(X") = +00. No entanto, temos a fungao quantil, que é dada

por

_ -t u—(1-p)
o = 5108 (gt ) )

em que u tem distribuigdo uniforme U(0, 1 — p), em que 1 — p é o limite superior da f.d.a.
que é impropria. Temos que Q(u) nos permite gerar amostras de variaveis aleatérias com
distribuicao LEG,,,, cuja mediana teérica é dada por

W:Q(%?Q:%bﬂHwy (4.6)

Em testes de controle de qualidade e confiabilidade, ocorrem situagoes em que o
profissional precisa prever a falha futura de itens com base nos tempos de falhas ocorridos
anteriormente. Os indicadores utilizados nessas situagoes sao muitas vezes baseados em

momentos de estatistica de ordem.

Proposicao 4.1 Sejam X1, Xs, ..., X, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, tais que que Xy ~ LEG ., (p, A\, 0) para k =1,2,...,n. A f.d.p. da k-ésima

estatistica de ordem, Xy.,, €

. e—)\a: n—k
fen(2) = gin (@) (1 — p)* (p - (Zeg) )

em que x > 0 € gp.n(z) € a f.d.p. da estatistica de ordem da distribuicio EG (0, ) dada
em dada em (A.3).

Prova 4.1 Derivamos uma expressao explicita para a funcao densidade da k-ésima es-
tatistica de ordem, X.,, digamos fi.,(z), em uma amostra aleatoria de tamanho n da

distribuicao LEG,,,, partindo da defini¢ao e fazendo as devidas substitui¢oes, temos

n!

(n— &)k — 1)

Jrn () = !fLEG(fU)[FLEG(CU)]k_l[SLEG(JC)]"_k
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substituindo temos
frn(2) :(n—k)rlbék—l)!(l —p)fec(@)[(1 — p)Fea(@)]* p+ (1 —p)Sec(z)]" "
p+(1—p)Spc(@)]" "
Sea(x)

(@) Fre@)] [Seal" (1 — )t

(n—k)l(k —1)!
B et (1-p)Sga(x) h
—gk;n(‘r)(l p> SEG(‘T) :| ,

em que gr.n(x) € Spg sao f.d.p. da estatistica de ordem e fungdo de sobrevivéncia da

(4.7)

distribuicao EG,,,, assim

fren(T) = gren(2)(1 _p)k [p * (Ze__)i)e m} _ )

4.3.2 Inferéncia

Considerando as func¢oes densidade e sobrevivéncia para a primeira ativacao,

dadas respectivamente em (4.3) e (4.2), a funcdo log-verossimilhanga é dada por

00, X, p) =log[(1 — p)M\d] ch —AZM Z (6 + 1) log [1 — (1 — 0)e ]
= (4.8)
+Zl— )log [p + (0 — p)e™].

em que 0; é o indicador de censura e x; é o tempo observado.

A Figura A.1 (Apéndice) dispoe o grafico de curva de niveis da funcao £(0, A, p),

com p fixo, indicando que ela apresenta um tnico ponto de méximo.

O vetor escore é dado por

U0, p) = U(9) = <8€(19) ol(9) 86(19)) |

00 7 oXN ' Op

em que

o)LL, d
26 +Z§+ 1= 1—9) —Arz+Z(1_5")p+(9—p)e—m’

=1

e e

o A — — (1 = @)eA= —~  p+(0—ple

ol(9) —Zfl +Z 1 — e Awi

op p—|— (6 — p)e—A=i’
O sistema de equagbes U(1¥) = 0 nao tem solucdo explicita, desta forma uti-

lizamos o método de otimizagao proposto por Nelder & Mead (1965) vinculado a rotina
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optim do R (R Core Team, 2011) para obter ¥ estimativas de méxima verossimilhanga de

9. Os critérios AIC, BIC, —¢(9) foram utilizados para comparar os ajustes.

4.3.3 Aplicacao a dados de cancer

Nossa intengao é mostrar a aplicabilidade da distribuicao LEG,,, e sua compe-
titividade em termos de ajustes com distribui¢oes difundidas na anéalise de sobrevivéncia,
como é o caso das distribui¢oes Exponencial e Weibull. Comparamos o ajuste da distribui-
¢ao LEG,,, com a distribuigao Exponencial de longa duracao (LE) e com a distribuigao
Weibull de longa duragao (LW). Para tanto consideramos os conjuntos de dados de cancer

T7 (mielomatose) e T'8 (leucemia), descritos na Sec¢ao 1.3.

A Tabela 4.1 apresenta as EMVs e desvio padrao para os parametros das trés
distribuicoes consideradas. Observamos que as estimativas da propor¢ao de curados
ficaram bem préximas entre si e também do valor em que o grafico KM estabilizou, como
mostra a Figura 4.5, que traz a estimativa de KM para a func¢ao de sobrevivéncia e as

estimativas da fungao de sobrevivéncia das distribuicoes ajustadas, utilizando as EMVs.

TABELA 4.1: EMVs e desvio padrao (nos parénteses) para os dados de Mielomatose
(T7) e Leucemia T8.

Dados Distribuicao A 0 [0) D
T7  LEGu, 0,0002 (0,0084) 0,9857 (0,0659) - 0,2658 (0,1229)
Lw 0,0049 (0,0022) - 0,6749 (0,1431) 0,2901 (0,1019)
LE 0,0042 (0,0011) - - 0,3035 (0,0966)
T8  LEGy, 0,9980 (0,6723) 0,5567 (0,4564) - 0,2636 (0,0712)
Lw 1,4517 (0,3078) - 0,9452 (0,1377) 0,2688 (0,0690)
LE 1,4331 (0,2795) - - 0,2710 (0,0684)

Na Tabela 4.2 encontram-se os valores dos critérios de comparacao de modelos,
os quais fornecem evidéncias em favor da distribuicao LEG,,, para os dois conjuntos
de dados. Os critérios de comparacao de modelos fornecem evidéncias em favor da
distribuicao LEG,,, para os dois conjuntos de dados, Tabela 4.2. Comparamos o ajuste
da distribuicao LEG,,, com a LE consideramos o procedimento de teste de hipotese para

modelos encaixados com estatistica de teste w, = 2{{Lgq,,, —{Lr}. O valor obtido para a
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FIGURA 4.5: Curva de Kaplan-Meier com fun¢ao de sobrevivéncia estimada considerando

os ajustes das distribuicoes LEG,,,, LW e LE para os conjuntos de dados 17 e T8,

respectivamente.

estatistica é w, = 6,526, maior que o valor de comparagao 1/2+1/2 P(x3 < ¢) = 2,421,

evidenciando a distribuicao LEG,,,, como a melhor opcao de ajuste para 7'7. Entretanto,

nao existe evidéncias que a distribuicao LEG,,, ajusta-se melhor que a distribuicao LE

para T8 a 5% de significancia.

-~

TABELA 4.2: Critérios de comparacao de ajustes - —{(v,;), AIC e BIC - para as

distribuicoes Exponencial Geométrica com longa duracao, Weibull com longa duracgao

e Exponencial com longa duragao.

Distribuicao T7 T8

—{(9) AIC BIC —((9) AIC BIC
LEG,, 121,0429 248,0853 251,7424 45,9017 97,8035 103,2895
LW 121,9174  249,8348 253,4915 46,1484 98,2969 103,7828
LE 124,3070 252,6141 255,0518 46,2279 96,4559 100,1132

4.3.4 Comentarios

A distribuicao LEG,,, é uma extensao da distribuicao E'G proposta por Adamidis

& Loukas (1998) e esta fundamentada no cenario de riscos latentes competitivos com uma
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populagao mista que considera grupos de individuos suscetiveis e imunes ao evento de

interesse.

Essa distribuicao apresenta fungoes de sobrevivéncia, risco e densidade com for-
mas fechadas, sendo de facil estimacao quando utilizados procedimentos computacionais
de otimizacao. Sua importancia pratica foi demonstrada em duas aplicacoes em que a
distribuicao LEG,,,, tnica fundamentada em risco competitivo, mostrou competitivi-
dade com as demais distribui¢oes ja tradicionais na literatura. Embora a distribuicao
LEG,,, tenha sido aqui aplicada apenas a dados de cancer, ela é flexivel o suficiente para
ser considerada para dados de sobrevivéncia de areas como engenharia, confiabilidade,

demografia, financas, além de outras.

4.4 Distribuicao Exponencial Geométrica de longa du-

racao para o maximo dos tempos

Nesta secao detalhamos a distribui¢ao relativa ao tempo méximo LFEG,,, apre-
sentando propriedades e aplicagoes. A variavel aleatoria que denota a ocorréncia do evento

de interesse ¢ Y = max(T, Tz, -+ , Ty).

4.4.1 Propriedades

Como no caso anterior, temos que frgg,,.(y) ¢ impropria. Assim, segundo
Feller (1965), a fungao distribuicio da variavel aleatoria Y ¢é deficiente no sentido de
que Fy(+00) = lim,_ 1 < 1 e, consequentemente, P(Y = +o00) = 1 — Fy(+00) > 0,
implicando diretamente que o 1-ésimo momento ordinario i, = E(Y") = 4+00. No entanto
a funcao quantil é possivel de ser obtida, sendo que por ela podemos obter a mediana da
distribuicao. A funcao quantil é dada por

Qm=§m(

9(1—p—u)—|—u)’ (4.9)

01 —p—u)
em que u ~ U(0,1 — p), cujo limite superior da distribui¢do uniforme corresponde ao

limite superior da f.d.a. e a mediana da distribuicao é

Y =Q (%) = %log (6%1) . (4.10)
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Outra propriedade da distribuicao LEG,,, é a f.d.p. da estatistica de ordem,

como apresentada a seguir.

Proposicao 4.2 Sejam Y1,Ys, ..., Y, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, tais que Yy ~ LEG,.(0,\,p), k = 1,2,....,n. A func¢ao densidade de

probabilidade da k-ésima estatistica de ordem €

Op+ (1 — Gp)e_’\y)n_k

e~

fin) = grn() (1 — p)* (

em quey > 0 € gg, € a funcao densidade de probabilidade da estatistica de ordem da

distribuicao EG . (0, \).

Prova 4.2 Pela definicao de estatistica de ordem tal qual apresentada na demonstragao

(4.7) temos que
Op + (1 — Op)e=™v ok
e~

Jen(y) = gk (y) (1 — p>k

em que gg.,(y) ¢ dada em (A.4). [

4.4.2 Inferéncia

Considerando as funcoes densidade e sobrevivéncia do evento produzido pela ati-
vagao da ultima CR, dadas em (4.3) e (4.2), respectivamente, a funcao log-verossimilhanga

para Y = max(ty, ta, - ,t,) com longa duragao e §; indicador de censura, é dada por

00, ), p) =log[\(1 —p Z(s —)\Z(Syz Z 1+ 6;)log [0 + e (1 — 0)]
=1
(4.11)
—1—2 (1 —0;)log [pf + e ¥ (1 — pd)].

A Figura A.1 (Apéndice) dispoe o grafico de curva de niveis da fungao (6, \,p =

0,30) e sugere que a mesma apresenta um unico ponto de maximo.

O vetor escore é dado por

20(9) 9(D) 86(19))

(6.3,p) = Uto) = (252 20

em que
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9) 1 = 1—e v "L (1= 6;)(p — pe™1)
i SV 5 — 541
9;’ ;(ZJF )0+(1—9)e—kyi+; pl + (1 — pl)e—>vi
n Ayi n (1 — &)y
d; — 0:Y; — :
Z Z i+ Z 6(1 + e ; po(1 — ph)~—1 4 e—Av:

Yi

ol (Y - 0 — e
dp 25 +Z p9+6_>‘y1(1—p«9)

Como no caso anterior, o sistema de equagoes U(1) = 0 nao tem solugao explicita

e utilizamos o método de otimizagao da rotina optim do R (R Core Team, 2011) utilizando
o método quase-Newton para obter as estimativas de maxima verossimilhanca de 9. Na

comparagao dos ajustes utilizamos os critérios AIC, BIC, —/¢(19).

4.4.3 Estudo de simulacao

Para avaliar a performance dos EMVs dos parametros da distribuicao LEG,,,,
geramos tempos de vidas desta distribuicao para 6 = 0,1; A = 0,1 e fracao de curados de

50%, considerando a func¢ao quantil (4.9).

Consideramos os tamanhos amostrais n = 20,40, ...,800. Para cada tamanho
amostral foram obtidas 1.000 simulagoes e calculou-se a média do vicio dos EMVs de A, 6 e
p, como também o erro quadratico médio (EQM) dos EMVs. A Figura A.5 (no Apéndice)
mostra que tanto o vicio quanto o EQM variam com respeito a n (linha tracejada na
corresponde ao vicio tendendo a zero). Observamos, como era esperado, que a média do
vicio e 0 EQM estao proximas de zero e os EQMs decrescem quando o tamanho amostral

aumenta. Resultados similares sao observados para outros valores do vetor paramétrico

(0, )\, p).

4.4.4 Aplicacao

Comparamos a distribui¢do LEG,,,(0, A, p) com a distribuigdo LE, bem como as
distribuigoes de longa duragao Weibull (LW) e Log-Logistica (LLL), para trés conjuntos
de dados, em que o terceiro é da area de financas enquanto os dois primeiros sao da
area médica, com o objetivo de expor a aplicabilidade da distribuicao LEG,,, e sua

competitividade em termos de qualidade de ajuste com distribui¢oes usuais na analise
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de sobrevivéncia e apontar a flexibilidade da distribuicao LEG,,, em acomodar dados de

diversas areas.

Foram utilizados os conjuntos 79, T10 e T11 descritos na Segao 1.3, observando
a forma da fungao de risco dos mesmo (grafico TTT) e a indica¢do de longa duragao dos
mesmos. Esta dltima é empiricamente proposta pelo percentual de censura dos dados -

50%, 10% e 65%, respectivamente - e posteriormente pela forma do grafico de KM.

A Tabela 4.3 fornece as EMVs e desvio padrao (entre parénteses) para os para-
metros das distribuicoes - LEG,,,,, LE, LW, LLL -, que se compararmos os ajustes pela
propor¢ao de imunes, p, a distribuicao LE apresenta as menores proporcoes para 19 e T'11
e, neste ultimo, em torno de 80% a menos que os demais. No conjunto 7'10, a distribuicao
LLL praticamente nao identificou o grupo dos imunes, enquanto a distribuicao LEG,,, e

o LW indicam que cerca de 8% da populagao pertence a esse grupo.

TABELA 4.3: EMVs e desvio padrao (parénteses) para as distribuigoes LEG,,,, LE, LW

e LLL.

Dado Dist. A 0 10} P
T9 LEGn, 3,0213 (1,0499) 0,04533 (0,0571) 0,4882 (0,1080)
LE 0,5286 (0,4031) 0,3271 (0,2760)
LW 0,8672 (0,1384) 2,1078 (0,5752) 0,4928 (0,1074)
LLL 1,0905 (0,3182) 2,1942 (0,7442) 0,4178 (0,1501)
T10 LEGps 0,0052 (0,0005) 0,1915 (0,0331) 0,0852 (0,0214)
LE 0,0021 (0,0001) 0,0232 (0,0272)
LW 0,0025 (0,0001) 1,3893 (0,0716) 0,0815 (0,0218)
LLL 328,4439 (18,1483) 1,6634 (0,0835) 0,0001 (0,0034)
T11 LEGp, 0,5106 (0,0405) 0,01238 (0,0046) 0,6593 (0,0217)
LE 0,0273 (0,0142) 0,1221 (0,3723)
LW 0,1077 (0,0031) 2,9685 (0,2162) 0,6640 (0,0213)
LLL 8,9401 (0,4782) 3,0089 (0,2693) 0,6158 (0,0278)

-~

A qualidade de ajuste das distribui¢oes aos dados é dada por —¢(19) (Tabela 4.4)
e, para os trés conjuntos de dados, a distribuicao LEG,,, supera as demais distribuicoes
nos trés critérios. Esta predile¢ao pela distribuicao LEG,,, pode ser visualizada no gréafico

Kaplan-Meier (Figura 4.6), com as fung¢oes de sobrevivéncia estimadas para distribuigoes
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ajustadas.

TABELA 4.4: Critérios de comparagao de ajustes -

—E(ﬁg), AIC e BIC - para

as distribuicoes Exponencial Geométrica com longa duragao, Exponencial com longa

duracao, Weibull com longa duragao e Log-Logistica com longa duracao.

Dado Distribuicao — —4(¥9) AIC BIC
T9 LEG;. 24,526 55,050 58,827
LE 26,988 97,979 60,493
LW 24,675 55,350 59,124
LLL 25,524 57,049 60,824
T10 LEG,, 1952,567 3911,135 3923,191
LE 1968,706 3941,413 3949,450
LW 1952,869 3911,738 3923,794
LLL 1959,587 3925,174 3937,229
T11 LEG;, 740,799  1487,599 1500,285
LE 794,907 1593,814 1602,271
LW 742,668 1491,336 1504,022
LLL 758,874  1523,750 1536,435

A curva da sobrevivéncia estimada para 7'10 (grafico KM) nao é completamente

visivel em decorréncia da grande quantidade de dados que os conjunto apresenta.

4.4.5 Comentarios

A distribuicao LEG,,, ¢ uma extensao da distribuicao FG,,, apresentada no

Capitulo 3 (denominada de CEG em Louzada et al. (2011)) e estd fundamentada no

cenario de riscos latentes complementares com uma popula¢ao mista que considera grupos

de individuos suscetiveis e imunes ao evento de interesse.

Essa distribuicao apresenta fungoes de sobrevivéncia, risco e densidade com for-

mas fechadas, tendo seus EMVs obtidos facilmente com a utilizacao de procedimentos

computacionais de otimizagao. Sua importancia pratica foi demonstrada em trés apli-

cacoes em que a distribuicao LEG,,,, tnica fundamentada em riscos complementares



4. Distribui¢oes Exponenciais Geométricas de longa duracao 63

S(t) estimada

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Tempo

S(t) estimada
S(t) estimada

0.2

0.0
|

Tempo

FIGURA 4.6: Curva de Kaplan-Meier com as funcoes de sobrevivéncia estimada a partir
das EMVs dos parametros das distribui¢oes LEG,,,, LE, LW e LLL para os dados T'9,

T10 e T'11, respectivamente.

entre as utilizadas, mostrou competitividade com as demais distribuicoes ja tradicionais

na literatura.

Do ponto de vista pratico, as hipoteses subjacentes & LEG,,, parecem ser ade-
quadas para todos os conjuntos de dados considerados. Como observado no KM, para
os trés exemplos, é evidente que parte das unidades nao pode ser afetada pelo evento de
interesse (Figuras 1.9, 1.10 e 1.11). Além disso, a suposi¢ao de riscos complementares
parece ser apropriada, uma vez que, para os dados de céncer de ovéario (79) e glioma

(T'10), é necessario um numero maximo de células que compoem as metéstases tumorais
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para desencadear a morte do paciente.

Para os dados T'11 pode-se supor que um cliente pode ser considerado "ruim",
quando tornou-se inadimplente apés ter utilizado o dltimo recurso que dispunha para
quitar sua divida. Por outro lado, a suposicao de riscos complementares pode ser ques-
tionada nos dados de escore de crédito, uma vez que é possivel considerar que um
mesmo conjunto de causas de nao pagamento pode nao afetar a cada um dos clientes
e, assim, observa-se apenas a causa do tempo de vida minimo. Embora estes pressupostos
dependam do tipo de carteira em analise, vale a pena considerar os riscos complementares
em uma perspectiva de modelagem de crédito. Finalmente, é importante ressaltar que
toda a analise apresentada é apenas o passo preliminar para desenvolvimento de um
modelo, uma vez que o objetivo principal da analise de crédito é desenvolver um modelo
preditivo que dé uma probabilidade de nao pagamento baseado em um conjunto de

covariaveis.

4.5 Conclusoes

Os modelos de longa duragcao LEG,,, e LEG,,, apresentam boas propriedades
de estimacao de maxima verossimilhanca, sao competitivos se comparados aos modelos
de mistura de longa duragao BG considerando as distribuigoes Weibull, Exponencial e
o Log-Logistico. Os conjuntos considerados neste capitulo necessitam de modelos de
longa duragao, os modelos Weibull, Exponencial, Log-Logistico, EG,,, e EG,,, sem longa

duragao produziram ajustes muito aquém do aceitével e foram omitidos.



Capitulo 5

Distribuicoes da familia Gama

(zeneralizada Geomeétrica

Neste capitulo apresentamos as distribuicoes Gama Generalizada Geométrica
GGGer e Gama Generalizada Geométrica com longa duracao LGGGer, nos trés esquemas
de ativacao conforme conceitos apresentados no Capitulo 2. Algumas comparagoes entre
os esquemas de ativagao sao abordadas, bem como propriedades e particularidades das

distribuicoes. Para finalizar fazemos uma aplicagao a um conjunto de dados reais.

5.1 Introducao

As distribui¢oes compostas Gama Generalizada Geométrica com causa de risco la-
tente denotada por (GGGer) e Gama Generalizada Geométrica com longa duragdo e causa
de risco latente (LGGGer) s@o concebidas no cenério latente de multiplos riscos, com e
sem fracao de cura, respectivamente, em que as CR possuem distribuicao de probabilidade
Geométrica e os tempos de ocorréncia de cada uma das CR sao distribuidos conforme
a distribuicdo Gama Generalizada de trés parametros (GG) (Stacy, 1962; Farewell &
Prentice, 1977), cuja fungao densidade de probabilidade é descrita por

e {3 [502] - drew {2 [0} e a0

2
: eXp{_%[%} }7 se A=0,

faa(t) = (5.1)

65
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emquet >0, ueR o>0e\eER sao, respectivamente, parametros de locacao, escala

e forma e ¢(\) = F(‘A’\L)()\_Q)’V2 com I'(+) a fun¢do gama. Lawless (1980), faz Y = log(t)

e denomina de distribui¢ao Log-Gama Generalizada.

A f.d.a. da GG para t > 0 é dada por
' {)\*2exp [/\ (%)] ;/\*2}7 se A > 0;
Faa(t) = @ [%] : se A=0, (5.2)
1-Tq {)\*2 exp [)\ (%)] ;)\’2} , se A<O0,
em que ®(-) denota a f.d.a. da distribuigao Normal padrao; T'¢(t,7) = fot 27 e /T (y)dx
¢ a f.d.a. para o caso particular da distribuicao Gama com média e varidncia igual a

v, v > 0.

A distribuicao GG assim definida tem como casos particulares a distribui¢ao
Gama de dois parametros - quando A\ = o; a distribuicao Weibull - se A = 1; a distribuigao
Exponencial - se A = ¢ = 1; a distribuicao LogNormal - para A = 0 e a distribuicao Weibull
Invertida - se A = —1. Ela tem sido usada em véarias areas de pesquisa, principalmente
por sua capacidade de reproduzir as propriedades das distribuicoes mais tradicionais,
como Weibull, LogNormal e Exponencial, tornando-se uma op¢ao vantajosa. Kao (1958)
comenta que a GG, muitas vezes, é utilizada até mesmo para determinar qual das referidas

distribuicoes deve ser usada para modelar um conjunto de dados.

Dados de sobrevivéncia podem ser tratados adequadamente pela distribuigao GG.
Yamaguchi (1992) utiliza essa distribui¢ao na analise de tempos de trabalho fixo no Japao
e Allenby et al. (1999) apresentam um modelo dindmico baseado na distribuigao GG.
Cox et al. (2007) apresentam uma anélise de sobrevivéncia paramétrica e de classifica¢ao
da funcao de risco da distribuicao GG e justificam sua importancia, evidenciando a
extensa familia de distribuicao que contém as distribui¢oes mais comumente usadas, como
Exponencial, Weibull, LogNormal e Gama. Outro aspecto importante apresentado por
eles é que esta familia de distribuicao inclui todas as quatro formas mais comuns que a

funcao de risco assume: unimodal, decrescente, crescente e U.

Além disso, Ortega et al. (2009) propoem a distribuicao GG modificada que
permite o tratamento de dados com presenca de longa duragao. Temos também a distri-
buigdo Gama Generalizada Exponencial proposta por Cordeiro et al. (2011). No contexto

de mistura de distribui¢oes, Ortega et al. (2011) introduzem uma distribuicao Gama
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Generalizada Geométrica e expressam sua funcao densidade como combinagao linear da
funcao densidade da Gama Generalizada. Abd El-Fatah et al. (2011) trabalham com
uma modificagao da distribuigao Gama Generalizada e propoem um método de estimagao
de maxima verossimilhanga para os cinco parametros da mesma. Pascoa et al. (2011)
apresentam a distribuicao Gama Generalizada Kumaraswamy. Por fim, Tojeiro et al.
(2012) trabalham com a distribuicdo Gama Generalizada no contexto de modelos de risco

utilizando a inferéncia bayesiana para a estimacao dos parametros do modelo.

Gupta & Kundu (1999), ao explanar a respeito da distribuicdo Gama, argumen-
tam que uma das maiores desvantagens da mesma seria a dificuldade de computar a
fungao distribuigao ou sobrevivéncia para A (parametro de forma) nao inteiro, fazendo-se
necessaria a utilizacao de tabelas matematicas ou programas computacionais para a
obtencao dos valores. Ressaltam ainda que este fator torna a distribuicao Gama pouco
popular se comparada com a distribuicao Weibull. No entanto, ousamos dizer que,
perante os notaveis e constantes avangos computacionais ocorridos nos tltimos anos, essa

"desvantagem’ ja foi vencida.

5.2 Distribuicao Gama Generalizada Geométrica

As distribuigoes que fazem parte da mistura da distribuigdo Gama Generalizada
com a distribui¢ao Geométrica (GGGer), considerando as 3 possiveis ativagoes dos fatores
de riscos, possuem 4 pardmetros, sendo elas: Gama Generalizada Geométrica para a
primeira ativagdo (GGG,.,), Gama Generalizada Geométrica para a ativagao aleatoria

(GGG,;) e Gama Generalizada Geométrica para a tltima ativagdo (GGGpy).

Nas distribui¢oes temos que Sggg(w) = P(W > w|lM > 1) = Sgaa(W = w).
E sendo W = X o tempo observado é referente & ocorréncia do primeiro fator de risco

envolvido e se W =Y o tempo observado é referente ao tltimo fator de risco envolvido.

Para o esquema de ativacao aleatorio a distribuicao GGG € a mesma distribuicao
da variavel aleatoria latente 7}’s, de modo que Sgga(z) = Sge(x), conforme apresentado
na Secao 2.3.3, consequentemente as demais fungoes que descrevem a distribuicao cor-
respondem as funcoes da distribuicao GG. Para coesao de notagao, adotaremos a func¢ao

densidade de probabilidade foga(w) = foa(w) e fungao de risco hgga(w) = hag(w).
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5.2.1 Distribuicao Gama Generalizada Geomeétrica para a primeira

ativacao

A funcao de sobrevivéncia para a populacao de nao curados para a primeira

ativagao, X = min{Ty,Ts, -+, Ty}, considerando o método exposto na Segao 2.4.1, é
dada por
( 1—(?<—19;(Flc—{rzEjXS[GiSEiZQQ ]M)f}) ) se A>0;
Saaa(r) = S 1_{i£;;£iqi§Fig§§}M]}, se A=0, (5.3)
\ 1(61)F3){FZ{2§X§£1£$2]3)]1} 2] se A <O,

que é uma fungao de sobrevivéncia propria, pois Sgga(0) =1 e Sgaa(oo) = 0.

A f.d.p. da GGG,,,, conforme apresentado na Secao 2.4.1, é dada por

LA & b o 0 b . SR
B TR R e Y G P s ’
oospf - 3 [=r])

— T = 54
faaa(z) o SR R CE e se A=0, (5:4)
ﬁu—w?eexp{i[bg(?‘“]—iexp{A[l"g(’”‘”]}} w A<0

- los(o) ’ ’
\ ro[1-(1-0) 6 { A2 exp A (= ) [ A2}

cuja forma grafica indica que a distribuicao GGG,,,, ¢é flexivel, como mostra a Figura 5.1,
cujos graficos indicam também que os parametros A e 6, que foram fixados nos graficos,

possuem um efeito substancial sobre a assimetria e curtose da distribuigao.

A funcao de risco correspondente a distribuicao GGG para a populacao de nao

curados é dada por
hGG (.Z‘)

1-— ( — 9)5@@(1‘)7
em que hge(z) é a fungao de risco da distribuigao GG e Sgg(x) é dada em (5.2).

hggg( ) (55)

Comparando as fungoes de risco das distribuigoes GGG e GG, observamos que o
risco associado a um tempo X = z, qualquer, quando considerada a distribuicao GG, é

maior ou igual ao risco desse mesmo tempo quando considerada a distribuicao GGG, isto
haaa()

6, h <h i a0 —~ 2
é, h(x)ae < hgaa(r), pois a razao T (@)

é crescente, e temos ainda que

e lim hggg(l') = lim hgg(x),

T— 00
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FIGURA 5.1: Funcao densidade de probabilidade da distribuigao GGG,,,, com parametro
de escala p=0,0 =1e X\ =4 (esquerda); 0 = 0,4 e A = 0,4 (direita).

. 1.
® ili](l) hggg(JT) = 59101—r>r(1) hgg(l’).
Portanto, no limite, a funcao de risco da distribuicao GGG,,, ¢é igual a funcao
de risco da distribuigao GG. A Figura 5.2 mostra algumas formas da fungao de risco

GGGy, considerando-se diferentes valores para A e 6.
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FIGURA 5.2: Funcao de risco da distribuicao GGGy # = 0, 0 = 0,4 e A = 0,4
(esquerda) e 0 = 1 e A =4 (direita).
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5.2.2 Distribuicao Gama Generalizada Geométrica para a altima

ativacao

Considerando que o tempo Y amostrado refere-se ao tempo da tultima CR ativada

e o exposto na Sec¢ao 2.4.2, a funcao de sobrevivéncia para a populagao de nao curados é

dada por
o s« s
Secaly) = 1_21‘_‘1;[)(13[”()]] e A=0, (5.6)
e

a qual é propria, pois Sgaa(0) =1 e Sgga(oco) = 0.

A f.d.p. da GGG,,,, conforme exposto na Secao 2.4.2, é dada por

e e T a1 ST
yo’[lf(lfe FG{)\ 2exp[/\(log(y )] 2}] ’ ’
Gexp{_%[log(y)*ur}
= 7 = 57
faaa(y) = PR se A=0, (5.7)
S (1 L B (CT) |
\ ya[lf(lfe)(lffg{/\ 2exp[)\( ( ] 2})] ’ ’

Na Figura 5.3 estao algumas curvas da fungao densidade de probabilidade da

distribuicao GGG,,;.

Utilizando (2.7), a fungao de risco da distribui¢ao GGG, para a populagao de

nao curados é

haa(y)
1—(1-0)Fsc(y)

em que hga(y) e Fog(y) sao, respectivamente, fungao de risco e distribui¢ao da GG.

haca(y) = t>0, (5.8)

A razao entre as fungoes de risco das distribuicoes GGG e GG para a ultima

ativagao é decrescente para 0 < 6 < 1. Temos ainda que h(y)ag > haaa(y) e

_ 1
o lim haca(y) = g Jm hea(y),

—00

e lim hggg(y) = lim hgg(y).
y—0 y—0
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FIGURA 5.3: Fungao densidade de probabilidade da distribuigao GGG, em comparagao
com a distribuicao GG considerando a variacao de 6 para o parametro de escala y = 0,

fixo. Esquerda: ¢ = 0,75 e A = 0; Direita: c =1e A =4.

Portanto, no limite, o comportamento da funcao de risco da GGG, é o mesmo
da funcao de risco da GG. A Figura 5.4 apresenta algumas formas da func¢ao de risco

GGG, para parametros fixados.
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FIGURA 5.4: Graficos da fungao de risco da distribuicao GGG,,, perante a variacao de
6 e up = 0, comparando com a fungao de risco da distribuicao GG. Esquerda: ¢ = 0,4 e

A =0,4; Direita: 0 =1e A =4.
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5.2.3 Propriedades

Nesta se¢ao apresentamos o r-ésimo momento da variével aleatoria W. Consi-
deramos W = X para a distribuicao GGG,,,, e W =Y para a distribuicao GGG, .

Também investigamos a variacao das medidas de assimetria e curtose.

A f.d.p. considerando a ativacao pelo minimo dos tempos e A < 0 corresponde
no cenario da ativagao pelo maximo dos tempos a f.d.p. para A > 0. Representaremos
ambas por f,,,. De forma similar, para a ativacao pelo méximo dos tempos e A > 0, a
expressao da f.d.p. é a mesma do cenario de ativagao pelo minimo quando considerado

A < 0. Desta forma adotamos f,,, para representa-las.

Adotando v = e#, T = g, Kk = A2, temos que

o = ey () e [ 1 (o (2) )]

o = o () o (s(2) )] G

Esta parametrizacao pode apresentar problemas de convergéncia mesmo em con-
juntos com mais de 200 observagoes, como afirma Lawless (2003), que acrescenta também
que os métodos para obter as estimativas de maxima verossimilhan¢a podem falhar na
convergéncia e ainda tém como agravante que distribui¢oes com valores muito diferentes de
Kk, a e T podem parecer quase idénticas. Por tal fato nao utilizaremos essa parametriza-
¢ao nos ajustes, apenas utilizar-se-4 na obtencao das propriedades, as quais tornam-se

simplificadas com a compactacao das funcoes.

Proposicao 5.1 Se W tem funcao densidade de probabilidade f,,, ou fn., respectiva-

mente, entao o r-éstmo momento de W € dado por

L ah & 41 1 ro
ou,
/ "(1—p)— ,
(i1) u, = M (j+1)p'I [Ii,f,]} Para fma
k=I'(K) = T

FZ+w(+1 ;
[[ r ']: € ](,j ))Fg)<f+m(j+1);/<;,~~,/i;/f+1,~~,/@+1;—1,-~~,—1>.
K T
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Prova 5.1 Por definigao, temos que

u(w) = 7w"fwd a7
0 0

" keD(K)
= I'(a+7) :
ara |z| < 1lea >0, temos que (1 —x) % = xJ assim
para || ave (1-a) " = S50
/ o QCYT ,€+£_1 —w - l . l
U, = — wr e Z(l +1)(1—-0)'[1 —Tg(w; k)] dw
k7I'(k) s P

e utilizando o resultado: (a — b)) = Y (J)(—1)*a? ", segue que

oo

0 =0 57=0

wt e ’“’ZZ I(1+1)(1—6) C) [Te(w; &) dw.

o J
Como >3 aj = D7 o> ;o) ajx (demonstracdo no Apéndice) e utilizando o

j=0k=0
resultado (1 — )1 = i ($)z*~" (Abramowitz & Stegun (1972), p.822, equagao 24.1.1)
segue que =
wr *“’Z LD OF 1w ) o,
0
sendo I'(a,x) = ZM (Johnson et al. (2005) p. 16), entao
a=0 q'(q +a)

. 00" %) - j(j‘i‘l)(l_‘g)joowiwrfflefw w"r 00 (—1)11
U = m:m);( Ve { [WZQ’(""”)

fa” i(—Dj G+ -0y

Qi+2

~
=

2l
.

| S
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ii) Considerando W com f.d.p. dada por fp., seu r-ésimo momento € obtido

Como Seque:

]m:l (L) [1 —(1-0)T¢ <,{ <%>T : /{)] -2 ol <2>71 dy,

0

. T T—1 ~
e assumindo w = Kk (E) consequentemente tem-se que dw = k= (ﬂ) dy e entao
(0% (0% (0%

e}

Wt e T 1 — (1 — 0)Tg(w; )] 2 dw.

0

Para |z| <1 e a > 0, segue que (1 — )™ Z ‘”J) 7 assim,
w e wz j+1 0)'T ¢ (w; k) dw,
0 J=0

como I'(a,z) = Z( 1;i:+q (Johnson et al. (2005) p. 16), entao

bor x c& (T
’ r w —
u, = G+1)(1—0 j/w e lemw dw
=S / ) 2 e +
J— , r
- 1 1-9][[,—,}. -

Os momentos da varidvel aleatéria W com distribuicoes GGG,,,, ou GGGy,
dados na Proposicao (5.1), s@o os principais resultados desta se¢do. Investigamos grafica-
mente a variacao das medidas de assimetria e curtose, plotando seus quantis como func¢ao
de X\ e o, respectivamente, e considerando um conjunto de valores para 6 e y = —0, 7 nos
casos de 0 = 0,5 ou A = 4. Observamos ainda que o parametro 6 nao controla a forma

dessas medidas ( Figura A.6 do Apéndice).

5.2.4 Casos particulares

Algumas distribuigoes existentes na literatura sao casos particulares das distri-
bui¢oes GGGer. Apresentamos-as de forma geral para os mecanismos de ativagao maximo

e minimo.
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e Para A\ = o, temos a distribuicao Gama Geométrica com f.d.p. dada por

—2 —2 1 e
o= Q)w()\_ —1)(AT2)N TemrA exp{wk)\_ze A }

[1—(1-0)(1-T{wA—2e—rA—2})]? , para CRpp;

fea(w) = (5.11)

— 1 ot 12
wAT2-1)(A72)A" RPN 2exp{w)\)\’26 A }

o) c
[—(1—0) T {wr—2e A2} ; para CRp,.
e Para A\ = 1, temos a distribuicao Weibull Geométrica
r 1 1
dwo lo—le~ Uex we M)
) e R
[1-(1-0) (1-T{ (we=)7 1} )]
fwa(w) = , i (5.12)
sttt o (e
~, para CR,,,;
[1-(1=0) (1 { (we=r) 3. 1})]

sendo que para a primeira ativagao, se considerarmos o = %, p=1—0eff=¢ec*
temos a distribuicdo WG apresentada por Barreto-Souza et al. (2010), e para a
tltima ativagdo temos a distribuicdo Weibull Geométrica Complementar (CWG)

proposta por Tojeiro et al. (2013).

e Para A = 0 =1 temos a distribuicao Exponencial Geométrica
[1—(1-8)(1-T{we=#;1})]*’ para CRmm
fral) = (5.13)
fe™ eXP{*we_l‘}
[1—(1—0) (T {we—#;1})]*’

para C'R,,.;

e para a primeira ativacao, se considerarmos p = 1 — 6 e = e * temos a distri-
buigao EG apresentado por Adamidis & Loukas (1998), e para a ultima ativagao,
se fizermos A = e™#, temos a distribuicao Exponencial Geométrica Complementar
(CEG) proposto por Louzada et al. (2011). Estas distribuigdes foram apresentadas
no Capitulo 3.

e Para A = 0, temos a distribuicao LogNormal Geométrica

c9exp{ [71%(1;) u] }

Y 271'0[ 7(170)¢[,M“27 para CRmna
fea(w) = (5.14)
Oexp{ [108(%] } -
wv2ra|1 _(1_9)(1)[%]]2' para s
e Para A = —1, temos a distribuigao Weibul Inversa Geométrica
PV RV T DS Y SIS B
) PG e CRo
[1—(1—9)(r{($);ea,1})]
fWIG(w) = 1 Ly B L1on (515)
_9(5)" o leo exp{—(a)oeg}
1w 7, para Cme
[17(179)(171“{(5);6;,1})}
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5.3 Distribuicoes Gama Generalizada Geométrica de

longa duracao

Fazem parte das distribuigdes Gama Generalizada Geométrica de longa duragao
e causas de risco latentes LGGGer as distribuigoes Gama Generalizada Geométrica com
longa duracio para a primeira ativacao (LGGG,,, ), Gama Generalizada Geométrica com
longa duracao para a ativagao aleatoria (LGGG,) e Gama Generalizada Geométrica
com longa duragdo para a ultima ativacao (LGGG,,;). Devido ao fato das expressoes
matematicas serem demasiadamente grandes, utilizamos as fun¢oes da distribuicao Gama

Generalizada para expressar as funcoes das distribuicoes da mistura LGGGer.

H(I—Q)fGG(’w)

T 0)Sea?’ Para CRn;
fpop(W — w) — @(1 - G)Sgg(w), para CRal; (516)
0(1-0) fec(w)
(- ofogwy  Para Cltms,

\

em que fee(w) é dada em (5.1) e Fge(w) especificada em (5.2).

As funcoes densidades de probabilidade sao denotadas por frggg,.. 0 minimo dos

mn

tempos, frcea,, para o cenario CRy e fraca,,, para o maximo dos tempos.

A fungao de sobrevivéncia para cada uma das trés ativagoes é

p
0

m, para a primeira ativagéo;

Sop (W) = (1 =0)fee(w),  para a ativagao aleatoria; (5.17)

1— 0(1-0) Fea(w)

T_(—0) Fagw)’ Paraa ultima ativacao.

\

Conforme apresentado na Proposi¢ao 2.10 as fungoes de sobrevivéncia nos dife-
rentes esquemas de ativacao estao relacionadas. Tal hierarquia em termos de valor da
funcao sobrevivéncia, indica que para a C'R,,, a funcao de sobrevivéncia assume o valor
da proporcao de curados # em momento posterior se comparada aos demais, levando-nos

a crer que eventos acionados pelo C'R,,, demoram mais para ocorrer (vide Figura 5.5).

A Figura 5.6 apresenta a funcao de sobrevivéncia para os trés esquemas de

ativagao, comparando as curvas para diferentes valores de . No cenario C'R,,,, observa-se
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FIGURA 5.5: Funcao de sobrevivéncia das distribui¢oes LGGG,,, LGGG, e LGGG,,,

para os valores fixos u =0, A=1e 0 =0,75, sendo § = 0,1 e 0,4 respectivamente.

que no quando o tempo e a propor¢ao de imunes na populagao sao pequenos o valor
assumido pela fungao de sobrevivéncia é maior. Como interpretagao, na area da saude,
podemos dizer que uma doenga que atinge praticamente todas as pessoas é desencadeada
de forma mais lenta que doencas que atingem apenas parte da populagao. Esta condigao
coincide com a conduta, seja de 6rgaos governamentais ou pessoal, de despender maior
atencao para situacoes que podem acometer toda a populagao em relagao aos casos menos

comuns.

A existéncia de uma relagao matematica entre os modelos de mistura com e sem
longa duragao dada em (2.18) com os modelos de mistura com fragao de cura BG (Boag,

1949; Berkson & Gage, 1952), para este caso especifico pode ser escrita como
Spop(w) =0 + (1 - Q)SGgg(w),

em que Sgag(y) € dado por (5.3) ou (5.6). Entao, Spep(w) é uma mistura de modelos
com fragao de cura com fragao de cura pyg = 6 e funcao de sobrevivéncia Sgag(y) para a

populacao de nao curados.

5.3.1 Funcao de verossimilhanca

Consideremos a situacao em que o tempo de falha W nao é completamente

observado e esta sujeito a censura a direita. Seja C; o tempo de censura. Em uma
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FIGURA 5.6: Funcao de sobrevivéncia para 4 =0, ¢ = 0,75, A = 1 e variagao de 0 das
distribuicoes LGGG,,,,, LGGGy e LGGG,,,., respectivamente.

amostra de tamanho n, observa-se W; = min{W;, C;} e 6; = (W, < C}), em que §; = 1 se

W; é o tempo de falha e 9; = 0 se o dado for censurado & direita, parai=1,...,n.

Seja z; = (21, ..., %) denotando o vetor de covaridveis para o i-ésimo individuo.
Para completar o modelo, propomos que a funcao de ligacao com as covariaveis seja na
fracao de cura e pela relagao logistica
Poq T eXP(ZiT B)
log (1——]90z> =z, B ou py= m, (5.18)
em que B = (B,51...,3,)" & o vetor de coeficientes de regressio. Desta forma, para
cada grupo de individuos representado por z;, temos uma fracao de cura diferente. Com

essa funcdo de ligagdo os modelos se tornam identificaveis, no sentido de Li et al. (2001).
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Com a expressao (5.18) escrevemos a fungao verossimilhanga de 9 = (u, 0, X\, 87)7,

considerando censura nao informativa, como sendo

L(0; D) o [ ] foop(wis 9) Spop(wi; 9)' %, (5.19)

i=1
em que D = (w,8,2), w = (wy,...,w,)", z = (21,...,2,) e d = (61,...,0,)",
enquanto que foop(; ) € Spop(+; ) sdo fungdes improprias de densidade e sobrevivéncia,

dadas em (5.16) e (5.17), respectivamente.

5.3.2 Aplicacao

Nesta secao utilizamos os conjuntos de dados T4 e T'5 apresentados na Secao 1.3,
cujos graficos Kaplan-Meier indicam que T4 e T5 nao apresentam fragao de curados,
embora em 75 ha uma queda brusca da funcao de sobrevivéncia no final dos tempos,
ap6s um periodo longo de estabilidade em torno de 0,5%. A forma da funcdo de risco é

crescente para ambos.

Consideramos as mesmas covariaveis nos conjuntos de dados, z;; e z;3, que cor-
respondem, respectivamente, a classificagao de Karnofsky e ao tempo entre o diagnostico
e o inicio do tratamento. E lembrando que o conjunto 75 C T4, em que T'5 corresponde

aos pacientes que receberam tratamento prévio ao considerado no estudo.

Pela maximizagao direta do logaritmo da func¢ao verosimilhanga (via rotina optim
no programa R), obtivemos as EM Vs para os trés modelos apresentados na Segao 5.3 e do
modelo de mistura de longa dura¢do BG para a distribui¢ao Weibull (WL). Considerando
os critérios —£(19) e AIC, cujos valores estao disponiveis na Tabela 5.1, o modelo LGGG,,,
¢ a melhor opcao de ajuste para os dados completos 74, e, quando consideramos apenas os
pacientes que haviam recebido algum tipo de tratamento anterior ao estudo considerado

(T'5), temos LGGG,,,, como o modelo que proporciona o melhor ajuste.

A Tabela 5.2 apresenta as EM Vs e seus respectivos desvios padrao para os parame-
tros dos modelos proporcionadores dos melhores ajustes segundo os critérios considerados.

O grafico Q-Q dos ajustes estao disponiveis na Figura A.4 (Apéndice).

Ressaltamos que o conjunto T'5 corresponde a menos de 30% dos dados de

T4 e refere-se aos pacientes que ja haviam recebido um tratamento prévio ao estudo.
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TABELA 5.1: Valor dos critérios —¢() e AIC para os modelos ajustados aos dados dos
conjuntos 174 e T'5.

Dados LGGGon LGGG, LGGG s WL

—((®)  AIC —0(9)  AIC —0(9)  AIC —((9)  AIC
T4 720,161 1452320 746471 1504942 723,090 1458180 748,091 1506,183
T5 3,460 18,920 0,837 13,674 1,145 971 1434 12,868

TABELA 5.2: EMVs dos conjuntos 76 e T4 nos modelos LGGG,,, e LGGG,,,,

respectivamente.

T4 - LGGG,yp T5 - LGGG, e
Parametro Média DP Média DP

[ 7,239 0,893  -3,661 0,765
o 0,356 0,893 1,513 0,265
A 1,713 1,535 0,079 0,564
B 9,162 1,700  -1,292 1,074
e 0,065 0,008  -0,034 0,022
B 0,007 0,014 0013 0,017

DP: Desvio padrao

elacionando esta particularidade do conjunto de dados com a ideia incutida na mistura
Rel do est ticularidade d to de dad d tid t

dos modelos, podemos dizer que o tratamento prévio ao estudo (recebido pelos elementos
que compoem T'5) postergou a ocorréncia do evento de interesse e, desta forma, o modelo
que melhor representaria o contexto dos dados seria o modelo dos maximos dos tempos,

COImo ocorreu.

O modelo Weibull, amplamente utilizado em AS para modelar dados de tempo
de sobrevida, nao foi a melhor opg¢ao pelos critérios considerados entretanto nao foi a pior

entre as consideradas.
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5.4 Comentarios

As distribui¢oes que pertencem as composigoes propostas - GGGer e LGGGer
- sao alternativas flexiveis e abrangentes na modelagem de dados de sobrevivéncia, até
por terem como casos particulares varios modelos bem difundidos na area e também por
abrangerem boa parte das formas de risco comumente encontradas. A possibilidade de
relacionar o melhor ajuste considerado com a realidade dos dados é outro fator importante

e pode ser explorado em contextos reais.

A modelagem, considerando o grupo dos imunes e os esquemas de ativagao,
torna o modelo mais realista, e ainda pode ser escrito como o modelo Berkson e Gage,

frequentemente utilizado quando trata-se de fragao de cura.



Capitulo 6

Abordagem bayesiana: Diagnéstico de

ponto influente e inferéncia

Este capitulo traz a técnica de diagnodstico de ponto influente na amostra e
técnicas de comparacao de ajustes, concebidas com uma metodologia bayesiana para os
modelos LGGG,,,, LGGG, e LGGG,,,. O ajuste bayesiano de tais modelos a dados de
melanoma foi realizado considerando a anélise de ponto influente e avaliando o impacto

da covariavel na fracao de curados.

6.1 Introducao

Consideramos os modelos de mistura Gama Generalizada Geométrico cujas f.d.p.
e funcao de sobrevivéncia sao dadas em (5.16) e (5.17), cujos parametros sao u, o, A e 6.
Sendo z; = (21, .. . ,zz-p)T o vetor de covariaveis e introduzido no modelo considerando a

relagao logistica [vide equagao (5.18)] através do parametro 6.

A inferéncia bayesiana é uma alternativa para a estimacao dos pardmetros re-
sultante 9 = (i, 0,A, B8")" dos modelos LGGGer. Considerando distribuicoes a priori

proprias asseguramos que a distribuigdo a posterior: é propria (Ibrahim et al., 2001).

82
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6.2 Distribuicoes a priori e a posteriori

A distribuigao Normal com média u, e variancia o, e a distribuicao Gama com
parametro de forma a, parametro de escala b e média a/b sao denotadas por N(u,c?) e
G(a,b). Por simplicidade, assumimos que B;, i, 0 e X sdo independentes a priori e tém
distribuicoes a priori de acordo com seus espacos paramétricos, de forma que obtemos

p

n(9) = [ [n(B)m(p)m(o)m (), (6.1)

=0

em que 3; ~ N(O,agi), 1=0,1,...,p, u ~ Nl(0,0'i), o ~ G(ag,bg) e A ~ N1(0,0%).

Todos os hiperparametros sao especificados para expressar priori’s vagas; a dis-
tribuicao a posteriori conjunta para 19 é obtida por

p

7(9|D) o L(9; D) Hﬁ(ﬁi)w(u)ﬂ(a)ﬂ()\). (6.2)

i=0
Em decorréncia desta fungao densidade a posteriori conjunta ser analiticamente
intratavel, recorremos ao método de simulagao inferencial de Monte Carlo via Cadeias
de Markov (MCMC), pelo algoritmo de Metropolis—-Hasting, para gerar amostras da
distribuigao a posteriori dos parametros (vide Gamerman & Lopes (2006)). O algoritmo
foi implementado na linguagem R (R Core Team, 2011) e a convergéncia foi monitorada

utilizando o método proposto por Geweke (1992) e métodos gréficos.

Iniciamos o processo de implementacao do algoritmo transformando as variaveis
9 = (\, i, log(o), B;) para trabalharmos com todos os pardmetros na reta. Esta transfor-
macao muda o espaco paramétrico para RP**. Como matriz de transicao utilizamos uma
distribuicao Normal multivariada cuja vetor de médias corresponde ao ajuste cléssico
do logaritmo da posteriori e como matriz de covariancia utilizamos a decomposicao de
Choleski na negativa da inversa da matriz hessiana do mesmo ajuste. Para implementar

o algoritmo de Metropolis—Hastings, procedemos como segue:

(1) iniciar com o vetor ¥(;) e o indicador de iteracoes em j = 0;

(2) gerar um ponto ¥ de acordo com o nticleo de transicao Q(¥,9;) = Npi4 ('Bj, i),

em que X é a matriz de covariancia, que é a mesma em qualquer estagio;
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(3) calcular a probabilidade de aceitagao p; = min{l, 7(9¥'|D)/m(¥;)|D)} e gera u de
U(0,1).

(4) atualizar

vV, se u < p;
’19(j+1) = - )
¥¢j), caso contréario

(5) repetir os passos (2), (3) e (4) aumentando o contador até se obter a distribui¢ao

estacionéria.

6.3 Critérios para comparacao de modelos

H& uma variedade de metodologias para comparar modelos ajustados e determi-
nar o melhor ajuste. Um dos critérios utilizados na literatura é o da estatistica ordenada
da distribuigao preditiva condicional (C'PO) - para maiores detalhes sobre esta estatistica

e aplicagoes em selegdo de modelos, vide Gelfand et al. (1992) e Geisser & Eddy (1979).

Consideremos D os dados completos e DY os dados sem a i-ésima observagao
e g(w;|9) = foop(wi; ¥) se o tempo foi observado, ou g(w;|¥) = Spop(w;i; ¥) se o tempo foi

censurado. Denotamos a funcao densidade a posteriori de 9 dado D% por W(ﬁ\fD(_i)),

1 =1,...,n. Para a i-ésima observacao, o C' PO; pode ser escrito como
i ID) 7!
C’POi:/ g(w;|9) (9D ’)alﬁ:{/7T< dﬁ} . 6.3
o (w;]@)m (D)  S(wi9) (6.3)

O melhor modelo ajustado é o que detém o maior valor do C'PO;, pois ele pode
ser interpretado como a altura da densidade marginal do tempo de vida para o evento no
ponto w;. No entanto, estamos limitados ao fato de que nem sempre ha uma forma fechada
para o C'PO;, o que ocorre em modelos mais complexos, como no nosso caso. Assim, uma
estimativa de Monte Carlo para o C'PO; pode ser obtida usando uma amostra MCMC da
distribuigao a posteriori w(9|D).

Seja 9V, ..., 9@ uma amostra de tamanho Q de 7(9¥|D), uma aproximacao de

Monte Carlo do C'PO; (Ibrahim et al., 2001) ¢ dada por

1 & 1 -
CPO; =4 =S —— 4\
{Q ; g(w;|9@) }
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Para a comparacao de modelos, utilizamos a estatistica logaritmo da pseudove-

rossimilhanga marginal (LPML) definida por

LPML =" log(CPO,),

i=1
e quanto maior seu valor, melhor ¢ o modelo ajustado (Cancho et al., 2010b). Nos

limitamos as conclusoes decorrentes da LPML para a selecao de modelos.

Outros critérios, como DIC' (Spiegelhalter et al., 2002), EAIC (Brooks, 2002) e
EBIC (Carlin & Louis, 2001), sdo baseados na média a posteriori do desvio, que pode
— Q n
ser aproximada por d = Y- d(¥,)/Q, em que d(¥) = =2 " log [g(w;|9)].
= i=1

q

O critério DIC pode ser obtido considerando amostras de MCMC, de forma
que DIC =d + py = 2d — c/l\, sendo pg; o numero efetivo de parametro e definido como
E{d(9)} — d{E(9¥)}, em que d{E(J)} ¢ o desvio avaliado na média da distribuigdo a

postertort e pode ser estimado por
D=d|—= B, — M, = |-
Q= Q= Q=
De forma similar, os critérios EAIC e EBIC podem ser estimados considerando

FAIC =d+2#() e EBIC =d+4(9)log(n),

em que #(19¥) é o namero de parametros do modelo.

6.4 Analise de influéncia bayesiana

Uma vez que os modelos de regressao sao sensiveis as suposicoes bésicas, é
aconselhavel realizar a analise de sensibilidade. Cook (1986) usa esta ideia para motivar
sua avaliacao de analise de influéncia, que propoe uma perturbacao dos componentes do
modelo, ou dos dados, utilizando a funcao de afastamento pela verossimilhanca do modelo.
Ele afirma também que o modelo estavel para pequenas modificagoes é digno de maior

confianca.

Os melhores esquemas de perturbagao ja apresentados sao baseados na supressao

de casos (Cook & Weisberg, 1982), cuja anéalise estuda o efeito da remoc¢ao completa do
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mesmo. Este mesmo raciocinio é a base do desenvolvimento da metodologia da anélise de
influéncia global bayesiana, que possibilita determinar quais casos podem influenciar nos

resultados da anélise.

Seja Dy (P, P_;)) a divergéncia v entre P e P_;. Temos que P ¢é a distribuicao
a posteriori ¥ para os dados completos e P_;) a distribuicao a posteriori de 9 sem o

i-ésimo caso. Especificamente,

(9D
Dy(P.P_y) /19 X (%) (9]D) dv, (6.4)

em que ¥ é a fun¢ao convexa com (1) = 0.
Vérias opgoes para ¢ sao dadas em Dey & Birmiwal (1994). Por exemplo,
e se Y(z) = —log(z), temos a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L);

e (z) = (2—1)log(z) retornamos a J-distance (versao simétrica de divergéncia K-L);

se ¥(z) = 0,5]|z — 1] temos a distancia variacional ou norma Li; e

para 9(z) = (z — 1)? retorna a divergéncia qui-quadrado x? — divergence.

H& uma relagéo entre o C PO e a medida de divergéncia ¢ (Cancho et al., 2010b,
2011). Para expressar matematicamente esta relagdo considera-se m(19) a distribuigao a
priori e [, g(w;|¥) a funcdo de verossimilhanca para ¢. Pelo teorema de Bayes, a

distribuicao a posteriori é

7(9) [T jep 9(w;|9)
moID) = fﬂe@ m(9) HjeD g(w;|9)dd’

e a razao de posteriori’s em (6.4) pode ser escrita como

r@D) w7 [Lepw 9(wild) y Joco ™) I L e p 9(w;|9)dVI
m(9|D) fﬂe@ m(9) Hjepu) g(w;|9)d9 () HjeD g9(w;|9)
1 Joco () I 1;ep 9(w;19)dd

= X
g(w;|9) fﬁe@ mﬂ(ﬂ) HjeD 9(w;|9)dd

—1
_ <faee g(w1i|19)7r(19|®)d19> _ CPO;

g(w;|9) a g(wq|9)
Que, substituindo em (6.4), tem-se

Dy(P,Py) = / " (—) 7(9|D) d

Ie) g(wi!ﬁ)

o[ (st )|

CPO;
(6.5)
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Pela expressao (6.5) obtém-se a divergéncia K-L dada por

Dx.L(P, P—i)) = —Eyp {log(CPO;)} + Egp {log [g(wi|9)]}
= —log(C'PO;) + Eygp {log [g(w;|9)]}.

(6.6)

E pode-se obter Dy (P, P_;) de uma amostra da distribui¢do posteriori de 19
pelos métodos MCMC.

Considerando 9, ... 9(@ uma amostra de tamanho @ de 7(9|D), a estimativa
de Monte Carlo de K(P, P_;) é dada por

o _
Dy(P, P_y)) = Z (2;7;;) )> (6.7)

g=1

De (6.7) uma estimativa de Monte Carlo para a divergéncia K-L é dada por

lﬁ;:L(P, P_y) = log(CPO + = 0 Z log [g yllﬂ(q )] (6.8)
g=1
O Dy (P, P_;) pode ser interpretado como a divergéncia 1 do efeito na distribui-

¢ao a posteriort conjunta de ¥, ao deletar o i-ésimo caso do conjunto de dados.

Como apontado por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996) (vide também Cancho
et al., 2010b, 2011), pode ser complicado determinar o ponto de corte da medida de
divergéncia, de modo a determinar se um pequeno conjunto de dados é influente ou nao.
Consideramos como pontos influentes: dr, > 0,3, dy2 > 0,36, di.r, > 0,22 e dy > 0,41,
entretanto pode-se proceder de maneira sisteméatica conforme Peng & Dey (1995) e Weiss

(1996), dado com segue:

Considere uma moeda nao viciada, com probabilidade de sucesso p. A medida de

divergéncia 1 entre uma moeda viciada e a nao viciada é

oo ) = /w(fo )ﬁ() (6.9

em que fo(z) = p*(1 —p)'" e fi(x) = 0,5, x = 0,1. Se Dy(fo, f1) = dy(p), pode ser

verificado que d,; satisfaz a equagao

Nao é dificil ver que as medidas de divergéncias consideradas aumentam conforme

p se afasta do valor 0, 5. Além disso, dy(p) é simétrica em p = 0,5, que também ¢é ponto de
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minimo, dy(0,5) =0 e fo = f1. Portanto, se considerarmos p > 0,75 (ou p < 0,25) como
um vicio robusto na moeda, temos dy, (0, 75) = d,2(0,75) = 0,25. Esta equagao implica
que o i-ésimo caso é considerado influente quando dy,, (0,75) > 0,25 ou d,2 > 0,25. Assim,
utilizando a divergéncia de Kullback-Leibler, podemos considerar que uma observagao é
influente quando dk., > 0,14. De maneira similar, se usamos a J-distance, temos que

uma observacao é influente quando dy > 0, 27.

6.5 Estudo de simulacao

O estudo de simulagao no contexto bayesiano foi realizado com os objetivos:

a) primeiramente, avaliar as propriedades frequentistas das estimativas dos parametros

dos modelos propostos, e

b) posteriormente, analisar o desempenho das medidas de diagnostico propostas na
Secao 6.4, considerando um conjunto de dados simulado, com um ou mais casos

perturbados.

Para o caso (a), um estudo de méa especificagao foi realizado, visando avaliar a per-
formance dos ajustes dos modelos e a distingao entre eles - LGGG,,,,,, LGGG,,,,, e LGGG,,

-, & luz de um conjunto de dados e nos critérios descritos na Secao 6.3.

Para cumprir os propésitos (a) e (b), consideramos que: para cada individuo
)
1, 1=1,2,--- n, os tempos provém da distribuicao Gama Generalizada com parametros

=2 0=1e)=1,2eo0ntmero de CR - M, - provém da distribuicao de probabilidade

—_e—1/po;

Geométrica com parametro 6; = po@'@( o
7

>, em que O(:) é a fungdo de Lambert

(Corless et al., 1996). Assim o parametro da distribuigao Geométrica para a geragao de

M; é poy; = a +exp(_}60—ﬁll‘i)). Consideramos uma covariavel binaria Z = 2z com valores
gerados da distribuicdo de Bernoulli(0,5); fixamos §y = —0,8 e 8; = 0,5, assim a
fragdo de curados para os dois niveis da covariavel Z é péo) = 0,310 e p[()l) = 0,425,

respectivamente; e o tempo de censura para cada individuo ¢é oriundo de uma distribui¢ao

Exponencial com parametro 0, 03.
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6.5.1 Propriedades frequentistas

Temos por objetivo mostrar o bom comportamento das estimativas bayesianas,
com base no erro quadratico médio (EQM), na média e nas medidas usadas para a
comparacao de modelos. Obtemos amostras de tamanho n = 200 para os trés esque-
mas de ativagao, resultando em trés configuracoes para a simulacao dos dados, e esse

procedimento é repetido 500 vezes para cada um deles.

Em cada conjunto de dados, sao ajustados os trés modelos de longa duracao
propostos no capitulo anterior, considerando distribuicoes a priori’s independentes especi-
ficadas por 3; ~ N(0,10%) j = 0,1, u ~ N(0,10%), ¢ ~ Gamma(1,0.1) e A ~ N(0,10%), e
o algoritmo Metropolis-Hasting. Apos a obtengao da convergéncia, 25.000 valores gerados
inicialmente sao descartados como periodo de aquecimento (burn-in). Para reduzir a
autocorrelagao e obter melhores resultados na convergéncia, optamos por utilizar uma
realizagao da amostra a cada 30 geradas. A convergéncia do algoritmo foi monitorada

pelo método proposto por Geweke (1992) além de métodos gréficos.

Para cada amostra a posteriori, a média dos parametros e os valores do DIC,
FEAIC, EBIC e LPML sao armazenados. Estatisticas resumo das simula¢oes para os
trés modelos sao dadas na Tabela 6.1 e Tabela 6.2. Nas tabelas, MC Média denota a média
aritmética das 500 médias obtidas, dada por 5205)1% /500, MC EQM ¢é o erro quadratico
500 =
médio, dado por > (g —94)? /500, em que Y}, € o verdadeiro valor do parametro estimado
=1

U. Observe na Tabela 6.1 que as MCs Médias estao bem préximas dos verdadeiros valores
e os MCs EQMs sao pequenos quando o ajuste é realizado pelo modelo do mesmo esquema

de ativacao que gerou os dados.

Além disso, a Tabela 6.3 traz os percentuais de amostras em que a distribuicao
geradora foi indicada como a melhor opcao de ajuste pelo critério LPML, cujos percentuais
sao similares aos dos critérios DIC, EAIC e EBIC. Observa-se também que o modelo a
partir do qual a amostra foi gerada tem percentagem mais elevada, exceto para o modelo

de ativacao aleatorio, que é instavel.
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TABELA 6.1: Resultado baseado nas 500 simulagoes de Monte Carlo para os trés
esquemas de ativagdo. Média das médias (MC Média) e média dos EQM (MC EQM)

das estimativas a posteriori para a fracao de curados.

Modelo ajustado

Modelo Fragao de Primeira ativagao Ultima ativacéo Ativagao aleatoria
verdadeiro  curados MC Média MC EQM MC Média MC EQM MC Mean MC EQM
LGGG ) 0,3134 0,0022 0,3340 0,0027 0,2713 0,0096
pél) 0,4286 0,0024 0,3841 0,0066 0,3969 0,0107
LGGG, péo) 0,3632 0,0054 0,2880 0,0045 0,1418 0,0107
p(()l) 0,3978 0,0041 0,4034 0,0061 0,2585 0,0149
LGGGy péo) 0,3394 0,0028 0,3095 0,0025 0,2749 0,0104
pél) 0,4154 0,0030 0,3989 0,0052 0,3873 0,0149

TABELA 6.2: Resultado baseado nas 500 simulagoes de Monte Carlo para os trés
esquemas de ativacao. Média das médias (MC Média) e média dos EQM (MC EQM)

das estimativas a posteriori dos parametros dos modelos.

Modelo ajustado

Modelo Fracao de Primeira ativagao Ultima ativacio Ativagao aleatoria
verdadeiro  curados MC Média MC EQM MC Média MC EQM MC Mean MC EQM
I 1,0123 0,0448 -0,1279 4,6576 1,0123 1,0395
o 1,5269 0,0386 1,6906 0,4972 1,5269 0,4104
LGGG,,, A 0,6217 0,0986 0,4993 0,6291 0,6217 0,7000
Bo -2,7248 0,0512 -0,7071 0,0564 -2,7248 46,1135
051 1,2948 0,0758 0,2044 0,2310 1,2948 31,2000
I 2,5368 1,0789 1,7293 0,1605 2,5368 0,3105
o 0,9049 0,1558 1,1025 0,0260 0,9049 0,0994
LGGG s A 1,0384 0,0868 0,8581 0,2786 1,0384 0,3333
Bo -3,3195 0,1027 -0,9571 0,1499 -3,3195 96,8260
01 1,2529 0,2015 0,5327 0,1789 1,2529 75,0917
I 1,9067 0,3821 0,9426 1,1883 1,9067 0,0439
o 1,2025 0,0528 1,3998 0,1760 1,2025 0,1778
LGGG, A 0,8557 0,0737 0,7146 0,3503 0,8557 0,5007
Bo -2,8022 0,0562 -0,8006 0,0571 -2,8022 40,3028
B 0,9245 0,0901 0,3656 0,1364 0,9245 31,1166

6.5.2 Influéncia das observacoes discrepantes

O intuito é examinar o comportamento das medidas de diagnéstico apresentadas

no modelo LGGG,,, perante perturbacao de observagoes censuradas e nao censuradas.
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TABELA 6.3: Porcentagem de amostras em que o modelo original foi indicado como a

melhor opcao de ajuste entre os comparados, de acordo com o critério LPM L.

Modelo ajustado

Modelo verdadeiro Primeira ativacdo Ultima ativacio Ativacdo aleatoria

LGGGyn 75,2 15,2 9,6
LGGGys 22.4 60,0 17,6
LGGGy 40,4 27,2 32,4

Para tanto, consideramos uma amostra simulada de tamanho 200, na qual os tempos
Wi = w;, 1 = 1,2,---,200, variam de wqy = 0,005 & w(zg) = 134,631, com mediana
w = 3,433, média w = 12,608 e desvio padrao s = 21,717. As observagoes selecionadas

foram:

e Nao censuradas: wgr = 10,967; w7 = 0,106 e w97 = 15, 766;

e Censuradas: ws; = 9,499; w91 = 3,648 e w5 = 10, 697.

A perturbagao foi introduzida fazendo-se w) = w;+4s, em que s é o desvio padrao
do conjunto de dados. Para criar a influéncia na amostra perturbamos inicialmente uma
observagao e prosseguimos até a perturbacgao de todas. Especificamos alguns conjuntos
de perturbacao para analisarmos. A seguir apresentamos a denominacao do conjunto e
observagoes perturbadas: A: nenhuma observacao; - B: wgr; - C: wig7; - D: wig7; - E: wior

e wigr; - F: wsy , wio1 € wis:.

Ajustamos os modelos LGGG,,, e LGGG, além do modelo do qual obteve-
se os dados - LGGG,,,. A parte computacional do MCMC é tal qual apresentada na

Secao 6.5.1, bem como a verificacao de convergéncia.

A influéncia da perturbacao de dados censurados na fracao de curados é pratica-
mente nula (Tabela 6.4). A perturbagao, seja de uma ou mais observagoes nao censuradas

da amostra, interfere na estimagao da proporgao de curados, algumas mais que outras.

A perturbacao de dados censurados foi a que menos afetou as estimativas. Isso ja
era esperado, pois presume-se que, sendo o dado censurado héa possibilidade de seu valor

ser infinito, e esta propriedade foi observada nas simulagoes.
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TABELA 6.4: Média e desvio padrao (SD) para a fracao de cura estimada para o conjunto
de dados considerando os modelos LGGG para a primeira, dltima e ativacao aleatoria,

em confronto com perturbacao nos dados.

LGGG LGGG LGGGy
Py Py py Py Py »y
Conjunto Média  SD Média  SD Média  SD Média  SD Média  SD Média  SD
A 0,325 0,044 0,387 0,046 0,329 0,049 0,360 0,048 0,305 0,052 0,380 0,051

0,296 0048 0355 0050 0306 0050 0339 0052 0278 0057 0353 0,057
0,303 0048 0350 0051 0299 0,049 0345 0051 0280 0055 0358 0,050
0,298 0048 0353 0052 0307 0050 0341 0051 0267 0084 0340 0,082
0286 0,048 0332 0051 0285 0053 0330 0054 0205 0011 0278 0,125
0,331 0045 0388 0046 0331 0,049 0368 0047 0310 0,151 0382 0,050

0 =3 0 Q

Em contrapartida, quando perturbamos trés dados houve problema na convergén-
cia do modelo LGGG,; e para os demais a estimativa dos percentuais foi de 0,27 e 0,31
para pj e p), respectivamente, sendo o caso que apresentou as maiores diferencas entre

verdadeiro e estimado.

Na Tabela 6.5 estao reportadas as estimativas da simulacao de Monte Carlo dos

critérios DIC, EAIC, EBIC e LPM L para cada um dos conjuntos analisados.

TABELA 6.5: Comparacao do ajuste dos modelos LGGG,,..,, LGGGy e LGGG,,, para os
seis conjuntos considerados, utilizando os critérios bayesianos DIC, EAIC, EBIC e LPML.

Primeira Ultima Aleatoria

Conjunto DIC EAIC EBIC LPML DIC EAIC EBIC LPML DIC EAIC EBIC LPML

A 736,5 7422 TH8.T -368,2 7398 7448 T761,2 -369,7 7381 7432 7596 -369,0
7575 7628 T779.3 -379.9 7555 7606 7771 -3788 7574 7624 7789 -380,0
764,5 769,6 786.1 -383,7  761,6 7667 7832 -3820 7634 7685 7850 -383,0
756,9 762,1 778.6 -3804 7542 7593 7758 -378,6 7541 7628 7787 -382,2
7734 7787 7952 -387.3 7725 TTT6 7941 -3872 7590 7815 798,0 -390,0
7377 7434 7599 -368,7 7409 7460 7624 -370,3 7393 7443 7608 -369,5

eI > I W@ Nl vy,

Observa-se que o conjunto que apresenta os melhores critérios de ajuste é o A -
sem observacoes perturbadas - e, dentre os demais, o que tem seus critérios mais proximos
ao de A é o conjunto F - perturbacao das observagoes censuradas -, indicando que valores

elevados para dados censurados nao interferem ou pouco interferem na qualidade de ajuste.

Consideramos a amostra a posteriori dos parametros da LGGG,,, e calculamos

as medidas de divergéncia 1 relatadas na Segao 6.4. Os resultados (Tabela 6.6) retratam
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que os pontos wgr, Wigr € Wigr Nao sao considerados influentes antes de perturbacgao
(conjunto A), todavia, ao serem perturbados, (conjuntos B, C, D e F), suas medidas de
divergéncia se elevam, tornando-os influentes pelos critérios considerados. As observagoes
ws1, W1 € Wwis; que sdo censuradas (conjunto F) ndo apresentam valores de divergéncia
que indiquem a influéncia mesmo apos a perturbacao, corroborando com o ja afirmado

em relagao a qualidade de ajuste e estimacgao da fragao de curados.

TABELA 6.6: Medida de divergéncia v para os dados simulados, considerando o ajuste
do modelo LGGG,,,.

Conjuntos / observacao analisada

Medida de A B C D E F
Divergéncia Wer W07 W97 We7 W1o7 W97 W07 w197 Ws1 w101 W1s1
dx.1, 0,0256 0,0206 0,1243 11,4145 1,8332 2,2614 0,3720 0,5003 0,0073 0,0073 0,0097
d; 0,0519 0,0416 0,2623 3,0177 4,1853  5,8155 0.8074 1.0938 0,0146 0,0146 0,0196
dr, 0,0907 0,0802 0,2008 0,6442 0,7194 0,7822 0.3557 0.4120 0,0472 0,0472 0,0554
d,e2 0,0558 10,0440 0,3556 14,0920 39,7656 188,481 1,5048 2,3686 0,0150 0,0150 0,0202

Nas Figuras 6.1 e 6.2 estao graficadas as quatro medidas de divergéncia para
os conjuntos A e B, respectivamente. Claramente, podemos ver que todas as medidas
apresentam um bom desempenho para a identificagdo dos casos influentes (Figura 6.2),

fornecendo maiores valores de ).

6.6 Dados de melanoma maligno

Ajustamos as trés distribui¢oes LGGGer ao conjunto de dados T'12 utilizando
distribuigoes a priori’s independentes: ~; ~ N(0,10%) j = 0,1,2, u ~ N(0,10%), o ~
G(1,1) e A ~ N(0,1) e o algoritmo de Metropolis-Hasting. Foram geradas 200.000
amostras de MCMC da distribuicao a posteriori e descartadas 50% delas como burn-in,
adotou-se salto de tamanho 20 para reduzir a autocorrelagao e obter melhores resultados

de convergéncia, resultando em uma amostra de tamanho 5.000.

A comparacao de qualidade de ajuste dos modelos foi realizada via critérios DIC,
EAIC, EBIC e LPM L, disponiveis na Tabela 6.7, que indicam o modelo LGGG,,,,, como
o que apresenta o melhor ajuste. Adotamos esse modelo para as futuras analises nesse

conjunto de dados.
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FIGURA 6.1: Medida de divergéncia v para os dados simulados sem nenhuma perturbacao

- conjunto A.

TABELA 6.7: Critérios bayesiano de avaliagao de ajustes.

Critérios
Distribuicako LPLM  DIC  EAIC EBIC
LGGG -211,09 420,97 428,50 448,44
LGGG,, -222.34 44527 451,25 471,19
LGGGy -217,70 432,98 441,07 461,01

Os valores da média, mediana, desvio padrao e intervalo de 95% HPD a posteriori
estao relatados na Tabela 6.8 e dao indicativos que as covaridveis possuem efeito na

redugao da fragao de curados.

Considerando a amostra da distribuicao a posteriori para os parametros do mo-
delo LGGG,,,, as medidas de divergéncia v foram calculadas. A Figura 6.3 dispéem o

grafico das quatro medidas de divergéncia e observa-se que os casos 5 e 171 (w5 e wy71) sdo
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FIGURA 6.2: Medida de divergéncia 1 para os dados simulados, com a perturbagao da

observagao wgy - conjunto B.

TABELA 6.8: Resumo estatistico da amostra a posteriori referente ao modelo LGGG,,,,.
Intervalo HPD (95%)

Parametro meédia Mediana desvio padrao LI LS

i 2,025 1,951 0,346 1,530 2,899
o 0,780 0,694 0,395 0,261 1,790
A 0,595 0,592 0,941 -1,385 2,542
Bintercepto 1,046 1,598 0,499 0,418 2,411
Bulceragao -1,491  -1,598 0,365 -2,190 -0,786
Bespessura -0,175  -0,175 0,053 -0,279 -0,068

possiveis candidatos a observagoes influentes na distribuicao a posteriori. O procedimento
é retirar essas observagoes e avaliar o impacto da retirada das mesmas nas estimativas,

utilizando a medida de alteragao relativa (AR), em que a AR (em porcentagem) de cada
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parametro estimado ¢é definida por

~ ~

9 — 0
ARﬂj = M X 100%,
V;
sendo que 1/9\]-(1) denota a média a posteriori de v¥;, com j = 1,...,5, apdés o conjunto

I = {5,171} de observagoes ser removido.
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FIGURA 6.3: Graficos das medidas de divergéncia 1) para o conjunto de dados T'12.

A Tabela 6.9 apresenta a AR sofrida pelas estimativas com a retirada de um dos
pontos possivelmente influentes e de ambos ao mesmo tempo. O intervalo HPD de 95%
para as novas estimativas estao nos parénteses e notamos que hé pequenas mudancgas nas
inferéncias para os coeficientes. Particularmente, A é nao significativo a 5%, nesses casos

considerados tal qual no original.

Voltamos nossa atencao para a importancia das covariaveis na fragao de curados
po- A Tabela 6.10 apresenta o resumo da amostra a posteriori para a fracao de curados
estratificada pelo tamanho do tumor, sendo os tamanhos considerados iguais a 0,64, 1,94

e 6,63 mm, os quais correspondem aos percentis 10, 50 e 90.
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TABELA 6.9: ARs (em %), intervalo HPD de 95% e critério de comparagiao de ajustes

mediante retirada de ponto influentes, modelo LGGG,,,,.

Observagao retirada

Ws w171 Ws € W71
Parametro AR HPD AR HPD AR HPD
I 3,672 (1,498; 2,709) 7,409  (1,454; 2,624 7,210 (1,453; 2,647)
o 2,195  (0,270; 1,608) 16,597  (0,262; 1,473 10,374 (0,264; 1,617)
A 13,030 (-1,285; 2,463) 44,062  (-0,885;2,458 0,830 (-1,128; 2,315)
T 0,738  (0,504; 2,403) 12,424 (0,728; 2,499 6,014  (0,597; 2,454)
Y2 0,507  (-2,227; -0,806) 0,395 (-2,191; -0,804) 0,121  (-2,218; -0,804)
- 0,185 (-0,263;-0,052) 1,714 (-0,283;-0,077) 10,106 (-0,267; -0,048)
DIC 417,57 411,51 408,21
LPML -200,10 -206,33 -204,81

TABELA 6.10: Resumo das medidas a posteriori da fracao de curados estratificadas pelo

tamanho do tumor.

Dados Tamanho Desvio Intervalo
do tumor  Cancer Média Mediana Padrao  95% HPD

0,64  Ausente 0,797 0815 0,082 (0,575, 0,906)

Presente 0488 0,501 0,115 (0,233, 0,682)

Completo (D) 1,94 Ausente 0,759 0,779 0,090 (0,525, 0,882)

Presente 0,434 0,445 0,107 (0,202, 0,615)

6,63  Ausente 0,500 0,605 0,120 (0,323, 0,786)

Presente 0,259 0,259 0,083 (0,102, 0,423)

0,64 Ausente 0,814 0,830 0,072 (0,622, 0,911)

Presente 0,513 0,528 0,107 (0,269, 0,692)

D— {5,171} 1,94  Ausente 0,783 0,799 0,078 (0,578, 0,891)

Presente 0,464 0478 0,100 (0,234, 0,629)

6,63  Ausente 0,647 0,660 0,108 (0,390, 0,820)

Presente 0,307 0,308 0,084 (0,131, 0,463)
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Claramente a retirada das observagoes influentes - ws e w71 - conduz ao aumento
da fracao de curados. Por este aspecto, pontos influentes podem fornecer resultados
equivocados quanto & proporcao de curados na populacao e a identificacao de ponto

influente pode ser feita via metodologia aqui apresentada.

As estimativas pontuais apresentadas para dos parametros do modelo LGGG
diferem dos valores que remetem o modelo a um de seus casos particulares. Pelos
histogramas das amostras da distribui¢ao a posteriori dos parametros A e o (Figura
6.4) percebemos que os valores dos parametros que particularizam o o modelo utilizado
em alguns casos estao contidos no intervalo de valores possiveis para o parametro, mas
os valores da amostra nao se limitam aos valores que conduzem aos casos particulares,

possibilitando duvidas entre quais dos casos particulares seria o mais adequado. Mediante

tal impasse, julgamos que o modelo geral LGGG é o mais adequado para os ajustes.
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FIGURA 6.4: Histogramas das amostras da distribui¢ao a posteriori para os parametros A
e o, respectivamente, para o conjunto completo D (superior) e para o conjunto D-{5,171}

(inferior).



6. Abordagem bayesiana: Diagnéstico de ponto influente e inferéncia 99

As fungoes densidades marginais a posteriori aproximadas pelo histograma, con-
siderando as 3000 observacoes amostrais geradas, em que pode-se visualizar a convergéncia
das cadeias e a sequéncia dessas amostras, tanto para o conjunto D quanto para o conjunto

D — {5,171} estao disponiveis nas Figuras A.7 e A.8 do Apéndice.

6.7 Comentarios

O método de diagnostico de influéncia sob o ponto de vista bayesiano, com base
na divergéncia v, que considera a distribuicao a posteriori dos parametros do modelo
proposto, mostra-se eficaz para identificar perturbacoes em observagoes da amostra, e
verificamos que essas perturbagoes influenciam na qualidade de ajuste bem como no
valor da percentual de curados. Ele tem varios casos particulares, e assim acreditamos
que a ferramenta bayesiana desenvolvida para detectar casos influentes nas distribuilgoes

LGGGer é uma significante contribuigao.

Na aplicacao ao conjunto de dados de melanoma, identificamos o modelo LGGG,,,,
como o melhor ajuste. Observou-se que a probabilidade de convergéncia diminui rapida-
mente em pacientes com tumores mais espessos, e que a fragao de curados é menor para
os pacientes com ulceracao. A interpretacao do papel da covaridvel foi facilitada pela
parametrizacao utilizada - na fracao de cura. A distribuicao a prior: utilizada para A
possui carater informativo e contempla o espaco paramétrico dos principais casos particu-
lares do modelo LGGG. Ao considerar uma variancia maior, a convergéncia também foi
obtida com valor médio da distribuicao marginal a posterior: bem préoximo do apresentado,

porém com grande oneracao de tempo computacional.



Capitulo 7

Comentarios finais

Neste capitulo apresentamos uma sintese dos modelos apresentados bem como
uma estrutura geral do conceito utilizado e perspectivas para novas distribuicoes uti-
lizando a mesma metodologia tanto quanto com a inclusao de novos elementos na mode-

lagem.

7.1 Modelos desenvolvidos

O Capitulo 2 apresenta a formulagao geral considerando a distribuicao de proba-
bilidade Geométrica tanto para a populagao dos suscetiveis quanto para a que contempla
também os individuos imunes da populacao, nos diferentes esquemas de ativagao. Com-
paracoes entre as fungoes de sobrevivéncias para os diferentes esquemas de ativacao sao

estabelecidas.

No Capitulo 3 apresentamos a distribuicao inédita FG,,, denominada de CEG
no artigo intitulado The Complementary FExponential Geometric Distribution: Model,
Properties, and a Comparison with its Counterpart, publicado em 2011 na revista Com-
putational Statistics & Data Analysis (Louzada et al., 2011). Sua concepgao esta baseada
na ativacao pelo maximo dos tempos e tendo a distribuicao de probabilidade Exponencial
para os tempos de ativacao de cada uma das CRs. Apresentamos sua aplicabilidade
em conjuntos de dados da engenharia e da area da saide. Comparamos a distribuicao

EG,,, em termos de comportamento das fungoes de risco, densidade e sobrevivéncia e

100
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também quanto ao ajustes em conjuntos de dados, no contexto da inferéncia classica, com
a distribuicao EG,,,. A distribuicao FG,,, considera a ativagao do minimo dos tempos,

ela também é apresentada no capitulo, porém foi proposta por Adamidis & Loukas (1998).

No Capitulo 4 agregamos a informacao de longa duracao as distribuicoes EG,,, e
EG,,,. Utilizando a metodologia de Berkson e Gage (1952) que resultou nas distribui¢oes
LEG,,, e LEG,,,, respectivamente para a ativacao do maximo e do minimo dos tempos.
Comparagoes das fungoes que descrevem esses modelos foram apresentadas. Dados de
cancer foram bem acomodados pelo modelo LEG,,,, cujos ajustes foram comparados aos
obtidos pelos modelos de longa duragao BG das distribui¢coes Exponencial e Weibull. O
modelo LEG,,, foi ajustado para dados de cancer e finangas. Todos os ajustes apresen-
taram resultados satisfatorios e pelos critérios de comparagao de ajustes considerados,
o LEG,,, prevaleceu aos modelos de longa duracao BG das distribui¢oes Exponencial,
Weibull e Log-Logistico. Consideramos a abordagem cléssica nos ajustes para as duas
distribuicoes propostas. Os resultados deste capitulo estao sumarizados nos artigos publi-
cados em 2012 A new long term lifetime distribution induced by a latent complementary
risk framework pela revista Journal of Applied Statistics (Louzada et al., 2012) e A
new long-term survival distribution for cancer data na revista Journal of Data Science
(Roman et al., 2012), com a ressalva que no segundo artigo consideramos a distribuigao
Geométrica com probabilidade de sucesso dada por 1 — # ao invés de 6 como nesta tese,
cuja diferencas em termos inferenciais se restringe a obtencao de valores complementares

para tal parametro.

As distribui¢oes GGG, LGGG,,,, LGGG, ¢ LGGG,,, sao as inovagoes apre-
sentadas no Capitulo 5. Suas formulagoes consideram que os tempos de ativacao de
cada uma das CRs segue a distribuigao Gama Generalizada de trés parametros (Stacy,
1962; Farewell & Prentice, 1977) e diferentes formas de ativagdo do evento de interesse.
Apresentamos comparagoes entre a distribuicao GGG,,,, obtida considerando o cenario
de ativagao pelo maximo dos tempos com a distribuicao GGG,,,, que representa o cenario
de ativagdo pelo minimo (proposta com outra parametrizagao por Ortega et al. (2011)).
As distribui¢oes LGGG,pp, LGGGy ¢ LGGG,,, sao distribuigoes de longa duracao obti-
das por um mecanismo distinto & metodologia BG mas que possui uma relagao com o
mesmo, sem, todavia, ter um parametro distinto para representar a proporgao de curados.

Comportamento das funcoes de sobrevivéncia e comparagoes entre elas sao apresentadas.
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Considerando a inferéncia classica, os modelos foram ajustados a conjuntos de dados de
cancer e comparados com o ajuste da distribuicao de longa duragao BG para a distribuicao
Weibull. Os critérios de comparagoes de ajustes sao favoraveis aos modelos por nos

propostos.

A inferéncia bayesiana foi utilizada no Capitulo 6. Considerando as distribui¢oes
LGGG,,,, LGGG, e LGGG,,, simulagoes para avaliar propriedades de ajustes e influén-
cia de observagoes discrepantes sao realizadas, proporcionando resultados satisfatorios.
Ajustes dos modelos a dados cancer e anélise de influéncia de observacoes perturbadas na

proporc¢ao de cura também sao apresentadas.

7.2 Perspectivas futuras

Focamos a tese na construcao de modelos de sobrevivéncia considerando diferentes
forma de ativagao do evento de interesse; de forma geral, considerando p,, a funcao massa
de probabilidade da v.a. M que denota a quantidade de CR e f,(t;) a funcao densidade de
probabilidade da v.a. T; que corresponde ao tempo até a ocorréncia da i-ésima CR, sendo
M desconhecido. A fungao densidade de probabilidade da v.a. X = min{T},Ts, -+ , T}

e Y = max{Ty, Ty, -, Ty} sdo dadas respectivamente por

foy) < m
Fo(y);m[Fo(y)] P (7.1)

=1

fx) =

GEPMUCIC O

em que Y Py =1—p, comp, =P(M =0)e> >  pn= 1, respectivamente para
o modelo de longa duragao (grupo dos imunes e suscetiveis) e para o modelo sem longa

duragao (grupo dos suscetiveis).

Nosso objetivo voltou-se para a funcao massa de probabilidade p,,, correspondente
a distribuigao de probabilidade Geométrica e duas opgdes para f,(t;), que resultaram em
sete distribuicoes inéditas, nominalmente, £G,,,, GGG, LEG,,., LEG,,LGGG,,,

LGGG,,, e LGGG, e as ultimas cinco acomodando dados de longa duragao.

Todavia, com outras especificagoes para p,, e f,(t;) sdo obtidas outras distribui-
¢oes de probabilidade. Por exemplo, sendo p,, correspondente & distribuicao de probabi-

lidade Poisson truncada no zero com parametro ¢, a f.d.p. para o minimo e o maximo
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dos tempos, no contexto sem longa duragao ¢é

_ G f,(x)e?Fel®)

O fo(y)e?%W)
1—e '

1—e¢

f(z) fly) = (7.2)

E para o minimo dos tempos tem-se funcao distribuicao acumulada, fungao de

sobrevivéncia e funcao de risco, respectivamente

o [1 — 67¢F"(x)} 0] [1 — 67¢F0(x)} h(z) = qgfo(x)efqﬁFo(a:)
1—¢9 1 —e? © t)= 1—e9— QS [1 — €—¢Fo(z)] ’

F(z) = , S(x)=1-
Para o maximo dos tempos tem-se funcao distribuicao acumulada, funcao de

sobrevivéncia e fun¢ao de risco

€_¢So(y) — e_¢ 1 — €_¢So(y) ¢fo(y>€_¢50(y)
F(y) = 1 _ e,(;g ? S<y) = 1 _ e,(b € h<y) = 1 _ efd)so(y) ‘

Quando considerada p,, correspondente a distribui¢ao de Poisson com suporte em
{0,1,2,---} temos os modelos de longa duragao cujas f.d.p. para a ativagdo pelo minimo

e maximo dos tempos correspondem a
Joop(@) = D fo(@)e™ e foop(y) = do(y)e”> . (7.3)

Para o minimo dos tempos tem-se fun¢ao de sobrevivéncia e fungao de risco dadas
por

Spop(T) = e ) ¢ hpop(2) = O fo(2),

respectivamente. Enquanto que para o méaximo dos tempos a funcao de sobrevivéncia e

funcao de risco sao, respectivamente,

_ dfoly)e %W

Spop(y) =1+ e % 9%W o b (y) = ppe—rymE

As misturas de distribuigoes apresentadas na (7.1), ou entdo com p,, especifico
tal qual apresentado no Capitulo 2 e nas expressoes das f.d.p. dadas em (7.2) e (7.3),
permitem obter varias distribuicoes de probabilidade para os tempos observados W,
utilizando outras distribuig¢oes de probabilidade para os tempos T;. Vérias distribuicoes

nesse enfoque ja foram obtidas, mas as op¢oes ainda nao foram esgotadas.

As possibilidades nao se limitam na obtenc¢ao de novas distribuicoes, a inclusao

de estruturas de correlacao entre as CR podem ser consideradas bem como uma forma
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de tratar eventos recorrentes. Possiveis vantagens com a exponenciagao da funcao de
sobrevivéncia ou funcao distribuicao acumulada podem ser avaliadas. Também a influén-
cia local exercida pela perturbacao de observagoes da amostra aleatoria no contexto da

inferéncia classica é algo pendente e possivel de ser explorado.

No contexto de ajuste bayesiano a possivel identificacao da forma das distribuicoes
condicionais completas que permitiriam a utilizacao do método de Metropolis-Hastings
com passos de Gibbs, ou da log-concavidade das mesmas o que permitiria a utilizacao do
método de rejeicao adaptativo devem ser considerados futuramente. Além disso, verificar
se a distribuicao composta permite a utilizacao de distribuicoes a prioris improéprias no

parametro de proporcao de curados também deve ser considerada em estudos vindouros.

Nosso enfoque foi totalmente paramétrico. Entretanto, considerar estruturas nao
paramétricas é uma possibilidade e que pode ser considerada futuramente. Tem-se, por
exemplo, o modelo modelo exponencial por partes que segundo Ibrahim et al. (2001),
parte de sua importancia se deve ao fato de acomodar funcoes de taxa de falha com
diversas formas, nao havendo a necessidade de impor restricoes quanto a forma da func¢ao

de risco para obtermos um ajuste apropriado do modelo aos dados.
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Apéndice A
Demonstracoes e graficos

Somatorios que necessitaram de desenvolvimento:

1) Considere k € (0,1), temos que

- E — k k
k" = —— i 1l—k)= —EM) = ——— Al
em que M é uma v.a. com distribuicdo Geométrica com suporte em {1,2,---} e

probabilidade de sucesso 1 — k.
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Considerando a defini¢ao de funcao de densidade para estatistica de ordem, para

a distribuicao EG,,, temos

(@) = 1 AL =@ [ 1— e\ /(1 —g)era\""
Il = Blon — k1) (1= fe2o)> \1 — fe > 1— e
1 A1 = 0)ee

:B(k” n—=k+ 1) (1 - Ge—kx)”“ (1 — e—)mv) - ((1 B 8>€_>\$)n_

(A.3)

Usando a funcao de densidade para estatistica de ordem para o méaximo dos

tempos, temos que a funcao densidade de ordem para a distribuicao EG,,, é dada por

( ) B 1 )\96_>‘y ‘9(1 . e—Ay) k—1 6_)\y n—k
gk‘:TL y 7B(k,n_k+1) (€_>‘y(1—9)+9>2 e—)\y(l_e)_|_9 6_)‘y(1_0>+0
1 )\ek (1 o e*)\y)kil (eiAy)n*k+1
Blkyn—k+1) (e (1 —0)+6)""

(A.4)

Apresentamos alguns gréaficos adicionais utilizados para formalizar conclusoes

contidas no texto.

FIGURA A.1: Contorno da funcao log-verossimilhanca para A = 3, percentual de censura
de 25% e tamanho amostral n = 100 das distribuigdes EG,,, (esquerda) com 6 = 0, 30.
Com p = 0,30 LEG,,, (centro) sendo 6 = 0,20 e LEG,,, (direita) sendo 6 = 0, 50.
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FIGURA A.2:

Funcéo de sobrevivéncia
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0.0

considerando os trés esquemas de ativagao, com A =1e 6 =0, 5.
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Grafico da funcao de sobrevivéncia dos modelos da familia EG
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FIGURA A.3: Grafico Quantil-Quantil dos residuos normalizados para as parametrizagoes

I, IT e III, respectivamente. T6 (superior) e T4 (inferior).
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FIGURA A.6: Graficos de assimetria e curtose com variagao de 6 para y = —0.7e o = 0.5

ou A = 4, considerando a distribuicdo GGG, (Superior) GGG, (Inferior)
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FIGURA A.7: Grafico das densidades marginais a posteriori para os parametros do

modelo LGGG,,, no conjunto de dados reais completo.
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FIGURA A.8: Grafico das densidades marginais a posteriori para os parametros do

modelo LGGG,,, no conjunto de dados reais com a retirada das observagoes 5 e 171.



