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Resumo

As distribuicoes normal generalizada (NG) e lognormal generalizada (logNG)
sdo flexiveis por acomodarem caracteristicas presentes nos dados que néo sdo capturadas
por distribuicoes tradicionais, como a normal e a lognormal, respectivamente. Essas
distribuices sdo consideradas ferramentas para reduzir as observacoes aberrantes e
obter estimativas robustas. Entretanto o maior obstaculo para a utilizacao eficiente
dessas distribui¢coes tem sido os problemas computacionais. Este trabalho propoe a
metodologia da analise de referéncia Bayesiana para estimar os parametros dos modelos
NG e logNG. A funcao a priori de referéncia para uma possivel ordem dos parametros
do modelo é obtida. Mostra-se que a funcdo a priori de referéncia conduz a uma
distribuicdo a posteriori prépria, em todos os modelos propostos. Para fins de inferéncia,
¢ considerado o desenvolvimento de métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov
(MCMCQ). Para detectar possiveis observacoes influentes nos modelos considerados, é
utilizado o método Bayesiano de andlise de influéncia caso a caso, baseado na divergéncia
de Kullback-Leibler. Além disso, uma representacdo de mistura de escala uniforme para
as distribui¢oes NG e logNG ¢ utilizada, como um método alternativo, para permitir o
desenvolvimento de algoritmos de amostrador de Gibbs. Estudos de simula¢do foram
desenvolvidos para analisar as propriedades frequentistas dos processos de estimacao.

Aplicacoes a conjuntos de dados reais mostraram a aplicabilidade dos modelos propostos.

Palavras-chave: Andlise de reférencia Bayesiana, distribuicdo normal generali-
zada, distribuicdo lognormal generalizada, divergéncia de Kullback-Leibler, mistura de

escala uniforme.
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Abstract

The Generalized Normal (GN) and Generalized lognormal (logGN) distributions
are flexible for accommodating features present in the data that are not captured by
traditional distribution, such as the normal and the lognormal ones, respectively. These
distributions are considered to be tools for the reduction of outliers and for the obtention
of robust estimates. However, computational problems have always been the major
obstacle to obtain the effective use of these distributions. This paper proposes the
Bayesian reference analysis methodology to estimate the GN and logGN. The reference
prior for a possible order of the model parameters is obtained. It is shown that the
reference prior leads to a proper posterior distribution for all the proposed model. The
development of Monte Carlo Markov Chain (MCMC) is considered for inference purposes.
To detect possible influential observations in the models considered, the Bayesian method
of influence analysis on a case based on the Kullback-Leibler divergence is used. In
addition, a scale mixture of uniform representation of the GN and logGN distributions
are exploited, as an alternative method in order, to allow the development of efficient
Gibbs sampling algorithms. Simulation studies were performed to analyze the frequentist
properties of the estimation procedures. Real data applications demonstrate the use of

the proposed models.

Keywords: Reference Bayesian analysis, generalized normal distribution, gene-

ralized lognormal distribution, Kullback-Leibler divergence, scale mixtures of uniform.
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Capitulo 1

Introducao

As distribuicoes normal e lognormal sdo aplicadas em diversas dreas de estudo
para modelar dados simétricos e assimétricos, respectivamente. No entanto, algumas
vezes, ambas as distribuicoes ndo descrevem suficientemente bem uma situacao real.
Quando os dados provém de uma distribui¢do com caudas mais leves ou mais pesadas do
que a normal, a suposicao de normalidade nédo é adequada. De forma semelhante, quando
os dados provém de uma distribuicdo com caudas com um grau significativo de assimetria
positiva, a suposicao de lognormalidade ndo é adequada. Nestas circunstancias, é
necessario utilizar-se modelos mais flexiveis, como a distribuicdo normal generalizada

(NG) e a distribuicdo lognormal generalizada (1ogNG).

A distribuicao NG, que abrange uma variedade de distribui¢des, como a de La-
place, a normal e a uniforme, é considerada uma ferramenta para reduzir as observacoes
aberrantes e obter estimativas robustas (Box & Tiao, 1973; Walker & Gutiérrez-Peia,
1999; Liang et al., 2007). Essa distribuicdo tem sido utilizada em contextos diferentes,
com diferentes parametrizacoes, mas o maior obstaculo para a sua utilizacdo eficiente
tem sido os problemas computacionais, pois ndo existem formas explicitas para os
estimadores do parametro de forma. A estimacdo do parametro de forma deve ser
feita por métodos numéricos. Entretanto, no contexto cldssico, existem problemas de

convergéncias, de acordo com estudos de Varanasi & Aazhang (1989) e Agro (1995).

No contexto Bayesiano, os métodos apresentados na literatura para estimar

os parametros da distribuicdo NG sdo restritos e aplicados a casos particulares. Box



& Tiao (1973) utilizaram a distribuicdo NG sob a perspectiva Bayesiana subjetiva no
contexto de modelos de regressdao robustos, como uma alternativa aos pressupostos de
normalidade dos erros em modelos de regressao. West (1987) provou que a distribuicdo
NG pode ser representada por uma mistura de escala da distribui¢cdo normal. Choy &
Smith (1997a) utilizaram a distribuicdo a priori normal generalizada para o parametro
de locacdo no modelo Gaussiano. Obtiveram os sumadrios da distribuicdo a posteriori,
estimado pelo método de Laplace, e examinaram as suas propriedades de robustez. Choy
& Smith (1997b) utilizaram a representacdo da distribuicdo NG como uma mistura de
escala da distribuicdo normal em modelos de efeitos aleatdrios e consideraram o método
Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC) para a obtencdo dos sumadrios a posteriori do
parametro de interesse. Walker & Gutiérrez-Pefia (1999) propuseram que a distribui¢do
NG fosse representada por uma mistura de escala da distribui¢do uniforme e estimaram
os parametros de locacao e de escala pelo método Monte Carlo em Cadeia de Markov
(MCMC). Recentemente, Salazar et al. (2012) consideraram a analise Bayesiana objetiva
para o modelo de regressdo normal generalizado. Eles utilizaram trés diferentes funcoes
a priori ndo-informativas de Jeffreys para os parametros do modelo e mostraram que

apenas uma dessas funcoes a priori conduz a uma distribuicao a posteriori propria.

A distribuicéo 1ogNG, que inclui a distribui¢do lognormal como um caso parti-
cular, também é considerada uma ferramenta para obter estimativas robustas (Martin
& Pérez, 2009). Essa distribuicdo tem sido utilizada com diferentes parametrizagoes,
em contextos diferentes, mas os procedimentos inferenciais para os parametros do
modelo apresentam problemas. Em particular, no contexto cldssico, a parametrizacdo
que considera o pardmetro limiar (localizacdo) causa um efeito ndo usual na funcéo
de verossimilhanca, isto é, a funcédo de verossimilhanca de alguma amostra ordenada
dessa distribuicdo torna-se ilimitada. Consequentemente, a maximizaciao global da
verossimilhanca conduz a estimativa inconsistente. Hill (1963) mostrou que o parametro
limiar tende para o menor valor observado da variavel resposta, isto €, o minimo, e as
estimativas de maxima verossimilhanca dos demais parametros sdo inconsistentes. No
entanto Hill (1963) também manteve a ideia de que estimativas consistentes poderiam
ser obtidas através das equacoes de verossimilhanca. Neste contexto, diferentes autores
estudaram como obter estimativas consistentes para essa distribuicdo, como pode ser

visto em Harter & Moore (1966), Calitz (1973), Cohen & Whitten (1980, 1988). Entre-



tanto algumas vezes a fungdo de verossimilhanca pode ndo ter méximo local claramente

definido para pequenas amostras (Harter & Moore, 1966; Cohen & Whitten, 1988).

No contexto Bayesiano, os métodos apresentados na literatura para estimar
os parametros da distribuicdo logNG também sao restritos e aplicados a casos parti-
culares. Hill (1963) considerou fungdes a priori subjetivas. Upadhyay & Peshwani
(2001) utilizaram funcao a priori ndo-informativa de Box & Tiao (1973). Recentemente,
Martin & Pérez (2009) utilizaram a parametrizagdo da distribuicdo logNG, obtida da
transformacdo exponencial de uma variavel aleatéria, que segue a distribui¢do normal
generalizada estudada por Nadarajah (2005). Representaram a distribuicdo logNG como
uma mistura de escala da distribuicdo uniforme, utilizaram funcoes a priori informativas
e ndo-informativas de Jeffreys, e estimaram os parametros de interesse pelo método

amostrador de Gibbs.

O objetivo deste trabalho é utilizar a metodologia da andlise de referéncia, como
uma forma objetiva, para obter funcdo a priori ndo informativa (de referéncia) para os
parametros dos modelos NG e logNG a fim de fazer uma analise Bayesiana dos modelos
considerados. Modelos de regressao para a distribuicdo NG também sdo considerados.
Para fins de inferéncia, é considerado o método Monte Carlo em Cadeia de Markov
(MCMC). Técnicas de diagnodsticos baseadas na divergéncia de Kullback-Leibler sdo
utilizadas como medida de influéncia local. Além disso, uma representacdo de mistura
de escala uniforme para as distribuicoes NG e logNG é utilizada, como um método

alternativo, para permitir o desenvolvimento de algoritmos de amostrador de Gibbs.

Uma breve revisdo sobre andlise Bayesiana objetiva e dos métodos de obtencéo
de funcodes a priori ndo-informativas, como as de Jeffreys (1946) e de Bernardo (1979)
sdo apresentados na Secdo 1.1. A Secdo 1.2 apresenta alguns critérios de selecdo de
modelos. A Secdo 1.3 apresenta um método Bayesiano de andlise de influéncia caso
a caso, baseado na divergéncia de Kullback-Leibler. A organizacao dos capitulos estd

apresentada na Secdo 1.4.



1.1 Analise Bayesiana objetiva

Na abordagem Bayesiana, sabe-se que a inferéncia acerca de qualquer parametro
de interesse é obtida a partir da distribuicdo a posteriori, que contém toda a informacéo
probabilistica a respeito do parametro de interesse. A distribuicao a posteriori é obtida a
partir da combinacdo do conhecimento prévio do pesquisador sobre o parametro (distri-
buicéo a priori) com a informacao proveniente dos dados (funcdo de verossimilhanca).
A distribuicao a priori funciona como um peso para a informacéo fornecida pela funcao
de verossimilhanca. Entretanto, nas situagdes em que nao existem informacdes a priori
substanciais sobre o problema e/ou existe complexidade em elicitar as distribui¢cdes a
priori subjetivas para os parametros de interesse, é necessario adotar outro procedimento
que consiga captar essa nocao de que a informacao a priori tenha um efeito minimo
sobre os resultados. O uso de funcées a priori ndo-informativas, como as de Jeffreys

(1946) e de Bernardo (1979), é adequado, nessas circunstancias.

A funcdo a priori objetiva (ou nao-informativa) mais comumente utilizada € a de
Jeffreys (1946), que é invariante sob transformac¢des um a um e bem sucedida no caso
unidimensional. No entanto, no caso multidimensional, Jeffreys encontrou dificuldades

no método e sugeriu modifica¢des ad hoc para a priori.

O método de andlise de referéncia foi proposto por Bernardo (1979) para corrigir
as deficiéncias da aplicacdo da regra de Jeffreys no caso multiparamétrico. A abordagem
da priori de referéncia de Bernardo foi aprimorada por Berger & Bernardo (1992).
Essa abordagem descreve uma forma de encontrar funcdes a priori ndo informativas
(priori de referéncia) que maximizam a falta de informacgdes. Nesse caso, as afirmagoes
produzidas pelo processo de estimacdo dependem somente do modelo assumido e
dos dados observados. A funcdo a priori de referéncia produz uma distribuicao a
posteriori de referéncia, a partir da aplicacao formal do teorema de Bayes. A andlise
de referéncia fornece distribuicoes a posteriori com propriedades importantes, como
generalidade, invaridncia, marginalizacdo consistente e propriedades de amostragem

consistente (Bernardo, 2005).

O método de obtencdo da funcio a priori de referéncia, para o modelo multi-

paramétrico, depende da matriz de informacéo de Fisher e é baseado na normalidade



assintdtica da distribuicao a posteriori. Berger & Bernardo (1992) sugeriram organizar
os parametros de acordo com a sua ordem de importancia inferencial, e forneceram
uma descri¢do detalhada de métodos matematicos para obter uma fungéo a priori de

referéncia.

A seguir, apresentam-se a definicdo da matriz de informacao esperada de Fisher
no caso multiparamétrico e os métodos de Bernardo (referéncia) e de Jeffreys para

obtencao de funcdes a priori ndo-informativas.

Definicdo 1.1. Seja Y uma varidvel aleatdria com funcdo densidade f(y|0), em que
0 = (04,...,0,,). Denota-se I(0) a matriz de informacio esperada de Fisher de 0, cujos

elementos sao definidos por

1.(8) = —E (M) :E<310gf(y!9)0logf(y\9)) =1 .m

06,00, 00; 09,

em que [;;(0) = 1,,(0), 6, o j-ésimo elemento de 6.

A medida da informacado de Fisher estd associada a curvatura média da funcao
de verossimilhanca. Quanto maior for a curvatura, maior serd a informacao contida na

funcdo de verossimilhanca, portanto maior serd /(0).

1.1.1 Funcao a priori de referéncia para o caso multiparamétrico

Esta subsecao apresenta o método de anadlise de referéncia Bayesiana para o
caso de dois ou mais parametros pertubadores, supondo normalidade assintética da

distribuicao a posteriori, segundo Bernardo & Ramon (1998).

A func@o a priori de referéncia maximiza a falta de informacao sobre a quanti-
dade de interesse. Uma caracteristica importante do método de andlise de referéncia é o
tratamento diferenciado dado aos parametros de interesse e aos parametros pertubado-

res.

Seja f(ylg, M), A = (A1, ), ¢ € &, A € A = [[[L, A;, um modelo proba-
bilistico com m + 1 parametros, a quantidade de interesse € ¢, € (¢, \1,...,\y) €é @
matriz de informacdo de Fisher (m + 1) x (m + 1). Supde-se que a distribuicao a poste-

riori conjunta de (¢, A, ..., \,,) seja assintoticamente normal com média ¢, A1, ..., A,



os correspondentes estimadores de maxima verossimilhanca, e com matriz de covari-
ancia B(gz@, A, ,;\m), em que B(gz@, A, ,;\m) = I‘l(qg, Moo Xm). Considerando-se
que B; é a submatriz superior j x j aesquerdade B, j =1,....m+ 1, H; = Bj_l,
e hjj(¢,A\,...,A\n) € o elemento inferior a direita (j,j) de H;, tal que H,,11 = [ e

hm+1,m+1 = Im+1,m+1, definem-se

B11(¢7 /\17...,)\m) Bl(m+1)(¢> /\1,...,)\m)
B(g, A1, ..., ) = : : :
B (@A, ) Bangsnym+1) (0, A1, -5 Am)

H(p, M, m) = B Yo, A0, A,

entdo, pelas propriedades padrédo da distribuicdo normal multivariada tem-se que:

1. A distribuic@o a posteriori marginal de ¢ é assintoticamente normal com desvio

~

1 . A
padrdo hy® (¢, A1,..., A\p) €

2. A distribuicéo a posteriori condicional de \; dado (¢, A, ..., \;_1), € assintotica-
_1 ~ ~
mente normal com desvio padréo %% ;1 (¢, A1, A1, Aiy oo, A

Esse resultado pode ser utilizado para calcular sequencialmente as funcoes a pri-
ori de referéncia condicionais TR (A0, A1y - s A1), TR A1 | Aty o ooy Ama)s - oo TR (AL D),
e a funcéio a priori de referéncia marginal 7R (¢), onde 7R(.) é a funcfo a priori de referén-
cia. Assim, a funcdo a priori de referéncia conjunta, relativa a parametrizacdo ordenada

(b, A1, .., Am), € Obtida como

TR, AL, -y Am) = TR Ay ALy ooy A1) X .o X TR (A 0) TR ().

Para obter a funcéo a priori de referéncia, no caso da presenca de parametros
pertubadores, escolhe-se o parametro de interesse e segue-se o procedimento abaixo

(Bernardo & Ramén, 1998).

Proposicéo 1.1. (Priori de referéncia sob normalidade assintdtica) Seja f(y|p, N), A =
Ay ooy Am), 0 € DA EAN = H;”Zl A;, um modelo probabilistico com m + 1 pardmetros,
e a quantidade de interesse é ¢. SupoOe-se que a distribuigdo a posteriori conjunta de

(¢, A1, ..., \m) Seja assintoticamente normal com matriz de covaridncia B(¢, A1, ..., Am)-



Se B; é a submatriz superior j x j a esquerda de B, H; = Bj’l, e hjj(p, \,...,\n) €0

elemento inferior a direita (j, j) de H;, tem-se que

1. As funcoes a priori de referéncia condicionais sédo

WR(AmMSa )\1a sy )\m—l) X h51+1,m+1(¢a )\17 s 7/\’m)7

WR(/\iW7 Ay Ain) X

exp /A /A logh1§+17i+1(¢7)\17-~7>\m) H WR()\j|¢,>\1,...,>\j_1) d)‘i-‘,-l s
i+1 m

j=i+1

em que dX\; = d\; X -+ X dA\p, € T(N|P, M1, .., A1), 4 = 1,...,m sdo préprias.
Se qualquer dessas funcoes a priori de referéncia condicionais nao for prépria, uma

aproximacao compacta sera necessaria para as integrais correspondentes.

2. A funcdo a priori de referéncia marginal de ¢ é

TR(¢) o exp // log By (¢, At - Am) 4 [T 7516 A, A m0) pda g,
Al Am j=1

onde BrZ (6, A1y, Am) = BB A1y -+ s Aa).-

Corolario 1.1. Se os espagos paramétricos dos pardmetros pertubadores A; ndo dependem

de {¢,\1,..., Ni_1}, e as fungbes hyi, hao, . . ., R, hing1,m+1 S€ fatoram da forma
h1§1(¢a )\la sy A771) - f[)(¢)g()(A1, ceey )‘m) e

h?+17i+1(¢, /\1, .. .,)\m) = fz(/\z)gz(gba )\i, .. ~7)\i—17)\i+17 .. .,)\m) com i = ]_, oo, m

tem-se que
() o< fo(@)
RNl Ay dic1) o fi(N), i=1,...,m,
e ndo hé necessidade de aproximagdes compactas, mesmo que 78 (\;[¢, A, ..., \i_1) ndo

seja propria (Bernardo & Ramén, 1998).



Sob condicoes de regularidade (ver Teorema 5.14 e Secao 5.4.5 de (Bernardo
& Smith, 1994)) a distribuicdo a posteriori de (¢, A1, ..., \,,) é assintoticamente normal
com média (quS, Moo, 5\m), os correspondentes estimadores de maxima verossimilhanca,

~

e com matriz de covariancia B(d;, My, 5\m), onde B(qg, Moo, S\m) = [‘1(q3, My, Am)

e I(¢,\1,...,\n) € a matriz de informagdo de Fisher (m + 1) x (m + 1), neste caso,
H(p, M1, ..., m) = 1(¢, M1, ..., A\n), € a priori de referéncia pode ser obtida dos elemen-
tos da matriz de informacao de Fisher (¢, A1, ..., A\p)-

1.1.2 Funcao a priori de Jeffreys para o caso multiparamétrico

A regra de Jeffreys é um método para determinar priori ndo-informativa, que é
invariante sob transformacoes injetivas (Migon, H. S. and Gamerman, D., 1999). Apesar
da propriedade de invariancia, a priori Jeffreys geralmente é imprépria e conduz a uma

distribuicao a posteriori impropria.

A funcdo a priori de Jeffreys é proporcional a raiz quadrada do determinante da

matriz de informacéo de Fisher, isto €,
7(8) o | det 1(0))2,

em que 0 = (0,...,0,,) e I(0) é a matriz de informacéo de Fisher.

A utilizacdo da regra de Jeffreys no caso multiparamétrico costuma ter um
desempenho insatisfatorio, pois a propriedade de invariancia é menos rigorosa e con-
vincente sobre a verossimilhanca, especialmente, quando os parametros de localizacdo
e escala ocorrem simultaneamente. A suposicdo de independéncia a priori entre os
parametros de natureza diferente e a utilizacdo da regra de Jeffreys separada para a

especificacdo das distribuicdes marginais é recomendada por Jeffreys.

1.2 Critérios de selecao de modelos

No contexto Bayesiano hd uma variedade de critérios que podem ser adotados
para selecionar o melhor ajuste entre uma colecdo de modelos. Neste trabalho sdo

considerados os seguintes critérios: o Critério de Informacédo de Desvio (DIC) proposto



por Spiegelhalter et al. (2002), o Critério de Informacdo de Akaike Esperado (EAIC)
proposto por Brooks (2002) e o Critério de Informacao Bayesiano Esperado (EBIC)
proposto por Carlin & Louis (2001a). Esses critérios sdo baseados na média a posteriori
do desvio, E(D(0)), que pode ser estimado a partir dos resultados das amostras MCMC,
D=3 Zqul D(6@)), onde o indice ¢ indica a ¢-ésima realizaciio de um total de @ reali-
zagbes e D(0) = —2>"""  log(f(y:|0)), onde f(.) é a funcdo densidade de probabilidade.
Os critérios DIC, EAIC e EBIC sao dados por

DIC=D+pp=2D—D, EAIC=D+2b e EBIC =D +blog(n),

em que b é o numero de parametros do modelo e pp é o nimero efetivo de parametros
no modelo, que é dado por E[D(6)] — D[E(#)], em que D[E(0)] é o desvio avaliado na
média a posteriori que pode ser estimado por D = D (% Zqul 0(4)>. Valores menores de

DIC, EAIC e EBIC indicam o modelo preferido.

Outro critério bastante aceito para selecao de modelos é obtido da estatistica
preditiva condicional ordenada (CPO). Para uma discussdo detalhada da estatistica CPO
e suas aplicacOes para selecio de modelos, consulte Gelfand et al. (1992), Gelfand &
Dey (1994) e Ibrahim et al. (2001). Sejam D os dados completos e D_;) os dados com

a i-ésima observacdo excluida. Define-se a densidade a posteriori de ¢ dado D _; por

7(0|D(—y), parai = 1,...,n. Desse modo, a i-€ésima observacdo da CPO; pode ser escrita
como X
7(0|D) o
CPOi:/fyZ-QW@D_i d@z{/ d@} i=1,...,n,
G)(|)(\<>) s Tl

em que f(y;|0) é a funcdo densidade de y;. Valores altos de CPO; indicam um bom
ajuste do modelo. Em geral, ndo existem expressdes de formas fechadas para a CPO,.
Entretanto uma estimativa para a CPO; pode ser obtida através da amostra MCMC da
distribuicdo a posteriori (0| D). Portanto uma estimativa Monte Carlo para para a CPO;

¢é dada por
-1

CPO. — li#
' Q ] f(yi|9q) 7

em que () denota o tamanho da amostra MCMC, como pode ser visto em Chen et al.
(2000). O sumdrio estatistico da CPO; é dado por B = )" log(CPO;), em que um valor

alto de B indica um melhor ajuste do modelo considerado.
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1.3 Diagndstico de influéncia Bayesiano

Ao se ajustar um modelo a um conjunto de dados, é importante estudar a
robustez dos resultados obtidos no processo de estimacao dos pardmetros. A analise de

diagndstico via delecdo de casos pode ser utilizada para esta finalidade.

Para avaliar a sensibilidade na estimacdo dos parametros, considera-se um
diagnéstico Bayesiano de influéncia via delecdo de casos (Cook & Weisberg, 1982)
baseado na divergéncia de Kullback-Leibler (K-L) (Cho et al., 2009), o qual é calculado

utilizando a densidade preditiva condicional ordindria.

Considera-se K (,m(_;) a divergéncia de K-L entre 7 e 7(_;), em que 7 denota a
distribuicéo a posteriori de 6 para os dados completos e 7(_;) € a distribuicdo a posteriori

de 0 sem o i-ésimo caso. Especificamente,

N m(0|D)
K(W,w(_l)) /7r(9|D)log W(e\D(—z')> da, (1.1)

em que K (m,m(_;) mede o efeito de remover o i-ésimo caso dos dados completos na

distribuicao a posteriori de 6 (Cancho et al., 2011).

A equacdo (1.1) pode ser simplificada em termos de uma média a posteriori.
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Considere a seguinte relacdo:

7(0]|D) :HjeDf(yJw (6) fee@ jeD_; f(y;0)m(6)do
(0| D_;) HjeD,if(yyl‘g Q0 fee@ jeb f(yj|9)77(‘9) do

(1.2)

fee@ HjED_i f(yj|9)f(9)d9

= o) fee@ HjeD f(yj|0)77(‘9)d9
— f(y fee@ JGD f(y;|0)m(0)do
fee@ (il0) Ijep_, f(y;l0)m(6)do
: |0 (6)do
= f(yi]0) feee JGD,if(yJ’ )7 (0)

Juco £(w16) (<(O1D-0) Jyco TLico_, f (4sl6)(6)d0) do

f(vil0) Joeo 11 ]eD f(y;]0)m(68)de
Yi fee@ jeD_; f(ij 0)df f@e@ (y:|0)7 (8] D_;)do

- 1 _ fwil9)
f(wil6) Joco fw:l0)m(6]D_)d0 — CPO;"

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equacao (1.2), obtem-se
m(6|D)
1 =1 ; —1 PO;). 1.

Substituindo (1.3) em (1.1), a divergéncia de K-L pode ser escrita como uma

média a posteriori

K (m,m(_y) = —log(CPO;) + Egp{log|f (vi|0)]}. (1.4)

Uma estimativa para a divergéncia de K-L pode ser obtida através da amostra

MCMC da distribuicao a posteriori 7(6|D).
Portanto uma estimativa de Monte Carlo para a equacado (1.4) é dada por
K (W,W(,i)) — log( CPO Zlog (v:]6,)]

em que () denota o tamanho da amostra MCMC. Valores altos da divergéncia de K-L

indicam a presenca de pontos influentes no conjunto de dados. Para verificar se a i-ésima
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observacdo é um ponto influente ou néo, é determinada uma medida de calibracao da

divergéncia de K-L dada por

p2:075

1+ \/1 — exp {—Qf( (n,w(_i))}] :

como mostrado em McCulloch (1989) e Cho et al. (2009). Se o valor de p; € muito maior

do que 0, 5, o i-ésimo caso é considerado influente.

1.4 Organizacao dos capitulos

A abordagem Bayesiana para a distribuicdo normal generalizada, os estudos de
simulacdo e uma aplicacdo a conjunto de dados reais sdo apresentados no Capitulo 2. O
Capitulo 3 apresenta a abordagem Bayesiana para a distribuicdo lognormal generalizada,
estudos de simulacdo e uma aplicacdo a conjunto de dados reais. O Capitulo 4 apresenta
a abordagem Bayesiana para o modelo de regressdao normal generalizado, um estudo
com dados artificiais e uma aplicacdo a conjunto de dados reais. Por fim, o Capitulo 5

apresenta as considerac¢oes finais e propostas futuras do trabalho.



Capitulo 2

Distribuicao normal generalizada

Na literatura estatistica, muitas pesquisas tém sido desenvolvidas sob a suposi¢éo
de que os dados seguem uma distribuicdo normal. Entretanto essa suposicdo pode nao
ser realista quando os dados apresentam um comportamento naturalmente simétrico,
com caudas mais leves ou mais pesadas que a distribuicdo normal. Ao contrario da
distribuicéo t de Student, que possui caudas mais pesadas que a distribuicdo normal, a
distribuicdo NG pode fornecer caudas mais leves ou mais pesadas do que a distribuicdo

normal.

A primeira formulacdo da distribuicdo NG foi proposta por Subbotin (1923)
como uma generalizacdo da distribuicado normal, caracterizada pelos pardmetros locacao,
escala e forma. Essa distribuicdo é também conhecida como distribuicdo poténcia

exponencial ou distribuicdo de erro exponencial.

A parametrizacdo da distribuicdo NG considerada neste trabalho foi estudada

por Nadarajah (2005).

Definicao 2.1. Considera-se que a variavel aleatéria Y tem distribuicdo Normal Genera-
lizada, denotada por Y ~ NG(y, 7, s), se sua funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.)
for dada por

5 y —p|’
fy(ylums)=27r(§) eXp{—’T‘ } ypeR, 7,5>0. (2.1)

O parametro . € a média, T é o fator de escala e s é o parametro de forma. Em

13
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particular, a média, a variancia e o coeficiente de curtose de Y sdo dados por
T (5) rEre)
E(Y) = U, VCLT(Y) = W ey = F2—(§>,
respectivamente.

A distribuicdo NG descreve distribuicdes leptocurticas se 0 < s < 2 e distribuicoes
platicurticas se s > 2. Alguns casos particulares da distribuicdo NG sdo a distribuicéao
Laplace quando s = 1, a distribuicdo normal, quando considera-se s = 2 e substitui-se T
por v/2 7 e quando s — oo a f.d.p. em (2.1) converge pontualmente para uma distribuicio

uniforme em (pu — 7, 0 + 7).

A distribuicao NG é simétrica em relacdo a média e unimodal. Essa distribuicao
permite um ajuste mais flexivel da curtose do que a distribuicdo normal. Além disso, a
capacidade da distribuicdo NG em fornecer um ajuste preciso para os dados depende da

sua forma.

A parametrizacdo em (2.1) fornece uma versdo muito complicada da matriz de
informacao Fisher, em que a expressao obtida para o parametro de forma é complexa.
Devido a essa complexidade, adota-se uma reparametrizacdo similar a Zhu & Zinde-
Walsh (2009) para simplificar a matriz de informacao de Fisher. Neste caso, vale ressaltar
que Zhu & Zinde-Walsh (2009) propuseram uma reparametrizacdo para a distribuicéo

poténcia exponencial assimétrica.

Considerando uma reparametrizagdo similar, 0 = 7T (1+1), tem-se que a

distribuicdo NG em (2.1) é dada por

C(1+3)ly—pl
o

fy(ylp,o,8) =20 texp {— ( ) } ., Y, phER, >0, s>0. (2.2)
Esta funcao densidade é representada na Figura 2.1. Nota-se que a distribuicdo
apresenta caudas mais pesadas do que a normal, quando s < 2, ou mais leves do que a

normal, quando s > 2.
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Figura 2.1: Funcao densidade da distribuicdo dada em (2.2) considerando os pardmetros

p=0eo=1.

Para inferir sobre os parametros do modelo em (2.2), adota-se uma abordagem
Bayesiana objetiva. A func¢do de verossimilhanca e as funcGes a priori e a posteriori para

os parametros dos modelos sdo apresentadas a seguir.

2.1 Funcao de verossimilhanca

Sejay = {y1,¥2,...,y,} uma amostra aleatéria da distribuicdo em (2.2). A

funcdo de verossimilhanca é dada por

" T+ =\
L(u,a,s\y):T"J_"exp{—Z( (—l—ﬁ]y M’) } (2.3)

=1

A func@o de log-verossimilhanca em (2.3) é dada por

" T+ |y =l
logL(u,a,s|y):—nlogQ—nloga—Z( ( +S>|y ,u|) : (2.4)

- o
=1

A derivada de primeira ordem da funcao de log-verossimilhanca em (2.4) é dada
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por
s—1
OlogL  sT(1+1) &K (T(A+1) |- ,
ag _sT(1+9) ( L+ ly N|> sign(y: — 1) (2.5)
© g =1 g
dlog L nos~= (T (1+21) |y —pl ’
_ 4 s 2.6
do 0+0;< o (2.6)
dlog L " (T () g -l T (142) |y — U141
og :_Z< (1+4) Iy u\) llog< (1+4) Iy u|>_ )
ds — o o s
emque s > 1e U(s) = 1;((;)) é a funcdo digamma. A restricdo s > 1 garante que a

distribuicdo NG seja diferencidvel e unimodal, condicGes necessdrias para estimacao
do parametro de localizacdo. Além disso, a restricdo s > 1 deixa de fora o caso da

distribuicao de Laplace quando s = 1.

Considerando a Definicdo 1.1, tem-se que os elementos da matriz de informacao

de Fisher para 6 = (i, 0, s) no modelo em (2.2) sdo dados por

11(6) = _(algiﬂ)?] _rere-y

o= [(05) (%) o

o =2 ((%557) ()] =0

o= | (5]

Ins(0) = E ;<3I§§L) (81§§L)] _n

oo (58] 5o}

onde ¥'(s) = 6‘;—9 ¢ a funcdo trigamma. A prova destes resultados é dada no Apéndice

A.l.

A matriz de informacao de Fisher e a sua inversa sdo dadas por

F(%)ng_é) 0 0
10)=n 0 5 —L (2.8)

0 -k AH{O+HV D)

gs S
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e — —
TG ’ !
1 O o? os?
B(0) = — T . —s+(1+s)0 (141) | . (2.9)
n (1+s)\I’,(1+%)
0 0'82 84
| —s+(1+8)0 (141)  —s+(14+5)0' (14+21)

2.2 Distribuicoes a priori e a posteriori

Nesta secdo, aplica-se o método de andlise de referéncia e a regra de Jeffreys,
descritos nas Subsecoes 1.1.1 e 1.1.2, respectivamente, para obter fun¢des a priori ndo-

informativas para os parametros do modelo NG em (2.2).

Funcao a priori de referéncia

A construcdo da funcédo a priori de referéncia é feita com o uso de uma para-
metrizacdo ordenada, segundo sua importancia inferencial (Berger & Bernardo, 1992).
Neste trabalho, a funcdo a priori de referéncia é invariante em relacdo a ordenacdo dos

parametros de pertubacdo (Bernardo, 1997).

O vetor de parametros (u, o, s) é dividido e ordenado em 3 grupos distintos.
Considera-se o caso em que p € o parametro de interesse e os demais (o e s) sdo
parametros pertubadores. Para se obter a funcdo a priori de referéncia conjunta dos

parametros u, o e s, foi adotada a seguinte parametrizacdo ordenada:
WR(M? 0,8) = WR(S|N7 J)WR(J‘M)WR(M)'

Considere-se a metodologia descrita na Subsecdo 1.1.1. Seja H3(0) igual a
matriz de informacéo de Fisher dada em (2.8), e seja, h33(0) = 5 {(1+2) ¥ (1+1)} o
elemento (3, 3) da matriz H;(0). Pelo Coroldrio 1.1, tem-se que h33(6) pode ser fatorado

da forma h§3(0) = \/Sis (1+ )V (14 21) = fa(s)g2(p, 0).

mR(s|p, o) o 572 [(1 + é) v’ (1 + é)} : .

Portanto
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Seja B,(0) a submatriz superior 2 x 2 de B(0) e H,(0) = B, *(0). O objetivo é
encontrar hqy(0), o elemento inferior a direita (2,2) da matriz H,(0), e mostrar que esse

se fatora como h%(@) = fi(o)g1(u, s).

Tem-se que
2
g S 0
1| TEre-1)
B2(0) — E 0 0'2
)
e
F(%)FSQ_l) 0
H2(0) =n s 1?]
0 | (1+sa);f (1+g)
_ 1 s
Portanto hy,(0) = = s [1 " T | pode ser fatorado da forma

h§2(9> = %\/5 {1 - m} = fi(o)g1(u, 5).

1
R —_—
T (o|p) =

Finalmente, seja B;;(0) o elemento (1,1) da matriz B(0) e hy,(0) = B;*(6). O

objetivo é mostrar que /() se fatora como h%l(e) = fo(u)go(o, s).

Invertendo Bi;(0), tem-se que h,(0) = % pode ser fatorado da forma
1 T(i\r(2-1
n4(0) = v/ S i goons).

Portanto

() o 1.

A func@o a priori de referéncia conjunta relativa a parametrizacdo ordenada é

[(Hl) 0’ <1+1)r, (2.10)
S S

em que 4 € R,0 € R e s > 1. Neste caso, vale ressaltar que a funcao a priori

dada por

[

R (p,0,8) o< — X 8~
o

de referéncia coincide com a funcéo a priori de Jeffreys independente para o grupo

{(n), (¢), (s)}, como mostra o Teorema a seguir.
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Teorema 2.1. A fungdo a priori em (2.10) coincide com a fungdo priori de Jeffreys indepen-

dente para o grupo {(u), (o), (s)}.

Prova: Para a funcdo a priori de Jeffreys independente, 7, considera-se cada um dos
pardmetros como independente, isto €, 7y, 0s) o< ©(u) w1 (o) 7' (s). Para cada grupo de
parametros calcula-se uma priori aplicando a regra de Jeffreys como se os outros pardmetros
fossem fixados. Sendo assim, a partir da matriz de informagdo de Fisher dada em (2.8),

tem-se que ™' (11) o< 1, 7o) x L e w(s) oc 572 [(14+ 1) W' (1+ %)}% . Assim,

() ()]

Portanto a fungdo a priori em (2.10) coincide com a fungdo a priori de Jeffreys independente

o

1
7y, 0,8) oc = x 5~
o

para o grupo {(u), (o), (s)}, completando a prova. O

Funcédo a priori de Jeffreys

A funcdo a priori ndo-informativa de Jeffreys, obtida da raiz quadrada do

determinante da matriz de informac&o de Fisher em (2.8), para (u, o, s), € dada por

™ (p,0,5) o< o257 {r G) r (2 — %) {(1 + %) v’ (1 + %) — 1}] %. (2.11)

No entanto, a funcdo a priori em (2.11) conduz a uma distribuicdo a posteriori

impropria.

A seguir, apresentam-se definicbes e Corolarios, de maneira similar a Salazar
et al. (2012), para provar que as func¢des a priori em (2.10) e em (2.11) produzem

distribuicdes a posteriori propria e impropria, respectivamente.

As funcgbes priori 7R(u, 0, s) e ™ (u, 0, s) pertencem a classe de distribuigdes a

priori impréprias dada por

m(s) a€R

m(p,0,8) o

(2.12)

onde a é um hiperparametro e 7(s) é a funcdo a priori marginal do parametro de forma,

para vérias escolhas de 7 (s) e a.

A funcéo a priori de referéncia e a funcéo a priori de Jeffreys sdo da forma (2.12)
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com, respectivamente,

a=1e 7°(s) x 52 {<1+%) 0’ <1+§)r, (2.13)

a=2¢e m(s)ocs? {r(%)r(z-%){(u%)@ (1+§>—1H§. (2.14)

A distribuicéo a posteriori associada com a funcéo a priori (2.12) é prépria se
/ L(s|ly)n(s)ds < oo, (2.15)
1

onde L(s|y) é a funcdo de verossimilhanca integrada de s, dada por

// L(p,0,s|y) o™ %do dpu. (2.16)
» Jo

Proposicdo 2.1. A fungdo a priori marginal para s dada nas equagdes (2.13) e (2.14) é uma
fungdo continua em [1,00) e quando s — oo tem-se que = (s) = O(s73/?) e ' (s) = O(s7).
Prova: A inspecdo direta das fungdes (2.13) e (2.14) mostra que estas fungbes sdo continuas
em [1,00). Quando s — oo tem-se que I' (1) = O(s) e ¥’ (1 + 1) — 1,6449.

Proposicao 2.2. A fungdo de verossimilhanga integrada de s para n > 2 — a, sob a classe
de priori (2.12) é uma fungdo continua em [1,00) e L(s|ly) = O(1) quando s — oo.
Prova: Ver Apéndice A.2.

Proposicao 2.3. A funcdo a priori de referéncia dada em (2.10) conduz a uma distribui¢cdo

a posteriori propria e a fungdo a priori de Jeffreys dada em (2.11) conduz a uma distribuigdo

a posteriori impropria.

Prova: Ver Apéndice A.2.

Distribuicao a posteriori

Neste trabalho, a fungéo a priori de referéncia definida em (2.10), serd adotada
para obter as inferéncias a posteriori do modelo proposto em (2.2). Portanto, utilizando-
se a funcdo de verossimilhanca em (2.3) e a funcdo a priori de referéncia conjunta em

(2.10), obtém-se a distribuicdo a posteriori conjunta para u,o e s,

™ (1, 0, sy) o o=t g3 Kl + —) v (1 + —)] exp {— Z ( ( S) ly 'u|> } .
s 5 i=1 g

(2.17)
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As distribuicdes condicionais completas, associadas com a distribuicio a poste-

riori conjunta em (2.17), sdo dadas por

R (ulo, s,y) o exp{ < ‘yl ﬂ’) }, (2.18)
=1

T (olp,5,y) oc o~ "D exp {— > (F L ! } (2.19)

=1

)
(0o o ()

(2.20)

njw

(sl 0,y) o< 5™

As distribuicdes condicionais completas em (2.18) e em (2.20) ndo tém um nucleo
de uma distribuicdo conhecida, e a distribuicdo em (2.19) pode ser reduzida facilmente a
uma distribuicdo gama inversa pela transformacgdo A\ = ¢°. As estimativas dos parametros
de interesse sdo obtidas por métodos de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC),
como a utilizacdo do algoritmo Metropolis-Hasting dentro do amostrador de Gibbs (Chib

& Greenberg, 1995). Detalhes do algoritmo sdo dados no Apéndice B.

2.3 Estudo de simulacao

Esta secdo apresenta algumas propriedades frequentistas dos estimadores Bayesi-
anos, considerando a priori de referéncia dada em (2.10). Foram gerados 1.000 conjuntos
de dados com tamanhos de amostras n = 30, 100, 300, e 500 de acordo com (2.2), com
parametros ;= 0,0 = 1 e s = {1,05;2; 3;5}. As amostras a posteriori foram geradas pelo
algoritmo Metropolis-Hasting dentro do amostrador de Gibbs, através do método MCMC
implementado no software R. Uma tnica cadeia de dimensao 15.000 foi considerada
para cada parametro. Adotou-se um aquecimento de 5.000 com o objetivo de eliminar o
efeito dos valores iniciais, obtendo uma amostra de tamanho 10.000 da distribuicédo a
posteriori. Além disso, o valor da constante de escala (k) que controla a taxa de aceitacdo

(TA) do algoritmo foi definido igual a 1 para cada cendrio.

Para analisar as propriedades frenquentistas dos estimadores Bayesianos, conside-

rou-se as 1.000 amostras MCMC das distribuicoes a posteriori obtidas para cada cendrio,
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como descrito no inicio da Secdo 2.3. Em cada amostra MCMC obtida, calculou-se os
intervalos de credibilidade de maxima densidade de probabilidade (HPD) para uma
credibilidade fixada em 95%. De posse destes intervalos, avaliou-se as probabilidades de
cobertura de cada parametro. Além disso, para cada amostra MCMC, obteve-se as taxas
de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hasting para cada parametro. As médias

destas taxas sdo apresentadas na Tabela C.1 (ver Apéncice C).

A Tabela 2.1 mostra a probabilidade de cobertura do intervalo de credibilidade
de méaxima densidade de probabilidade (HPD) a 95% para cada tamanho amostral e para
cada parametro do modelo NG. As convergéncias empiricas sao similares e préximas
do nivel nominal quando n > 100. Entretanto quando s = 1,05 as probabillidades de
cobertura sdo maiores do que o nivel nominal. Uma explicacdo para este fato pode ser
dada com base no comportamento suave da fun¢do a posteriori em torno da sua moda,
resultando em uma matriz de covariancia mal condicionada, que produz uma estimativa

grande da variancia do estimador.

Tabela 2.1: Probabilidade de cobertura do intervalo de credibilidade de maxima
densidade de probabilidade (HPD) a 95% para cada tamanho amostral e para cada

parametro do modelo NG.

Parametros i

30 100 300 500

=70 93,9 95,1 95,2 95,1
c=1 90,3 93,4 94,6 94,9
s=1,05 99,6 97,8 98,3 98,1
= 93,2 95,1 95,6 94,7
oc=1 94,3 95,5 96,2 94,6
s=2 97,9 95,4 95,7 94,8
= 92,8 94,1 94,5 93,2
c=1 94,3 93,7 95,9 94,3
5=3 96,5 93,7 95,1 954
= 94,5 94,2 95,8 94,4
o= 95,6 94,1 94,3 96,0

5= 97,9 95,4 96,2 96,7
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A Figura 2.2 mostra a variancia e o erro quadratico médio dos estimadores de
o e s para diferentes amostras. Para determinar estes valores, considerou-se as 1.000
amostras MCMC das distribuicdes a posteriori dos parametros o e s. Em cada amostra
MCMC, calculou-se a variancia (Var) e o erro quadrdtico médio (EQM). De posse destas
estimativas, calculou-se as médias das variancias e dos EQMs. Estas medidas foram

obtidas, como por exemplo, para o parametro ¢, com as seguintes equacoes:

Zij\il (a—l — 5)2 e EQM((AT) _ Zz]\il (a—l - 0_)2

Var(§) =
ar(o) N1 N ,

em que g = Z]V:T”' e N = 1.000. Como esperado, a medida que o tamanho da amostra
cresce, a variancia e o erro quadratico médio dos estimadores decrescem. Entretanto a
reducéo € mais acentuada para o estimador de o, em todas as situacoes consideradas,
quando comparada com a reducdo do estimador de s. Além disso, observa-se que quanto
maior for o valor do parametro de forma, s, maior sera a variancia e o erro quadratico

médio da estimativa.
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Figura 2.2: Variancia e Erro Quadratico Médio dos estimadores Bayesianos para diferen-

tes amostras do modelo NG.
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2.4 Aplicacao

Com a finalidade de testar a metodologia proposta, cosidera-se um conjunto
de dados com 1.309 informacGes sobre altura de clones de Eucalyptus sp., plantados
em florestas no Sul do Estado de Sdo Paulo. O objetivo é ajustar o modelo normal
generalizado e o modelo normal ao conjunto de dados e comparar a eficiéncia dos

respectivos modelos.

Os modelos normal generalizado e normal foram ajustados aos dados pelo proce-
dimento de referéncia Bayesiana. As amostras da distribuicao a posteriori foram geradas
pelo algoritmo Metropolis-Hasting dentro do amostrador de Gibbs, de maneira similar ao
estudo de simulacdo. Uma tnica cadeia de dimensao 120.000 foi considerada para cada
parametro, descartando as primeiras 60.000 iteracdes (burn in) para eliminar o efeito dos
primeiros valores. Para evitar a correlacdo nas séries, considerou-se um espacamento de
tamanho 10, obtendo-se uma amostra final de tamanho 6.000 da distribuicao a posteriori.
Para controlar a taxa de aceitacdo (TA) do algoritmo, considerou-se as constantes de
escala k = 0,5 e k = 1, para os modelos NG e normal, respectivamente. A convergéncia
das cadeias foi verificada pelo critério de Geweke (1992) (ver Tabela C.2 no Apéndice C).
As cadeias resultantes sdo apresentadas nas Figuras C.1 e C.2 (ver Apéndice C). O tempo
de computacdo requerido por esta aplicacdo foi de 2, 66 minutos, em um computador

Core i7 — 2.90GHz com 6.0GB de mémoria RAM.

A Tabela 2.2 mostra os resumos a posteriori para os parametros de ambas as
distribuicdes, os critérios de selecdo de modelos e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo
Metropolis-Hasting. O modelo normal generalizado é o mais indicado para representar
os dados, pois apresenta um desempenho melhor do que o modelo normal para todos
os critérios utilizados. Em particular, a anélise do pardmetro de forma (s > 2) fornece
fortes evidéncias de uma distribuicao platictrtica para os dados de altura de clones de
Eucalyptus sp., o que favorece o modelo NG. Isso é confirmado no grafico da distribuicao

a posteriori predita apresentado na Figura 2.3.
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Tabela 2.2: Resumos a posteriori para os parametros dos modelos NG e normal, critérios

de comparacao Bayesiana e taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hasting.
HPD (95%) DIC EAIC EBIC B TA (%)

Modelo  Pardmetros  Média  Desvio
Padrio

21,640 0,093  (21,456;21,821)

67,79

I
NG o 5,646 0,132 (5,389;5,903) 7100,025 7099,552  7107,906 —3555,254 66,50
s 3,549 0,234 (3,088;4,003) 66,25
Normal I 21,820 0,105  (21,612;22,024) 7576,504 7575,816 7586,170 —3789,546 58,14
o 3,313 0,067 (3,183;3,444) 58,30

A Figura 2.3 apresenta as distribuicdes a posteriori preditas para ambos os
modelos. Percebe-se que o ajuste do modelo é mais pobre quando se considera a

distribuicdo normal. Portanto, hd evidéncia de que a distribuicdo normal generalizada

supera a distribuicdo normal no ajuste dos dados.

0.15
|

Densidade
0.10
1

0.05
|

0.00
L
1

Dados

Figura 2.3: Distribuicdo a posteriori predita para os dados de altura de Eucalyptus sp..

Linha sdlida: distribuicdo normal generalizada, e linha pontilhada: distribuicado normal.
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2.4.1 Influéncia de observacoes aberrantes

Para investigar a medida de divergéncia de K-L na deteccdo de observacoes
influentes no ajuste de um modelo escolhido, considerou-se um conjunto de dados
simulados, em que a variavel y;, altura da arvore, foi gerada de uma distribuicdo NG
com parametros y = 35,0 = 5e s = 3,5; parai = 1,...,500. Foram selecionados os
casos 205 e 465 para perturbacdo. Escolheu-se um ou dois desses casos selecionados
e perturbou-se a varidvel resposta da seguinte maneira: y; = y; + 55,, em que S, sdo
os desvios padrao das alturas ;. As estimativas MCMC foram obtidas de uma maneira

similar a secdo anterior.

Para mostrar o impacto das observacoes influentes detectadas no modelo, Lee
et al. (2006), em contexto classico, definem uma medida de mudanca relativa total. Neste
trabalho, o interesse é mostrar o impacto das observacoes influentes nas estimativas de
cada parametro do modelo. Para tanto, calculou-se a medida de variagéo relativa (VR),

a qual é obtida por

~ A~

VR = 9;00 x 100%, (2.21)

em que 6 e 6, sdo as médias a posteriori dos parametros do modelo, considerando os

dados originais e os dados perturbados, respectivamente.

A Tabela 2.3 mostra as estimativas a posteriori para os dados simulados, as
variacgoes relativas (V' R) das estimativas dos pardmetros, em relacdo aos dados originais
simulados e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings. O conjunto
de dados (a) denota os dados originais simulados sem perturbacdo e os conjuntos de
dados de (b) a (d) denotam os dados com casos perturbados. Notam-se maiores valores
de VR para as estimativas dos parametros o e s, evidenciando a presenca de pontos
influentes no conjunto de dados, em que s passa a ser nao significativo no modelo com

casos pertubados (b) e (d).
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Tabela 2.3: Dados simulados. Média a posteriori, V R (%) em relacdo aos dados originais

simulados, HPD a 95% para os parametros da NG(35; 5; 3, 5) e taxas de aceitacdo (TA) no

algoritmo Metropolis-Hastings.

Dados  Casos  Parametros Média VR (%) HPD (95%) TA (%)
W 35, 150 — (34,886;35,404) 66,14

a Nenhum o 4,876 — (4,439;5,311) 64,17
s 3,344 - (2,521;4,157) 63,80

W 35,200 0,142  (34,911;35,477) 73,94

b 205 o 4,634 4,963 (4,213;5,052) 72,31
s 2,694 19,438  (2,170;3,215) 72,97

[ 35,100 0,114  (34,912;35,471) 70,68

C 465 4,740 2,789 (4,305;5,177) 68,92
s 2,918 12,739 (2,285;3,533) 69, 00

W 35,220 0,199  (34,928;35,506) 74,25

d  {205;465} 4,580 5,886  (4,156;5,019) 72,63
s 2,539 33,044  (2,074;3,020) 73,41

Considerando as amostras geradas da distribuicéo a posteriori dos parametros

do modelo normal generalizado, estimaram-se as medidas de divergéncia de K-L e suas

respectivas calibracoes para cada um dos casos considerados (a-d), como descrito na

secdo 1.3. Os resultados da Tabela 2.4 mostram que para os dados sem perturbacao

(a), os casos selecionados ndo sdo influentes, pois apresentam valores pequenos para

K (7r, 77(—1‘)) e calibracdo préxima de 0, 64. Entretanto quando os dados sdo perturbados

(b - d), os valores de K (7, m(_;)) sdo maiores e suas respectivas calibracbes sdo préximas

ou iguais a 1, indicando que estes dados sdo influentes.

A Figura 2.4 mostra as medidas de divergéncia de K-L para o modelo proposto.

Nota-se que a medida de K-L tem um bom desempenho para identificar os casos influentes

e apresenta valores maiores de K (m, 7(_;) para os casos perturbados quando comparado

com OS outros casos.
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Tabela 2.4: Medidas de diagnéstico para os dados simulados da NG(35; 5; 3, 5).
Dados Casos K (m,m_;) Calibracdo

205 0, 0380 0,6353
a
465 0,0023 0,5339
b 205 12,7042 1,0000
C 465 5, 7077 1, 0000
d 205 8,3793 1, 0000
465 1,8643 0,9940
o | | P o .
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
indice indice
(‘) l(‘)O 2(‘)0 3(‘)0 4(;0 5(;0 (‘) 1(‘)0 2(‘)0 3(‘)0 4(‘)0 5(‘)0
indice indice

Figura 2.4: Indices de K (7, 7_;) para os dados simulados da NG(35; 5; 3, 5).

Com o intuito de investigar a influéncia dos dados de altura de Eucalyptus
sp. no ajuste do modelo normal generalizado escolhido, calcularam-se as medidas de
divergéncia de K-L e suas respectivas calibracoes. A Figura 2.5 apresenta as medidas
de K-L para cada observacdo. Nota-se que as observacoes 706, 719, 732, 882,897 e 912
apresentam os maiores valores de K-L. quando comparado com as outras observagoes.
As divergéncias de K-L e as calibracoes referentes as 6 observacées que apresentaram

os maiores valores de calibracdo sdo apresentadas na Tabela 2.5. Percebe-se que as
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observacgdes 719 e 882 sdo possiveis casos influentes. Para avaliar se estas observacoes
alteram as estimativas dos parametros do modelo normal generalizado, realizou-se uma

analise de sensibilidade.

719
882

706|732 897

K-L divergence

912

. |1

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

indice

Figura 2.5: Indices de K (7r, W(—i)) para os dados de altura de Eucalyptus sp..

Tabela 2.5: Medidas de diagndstico para os dados de altura de Eucalyptus sp..

Casos K (m,m;) Calibracdo

706 0,9395 0, 9602
719 1,4904 0,9871
732 0,9395 0, 9602
882 1, 3286 0, 9821
897 0,9395 0, 9602
912 0, 6649 0, 9288

A Tabela 2.6 mostra as novas estimativas dos parametros do modelo apds a
exclusdo dos casos influentes, as variacOes relativas destas estimativas, em relacdo aos
dados originais para os dados de altura de Eucalyptus sp. e as taxas de aceitacdo (TA)
no algoritmo Metropolis-Hastings. Nesse caso, a variacdo relativa é obtida por (2.21),
em que 6 e , sdo as médias a posteriori dos pardmetros do modelo, obtidas dos dados
originais e dos dados sem a observacao influente, respectivamente. Nota-se uma leve
mudanca na V' R do parametro s quando excluimos qualquer observacao influente, no

entanto a referida mudanca ndo € significativa, pois a exclusdo de qualquer observagao
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praticamente nao altera as estimativas dos parametros, indicando que modelo normal

generalizado é adequadado para acomodar observacoes influentes.

Tabela 2.6: Estimativas a posteriori, V R (%) em relacdo aos dados originais para os dados

de altura de Eucalyptus sp. e taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.
Casos retirados Pardmetros Média VR (%) HPD (95%) TA (%)

[ 21,640  —  (21,464;21,824) 67,08

719 o 5,666 0,354  (5,411;5,921) 65,80

s 3,672 3,466  (3,181;4,156) 65,30

[ 21,640  —  (21,467;21,820) 67,19

882 o 5,664 0,319  (5,408;5,921) 65,78

s 3,666 3,207  (3,183;4,143) 65,42

[ 21,650 0,046  (21,471;21,824) 66,79

{719; 882} o 5,605 0,868  (5,443;5,947) 65,48
s 3,819 7,608  (3,298;4,331) 65,10

2.5 Representacao de mistura de escala uniforme

A familia de distribuicGes de mistura de escala uniforme (Qin et al., 1998) tem
sido utilizada para representar distribuicdes que sdo consideradas alternativas robustas ao
modelo normal. Essa familia de distribuicdes também fornece uma abordagem flexivel
para uma variedade de modelos estatisticos, como por exemplo, modelos robustos,
modelos de regressao heteroceddstico, modelos econométricos e modelos ndo-lineares
(Qin, 2000). A estrutura hierarquica da representacdo de mistura de escala uniforme
resulta em estratégias computacionais eficientes, principalmente em analise Bayesiana,
onde métodos MCMC, como o amostrador de Gibbs, sao utilizados. Além disso, o uso de
distribuicdes de mistura de escala uniforme nao s6 simplifica as distribui¢des condicionais
completas exigidas para o amostrador de Gibbs, mas também fornece um meio para

diagnéstico de outliers (Choy & Chan, 2008).
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Embora o algoritmo Metropolis-Hastings tenha sido utilizado para modelar a
distribuicado NG, o uso de variaveis latentes resulta em um amostrador de Gibbs de
facil implementacdo. Com o objetivo de implementar andlises a posteriori pelo método
amostrador de Gibbs e avaliar esta estratégia computacional, utiliza-se a distribuicio NG
como uma mistura de escala uniforme. Neste trabalho, o papel da varidvel latente nao

foi explorada como indicador de possiveis outliers.

A representacdo de mistura de escala uniforme para a distribuicdo NG dada em
(2.2), associada com a funcdo a priori de referéncia conjunta dada em (2.10), ndo fornece
uma distribuicao condicional completa para o parametro s que seja facil de amostrar, pois
o0 espaco paramétrico do respectivo parametro depende do préprio parametro. Devido a
essa dificuldade, considera-se uma representacdo de mistura de escala uniforme para a

distribuicdo NG dada em (2.1).

A seguir, considera-se a representacdo de mistura proposta por Walker & Gutiérrez-

Pefia (1999) para representar a distribuicdo NG em (2.1).

Teorema 2.2. Se Y|[U = u] ~ Uy — tus, pu+71us) e U ~ Ga (1+1,1), entdo Y ~
NG(u,T,s).

Prova: Escrevendo a densidade conjunta de Y e U como
Pt ) ot T (s |2 Yt et
onde Y(.) € a fungdo indicadora, tem-se que a densidade marginal de Y é dada por
f(y) oc/ exp{—u}T (u > ‘u ) du
0 T
x / exp{—u}du
=
Sl
X exp§ — :
T

Portanto pode-se concluir que Y ~ NG(u, 7, s), como definido em (2.1).
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2.5.1 Distribuicao a posteriori

Nesta subsecao, utiliza-se a representacao de mistura dada no no Teorema 2.2

para implementar andlises a posteriori pelo método amostrador de Gibbs.

Considerando-se a representacdo de mistura dada no Teorema 2.2, tem-se

que para uma amostra 'y = {y1,¥2,...,Yyn} € para o vetor de varidveis latentes u =
{uy,us,...,u,}, a funcdo de verossimilhanca é dada por
L(M7T’8’u7Y> - Hf(yi|:u77—787ui)f(ui|s) (222)
i=1
- 1 1 1 1 1\_
= H T T(pw—71uf <y <p+7u) X —1ui(1+5) 16””.
i=1 27U} r (1 + E)

A distribuic@o a posteriori dos parametros de interesse e das varidveis latentes é

dada por
m(p, 7, s, uly) o< w(p)m(r)m(s) L, 7, 5[a,y).

As funcoes a priori de referéncia e de Jeffreys podem ser obtidas pelos métodos
descritos nas Subsec¢oes 1.1.1 e 1.1.2, respectivamente, utilizando-se a matriz de infor-
macdo de Fisher dada por Martin & Pérez (2009). Considerando a relagédo estocdstica
Y =log(T), onde T' ~ logNG(u, 7, s), tem-se que a matriz de informacado de Fisher do
modelo NG coincide com a matriz de informacao de Fisher do modelo logNG encontrada

por Martin & Pérez (2009), e é dada por

(1) 0 0
I(p,7,5) =n 0 5 _%
L ’
0 S L v e v )2 -1}

A sua inversa é dada por

)
(s—l)sl"(l—%) 0 / 0
B(u,7,s) = 1 0 Tz{sqj(ug)(2+\1/(1+§))+(1+s)\1/ (1+§)} o2 (140 (141))
’ n s{(s+1)\I//(1+%)fs} fs+(1+s)\11l(l+é)

rs? (10 (1+3)) st

0 —s+(1+s)¥ (14+1) —s+(1+s)¥ (1+1)
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Priori de referéncia

Para se obter a funcdo a priori de referéncia conjunta dos parametros p, 7 € s,

foi adotada a seguinte parametrizacdo ordenada:
T 7,8) = 7 (s, )T (7)™ (1),

Aplicando a metodologia descrita na Subsecao 1.1.1, as fung¢des a priori para os

parametros sdo dadas por

(O (o) ]

1
T (7li) o =, () o 1

R (slp, ) o< 572

Portanto a funcdo a priori de referéncia conjunta relativa a parametrizacao

2 3
(1+1)\p’(1+1)+(1+\11<1+1)> —1] . (2.23)
S S S

em que 4 € R, 7 € " e s > 1. Neste caso, vale ressaltar que a funcéo a priori de

ordenada é dada por

(NI

R, 7, 8) ¢ — X 8~
T

referéncia para cada parametro do modelo proposto coincide com a fungéo a priori de
Jeffreys independente, encontrada por Martin & Pérez (2009). No entanto, o referido
autor considera a funcdo a priori de Jeffreys para s muito complicada e utiliza uma

funcéo a priori diferente da que foi encontrada, ele considera 7(s|u, 7) oc s71.

Neste trabalho, diferentemente de Martin & Pérez (2009), considera-se a funcédo
a priori conjunta dada (2.23). Além disso, essa funcdo a priori conduz a uma distribuicao

a posteriori prépria.

Funcdo a priori de Jeffreys

A funcdo a priori ndo-informativa de Jeffreys, obtida da raiz quadrada do

determinante da matriz de informacéo de Fisher, para (u, 7, s), é dada por

P s) oc 725! [(s —Fl()lr +(1%)— Y {(1 N é) v (1 + é) _ 1}] % L 229

No entanto, a funcdo a priori em (2.24) conduz a uma distribuicdo a posteriori imprépria.
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De maneira similar a Secfio 2.2, quando s — oo tem-se que L(s|y) = O(1), 7R(s) =
O(s7%/?) e 7'(s) = O(s~'). Consequentemente, as fungdes a priori em (2.23) e (2.24)

produzem distribuicbes a posteriori propria e impropria, respectivamente.

Neste trabalho, a fungéo a priori de referéncia definida em (2.23), serd adotada

para obter as inferéncias a posteriori do modelo proposto em (2.1).

Utilizando-se a fun¢do de verossimilhanca em (2.22) e a funcdo a priori de
referéncia conjunta em (2.23), a distribuicdo a posteriori dos parametros de interesse e

das varidveis latentes é dada por

(2.25)

R
T (1, 7, 5, uly) o
" 1 1
X He’“ﬁT(u —Tu <y < pA4TU).
=1
As distribuicdes condicionais completas, associadas com a distribuicio a poste-

riori conjunta em (2.25), sdo dadas por

™ (ulr,s,uy) o 1, T(p € (p,70), (2.26)
onde
P I )
R —(n+1) lyi — uf
(7|, s,u,y) x T , T | 7> max T , (2.27)
(2 u:s

)

-

2

[(Hg)qf(1+§)+(1w(1+§))2_1]

7R (8|, 7,0, y) o , Y(s € (s,5), (2.28)

r~ (1 + % 52
onde
(
1 i i —
s =max < 1, og(u , S = {z log (M) < O},
1€ES8™ log |yz;#‘> T
\
1 i i —
5 = min & s+:{izlog(u) >O}.
ics+t log (\w;u\) T
R (ui|p, 7, 8,y) oc e, T (ul > (‘yl — ,u\) ) , i=1,....,n. (2.29)
T

As distribuicoes condicionais completas em (2.26), (2.27) e (2.29) sdo Uniforme,
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Pareto tipo I e Exponencial, respectivamente. A distribui¢do condicional completa em
(2.28) ndo tem um nucleo de uma distribuicdo conhecida, mas pode ser facilmente gerada

através do método de aceitacao-rejeicao.

O algoritmo consiste na escolha de valores iniciais de ;(®, 7 e 5% e da
amostragem iterativa de ), u), 70) e s\9) das distribuicbes condicionais completas de

(2.29), (2.26), (2.27) e (2.28), respectivamente.

2.5.2 Aplicacao

Com a finalidade de testar a metodologia proposta, cosidera-se um conjunto de
dados com 1.309 informacdes sobre altura de clones de Eucalyptus sp., descrito na Secdo

2.4.

O modelo normal generalizado foi ajustado aos dados pelo procedimento de
referéncia Bayesiana. As amostras da distribuicdo a posteriori foram geradas pelo método
amostrador de Gibbs. Uma unica cadeia de dimensdo 180.000 foi considerada para
cada parametro, descartando as primeiras 100.000 iteracoes (burn in) para eliminar o
efeito dos primeiros valores. A convergéncia das cadeias foi verificada pelo critério de
Geweke (1992) (ver Tabela C.2 no Apéndice C). No entanto, as cadeias resultantes sdo
altamente correlacionadas (Ver Tabela C.3 e Figura C.3 no Apéndice C). Estes resultados
ja eram esperados, tendo em vista o uso de variaveis latentes no modelo, isto é, dados
aumentados (Chen et al., 2000). Diante destes resultados, € interessante lembrar também
que uma das principais vantagens do uso de espacamento (salto) em uma cadeia de
sequéncia longa € a facilidade de se calcular as variancias dos estimadores obtidos a partir
da amostra da distribuicao a posteriori sob a hipdtese de uma amostra aproximadamente
independente (Carlin & Louis, 2001a). Entretanto o procedimento de espacamento de
uma cadeia sempre aumenta a variancia dos estimadores obtidos por média amostral
(MacEachern & Berliner, 1994; Carlin & Louis, 2001a). Além disso, este procedimento
demanda elevado tempo computacional (Kacperczyk et al., 2013). Portanto todas as
iteracdes apds o burn in tém sido utilizadas. Neste caso, vale ressaltar que uma deciséo
semelhante foi tomada por Naranjo et al. (2014) ao utilizar uma representacao de mistura
escala da distribui¢do exponencial assimétrica. O tempo de computacao requerido por

esta aplicacdo foi de 1,28 dias, em um computador Core i7 — 2.90GHz com 6.0GB de
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mémoria RAM.

A Tabela 2.7 mostra os resumos a posteriori para os parametros da distribuicdo
NG. Como esperado, considerando-se a transformacéo o = 71" (1 + 1), tem-se que os
valores das médias na Tabela 2.7 estdo bem préximas das estimativas obtidas com o
algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs, apresentadas na Tabela
2.2. Através desta tabela pode-se observar também que o pardmetro de forma (s > 2)
fornece fortes evidéncias de uma distribuicao platictirtica para os dados de altura de

clones de Eucalyptus sp., o que favorece o modelo NG.

Tabela 2.7: Resumos a posteriori para os parametros do modelo NG.
Modelo Parametros Média Desvio Padrio HPD (95%)

1 21, 640 0,094 (21, 454; 21, 823)
NG T 6,256 0,133 (5,982; 6, 509)
s 3,582 0,242 (3,130;4,051)

2.6 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentou-se a distribuicdo normal generalizada do ponto de
vista da andlise Bayesiana objetiva. Estudos de simulacoes foram feitos para verificar a
adequacdo do método inferencial proposto, considerando diferentes tamanhos amostrais.
Os resultados simulados mostraram melhores propriedades frequentistas para tamanhos
de amostra acima de 100. Além disso, verificou-se, por meio do estudo de simulacédo
e dos dados reais, que a divergéncia de Kullback-Leibler detecta de maneira eficaz os
pontos influentes no ajuste do modelo normal generalizado. A retirada dos pontos
influentes do conjunto de dados reais mostra que o modelo normal generalizado é
adequado para acomodar observacdes influentes. A distribuicdo normal generalizada
também foi representada como uma mistura de escala uniforme. Estudos com dados
reais mostraram, como esperado, que as estimativas do modelo proposto, obtidas pelo
método amostrador de Gibbs, ficaram bem préximas das estimativas do modelo normal
generalizado com reparametrizacdo, obtidas pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro
do amostrador de Gibbs. No entanto, no estudo com dados reais, nao foi observado

um ganho computacional com a inclusdo da variavel latente. A inclusdo desta variavel
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aumentou as correlacoes nas amostras estimadas, de modo que foi necessario aumentar o
numero de iteracoes da cadeia de MCMC para atingir convergéncia. Consequentemente,
o tempo de processamento desse algoritmo foi consideravelmente maior do que a do
algoritmo Metropolis-Hastings. No capitulo 3, apresenta-se a distribuicdo lognormal

generalizada do ponto de vista da andlise Bayesiana objetiva.



Capitulo 3

Distribuicao lognormal generalizada
com aplicacao a dados de

sobrevivencia

A distribuicdo lognormal generalizada, ao contrdrio das distribui¢oes Weibull e
lognormal, conduz a inferéncia que é robusta a observacdes aberrantes. Essa distribuicdo
foi introduzida por Vianelli (1982, 1983) como sendo uma familia de distribuicoes de
erros multiplicativos de ordem r. Outras parametrizagoes podem ser encontradas na

literatura. Ver, por exemplo, Hill (1963) e Chen (1995).

Neste trabalho, considera-se que a distribuicdo 1ogNG ¢é obtida através da trans-
formacdo exponencial de uma varidvel aleatdria que segue a distribui¢do normal genera-

lizada estudada por Nadarajah (2005), de maneira similar a Martin & Pérez (2009).

Definicao 3.1. Uma varidvel aleatéria T' tem distribuicdo 1ogNG, denotada por T ~

logNG(p, 7, s), se sua funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) for dada por

s}, (3.1)

A distribuicdo logNG ¢ a distribuicdo de 7" = ¢(Y) = exp(Y), onde ¥V ~

log(t) — pu
T

fr(tlp,r,s) = ﬁ exp {_

comt >0, peR, 7, s>0.

NG(u,7,s), como foi definido em (2.1). Assim, a funcdo densidade de T pode ser

38
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escrita, através de (2.1), como

d

Frlii5) = Frla™ @) | ()

= fyllog(0))

Através dessa relacdo € possivel obter uma série de propriedades para a distri-
buicdo logNG a partir dos resultados conhecidos da distribui¢cdo NG. Na equacdo (3.1),

e/ é um parametro de escala, T e s sdo parametros de forma.

A distribuicao logNG, tem como caso particular, a distribuicdo lognormal quando
considera-se s = 2 e substitui-se 7 por v/27. Para o caso em que s = 1, obtém-se a
distribuicao log-Laplace. Segundo Martin & Pérez (2009), a distribuicdo logNG apresenta
um ajuste melhor aos dados em relacdo a distribuicdo lognormal quando s € (1,2)U(2, 3).
A distribuicdo logNG permite um ajuste mais flexivel da curtose do que a distribuicdo
lognormal. Além disso, a capacidade da distribuicdo logNG fornecer um ajuste preciso

para os dados depende da sua forma.

Considerando uma reparametrizacéo similar ao caso da NG, o = 7I' (1 + 1),

tem-se que a distribui¢do logNG em (3.1) é dada por

T (1+21) log(t) — p|\
fT(t|u,a,s):2_1t_1cr_lexp{—( ( S)|Og() M|> },t>0,u€3‘ﬁ, o, s> 0.

o
(3.2)

As funcoes de sobrevivéncia e de risco associadas a densidade em (3.2) sdo dadas,

respectivamente, por:

o

( (r(ug)(ulog(m

2T (1) ) se 0 <t <exp(u)

F<1 (r(ui)(log(t)u))s)
se

L 2sT(1+2)

S(tlp,o,8) = (3.3)

> explp),
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oo e ()
ta{2sr(1+i)r< <W>s>} se 0<t< eXp(,u)
i ()

em que I'(.,.) é a funcdo gama incompleta. A prova destes resultados é dada no Apéndice

A.3.

W =

h(t|u,o,s) = (3.4)

A Figura 3.1 apresenta os graficos da funcdo densidade, da funcdo de sobrevivén-
cia e da funcéo de risco da distribuicdo logNG para diferentes valores de s, assumindo
i = 0 e o = 1. Propriedades das funcoes de sobrevivéncia e de risco podem ser

encontradas em Gupta & Lvin (2005).

(@) (b) (©)

h(t)
00 05 1.0 15 20 25

f(t)
00 02 04 06 08 10

S(1)
00 02 04 06 08 10

Figura 3.1: Funcéo densidade (a), funcao de sobrevivéncia (b) e funcédo de risco (c) para

u = 0,0 = 1 e diferentes valores de s.

Para inferir sobre os parametros do modelo em (3.2), adota-se uma abordagem
Bayesiana objetiva. A funcao de verossimilhanca e as func¢oess a priori e a posteriori para

os parametros do modelos sdo apresentadas a seguir.

3.1 Funcao de verossimilhanca

Nesta secdo, apresenta-se a funcao de verossimilhanca para o modelo logNG,

considerando-se a presenca de dados completos e a presenca de dados censurados a
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direita.

Dados completos

Sejat = {t1,1s,...,t,} uma amostra aleatdria da distribuicdo em (3.2). A funcdo
de verossimilhanca para dados completos é dada por

n n 1 N S
L(p,o,s|t) =2""c"" Ht;l exp {— Z <F (1+3) |;Og(tl) M|> } : (3.5)

i=1 i=1

Dados censurados a direita

Seja T;,7 = 1,...,n, o tempo de falha do i-ésimo individuo e seja C; o tempo
de censura correspondente. Observam-se os pares (¢;,0;), em que t; = min(7;,C;) e
d; =1seT; < (C;oud; =0seT; > C;. Consideram-se os tempos de falha e de censura
independentes e com distribuicdo logNG dada em (3.2). Sob a suposicdo de que o

mecanismo de censura é nado informativa, a funcédo de verossimilhanca é dada por

n

L(p,0,slt) = [ [1f (tilw, 0, )1 1S (til . o, )],

=1
ou equivalentemente por

L(p,0,s|t) = Hft]u,as HSt|,u,as

j=r+1
onde as r primeiras observacoes, t, = (t1,...,t,)", sdo as ndo censuradas (falhas), as
n — r observagoes seguintes, t, = (t,.1,...,t,) ", sdo as censuradas, em que t = t, U t,,

f(ti|p, o,5) e S(t;|p, 0, s) sdo fungdo densidade e funcdo de sobrevivéncia, respectiva-

mente.

Assim, a funcao de verossimilhanca pode ser escrita como

L(p,o,s|t) = Hftm,as H/ f(t;|p, o, 5)dt;, (3.6)

j=r+1

onde f(.) é dada em (3.2).

3.2 Distribuicoes a priori e a posteriori

Considerando-se a relacdo estocdstica 7' = exp(Y'), onde Y ~ NG(y, 0, s), tem-

se que as funcdes a priori de referéncia e de Jeffreys do modelo logNG coincidem
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com as fung¢des a priori encontradas para o modelo NG, dadas em (2.10) e (2.11),
respectivamente. Além disso, essas fungoes a priori produzem distribui¢oes a posteriori
propria e imprdpria, respectivamente, para o modelo logNG. A prova é feita de maneira

similar ao modelo NG.

A funcdo a priori de referéncia definida em (2.10), serd adotada para obter as
inferéncias a posteriori do modelo proposto em (3.2), considerando-se a presenca de

dados completos e a presenca de dados censurados.

Para inferir sobre os pardmetros do modelo 10gNG (3.2), é necessario obter
a distribuicdo a posteriori. Assim, considerando a presenca de dados completos, e
utilizando-se a funcdo de verossimilhanca em (3.5) e a funcdo a priori de referéncia

conjunta em (2.10), obtém-se a distribuicdo a posteriori conjunta para ju,o € s,

oo st (1) (14 2] e {3 (FLER st S ),

i=1
3.7)

As distribuicdes condicionais completas, associadas com a distribuicdo a poste-

riori conjunta em (3.7), sdo dadas por

n N 1 loe(t) — ul\°
TFR(MO_’S’t)O(eXp{_Z(F(1+s)|1g(tz) u!) } (5.8)

3 g
=1

n 1 NI
R (o, 5,t) o< o~ exp {_ 3 (F (1+3)|log(t:) u\) } ’ 3.9)
=1

g

(v ()] wf B () o

As distribui¢des condicionais completas em (3.8) e em (3.10) ndo tém um nucleo

Njw

R (s|p, 0,t) o< 5~

de uma distribuicdo conhecida e a distribuicdo em (3.9) pode ser reduzida facilmente a
uma distribuicdo gama inversa pela transformacdo A = o°. As estimativas dos parametros
de interesse sdo obtidas pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador

de Gibbs, de maneira similar ao esquema apresentado no Apéndice B, considerando

y = log(t).
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Quando considera-se a presenca de dados censurados a direita, a distribuicdo a
posteriori para y, o e s associada com a funcdo a priori de referéncia em (2.10) é dada
por

™ (u, 0, s|t) o< Lp, o, s|t) 7 (1, 7, 8), (3.11)
onde L(u, o, s|t) é a funcdo de verossimilhanca para dados censurados, dada em (3.6).

Devido a complexidade da funcdo de sobrevivéncia dada em (3.3), a determi-
nacdo das distribuicoes condicionais completas a partir de (3.11) néo é uma tarefa fécil.
Portanto considera-se t. como um conjunto de ndo observaveis (Upadhyay et al., 2001;
Upadhyay & Peshwani, 2001). A distribuicdo a posteriori conjunta dos parametros e a

distribuicdo a posteriori das observacoes com censuras sdo dadas, respectivamente, por

R, 0, s|to, o) = (1, 0, s|t) (3.12)
e
TR (t|p, 0,5, t,) = f(te|p, o, s) H / f(tilpm, o,9) (3.13)
j=r+1

A expressdo em (3.12) corresponde a distribuicdo a posteriori conjunta dada em
(3.7) e a sua geracdo procede, como no caso nao censurado, por MCMC. A expressdo em
(3.13) corresponde a distribuicdo conjunta de observacdes censuradas independentes e
sua geracdo ¢ feita da distribuicdo logNG truncada no valor censurado, ou seja, somente
sdo possiveis valores gerados maiores que o valor observado da varidvel censurada no

momento da analise.

3.3 Aplicacoes

Nesta secao, a metodologia desenvolvida € aplicada em dados artificiais e em

dados reais.
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3.3.1 Dados artificiais

Considerou-se um conjunto de dados artificiais, em que a variavel T}, o tempo
de sobrevivéncia em dias, foi gerada de uma distribuicdo logNG com pardmetros ;. =
4,0 =1,7es=1,9;parai =1,...,150. O tempo de censura C; também foi gerado da
distribuicdo logNG com pardmetros = a,0 = 1,7e s = 1,9; em que « é escolhido de
forma a controlar a quantidade de dados censurados. Neste estudo, considerou-se 10%
de dados censurados e observou-se o par (¢;,¢;), onde t; = min(7;,C;) e §; = 1 se T; < C;;

oud;, =0seT; > C,.

Novos valores para as observacgoes censuradas foram gerados, utilizando-se a
expressdo em (3.13), que corresponde a distribuicdo logNG truncada no valor censurado.
As amostras a posteriori foram geradas da expressdo em (3.12), através do método MCMC.
Uma unica cadeia de dimensao 20.000 foi considerada para cada parametro, descartando
as primeiras 10.000 iteracdes (burn in) para eliminar o efeito dos primeiros valores. Para
evitar a correlacdo nas séries, considerou-se um espacamento de tamanho 5, obtendo-se
uma amostra final de tamanho 2.000 da distribuic@o a posteriori. Para controlar a taxa de
aceitacao (TA) do algoritmo, considerou-se a constante de escala k£ = 1. A convergéncia
das cadeias foi verificada pelo critério de Geweke (1992) (ver Tabela C.4 no Apéndice

C). As cadeias resultantes sao apresentadas na Figura C.4 (ver Apéndice C).

A Tabela 3.1 mostra os resumos a posteriori para os parametros do modelo
lognormal generalizado e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.
Percebe-se que as estimativas estdo préximas aos valores verdadeiros e os intervalos de
credibilidade de maxima densidade de probabilidade (HPD) a 95% cobrem os verdadeiros

valores dos parametros.

Tabela 3.1: Dados artificiais. Resumos a posteriori para os parametros do modelo

lognormal genearalizado e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.
Pardmetros Média Mediana Desvio HPD (95%) TA (%)

Padréao
[ 3,060 3,968 0,071 (3,821;4,121) 73,11
o 1,781 1,780 0,082 (1,610;1,944) 42,49

s 1,895 1,906 0,183 (1,528;2,226) 32,88
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Para investigar a medida de divergéncia de K-L na deteccdo de observacoes
influentes no ajuste de um modelo lognormal generalizado, considerou-se a mesma
amostra previamente simulada. Foram selecionados os casos 19 e 148 para perturbacdo,
em que estes casos representam o tempo de falha e o tempo de censura, respectivamente.
Escolheu-se um ou dois desses casos selecionados e perturbou-se a varidvel resposta da
seguinte maneira: ¢, = t; + 505,, em que S, sdo os desvios padrdo dos tempos t;. As

estimativas MCMC foram obtidas de uma maneira similar a informacdo acima.

Para mostrar o impacto das observagoes influentes nas estimativas de yu, o e s,
calculou-se a medida de variacao relativa (VR), que é obtida por (2.21), em que 0 e 6,
sdo as médias a posteriori dos parametros do modelo, considerando os dados originais e

os dados perturbados, respectivamente.

A Tabela 3.2 mostra as estimativas a posteriori para os dados simulados, as
variacoes relativas (V' R) das estimativas dos parametros em relacdo aos dados originais
simulados e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings. O conjunto
de dados (a) denota os dados originais simulados sem perturbacéo e os conjuntos de
dados de (b) a (d) denotam os dados com casos perturbados. Notam-se maiores valores
de VR para as estimativas dos parametros o e s, evidenciando a presenca de pontos
influentes no conjunto de dados, em que s passa a ser nao significativo no modelo com

casos pertubados (b) a (d).
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Tabela 3.2: Dados simulados. Média a posteriori , VR (%) em relacdo aos dados originais

simulados, HPD a 95% para os parametros da distribuicdo logNG(4;1,7;1,9) e taxas de

aceitacao no algoritmo Metropolis-Hastings.

Dados  Casos  Parametros Média VR (%) HPD (95%) TA (%)
" 3,960  —  (3,821:4,121) 73,11

a  Nenhum o 1,781 — (1,610:;1,944) 42,49
S 1,895 — (1,528;2,226) 32,88

" 3,958 0,277  (3,800;4,117) 72,45

b 19 1,690 5,110 (1,534;1,843) 39,29
S 1,617 14,670 (1,330;1,862) 29,34

7 3,947 0,554  (3,792;4,101) 73,25

C 148 o 1,666 6,457  (1,501;1,827) 41,62
s 1,504 15,884 (1,311;1,842) 32,12

W 3,935 0,857 (3,784;4,092) 72,22

d {19148} o 1,611 9,455  (1,446;1,775) 41,24
s 1,446 23,604 (1,221;1,654) 33,21
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Considerando as amostras geradas da distribuicéo a posteriori dos parametros
do modelo lognormal generalizado, estimaram-se as medidas de divergéncia de K-L e
suas respectivas calibracdes para cada um dos casos considerados (a-d), como descrito
na Secao 1.3. Os resultados da Tabela 3.3 mostram que, para os dados sem perturbacdo
(a), os casos selecionados ndo sdo influentes, pois apresentam valores pequenos para
K (m,m_) e calibragdo préxima de 0,69. Entretanto quando os dados séo perturbados
(b - d), os valores de K (7, m(_;)) sdo maiores e suas respectivas calibragbes sdo préximas

a 0,9, indicando que estes dados sao influentes.

Tabela 3.3: Medidas de diagndstico para os dados simulados da 1ogNG(4;1,7;1,9).

Dados Casos K (m,m_;) Calibracdo

19 0,0113 0,5747
: 148 0,0763 0, 6881
b 19 0,5313 0,9045
c 148 1,4083 0, 9848
19 0,2770 0,8261
I 148 0,5139 0,9007

A Figura 3.2 mostra as medidas de divergéncia de K-L para o modelo proposto.
Nota-se que a medida de K-L tem um bom desempenho para identificar os casos influentes,
apresenta valores maiores de K (m,m(_;) para os casos perturbados, quando comparado

com OS outros casos.
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Figura 3.2: Indices de K (7r, w(,i)) para os dados simulados da 1ogNG(4,7;1,7;1,9).
3.3.2 Dados reais

Considera-se o conjunto de dados retirado de Kalbfleisch & Prentice (2002).
O conjunto de dados refere-se ao estudo de dois tipos de tratamento quimioterdpico
aplicado em 137 pacientes com cancer de pulmao inoperavel. O tempo de sobrevivéncia
dos pacientes foi medido em dias. Os dados apresentam 9 observagdes censuradas.
O objetivo é ajustar o modelo 10gNG e o modelo lognormal ao conjunto de dados e

comparar a eficiéncia dos respectivos modelos.

Os modelos 1ogNG e lognormal foram ajustados aos dados pelo procedimento
de inferéncia Bayesiana. As amostras das distribuicGes a posteriori foram geradas pelo
algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs, de maneira similar ao
estudo de simulacdo. Uma tnica cadeia de dimensao 60.000 foi considerada para cada
parametro, descartando as primeiras 10.000 itera¢des (burn in) para eliminar o efeito dos

primeiros valores. Para evitar a correlacdo nas séries, considerou-se um espacamento de
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tamanho 10, obtendo-se uma amostra final de tamanho 5.000 da distribuicao a posteriori.
Para controlar a taxa de aceitacdo (TA) do algoritmo, considerou-se a constante de escala
k = 1,2. A convergéncia das cadeias foi verificada pelo critério de Geweke (1992) (ver
Tabela C.5 no Apéndice C). As cadeias resultantes sdo apresentadas nas Figuras C.5 e
C.6 (ver Apéndice C). O tempo de computacdo requerido por esta aplicacdo foi de 4, 61

minutos, em um computador Core i7 — 2.90GHz com 6.0GB de mémoria RAM.

A Tabela 3.4 mostra os resumos a posteriori para os parametros de ambas as
distribuicdes, os critérios de selecdo de modelos e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo
Metropolis-Hastings. O modelo logNG € o mais indicado para representar os conjuntos de
dados, pois apresenta um desempenho melhor do que o modelo lognormal para todos os
critérios utilizados. Em particular, a anélise do pardmetro de forma (s < 2) fornece fortes
evidéncias de uma distribuicao leptocurtica para os dados de sobrevivéncia dos pacientes
com cancer de pulméao inoperdvel, o que favorece o modelo 1ogNG. Isso é confirmado
pela curva Kaplan-Meier com funcdo de sobrevivéncia estimada pela distribuicao logNG

apresentada na Figura 3.3.

Tabela 3.4: Resumos a posteriori para os parametros do modelo logNG, critérios de

comparacdo Bayesiana e taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.

Modelo Pardmetros Média  Desvio HPD (95%) DIC EAIC EBIC B TA (%)
Padrdo

4,203 0,080 (4,030; 4,372) 64,28

logNG o 1,786 0,067  (1,635;1,937) 1502,197 1506,849 1510,689 —751,5037 33,42

s 1,961 0,157  (1,600;2,236) 23,81

4,148 0,073  (3,989;4,311) 1542,583 1545,044 1550,884 —772,2264 64,87

lognormal
1,213 0,042 (1,123;1,313) 50,24

A Figura 3.3 apresenta as curvas de sobrevivéncia estimadas por Kaplan-Meier e
por ambos os modelos para os dados de cancer de pulmao inoperavel. Percebe-se que o

modelo indicado apresenta um ajuste melhor do que o modelo lognormal.



50

—— Kaplan-Meier
- Distribuicdo LogNG
Distribuicdo Lognormal

Sobrevivéncia

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Tempo(dias)

Figura 3.3: Curva Kaplan-Meier com func¢oes de sobrevivéncia estimadas pelas distribui-

¢oes 1ogNG e lognomal para os dados de cancer de pulmao inoperavel.

Com o intuito de investigar a influéncia dos dados de tempo de sobrevivéncia dos
pacientes com cancer de pulmao inoperdvel no ajuste do modelo lognormal generalizado
escolhido, calcularam-se as medidas de divergéncia de K-L e suas respectivas calibragoes.
A Figura 3.4 apresenta as medidas de K-L para cada observacdo. Percebe-se que as
observacoes 77,85 e 95 apresentam os maiores valores de K-L, quando comparado com as
outras observagdes. As divergéncias de K-L e as calibracdes referentes as 3 observagoes
que apresentaram os maiores valores de calibracdo sdo apresentadas na Tabela 3.5.
Nota-se, pelos valores da calibracao, que nenhuma das observacoes é influente, pois

seria necessario obter-se resultados similares aos apresentados na Tabela 3.3.
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Figura 3.4: Indices de K (m,m(s) para os dados de cancer de pulméo inoperével.

Tabela 3.5: Medidas de diagndstico para os dados de cancer de pulmao inoperavel.

Casos K (m,m;) Calibracdo

77 0, 3040 0, 8374
85 0, 3040 0, 8374
95 0,0747 0, 6862

3.4 Representacao de mistura de escala uniforme

Nesta secdo, a distribuicdo logNG é representada como uma mistura de escala
uniforme para implementar analises a posteriori pelo método amostrador de Gibbs e
avaliar esta estratégia computacional, considerando a funcdo a priori de referéncia (2.23)

do modelo NG.

Uma representacdo de mistura de escala uniforme para a distribuicdo logNG em

(3.1) é mostrada no Teorema 3.1, utilizando-se a definicdo de Martin & Pérez (2009).
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1 1
Teorema 3.1. Se T e U sdo duas varidveis aleatdrias tais que, f(tju) = —1+1 (e“*”“ <t< e“+7“5>

2tTu's

eU ~ Ga(1+11), entdoT ~ logNG(u, T, s).
Prova: Escrevendo a densidade conjunta de Y e U como

M‘s) us exp{—u},

T

ftlu) f(u) o< w1 (u >
onde /(.) é a funcdo indicadora, tem-se que a densidade marginal de 7' é dada por

)du

log(t) — p
T

f(t) o /00 exp{—u}l (u >
0
x /:O(t) . exp{—u}du

cep{- 1.

Portanto pode-se concluir que 7" ~ logNG(u, 7, s), como definido em (3.1).

log(t) — p
T

3.4.1 Distribuicao a posteriori

Nesta subsecao, utiliza-se a representacdo de mistura dada no no Teorema 3.1

para implementar andlises a posteriori pelo método amostrador de Gibbs.

Considerando-se a representacdo de mistura dada no Teorema 3.1, tem-se

que para uma amostra t = {¢;,ts,...,¢,} e para o vetor de varidveis latentes u =
{uy,us,...,u,}, a funcdo de verossimilhanca é dada por
L(M’Ta3|u7t) = Hf(tilluaTasvui) f(ulls) (314)

=1
n

1 5 s 1 1)_
= H lI <e“_T“i <t; < el Ty ) % —1Ui<1+s) le_ui.
i=1 2t; Tu; r (1 + g)

Utilizando-se a funcdo de verossimilhanca em (3.14) e a funcdo a priori de
referéncia conjunta em (2.23), a distribuicéo a posteriori dos parametros de interesse e

das varidveis latentes é dada por dada por

N|=

[(1+§)\D’ (1+§)+(1+\If(1+§))2—1}
7+ (1 + %) s>

e~ Wi 1 1
ufTuf ) ,u+7'uzrg
><|| t[(e <t <e )

(3.15)

R, 7, 5, uft) o
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As distribuicdes condicionais completas, associadas com a distribuicio a poste-

riori conjunta em (3.15), sdo dadas por

™ (ul7,s,u,t) oc 1, T € (1, 1)), (3.16)
onde
1 1
p = max {log(ti) —TUu; } , L = min {log(ti) + Tu; } .
log(t;) —
(7, 5,0, t) oc 7Y T | 7> max {LBM , (3.17)
K3 uZS
[(Hg)xy' (1+1) + (1+xp<1+§))2_1]§
7R (8|, 7,0, t) o - , T(s € (s,5), (3.18)
I (1+1)s2
onde
(
1 i 1
s =max{ 1, 0g () {z.log(w><0},
i€s log |10g ul) T
(\
1
icst log Ilog t) u\ T
\
log(t;
R (ui|p, 7, 8,t) oc e, T( U M , i=1,...,n. (3.19)
T

As distribuicoes condicionais completas em (3.16), (3.17) e (3.19) sdo Uniforme,
Pareto tipo I e Exponencial, respectivamente. A distribuicdo condicional completa em
(3.18) ndo tem um ntcleo de uma distribuicao conhecida, mas pode ser facilmente gerada

através do método de aceitacao-rejeicao.

O algoritmo consiste na escolha de valores iniciais de ;(?, 7 e s e da
amostragem iterativa de ), u), 70) e s\9) das distribui¢des condicionais completas de

(3.19), (3.16), (3.17) e (3.18), respectivamente.

3.4.2 Aplicacao

Com a finalidade de testar a metodologia proposta, considera-se o conjunto
de dados retirado de Kalbfleisch & Prentice (2002), descritos na Secao 3.4. Os dados
referem-se ao tempo de sobrevivéncia de 137 pacientes com cancer de pulméo inoperavel

e apresentam 9 observacdes censuradas.
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O modelo lognormal generalizado foi ajustado aos dados pelo procedimento
de referéncia Bayesiana. As amostras da distribuicdo a posteriori foram geradas pelo
método amostrador de Gibbs. Uma tnica cadeia de dimensao 200.000 foi considerada
para cada parametro, descartando as primeiras 100.000 iteracoes (burn in) para eliminar
o efeito dos primeiros valores. A convergéncia das cadeias foi verificada pelo critério
de Geweke (1992) (ver Tabela C.5 no Apéndice C). No entanto, as cadeias resultantes
sdo altamente correlacionadas (Ver Tabela C.6 e Figura C.7 no Apéndice C). De maneira
similar a Secdo 2.5.2, todas as iteracdes apds o burn in tém sido utilizadas. O tempo de
computacio requerido por esta aplicacdo foi de 1,13 horas, em um computador Core

i7 — 2.90GHz com 6.0GB de mémoria RAM.

A Tabela 3.6 mostra os resumos a posteriori para os parametros da distribuicdo
logNG. Como esperado, considerando a transformacéo o = 7T (1 + 1), tem-se que os
valores das médias na Tabela 3.6 estdo bem préximas das estimativas obtidas com o
algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs, apresentadas na Tabela
3.4. Através desta tabela pode-se observar também que o parametro de forma (s < 2)
fornece fortes evidéncias de uma distribuicdo leptocurtica para os dados de sobrevivéncia

dos pacientes com cancer de pulmao inoperavel, o que favorece o modelo logNG.

Tabela 3.6: Resumos a posteriori para os parametros do modelo logNG.
Modelo Parametros Média Desvio Padrao  HPD (95%)

" 4,172 0,130 (3,915; 4, 427)
logNG T 1,918 0,220 (1, 456; 2, 360)
s 1,986 0,348 (1,229; 2, 665)

3.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentou-se a distribuicdo lognormal generalizada do ponto
de vista da andlise Bayesiana objetiva na presenca de dados de sobrevivéncia. Estudos
de simulac¢édo foram feitos para verificar a adequacao do método inferencial proposto,
considerando a presenca de dados completos e de dados censurados, para diferentes

tamanhos amostrais. Os resultados simulados para ambos os dados mostram melhores
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propriedades frequentistas para tamanhos de amostra acima de 100. Além disso, verificou-
se, por meio do estudo de simulacao e dos dados reais, que a divergéncia de Kullback-
Leibler detecta de maneira eficaz os pontos influentes no ajuste do modelo lognormal
generalizado. A distribui¢cdo lognormal generalizada também foi representada como uma
mistura de escala uniforme. Estudos com dados reais mostraram, como esperado, que
as estimativas do modelo proposto, obtidas pelo método amostrador de Gibbs, ficaram
bem préximas das estimativas do modelo lognormal generalizado com reparametrizacéo,
obtidas pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs. No entanto,
no estudo com dados reais, nao foi observado um ganho computacional com a inclusdo
da variavel latente. A inclusdo desta varidvel aumentou as correlacbes nas amostras
estimadas, de modo que foi necessdrio aumentar o ntimero de iteracdes da cadeia de
MCMC para atingir convergéncia. Consequentemente, o tempo de processamento desse
algoritmo foi consideravelmente maior do que a do algoritmo Metropolis-Hastings. No
capitulo 4, apresenta-se o modelo de regressdo normal generalizado do ponto de vista

da analise Bayesiana objetiva.



Capitulo 4

Modelo de regressao normal

generalizado

Os modelos de regressado lineares sdo aplicados em diversas dreas de estudo
para investigar e modelar a relacdo entre varidveis, sendo comum a suposicdo de que
os dados provéem de uma distribuicdo normal. Entretanto é reconhecido que o modelo
de regressdo linear normal pode ser influenciado por observacoes aberrantes (Belsley
et al., 1980; Barnett & Lewis, 1994). Nestas circunstancias, € necessaria a utilizacao
de modelos em que a distribuicdo do erro apresente caudas mais flexiveis em relacdo a

distribuicao normal, como a distribui¢cdo Normal Generalizada (NG).

Neste trabalho, diferentemente de Salazar et al. (2012), considera-se a parame-
trizacao da distribuicdo NG estudada por Nadarajah (2005) e utiliza-se o método de
andlise de referéncia para fazer inferéncias sobre os parametros do modelo. Além disso,
técnicas de diagndsticos baseadas na divergéncia de Kullback-Leibler sdo utilizadas como

medida de influéncia local.

O modelo de regressao linear é definido como

T .
Yi=ax,8+¢, i=1,...,n, 4.1)

onde Y] é a variavel resposta [-€si T = (z ) Sa 1 d
g p para o i-ésimo caso, ¢, = (2;, ..., Z;,) sdo os valores de p
varidveis preditoras, 3 = (01,...,0,)" € o vetor com coeficientes de regressio e ¢; sdo

varidveis aleatdrias independentes, que seguem uma distribuicdo NG com média zero,

parametro de escala o e parametro de forma s.

56



57

Para inferir sobre os parametros do modelo em (4.1), adota-se uma abordagem
Bayesiana objetiva. A func¢do de verossimilhanca e as funcdes a priori e a posteriori para

os parametros do modelos sdo apresentadas a seguir.

4.1 Funcao de verossimilhanca

A funcéo de verossimilhanca para uma amostra aleatéria y = (y1,...,y,)' do

modelo (4.1) é dada por

n Ny pT s
L(B,0,s|y) =2""0 "exp {— Z (F s S)J;% ~ ﬁl) } - (4.2)

=1

A func@o de log-verossimilhanca em (4.2) é dada por

" (T (4L |y — 278\
logL(ﬂ,a,s\y):—nlogQ—nloga—Z( ( 5)‘y T ﬂ|> . (4.3)

- g
=1

A derivada de primeira ordem da fung¢éo de log-verossimilhanca em (4.3) é dada

por

1) Ny — 2781\
ag)ngsmjs)zmj(F(”s)(’jﬁ mﬂ) sign(y — 27P) 4.4

dlogL  n \yz—iL‘ Bl

o= —Z( ) (4.5)
ogt & (s DA\ [ (s oefBl) ¥(1sD
Os __Z< o )[log( o B s

=1

(4.6)

emques>1eW(s)= FF(—(;)) é a funcdo digamma.

Considerando a Definicdo 1.1, tem-se que os elementos da matriz de informacao

de Fisher para @ = (3, 0, s) no modelo em (4.1) sdo dados por
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11(0) = E <81°gL> <381;§L> _ F(i)FUg? —3) Z”;,mT
-] (222

N3(0) = E <a§§L> <81§§L>: —0,

I(0) = E (81(;)§L>2] nfj

o] (228) (252

La(6) = I (81§§L> ] _ g{<1+i> v’ <1+ i)},

onde ¥'(s) = a‘g—i‘g) ¢ a funcdo trigamma. A prova destes resultados é dada no Apéndice

A.l.

A matriz de informacao de Fisher e a sua inversa sdo dadas por

F(%)Zg*%) S w0 0

1(6) = 0 n —n (4.7)

0 — w{0+) v (1+9)}

e
R 0 0
B(9) - 0 m[l — ] Traore | @8
T ()
_ 0 T D] e ] |

A matriz em (4.7) coincide com a matriz de informacéo de Fisher encontrada

por Salazar et al. (2012).

4.2 DistribuicOes a priori e a posteriori

Nesta secdo, aplica-se o método de andlise de referéncia e o método de Jeffreys,
descritos nas Subsecoes 1.1.1 e 1.1.2, respectivamente, para obter fungodes a priori ndo-

informativas para os parametros do modelo de regressdo NG em (4.1) .
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Funcdo a priori de referéncia

A construcdo da funcao a priori de referéncia é feita com o uso de uma para-
metrizacdo ordenada, segundo sua importancia inferencial (Berger & Bernardo, 1992).
Neste trabalho, a funcdo a priori de referéncia é invariante em relacdo a ordenacdo dos

parametros de pertubacédo (Bernardo, 1997).

O vetor de parametros (3,0, s) é dividido e ordenado em 3 grupos distintos.
Considera-se o caso em que B é o parametro de interesse e os demais (o e s) sdo
parametros pertubadores. Para se obter a funcédo a priori de referéncia conjunta dos

parametros 3, o e s, foi adotada a seguinte parametrizacdo ordenada:
(8,0, 5) = 7" (s|8,0)7" (0] B)T"(B).

Considerando-se a metodologia descrita na Subsecdo 1.1.1. Seja H;(0) igual a
matriz de informacdo de Fisher dada em (4.7). Pelo Coroldrio 1.1, tem-se que h33(6)

pode ser fatorado da forma h§3(0) = \/S% (1+ )0 (14 2) = fa(s)g2(8, 0).

() 3)]

Seja B,(0) a submatriz superior 2 x 2 de B(0) e H,(0) = B,*(0). O objetivo é

Portanto

Njw
NIt

™(sB,0) oc s~

encontrar hoy(0), o elemento (2,2) da matriz H,(0), e mostrar que esse se fatora como

15,(0) = £1(0)g1(B, ).

Tem-se que
_ L
N ) S mer 0
B2(0) = 0 0_2

)

e
r(Ir(2-3) 30 ez,
(5) ( 2)2 1 0
H(0) = s [1_s]
s)w’ 1
0 (1+U>2\p (1+1)

Portanto hyy(0) = 5 ns [1 - W} pode ser fatorado da forma
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hzéz(e) = %,\/”3 {1 — m} fi(o)gi (B, s).
Entao,

™ (o|B) o ~

Finalmente, seja By;(0) o elemento (1, 1) da matriz B(0) e h,,(0) = B;'(0). O
objetivo é mostrar que hy;(6) se fatora como h%l(e) = fo(B)go(0, s).

r(3)r(e-3) oz

o2

da forma h11 Lz, PEre=s) _ = fo(B)go(a, s).

Invertendo BH(O) tem-se que h11(0) = pode ser fatorado

Portanto

R(B) x 1.

A funcao a priori de referéncia conjunta relativa a parametrizacdo ordenada é

(o) e

emque 3 € R, 0 € R e s > 1. Como esperado, a fungéo a priori em (4.9) coincide com

dada por

Njw

1
™(B,0,5) o — X §~
o

a funcdo a priori de referéncia conjunta do modelo NG em (2.10).

Funcao a priori de Jeffreys

A funcdo a priori ndo-informativa de Jeffreys, obtida da raiz quadrada do

determinante da matriz de informacéo de Fisher em (4.7),

(B, 0,8) x \/det(1(0)) = \/det(fn)[fm I3z — I34),

_ [r@re-n1 (14 1)
onde det(]ll) = -2 det (Zz 1L, ) [122 ]33 I ] 02 52 [(1 + ) L (1 + s) 1} ,
é dada por

(8,0,5) oc o~ @ {F (1> r (2 — 1)] ’ st {(1 + 1) T’ <1 + 1) — 1] ’ , (4.10)
s s s s

onde p é o numero de regressores.

No entanto, a func¢éo a priori em (4.10) conduz a uma distribuicdo a posteriori

impropria.
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A seguir apresentam-se definicbes e Corolarios, de maneira similar a Secédo
2.2, para provar que as funcdes a priori em (4.9) e em (4.10) produzem distribuicdes a

posteriori propria e impropria, respectivamente.
As funcdes priori m™%(8, 0, 5) e ™ (8, 0, s) pertencem a classe de distribui¢des a

priori impréprias, dada por

(B, 0,s) x ﬂs), a € R, (4.11)

O—a

onde a é um hiperparametro e 7 (s) é a funcéo a priori marginal do pardmetro de forma,

para vdrias escolhas de 7 (s) e a.

A funcéo a priori de referéncia e a funcéo a priori de Jeffreys sdo da forma (4.11)

com, respectivamente,

a=1e 77(s) x 52 {(1—1—%) 0’ (1—}—%)}2, (4.12)

cete st [0 Yo (1 ) A (e ()] s

A distribuicdo a posteriori associada com a funcéo priori em (4.11) é propria se

/00 L(s|ly)m(s)ds < oo, (4.14)
1

onde L(s|y) é a verossimilhanca integrada de s, dada por

/ /00 L(B,0,s|y) o *dodp. (4.15)
RrP JO

Proposicédo 4.1. A fungdo a priori marginal para s dada nas equagdes (4.12) e (4.13)
é uma fungdo continua em [1,00) e quando s — oo tem-se que TR(s) = O(s7%/?) e

2

™(s) = O0(s7 ).

Prova: A inspecdo direta das fungbes (4.12) e (4.13) mostra que estas fungdes sdo continuas

em [1,00). Quando s — oo tem-se que I' (1) = O(s) e ¥’ (1 + 1) — 1,6449.

Proposicédo 4.2. A fungdo de verossimilhanga integrada de s paran > p+ 1 — a, sob a

classe de priori (4.11) é uma fungdo continua em [1,00) e L(s|y) = O(1), quando s — oc.

Prova: Ver Apéndice A.2.
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Proposicdo 4.3. A fungdo a priori de referéncia dada em (4.9) conduz a uma distribui¢do a
posteriori prépria e a fungdo a priori de Jeffreys dada em (4.10) conduz a uma distribui¢cdo

a posteriori impropria.

Prova: Ver Apéndice A.2.

Distribuicao a posteriori
Neste trabalho, a funcdo a priori de referéncia definida em (4.9), serd adotada

para obter as inferéncias a posteriori do modelo proposto em (4.1).

Portanto, utilizando-se a funcdo de verossimilhanca em (4.2) e a funcéo a priori
de referéncia conjunta em (4.9), obtém-se a distribuicdo a posteriori conjunta para 3, o e

S,

3 n N — T3\ °
WR(ﬁ,o‘,s|y)o<o——(n+1)g_% [(14—2) v’ <1+i>] exp{—§<r(1+3)fz i 5‘) }

(4.16)

As distribuicoes condicionais completas, associadas com a distribuicdo a poste-

riori conjunta em (4.16), sdo dadas por:

n 1 R S
wR(ﬂlo,s,y)cxexp{—Z (F(Hs)(‘j% & B’) } (4.17)
i=1

. 2T (Y |y -2 8]\
R (n+1) _ s ’
(018, s,y) x o exp{ ;:1: < . , (4.18)

R(s|8,0,y) o 53 [(1+i> ¥ (”i)yexl’{ f:(r Hyl M)S}_ (4.19)
=1

As distribuicdes condicionais completas em (4.17) e em (4.19) ndo tém um ndcleo

de uma distribuicdo conhecida e a distribuicdo em (4.18) pode ser reduzida facilmente a
uma distribuicdo gama inversa pela transformacdo A = o°. As estimativas dos parametros
de interesse sdo obtidas pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de

Gibbs, de maneira similar ao esquema apresentado no Apéndice B
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4.3 Aplicacoes

Nesta secao, a metodologia desenvolvida € aplicada em dados artificiais e em

dados reais.

4.3.1 Dados artificiais

Foi gerada uma amostra artificial de tamanho n = 500 de acordo com (4.1), com
p=2x; = (l,xy), vy ~ N(25,1), 8= (2,-15)", 0 =1 es = 2.5. As amostras a
posteriori foram geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de
Gibbs, através do método MCMC implementado no software R. Uma unica cadeia de
dimensao 300.000 foi considerada para cada parametro, descartando-se as primeiras
150.000 iteracoes (burn in) para eliminar o efeito dos primeiros valores. Para evitar
a correlacdo nas séries, considerou-se um espacamento de tamanho 15, obtendo-se
uma amostra final de tamanho 10.000 da distribuicdo a posteriori. Para controlar a
taxa de aceitacdo (TA) do algoritmo, considerou-se a constante de escala k = 0,55. A
convergéncia das cadeias foi verificada pelo critério de Geweke (1992) (ver Tabela C.7

no Apéndice C). As cadeias resultantes sdo apresentadas na Figura C.8 (ver Apéndice C).

A Tabela 4.1 mostra os resumos a posteriori para os parametros do modelo de
regressao normal generalizado e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-
Hastings. Percebe-se que as estimativas estdo proximas aos valores verdadeiros e os
intervalos de credibilidade de maxima densidade de probabilidade (HPD) a 95% cobrem

os verdadeiros valores dos parametros.

Tabela 4.1: Dados artificiais. Resumos a posteriori para os parametros do modelo de

regressdo NG e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.
Pardmetros Média Mediana Desvio HPD (95%) TA (%)

Padrao
8 1,995 1,996 0,086  (1,826;2,164) 42,31
B ~1,510 —1,510 0,032 (—1,572;—1,447) 42,16
o 1,027 1,028 0,055 (0,922;1,135) 43,03

s 2,657 2,631 0,320  (2,042;3,293) 43,83
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Para investigar a medida de divergéncia de K-L na deteccdo de observacoes
influentes no ajuste de um modelo de regressdao normal generalizado, considerou-se
a mesma amostra previamente simulada. Foram selecionados os casos 50 e 250 para
perturbacdo. Escolheu-se um ou dois desses casos selecionados e perturbou-se a varidvel
resposta da seguinte maneira: y; = y; + 55,, em que S, sdo os desvios padrdo de y;. As

estimativas MCMC foram obtidas de uma maneira similar a informacéo acima.

Para mostrar o impacto das observacoes influentes nas estimativas de 3, 82, o
e s, calculou-se a medidade de variacdo relativa (VR), que é obtida por (2.21), em que
0 e 6, sdo as médias a posteriori dos pardmetros do modelo, considerando-se os dados

originais e os dados perturbados, respectivamente.

A Tabela 4.2 mostra as estimativas a posteriori para os dados simulados, as
variacOes relativas (V' R) das estimativas dos parametros em relacdo aos dados originais
simulados e as taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings. O conjunto de
dados (a) denota os dados originais simulados sem perturbacao e os conjuntos de dados
de (b) a (d) denotam os dados com casos perturbados. Notam-se maiores valores de V R
para as estimativas dos parametros o e s, evidenciando a presenca de pontos influentes
no conjunto de dados, em que s passa a néo ser significativo nos modelos com casos

pertubados (c) e (d).

Considerando-se as amostras geradas da distribuicao a posteriori dos parametros
do modelo de regressdao normal generalizado, estimaram-se as medidas de divergéncia
de K-L e suas respectivas calibracoes para cada um dos casos considerados (a-d), como
descrito na Secdo 1.3. Os resultados da Tabela 4.3 mostram que, para os dados sem
perturbacao (a), os casos selecionados nado sao influentes, pois apresentam valores pe-
quenos para K (m,m_;) e calibracdo préxima de 0, 577. Entretanto quando os dados sdo
perturbados (b - d), os valores de K (m, ;) sdo maiores e suas respectivas calibracdes

sdo proximas ou iguais a 1, indicando que estes dados sado influentes.

A Figura 4.1 mostra as medidas de divergéncia de K-L para o modelo proposto.
Nota-se que a medida de K-L tem um bom desempenho para identificar os casos influ-
entes, pois apresenta valores maiores de K (m,m_; ) para os casos perturbados quando

comparado com Os outros casos.
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Tabela 4.2: Dados artificiais. Média a posteriori, V R (%) em relacdo aos dados originais
simulados, HPD a 95% para os parametros do modelo de regressdo NG e taxas de

aceitacao (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.
Dados  Casos  Pardmetros Média VR (%) HPD (95%) TA (%)

By 1,995 - (1,826:2,164) 42,31

Nenhum B ~1,510  —  (=1,572;—1,447) 42,16

: o 1,027 - (0,922:1,135) 43,03
s 2,657 - (2,041;3,293) 43,83

B 2,026 1,554  (1,841;2,211) 63,85

50 Bs —1,517 0,464 (—1,585;—1,449) 63,54

b o 0,970 5,550  (0,866;1,073) 64,88
s 2,188 17,651  (1,763:2,613) 66,29

B 1,966 1,454  (1,775:2,154) 64,71

250 Bs —1,495 0,993  (—1,564;—1,423) 64,26

‘ o 0,916 10,808  (0,816;1,016) 65,96
s 1,867 29,733 (1,565;2,165) 67,51

B 2,002 0,351  (1,807:2,198) 64,18

{50,250} B ~1,506 0,265 (—1,578;—1,436) 63,76

o 0,902 12,171  (0,801;1,003) 65,52

s 1,773 33,271 (1,496:2,052) 67,08

Tabela 4.3: Medidas de diagndstico para os dados artificiais.

Dados Casos K (m,m;) Calibracdo

50 0,0121 0,5774
! 250 0,0014 0,5262
b 50 16, 1593 1,0000
c 250 19, 2236 1,0000
d 50 2,8796 0,9992

250 18,2292 1,0000
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Figura 4.1: Indices de K (7, m_;) para os dados artificiais.
4.3.2 Dados reais

Considera-se um conjunto de dados com 1.309 informacdes sobre altura e dia-
metro de clones de Eucalyptus sp., plantados em florestas no Sul do Estado de Sao Paulo.
A variavel resposta é altura (m), e a varidvel explicativa é diametro (cm). O objetivo é
ajustar o modelo de regressdo normal generalizado e o modelo de regressdao normal ao

conjunto de dados e comparar a eficiéncia dos respectivos modelos.

Os modelos de regressdao normal generalizado e normal foram ajustados aos
dados pelo procedimento de referéncia Bayesiana. As amostras a posteriori foram geradas
pelo algoritmo Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs, de maneira similar ao
estudo de simulacdo. Uma unica cadeia de dimensao 300.000 foi considerada para cada
parametro, descartando as primeiras 150.000 iteragdes (burn in) para eliminar o efeito dos
primeiros valores. Para evitar a correlacdo nas séries, considerou-se um espacamento de
tamanho 15, obtendo-se uma amostra final de tamanho 10.000 da distribuicdo a posteriori.
Para controlar a taxa de aceitacao (TA) do algoritmo, considerou-se a constante de escala

k = 0,2 para ambos os modelos. A convergéncia das cadeias foi verificada pelo critério de
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Geweke (1992) (ver Tabela C.8 no Apéndice C). As cadeias resultantes sdo apresentadas

nas Figuras C.9 e C.10 (ver Apéndice C).

A Tabela 4.4 mostra os resumos a posteriori para os parametros, os critérios de
selecdo de modelos e as taxas de aceitagcdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings. O
modelo de regressdo normal generalizado é o mais indicado para representar os dados,
pois apresenta um desempenho melhor do que o modelo de regressao normal para todos
os critérios utilizados. Em particular, a analise do parametro de forma (s > 2) fornece
fortes evidéncias de uma distribuicdo platictirtica para os erros, o que favorece o modelo
de regressdo normal generalizado. Isso é confirmado por andlises graficas dos quantis

residuais do modelo, apresentado na Figura 4.2 (d).

Tabela 4.4: Dados reais. Resumos a posteriori para os parametros do modelo de regressao

NG, critérios de comparacdo Bayesiana e taxas de aceitacdao (TA) no algoritmo Metropolis-

Hastings.
Modelo  Pardmetros Média  Desvio HPD (95%) DIC EAIC EBIC B TA (%)
Padrdo

B 7,066 0,339  (6,398;7,724) 57,18

NG B 0,948 0,021  (0,904;0,989) 5829,180  5827,252 5833,606 —2914,595 56,56

o 3,237 0,105  (3,034;3,440) 60, 36

s 2,865 0,222 (2,436; 3, 305) 62,99

B1 7,002 0,337 (6,331;7,671) 60, 13

Normal B2 0,949 0,020 (0,907;0,991) 6248,652  6247,445 6255,799 —3126,624 59,53
o 1,993 0,037 (1,916; 2,069) 65,23

As Figuras 4.2(a) e 4.3(a) mostram o grafico de dispersdo dos dados e os modelos
ajustados de regressdo normal generalizado e normal. Observa-se que, em média, as
alturas estimadas estdo préximas das observadas, indicando que os modelos considerados
apresentam um bom ajuste. O grafico dos residuos pelos valores ajustados e o grafico
dos residuos pelas observacoes também ficaram bastante similares para os dois modelos.
Nota-se a presenca de heterocedasticidade (vide Figuras 4.2(b) e 4.3(b)) e a tendéncia
quadratica (vide Figuras 4.2(c) e 4.3(c)) para a altura em relacdo ao diametro de
Eucalyptus sp.. Os graficos dos quantis da distribuicdo NG e da distribuicdo normal para
os residuos dos modelos sao apresentados pelas Figuras 4.2(d) e 4.3(d), respectivamente.
Percebe-se que, no ajuste do modelo de regressdo normal, muitos pontos ficam distantes
de suas caudas e fora da faixa de confianca, indicando que a especificacdo da distribuicdo

do erro para o modelo parece ser inadequada. Portanto ha evidéncia de que o modelo
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escolhido supera o modelo de regressao normal no ajuste dos dados.
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Figura 4.2: Dados reais. Modelo de regressdo normal generalizado com s = 2,865. (a) Gréafico
de dispersdao dos dados e modelo de regressdo normal generalizado ajustado. (b) Quantis
residuais versus os valores ajustados. (c) Quantis residuais versus o numero da observagéo. (d)

Grafico dos quantis da distribuicdo NG para os residuos do modelo.
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Figura 4.3: Dados reais. Modelo de regressdo normal. (a) Grafico de dispersdo dos dados e
modelo de regressao ajustado. (b) Quantis residuais versus os valores ajustados. (¢) Quantis
residuais versus o numero da observacao. (d) Grafico dos quantis da distribui¢do normal para os

residuos do modelo.

Com o intuito de investigar a influéncia dos dados de altura de Eucalyptus sp.,
calcularam-se as medidas de divergéncia de K-L e suas respectivas calibracdes. A Figura
4.4 apresenta as medidas de K-L para cada observacao. Nota-se que as observagoes
335,479 e 803 apresentam os maiores valores de K-L. quando comparado com as outras
observacGes. As divergéncias de K-L e as calibracGes referentes as 3 observacoes que
apresentaram os maiores valores de calibracdo sdo apresentadas na Tabela 4.5. Percebe-
se que a observacao 803 é possivel caso influente. Para avaliar se esta observacao altera
as estimativas dos parametros do modelo de regressao normal generalizado, realizou-se

uma andlise de sensibilidade.
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Figura 4.4: Indices de K (r,7(_;) para os dados de altura de Eucalyptus sp..

Tabela 4.5: Medidas de diagnodstico para os dados de altura de Eucalyptus sp..

Casos K (m,m;) Calibracdo

335 0, 1683 0, 7634
479 0, 1734 0, 7656
803 0,4936 0, 8960

A Tabela 4.6 mostra as novas estimativas dos parametros do modelo apds a
exclusdo do caso influente, com o maior valor de calibracdo, as variactes relativas destas
estimativas em relacdo aos dados originais para os dados de altura de Eucalyptus sp. e as
taxas de aceitacdo no algoritmo Metropolis-Hastings. Neste caso, a variagdo relativa é
obtida por (2.21), em que 6 e 6, sdo as médias a posteriori dos pardmetros do modelo,
obtidas dos dados originais e dos dados sem a observagao influente, respectivamente.
Nota-se uma leve mudanca na V' R do parametro s quando excluimos a observacéo influ-
ente, no entanto a referida mudanca ndo é significativa, pois a exclusido da observagéo
praticamente ndo altera as estimativas dos parametros, indicando que o modelo de

regressdo normal generalizado é adequado para acomodar observacoes influente.
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Tabela 4.6: Estimativas a posteriori, V R (%) em relacdo aos dados originais para os dados

de altura de Eucalyptus sp. e taxas de aceitacdo (TA) no algoritmo Metropolis-Hastings.

Observacdo retirada Parametros Média VR (%) HPD (95%) TA (%)
8 7,067 0,014  (6,375:7,753) 57,00

B2 0,948 — (0,905;0,991) 56,38

503 o 3,252 0,463  (3,054;3,454) 60,11

s 2,936 2,478  (2,486;3,390) 62,67

4.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentou-se uma abordagem de analise de referéncia Bayesiana

objetiva para o modelo de regressdo normal generalizado. Técnicas de diagndsticos base-

adas na divergéncia de Kullback-Leibler foram construidas para o modelo de regressao

normal generalizado. Estudos com dados artificiais e reais foram feitos para verificar a

adequacdo do método proposto. Além disso, verificou-se, por meio do estudo de dados

artificiais e de dados reais, que a divergéncia de Kullback-Leibler detecta de maneira

eficaz os pontos influentes no ajuste do modelo de regressdo normal generalizado. A

retirada do ponto influente do conjunto de dados reais mostra que o modelo de regressao

normal generalizado é adequado para acomodar observacoes influentes.



Capitulo 5

Consideracoes finais e propostas

futuras

No presente trabalho apresentou-se o modelo NG, o modelo 1ogNG e o modelo
de regressao NG sob a perspectiva da andlise Bayesiana objetiva. As funcoes a priori
de referéncia e a de Jeffreys para esses modelos foram encontradas, no entanto a
funcéo a priori de Jeffreys conduziu a uma distribuicdo a posteriori impropria, em
todos os casos estudados. Este resultado é corroborado pela dificuldade do método no
caso multiparamétrico. Em contraste, a funcado a priori de referéncia conduziu a uma

distribuicao a posteriori propria, em todos os modelos considerados.

A andlise de referéncia, no entanto, proporciona um método geral para encontrar
fungdes a priori ndo informativas que maximizam a falta de informacoes. As fun¢des da
priori de referéncia ndo levam em conta as opinides de especialistas, mas consideram o
modelo assumido e os dados observados. Portanto a func¢éo a priori de referéncia pode

ser convenientemente utilizada como um padrédo de comunicacao.

Os resultados dos estudos de simulacao e a aplicacdo em dados reais mostraram
que o modelo NG, o modelo logNG e o modelo de regressdao NG sdo adequados para
acomodar observacoes influentes. Estes resultados sdo corroborados pelo fato das
distribuicGes NG e 1ogNG serem consideradas ferramentas para reduzir a influéncia
das observacdes aberrantes e obter estimativas robustas. Além disso, verificou-se que

a divergéncia de Kullback-Leibler detectou de maneira eficaz os pontos influentes no
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ajuste dos modelos considerados.

As distribuicdes NG e logNG também foram apresentadas como uma mistura
de escala uniforme para permitir o desenvolvimento de algoritmos de amostrador de
Gibbs, como uma alternativa ao método Metropolis-Hastings dentro do amostrador de
Gibbs. Duas aplicacoes a dados reais mostraram a metodologia proposta. Além disso,
verificou-se que podem existir altas correlagoes nas amostras estimadas, de modo que
sdo necessarias grandes cadeias de MCMC para atingir convergéncia. Este resultado é

corroborado pelo uso de uma varidvel latente (Damien et al., 1999).

Como perspectiva de continuidade deste trabalho, propde-se alguns tépicos:

e O desenvolvimento da metodologia Bayesiana objetiva para o modelo de regressao
lognormal generalizada e outros modelos de regressao, como, por exemplo, o
modelo de regressdo log-Birbaum-Saunders e o modelo de regressdo poténcia

exponencial assimétrico (AEP).

e Utilizar a distribuicdo lognormal generalizada para os tempos latentes em modelos

de sobrevivéncia com fracdo de cura.
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Apéndice A

Demonstracoes

A.1 Matriz de informacao de Fisher

Para obter os elementos da matriz de informacao de Fisher, os seguintes resultados sdo

necessarios: /
I'(z+1) =aI'(2), F(;:(;—)l) =1+ zy(x),
F//(a:)_ (z 2(z 71“"(374—1)_ z) + 2% (z) + 20 (z
Foj =V @), = 200 e (@) + o (0)

/

I ()
I(x)

onde I'(z) é funcdo gamma e () =

¢ a funcdo digamma.

N1+5w—u|u_Fﬂ+§N@U%wﬁ

Além disso, as mudancas de varidveis u =
1 T
(1 + 1)y — 278
g
regressdao NG, respectivamente.

g o

eu=

sdo consideradas para o modelo NG, o modelo 1ogNG e o modelo de

A seguir, apresentam-se também 8 resultados necessarios para obter os elementos da
matriz de informacdo de Fisher. Os resultados apresentados abaixo sdo obtidos para a mudanca
de variavel do modelo NG. Vale ressaltar que quando os demais modelos sdo considerados, com

as suas respectivas mudancas de variaveis, os resultados obtidos sdo equivalentes.

L+ ly—p
- .

Considera-se a mudanca de variavel u =

I. B

1
<w> 2(s—1) sign®(y; — ,u)] = ;Ej—i_z;
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1\, (s—1)
II. £ (W) sign(y; — ,u)] =0
N, (s—1)
Prova: E <F(1+90)|yzu|> sign(y; — u)] = % ffooo wle " du =0
or <1+>
s
1\ 25—1
. £ (W) sign(yi—u)] —0
Prova: E

2I'( 1+
S

V. E [(F(lﬂgyiuI)T —1

Prova:

E

2s—1
(r(1+i)|yi—u|> sign(y; —M)] _ 1 .

V. E

Prova:

(14 2) |y — ul ’ B 1 /OO u®
o S0 (14 1) J_ sign(u)

1 R 7A
r(1+1) /0 sign(u)

" sign(u)du

C ws e dy =0

) Joo
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Prova
L (1+3) 1y — ul T (141 |y — gl ) o s )
) ( g ) ° ( )] 2T (1+ )/OO sign( )log(u)e du
1
ot [ osu)e = F<S>w(1+;) b1+ 1)
T+ sign() T (1+1) 53 =2
VII. E < (12)lw: “) log (F( 12|yiﬂ|)] _ F(zlfif;()g;i)
Prova

2s
L (1+5) |y — D (1+5) lyi — pl 1 ©u s
E [( . log . =57 i+ D) /OO sign(a) log(u)e™ du

1
0 s r<2+>¢(2+§) 1 |
- : 1 / - : log(u)e ™ du = L 5 :F(2+s)¢(2+s)
I'(1+1)Jo sign(u) r(1+1) 52 r(141)s2

<r(1+_},)yi—u>2s log? <F(1+§)|yi—u|>] _ (1+§)[w2(2+3§)+¢'(2+§)}
Prova:

2s
L (1+5) |y —n 2 (PO+ ) ly—ul)| 1 R T VRN
< o log o S or (1+1) /_OO sign(u) log™(u)e™ du

L L TErD e v e
i

= log?(u)e " du =
r(1+1 sign(u) g () I (1+1) 53

VIII. &

E

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, tem-se que

(T(1+§) Iyi—u|>2slog2 (T(1+§3y¢u>] _ (49 At (2+i)]

E

o 53

Prova dos elementos da matriz da Sec¢éo 2.1:

A seguir, calculam-se os elementos da matriz de informagéo de Fisher em (2.8).

dlog L\* + 1) i — Y
s i Y
(2] () .

)] ), r(e- 1) " ()r(-3) |

considerando (I), tem-se que E {( o

sT2 ( 1+

E
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e (R (R )
; [( % L= M)(H) sign(yi — u)]

2s5—1
U (1+ 1) [yi — pl .
. sign(y; — p) |

considerando (IT) e (IID, tem-se que E | (252 ) (2555 )| = B[ (2552 ) (2555 | = 0,

L ST (12+ 1) &
o

E
1

E

Olog L 2 n 5 —
(ag)rwf”ﬁZE

e[(%55) (555)] -2 1(%5) (552

:ézE [(r(u%\yi_M)slog (F(l—l—iﬂyi—m)]
)

S

V) g (RO D) vl )
gs im1 o
s T+ mi—nl\" (TA+Y) -yl
—U;E ( = ) log -
1 n o 2s
ML oy <F(1+1)|yz ul) ]
o im1 o

considerando (VI), (IV), (VII) e (V), tem-se que

£(%55) (5] == (5 (5]

_ 1 Ww(+5) v+ 1
o 52 os s

_s L)) vty (+5)
o F(1+%)52 o T

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, tem-se que

2|(%5) ()| =2 (%) (55| =
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()] -2

considerando (VIII), (VID) e (V), tem-se que

(alogLﬂ L+ [+l +v 2+

0s 53

E

20 (1+5) TER+HvE+y) *0+5) (1+5)
s " F(l—f—%)sQ * 52 Ty

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, tem-se que
2
Olog LAY _m [ L Ny (14 1)1
0s 53 s s

Prova dos elementos da matriz da Secao 4:

E

A seguir, calculam-se os elementos da matriz de informagéo de Fisher em (4.7).

2 ) 1 T 2(s—1)
E{(a?§L> (381(;3?#)}_ r 1+ Zazz TE ( (L5 5) Iy wlﬁ') signQ(yiwiTﬂ)]7

g
considerando (I), tem-se que

1
) 3-8
Npfy 1)

e[(%50) (557)) =1 (5%7) (55

P14 2) - ﬁm)“‘” ol mTﬁ)]
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considerando (I1) e (IID, tem-se que E | (2557 ) (2555 )| = B[ (2552 ) (%555)| = 0.

dlog L\ * n s L (1+1) |y — =!8l )
< 0o >]_02_2022E ( o
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e[(555) (555 = 1(55) (5527
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considerando (VI), (IV), (VID) e (V), tem-se que

e[(555) (555)] = 1(55%) (552°)
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considerando (VIII), (VII) e (V), tem-se que

(alogLﬂ )Y

0s -

E

g3

20(1+5) TE+HvE+5) *0+5) (1+3)
s " I‘(1+%)52 * 52 P

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, tem-se que
2
Olog L\T _mn [t Dy (14 1)1
ds 53 s s

A.2 Distribuicoes a posteriori

E

Prova da Proposicdo 2.2: Integrando em o, obtém-se a verossimilhanca para (u, s).

Considera-se a mudanca de varidvel z = L 37 (T (1+1)[y; — ul)”. A funcdo de

oS

verossimilhanca para (u, s) reduz-se a
oo
L(p, sly) oc/ T e
0

Utiliza-se a definicdo da fungdo gama, dada por I'(a) = [;* y*“le ¥dy. A funcdo de
verossimilhanca para (u, s) pode ser reescrita como

—(n+a—1)
L(p, sly) o< s7'T <n+z_1> [Z <F (1 + i) lyi — u|> ] (A1)
=1

Considerando-se a verossimilhanca L(u, s|y), integra-se em p

L(sly) = /% L(u, sly)m(x)dy (A.2)

_ (n+a—1)

_1 1 —(n+a-1) n s
=275~ <n—|—a> r <1 + ) / Z lyi — p|® du
5 5 R =1
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_ (n+a—1)
A seguir, definem-se duas funcdes para provar que [i [>7 ; |yi — pl’] s du é

limitada.

Sejam

A, 5) = n (max |y;| + |p])®

n|y — p*l*, se p € L1,
B(u,s) =
n[g — pl®, se p € L2,

onde " = argmin, Y0 Iy — l*, L1={p € R [u] < [gl} e L2 = {u € R : |ul > []}.

Observe-se que

DYy =l < 370 (il + |p)® < 320 (maxly;| + |pl)® = n(max|y;| + [u])® =
A, s)

II) A funcéo |.|°, para s > 1, é convexa em R. Considerando a desigualdade de Jensen,

tem-se que

n S

> (i —n)

i=1

=nly—pl”.

n
> lyi—ul® >
=1

Se p € L1, segue que Y .|y, —pl° > nly — p*|°. Se p € L2, segue que

doicy lyi = ul® > nlg — pl®.
Assim, Y1 |y; — pl® > B(p, s).

Considerando I e II, segue que B(u,s) < > .=, |y — p|® < A(u, s). Portanto

_ (n+a-1)

Calcula-se a integral acima do lado esquerdo e direito. Para a integral do lado esquerdo,

tem-se

(n4+a—1)

/% (A, )]~ "5 dp = /% (n(max [y |+ u])*]

(n+ _ (nta-1) —(n+a—1)

a—1) o0
e el A
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seja z = max |y;| + p, entdo dz = du. Assim, tem-se que

) oo |
(7L+0~ l)d 2 s zZ (n+a 2) (A 3)
/g%[n(maxyz+|#|)] H=2 ) '
max |y;|

(n+a—1)
=2n" s [(n+a—2)(max |yi|)"+a*2]*1.
Portanto

(n+u, 1) (nt+a—1)

dp=n""<"fi(y), (A4)

/vmmmwﬂ+mwl
R

em que fi(y) = (n+a—2)(m§x|yi\)”+“_2 ndo depende de s.

Para a integral do lado direito, tem-se

(n+a 1) . % (n+a 1) . (n+a 1)
[ B =5 = [ g1 e [l e as)
R L1 L2

(nt+a—1)
= e [ e
L1 L2

Portanto

/a%[B ()] A =n T (), (A.6)

em que fo(y) = [, |7 — p* |~ " Vdp+ [, ¢ [§ — p|~"+*"Vdy ndo depende de s.

Considerando (A.4) e (A.6), tem-se que

(n4a—1)

fily) <n ‘““”/[2]% M] A< fy) (A7)

Portanto

o (n4a—1)

/S(E [Z lyi — uls] S dp =0 (n‘u) (A.8)
=1

O resultado acima permitird estudar o comportamento da verossimilhanca integrada

para s. Substituindo (A.8) em (A.2), tem-se

_ —(n+a-1) e
L(sly) & s~'T <”+al> r (1 + i) 0 (n"57) (A.9)

S
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Para estudar o comportamento da verossimilhanca integrada para s, considera-se o
seguinte resultado: a expansao da série ﬁ ~ z para z proximo de 0 (Abramowitz & Stegun,
1972). Portanto se s — oo, tem-se I (%) ~ s. Além disso, considerando a expansao da série de
Taylor de 1* ordem de logI'(1 + z) em torno de z = 0, tem-se que logI'(1 + z) ~ z¥(1), onde

, ( :
(1) ~ —0.57721. Assim, I' (1+ 1) ~ e para s grande. Sendo assim, para s — oo, tem-se

n+a—1\ ~_ S
I (24e=L) ~ 2. Portanto

—(n+a—1) nta—
L(sly) ~ 5’17n+2_ () 0 (n= ") (A.10)

—¥(1)(nta—1) _ (n4a-1)
s O <n s )

~ e

—0 (ew{wﬂogn})
= O(1).
Completando a prova. O

Prova da Proposicao 2.3: A prova serd feita considerando-se a condi¢do dada em (2.15) e os

Corolarios 2.1 e 2.2.

Considere a priori de referéncia dada no Coroldrio 2.1, o resultado do Corolério 2.2 e a

condicdo (2.15), tem-se que a posteriori de referéncia é propria se e somente

/ o(1)o (s_%> ds < 0.
1
Sendo assim,
/ 0(1)0 (s_%) ds :/ s73ds (A1D)
1 1
=2<

Portanto a priori de referéncia conduz a uma posteriori prépria, completando a prova.

Considere a priori de Jeffreys dada no Coroldrio 2.1, o resultado do Corolario 2.2 e a

condicdo (2.15), tem-se que a posteriori de Jeffreys é prépria se e somente

/100 o(1)o (S_1> ds < oo.
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Sendo assim,

o0 OOdS
0(1)O ld:/ A.12
| owo(s)as= [ 74 (A12)

Portanto a priori de Jeffreys conduz a uma posteriori imprépria, completando a prova. [

Prova da Proposicdo 4.2: Integrando em o, obtém-se a verossimilhanca para (3, s).

Considera-se a mudanga de varidvel z = L 3" (T (1+ 1) |y; — 2/ B|)". A funcfo de

oS

verossimilhanca para (3, s) reduz-se a

o0 n+a71_1 —z
L(B, s|ly) x z s e “dz
0

Utiliza-se a defini¢do da funcdo gama, dada por I'(a) = [;°y* ‘e ¥dy. A funcdo de
verossimilhanca para (3, s) pode ser reescrita como

—(n+a—1)

i fn+ta-—-1 = N 1N °
L(B, sly) o s~IT (S > [; (r (1 + S) yi — x; BD ] . (A.13)
Considerando-se a verossimilhanca L(83, s|y), integra-se em 3
Lely) = [ LB.sl)=(8)dp (A19)
—(nta-1) n e
x s7IT (”J““_l> r <1 + 1) / [ yi — ;) B3 ] dB.
5 5 R i1

—(n+a—1)

Além disso, pelo Lema 3.2 em Salazar et al. (2012), [y, [Z?:l |yi — m?ﬂﬂ *dp

A —(n+a—1)
é limitada, de ordem n™ paran >p+1—a.
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Portanto
1 1\ (a1 (nta-1)
L(sly) < s~'T <”+“) r (1 + ) 0 (n ). (A.15)
S S

Para estudar o comportamento da verossimilhanca integrada para s, consideram-se

os resultados apresentados na prova do Coroldrio 2.2. Sendo assim, para s — oo, tem-se que

r (%) ~s, T (1 + %) ~ quS) el ("+a—1) ~ 5

S n+a—1"
Portanto
S w(1) —(n+a-1) (nta—1)
I ~ o1 ( T) 0( —f) A.16
(sly) ms——— (e n (A.16)
~ 6—‘1’(1)(:+a—1)0 <n_(n+z—1))
~0 (e@{mﬂogn})
=0(1).
Completando a prova. O

Prova da Proposicdo 4.3: A prova serd feita considerando-se a condi¢do dada em (4.19) e os

Corolarios 4.1 e 4.2.

Considerando-se a priori de referéncia dada no Coroldrio 4.1, o resultado do Corolério

4.2 e a condicdo (4.19), tem-se que a posteriori de referéncia é prdpria se e somente

/1 0(1)0 (s—%) ds < .

Sendo assim,

/Oo 0(1)0 <s—%> ds = /Oo s3ds (A.17)
1 1

=2 < o0.

Portanto a priori de referéncia conduz a uma posteriori propria.

Considerando-se a priori de Jeffreys dada no Corolario 4.1, o resultado do Corolario 4.2

e a condicdo (4.19), tem-se que a posteriori de Jeffreys é prépria se e somente

/1 o(1)o (s%) ds < oc.
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Sendo assim,

[e.e] p—2 oo p—2
/ 0(1)0 (ST> ds = / 52 ds (A.18)
1 1
= OQ.
Portanto a priori de Jeffreys conduz a uma posteriori impropria, completando a prova. O

A.3 Funcao de sobrevivéncia

Se t > exp(u), a funcdo de sobrevivéncia pode ser escrita por

00 1 o . $
S(t>_/t 23/1anp{_ <F(1+S)(i g(y) M)) }dy_

I'(141)(log(y)—p)

S
Considera-se a mudanca de varidvel z = < ) . A fungao de sobrevivéncia

reduz-se a

_ 1 > I 7zd
S) = 2s' (14 1) <F(1+§)<1og<t>u>>s ze € az.

o

Utiliza-se a defini¢do da funcéo gama incompleta, dada por I'(a, ) = [ y*~* exp(—y)dy.

A funcao de sobrevivéncia pode ser reescrita como

I Gl G D}

2sT (14 1)

De maneira semelhante, se 0 < ¢t < exp(u), pode-se mostrar que

I )]

25T (1+ 1)

s




Apéndice B

Metropolis-Hasting dentro do

amostrador de Gibbs

Os detalhes do algoritmo Metropolis-Hasting dentro do amostrador de Gibbs,

fazendo-se o uso do passeio aleatério, sdo apresentados a seguir.

O algoritmo Metropolis-Hasting dentro do amostrador de Gibbs é utilizado na
geracdo dos valores de y, o e s. Para os parametros y, o e s, consideram-se as seguintes
distribui¢des condicionais: 7R(u|o, s,y), 7R (o|u, s,y) e 7%(s|p, 0,y), respectivamente.
No entanto, sob o modelo dado, © € R, ¢ > 0, s > 1, considera-se uma mudanca
de varidveis de (u,0,s) para 8 = (0y,05,05) = (u,log(o),log(s — 1)). Isto transforma
0 espaco paramétrico em R*, e também ajuda a simetrizar a distribui¢do a posteriori.

Considerando-se o Jacobiano dessa transformacao, tem-se que a distribuicao a posteriori

(" aremy) ¥ (”m)r

. (1+exp(63))
e (1 T (1—+exp(93>>) ly: — 01
exp(62)

¢ dada por

N

T(Bly) o< exp(f) ™" exp(fs) (1 + exp(63))~

X exXp { —
i=1

A implementacao do algoritmo Metropolis-Hasting via passeio aleatdrio para
o parametro 6,, por exemplo, é feita considerando-se ntcleos de transicdo ¢(6;,07), de

tal modo que 6} é gerado pelo processo 0 = 6, + kz, em que z ~ N(0,7%) e k é uma

93
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constante de escala que controla a taxa de aceitacdo do algoritmo. Escolhe-se 7? como o
elemento diagonal correspondente da matriz de covariancia da posteriori conjunta de 6,

avaliada na moda a posteriori de 7%(0|y) (Carlin & Louis, 2001b).

A estabilidade numérica do algoritmo é melhorada trabalhando-se na escala

logaritmica. Os passos do algoritmo para gerar 6 sdo os seguintes:

1. Tnicie com 8(©) = (e§°>, o0, e§°>) = (19, log(c ), log(s® — 1)).
2. Gere 07 de acordo com o ntcleo transicional ¢(6, (0 ,07).
3. Gere um valor u da distribui¢do uniforme U (0, 1).

4. Se u < min {1,exp [Iogﬂ (0*|€(0) 3 ,y) — log 7R (8(0)|0(0) 3 ,y)]} entao atu-

alize ¢9§1) por 7. Caso contrdrio permaneca com 9 , ou seja, 9 § .
5. Proceda analogamente para obter 0&1) e 0§1)

6. Repita os passos de 2 a 5 até obter uma amostra de uma distribuicio estaciondria.

Ap6s a geracdo dos valores de 0, obtém-se (i, 0 = exp(f),s =1+ exp(6s)).
Assume-se para 7 0 mesmo valor em todos os passos do algoritmo. O valor de £ é
definido de tal modo que a taxa de aceitacdo do algoritmo esteja entre 20% e 80%
(Muller, 1991). Para verificar a convergéncia do algoritmo utiliza-se o método de

Geweke (1992) juntamente com a andlise grafica.

Esse algoritmo também pode ser utilizado para gerar as amostras a posteriori
dos pardmetros do modelo logNG. Para tanto, considera-se y = log(t). Entretanto,
quando a base de dados contém observacoes censuradas como descrito na Secdo 3.2, o
procedimento é semelhante, mas com algumas modificacées. Na primeira iteracdo do
algoritmo € necessario considerar as observacoes censuradas como nao censuradas. Isto
¢ feito com o objetivo de gerar os valores inicias dos parametros utilizando-se todas as
informacdes disponiveis. Depois de aplicar os passos de 2 a 5, um sexto passo adicional
é gerar n — r observacoes de uma distribuicdo logNG truncada no valor censurado. De

posse destes valores, retorne para o passo 2 e continue o processo iterativo.



Apéndice C

Demais resultados

C.1 Distribuicao normal generalizada

Os demais resultados, obtidos por meio do estudo de simulacdo e dos dados reais para o

modelo normal generalizado, sdo apresentados a seguir.

Tabela C.1: Dados simulados. Médias das taxas de aceitacdo (%) no algoritmo Metropolis-

Hastings para cada tamanho amostral e para cada parametro do modelo NG.

Parametros i
30 100 300 500
pw=20 38,94 39,99 3974 38,99
o=1 37,90 38,80 38,50 37,82
s=1,05 37,78 38,82 38,58 37,94
= 36,26 34,40 32,90 32,55
o= 35,39 33,61 32,12 31,75
5§ =2 35,00 33,47 31,94 31,60
W= 36,80 33,98 33,53 33,45
o= 35,91 33,17 32,75 32,65
s = 35,10 32,95 32,57 32,47
= 38,15 34,00 34,40 34,57
o= 37,07 33,19 33,60 33,76
5§ = 35,91 32,98 33,41 33,59

95
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Tabela C.2: Dados reais. Resultados do critério de Geweke para os modelos NG, normal

e NG com mistura de escala uniforme.

Modelo Parametros Geweke
] 0, 8889
NG o —0, 5580
s —0, 9004
Normal : —0,9637
o 0, 1655
[ 0,2134
NG com mistura T —0,4003
s —1,2890

Tabela C.3: Dados reais. Autocorrelacoes das cadeias para o modelo NG com mistura de

escala uniforme.

Modelo Parametros lagl lagl0  lagh0 lagl00 1lagh00 1agl000
L 0,9958 0,9560 0,7946 0,6417 0,1957 —0,0135
NG com mistura T 0,9988 0.9880 0,9461 0,9034 10,6871 0,5205

5 0,9966 0.9673 0,8574 0,7598

0,5345 0, 3818
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C.2 Distribuicao lognormal generalizada

Os demais resultados, obtidos por meio do estudo de dados artificiais e dos dados reais

para o modelo lognormal generalizado, sdo apresentados a seguir.

Tabela C.4: Dados artificiais. Resultados do critério de Geweke para o modelo logNG.

Modelo Parametros Geweke

L —0, 7568
logNG o —0,1053
s —0,2300

Tabela C.5: Dados reais. Resultados do critério de Geweke para os modelos logNG,

lognormal e 10gNG com mistura de escala uniforme.

Modelo Parametros Geweke
[ —0,9059
logNG o 0, 8406
s —0,1495
lognormal a 0, 1950
—1,8860
[ 0,4633
logNG com mistura T —0, 3198
s 0, 6374

Tabela C.6: Dados reais. Autocorrelacoes das cadeias para o modelo logNG com mistura

de escala uniforme.

Modelo Parametros lagl lagl0  lagh0 laglO0 1lagh00 lagl000

i 0,9819 0,8357 0,4247 0,1913 0,0311 0,0445

logNG com mistura T 0,9959 10,9604 0,8222 0,6835 0,1810 0,1112
s 0,9809 0,8516 0,6319 0,5170 0,1349 0,0694
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C.3 Modelo de regressao normal generalizado

Os demais resultados, obtidos por meio do estudo de dados artificiais e dos dados reais

para o modelo de regressao normal generalizado, sdo apresentados a seguir.

Tabela C.7: Dados artificiais. Resultados do critério de Geweke para o modelo de
regressao NG.

Modelo Pardmetros Geweke

B —0,3594

NG Bs 0,2483
o 0,0814
s 0,2122

Tabela C.8: Dados reais. Resultados do critério de Geweke para os modelos de regressao
NG e normal.

Modelo Parametros Geweke

5 0,3758
NG Ba —0, 3906
o 0,3756
s 0, 4790
5 1, 1100
Normal
B, ~1,0720

o —0, 8476
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Figura C.9: Dados reais. Histdricos das cadeias, densidades a posteriori marginais dos pardmetros

do modelo de regressdo NG com HPD a 95%, autocorrelacdes amostrais e médias ergodicas.
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Figura C.10: Dados reais. Histdricos das cadeias, densidades a posteriori marginais dos para-
metros do modelo de regressdo normal com HPD a 95%, autocorrelacées amostrais e médias

ergddicas.
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