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Resumo

Nesta tese, modelamos uma imagem através de uma grade regular retangular e as-
sumimos que esta grade é dividida em multiplas regioes disjuntas de pizels. Quando
duas ou mais regioes apresentam a mesma caracteristica, a uniao dessas regioes
forma um conjunto chamado de componente. Associamos a cada pizel da ima-
gem uma variavel indicadora nao observavel que indica a componente a que o pizel
pertence. Estas varidveis indicadoras nao observaveis sao modeladas através da
distribuicao de probabilidade de Gibbs com parametro de regularizagao espacial .
Assumimos que § e o numero de componentes K sao desconhecidos. Para estimagao
conjunta dos parametros de interesse, propomos um algoritmo MCMC denominado
de ejegao-absorgao metropolizado (EAM). Algumas vantagens do algoritmo proposto
sao: (i) O algoritmo néao necessita da especificagdo de uma fungao de transigao para
realizacao dos movimentos ejecao e absor¢ao. Ao contrario do algoritmo reversible
Jump (RJ) que requer a especificacao de “boas” fungoes de transi¢ao para ser com-
putacionalmente eficiente; (ii) Os movimentos ejegao e absor¢ao sao desenvolvidos
com base nos dados observados e podem ser rapidamente propostos e testados; (iii)
Novas componentes sao “criadas” com base em informacgoes provenientes de regioes
de observagoes e os parametros das novas componentes sao gerados das distribuigoes
a posteriori. Ilustramos o desempenho do algoritmo EAM utilizando conjuntos de

dados simulados e reais.

Palavras chave: segmentacao de imagem; modelo Potts; distribui¢ao de Gibbs;

algoritmo Swendsen-Wang; reversible jump; atualizagao split-merge.
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Abstract

We proposed a new split-merge MCMC algorithm for image segmentation. We
describe how an image can be subdivided into multiple disjoint regions, with each
region having an associated latent indicator variable. The latent indicator variables
are modeled with a prior Gibbs distribution governed by a spatial regularization pa-
rameter. Regions with same label define a component. Pixels within a component
are distributed according to a Gaussian distribution. We treat the spatial regu-
larization parameter and the number of components K as unknown. To estimate
K, the spatial regularization parameter and the component parameters we propose
the Metropolised split-merge (MSM) algorithm. The MSM comprises two type of
moves. The first one, is a data-driven split-merge move. These movements change
the number of components K in the neighborhood K £ 1 and are accepted accor-
ding to Metropolis-Hastings acceptance probability. After a split-merge step, the
component parameters, the spatial regularization parameter and latent allocation
variables are updated conditional on K by using the Gibbs sampling, the Metropolis-
Hastings and Swendsen-Wang algorithm, respectively. The main advantage of the
proposed algorithm is that it is easy to implement and the acceptance probability
for split-merge movements depends only of the observed data. The performance of

the proposed algorithm is verified using artificial datasets as well as real datasets.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Com o avanco tecnologico, houve um aumento significativo do uso de computadores
para obtencao de informagoes provenientes de imagens. Estas informacgoes sao uti-
lizadas para tomada de decisoes em diversas areas, tais como: na engenharia, com
a descoberta de fissuras em materiais; na biologia, com a contagem de microrganis-
mos em amostras organicas; e na medicina, com a contagem de globulos brancos em
amostras de sangue, identificacao de regidoes com tumores em imagens de ressonancia
magnética; entre outras.

O procedimento de obtencao e analise das informagoes provenientes de imagens
¢ denominado na literatura de processamento digital de imagens (PDI). O PDI
consiste de técnicas matematicas utilizadas para extrair e analisar as informagoes

contidas em uma imagem e pode ser dividido em quatro etapas:

(i) Processamento geral: Nesta etapa, uma imagem digital é transformada em
uma matriz de niimeros, onde o valor de cada coordenada da matriz representa
a cor ou a intensidade do pizel' de posicao correspondente na imagem. Ou

seja, esta matriz reproduz a imagem pizel a pizel;

(ii) Segmentagao: A segmentagao consiste do particionamento da imagem em mul-

! Pizel é definido como sendo o menor elemento de uma imagem digital.



tiplas regides (conjunto de pizels contiguos), que sao consideradas homogéneas

segundo algum critério;

(iii) Deteccao de caracteristicas: Nesta etapa sdo obtidas informagoes, tais como

forma e topologia das regides identificadas em (ii);

(iv) Interpretacdo: Nesta etapa é feita a interpretagdo dos dados quantitativos
obtidos nas etapas (ii) e (iii). Ou seja, a informagao da imagem é transformada

em conhecimento.

O objetivo da pesquisa relatada neste texto é o desenvolvimento de um método
estatistico, baseado em inferéncia bayesiana e métodos de Monte Carlo em cadeias
de Markov (Markov chain Monte Carlo, MCMC), para segmentagao de imagens. A
expressao segmentacao de imagens vem do termo em inglés “image segmentation’.
Segundo Gonzalez e Woods (1992), a segmentagao ¢ uma das etapas mais dificeis e
determina o sucesso de toda a analise. A analise se torna mais complicada quando
o nimero de cores ou intensidades de tons cinza da imagem ¢é desconhecido. Dessa
forma, uma abordagem estatistica que seja eficiente e computacionalmente viavel se

torna necessaria.

1.2 Revisao bibliografica

Em segmentacgao de imagem, os pizels pertencentes a uma mesma regiao sao seme-
lhantes com relagao a alguma caracteristica ou propriedade computadorizada, tal
como cor, intensidade ou textura. Regioes adjacentes sao significativamente diferen-
tes em relagado & mesma caracteristica. Quando duas ou mais regioes apresentam a
mesma caracteristica, a uniao destas regioes forma um conjunto chamado de com-
ponente. Segundo Unnikrishnan et al. (2007), ao selecionar uma partigdo que seja
capaz de destacar as propriedades de cada componente, obtemos uma representa-
¢ao compacta da imagem em termos das suas partes proveitosas, que ressaltam as
informacgoes presentes na imagem.

Na literatura, existem varias abordagens estatisticas aplicadas a segmentacao

de imagem, entre elas, histogram clustering, proposta por Puzicha et al. (1999),
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segmentacao k-means, proposta por Samson et al. (2000), normalized cuts, proposta
por Shi e Malik (2000) e mistura de distribuigdes normais, proposta por Hermes et
al. (2002). Embora simples e computacionalmente viaveis, estes métodos podem ser
implementados somente para casos em que o nimero de componentes K pode ser
previamente fixado. Isto pode ser um problema pois, na prética, o valor K nem
sempre ¢ conhecido e precisa ser estimado. Dessa forma, o objetivo é obter um
método computacional que permita K ser desconhecido e que este seja estimado
juntamente com os parametros das componentes.

Para situagoes em que K é desconhecido, Green e Richardson (2002) propoem
um modelo markoviano oculto (do inglés hidden Markov model, HMM), com depen-
déncia espacial, e modelam a heterogeneidade dos dados através do modelo Potts
(Potts, 1952). Para estimagcao conjunta de K e dos parametros das componentes, 0s
autores utilizam o algoritmo reversible-jump (RJ) com movimentos denominados de
split-merge, onde o movimento split divide uma componente em duas, aumentando
o nimero total de componentes em uma unidade, K + 1, e o movimento merge faz
a uniao entre duas componentes adjacente obtendo uma nova componente , dimi-
nuindo o nimero total de componentes em uma unidade, K — 1. Estes movimentos
mudam o valor de K na vizinhanca K 4+ 1, respectivamente, e preservam os mo-
mentos associados a(s) componente(s) escolhida(s) para a proposta de um split ou
merge. No entanto, este método apresenta resultados satisfatorios somente em pro-
blemas de pequeno ou médio portes (Dobra et al., 2004; Jones et al., 2005; Hans
et al., 2007). Para andalise de imagens, onde o ntumero de pizels é grande, o mé-
todo pode apresentar uma taxa de aceitagao baixa e uma convergéncia muito lenta,
inviabilizando sua utilizacao pratica.

Utilizando as ideias de Green e Richardson (2002), alguns autores propuseram
aplicagoes do algoritmo RJ para andlise de imagens. Entre eles, Dryden et al. (2003)
utilizam o algoritmo RJ para analisar imagens de ervas daninhas e plantagoes, em
que um movimento split é realizado selecionando uma componente k entre as K
componentes que formam a imagem, composta por pelo menos duas regides. Em

seguida, é “criada” uma nova componente k*, vazia, com parametros -« gerados da



distribuicao a prior:. Entao, um novo estado proposto é obtido alocando as regices
pertencentes a antiga componente k entre as novas componentes k£ e £* com pro-
babilidade 1/2, ficando com um total de K + 1 componentes. Zhang et al. (2007)
utilizam o algoritmo RJ para analisar imagens de ressonancia magnética do cérebro
de 11 individuos. Nesta proposta, Zhang et al. (2007) comparam o desempenho
de sua proposta ao algoritmo EM (Ezpectation Mazimization). Zhang et al. (2010)
utilizam o mesmo procedimento para identificar alteragoes na permeabilidade vas-
cular de tumores cerebrais. Johnson e Piert (2009) propéem um modelo bayesiano
bivariado para anélise de imagens e desenvolvem o procedimento de estimacgao uti-
lizando o algoritmo RJ. Os movimentos split e merge sao desenvolvidos utilizando
um procedimento de alocagdo baseado no algoritmo Swendsen-Wang (Swendsen e

Wang, 1987). Estes autores aplicam o modelo em um estudo sobre a relagao entre

2 3

hipoxia® e angiogénese® em tumores. Askari et al. (2013) propéem um algoritmo
RJ para segmentacao de imagens de radar (synthetic aperture radar, SAR). Para
identificar o nimero de regioes homogéneas, os autores utilizam o algoritmo RJ com

os movimentos split-merge.

1.3 Propostas e organizacao

Nesta tese, desenvolvemos uma abordagem bayesiana hierdrquica para segmentagao
de imagens em situagoes onde o niimero de componentes K ¢é desconhecido. Para
isto, modelamos uma imagem através de uma grade regular retangular e assumimos
que esta grade é dividida em multiplas regioes disjuntas de pizels. Associamos a
cada pizrel uma variavel indicadora nao observavel que indica a componente & qual
o pizel pertence. Estas varidveis indicadoras nao observaveis sao denotadas por
S = (S1,...,5,) e sao modeladas pela distribuigdo de Gibbs com parédmetro de

regularizacao espacial 3, onde n é a quantidade de pizels da imagem. Além disso,

2Trata-se de um estado de baixo teor de oxigénio nos tecidos orginicos cuja ocorréncia é atri-

buida a diversos fatores.

3E o termo usado para descrever o mecanismo de crescimento de novos vasos sanguineos a partir

dos j4 existentes.



assumimos que os pixels pertencentes a uma componente k sao distribuidos de acordo
com uma distribuigio normal com média uy e varidncia of, para k = 1,..., K.
Para os parametros (uy,o%), consideramos distribuigdes a priori conjugadas, para
k=1,..., K. Assumimos que 5 e K sao desconhecidos e consideramos distribuigoes
a priori gama para 3 e uniforme discreta para K.

Para estimagdo conjunta dos parametros de interesse (ux, 03, S, 3, K), propomos
um novo algoritmo MCMC denominado eje¢ao-absor¢ao metropolizado (EAM). O

algoritmo proposto é composto de dois tipos de movimentos:

(i) Movimentos que ndo mudam o ntimero de componentes: neste movimento, os
parametros (uy, 07), B e S sdo atualizados condicionado a K, usando os algorit-
mos Gibbs sampling, Metropolis-Hastings e Swendsen-Wang, respectivamente,

para k=1,..., K;

(ii) Movimentos que mudam o nimero de componentes: neste movimento, o ni-
mero de componentes K ¢é atualizado via movimentos denominados ejecao e
absorcao. Estes movimentos sao realizados utilizando um procedimento de
alocacao probabilistica, baseado nos dados observados e mudam o nimero K

de componentes para K + 1.

Para manter vilida a equagao de balanceamento em relagao a distribuicao a
posteriort quando propomos os movimentos ejecao e absor¢ao, a probabilidade de
aceitacao para estes movimentos sao calculadas de acordo com o procedimento pro-
posto por Carlin e Chib (1995), Godsill (2001) and Dellaportas et al. (2002). Este
procedimento considera uma parametrizacao alternativa, onde sao utilizadas pseudo
distribuicoes a prioris para completar o espago paramétrico e assim desenvolver o
procedimento em um espago paramétrico de dimensao fixa. Dessa forma, a probabi-
lidade de aceitagao para os movimentos ejecao-absorcao ¢ dada pela probabilidade
de aceitagao do algoritmo Metropolis-Hastings.

Escolhendo a densidade a posteriori dos parametros das componentes como a
densidade geradora de candidatos, a razao de verossimilhangas e a razao das den-

sidades a priori (da probabilidade de aceitagdo Metropolis-Hastings) se cancelam



com o termo correspondente na densidade a posterior:, eliminando os parametros

da probabilidade de aceitagao. Assim, o algoritmo proposto realiza uma atualizagao

Metropolis-Hastings com uma probabilidade de aceitacao que depende somente dos

dados associados com a componente(s) selecionada(s) para uma ejegdo ou absorgao.

A principal diferenca do método proposto com relacao ao algoritmo RJ é que

quando uma componente nova é “criada”’, através de uma proposta eje¢ao ou absor-

¢ao, esta determina uma particao nos dados observados. Isto ocorre devido & forma

que as propostas ejecao e absor¢ao sao desenvolvidas, baseadas nos dados e nao nos

parametros como no algoritmo RJ.

As contribuig¢oes presentes no algoritmo proposto sao:

(i)

(iii)

O algoritmo nao necessita da especificagdo de uma fungao de transi¢ao para
realizacao dos movimentos ejecao e absorgao, ao contrario do algoritmo R.J,

: = « 9 ~ P :
que requer a especificacao de “boas” fungoes de transicao para ser computaci-

onalmente eficiente;

As propostas ejecao e absorcao sao desenvolvidas com base nos dados obser-
vados, ao contrario dos métodos usuais, onde o procedimento de atualizagao
de K que é baseada na proposta de uma nova configuragao para as variaveis

nao observaveis;

Os movimentos ejegao e absor¢ao podem ser rapidamente propostos e testa-
dos; Além disso, novas componentes sao “criadas” com base em informagoes
provenientes de regioes de observagoes e os parametros das novas componentes

sao gerados das distribuicoes a posteriori;

O parametro de regularizacao espacial 8 é tratado como parametro, permitindo
maior flexibilidade na escolha do melhor modelo e atualizado offline através
de um procedimento conhecido como integracao termal, deixando eficiente o

processo computacional;

O uso do algoritmo Swendsen-Wang aumenta a eficiéncia computacional, pois

os pizels sao realocados por grupos e nao individualmente;



[lustramos o desempenho do algoritmo EAM utilizando conjuntos de dados si-
mulados e reais. Para cada conjunto de dados, apresentamos as estimativas da
probabilidade a posteriori e a média ergodica de K ao longo das iteragoes. Também
verificamos a capacidade do método em “visitar” diferentes valores de K ao longo das
iteragoes e a estimativa da autocorrelagao. Finalizamos a analise de cada conjunto
de dados apresentando a figura identificada pelo método.

O restante da tese estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresen-
tamos alguns conceitos sobre grafos, descrevemos o modelo de Potts (Potts, 1952)
e o algoritmo Swendesen-Wang (Swendsen e Wang, 1987). O interesse no modelo
de Potts e no algoritmo Swendsen-Wang é devido ao fato de que estes serao uti-
lizados para o desenvolvimento da abordagem bayesiana e do algoritmo proposto.
No Capitulo 3, desenvolvemos uma abordagem bayesiana hierarquica para segmen-
tacao de imagens e desenvolvemos o algoritmo EAM. No Capitulo 4, verificamos a
performance do algoritmo EAM utilizando dados simulados e reais. No Capitulo 5,

fazemos as consideracoes finais sobre o algoritmo proposto.



Capitulo 2

Modelo de Potts

Este capitulo é dividido em trés segoes. Na primeira secao apresentamos alguns
conceitos sobre grafos. Este conceitos sao importantes para a descricao do modelo
de Potts (Potts, 1952), descrito na segunda se¢ao. Na terceira se¢ao descrevemos
o algoritmo Swendsen-Wang (Swendsen e Wang, 1987). Este algoritmo é um caso
especial do algoritmo slice sampler, proposto por Neal (2003). O interesse no mo-
delo de Potts e no algoritmo Swendesen-Wang é devido ao fato de que estes serao
utilizados na abordagem bayesiana para segmentacao de imagens com o namero de

componentes desconhecido, proposta no préximo capitulo.

2.1 Grafos

Em muitas situacoes é conveniente descrever um problema em estudo utilizando um
diagrama com pontos e segmentos de reta ligando tais pontos. Por exemplo, em
uma imagem, os pizels podem ser representados por pontos, enquanto segmentos de
reta ligando os pontos podem representar os vinculos entre esses pizels. A abstragao

matematica de situacoes desse tipo da origem ao conceito de grafo.

Defini¢ao 1. Um grafo finito G = (V,A) consiste de um conjunto finito de vér-
tices V.= {1,...,n} e um conjunto de arestas A, unindo pares nao ordenados
desses vértices. Se 1,7 € V sao dois vértices ligados por uma aresta, entio a aresta

{i,j} € A € denotada por ij.



A Figura 2.1 mostra o grafo Gy = (Vi,A;), com V; = {1,2,3,4,5,6} e
A ={14,24,34,45,46}, e o grafo Go = (Va, Ay), com Vo = {1,2} e Ay = {12,22}.

Note que lacos!, como no grafo G, sdo permitidos por definicao.

1
4
1

Grafo G,
Grafo G;

Figura 2.1: Exemplos de Grafos

Definicao 2. Dois vértices i,j € V sdo ditos vizinhos (ou adjacentes) se existe uma
aresta que os conecta. FEsta situacao € representada pela notagao i ~ j.
Por exemplo, no grafo GGy da Figura 2.1, os vértices 1 e 4 sao vizinhos, 1 ~ 4,

mas os vértices 2 e 5 nao sao vizinhos.

Defini¢ao 3. O grau de um vértice i, denotado por g(i), € o nimero de arestas que

se conecta a esse vértice (i.e., o nimero de vizinhos).

Defini¢ao 4. O grau mdzimo de um grafo G, denotado por A(G), é definido por

A(G) = max{g(i)}).

i€V

Defini¢ao 5. O grau minimo de um grafo G, denotado por 6(G), € definido por

0(G) = min{g(i)}.

i€V
Por exemplo, no grafo G da Figura 2.1, A(G;) =5 e 6(Gy) = 1.
O conjunto de vértices {j € V : i ~ j} é chamado de vizinhanca de i e é
denotado por V(i). Por exemplo, para o grafo G; da Figura 2.1, V(1) = {4} e
V(4) = {1,2,3,5,6}.

Definicao 6. Uma cole¢io V = {V(i) : i € V} de subconjuntos de V é chamada de

sistema de vizinhancas se:

1'Um lago (loop) é uma aresta que conecta um vértice a ele mesmo.
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(i) Em todo vértice i nao hd um lago, i.e., o vértice i nao pertence ao seu conjunto

de vizinhos, i ¢ V(i);

(11) Quaisquer que sejam os wvértices i,j € V, com i ~ j, a equivaléncia
i € V(j) & j € V(i) € verdadeira, i.e., o grafo G = (V,A) € nao direcio-

nado®.

A Figura 2.2 mostra diferentes estruturas de sistemas de vizinhancas em uma,
duas e trés dimensoes. A Figura 2.2(a) mostra uma estrutura unidimensional onde
¢ possivel construir apenas um sistema de vizinhangas com 2 vizinhos; a Figura
2.2(b) mostra uma estrutura bidimensional onde é possivel construir sistemas de
vizinhangas com 4 e 8 vizinhos; a Figura 2.2(c) mostra uma estrutura tridimensional

onde é possivel construir sistemas de vizinhangas com 6, 18 e 26 vizinhos.

(a) 1D (b) 2D
/ wtacl
‘\.%[ an E N g
=7 LA
7 T L
4/_) » i :‘:i_ . Az
(c) 3D

Figura 2.2: Exemplos de sistemas de vizinhancas

2Um grafo G = (V,A) é nio direcionado se o conjunto A é definido em termos de pares nio

ordenados de vértices, que sao normalmente chamados de arestas.
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Em algumas situacoes, é conveniente assumir que o grafo tem uma estrutura
regular, 7.e., uma disposicao geométrica igualmente espacados de pontos sobre uma
regiao plana ou espacial. Este tipo particular de grafo é denominado de grade. A

Figura 2.3 mostra trés tipos de grades regulares: retangular, triangular e hexagonal.

® 4  J
@ L ®
L L 4 4
L » ®
(a) Retangular (b) Triangular

(c) Hexagonal

Figura 2.3: Exemplos de grades regulares

Para finalizar esta segdo, considere uma grade regular G = (V, A) do tipo retan-
gular com n; X ny vértices e um conjunto de arestas A. Representando cada vértice
desta grade por (p,q), entdo o conjunto de vértices V é dado por
V ={(p,q : 1 <p < ny,1 <q < ny}. Para simplificar a notagao, considere
que os vértices sejam numerados de 1 até n = ny X ng com i = p+ (¢ — 1) -y
sendo o indice do vértice (p,q), para i = 1,...,n. Esta notagdo sera utilizada no

Capitulo 3 para representacao de uma imagem.
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2.2 Modelo de Potts

O modelo de Potts (Potts, 1952) ¢ um modelo matematico usado para estudar o
comportamento de um grafo G = (V, A).

Para a descricao do modelo de Potts, considere, sem perda de generalidade, que
o grafo G = (V, A) é uma grade regular G = (V, A) de dimensao ny X ns.

Seja A um conjunto de caracteristicas que cada um dos vértices da grade pode as-
sumir. Por exemplo, em anéalise de imagens com cores branco e preto,
A = {branco, preto}. Cada vértice da grade G = (V, A) pode assumir apenas uma
das duas cores. A Figura 2.4 mostra duas configuragoes para a grade G = (V,A)
com V = {1,...,16} e A = {branco, preto}. O simbolo “0” representa um vértice
de cor branca e o simbolo “e” representa um vértice de cor preta. A existéncia de
uma aresta entre dois vértices é representada por um segmento de reta continua e
a nao existéncia de uma aresta é representada por um segmento de reta tracejada.
A existéncia de uma aresta entre dois vértices vizinhos indica que estes vértices
sao relacionados e assumem a mesma cor. Caso contrario, os dois vértices nao sao

relacionados e assumem cores diferentes.

1

314

3o—& | ' 15

(a) Configuragao 1 (b) Configuragao 2

Figura 2.4: Configuragoes para a grade G = (V, A) com A = {branco, preto}

Outros exemplos de conjuntos A sdo: carga elétrica (A = {positivo, negativo}),
temperatura (A = {quente, frio, gelado}), dire¢ao (A = {cima, baixo, esquerda, dire-
ita}), cores (A = {preto, azul, verde, vermelho, branco}), entre outros.

Quando o conjunto A é composto por apenas duas caracteristicas, temos o cha-
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mado modelo de Ising (Ising, 1925).

O modelo desenvolvido por Potts é¢ uma generalizagao do modelo Ising e considera
que o conjunto A é composto por K caracteristicas, para K > 2. Assim, de forma
genérica, considere A = {1,..., K}, onde K ¢é a quantidade total de caracteristicas.
Cada valor k € A ¢ denominado rotulo (caracteristica).

Para cada vértice i € V da grade G = (V,A), i = p+ (¢ — 1) - ny, associamos
uma variavel indicadora S;, de forma que s; = k indica que o vértice i assume o

rotulo k, parai=1,....n e k=1,..., K.

Defini¢ao 7. O estado S = (51,...,S5,) de uma grade G = (V,A) € a escolha de
um rotulo para cada um dos vértices da grade.

O conjunto Qg de todos os possiveis estados de uma grade G = (V, A) é chamado
de espago de estados. O numero total de configuragoes s € Qg é n(Qs) = K.

Por exemplo, o estado s’ para a grade G = (V,A) da Figura 2.4(a) ¢é
s =(P,P,B,P,B,P,B,P,B,B,P,P,P,B, B, B), com B sendo branco e P preto.
Para a Figura 2.4(b), o estado ¢ s” = (B, P,P,P,B,P,P,P,B,B, P,P,B, B, B, B).
O ntmero total de possiveis configuracoes é n(£2s) = 21 = 65.536.

Cada estado s € Qg particiona a grade G = (V,A) em M regides, Ry,..., Ry,
formadas por conjuntos de vértices conectados, i.e., para todo vértice i,7 € R,,,
existe um conjunto de arestas conectando estes vértices, para m = 1,..., M. Por
exemplo, o estado s’ da Figura 2.4(a), particiona a grade em M = 5 regides,
onde Ry = {1,2,6}, Ry = {3,7}, Ry = {4,8,11,12}, R, = {5,9,10,14,15,16} e
Rs = {13}. O estado s” da Figura 2.4(b), particiona a grade em M = 2 regides,
onde Ry = {1,5,9,10,13,14,15,16} ¢ R, ={2,3,4,6,7,8,11,12}.

Como diferentes estados de uma grade G = (V, A) definem diferentes rotulos
para os elementos da grade, entdao é importante ter uma medida que forneca o
grau de relacionamento total de um estado S. A func¢ao que mede este grau de
relacionamento é o hamiltoniano. A definicao do hamiltoniano dada a seguir é uma
forma simplificada, obtida sob a hipotese de que o campo magnético externo é nulo.

Para maiores detalhes, ver Potts (1952) e Feng and Tierney (2011).
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Definicao 8. O hamiltoniano é uma funcio H : Qg — R, onde um estado
S =(S1,...,5,) da grade G = (V, A) € transformado em um valor real da sequinte

forma

H(s) =5 L.(s),

i~j
em que 8 € uma constante que determina a for¢ca da interagcao entre os vértices i e
J vizinhos, s = {s1,...,s,} els(sj;) =1 ses; =s; e L(s;) =0 caso contrdrio,
quaisquer que sejam i, € V.

O parametro [ é um parametro de regularizacao espacial que controla a depen-
déncia espacial entre os vértices vizinhos. Quando S = 0, os vértices sao indepen-
dentes. Por outro lado, quanto maior o valor de 3, maior a dependéncia entre os
vértices vizinhos.

Para ilustrar o calculo do hamiltoniano, considere as grades da Figura 2.4 (pag.12).
Esta figura apresenta os estados s’ e s” de uma grade G = (V,A), de dimensao
n =4 x 4 = 16, para um conjunto de caracteristicas A = {branco, preto}. Assuma
que a constante (5 de interacao do sistema seja igual a 1. A existéncia de uma relagao
entre os vértices 7 e j, i ~ j, é representada por um segmento de reta continuo com
o valor da aresta 75 igual a 1. A nao existéncia de uma relagao é representada por
um segmento de reta tracejado com o valor da aresta ij sendo 0. Assim, o valor do
hamiltoniano para o estado s’, Figura 2.4(a), ¢ H(s') = —11. O hamiltoniano do
estado s”, Figura 2.4(b), ¢ H(s") = —18.

Como o valor de H(-) diminui & medida que a quantidade de ligagoes existente
entre os vértices aumenta, entdo quanto menor é o valor de H(-), mais forte é a
estrutura de relacionamento do estado S. Para o exemplo dado acima, H(s") <
H(s'), indicando que o estado s” apresenta uma estrutura de relacionamento mais
forte do que o estado s’. Visualmente, isto significa que a particao da grade G =
(V,A) induzida pelo estado s” ¢ mais organizada do que a partigdo induzida pelo
estado s’, como pode ser observado na Figura 2.4.

Dada uma grade G = (V, A), um conjunto de caracteristicas A e o hamiltoniano
H(S) para um estado S, é interessante transformar o grau de relacionamento deste

estado em uma medida que seja interpretada como quao provével é o estado S.
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Uma distribuicao de probabilidades que preserva a dependéncia entre os vértices

vizinhos da grade G = (V, A) é a distribui¢ao de Gibbs, dada por

exp {ﬁ;ﬂsi(sj)}
7(s|B, K) = ’ . (2.1)

2. exp {52]151.(3]-)}

sEQs inj

O denominador na Equacao (2.1) é a constante de normalizagao, também cha-

mada de fungao partigao e é denotada por g(3, K), g(5,K) = >_ exp {ﬁz}lsi (s5) }

s€Ns i~vj
O célculo de g(3, K) pode ser computacionalmente intratével, pois sua soma possui

K™ parcelas. Por exemplo, para uma grade G = (V,A) de dimensao 9 x 9 com
K = 3, existem K" = 38! = 4,434265 x 103® parcelas a serem somadas. Alguns
autores, como Chalmond (1989) e Won e Derin (1992), evitam o calculo dessa cons-

tante de normalizacao usando uma pseudo-verossimilhanca como uma aproximacao

de 7(S = s|f, K), que é dada por

L exp {ﬁ;ﬂsi(sj)}
w(s)o ) =[] — { :

=1 > exp

k=1 i~

B lei(sj)}

Porém, segundo Barker et al. (1997), sob certas circunstéancias, esta pseudo-verossi-
milhanca pode fazer com que a distribuicao a posteriori seja impropria. Gelman e
Meng (1998), Green e Richardson (2002) e Zhang et al. (2007) usam uma aproxima-

¢ao para m(S = s|f, K) obtida via método da integragao termal, proposto por Ogata

(1989). Os detalhes deste método de integragao sao apresentados no Apéndice Aj.

2.3 Algoritmo Swendsen-Wang

Nesta segao, apresentamos o algoritmo Swendsen-Wang (Swendsen e Wang, 1987).
Este algoritmo é um caso especial do algoritmo slice sampler, proposto por Neal
(2003). Devido a isto, iniciamos esta se¢ao descrevendo o slice sampler caso simples;
em seguida descrevemos o slice sampler caso geral e finalizamos a se¢ao descrevendo

o algoritmo Swendsen-Wang.
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2.3.1 Slice sampler caso simples

Suponha que desejamos obter amostras de uma distribuicao de probabilidade de
uma variavel aleatoria Y, definida em um subconjunto X C R. Considere que a

W) onde

densidade de Y, m(y), seja proporcional a uma funcao f(y), i.e., 7(y) = al

1 € a constante normalizadora.

Como a distribuicao de Y nao é totalmente conhecida, entao para gerar valo-
res de Y, considere o seguinte procedimento. Seja U uma varidvel auxiliar com
distribuigao uniforme no intervalo (0, f(y)), U ~ U(0, f(y)). Assim, a distribui-
¢ao conjunta de Y e U é dada pela distribui¢ao uniforme na regiao bidimensional
Uy = {(y,u) : 0 < u < f(y)} abaixo da curva de f(y).

A densidade conjunta de (Y,U) é dada por

(v.0) 1/n, se 0 <u< f(y)
m y) U - )
0, caso contrario

onde n = [ f(y) dy. Para maiores detalhes dos calculos, ver Apéndice A,.
A densidade marginal de Y é dada por

fv) f(y)
m(y) :/o m(y,u) du :/0 1/n du= f(y)/n,

como desejado.

Para gerar os valores y de interesse, geramos valores (y,u) da distribuigdo con-
junta 7(y, u) e ignoramos os valores u gerados. Porém, gerar valores da distribuicao
conjunta de (Y,U) pode nao ser simples. Uma alternativa é desenvolver um algo-
ritmo MCMC que tenha como distribui¢ao de equilibrio esta distribuicao uniforme.
Por exemplo, podemos usar o algoritmo Gibbs sampling gerando valores iterativa-
mente da distribui¢do condicional de Uly, que é dada pela distribui¢ao uniforme no
intervalo (0, f(y)); e da distribuigao condicional de Y'|u, que ¢ dada pela distribuigao
uniforme na regiao S = {y : f(y) > u}. Neal (2003) denomina S de slice definido

por y.

e Algoritmo 1: Slice sampler caso simples. Sejam Y uma variavel aleatoria,

com densidade 7(y) proporcional a uma fungao f(y), e U uma variavel auxiliar,
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com distribuigdo U(0, f(y)). Inicie o algoritmo selecionando aleatoriamente
um valor y(!) pertencente ao dominio da funcdo f(y). Para a [-ésima iteracio,

[ =2,...,L, proceda da seguinte maneira:

(1) gere u¥ da distribuicao condicional
Uy ~ u (0, f ("))
(2) gere y¥ da distribuigdo condicional
Viu® ~ u (s9),
onde SU = {y: f(y) > u"}.

Ou seja, o método slice sampler gera valores de U e Y utilizando movimentos
uniformes alternados em direcao aos eixos das ordenadas e das abscissas, respecti-
vamente. A Figura 2.5 ilustra esses movimentos, para a fungao f(-) unidimensional.
As semirretas na vertical, abaixo da curva, representam os movimentos na diregao

u, e as semirretas na horizontal representam os movimentos na direcao .

Figura 2.5: Movimentos no slice sampler

A seguir apresentamos dois exemplos em que utilizamos o slice sampler para

gerar valores da varidvel Y desejada.
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Exemplo 2.1. Considere uma varidvel aleatoria Y, com densidade
fly) = %exp {—y%} para y > 0. Utilizando o slice sampler, como descrito acima,
iniciamos o algoritmo selecionando aleatoriamente um valor y(! pertencente a R*.
Para a [-ésima iteracdo, [ = 2, ..., L, geramos valores u¥) e y¥ das seguintes distri-

buicoes condicionais
1 1
U|y(171) ~ U (0, 5 exp {— (y(lfl)) 2 }> e Y|u(l) ~ U (S(l)) ,

respectivamente, onde S¢) = {y : %exp {—y%} > u(l)}. Como a funcdo f(-) possui
inversa podemos reescrever o conjunto S® utilizando a f 1), e,
SO = {y:y < 2log (2u?)}, onde ul¥ > 0. Entéo, a distribuicdo de Y|u, ¢ dada
por

Yiul ~ U (O, 2log (2u(l))) .

A Figura 2.6(a) mostra os graficos dos valores gerados para as variaveis U e Y
com L = 5.000 iteragoes. A Figura 2.6(b) mostra o histograma dos valores de Y

gerados, sobreposto pelo grafico da fungao f(y) proporcional a densidade alvo.

Exemplo 2.2. Neste exemplo, nosso interesse é gerar valores da distribuicao
normal, com média p = 3 e variancia 0? = 1, truncada no intervalo (0,1). Assim,

considere Y a varidvel de interesse com densidade

m(y) o< f(y) = exp {—@} Iio.11(y)

., o1e . . .~ . . _9 .

e U a variavel auxiliar com distribui¢ao uniforme no intervalo (e 2 f (y)) , pois como
) : 9

y € truncado no intervalo (0, 1) o menor valor que u pode assumir é e~ z. Iniciamos se-
lecionando  aleatoriamente y™ € (0, 1). Para a [-ésima iteracao,

l=2,...,L, geramos valores ul¥ e y¥) das seguintes distribuicdes condicionais
(-1 _ 3)?
Y _
, exp {——( 5 ) }]1[0,1] (y(l D))

V§u® ~u (SV),

N[

Uy ~ U (e
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(b) Histograma dos valores de Y gerados, sobreposto pela fungao f(y)

Figura 2.6: Slice sampler para m(y) o i exp {—y%}, y>0

onde SU = {y ty < 3— (—210g (u(l)))%} e u® > e 3, Entao, a distribuicao de
Y|u® ¢ dada por
1
Viu® ~ (0,3~ (~210g (u))?)

A Figura 2.7(a) mostra os graficos dos valores gerados de u (superior) e de Y
(inferior) para L = 5.000 iteragoes. A Figura 2.7(b) mostra o histograma dos valores

de Y gerados, sobreposto pelo grafico da fungao proporcional a fungao alvo.
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Figura 2.7: Slice sampler para a distribuigdo normal truncada em (0, 1)

2.3.2 Slice sampler caso geral

Considere agora que a fungao densidade (ou fungdo de probabilidade) 7(y) seja

proporcional ao produto de K funcoes, isto é,

m(y) o< fi(y) fa(y) - - . fr(y). (2.2)

Para este caso, temos a generalizacao do slice sampler, proposto por Edwards
e Sokal (1988). Nesta generalizagao, os autores introduzem K variaveis auxiliares

Ui, ..., Uk e definem a distribui¢do conjunta de (Y, U,...,Ux), que é dada pela
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distribui¢ao uniforme no hiper-retangulo
S = {(ul,...,uK):O<uk < fk(y), Vk= 1,,K}

Dessa forma, repetindo o que foi feito para o slice sampler caso simples, uma amostra
da distribuigao conjunta de (Y, Uy, ..., Uk) pode ser obtida utilizando o algoritmo

Gibbs sampling.

e Algoritmo 2: Slice sampler caso geral. Considere uma variavel aleatoria Y
com densidade 7(y), como em (2.2), e as variaveis auxiliares Uy, ..., Uk, com
distribuigao uniforme U(0, fx(y)). Sejam D, ..., Dk o dominio das fungoes
fiw), ..., [x(y), respectivamente. Inicie o algoritmo selecionando aleatoria-
mente y!) € lﬁle. Para a [-ésima iteracao, [ = 2,..., L, proceda da seguinte

maneira;:

(1) gere u,(cl) da distribui¢ao condicional

Uely®™ ~ U (0, fi (y'))

para k= 1,..., K. Assim, obtemos o ponto (ugl), e ,uﬁ?);

(2) gere y da distribuicdo condicional
Y|u§l), . ,ug? ~ U (S(l)) ,
onde S = {y : fe(y) > u,(cl), Vk= 1,...,K}.

Abaixo apresentamos dois exemplos, em que geramos valores da variavel de in-
teresse utilizando o slice sampler caso geral. No primeiro exemplo, geramos valores
de uma distribuicao gama truncada, e no segundo de uma distribui¢cao proporcional

ao produto de trés fungoes.

Exemplo 2.3. Considere uma variavel aleatoria Y com distribuicao Gama de
parametros a e 3, truncada no intervalo (a,b), ou seja, m(y) o< y* e 4 (y),
coma>1, >0 abcRea<b Sejam, fi(y) =y* e foly) = e .

Inicie o slice sampler, selecionando aleatoriamente y™") € (a,b). Para a [-ésima

iteragao, [ = 2,..., L, proceda da seguinte maneira:
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(1) gere u(ll) e ug) das distribui¢oes condicionais

Ul ~ U AT e Bl ~ UL (0Y)),
respectivamente. Assim, obtemos o ponto <u§l) , ué”);
(2) gere y da distribuicdo condicional
Ve ug ~ u (sY),

onde S = {y : fily) > ugl), fa(y) > ug)} N (a,b). Como as fungodes fi(-) e

f2(+) possuem inversa podemos reescrever o conjunto S®) da seguinte forma,
1

SO — {y Ty > (ugl)) Ty < —%log (ué”)} N (a,b), onde ugl) > 0 e

ug) > 0. Para este caso, ap6s algumas manipulacoes algébricas (ver Apén-

dice A3), obtemos S = (a’, V'), onde

a1 1
a' = max {a, (ugl)) ' } e b =min {b, ~5 log (ué“)} :

Portanto,

Y]l uy) ~ U, )

A Figura 2.8(a) apresenta os gréaficos dos valores gerados de u; (superior), usy
(centro) e de Y (inferior) para L = 5.000 iteragoes, da distribuigdo Gama truncada

no intervalo (0,6). A Figura 2.8(b) mostra histograma dos valores Y gerados.
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(b) Histograma dos valores de Y gerados, sobreposto pela fungao f(y)

Figura 2.8: Slice sampler para distribui¢do gama truncada no intervalo (1, 6)

Exemplo 2.4. Considere uma variavel aleatéria Y com funcao densidade de
probabilidade 7(y) o f(y) = (1+sin®(3y)) (1 + cos*(5y)) exp {—%} Note que,
a funcdo f(y) pode ser decomposta no produto das funcoes fi(y) = 1 + sin®(3y),
foly) =1+ cos'(5y) e fyly) =exp{-%}.

Vamos gerar valores da varidvel Y utilizando o slice sampler. Para isto, ini-
cie o algoritmo selecionando aleatoriamente y) € R. Para a [-ésima iteracdo,

[ =2,---, L, proceda da seguinte maneira:
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(1) gere u(ll), u(ll) e ug) das seguintes distribui¢oes uniformes condicionais

Uily™ ~ U (1,1 +sin? (3y1))

I
Y

u )
Usly'™ ~ U (1,1 + cos* (5y"7))
u

(1-1))2
_ Y
U3|y(l I <O,exp{—%}) )

Assim, obtemos o ponto (ugl), ug), ugl)), onde uy > 1, us >1 e 0<ug <1.

(2) gere y da distribuicio condicional Y|u§l),u§l),u§l) ~ U(SD), onde
s — {y cfily) > ugl), fo(y) > ug), fs(y) > ug)}. Calculando a inversa das

funcdes f1(+), f2(-) e f3(-), podemos reescrever o conjunto S¥ como
%
SO — {y: | sin(3y)| > (ug” - 1) }

N {y - | cos(5y)| > (ug) B 1>i}
N {y Hyl < (—210g (u§l>>>é}‘

Os calculos de podem ser encontrados no Apéndice A4. Para maiores detalhes

ver Robert e Casela (2004).

Na Figura 2.9(a) apresentamos os graficos dos valores gerados de u, ug, us e de
Y para L = 5.000 iteragoes. Na Figura 2.9(b), mostramos o histograma dos valores

de Y gerados, sobreposto pelo grafico da fun¢ao f(y) proporcional a densidade alvo.
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Figura 2.9:

Slice sampler para 7(y) o (1 + sin2(3y)) (1 + cos*(by)) exp {—92—2}

2.3.3 Algoritmo Swendsen-Wang

Suponha que temos interesse em gerar valores da distribuigao de Gibbs

71-(S = S|B7K) = gil<ﬁ7K) exXp ﬂZHSi(Sj) 5

i~j
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para s € €2, onde

9(57[() = Z eXp {BZ]ISZ(SJ)}

s€s ]

¢ a constante de normalizagao, também chamada de funcao particao.

Para simular valores de S com distribuigao 7(S = s|f3, K), vamos utilizar o mé-
todo slice sampler, como descrito na secao anterior. Para isto, considere
u={u; :14,j=1...,nei~ j} um conjunto de varidveis auxiliares e assuma
que w;; ~ U(0,exp{SL,(s;)}), para todo i,j € {1,...,n} e i # j, onde U(A) ¢ a
distribuicao uniforme continua no intervalo A. Ou seja, dado s, as variaveis u;; sao

mutuamente independentes com distribui¢ao uniforme, i.e.,

m(ufs) = ] [ exp{—BL, (5;)}1(0 < us; < exp{BL,(s,)})-

i~vj

A distribuic¢ao conjunta de (S, u) é dada por

(S, u) = 7(S)m(uls) o exp {6 Z]Isi<8j)} L, (0, exp {B Z ]Isi(sj)}> :

invj i~

Note que, como  é um parametro positivo, 5 > 0, entao ao gerar u;; da distri-
buigao uniforme (0, exp{ L, (s;)}), temos duas possibilidades: (i) se L, (s;) = 0,
entdo u;; ~ U(0,1); (ii) caso contrario, Iy, (s;) = 1, e w; ~ U(0,¢?). Quando o
valor w;; € [1, eﬁ], os vértices 7 e 7 assumem o mesmo rétulo na configuragao atual
S, s; = s; com 1 ~ j, e estes dois vértices estao conectados por uma aresta.

Assim, dado que os vértices 7 e j assumem o mesmo rotulo na configuracao atual
s, entdao a probabilidade de u;; € [1,¢e°] é P(u;; > 1]s) = 1 — e #. Este fato pode
ser facilmente verificado integrando a densidade no intervalo considerado, i.e.,

exp{fls,(s;5)} 1
P(u > 1]s) = xp (AL, (3,)] -
(uj > |S> /1 eXp{/B]ISZ(SJ)} o ( )

exp{ Bl (s;)} — 1
exp{ S, (s;)}
= 1—exp{—pI,,(s,)}.

Ou seja, dado que s; = s; no estado atual s, entao conectamos os vértices %

e j com probabilidade 1 — e #. Este procedimento de ligacao entre os vértices i
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e j vizinhos, ¢ ~ j, define M regioes, Ry,..., Ry, de vértices conectados, para
h,j=1,....,n, i#7j e i~ J.

Para atualizar S|u, proceda da seguinte maneira:

(1) A partir da configuragao atual s, obtenha uma configuracao de ligagoes B,
que é um conjunto de “arestas” conectando vértices vizinhos. Esta transicao,
s — B, ¢ obtida da seguinte forma: para todo i ~ j, se s; = s;, entao “crie”
uma aresta entre os vértices i e j com probabilidade 1 — e™#. Caso contrario,

nada é feito;

(2) Converta o resultado da configuragao de ligagoes B em uma nova configuragao

s’ como segue:

(i) identifique as regides Ry, ..., Ry de vértices conectados através de ares-
tas;
(ii) para cada regiao R, estabelega um rotulo k com probabilidade 1/ K, para

ke{l,...,K};

(iii) se R, é rotulado como k, entdo faca s; = k para todo vértice i € R,,,
parat=1,....n, m=1....M, k=1,...,K e K < M. Faca

s=s'.

Ou seja, o algoritmo Swendsen-Wang particiona estocasticamente a configuragao

S em regioes, de forma que elas possam ser atualizadas de forma independente.
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Capitulo 3

Modelo bayesiano para segmentacao

de imagens

Neste capitulo, apresentamos uma abordagem bayesiana para segmentacao de ima-
gens em situagoes em que o numero de componentes é desconhecido. Para fazer
inferéncias em relagao aos pardmetros de interesse, propomos um novo algoritmo
MCMC. O algoritmo proposto é composto de dois tipos de movimentos: movimen-
tos que nao mudam o numero de componentes e movimentos que mudam o ntmero
de componentes na vizinhanga K 4+ 1. Os movimentos que mudam o niimero K de
componentes nas vizinhancas K + 1 e K — 1 sao denominados de ejecao e absorcao,
respectivamente. Estes movimentos sao realizados fundamentados em um procedi-
mento de alocacao probabilistica baseado nos dados observados. A probabilidade de

aceitacao é dada pela probabilidade de aceitacao Metropolis-Hastings.

3.1 Modelo bayesiano

Seja G = (V, A) uma grade regular com n; X ny vértices e um conjunto A de arestas.
Denotando cada vértice desta grade por (p, ¢), entao o conjunto V de vértices é dado
por V={(p,q) : 1 <p<ny,1 <q<ny}. A Figura 3.1(a) mostra um exemplo de
grade G com n; = ny = 8, e todos os vértices sendo conectados. A Figura 3.1(b)

mostra a mesma grade G com alguns vértices nao sendo conectados. Além disso,
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assuma que esta grade apresente uma estrutura de vizinhanca com quatro vizinhos,
com excecao dos vértices das bordas com trés vizinhos e dos vértices dos cantos com

dois vizinhos, como mostrado na Figura 3.1(c).

888
Em%mg

(a) Grade. (b) Grade. (c) Sistema de vizinhanga.

Figura 3.1: Exemplos de grades e sistema de vizinhanga assumido

Considere y = (y1,...,¥,) uma imagem definida em G, onde n = ny -ny é o
niamero de pizels da imagem, i.e., ntimero de vértices (p, q) € G. Para fazer a ligagao
entre os elementos do vetor y com os vértices da grade G, considere i = p+(q—1)-n4
o indice do pizel representado pelo vértice (p, ¢), sendo y; a intensidade ou nivel de
cinza observado do pizel 7, para i =1,...,n. Seja K a quantidade de tons de cinza
(ou cores) da imagem.

Assuma que y; é uma realizagao de uma variavel aleatéria Y; e que a ima-
gem observada, representada pela grade G, seja composta por M regioes disjuntas

Rl,...,RM, i.€.,
M
g:URm € RmmRm’:®7
m=1

para m,m’ € {1,..., M} e m # m/. Cada regiao R,, é formada por um conjunto
de pizels conectados, ¢.e., para quaisquer y;,y; € R, existe um conjunto de arestas
conectando y; e y;. Por outro lado, se y; € R,,, e y; € Ry, para m # m’, entao nao
existe um conjunto de arestas conectando os pizels © e j. Nesta representacao, a
existéncia de uma aresta conectando os pixels vizinhos, 7 e j, i ~ j, indica que estes
pizels assumem a mesma cor.

A Figura 3.2(a) mostra a representagdo G de uma imagem com quatro regioes.
Na Figura 3.2(b) temos o exemplo de uma imagem que pode ser representada por

G da Figura 3.2(a). Nesta figura, temos M = 4 regides, com cada regiao assumindo
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uma cor diferente, i.e., K = 4. Na Figura 3.2(c) temos as mesmas quatro regioes,
porém apenas duas cores, i.e., K = 2. Logo, temos M > K e diferentes regioes

podem assumir a mesma cor.

- Fa"

(a) Grade com 4 regides. (b) Fig. com M =4e K =4. (c) Fig. com M =4e K =2.

Figura 3.2: Grade com M = 4 e exemplos de imagens com K =4 ¢ K =2

Suponha que as K possiveis cores da imagem sejam representadas pelos elemen-
tos do conjunto A = {1, ..., K'}. Por exemplo, na Figura 3.2(b), as cores preto, cinza
escuro, cinza claro e branco sao representadas pelo conjunto A = {1,2, 3,4}, respec-
tivamente; e as cores da Figura 3.2(c), preto e branco, pelo conjunto A = {1,2},
respectivamente. A Figura 3.3 mostra um exemplo de rotulagao das regices das

imagens da Figura 3.2(b,c).

(a) Rotulagdo, M =4 e K =4. (b) Rotulagdo, M =4 e K = 2.

Figura 3.3: Exemplo de rotulagao das regides da Figura 3.2(b,c), respectivamente

Assim, considere que cada regiao R, assume um rotulo k, parak € Ae K < M.
Se R,, é rotulada como k, entao associe a cada y; € R,, uma variavel indicadora
nao observavel s; = k, parai=1,...,n, k=1,...,. K e m=1,...,M. A partir
deste ponto considere o termo componente para denotar o conjunto de todas as
observacoes y; que possuem o mesmo valor de s;. Denote a componente k& por Dy,

onde Dy = {y; : s;, = k}, parak € Aei =1,...,n. Note que uma componente
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k pode ser composta por observagoes pertencentes a uma ou mais regioes disjuntas

R,, com mesmo rotulo k, para k = 1,..., K, m=1,...,.M e K < M. Seja

ne = |{i : s; = k}| o namero de observagoes pertencentes a k-ésima componente,
K
parai=1,...,n, k=1,....,K e Y ng=n.
k=1
Considere que as variaveis nao observaveis S = (S5,...,5,) apresentem uma

estrutura de dependéncia como descrito na Figura 3.1(c). Condicional em s, assuma
que as variaveis aleatorias Yi,...,Y, sejam independentes. A Figura 3.4 ilustra o
modelo utilizado. Na grade G, cada simbolo “o” representa um pizel i, que esta
associado a uma variavel nao observavel S;. A dependéncia entre as variaveis nao
observaveis é representada pelas arestas conectando os pizels. A relagao entre S; e
Y; é representado pela flecha de S; para Y;. A independéncia condicional entre os

Y;’s é representada pela nao ligacao entre os simbolos “[J".

0 0 0 0
Figura 3.4: Representacao do modelo utilizado

Assim, dados K e s; = k, assuma que
Y; =y +ep, com g ~N(0,07), (3.1)

onde p representa a verdadeira intensidade do tom de cinza k (nao observado), e
¢ o ruido e N(0,0%) representa a distribuicio normal com média zero e variancia
of, parai =1,....nek =1,...,K. O ruido pode ser proveniente do processo

de medigao das intensidades dos pizels que esta sujeito a precisao do equipamento,
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temperatura ambiente, entre outros (Lopez-Rubio, 2009). A Figura 3.5 mostra a

representagao do modelo em (3.1)

Intensidade Intensidade Intensidade
real com ruido I::> observada
Uk Uk +Ex Vi

Figura 3.5: Representacao do modelo utilizado

Portanto, de (3.1),

K|K7 S; = k7/vbkao-]3 ~ N(,LLk,O'i), (32>
parai=1,...,n e k=1,..., K. Denote por Ox = (01, ...,60;) todos os parametros
do modelo, onde 6, = (uy,0%), para k = 1,..., K. A suposi¢ao de normalidade é

usual em anéalise de imagens, ver por exemplo, Richardson e Green (1997); Zhang
et al. (2007); Ferreira (2009); Zhang et al. (2010); Askari et al. (2013) e outros.

Condicional em s = (s1,...,s,), a densidade de y; é dada por

Fl60) = g exp {5 = )| 33)

parat=1,....nek=1,..., K. Logo

n K
P(Y = Y|S,0K,K) = HHf(y1|Sz — k‘,@K)HSi(k)’

onde I, (k) =1,se s, =k e I (k) =0, caso contrario. Como f(y;|s; = k,0k) =
f(yil0k), entao
n K K
¢ = yis o) = [T TLwin = =TT T swio) 09
i=1 k=1 k=1 \yi€Dy
A probabilidade conjunta dos dados observados y e das variaveis indicadoras S,

condicional nos parametros O e no nimero de componentes K, é dada por

P(y,s|0x,K) = P(Y =yls,0k, K)n(S = s|K) (3.5)
= H ( H f(yi|9k)>] (S = s|K).
k=1 \y;€Dy
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3.1.1 Distribuigoes a priori

Para completar o modelo bayesiano que esta sendo proposto, consideramos que a
distribuigdo a priori conjunta para (0k,S, K) é condicionalmente independente,
i.€.,

m(0k,S, K) = m(0x|K)n(S|K)m(K).

Assumindo que nao héa informacao a priori disponivel sobre K, uma escolha
natural como distribuigdo a priori é a distribui¢ao uniforme discreta U4(1, K,,), onde
K,, é um valor previamente fixado que indica o valor méaximo que K pode assumir
(Richardson e Green, 1997; Bhattacharya, 2008). Uma outra possibilidade seria
considerar uma distribuicao a prior: Poisson de parametro Ax truncada no intervalo
1, K], K ~ Poi(Ak), como descrito em Zhang et al. (2007); Johnson e Piert (2009).
Para o modelo que esté sendo proposto, assumimos K ~ U(1, K,,). Porém, isto nao
impede que o algoritmo MCMC, que sera proposto na proxima secao, seja utilizado
com outras distribuicoes a priori para K.

Para a variavel indicadora nao observavel S, consideramos a distribuicao a prior:
de Gibbs com parametros 5 e K,

7(S = s/, K) = g7 (5, ) exp {6 Zﬂsxs»} , (3.6)

inj

onde I (s;) = 1, se s; = s; e I, (s;) = 0, caso contréario; ¢ ~ j indica que os
pizels i e j sao vizinhos e g~1(-) é a constante de normalizagao. O parametro 3 ¢é
um parametro de regularizacao espacial que controla a dependéncia entre os pizels
vizinhos. Quando 8 = 0, os pizels sao independentes. Por outro lado, quanto maior
é o valor de (3, maior serd a dependéncia entre os pizels vizinhos. Neste ponto,
considere mais um nivel hierdrquico, assumindo para ( uma distribuicao a priori
Gama de parametros a e b, § ~ I'(a,b), com a,b > 0, e uma parametriza¢ao cuja
média ¢ a/b e cuja variancia é a/b%.

Para o parametro 6, = (i, 0%), considere as seguintes distribuigoes a priori,

o} a
pelog, pos A ~ N (/LU, 7]“) e oila,y ~IG (E’ %) : (3.7)

onde g, A, a e v sao hiperparametros conhecidos.
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De forma resumida, temos as seguintes distribuicoes a priori:

O

2
Hk‘u07Aaalz ~ N(MO)T)

a
‘713|04a7 ~ 1G (575)
Bla,b ~ T'(a,b)

K|K,, ~ U, K,),

onde pg, A\, o, 7, a, b e K, sao hiperparametros conhecidos. A Figura 3.6 mostra
um grafo, chamado de directed acyclic graph (DAG), representando a estrutura hi-
erarquica do modelo bayesiano proposto, onde as constantes sao colocados dentro
dos retangulos, as variaveis dentro das elipses e ' = (u, A, «,7y). A escolha dos
valores para os hiperparametros, geralmente, depende do caso sendo analisado e das
informacoes disponibilizadas pelos especialistas da area. Neste ponto, nao atribui-
mos valores aos hiperparametros, e o desenvolvimento do método é feito supondo
que sejam valores conhecidos. No Capitulo 4 discutimos uma forma de especificagao

destes valores.

N
/

(8
D,

Figura 3.6: DAG do modelo bayesiano proposto
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3.1.2 Distribuigoes a posterior:

Utilizando o teorema de Bayes, a distribuigao a posteriori conjunta para (0, S, 5, K)

é dada por
7(0x,8S, B, Kly) o< P(yls, 0k, K)n(S = |8, K)m (0 | K)m ()7 (K). (3.8)

Dado K, as distribuigoes a posteriori condicionais para yy, oz, 3 e S sao dadas,

respectivamente, por

2
> yi+aud < > yi+>\uo>

o,y A s, Ky ~ TG | At 3y m - S (3.9)
2oyt
€D

pilpo, 02N Ky ~ N[ 252 L (3.10)

nk—|—>\ ’nk—l—)\

7(Bls a,b, K) o< g~ (B, K ) exp {ﬁ ) Hsz-(sj)} B lexp{—b8}  (3.11)

i~
K
(S =sly, 0k, 3, K) x exp {BZ]ISi(sj)} [H < H f(yz|9k))] , (3.12)
i~j k=1 \y;€Dy
parat=1,...,n e k=1,...,K. Os calculos para obtencao destas distribuigoes

condicionais sao apresentados no Apéndice As.

Porém, a distribuigao condicional para K, n(K|s, Ok, 3,y), ndo é analiticamente
conhecida e um procedimento de amostragem de K nao é dado de forma simples e di-
reta. Devido a isto, desenvolvemos um procedimento de atualizagao de K, utilizando
movimentos denominados ejecao e absorcao. Estes movimentos propoem mudancas
no numero K de componentes nas vizinhancas K + 1 e K — 1, respectivamente, e
sao aceitos de acordo com a probabilidade de aceitacao Metropolis-Hastings.

Neste ponto, algumas consideracoes sobre a rotulacao das componentes sao ne-
cessarias. Note que qualquer permutagao dos rotulos {1,..., K} produz a mesma
funcao de verossimilhanca. Esta invaridncia da funcao de verossimilhanga em rela-
¢ao aos rotulos das componentes é conhecida na literatura pelo termo label switching
(Celeux et al., 2000; Stephens, 2000b). Na abordagem bayesiana, se nao hé informa-

¢oes a priori para distinguir as K componentes, entao a distribuicao a prior: sera
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a mesma para toda permutacao de O, e a distribuicao a posteriori também sera
simétrica. Esta simetria pode causar problemas quando tentamos estimar quantida-
des de uma componente individual, pois nao conseguimos distinguir a componente
de interesse das demais. Além disso, as probabilidades de alocac¢ao sao intteis para
o agrupamento das observagoes (Stephens, 2000a). Entretanto, um modelo que
seja identificavel pode ser obtido assumindo uma restrigao sobre os parametros do
modelo. Dessa forma, para desenvolver o algoritmo proposto, adotamos uma es-
colha tradicional e impomos restrigoes sobre as médias das componentes. Ou seja,
assumimos que 1 < pg < ... < pg. O algoritmo proposto pode ser aplicado
considerando-se outras restricoes . Para uma discussao mais ampla sobre label swit-
ching, ver Celeux et al. (2000); Stephens (2000b); Frithwirth-Schnatter (2001); Jasra
et al. (2005).

3.2 Algoritmo ejecao-absorcao metropolizado

Para gerar amostras da distribui¢do a posteriori conjunta em (3.8), utilizando as
distribuigoes condicionais em (3.9) a (3.12) e os movimentos ejegao e absorgao, pro-
pomos o algoritmo MCMC denominado de ejegao-absor¢ao metropolizado (EAM).
Este algoritmo, primeiramente, atualiza Oy, 8 e S condicionado a K usando os al-
goritmos Gibbs sampling, Metropolis-Hastings e Swendsen-Wang, respectivamente.
Em seguida, o nimero de componentes K ¢é atualizado via movimentos eje¢ao e ab-
sor¢ao. Para manter valida a equagao de balanceamento em relagao a distribuigao
a posteriori quando propomos os movimentos ejecao e absorcao, a probabilidade
de aceitacao para estes movimentos sao calculadas de acordo com procedimento

proposto por Carlin e Chib (1995); Godsill (2001); Dellaportas et al. (2002).

3.2.1 Atualizagoes condicionadas em K

Dado K, os parametros das componentes, 8 = (61,...,0k), onde 0, = (ux,07)
para k = 1,..., K, sao atualizados via algoritmo Gibbs sampling, como descrito a
seguir.
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Algoritmo Gibbs sampling. Considere uma cadeia de Markov consistindo de
(0k,S,3,K). Condicional em (s, K), atualize 0, = (u,0}) gerando valores

das distribuigoes condicionais (3.9) e (3.10), para k =1,..., K.

O parametro de regularizacao espacial [ é atualizado via algoritmo Metropolis-
Hastings utilizando como distribui¢ao geradora de novos candidatos a distribuicao a

priori Gama de parametros a e b, I'(a, b). Assim, a probabilidade de aceitagdo para

o novo valor #*, com 3* ~ I'(a,b), é dada por ¥ (5*|8) = min{1, Ag}, onde

gil (ﬁ*v K) exp {B* Z]Isi<sj>}

i~vj

9~ (B, K) exp {ﬁ > ]Isl-(sj)}

i~j

Ag = (3.13)

Para estimar a constante de normalizacao ¢~!(-), usamos o método da integragao
termodinamica, proposto por Ogata (1989). Detalhes dos calculos sao apresentados

no Apéndice A;. O algoritmo Metropolis-Hastings ¢ dado como segue:

Algoritmo Metropolis-Hastings. Considere uma cadeia de Markov consistindo
de (0, S, B, K). Gere * ~ I'(a,b) e aceite este novo valor com probabilidade
U(B*|p) = min(1, Ag), onde Ag é dado em (3.13). Caso contrario, mantenha

o valor atual 8 na préxima iteracao.

As variaveis indicadoras nao observaveis S sao atualizadas via algoritmo Swendsen-
Wang. Como descrito na Secao 2.3.3 do Capitulo 2, este algoritmo utiliza varidveis
auxiliares u para simplificar a identificagao das regioes e construir uma distribuigao
conjunta m(S,u) de forma que a distribuigado marginal de S seja dada por (3.6).
As varidveis u devem ser especificadas de forma que seja simples obter amostras
das distribuigdes condicionais w(u|s) e 7(S|u). Assim, para obter uma amostra da
distribuigao conjunta (S, u), basta fazer iteragoes entre 7(u|s) e 7(S|u).

Assim, sejau = {u;; : 4,7 =1,...,n e i~ j} um conjunto de varidveis auxiliares
e assuma que u;; ~ U (0, exp{pL,,(s;)}). A distribuicao condicional de u dado s é

m(uls) = [ [ exp{=BL,(s,)}1(0 < uy; < exp{BL,(s;)})-
i~
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A distribui¢ao condicional de S dados u e todos os outros parametros é dada por

w(Slu,y, 0, B, K) o [H ( 11 f(yiwk))] [T 10 < uy; < exp{BL(s,)}). (3.14)

k=1 \y;EDy i~vj

Na atualizagao uls, dado que os vértices i e j assumem o mesmo rotulo na confi-
guracao atual s, entdo eles sdo conectados com probabilidade 1 — e (ver expressao
(2.3), pag.25). Este procedimento de ligagao entre os pizels i e j vizinhos, i ~ j,
define M regioes, Ry,..., Ry, de pizels conectados, parat=1,...,nej=1,... k.

Como uma componente Dy, é composta por uma ou mais regioes, entao podemos

reescrever (3.14), em termos das regides, da seguinte forma

m(Slu,y, Ok, B, K) [H ( 1T f(yi|9k)>] TT10 < wij < exp{BL,(s)}).
m=1 \y;€ERm irvg

Dessa forma, podemos atualizar cada regiao R, de forma independente. Logo, na
atualizagdo S|u,y, 0k, (3, K, é atribuido um novo rotulo k£ a cada regiao R,, com
probabilidade

1
W(Rm:]du?y’oKaﬁ?K)O( H Uklexp{_ (yl_:uk:)Q}v (315>

202
inRm k

param =1,..., M, k€ {l,..., K} e K < M. A rotulagao das regides define a
nova configuracao s.

O algoritmo Swendsen-Wang pode ser sintetizado da seguinte forma:

Algoritmo Swendsen-Wang. Considere uma cadeia de Markov consistindo de

(0k,S, B, K). Dado (0, 5, K), atualize S, através dos seguintes passos:

(1) A partir da configuragao atual, s, obtenha uma configuracao de ligagoes
B, que é um conjunto de “arestas” conectando pizels vizinhos. Esta
transicao, s — B, é obtida da seguinte forma: para todo 7 ~ 7, se
s; = sj, entao “crie” uma aresta entre os pizels i e j com probabilidade

1 — e~ #. Caso contrério, nada ¢é feito;

(2) Converta o resultado da configuragao de ligagées B em uma nova confi-

guracao s’ como segue:
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(i) Identifique as regides Ry,..., Ry de pizels conectados através de
arestas;
(ii) Para cada regiao R, estabele¢a um rétulo de acordo com a probabi-
lidade em (3.15);
(iii) Se R,, ¢é rotulado por k, entdo faga s; = k, para i = 1,...,n,

m=1,....M e k=1,...,K. Faga S =¢'.

3.2.2 Atualizagao de K

Para atualizar o nimero de componentes K utilizamos os movimentos eje¢ao (ej) e
absorgao (ab). Estes movimentos mudam o ntiimero de componentes K nas vizinhan-
cas K +1 e K — 1, respectivamente. No movimento ejecao, as observacoes de uma
componente sao divididas em duas novas componentes, aumentando A em uma uni-
dade, K% = K + 1. No movimento absorcao, as observacoes de duas componentes
sao unidas em uma nova componente e K diminui uma unidade, K% = K — 1.
Para o desenvolvimento destes dois movimentos, considere Ppjjx € Py as pro-
babilidades de propor uma ejecao e uma absor¢ao, respectivamente, com
Pejixk + Puyx = 1. Estas probabilidades dependem do ntmero de componentes
K, poisse K =1 (ou K = K,,), é permitido fazer apenas uma eje¢ao (ou absor-
¢ao) com probabilidade 1, enquanto que para 2 < K < K, — 1, é permitido fazer

qualquer um dos dois movimentos com probabilidade 1/2, i.e.,

(O, se K = K, (1, se K =K,
Pejik = 1, se K =1 ) Puyxk = 40, se K =1
\ 1/2, caso contrario \ 1/2, caso contrario
Considere ¢ = (0k,s,K) o estado atual, ¢ = (H%H, s K + 1) e

P = (0%’71,5‘”’,]{ — 1) os estados propostos obtidos pelos movimentos ejecao e
absorcao, respectivamente. Para manter valida a equagao de balanceamento quando
um dos movimentos é proposto, considere a seguinte parametrizacao alternativa,

obtida aumentando @ para
eKm — (017 D 70K7 eK—‘rl? L JGKm) — (0K7 00)7
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onde k =1,..., K representam as K componentes nao vaziase k = K +1,..., K,,
representam as K, — K componentes vazias, com 6y = (01, ...,0k, ) sendo inter-
pretada como “potenciais” componentes, porém ainda nao utilizadas. Considere a
mesma defini¢cao para a variavel indicadora nao observavel S com distribuicao a pri-
ori dada em (3.6). Além disso, assuma que 0.1, ...,0k, sdo independentes entre
si e também de 0.

Assim, a distribuicao a priori para 6y dado K é

Km

m(0o|K) = [] =(6k)

k=K+1
Carlin e Chib (1995), Godsill (2001) e Dellaportas et al. (2002) chamam 7(6y|K)
de pseudo-prior, pois, dado K, cada m(0y), para k = K +1,..., K,,, ndo representa
efetivamente uma distribuicao a priori, sendo somente conveniente para especificar
um modelo ampliado com um espago paramétrico de dimensao fixa.

Dado um valor de K, a fun¢ao verossimilhanca aumentada é dada por

L(OKW,K‘y,S) = P(y’87 oKmaK)Tr(S’K) = P(y’87 OK,K)TF(S’K) = L(9K7K|y>s)v

pois
P(y|S, OK'nU K) = Hf(yi)ﬂsi(k) = P(Y|S7 0Ka K)a
i=1
devido as componentes K + 1, ..., K,, serem componentes vazias.

A distribuicao a posteriori é dada por

70k, ,S=s,05,Kly) x
Km

P(yls, 05, K)1(S = 8|3, K )n (05| K) < I1 ﬂek)) 7(B)m(K).

k=K+1

Dessa forma, a probabilidade de aceitacao para os movimentos ejecao e absorcao
¢ dada pela probabilidade de aceitagao Metropolis-Hastings (Hastings, 1970; Chib
e Greenberg, 1995). Ou seja, dado o estado atual ¢ = (0x U Oy, s, K), a proba-
bilidade de aceitagao para o estado proposto ¢* = (0% U 6;,s*, K*) ¢ dada por
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U(¢"|¢p) = min(1, A*), onde

Km

[T =(6;)

P(yls*, 05, K*) m(s™|8, K*) (0 | K™) k=K+11 ql@|¢]

A* = Lty 3.16
PO 0k, K) 7GI8.K) O1K) & alglgl )
IT 7(6)
k=K+1
o sinal “x” indica a nova proposta ejecao (ou absorc¢ao) e ¢(:|-) é a proposta de

transicdo em que ¢ é obtido, seja através de um movimento eje¢do (ou absor¢ao),

descrito a seguir.

Movimento ejegao

Para o desenvolvimento do movimento ejecao, considere y, e y, duas observagoes

pertencentes a uma componente Dy, para k € {1,..., K}. Seja
Bab
P as =
(Yar ) 1+ B,

uma medida de dissimilaridade entre as observacoes y, € ¥s, Yo, Yp € Dy, onde

By = S0 para T(ya) = [ f(al0k )7 (0, )dOk,, Tys) = [ f(yel0k)7(6h,)db, e
LYo, o) = [ f(YalOk)f(ys]0k)7(0r)dOr. Note que By, pode ser interpretada como
sendo o fator de Bayes do modelo que assume y, ~ F(0y,) e yp ~ F(0,), com
Or, # Oy,, em relagao ao modelo que assume y,, y, ~ F(6;). Como estamos utilizando
um modelo normal com distribui¢oes a priori conjugadas, entao a expressao para

I(-) ¢ analiticamente conhecida e é dada por

- _atn®

-
>yt A ( ) y*+>\uo>

I(D*) = ~*NT* |1+ L2 _ : 3.17
(D*) =~ S Py (3.17)

nt . 1 . (e .
onde = [£] %, x = 251 o 1 = "CEL, para D € () ) e}
e n* = |D*|. Os célculos para obtengao de I(-) estao apresentados no Apéndice Ag.
Considere que as observacoes ., y,» € Dy apresentem méaxima medida de dis-
similaridade, i.e.,

P(%M yv”) - Vy:g?éka(P(ym yb))- (3'18>
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Assim, dada a escolha por um movimento ejecao, considere K, o nimero de
componentes, tal que n, > 2, para k = 1,..., K. Escolha uma componente k,
com probabilidade P (k|K3;) = 1/K,. Proponha um movimento ejecao da seguinte

maneira;:

(1) Inicialize escolhendo duas observagoes, y, e y,» de Dy, de acordo com (3.18);

(2) Se y, e y,» pertencem a regides diferentes, i.e., yy € Ry € Yy € Ry,
para m’,m” € {1,...,M} e m' # m", faga R}, = Ry, R, = R,,», porém
com rotulos ki e ko, respectivamente. Entao, crie duas novas componentes,

denotadas por D}’ e D}’ como segue:
k1 ko

(a) Faca Dy = {R,}}, Dy, = {Ry}, nigy = [[Bwl] € nyg, = || R ||
(b) Se existir outra regiao R,, rotulada como k, para m € {1,...,M} e

m # m';m”, entao faga R = R, e rotule esta regiao como k; com

probabilidade
1
PR, =k)=———,
( 1) 1+ Bmk1

1511;%?—82:3 e I(-) é dada em (3.17). A probabilidade de

rotular R como ky ¢ 1 — P(R,, = ki). Se R% é rotulada como ki,

onde B, =

faca Dy} = {Dy,} U{R%}. Caso contrario, rotule R como ky e faca
D = {Dw} U{RS);

(c) Obtenha uma nova configurac¢ao para as variaveis nao observaveis, deno-
tada por s, onde s/ = ky, para todo y; € Dy, e s = ky, para todo

Yi € Dy,

(3) Se y, e y,» pertencem a mesma regiao, i.e., Yy, Yo € Ry, entdo proponha

uma ejecao da seguinte maneira:

(a) Faca D)) ={yws}, D;) = {yw} eny) =nl =1;

(b) Paratodoy; € Dy, tal que y; # {vu, Yo }, calcule a medida de similaridade

1
P(y;, yw) = TX B,

onde Bj, = % e I(-) ¢ dada em (3.17);
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(¢) Gere U,er ~ Beta(2,2). Se P(y;,yy) > Ures, aloque y; em DZ{, i.e., faca
D,?l = {D,‘?1 U {y;}. Caso contrario, aloque y; em D,‘Z :

(d) Remova a ligagao (aresta) entre os pizels vizinhos i e j se y; € DZZ e
y; € D2

(e) Proceda como nos itens (2-b) e (2-¢) acima.

Para completar a proposta da nova configuracao s = (s‘fj ..., 8%) fixe 0s novos
rotulos da seguinte forma: (a) no estado proposto, faca ky = k e ks = k + 1; (b)
para todo k' > k, no estado atual, faca ¥’ = k' + 1 no estado proposto, para
k€ {1,...,K}. Dessa forma, obtemos uma nova configuracao s com K% = K +1

componentes, onde:

(i) s =s;ses; =k parak/ =1,... k—1;

(i) s =s;+1ses; =k parak' =k+1,..., K;

(iii) s =k ou s/ = k+ 1 se s; = k, de acordo com os passos (2) ou (3) acima;

parai=1,...,n.

De (3.6), a probabilidade da configuragao s% ¢ dada por

(9B, K +1) = g7 (B, K + 1) exp {ﬁzﬂsw (8?)} -
invg
Condicional em Dy’ e D{ |, gere valores candidatos 6’ e 6}’ das distribui-

¢oes condicionais dadas em (3.9) e (3.10), respectivamente, obtendo novos vetores

paramétricos B%H = ( . ,sz, 0211, . ,Qﬁgﬂ) c @Y = (95?427 . ,Qigm), onde:
(i) Para todo 05/ € 0%, ,, tal que k' < k, faga 0] = Oy, para Oy € O;

(i) Para todo 05 € 0%, ,, tal que & > k + 1, faca 0] = Oy _,, para 0, € O e
Ee{l, ..., K+1}\{kk+1};

(iii) Para todo k € {K +2,..., Ky}, faca 67 ~m(0;) e 0F = (07,,,...,05 ).

Devido ao tipo de rotulacao assumido na Se¢ao 3.1.2, considerando a ordem das

médias, neste ponto é necessario verificar se a condi¢ao de adjacéncia é satisfeita,
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ie, se p | < pf < pd, < p,. Caso a condigio ndo seja satisfeita, entdo a pro-
posta deve ser rejeitada, pois o movimento pode nao ser reversivel pelo movimento
absorcao.

Se a condicao de adjacéncia é satisfeita, entdo temos uma nova configuracao s,
um novo conjunto de parametros H%m = (9% +1) 05), e o nimero de componentes
K aumenta uma unidade. Esta proposta de transicdo é denotada por ¢% |, onde

o = (Oigm, s, K + 1), e sua probabilidade ¢ dada por

Km
a[¢718] = Pojiic PY(K[E) (5718, K + 1) w (07 |D7) = (671D [T #(67):
k=K+2

Movimento absorgao

No movimento absorcao, uma componente rotulada como k absorve a componente
adjacente k + 1, para k € {1,..., K — 1}. A probabilidade de selecionar as compo-
nentes k e k + 1 para serem unidas ¢ P*(k,k+1) = .

Escolhidas as duas componentes, “crie” uma nova componente D% = {D;} U

{Dj41}. Conecte através de arestas todos os vizinhos i e j com y;,y; € D@, Assim,

obtemos uma nova configuracio s* = (s‘f”, e ,sff’) com K% = K —1 componentes,
onde:
(i) s? =s; se s;, =k para k' =1,...,k e

(i) s =s;—1 se s;, =k para k' =k+1,...,K, i=1,...,n.

7

De (3.6), a probabilidade da configuracao s® ¢é

ﬂ-(sab|ﬁ7 K — 1) = gil<ﬁ7 K — 1) exp {BZHS;‘I’ (S?b)} :
invg
Condicional em D{’ gere um valor candidato 6° das distribui¢des condicio-

nais em (3.9) e (3.10). Este procedimento determina novos vetores de parametros

050, = (0%,....0% ) e 65" = (6%,...,0% ), onde:
(i) Para todo 6% € 65 |, tal que k' < k, faca 03 = 0y, para Oy € O;
(ii) Para todo 6% € 0% |, tal que k' > k, faca 0% = 041, para Oy € Ox;
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(ili) Paratodo k € {K,..., K}, faca 02 ~ m(0;) e 65" = (0%,...,0% ).

Como feito no movimento ejegao, neste ponto é necessario verificar se a condicao
de adjacéncia ¢ satisfeita, i.e., se 0% | < 0% < egil. Caso nao seja, a proposta deve
ser rejeitada, pois o movimento pode nao ser reversivel.

Se a condicao de adjacéncia é satisfeita, entdo temos uma nova configuracao s,
um novo vetor de parametros 85 = (0%’_1, ng), e o numero K de componentes

m
diminui uma unidade. Esta proposta de transicao é denotada por ¢“b|¢>, onde
P = (G}Lfm, s K — 1), e sua probabilidade é dada por

Km

q[¢|¢] = Puyc P™(k, k + D) (|8, K — 1) 7 (6| D°) [ w(6%)-

k=K

Além disso, observe que, dado o estado atual ¢, a probabilidade de propor uma
ejecao na componente Dy, obtendo as componentes Dzj , DZ{FI e o estado proposto
¢, & equivalente a estar no estado ¢ com as componentes Dy, e Dy, juntas em
uma componente D = {D;} U {Dy.1}, e propor o movimento de volta para o

estado atual ¢. Ou seja,
¢ [67|6] = q [¢|o"]
Km
= P11 P9 (k| K2)m (s|8, K) 7 (0| Di) 7 (01| Di+1) ( H 7r(6’k)> . (3.19)

k=K+1

Anélogo a (3.19),
¢ [¢”|] = q [#lo7]
Km
= Py 1 P (k,k + 1) (s|8, K) 7 (0| Dy ( H 7r(0j)> :

k=K+1

Probabilidade de aceitagao

De (3.16), a probabilidade de aceitagdo para uma proposta ejecao é dada por
U(p“|¢p) = min(1, A), onde

Km

; i . . 96j '

i _ POIs7 65,0 K+ 1) n(s|B, K + 1) m(6 , |K +1) i ) 411

T P 0K)  AGIBEK) m(OxK) i—! () 19719
=K+1
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e a probabilidade P(y|-) é dada em (3.4). Logo,

- ( 11 f (yiwzj)) ( n f(yiegl))
P (Y|Sej7elg+17 K+ 1) yi€ Dy’ €D (320>

P(yls, 0k, K) B IT f(wil6k)

Yi€Dy

9 (B, K + 1) exp {52113? (35])}

(%918, K +1)
= . 3.21
w516 K) 320
g_l(/BvK) eXp 62:&31(53)
inj
A razao das distribuicoes a priori para a proposta ejecao é dada por
(I o))
ej ej ej @ 06
T (efg'm) _ i (ij) T (ekj—i-l) k=K+2 ) (322)

I 7(6)

k=K+1

m(0xk,) m(0k) ( o )

A razao da probabilidade de transicao para a proposta ejecao é dada por

q[¢|¢ej] . Pab\K-i—l Pab(l{?,k—i-l) 7T(S|ﬂ,K) W(@k‘Dk)

(6718~ Bl P(RKy) a(s9]. K + 1) n(@21D0 (00, D)
Km
( i w(ew)

k=K+1
X Km i
( i w<e,£>)
k=K+2

10
(85, K) yig)kf(y |0r)

m(s¥|5, K + 1) ' '
( I1 f(y%?)) IT fwil0,)

_
yiEDZJ yiEDZJJ,-l

w6 1DP)DE) (ﬁﬂe’“))

X . (3.23)
(0 )m(05,)  L(Dy) Koo i
k k+1 H ﬂ_(gkj)
k=K+2
onde
o — Pujrcs1 Pk, +1) 5 ssek=1
Pyl K P9 (k| K) D) K2 02 <k <K, —1
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para I (K, —1) =1se K = K,, —1 e Ig(K,, —1) =0 caso contrario; e I(D*) &

a constante normalizadora, dada em (3.17), para D* € {Dy, DY/, D7}
Portanto, multiplicando (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23), a probabilidade de acei-

tacao para a proposta ejecao é W [qbej|q§] = min (1, A%), onde

Aej _ erI (Dzj) I (DZ]—H)

I(Dy)
A probabilidade de aceitacao para a proposta absorcao é W [(ﬁabl(ﬂ = min (1, A“b) ,
onde A% = Ale]-, porém com mudancas nas notagoes.

3.2.3 Algoritmo EAM

A seguir apresentamos os passos do algoritmo EAM:

(1) Inicialize com um valor K = K1) uma configuracio s valida e parametros

1),
0, ;
(2) Para a l-ésima iteragao, [ = 2, ..., L, faga como segue:

(i) Escolha entre os movimentos ejegao e absorgao com probabilidades P.;jx

e Py i, respectivamente;

(ii) Aceite a proposta com probabilidade ¥[¢"|¢], onde * denota ej ou ab;

(a) Se o movimento ejecdo é aceito, faca K() = KU~V +1;
(b) Se o movimento absorcdo ¢ aceito, faca K = K=Y —1;
(c) Caso contrario, mantenha K = K (=1,

iii) Dado KW, atualize 8, B e S utilizando os algoritmos Gibbs sampling,
K
Metropolis-Hastings e Swendsen-Wang, respectivamente, como descrito

na Secao 3.2.1.

Para estimar o ntmero de componentes K, considere um burn in de tamanho
Ly € calcule Ng_j, que denota o niimero de vezes em que K = k nas L — Ly,
iteragoes, para k = 1,..., K,,. Considerando P(K = k|-) = Ng—¢/(L — Lyyrn) como
sendo a estimativa da probabilidade a posteriori para K =k, k=1,..., K,,, entao

~

K = argmax(P(K = k|-)) é a estimativa para o ntmero de componentes.
1<k<Kpm
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Como o modelo mais provavel ¢ um com K componentes, entao nossa inferéncia

deve ser condicional em K. Assim, dado K, considere

(i) LF{ ¢ o numero de iteragoes onde K = K nas L — Ly, iteracoes, i.e.,
L ~ ~ ~
LF{ = > Iy (K), onde [ (K) = 1 se na [-ésima iteracao K = K e
l:Lburn+1

Iew <K> = 0, caso contrario;

(ii) N;x é o numero de vezes em que a observagao y; é alocada na componente
L

k nas L;{ iteragoes, i.e., Njy = > ]Is(z)(k?)HK(l) (K), onde I (k) = 1se
I=Lpurn+1 : :
s; = k na [-ésima iteragao e I o (k) = 0, caso contrario, para i = 1,...,n e

k=1,... K.

Assim, a estimativa de 0y é dada pela média dos valores gerados, i.e.,

L

~ o~ 1 I ~

Ol K = — > 0w (K),
k =Lyyrn+1

~

parak=1,... K.
A estimativa da probabilidade a posteriori da observacao y; ser proveniente da

componente k é Py, = Nik/L;{. Se Py, = maxN(PZ- ), entdo considere que y; é gerado
1<k<K

da componente k, i.e., facas; =k, parai=1,...,n e k=1,... K.
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Capitulo 4

Estudo de simulacao e aplicacao

Neste capitulo, aplicamos o método proposto, EAM-MCMC, a conjuntos de dados
simulados e a um conjunto de dados reais. Para cada conjunto de dados, apresen-
tamos a probabilidade a posteriori para o nimero de componentes K. Além disso,
fazemos uma analise empirica da convergéncia da probabilidade a posteriori de K,
apresentando a média ergodica dos valores de K, o grafico dos valores de K obser-
vados durante as iteracoes, a estimativa da autocorrelacao e a imagem identificada
pelo método.

Para a aplicagao do método, os hiperparametros foram fixados de forma que as
distribuicoes a prior: sejam nao informativas, ¢.e., apresentem “grandes” variancias.
Para isto, considere (a,b) um intervalo que contenha todos os dados observados e
A a amplitude deste intervalo, onde a e b sao fixados com base na informacao de
especialistas ou com base nos valores observados. Fixamos a e v de forma que
E(0?) = cA, onde ¢ ¢ uma constante. Dessa forma, obtemos 7 = (o — 2)cA.
Fixamos § = 2 (Richardson e Green, 1997) e assumimos ¢ = 4. Além disso, fixamos
1o como sendo o ponto médio do intervalo, i.e., pg = % e fizemos A = 1072, Assim,

obtemos as seguintes distribuigoes a priori para os parametros das componentes
A
Mk|‘7137)\,ﬂo ~ N (571000i> € ‘713’0477 ~ 16 (274A>

Na proxima secao, apresentamos o valor de A e as distribui¢oes a priori com os
valores dos hiperparametros para cada um dos conjuntos de dados simulados. Além

disso, para a distribui¢ao a priori de K, fixamos K, = 10.
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4.1 Dados simulados

Os dados foram gerados de acordo com o niimero K., de componentes, quantidade n
de pizels e intensidade real g, dos pizels de cada componente, para
k =1,...,K,equ, conforme especificados na Tabela 4.1. Assumimos que a vari-
dncia o7 do ruido ¢ igual a 1, 07 = 1, para todo k = 1,..., K..q;. A Figura 4.1

mostra as imagens geradas.

Tabela 4.1: Numero de componentes, quantidade de pizels e intensidade real

Dados Namero de Quantidade Intensidade real das componentes

simulados componentes de pizels
Ax Kreal =3 n = 486 1 =—4, p2=0, puz=3
Az Krear =3 n=1000 |p=-4, pp=0, puz=4
As Kreqi =4 n = 1.000 pu1=-5 u2=0, puz =4, ua =9
Ay Kreqr =4 n = 1.000 pr=-4, p2=0, puz=>5 pwa=9
As Kreqi =6 n=1.000 |pu1 =-10, uo =—5, u3 =0, pa =4, pus =9, pug = 13
Ag Kreqr =4 n =10.000 | pu1 =—-6, p2=0, puz =7, pg =11
(a) Dados A, (b) Dados As (c) Dados Aj
(d) Dados A4 (e) Dados As (f) Dados Ag

Figura 4.1: Imagens geradas
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Na Figura 4.1(a), temos uma grade G de dimensdo 27 x 18 dividida em quatro
regices, M = 4, e trés componentes, K = 3. Nas Figuras 4.1(b,c,d,e) temos uma
grade G de dimensao 50 x 20 divididas em 3, 4, 25 e 9 regioes, respectivamente, e
nimero de componentes igual 3, 4, 4 e 6, respectivamente. Na Figura 4.1(f), temos
uma grade G de dimensao 100 x 100 dividida em cinco regioes, M = 5, e quatro
componentes, K = 4. A Figura 4.2 mostra os valores gerados de cada componente

para cada um dos conjuntos de dados simulados, A; a Ag.

L) 1 ! I

20 25 1‘0 15 20 25 15 20 25 30

Componentes Componentes Componentes

(a) Dados A4 (b) Dados As (c) Dados As

> I : > | l > | )
| il |

Componentes Componentes Componentes

(d) Dados Ay (e) Dados As (f) Dados Ag

Figura 4.2: Valores gerados de cada componente

A Tabela 4.2 mostra o intervalo de variacao dos dados observados, o intervalo
(a,b) utilizado, o valor de A e as distribui¢oes a priori com os valores dos hiperpa-
rametros para cada um dos conjuntos de dados simulados. As distribui¢oes a priori
apresentadas nesta tabela possuem “grandes” variancias, como desejado. Por exem-
plo, para o conjunto de dados Aj, gerando 1.000 valores da distribuigao ZG (2; 52),
utilizando o software R fixando uma “semente” de valor 10 (set.seed(10)), obtemos

uma média igual a 52,1926 e uma variancia de 6.377, 66.
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Tabela 4.2: Valores de A e distribuicoes a priori

Nuamero de Distribuicbes a priori
Dados Int. Obs. (a,b) A
componentes
Ay Krear =3 (—6,8351;5.5861) (=7,6) 13 pil- ~N(7,5;100) e ai|4 ~ TG (2;52)
As Krear =3 (—6,8567;6,5434) (=7,7) 14 |-~ N(7,0;100) e a§|~ ~ ZG (2;56)
As Kreq =4 (—=7,5974;11,7385) | (—8,12) 20 pil ~N(10;100) e o2| ~ IG (2;40)
Ay Krear =4 (—6,4870;11,3729) | (—7,12) 19 Hil- ~N(9,5;100) e cr%|- ~ZG (2;76)
As Krear =6 (—11,4953;15,6247) | (—12, 16) 28 |~ N(14;100) e aﬁ\~ ~ G (2;112)
Ag Kreaqr =4 (—8,7539;14,0418) | (=9, 15) 24 |-~ N(12;100) e a§|~ ~ ZG (2;96)

Para cada conjunto de dados, simulamos duas cadeias com L = 55.000 iteracoes,
desconsiderando as primeiras 5.000 iteracoes de cada cadeia para eliminar o efeito
dos valores iniciais, Ly, = 5.000. A primeira cadeia foi iniciada com K = 1
e a segunda cadeia com K = 4. Estes valores iniciais correspondem as imagens
apresentadas na Figura 4.3. Para evitar problemas de autocorrelacao, das 100.000
iteragoes provenientes da duas cadeias, consideramos um espagamento de tamanho
50, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 2.000, na qual a inferéncia a posteriori

¢é baseada.

(a) Imagem inicial da cadeia 1 (b) Imagem inicial da cadeia 2

Figura 4.3: Imagens iniciais das cadeias 1 e 2

Para atualizar 8 na [-ésima iteragao, utilizamos o algoritmo Metropolis-Hastings
(ver p. 36) com valores candidatos gerados da distribui¢ao gama tais que I'(a,b).
Fixamos a e b de forma que E(3") = =Y e Var(8®) = 0,1. Assim, obtemos
a = 10 (5(1_1))2 eb=108""Y paral =2,...,L, com B sendo o valor inicial.

Fixamos B = 0,5 para todos os conjuntos de dados.
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A Tabela 4.3 apresenta as probabilidades a posteriori para o nimero K de com-

ponentes. O maximo a posteriori é obtido em K = K,.,, destacado em negrito.

Tabela 4.3: Estimativas para K

Dados Krear K P(k|) Dados Krear K P(K|")
1 0,002 1 0,002

2 0,138 2 0,190

Ay 3 3 0,754 As 3 3 0,584
4 0,101 4 0,204

>5 0,005 >5 0,020

1 0,001 1 0,003

2 0,096 2 0,164

As 4 3 0,298 Ay 4 3 0,305
4 0,505 4 0,351

5 0,094 5 0,156

>6 0,006 >6 0,021

<2 0,042 < 0,072

3 0,128 3 0,285

4 0,150 4 0,452

As 6 5 0,224 Ag 4 5 0,152
6 0,410 6 0,034

7 0,045 7 0,004

>8 0,001 >8 0,001

Obtidas as estimativas das probabilidades a posteriori de K, verificamos a con-
vergéncia da sequencia de probabilidades de K ao longo das iteragoes, a capacidade
do método de “visitar” diferentes valores de K ao longo das iteragoes e a estimativa
da autocorrelacao.

A Figura 4.4 mostra o grafico de P(K|-) ao longo das itera¢oes. Para manter
uma boa visualizagdo no grafico de P(K|-), apresentamos somente as trés maiores
probabilidades. Como podemos observar nestas figuras, o nimero de iteracoes e o
burn in utilizados sdo satisfatorios para se obter estabilidade para P(K|-). Além
disso, nao detectamos influéncia dos valores iniciais nas estimativas de K. Iniciando
o método com K =1 ou K =4, o método permanece, na maioria das iteragoes, na
vizinhanga de K,..y.

O método também se mostra capaz de “visitar” diferentes valores de K ao longo

das iteragoes, como mostrado na Figura 4.5. Nestas figuras, cada simbolo “o” repre-
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senta um valor de K amostrado.

P(K|.)

P(K.)

(d) Valores de K, A4

Figura 4.5: Valores de K amostrados

(e) Valores de K, As

o4
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Figura 4.4: Probabilidade de K ao longo das iteragoes
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A Figura 4.6 mostra o grafico das autocorrelagoes estimadas. Como as auto-
correlagoes estimadas nao sao significativas, isto também indica a convergéncia da
cadeia.

EAM

EAM EAM

ACF

o 5 01 20 s w® 0 5 w1 2 2 w® 0 5 w18 2 %
Lag

(a) acf, Ay

EAM EAM EAM

ACF
ACF
ACF

(e) acf, A
Figura 4.6: Autocorrelagao estimada

A Tabela 4.4 mostra a porcentagem de movimentos EA aceitos. Como con-

sideramos distribui¢oes a priori nao informativas, com grandes variancias, entao

consideramos estas porcentagens de aceitagao satisfatorias.

Tabela 4.4: Percentual de movimentos EA aceitos

Movimento Dados simulados
A Ag As Ay As Ag
Ejegao 4,430%6,213% |6,933% | 4,690% | 7,418% |9, 492%
Absorgao 4,107%16,163% |6, 783% | 4,636% |7, 380% |9, 356%

As Figuras 4.7 e 4.8 mostram as imagens geradas sem o ruido (esquerda), imagens

geradas com o ruido (centro) e as imagens identificadas pelo método EAM (direita).
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(a) Ay, Imagem gerada (b) Ay, Imagem ¢/ ruido (¢) A1, Imagem estimada

(d) Ag, Imagem gerada (e) Ag, Imagem c/ ruido (f) Az, Imagem estimada

(g) Az, Imagem gerada (h) Az, Imagem c/ ruido (i) As, Imagem estimada

(j) A4, Imagem gerada (k) Ay, Imagem c/ ruido (1) A4, Imagem estimada

Figura 4.7: Imagens estimadas pelo EAM-MCMC, conjuntos de dados A; a Ay
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(a) As, Imagem gerada (b) As, Imagem ¢/ ruido (¢) As, Imagem estimada

(d) Ag, Imagem gerada (e) Ag, Imagem ¢/ ruido (f) Ag, Imagem estimada

Figura 4.8: Imagens estimadas pelo EAM-MCMC, conjuntos de dados As e Ag

Como podemos notar, o método apresenta bons resultados. As imagens nas
Figuras 4.7(d,g) e 4.8(d) sao perfeitamente identificadas. As outras imagens sao
satisfatoriamente estimadas, alterando a cor original de apenas alguns pixels.

A Tabela 4.5 mostra a estimativa e o intervalo de 95% de credibilidade para o
parametro . Na terceira coluna desta tabela também é apresentada a porcentagem

de valores de (8 aceitos nas L — Ly, iteragoes.

Tabela 4.5: Estimativa e intervalo de credibilidade de 95% para [

Dados Estimativa |Int. Cred. 95% | % aceitagao
Ay 1,214 | (0,983; 1,773) | 11,873%
Ao 1,356 (1,047; 2,039) 12,713%
As 1,455 | (1,143; 2,197) | 12,763%
Ay 1,180 (0,909; 1,669) 10, 936%
As 1,719 (1,329; 2,494) 10, 854%
Ag 1,801 (1,500; 2,000) 3,292%

Como a densidade geradora de candidatos para § é dada pela propria distribui-

¢ao a priori, consideramos esta taxa de aceitacao satisfatoria. Esta porcentagem de

o7



aceitacao pode ser aumentada se houver a disponibilidade de informacao de especi-

alistas para fixar os valores dos hiperparametros a e b.

4.2 Aplicacao

Nesta secao, aplicamos o EAM a um conjunto de dados reais. Este conjunto de dados
¢é proveniente de uma imagem de ressonancia magnética do cérebro de um adulto na
presenga de um tumor. A imagem foi obtida no website http://neurosurgery.ufl.edu/
patient-care/diseases-conditions/adult-brain-tumors/.

Esta imagem esté definida sobre uma grade G de dimensao 179 x 210. Ou seja,
a imagem ¢é composta por n = 37.590 puxels. Para obter os niveis de intensidade
de tons de cinza dos n pizels, utilizamos o pacote jpeg e o comando read/PEG do
software R.

Obtida a matriz com as intensidades dos tons de cinza da imagem, aplicamos
o EAM, utilizando L = 55.000 iteragoes e Ly, = 5.000. Porém, aqui utilizamos
apenas uma cadeia, iniciada com K = 1. Além disso, para evitar problemas de
autocorrelacao, também consideramos um espacamento de tamanho 25, obtendo
uma amostra efetiva de tamanho 2.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori é
baseada.

As estimativas das probabilidades a posteriori para K =1,2,3,4,5 e K > 6 sao
dadas por 0, 0,001, 0,044, 0,892, 0,060 e 0,004, respectivamente. O méximo
a posteriori ¢ dado em K =4 com P(K = 4|-) = 0,892.

A Figura 4.9 apresenta a performance do EAM. Como podemos observar, o
método apresenta estabilidade para P(K|-) ao longo das iteragoes e a amostra de K
é nao correlacionada, indicando a convergéncia do método. Além disso, o método é
capaz de “visitar” valores K de 2 até 7 ao longo das iteracoes.

A Figura 4.10 mostra a imagem original e a imagem identificada pelo método
EAM. Como podemos notar, a figura identificada pelo EAM ressalta as cores preto,
cinza escuro, cinza claro e branco da figura original. Estes resultados podem contri-

buir para a identificacao de regioes passiveis de melhores estudos e analises clinicas.
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P(kl.)

EAM

EAM

ACF

(b) Amostra de K

Figura 4.9: Performance do EAM

Figura 4.10: Imagem real e imagem identificada pelo método EAM

(a) Imagem real

(b) Imagem por EAM
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Nesta pesquisa, desenvolvemos um novo algoritmo MCMC para segmentacao de
imagens com numero de componentes desconhecido. Denominamos o algoritmo
proposto de ejegao-absor¢ao metropolizado (EAM). O termo “metropolizado” vem
do fato de utilizarmos uma parametrizacdo aumentada, como proposto por Car-
lin e Chib (1995), Godsill (2001) e Dellaportas et al. (2002), para desenvolver o
algoritmo em um espacgo paramétrico de dimensao fixa, e assim obter uma probabi-
lidade de aceitacao que é dada pela probabilidade de aceitagao Metropolis-Hastings.
Isto torna o algoritmo eficiente, pois podemos utilizar a distribui¢cao condicional dos
parametros como distribui¢ao geradora de candidatos, e assim obter uma probabi-
lidade de aceitagdo que depende apenas dos dados associados a(s) componente(s)
selecionada(s) para uma ejecao (E) ou absor¢ao (A).

Um outro diferencial do algoritmo proposto é que quando é “criada” uma nova
componente, através de um movimento E ou A, este movimento determina uma
nova particao na grade G. Tal fato é devido & forma como implementamos os mo-
vimentos EA, baseando-se nos dados observados, ao invés dos parametros através
da especificacao de uma funcao de transicao. Além disso, o método proposto é
computacionalmente simples de ser implementado.

Verificamos a performance do algoritmo proposto utilizando seis conjuntos de
dados simulados e um conjunto de dados reais. Os resultados obtidos mostram uma

boa performance do algoritmo na estimacgao de K e reconstrucao da imagem.
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Na aplicacao ao conjunto de dados reais, o algoritmo EAM identificou quatro
componentes. Destacamos na reconstrugao desta figura pelo EAM, a pequena regiao
do lado superior direito, de cor predominantemente preta envolta por um anel de
cor branca. FEsta é uma das caracteristicas de tumores cerebrais, cuja presenca foi
ressaltada pelo método.

Dessa forma, o método proposto pode contribuir com pesquisas, especialmente,
na area médica, para a identificacao de regioes passiveis de melhores estudos e
analises clinicas. Além disso, os resultados obtidos pelo método podem ser utilizados
para “criar” uma base de dados de imagens analisadas, destacando as regioes com
anatomias normal e anormal. Os resultados poderao ser utilizados em outros estudos
para identificacao de anormalidades através de comparagao.

Com o aumento do uso de computadores para obter informacao de imagens, um
préatico e eficiente algoritmo computacional se torna necessario. O algoritmo EAM,
resultado desta pesquisa, é um passo nesta direcao. Os resultados obtidos com a
aplicacao do método as imagens simuladas e a imagem real mostram que o algoritmo
pode ser utilizado como uma alternativa eficaz para a segmentagao de imagens. O
codigo fonte usado nas analises dos conjunto de dados foi desenvolvido em software R
(the Comprehensive R Archive Network, http://cran.r-project.org) e esta disponivel
mediante solicitagao por e-mail ao autor.

Como proposta de pesquisa futura, destacamos o interesse em (i) flexibilizar o
modelo bayesiano hierarquico proposto, assumindo o processo Dirichlet como dis-
tribuicdo a priori para os pardmetros das componentes; (ii) considerar o modelo
desenvolvido e o modelo de misturas de processos Dirichlet com distribuicoes a pri-
ori e distribui¢ao base sendo nao conjugadas e (iii) estudar formas alternativas de
marcacao das componentes de modo a permitir a estimacao das quantidades de

interesse na presenca do label switching.
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Apéndice

A, - Integracao termodinamica

Integragao termodindmica vem do termo em inglés thermodynamic integration (TI),
proposta por Ogata (1989) e é um método de integracao numérica para fungoes
com altas dimensoes, baseado no algoritmo Metropolis-Hastings. O método reduz
a integral de uma funcao, com dimensao alta, em uma integral unidimensional do
valor esperado de uma funcao com relagdo a um parametro de escala definido em
um intervalo [a, b].

Utilizamos o método TI para estimar a constante de normalizacao ¢(3, K) da

distribuigao de Gibbs, dada em (2.1), i.e.,

g(8,K) =Y exp {Bzﬂsi(sg‘)} 7

s€€s inj
onde § é o parametro de escala definido no intervalo [a,b]. Em ambos os lados da
Equacao (2.1) aplicamos o logaritmo e, em seguida, diferenciamos em relagao a 3,
temos

%log[g(ﬁ,[()] = %log [Z GXP{BZH&-(SJ)}]

sE€Ng i~j

_ {1 } %ZeXp {BZH&.(S»}

2. expq B2 L (s;) e "

s€g i~vj

= 'BE)Y [% exp{ﬁzﬂsxsj)}]

seQg i~vj
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= g (B, K) Z lexp {ﬁzﬂsl S }Zﬂsi(é’j)]

= Z 971(67K)6Xp {BZHSZ<8])}ZH81(SJ>]
ses L i~vj i~
= Z (S =s[8, K Z]Isz Sj ]
seQs L i~j
= Egsx lzﬂsi(é‘j)] :
i~j
Concluimos,
d
i log [¢(8, K)] = Eqgjs.c [ZH& 5 ] . (5.1)
invj

Integrando os dois lados da Equagao (5.1) em relagao a (3, temos

log [9(8, K)] = nlog(K) + / Esjsi lzﬂsz s ] 48, (5.2)

n~]

onde nlog(K) é o valor de log [¢(0, K)].

Dessa forma, dado o valor de K, estimamos o valor do log [¢(5, K)], calculando
duas integrais em (5.2), uma interna (ou esperanga) e outra externa.

Para estimar a integral interna, utilizamos um algoritmo MCMC, gerando N con-
figuragoes s através do algoritmo Swendsen-Wang, conforme descrito na Sec¢ao 2.3.3.
Entdo, aproximamos o valor esperado Egg x pela média dos IV valores ) I, (s;).

Para estimar a integral externa, utilizamos métodos numéricos, com(Z)Nf)or exem-
plo, o método do trapézio. Para isto, consideramos uma grade com 7' valores de £,
0<pB,....0k <. Para cada B, t = 1,...,T, realizamos N simulagoes do grafo

através do algoritmo Swendsen-Wang e estimamos conforme descrito no paragrafo

acima. Entao, aproximamos a integral externa pelo método dos trapézios.
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As - Densidade conjunta de (y,u) no algoritmo slice
sampling.

Considere uma variavel aleatéria Y com densidade 7(y) proporcional a uma fungao

f(y). Entao, considerando a constante normalizadora n, n = [ f(y)dy, temos

r(y) = 2. (5.3)

Seja U uma variavel auxiliar com densidade uniforme no intervalo (0, f(y)). En-

tao, dado y, a densidade condicional de u ¢ dada por

1
m(uly) = W) (5.4)
Considerando as equagoes (5.3) e (5.4), temos
L)1
(Y, u) = m(uly)m(y) W

Entao, a densidade conjunta de (Y, U) é dada por

m y7 u) = )
0, caso contrario

onde n = [ f(y) dy.

Observe que se calcularmos a densidade marginal de Y, voltamos a distribuicao

em (5.3). De fato,

f) f(y)1
w(y) = [ 7(y,u) du = /— du = M
g g Ui n
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Az - Calculo do conjunto S do Exemplo 3.

No Exemplo 3 do Capitulo 2, aplicamos o algoritmo slice sampler para gerar valores
de uma distribui¢do Gama truncada no intervalo (a,b). O algoritmo consiste em
dois passos, gerar u|y e gerar y|u.

Iniciamos o algoritmo selecionando aleatoriamente y(!) € (a,b). Para a [-ésima
iteragao, [ = 2, ..., L, geramos o valor ug) da distribuicao uniforme U, (0, fr (y(l’l))),
k = 1,2, e em seguida geramos o valor y® da distribuicdo condicional
Ve, ~ U (8V), onde S = {y: fily) = ul’, fi(y) =, a <y <b}.

Dado u®) = (ugl), ué”) , a densidade de Y®|u® ¢ dada pela distribuicdo uniforme
U(SWY). Entao

Ty o Iy )2, )z, esy<s) V)

H{y"*lzuy), exp{—By}>uy’, aSySb} )
I :
{y>(u§”) ST, _gylog(uf?), a<y<b} )

onde wuy(l) >0 e wus(l) > 0. Logo,

I
7r(y|u) X {y><ugl)>o¢£17 yg_%log(ugl)» a<y<b} <y>7

onde wuy(l) >0, wug(l)>0, a>1 e [>0. Observe que
1
y > (U§l)) e y>a

Por outro lado,

y < —%log <ug)) e y <b.

1
Assim, temos S = (a, V), para @,V € R, o’ <V, a’ = max {a) <U§Z)> “1} e

b = min {b, —%log (ué”) } Ou seja, a distribuicdo condicional de Y|u® ¢ dada

pela distribui¢do uniforme no intervalo (a’, '), i.e.,

Yiu® ~ U, b).
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A4 - Calculo do conjunto S do Exemplo 4.

No Exemplo 4 do Capitulo 2 aplicamos o algoritmo slice sampler para gerar valores
de uma distribuicao que é proporcional ao produto de trés fungoes. Iniciamos o al-
goritmo selecionando aleatoriamente y(!) € R. Para a [-ésima iteracdo, [ =1,...,L,
geramos u,(f) da distribuicao uniforme U (O,fk (y(lfl))), com k = 1,2,3, e em se-

guida geramos y) da distribuicdo condicional Y|u§l), ug), ug) ~U(SY), onde

s ={y: i) =, Ly) 2w, fily) = '}

Como existem as inversas das fungdes fi(-), fa(-) e f3(-), entdo o conjunto SO

pode ser reescrito em funcao da variavel auxiliar ugl), ug) e ugl). Dado ul) =

(ugl), uél), ué”), a densidade de Y®|u” ¢ dada pela distribuicio uniforme ¢/ (S(l)),

& (’y|ll) X ]I{1+sin2(3y)2ugl>, 1-|-Cos4(5y)2ug>7 exp{—%}Zug)}(y)

H{sin2(3y)2u§” -1, cos‘l(Sy)zugl)—l7 —%zlog (ug)) } (y)

| }(Z/)

I
{| sin(3y)|> (ugw—l) %, | cos(5y)|> (u;” —1) 1 2<—2 log(ué”)

I
{|sin<3y>|>(u§”1)%, |cos(5y>|z(u§”fl)%, |y\s(leog(ué”))%

onde ugl) > 1, uél) >1 e 0< ugl) < 1. Portanto, a distribui¢ao condicional de

Y|u® é dada pela distribuicio uniforme no intervalo

{y . |sin(3y)| > (ugl) - 1)é}ﬂ{y : | cos(by)| > (ug) - 1>i}ﬂ{y Hyl < (—210g (ugl)))

Para maiores detalhes, ver Robert e Casela (2004).

[SII
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As - Distribuicoes condicionais

Neste apéndice, apresentamos as distribui¢oes condicionais dadas em (3.9) a (3.12).

A distribuicao a posteriori conjunta dos parametros, (0, S, 5, K) é dada por

m(0k.S, 5, Kly) P(yls O, K)m(S = |3, K)m (0| K)m(5)m(K)

10 ( 1 oo )] K)exp {@[sz . }

k=1 yi €Dy, ~]
T2 A (5+1) g
~3 —(2+
R e L R
B exp{-bp},

X

onde

ﬁ ( II (o eXp{—%,z(yi—ukV})

k=1 \y;€Dy k=1 \y;€Dy
K - 1
| | 2 § 2
( 2 exp {——20% (yz - ,U,k) }) .
k=1 yieDk

Dados (y,s, K) e os hiperparametros (a, 7, A, 119), a distribui¢ao condicional de

0r = (g, o), &€ dada por

_(nptatl 1 Y
X (013) ( : H) eXp{—@ Z (yi—,uk>2 207 (Mk—,uo) }exp{—%}
k k

Yyi€Dy

nk+a+l

. 1
xc (02) T W exp {—p [ S (W = 2+ i) + A (i — 2ppt0 + 1)

O
Yyi€Dg
Y
X exp { 27",%}

}
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o (Uz)_(nk"r;+1+l) exp {_

x (02) " FT ) exp {

X exp

X exp

Portanto,

013|04a% )‘7S7K7y ~ IG

,Uk|/i0701%a )‘7K7y ~ N

1
20,%

5 2
20},

[( > y?) — 241 ( > yz-) + gy, + A
Yyi€Dy yi €Dy,

i
—2up Ao + Apg) exp {_F
Ok

|

[Ni(nk +A) = 2p ( Z yi + AMo)] }
yi €Dy
1
xeXp{—Qj‘z v+ (Z yf) + Mg
yi €Dy

}

( S i+ Mo Sy + Ao
_nk—H 2 _ vi€hy + yi€Dy
) - 97 3
X ( > y¢+/\uo>
9 9 Y; €Dy,
_ , Al —
P R
\ - d /
> yi 4 Ao
o 1 2 Y; €Dy,
2 ( az%)\) Hi ng + A
N+

_ .
X ( > yﬂrkuo)
2 2 yiEDk
53 (7t Yi |+ Anig —
20_’% <%€sz ) ' T T A
. -/
2
>y 4 A > i+ Ao
a+ng+1 Y " = RN o
2 2 2 2(ng, + \)

> Yit Ao,

yi€Dy

Oy

ng + A

’nk—i-)\
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A distribui¢ao condicional de § dado (s, a,b, K) é dada por
m(Bls, a0, K) o< w(s|f, K)m(Bla,b)

o< g (B, K) exp {ﬂzﬂsi(sj)} 3" exp {~bp}.

invj

A distribuicao condicional de S dado (y, 0, 5, K) é dada por

W(S:Sb’?eKwBaK) X W(S:S‘ﬁaK)P(yB?aKaK)

- {5211543»} 1 (<a,z>"2’“exp {—QL S —w}) |

i~ k=1 i €Dy
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Ag - Constante normalizadora em (3.17)

Nesta seca@o, apresentamos os calculos para obtencao de I(-) dada em (3.17).

Dado s, temos Dy, = {y; : s; = k}. A probabilidade conjunta de y dado s e K é

dada por

PM&M==/ﬁ

- H/ ( H f(yi|9k)> 7(0;)dO .

Denotando cada uma das K integrais por I(Dy), i.e.,

Iww=/<Hf@w0ﬂwwm

Yi€Dy

para k =1,..., K, temos

I(Dy) = / / ﬁeXp {—2%2 Z (yi — Nk)2} 2 )\22)1
oz Juy 2 k ToY)?

2ro

A « a1—1
exp {——(Mk - ,u0)2} ;1> (Uz)( ' )exp {—aso}} duydoy,

2
k

TN

1 A\
Lk exp {—f,g > (- uk)Q} exp {_T;g(“k - MO)Q} dpydory.

k yieDy,
Para facilitar a notagao, chamamos de I; a integral em relacao a y;, e a calculamos

separadamente. Assim,

1 A
I = 5 > (i — ) — (g — )2 b d
1 /ﬂ k eXp{ 207 (yi — ) }exp{ 202(% Mo)} Lk

Yyi€Dy

= / exp {—2%‘% [ Z (yi = pu)* + A — M0)2] } dfir

Yyi €Dy,
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2

} dpy

Yi + Ao

v

Yyi€Dy
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Z yiz i /\’u% 4 (yieDk

= exp{ — (g + N
ph =2 [ D wi+ A
i Mo + z 2
2 Z Yi + Ao | p dpk
yi €Dy i
= / exp >\ 2 yzékyz " )\Iuo Z vit )\luo
5 12 m yi €Dy
2 | 2 )
exp et A yié%yz M eZD it Ao
i nk + A ngE + A Atk
Doyt A
— / exp{ — 1 Y €Dy, o
|
I 2 (—’“) ne + A
nE+A k
§ _
( |
. > oyt >\u0>
expl ——s 2 b
207 Zyﬂrku% e d
Y €Dy, M, A "
\ L
d )
B 1 Yoy +A
/,uk 2 o2 % EXp § — 12 Hi — piche "
2 o
( Wnk+,\> 9 (nk—kw\> ng + A dpug,
) _
277 )
ot ) ] (50
7T i Ho
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\ L
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Portanto, I} = (

1
2 1
exp { —5

Substituindo I; em I(Dy), temos

\3

n

1(Dy) = /U (2m02) "

2
k

exp

a1
)

(2r02)2 [(a1)

k

S oyR 4 A+

Yi €Dy

yi €Dy

(01) ™ exp {—aant}

2
< > yi+>\MO>
inDk
nk+/\

ng +

< Yoy + Mo
Y; €Dy,

2
2moy,

A

;

>yl g+

ng + A

v

() ) LG
S \mp+ A/ D(ap) \ 27 o2 ol
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>yt A > Yi+ Ao
ex _2 1 + inDk yieDk
P 207 203 209(ng, + A)
\ L
(A NeT(a+%) (1 \F
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);

2
do,

2
doy,

2
do,



(Oél-i-nTk)

Portanto,

I(Dg) = NIy |1+
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