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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos a metodologia de captura-recaptura, sob os enfo-
ques cldssico e bayesiano, para estimar o nimero de erros de um software através de sua
inspecao por revisores distintos. Apresentamos o modelo estatistico geral considerando
independéncia entre erros e entre revisores e consideramos os casos particulares de erros
igualmente.detectdveis (homogéneos) e revisores nao igualmente eficientes (heterogéneos)
e de erros nao igualmente detectédveis (heterogéneos) e revisores igualmente eficientes (ho-
mogéneos). Em seguida, sob a hipétese de heterogeneidade e independéncia entre erros
e homogeneidade e independéncia entre revisores, supusemos que a heterogeneidade dos
erros era expressa por uma classificagao destes em fécil e dificil de detectar, admitindo
conhecidas as probabilidades de deteccao de um erro facil e de um erro dificil. Final-
mente, sob a hipétese de independéncia e homogeneidade entre erros, apresentamos um
novo modelo considerando heterogeneidade e dependéncia entre revisores. Além disso,
apresentamos exemplos com dados simulados e reais.

Palavras-chave: processo de captura-recaptura, revisao de software, estimativas de

mdxima verossimilhancga, distribuicoes a priori e a posteriori, estimativas de Bayes.



Abstract

In this work we present the methodology of capture-recapture, under the classic
and bayesian approach, to estimate the number of errors of software through inspection
by distinct reviewers. We present the general statistical model considering independence
among errors and among reviewers and consider the particular cases of equally detectable
errors (homogeneous) and reviewers not equally efficient (heterogeneous) and of errors
not equally detectable (heterogeneous) and equally efficient reviewers (homogeneous).
After that, under the assumption of independence and heterogeneity among errors and
independence and homogeneity among reviwers, we supposed that the heterogeneity of the
errors was expressed by a classification of these in easy and difficult of detecting, admitting
known the probabilities of detection of an easy error and of a difficult error. Finally,
under the hypothesis of independence and homogeneity among errors, we presented a new
model considering heterogeneity and dependence among reviewers. Besides, we presented
examples with simulate and real data.

Keywords: capture-recapture process, software review, maximum likelihood esti-

mates, a priori and a posterior: distributions, Bayes estimates.
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Capitulo 1

Introducao

Suponhamos uma populagao de N individuos portadores de uma caracteristica de
interesse, onde N é desconhecido e é do nosso interesse estimé-lo.

Nesta dissertacao a metodologia utilizada para estimacao de N serd a de captura-
recaptura sob os enfoques cldssico e bayesiano. Esta metodologia, utilizada para estimar
tamanhos de populagoes animais, consiste, primeiramente, na selecao de um nimero fi-
xado ou aleatério de animais da populagao. Todos os animais capturados sao marcados
e devolvidos & populacao. Em seguida um nimero fixado ou aleatério de animais é
selecionado em uma ou mais épocas. Em cada uma das épocas todos os animais nao
marcados recebem marcas e sao devolvidos & populacao. No final do processo estimamos
N, baseados nos nimeros de animais capturados nas diversas épocas e no nimero de
animais distintos observados.

A literatura sobre as aplicacoes do método de captura-recaptura na estimacao do
tamanho de uma populagao ¢é vasta. Estudos relacionados a esta metodologia se iniciaram
em 1896, quando Petersen usou-a para estudar o fluxo migratoério de peixes no mar Béltico
embora, em 1783, Laplace ja houvesse utilizado tal método para estimar o tamanho da
populacao da Franca. Em 1930 Lincoln aplicou o método para estimar o tamanho de
uma populagao de patos selvagens e a partir da década de 50 diversos pesquisadores, tais
como, Chapman (1954), Darroch (1959), Jolly(1965), Burnham e Overton (1978), Seber
(1986) e Pollock (1991) publicaram trabalhos sobre o assunto. Sob o enfoque bayesiano
temos publicagdes de Hunter e Griffiths (1978), Castledine (1981), George e Robert (1992)
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e Yoshida, Leite e Bolfarine (1999), por exemplo. Além disso, védrias dissertagoes de
mestrado foram desenvolvidas sobre o tema, tais como Zacharias (2000), Rossi (2001),
Shimizu (2002), Bolsoni (2002) e Missiagia (2004).

E importante salientarmos que embora o método de captura-recaptura tenha sido
originalmente utilizado para estimacao de tamanhos de populacoes animais, ele também
pode ser aplicado na estimagao do tamanho de qualquer populacao para a qual cada
individuo tenha uma caracteristica que o identifique em diferentes situagoes amostrais.
Assim, as estimativas produzidas por esse método sao relevantes nao sé nas ciéncias
ambientais, mas também na satide publica, no controle de erros de software, no controle
de qualidade e em outras dreas do conhecimento.

Na satude publica, o método pode ser utilizado para estimar /N, o niimero de pacientes
com certa doenca, auxiliando no planejamento de medidas preventivas, como campanhas
de vacinagao, por exemplo. Neste caso, existem listas de individuos com a doenca em
hospitais e centros de saide, e um individuo pode fazer ou nao parte de uma ou mais
destas listas. Logo, se imaginarmos que a cada individuo corresponde um animal, entao
ao observarmos o nome de um individuo pela primeira vez numa lista temos um evento
correspondente a selecao de um animal nao marcado. Por outro lado, a observacao do
nome de um individuo que ja foi observado em alguma lista anterior, corresponde a
selecao de um animal marcado. Assim, podemos aplicar o método de captura-recaptura
na estimacao de V.

Quanto ao controle de erros de software, o interesse é estimar o niimero total de erros
do software, N. Aqui o software é examinado por um certo niimero de revisores distintos.
Os erros observados sao entao contados e codificados. Além disso o histérico (trajetéria)
das observagoes (capturas) de cada erro é registrado. Se imaginarmos que a cada erro
corresponde um animal, temos que a observagao de um erro que ainda nao foi observado
corresponde a selecao de um animal nao marcado e a observagao de um erro que ja foi
observado anteriormente, por algum revisor, corresponde a sele¢ao de um animal marcado.
Assim 0 método de captura-recaputra se aplica novamente na estimacao de N.

No controle de qualidade o método pode ser aplicado para estimar o niimero de particu-
las, N, contidas em um filme fotogrédfico que serd submetido a leitura por diferentes

scanners e cujas particulas observadas serao registradas. Analogamente aos exemplos
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anteriores, se imaginarmos que a cada particula corresponde um animal, entao a obser-
vacao de uma particula que ainda nao foi observada equivale & selecao de um animal nao
marcado e a observacao de uma particula ja anteriormente observada por algum scanner
corresponde & selecao de um animal marcado. Portanto, o método de captura-recaptura
pode ser mais uma vez aplicado na estimacao de V.

Entre os pesquisadores que produziram trabalhos nas dreas citadas acima temos, por
exemplo, Lee et al. (2001) e Lee (2002) na area de satde, Nayak (1988) e Basu e Ebrahimi
(2001) na drea de controle de erros de software e Sanathanan (1972) na area de controle
de qualidade.

Nesta dissertacao vamos nos ater, a titulo de ilustracao, ao caso da inferéncia sobre
o nimero de erros de um software, mas evidentemente os resultados também sao vélidos
nas demais situagoes citadas.

Um dos aspectos motivadores do estudo do assunto revisao de software é que, atual-
mente, a deteccao de erros em programas de computador é uma grande preocupacao, pois
muitas vezes tais erros podem causar prejuizos miliondrios. Foi o caso, por exemplo, de
um software embutido na sonda Mars Climate Orbiter- da Nasa, que misturou medidas
em pés com metros e provocou um prejuizo de 125 milhoes de délares. (Fonte: Revista
Exame, 31/03/2004).

Além disso, segundo dados do Instituto de Qualidade de software (Universidade do
Tezas), softwares com defeito custam 60 bilhoes de délares & economia americana todo
ano e metade deste custo recai sobre o comprador, ji que em média, mais de 15% dos
erros contidos no programa s6 sao detectados apods sua venda, o que muitas vezes obriga
o comprador a adquirir versoes atualizadas do produto.

Ressaltamos que nosso trabalho nesta dissertagao baseou-se no artigo de Basu e
Ebrahimi (2001), que trataram do tema revisao de software sob as mais variadas condigoes.

No capitulo 2 discutimos o modelo estatistico geral para o problema de revisao de
software, considerando independéncia entre erros e entre revisores. Particularizamos o
modelo para o caso de erros igualmente detectdveis (homogéneos) e revisores nao igual-
mente eficientes (heterogéneos), e determinamos estimativas de maxima verossimilhanga
e bayesianas dos parametros. Estudamos também o modelo para o caso de erros nao

igualmente detectaveis (heterogéneos) e revisores igualmente eficientes (homogéneos) e,
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neste caso, apresentamos estimativas bayesianas do tamanho populacional.

No capftulo 3, mantendo as suposi¢oes de heterogeneidade e independéncia entre erros
e homogeneidade e independéncia entre revisores, supomos que a heterogeneidade dos
erros é expressa por uma classificagao destes em facil e dificil de detectar. Determinamos
estimativas de méxima verossimilhanca condicionais e bayesianas dos pardmetros do mo-
delo, admitindo conhecidas as probabilidades de deteccao de um erro fécil e de um erro
dificil.

No capitulo 4, mantendo a hipotese de independéncia e homogeneidade entre erros,
descrevemos um novo modelo para o problema de revisao de software, considerando he-
terogeneidade e dependéncia entre revisores. Também para este modelo determinamos
estimativas bayesianas de N.

Finalmente, no capitulo 5 tecemos nossas consideracoes finais sobre este trabalho.



Capitulo 2

Modelo estatistico para revisao de
software: independéncia entre erros

e entre revisores.

Neste capitulo tratamos do problema de estimagao do nimero de erros de um software
com a suposicao de independéncia entre erros e entre revisores.

Seja N (N desconhecido) o nimero de erros de um software e k (k > 2) o nimero de
revisores que irao examing-lo. Suponhamos que cada erro seja detectado ou nao por um
revisor qualquer, independemente dos demais erros, e que os revisores examinem o software
separadamente, isto é, os revisores também atuam independentemente uns dos outros.
Dado N, consideremos o vetor aleatério k-dimensional X; = (X1, X9, ..., Xj1) associado
a cada erro ¢, onde X;; assume valor 1 se o erro ¢ for detectado pelo j-ésimo revisor e 0 caso
contrario, i = 1,2,..., N, j =1,2,....k. Seja 8;; = P(X;; =1),0 < §;; < 1, ou seja, 0;; &€ a
probabilidade do erro i ser detectado pelo revisor j, e seja @ = {0,;,1 <i < N,1 < j < k}.
Assim as varidveis aleatdrias X;; sao independentes e tém distribui¢ao de Bernoulli com

pardmetro 6;;, isto é,
P(XZ] = ZC|N, 0) = 9%(1 — 9@')1736[{0’1}(56), (21)

1<i<N,1<j<k.

Além disso, os vetores aleatérios X; sao independentes e assumem valores no conjunto
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A ={w = (wywa, ..., wg) : w; =0,1;5 = 1,2, ..., k}, onde #(A) = cardinal de A = | = 2.

Seja w1, Wy, ..., w; uma enumeracao dos elementos de A, onde w, = (w1, Wy, ..., Wyk),
r=12..,01—1ew = (0,0,..,0). Notemos que cada w,, 1 < r < [, representa um
histérico de leitura (trajetéria) das observagoes de um erro i, 1 < i < N, uma vez que
w, é uma k-upla de elementos que assumem os valores um ou zero, conforme a deteccao
ou nao do erro por cada revisor, e que w; é um histérico de leitura nao observavel. Além
disso, temos 2* possiveis histéricos de leitura para cada erro, pois #(A) = 2F.

Entao, para cada ¢ = 1,2, ..., N, a probabilidade do erro ¢ apresentar o histérico w,. é

pm‘(a) = P<Xz = WT‘Na 0) = ((XilaXzQ X ) = (wrlawTZ---awrk')‘Na 0) =

= [[P(Xi; =wyIN.0) H 0777 (1 — 0, (2.2)
j=1
r=12,..1.
Sejam n, = Z Itw,3(X;) o niimero de erros com o histérico de leitura w,, r = 1,2,...,1

-1
en = E n, o nimero de erros distintos observados pelos k revisores. Notamos que
r=1

n; = N —n é o nimero de erros que apresentam o histérico w;, isto é, o nimero de erros
nao observados.

Entao, a distribui¢do de probabilidades de (ny, ng, ...,n;—1, N —n), dados N e 0, é dada
por

P(ni,ng,....,n_1, N —n|N,0) =

— Z H pi11 H p222 H Di,_y(1-1) 9) H pill(e), (23)

ileAl 7,26.42 Zl 16Al 1 7:l EAZ

onde Z se extende a todos os subconjuntos disjuntos Ay, A, ..., A; de {1,2, ..., N}, tais
que #(A,) = n., r = 1,2,...I. Notamos que A, representa o conjunto dos erros com

histérico w,. e o nimero de parcelas de g é igual a

(TJZ) (N;in) (N— <:~:+n2>> o <N— (nq +]\72_4;1 +nl_1)) _

N!
 omngl (N —n)!
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Exemplo 1.

Para vizualizagao do problema, suponhamos N = k = 2 (na pratica NV é desconhecido).

Assim, estamos na situagao em que ha apenas dois erros no software e dois revisores
para examing-lo.

Como k = 2, entdo para cada erro hd | = 22 = 4 possiveis histéricos de leitura, que
enumeramos da seguinte forma:

w1 = (1,0) : o erro é detectado pelo revisor 1, mas nao pelo 2;

wy = (0,1) : 0 erro nao é detectado pelo revisor 1, mas é pelo 2;

= (1,1) : o erro é detectado por ambos os revisores;
wy = (0,0): o erro nao é detectado por revisor algum.

De (2.2), a probabilidade do erro i apresentar o histérico w, ¢

pir(e) = P(Xi = Wr‘N = 279) = ((Xu,Xiz) = (wr1>wr2)‘N = 2>9) =

2
= HP(XZ]:wT]|N:2,0 Hewrj 1_9 1- ’wrj,
j=1

ondei=1,2er=1,23,4.

Entao,

pi(0) = 0a(1—0:),
pi2(0) = (1—0i)0:,
pis(0) = 0ubi,

pia(0) = (1—0i)(1—0i),

e, por exemplo,

P((’I’Ll,ng,ng,Q - n) = (17()’07 1)|N = 270) =

= 3" T 28 T pu26) T piss(6) T pust6) =

i1€A1 i9€Ao i3€As3 14 €Ay

= 11(0)p24(0) + p21(0)p14(0) =
= 011(1 = 612)(1 — O21)(1 = O22) + 021 (1 — O22) (1 — 011)(1 — 012).
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Notemos que munidos das informagdes N = 2 e (ny, ng,n3,ny) = (1,0,0, 1), temos que
considerar todos os possiveis subconjuntos Aj, As, A3, Ay de {1,2}, tais que

#(A,) =n,,r =1,2,3,4. Estes subconjuntos sdo dados por

Ay = {11 A ={} As={}, As={2} e
Ay = {214 ={} A5 = {}, 4, = {1}.

Notemos que ha duas classes de subconjuntos de {1, 2} possiveis, pois

N! 2! 5
ni'ngl (N —n)!  nylngng!(2 —n)! 7

Em algumas situagoes os erros podem ser igualmente detectdveis (erros homogéneos)
e os revisores nao serem igualmente eficientes (revisores heterogéneos), isto é, 0,; = 6,
para todo i, 1 = 1,2,.... N e 5 = 1,2,...., k. Também hd o caso em que 0s erros nao
sdo igualmente detectédveis (erros heterogéneos) e os revisores sdo igualmente eficientes
(revisores homogéneos), ou seja, #;; = 6; para todo i, i = 1,2,.... N e j =1,2,...,k. No
caso em que 0s €ITos e os revisores sao homogéneos, temos 6;; = ¢, para quaisquer i e j,
1=1,2,.... Nej=1,2,....k. Nas secoes 2.1 e 2.2 a seguir, trataremos dos dois primeiros

casos, uma vez que o ultimo tem pouca aplicagao pratica.

2.1 Homogeneidade e independéncia entre erros e
heterogeneidade e independéncia entre revisores.

Nesta secao vamos supor que os revisores atuam independentemente e nao sao igual-
mente eficientes (heterogéneos) e que os erros sao independentes e igualmente detectdveis
(homogeéneos), ou seja, que 0;; =0;,i=1,2,..,. Nej=12 .. k.

Entao, segue de (2.2), que para cada i = 1,2, ..., N, a probabilidade do erro i apresentar

o histdrico w, é
k

pir(0) =[] 077 (1 —0,) ", r =1,2,..,L. (2.4)

j=1

Analisando o tltimo membro de (2.4), podemos observar que a probabilidade de um
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erro apresentar determinado histérico é a mesma, qualquer que seja o erro em questao,

isto é, p;(6) ndo depende de i. Assim, temos

k

pr(6) = pin(8) = [ [ 077 (1 = 6,)" 7, r = 1,2, .1

J=1

Logo, de (2.3) segue que,

P(ny,n2,....n_1, N —n|N,0) =

= 2 Ira@ [Trw@- 11 pisen(® 11 ra@)
= > (p1(0)" (p2(6))"..(p1-1(8))" (11(6))" " =
N!

= nylng!..ny_ 1|(N —n)! (pl(e))”l<p2(0))”2_”(pl_l(e))nz_1(pl(e))N—n _

= in! )l H pr(0))" =
n1Mat...My— 1 —n

Ny
- nllngl...nl N —n) 'H (ngrﬂ B 1 wr]) B

1! rljl

- HHQnTw” — ;)" =
nllnzl...nl —n)!

1! 7"1]1

_ ; Henm YN=G) (2.5)
— n

’I’Ll!TLQ!...TLl 1

onde

l l N N l
ngy = Y = > Ty (Xwey = Y Y Ty (X)wy, =
r=1

r=1 i=1 i=1 r=1

= D) X)Xy =) (XU > Iwy(X ) — ZXU,

=1 r=1 =1 r=1

é o nimero de erros detectados pelo revisor j, j = 1,2, ..., k.
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2.1.1 Funcao de verossimilhanca e estimativas de maxima veros-
similhanca dos parametros.
Nesta se¢ao apresentamos a fungao de verossimilhanca para o caso 6;; = 0; e determinamos

a estimativa de maxima verossimilhanga para (N, ).

De (2.5), segue que a fungao de verossimilhanga é dada por

L(N,8|nqy, ...,nw),n) = P(ny,...,n—1, N —n|N,0) =

N! d (5) N—n;
j=1

nllngl...nl_l

para N > ne0 <0; <1,1<j <k, onde ng) ¢ o mimero de erros detectados pelo
j-ésimo revisor.

A estimativa de maxima verossimilhanga (EMV) de (N, 8) é dada pelo seguinte teo-
rema.

Teorema 1.

A estimativa de maxima verossimilhanga de (NN, 0), (N , 9), é tal que N é aproximada-

mente igual & solugao da equacao

e 0 =(04,0,,...,0,), onde @j = %, j=1,2,.. k.

Prova. Como (N, 9) ¢ o ponto de maximo de In L(N, 8|n), ..., ng), n), entao (N, 9) é
o ponto de maximo de In K (N, 8|n), ...,nw),n), onde K(N,O|nqy, ...,nw),n) ¢ o kernel
de L(N,8|nqy, ..., nx),n) dado por

N o L
K(N,B]n(l), ,n(k),n) = m He]( )(1 — QJ)N (J)7
il
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o que implica

=

N! n
In K(N,8|nqy,....nw),n) = ln—)—i—ln HG.(”(l—Qj)N*”m =
j=1

(N —n)! J
k
= In —1—2 HInb; + (N —ng))In(1 —6;)]
j=1
e
81nK(N,0|n(1),...,n(z),n) _ n(4) _ N—n(j) — 0 —
90 0; 1-6;

S

= 0= 1<j<k

Por outro lado, N & aproximadamente igual a solugao da equagao

K(N,0|nuy, ....nw,n) = K(N = 1,0nqy, ..., nawy,n), N > n+ 1. Entao,

'Hen(ﬂ N nG)y — - 'Hen(J) N 1=n(j) N>7’L+].:
N —n) —1—n)

k
N
(N )H(l—ej)=1,Nzn+1:>
—nNn .

Jj=1

— H(1—9j):(N];”>,Nzn+1=>

l

o que prova o teorema.ll

Exemplo 2.

Para k = 2, nag) = n@) + ne) —n é o nimero de erros distintos detectados pelos
revisores 1 e 2 simultaneamente e, pelo teorema 1, N é aproximadamente igual & solugao

da equacao

o que implica
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no ”(1)> ( ”(2)>
L ( RO FILC)) NN
N N N
> N(N — n) = (N — n(l))(N — n(Q)) —
- NQ—Nn:NZ—NOL(l)-i—n(g))+n(1)n(2):
= N(nq) +n@e) —n) =nane = Nna = nane =
N NN
— NZ @) (2), se n(g) > 0,
N(12)
0. — "L _ a2 g _ M2 _ "a2)
691—]\7—”(2),92—]\7—”(1).
Exemplo 3.

A seguir aplicamos o método de estimacao do exemplo 2 a um conjunto de dados reais
disponiveis em Ciordia et al. (1999). Tais dados sao referentes a um estudo realizado
na cidade de Huesca, na regiao de Aragén, Espanha, durante 1995, 1996 e 1997, com o
objetivo de estimar os nimeros de casos de tuberculose nesta cidade. Denotamos tais
nimeros indistintamente por N. Foram consideradas duas fontes distintas de informacao
sobre o nimero de casos da doenca.

e Fonte 1: sistema EDO, cujas informagoes foram obtidas das fontes atendimento
primadrio, atendimento hospitalar (Medicina Preventiva) e entrevistas recebidas de outras
cidades. Foram incluidos tantos os diagndsticos de certeza quantos os casos de suspeita
da doenca.

e Fonte 2: informes microbiolégicos, que obtiveram informacao do laboratério de
microbiologia do Hospital San Jorge e consideraram apenas os diagnésticos de certeza da
doenga.

Ciordia et al.(1999) aplicou o método de captura-recaptura para duas fontes de infor-
magao (Sekar e Deming (1949)) e utilizou o sistema EPI-INFO 6 para estimar o nimero

de casos de tuberculose em Huesca. Os dados obtidos pelas duas fontes de informagao e
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os resultados obtidos por Ciordia et al. (1999) seguem na tabela 1.

Tabela 1. Resultados obtidos por Ciordia et al. (1999).

Ano Dados Estimativas

77,(1) 77,(2) n(12) n N 91 92

1995 | 66 | 49 35 |80 (920,72 | 0,53

1996 | 73 | 49 37 |8 (960,76 | 0,51

1997 | 72 | 48 41 |79 | 84| 0,86 | 0,57

Dados e parametros.

n() : mnuimero de casos registrados pela fonte 1;

n(z) : mnumero de casos registrados pela fonte 2;

n(2) : nimero de casos registrados pelas fontes 1 e 2 simultaneamente;
n : numero de casos distintos registrados;
01 : capacidade de deteccao de casos pela fonte 1;
0, : capacidade de deteccao de casos pela fonte 2 .

Neste exemplo, fazendo analogia com o problema de revisao de software, as duas fontes
de informagao sao equivalentes a dois revisores e estimar o niimero de casos de tuberculose
é equivalente a estimar o nimero total de erros no software, N. Apresentamos na tabela 2
os resultados obtidos apds estimar N, 0, e 65 pelo método descrito no exemplo 2, ou seja,

através das expressoes

A n\yn

N o~ O <2>,
n(12)

~ n n

b, — "0y
N n(2)

0, — @ _ nay

2 = ~ = — .

N n(1)
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Tabela 2. Estimativas de N, 60, e 05.

Ano Estimativas
N 0, 0
1995 | 924 | 0,714 | 0,53

1996 | 96,67 | 0,755 | 0,506

1997 | 84,29 | 0,854 | 0,569

De acordo com as tabelas 1 e 2, obtivemos resultados andlogos aos obtidos por Ciordia

et al. (1999).

2.1.2 Modelo bayesiano.

Nesta secao fazemos uma anélise bayesiana do modelo proposto na segao 2.1. Suponhamos
que 01,0, ..., 0; sejam independentes, que 6; tenha distribuicao a priori Beta de parame-
tros aj e 3,05 > 0,8, > 0,7 =1,2,....k, que N tenha distribuicao a priori m(N), N > 1,
e que N e 0 sejam independentes. Sejam o = (ay, ag...,a) € B = (B4, By-vs Br)-

Logo, a distribuicao a priori conjunta para N e 6 é dada por
(N, 8le, B) = 7(N)7(8]ex, B) oc n( He% —0,)%7,

N >n,0<0; <1,1 <j <k, ea distribuicao a posteriori conjunta para N e 8 ¢ dada

por

(N, 0|c, B,n, 11y, N2, - y) X L(N, 9|” na n(z) n)T(N, 0|a, B) o

o |H9n(” o x(27)
- TL
: ! N! +aj—1
XHQ?J (1—‘93')5;‘—1 X W(N)mngjm J (]-_Hj)N_n(j)_‘-Bj_l,
, By
N>n0<0;<1,1<j<Fk, ouseja,

7T(N, 9’(1, ﬁ, T, (1), (2)5 -y T ) Clﬂ' — n ' H 6”(])+a] _ ej)an(j)+5jfl7
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onde a constante normalizadora C é tal que

1 LN y neyt+aj—1
ol = 21/ / " x(N 60T — 9N 0T, L dh), =
! Nen 0 o (N —n)! ( )};[1 ’ 2 1 ’

S N! G n()ta;—1 N—ngy+8;-1
= WW(N)H ; 0] (1 _93) @)THj d(9] =
J

—

o k
_ Z NI 7T(N)HF(TLU) + a;))I'(N = ng) + 5;) ~

D LA * S Ty
xSy,
onde .
> N! F(N—n(j)+ﬁ~)

Sy = —— (N - 2.8
Zw—ar e 55 (28)

Teorema 2.
Suponhamos que a distribui¢ao a priori para N seja da forma w(N) = 1/N",

N = 1,2,..;r = 0,1. Entao, a distribuicao a posteriori conjunta para N e 0 existe
k k
se e somente se Y ngy —n+ Y a;+r > 1.
j=1 j=1
Prova. Suponhamos, sem perda de generalidade, & = 2. Logo, de (2.8) temos

2

= N1 (N —ng) + 5;)
S”_J;L(N—n)!mg DN +o;+0;) (29)

Inicialmente, mostremos que
D(N—ng)+8,)N" @

. NI . -
i) =N 1 eii) F(Nra +5)) N 1,7=1,2.
Como
N! _ N(N—-1)..(N—-(n—-1))
(N —n)IN® N7 B
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segue i) e como

[SIES

<N_n(—j)+6]'>N+Bj_é _ <N_”(j)+5j+ozj—aj)N+5r

N +a; + B; N+a;+5
_ <N+aj + B — ) — aj)Nﬂ%-—; )
_ <1 L "% )N+5j§+ajaj -
B N +a; + B =

e — v\ Nta By o —%—aj
NG — & ney — o
- I+ I+ —— — expd—n/y —a;t X1 =
( N”+aj+¢%> ( Nﬁ%aj+¢g> v exp{=ng) —ag)

( » >aj
oy 1
N+ a; + 3; N—oo

e o resultado

r
(x)e—)ql){:[:} — V27, (Feller(1967), pag. 66) (2.10)
T2 T—00
implica
LN —ng + B exoiN —ng + B} o
(N —ngy 4 BNt e
‘ 1
(N + o +ﬂj)N+°‘f+5j—§ 1
N
entao,

(N —ng) + B;)N"o*
F(N + a; -+ ﬂ]) o
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_ D(N —ngy + B;) exp{N — ng) + 8,} (N +a; + 3, >N+aj+/3 1
(N —ngy + BN 03 TN +a;+ By)exp(N + ;1 5;)

N —ng) + B; N+B;—3 N () N aj
X | —r 7 I S I %
(N+04j+5j) <N—n(j)+5j> <N+aj+/3j)

x exp{n¢) + a;} VoV 27

1
VT exp{—n(;) — a;jtexp{ng) + oy} =
- 17.] - 17 27
0 que prova ii).

Logo, de i) e ii), segue que

2

S oTed) H g +6)
' N—f—O[] —f—/B ) N—o0

1

ou seja, fixado um nimero real €,0 < € < 1, existe um nimero inteiro positivo Ny, Ny > n,

tal que

Mm

 (n(Fag)—n G +B;5)
<1l+e¢, 2.11
n)! H (N + 04] + ;) (2.11)

1l—e<NJ
para todo N > Ny e S,, (dado em (2.9)) pode ser escrito como

No
B —ng) +5;)
_Ng —nlNrH FN—i—aJ—i—B)

+ VNO?

onde )
> N! 1 L(N —ng) + 5;)
VN, = —_ Aay
S e

N=N,+1

Mas, de (2.11), segue que

2
> (ngy+aj)—ntr
< VNO 1 -+ 6 Z N L_ S

N=N,+1 N=N,+1

2
> - {E (n(j)+ay)—ntr
j=1

o que implica o resultado, pois, de um lado,

ig

2 2 oo
- (ngj)+ay)—n+r
Zn(j)—n+2aj+r>1:> Z NL e <00 =
j=1

j=1 N=N,+1
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— 0<Vpy, <oo=0<S5, <o00=

= existe a distribuicao a posteriori conjunta de N e 0 e, de outro lado,

2
_ |:E (n(])+a])f’n+’f’ . .
J=1 ¢ infinita =

k k 00
Zn(j)—n+2aj+7"§1:> Z N
j=1 J=1

N=N,+1

= V), infinita = 5,, infinita =

= nao existe a distribuicao a posteriori conjunta de N ¢ 6.1

Se a priori m(N) =1, N > 1, segue de (2.7) que a distribui¢do a posteriori conjunta

para N e 6 é dada por
N! ny+o;—1 N—n¢y+8:—1
7T(N, 9|a,6,n,n(1),n(2), ...,n(k)) X T H(9 v (1 - 9]) 2 (2.12)

Por (2.12), a distribuicdo condicional de N, dados 0,a,B,n,n7),

Ny, -, k), ¢ dada por

;u—ej)N: () [.kluenr,

J J

N
T(N|0, o, B, 1, 1), N2y, ooy Nk X (n)

N > n, ou seja,
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onde a constante normalizadora Cy é tal que

e = £ () [fl0-0]

- Ta-o| 207 H(l—fm] -
= o= X (77 [—Hu—ej)] -
= H(l - 9]) (1- H(l - 9]))77%1

Logo,

7T(N|0, a, 3. n, (1), N(2)5 -+ n(k)) = <]Z> [H(l — 0])] (1 — H(l — Qj))"""l’ (2.13)

j=1 j=1

isto ¢, a distribuicao condicional de N, dados 6, «, 3,1, n01),n(2), ..., k), € igual a dis-

tribuicao de uma varidvel aleatéria n + Y, onde Y tem distribuicao binomial negativa de
k

pardmetros n +1e 1 — H(l —0,).

j=1
k
De fato, se Y tiver distribuicao binomial negativa com parametros n+1 e I—H(l —0,),
j=1
entao
PY+n = yy=PY=y—n)=
y k y—n k
= () [IIa-9| a-Tla-ey
j=1 j=1

y=n,n+1,...

Por outro lado, segue de (2.12) que 61, 0,,..., 0, dados N, o, B ,n,na,

n(2), ---» N(k), 530 independentes onde 0; tem distribuicao Beta com pardmetros n;) +a; e
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N —ng + 85, j=1,2,..,k, isto &,

W(0|N,a,ﬂ,n,n(1),n(2),...,n(k)) = H?T 9 |N (87 ,B,n n 2),..., (k)) X

« TIE™a g, @iy
0<0;<1,7=1,2,..,k, e adistribuicao a posteriori marginal de N ¢ dada por

1
W(N]a,ﬁ,n,n(l),n(g),...,n(k)) = /W(N Hla,ﬁ,n,n(l),n(g),...,n(k)) d91d62...d9k 0¢

O\H
O\H

1

. (JD H/ 07T L = )N o df o
j=1 0
N\ 5 I( )+ B;)
: @)nwm

=1

<.

N > n.
Se a priori m1(N) = 1/N, N > 1, segue de (2.7) que a distribuigao a posteriori conjunta
para N e 0 é dada por

N

(N, 0|, B,n,n01),n), ..., (k)

De (2.16), segue que a distribuicdo condicional de N, dados 8, a,B,n,n),

N2y, -, k), ¢ dada por

. N
T(N|6, o, B, n, ne1y, 12y, - (k)) X <n—1> [H ]

J=1

Assim,

N
N-1\ [£
(N0, o, B,n, (1), N(2)s o5 N(k)) = 03< ) [H(l — Qj)] ,

n—1
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onde a constante normalizadora C5 é tal que

= |[Ja-0)| X (—Sn> [_ [Te- 93)] _
= ([Ia-e) a-J[a-on™

o que implica

k

N k N-—n
m(N16, o, B,n,n(1), N2y, s k) = (n B 11> (1- H(l —0;))" [H(l - 9;')] , (217)

N > n, isto é, a distribui¢ao condicional de N, dados 6, o, B, n, 1y, N2y, ..., N(k), € igual a

distribuicao de uma varidvel aleatéria n + Z, onde Z tem distribuicao binomial negativa
k
de parametros n e 1 — H(l —0;).
j=1
k
De fato, se Z tiver distribui¢ao binomial negativa com parametros n e 1 — H(l —6;),
j=1

entao

P(Z+n = 2)=P(Z=2z-n)=

- (flj)u—ﬁu—ej»"[

k
j=1 =

J

(1- 9]')] ,

1

z=n,n+1,...
Como no caso da distribuigdo a priori uniforme para N, segue de (2.16) que 61,

Oa, ..., Oy, dados N, a, B ,m, n(1y, N2y, ..., k), S0 independentes onde 0; tem distribuicao
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Beta com pardmetros ng) +a; e N —ngy + 8, j = 1,2,..., k, isto ¢,
W(9|N,a,ﬁ,n,n(1),n(2),...,n(k)) = H?T 9 |N (87 ,B,n n 2),..., (k)) X
w TIEo™a g, @i

0<0;<1,7=1,2,..,k, e adistribuicao a posteriori marginal para N é dada por

1
W(N]a,ﬁ,n, N1y, N(2), ...,n(k)) / /7T N,H!a,ﬁ,n, n(1), 1(2), ...,n(k)) d91d62...d9k 0¢
0

N — )
n —
j:1

(
o (N )ﬁr( — e +5y) (2.19)

L DN +a;+8;)

O\H

1
n “+o;— N+8.—
(J) ’ 1 — QJ)N () 63 1 dQJ o

Ew

.

N > n.

2.1.3 Estimativas bayesianas de N.

Nesta se¢ao utilizamos dois métodos para determinar as estimativas bayesianas do parametro
de interesse N. O primeiro deles é um método baseado na determinagao da distribuicao
a posteriori marginal quase exata de N. O segundo consiste na aplicagao do algoritmo

Gibbs Sampling.

Estimativas bayesianas de N via distribuicao a posterior: marginal quase

exata.

Suponhamos que a distribuicao a posterior: marginal de N exista e seja tal que
7(N|dados) o f(N),

N > n, ou seja,

7(N|dados) = kf(N),
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onde k£ é um ndmero real nao negativo e N > n.

Determinando

f(N +1)

A(N) = )

N > n, obtemos a relacao recursiva
(N +1) = f(N)A(N),
N > n. Logo,

m(n|dados) = kf(n)
7(n + 1l|dados) = kf(n+1)=kf(n)A(n),
m(n+ 2|dados) = kf(n+2)=kf(n+1)A(n+1),

w(n+ sldados) = kf(n+s)=kf(n+s—1)An+s—1),

onde s ¢ um numero inteiro positivo tal que 7(n + s + 1|dados) ~ 0, e somando membro

a membro as relagoes de igualdade acima, temos

s

Zw(n—i—ﬂdados) = kif(n+i) ~ 1,

=0 =0

o que implica

1

S S

7(N|dados) ~ _ W (2.20)

- Y f(n+1)

N > n. Além disso, temos a média a posteriori de N através da expressao

M = i(n +i)m(n + i|dados) (2.21)
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e o desvio padrao

D.P. = [n 41— M)?*r(n + i|dados). (2.22)

i=0

Esse método de resolugao foi implementado no software MAPLE (versao 7.00) e no
programa utilizado (anexado no apéndice A) sao determinados os demais resumos apro-
ximados a posteriori de N, como moda, intervalo de credibilidade e quartis.

A seguir, com o objetivo de analisar a performance do modelo proposto na segao
2.1, apresentamos os exemplos 4 e 5 com dados simulados através do software R (versao
1.9.0). Observe que nestes exemplos, apesar dos dados serem gerados através do software
R, o método de obtencao das estimativas bayesianas de N via distribuicao a posterior:
marginal quase exata foi implementado no MAPLE.

Exemplo 4.

Neste exemplo atribuimos a N o valor 100, a k£ os valores 2 e 5 e as probabilidades 0,
valores maiores ou iguais a 0,5 e baixos, em cada caso, e geramos os dados n, n), ..., Ny,
de acordo com os passos a seguir.

1. Primeiramente determinamos n, o nimero de erros distintos detectados pelos k
revisores. Para isto, para cada valor fixado de 7,7 = 1,2, ... N, geramos valores de varidveis
aleatérias independentes X;i, Xjo, ..., Xj;, onde X;; tem distribuicao de Bernoulli com
parametro 0;, para cada j,j = 1,2,..., k. Para um erro ¢ qualquer, lembrando que ¢; ¢ a

probabilidade do erro i ser detectado pelo revisor j, j = 1,2, ..., k, temos

j=1,2,.. k.
De posse dos dados, consideramos para N a distribui¢ao uniforme nos inteiros nao ne-
gativos e para §; distribuigdes a priori de referéncia (Bernardo (1979) e Smith (1991)), isto

é, atribufmos para (o, 3;) os valores (0, 0), (0, 1), (1,0); ndo informativas, ou seja, atribui-
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mos para (a;, 3;) os valores (1/2,1/2), (1,1) e informativas, isto é, atribufmos para («a;, 3;)
os valores (5,5), (10, 10), (10, 50), (50, 10), (50, 50), (100, 100), obtendo resumos aproxima-
dos a posteriori de N, como média (M), moda, quartis (Q,;,j = 1,2,3), desvio padrao
(D.P.), intervalo de credibilidade de 95% (1.C.(95%)) e amplitude do intervalo de credi-
bilidade (Ampl. I.C.).

Observagao: Por questao de simplificacao dos cédlculos, na programacao deste caso

utilizamos

J)"‘aj F(N_”j)"'ﬁj)
f(N_ —n'H D(N +a; + 5))

e ndo (2.15), como seria natural.
i) Considerando k = 2,60, = 0,5 e 0, = 0,6, obtivemos os dados n = 79,n) = 48 ¢

ne) = 54. Os resultados obtidos seguem na tabela 3.

Tabela 3. Resumos aproximados a posterior: de IN.

aj | B; | M |Moda| Qi | Q| Qs | D.P. | LC(95%) | Ampl.LC.

0 0 [ 11589 | 110 | 105 | 113 | 123 | 14,49 | (93;149) 56
0 1 | 118,61 | 112 | 107 | 115 | 126 | 15,32 | (94;154) 60
1 0 | 112,69 | 107 | 102 | 110 | 1119 | 13,13 | (92;143) 51
0,5 | 0,5 | 115,51 | 110 | 104 | 112 | 122 | 14,17 | (93;148) 55
1 1 | 115,16 | 109 | 104 | 112 | 122 | 13,87 | (93;147) 54
) 5 | 113,07 | 109 | 103 | 111 | 119 | 20,42 | (93;140) 47
10 | 10 | 111,49 | 108 | 103 | 109 | 117 | 10,87 | (93;135) 42

10 | 50 | 180,22 | 172 | 161 | 176 | 195 | 25,81 | (137;237) 100

50 | 10 | 87,97 87 84 | 87 89 3,76 (81;95) 14
50 | 50 | 107,84 | 106 | 101 | 106 | 112 | 7,84 | (93;124) 31
100 | 100 | 106,89 | 106 | 101 | 105 | 110 | 7,04 | (93;121) 28

De acordo com a tabela 3, verificamos que utilizando prioris de referéncia e nao infor-
mativas para ¢;, obtivemos estimativas razoalmente préximas do verdadeiro valor de N e
observamos uma pequena variabilidade entre elas. Porém, ao utilizarmos prioris informa-
tivas, verificamos uma grande variabilidade entre as estimativas de N. Logo, concluimos

que as escolhas dos valores dos hiperpardmetros «; e 3; influenciam as estimativas de N.
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Em particular, para a; = 10,3; = 50 e a; = 50 e 8; = 10, os respectivos intervalos de
credibilidade nao contiveram o verdadeiro valor do parametro V.
Apresentamos a seguir o gréafico da funcao de probabilidade aproximada a posteriori

marginal de N considerando a; = 3; = 100.
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Fig.1 Gréfico da fungao de probabilidade aproximada a posteriori marginal de N.

ii) Considerando k = 2,6, = 0,03,0, = 0,1, obtivemos os dados n = 11,n) = 4 e
n(@) = 8. Neste caso, para (o , 3;) = (0,0) e (a;,3;) = (0,1),j = 1,2, a distribuicao a
posteriors marginal de IV nao existe, pois em ambos os casos, 1) +mne) —n+a;+az =1

(veja Teorema 2). Os resultados obtidos para outros valores de a; e 3; seguem na tabela

4.

Tabela 4. Resumos aproximados a posterior: de IN.

a; | B; | M |Moda| Q| Qs |Qs| D.P. |LC(95%) | AmpLLC.

1| 0 |3166| 15 | 15|20 32| 4329 | (11;112) 101
05|05 [10591 | 19 |24 | 52 | 92 | 199,23 | (12;687) 675

1| 1 | 41,73 | 17 |18 |26 | 43 | 5833 | (12;157) 145
5 | 5 | 1842 | 15 |14 |16 | 20 | 542 | (11:31) 20
10|10 | 167 | 15 | 13|15 |18 | 3,72 | (11;25) 14
10 | 50 | 41,02 | 35 |30 | 38 | 47 | 13,42 | (20;72) 52
50 | 10 | 11,59 | 11 |11 [ 11 [ 11 | 081 | (11:13) 2
50 | 50 | 1534 | 14 |12 |14 [ 16 | 2,57 | (11:20) 9
100 | 100 | 15,17 | 14 |12 | 14 | 16 | 243 | (11;20) 9




2. MODELO ESTATISTICO PARA REVISAO DE SOFTWARE: INDEPENDENCIA ENTRE ERROS E
ENTRE REVISORES.

De acordo com a tabela 4 verificamos uma grande variabilidade das estimativas obtidas
para N, com relacao as prioris utilizadas. Isto nos mostra a influéncia da escolha dos
valores dos hiperparametros a; e (; nas estimativas dos resumos a posteriori de N.
E importante observar que as estimativas obtidas para N sdo ruins e, para a maioria
dos valores de a; e (3, os intervalos de credibilidade correspondentes nao contiveram o
verdadeiro valor de N, o que poderia ser explicado pelos baixos valores dos dados.

iii) Considerando k£ = 5 e 6 =(0,5;0,6;0,5;0,5;0,6), obtivemos os dados n = 99,
nay = 51,n@g) = 61,n3) = 48,n4) = 54 e ni) = 58. Os resultados obtidos seguem na
tabela 5.

Tabela 5. Resumos aproximados a posteriori de N.

aj | B; | M | Moda| Qi | Q2| Qs | D.P. | LC(95%) | AmplLC.
0 | 0 | 101,01 | 100 | 99 | 100 | 101 | 1,56 | (99;104) 5
0 | 1 |101,24| 101 | 99 | 100 | 101 | 1,62 | (99;104) 5
1 | 0 [100,98| 100 | 99 | 100 | 101 | 1,51 | (99;103) 4
05|05 | 101,11 | 100 | 99 | 100 | 101 | 1,57 | (99;104) 5
1 | 1 101,02 100 | 99 | 100 | 101 | 1,57 | (99;104) 5
5 | 5 | 1002 | 101 | 99 | 100|101 | 1,6 | (99;104) 5
10 | 10 | 101,28 | 101 | 99 | 100 | 101 | 1,62 | (99;104) 5
10 | 50 | 108,95 | 108 | 105 | 108 | 110 | 3,7 | (102:116) 14
50 | 10 | 9948 | 99 | 99 | 99 | 99 | 0,7 | (99;100) 1
50 | 50 | 101,66 | 101 | 99 | 100 | 102 | 1,71 | (99;105) 6
100 | 100 | 101,85 | 101 | 100 | 101 | 102 | 1,75 | (99;105) 6

De acordo com a tabela 5 obtivemos estimativas préximas do verdadeiro valor de N
com relagao as prioris utilizadas, exceto para a; = 10 e ; = 50, cujo respectivo intervalo
de credibilidade nao conteve o verdadeiro valor de N. Além disso, se compararmos esta
tabela com a tabela 3, podemos verificar uma melhora significativa das estimativas de NV
quando consideramos cinco revisores ao invés de dois.

iv) Considerando & = 5 e 6 =(0,03;0,1;0,03;0,03;0,1), obtivemos os dados
n=29,n0) = 6,n@) = 6,n) = 6,14 =2 e ni = 13. Os resultados obtidos seguem na
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tabela 6.

Tabela 6. Resumos aproximados a posteriori de IN.

aj | B; | M | Moda|Qi| Q| Qs | DP. |LC(95%) | AmpLLC.
0 | 0 | 161,59 | 88 | 89 | 124 | 185 | 128,88 | (54;493) 439
0 | 1 |17526| 95 | 96 | 135 | 202 | 139,63 | (58;539) 481
1| 0 | 6441 | 53 |49 | 59 | 72 | 20,62 | (38115) 77
05|05 | 89,3 | 66 | 62| 78 | 102 | 40,67 | (44;192) 148
1| 1 ]6813 | 56 |52 62| 77 | 2245 | (39;124) 85
5 | 5 | 3964 | 37 |35 38| 42| 525 | (31;51) 20
10 | 10 | 3482 | 34 |32 33|36 | 3,14 | (29:41) 12
10 | 50 | 54,33 | 52 |47 | 52 | 58 | 854 | (39;73) 34
50 | 10 | 29,19 | 29 [ 29| 29 | 29 | 043 | (29;30) 1
50 | 50 | 30,86 | 30 | 29|30 | 31| 145 | (29:33) 4
100 | 100 | 30,4 | 30 [29| 29 | 30 | 122 | (29:32) 3

De acordo com a tabela 6 verificamos uma grande variabilidade das estimativas obtidas
para N, com relacao as prioris utilizadas. Isto nos mostra a influéncia da escolha dos
valores dos hiperparametros a; e (; nas estimativas dos resumos a posteriori de N.
E importante observar que as estimativas obtidas para N sdo ruins e, para a maioria
dos valores de a; e (3;, os intervalos de credibilidade correspondentes nao contiveram o
verdadeiro valor de N, o que ja era esperado, pois atribuimos valores muito baixos para
01,05, ...,05. Mesmo assim, se compararmos esta tabela com a tabela 4, podemos verificar
uma melhora razodvel das estimativas de N quando consideramos cinco revisores ao invés
de dois.

Exemplo 5.

Neste exemplo atribufmos aos parametros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 4, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos para N a distribuicao
a priori de Jeffreys, ou seja, m(N) = 1/N, N > 1, e para 6; as mesmas prioris do exemplo
3.

Observagao: Por questao de simplificacao dos cdlculos, na programacgao deste caso
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utilizamos

(N — J)"‘O‘J (N —ng) + 5;)
JN) = (N — H D(N +a; + 8)) ]

e nao (2.19), como seria natural.
i) Considerando k = 2,60, = 0,5,0, = 0,6, e os dados n = 79,n1) = 48 e n) = 54,

obtivemos os resultados da tabela 7.

Tabela 7. Resumos aproximados a posteriori de N.

aj | B, M Moda | Q1 | Q2 | Qs | D.P. | 1.C(95%) | Ampl.I.C.
0 0 114,39 109 103 | 111 | 121 | 13,78 | (92;146) 54
0 1 116,8 111 105 | 114 | 124 | 14,56 | (94;150) 56
1 0 111,27 106 105 | 108 | 1117 | 12,55 | (91;140) 49
05|05 | 113,91 | 108 | 103|111 | 120 | 13,5 | (92:145) 53
1 1 113,61 108 103 | 111 | 120 | 13,24 | (92;144) 52
) ) 111,84 108 103 | 109 | 118 11,7 | (92;138) 46
10 10 | 110,48 107 102 | 108 | 116 | 10,52 | (92;133) 41
10 | 50 | 176,71 169 158 | 173 | 190 | 24,89 | (135;232) 97
50 10 | 87,81 87 84 | 86 89 3,72 (81;95) 14
50 | 50 | 107,29 106 101 | 106 | 111 7,73 (93;123) 30
100 | 100 | 106,44 105 101 | 105 | 110 | 6,96 (93;120) 27

De acordo com a tabela 7, verificamos que utilizando prioris de referéncia e nao infor-
mativas para ¢;, obtivemos estimativas para N razoalmente préoximas daquelas obtidas
na tabela 3.

Esta mesma situagao ocorreu, como evidenciaram mnossos cdlculos, nos casos
k= 260, = 0,03 e, = 0,1;k = 5 e 6=(0,5;0,6;0,5;0,5;0,6) e k£ = 5 e
0 =(0,03;0,1;0,03;0,03;0, 1), onde as estimativas obtidas para N foram praticamente
iguais as das tabelas 4, 5 e 6, respectivamente.

Dos exemplos 4 e 5 podemos concluir que, nestes casos, a utilizagao da prior: uniforme
nos inteiros nao negativos para N é equivalente a utilizacao da prior: de Jeffreys, ou seja,
nao existem diferencas significativas nos resumos aproximados a posteriori de N quando

adotamos tais prioris.
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Estimativas bayesianas de N via algoritmo Gibbs Sampling.

O algoritmo Gibbs Sampling para o modelo proposto implementa uma simulacao es-
tocdstica que, utilizando cadeias de Markov e o conhecimento das distribuigoes condi-
cionais de N, dados @ = (61, 0s,...0;) e o,B,n,n0),n(),...,0%), € de @ dados N e
o, B,n,n31), N2), ---, Nk (disponiveis sob formas conhecidas), gera uma amostra da dis-
tribuicao a posterior: conjunta de N e @ e conseqiientemente da distribuicao a posteriori
marginal de N.

O algoritmo Gibbs Sampling pode ser descrito da seguinte forma.

i) Considere um valor inicial do vetor (N, 8), (N©, 0©), e inicialize o contador de
iteracoes da cadeia com r = 1.

ii) Obtenha um novo valor do vetor (N,0), (N™,0), gerado de acordo com as

distribuicoes condicionais

N(T) ~ W(N|9(T_1)7aaﬂ7n7n(1)7n(2)7"'7”(16))7
(§

0(’“) ~ W(O‘N(T), o, ﬁ, T, T (1), T0(2) -+ -y n(k)).

iii) Altere o contador r para r + 1 e retorne a ii).

Apés um grande niimero de iteracoes os valores gerados podem ser considerados como
uma, amostra da distribuicao 7(N, 8|a, B,n,na), ne), ..., N ). Porém, nas primeiras ite-
racoes do algoritmo existe uma dependéncia devido ao valor inicial (N©), 0(0)). Assim,
descartamos um certo nimero dos valores gerados (burn in) e para obter independéncia
aproximada, devemos considerar saltos entre os elementos gerados da cadeia.

A seguir, a titulo de ilustragao, aplicamos este algoritmo nos exemplos 6 e 7, onde
os dados utilizados foram os do exemplo 4. Nestes exemplos, a convergéncia das cadeias
geradas foi verificada utilizando a bibilioteca CODA - Convergence Diagnostics and Ouput
Analysis for Gibbs Sampling Output (obtida via software R (versao 1.9.0)) que contém um
conjunto de diagndsticos de convergéncia, dos quais utilizamos o diagnéstico de Gelman
e Rubin. Esse diagnéstico baseia-se em técnicas de andlise de variancia, considerando
que a convergéncia foi atingida quando a variancia entre as cadeias for bem menor que a

variancia dentro de cada cadeia.
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Além disso, em cada exemplo consideramos um burn in de 100 elementos, geramos
duas cadeias com mil elementos cada e para garantir independéncia aproximada, tomamos
elementos de 20 em 20. O programa utilizado para a implementacao deste modelo foi feito
via software R (versao 1.9.0) e estd anexado no apéndice B.

Exemplo 6.

Neste exemplo atribuimos aos parametros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 4, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos a priori uniforme nos
inteiros nao negativos para N, para ; as mesmas prioris do exemplo 4 e implementamos
o algoritmo Gibbs Sampling através das distribuigoes condicionais (2.13) e (2.14).

i) Considerando k = 2,60, = 0,5,0, = 0,6, e os dados n = 79,n(1) = 48 e n) = 54,

obtivemos os resultados da tabela 8.

Tabela 8. Estimativas dos resumos a posterior: de N.

a; | B; | Media | Qi | Qo | Qs | D.P | LC(95%) | AmpLLC. | G-R
0 | 0 | 116,17 | 106 | 114 | 124 | 14,48 | (95;149) 54 1
0 | 1 | 11857 | 107|116 | 127 | 154 | (95;154) 59 1
1 | 0 | 112,79 | 103 | 111 | 120 | 13,29 | (93;145) 52 1
0,5 0,5 | 1158 | 105 | 113 | 124 | 14,35 | (94;150) 56 1
1 | 1 | 1154 | 106 | 114 | 123 | 14,08 | (94;149) 55 1,02
5 | 5 | 113,13 | 105 | 112 | 120 | 11,58 | (94;139) 45 1,02
10 | 10 | 111,64 | 104 | 110 | 117 | 10,75 | (94;135) 41 1,01
10 | 50 | 180,31 | 163 | 178 | 196 | 25,32 | (137:236) 99 1,01
50 | 10 | 87,99 | 85 | 88 | 90 | 3,73 | (82:96) 14 1
50 | 50 | 107,94 | 102 | 107 | 113 | 7,94 | (95;126) 31 1
100 | 100 | 106,72 | 102 | 106 | 111 | 6,99 | (94;122) 28 1,04

G.R.: valor retornado pelo diagndstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

Os resultados da tabela 8 praticamente sao iguais aos da tabela 3, o que caracteriza,
neste caso, a equivaléncia dos procedimentos Gibbs Sampling e distribuicao a posteriori
marginal quase exata.

Apresentamos a seguir alguns graficos relativos a posteriori de N para (ozj,ﬁj) =
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Fig. 2. Histograma da estimativa da distribuicao a posteriori marginal de N .
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Fig. 3. Grafico de convergéncia das cadeias de N (critério de Gelman-Rubin).

Pela fig. 3 temos a indicagao da convergéncia das cadeias nas ultimas iteragoes.
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Fig. 4. Trago das cadeias de N.

Pela fig. 4 observamos uma certa uniformidade do traco para as duas cadeias, o que

também indica convergéncia.
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Fig. 5. Autocorrelagao.

Pela fig. 5, a autocorrelacao é praticamente nula, indicando independéncia aproximada
entre os elementos da amostra.
ii) Considerando k£ = 2,6, = 0,03,0, = 0,1 e os dados n = 11,nn) = 4 e n) = 8§,

obtivemos os resultados da tabela 9.
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Tabela 9. Estimativas dos resumos a posterior: de N.

o | B |Media| Qi | Qs | Qs | DP | 1.C(95%) | Ampl1.C. | G-R
1| 0 |3325 |16|22]|34]| 485 | (12;106) 94 1,39
05| 05| 2814 | 25 | 43 | 95 | 8894 | (14;95) 81 1,2
1| 1 | 4225 | 19| 27 | 42 | 66,80 | (13;42) 29 1,07
5 | 5 | 1856 | 15 | 17 | 21 | 539 | (12;32) 20 1
10 | 10 | 16,54 | 14 | 16 | 18 | 3,56 | (12:25) 13 1,01
10 | 50 | 41,25 | 32 | 39 | 49 | 13,02 | (22;73) 51 1,01
50 | 10 | 11,58 | 11 | 11 | 12 | 0,77 | (11;13) 2 1,01
50 | 50 | 1537 | 13 | 15 | 17 | 2.6 | (12;22) 10 1,01
100 | 100 | 15,23 | 13 | 15 | 17 | 2,48 | (11;21) 10 1,01

G.R.: valor retornado pelo diagnéstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

De acordo com a tabela 9 verificamos uma grande variabilidade das estimativas obti-
das para N, com relacao as prioris utilizadas. Isto nos mostra a influéncia da escolha
dos valores dos hiperparametros «; e (3, nas estimativas dos resumos a posteriori. E im-
portante observar que as estimativas obtidas para N sao ruins, o que jd era esperado,
pois atribuimos valores muito baixos para 6; e 65. Além disso, na maioria dos casos os
intervalos de credibilidade nao contiveram o verdadeiro valor de V.

Para os casos k = 5e 0 =(0,5;0,6;0,5;0,5;0,6) ek =5e 0 =(0,03;0,1;0,03;0,03;0,1)
os resultados obtidos foram préximos aos das tabelas 5 e 6, respectivamente.

Exemplo 7.

Neste exemplo atribufmos aos parametros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 4, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos a priori de Jeffreys
para N, para ¢; as mesmas prioris do exemplo 4 e implementamos o algoritmo Gibbs
Sampling através das distribuigdes condicionais (2.17) e (2.18).

i) Considerando k = 2,60, = 0,5,0, = 0,6, e os dados n = 79,n(1) = 48 e n) = 54,

obtivemos os resultados da tabela 10.
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Tabela 10. Estimativas dos resumos a posteriori de N.

a; | B; | Media | Qi | Qo | Qs | D.P | LC(95%) | AmpLLC. | G-R
0 | 0 | 114,39 | 104 | 112 | 122 | 13,96 | (93;149) 56 1
0 | 1 |117,08| 107 | 115 | 125 | 14,52 | (96;152) 56 1,01
1 | 0 |111,04 | 102 | 109 | 118 | 12,52 | (92:141) 49 1
0,5 | 0,5 | 114,33 | 105 | 112 | 122 | 13,6 | (93;143) 50 1
1 | 1 |113,90|105 | 112 | 121 | 12,94 | (93;145) 52 1
5 | 5 | 111,83 | 104 | 110 | 119 | 11,49 | (93:138) 45 1
10 | 10 | 110,68 | 103 | 109 | 117 | 10,28 | (94;134) 40 1
10 | 50 | 177,15 | 159 | 174 | 192 | 25,5 | (136;236) 100 1
50 | 10 | 87,92 | 85 | 87 | 90 | 3,76 | (82;96) 14 1
50 | 50 | 107,36 | 102 | 107 | 112 | 7,89 | (94;124) 30 1
100 | 100 | 106,75 | 102 | 106 | 111 | 6,95 | (94;122) 28 1

G.R.: valor retornado pelo diagnéstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

Os resultados da tabela 10 sao proximos daqueles da tabela 3, o que evidencia, neste
caso, a equivaléncia dos métodos " Gibbs Sampling"e "distribuicao a posteriori marginal
quase exata".Para os casos k = 2,0, =0,03e 0, =0,1;k =5e 6 =(0,5;0,6;0,5;0,5;0,6)
ek =5e6=(0,030,1;0,03;0,03;0, 1) os resultados obtidos foram préximos aos das
tabelas 4, 5 e 6, respectivamente.

Pelos exemplos apresentados podemos concluir que a adogao da distribuicao a priori
uniforme nos inteiros nao negativos para N é equivalente a adogao da prior: de Jeffreys,
o mesmo acontecendo com as metodologias " Gibbs Sampling"e "distribuicao a posteriori

marginal quase exata de N ".

2.1.4 Distribuicao a prior: informativa para as probabilidades

de deteccao dos erros.

Nesta secao, motivados pelo problema de estimacao de N quando os valores de ¢; sao

muito baixos, conforme observado no exemplo 4 (itens ii e iv), propomos um método de
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escolha dos valores dos hiperparametros «; e 3;, baseado no resultado de que se uma
varidvel aleatdria tem distribuicdo normal de média p e varidncia o2, entdo cerca de 95%
da massa desta distribuigao estd contida no intervalo (u — 20, 1 + 20).

Agora, fazendo uma analogia com o nosso problema, suponhamos que, baseados em
informacoes de especialistas, soubéssemos que a probabilidade de deteccao de um erro por
um certo revisor, 6;, pertence a um intervalo (u;,v;) com probabilidade aproximada de
95%, j = 1,2, ..., k. Esta informacao é ttil para escolher os valores dos hiperparametros «;
e 3;, pois, neste caso, motivados pelo resultado acima, seus valores sao dados pela solugao
de um sistema onde, primeiramente igualamos o centro do intevalo (u;,v;) & média da
distribuicao a priori de 0; e depois igualamos um quarto da amplitude do mesmo intervalo

ao desvio padrao da distribuigao a priori de ; (Coupal et al. (2000)). Entao, fazendo

Uj +Uj Oéj ’
= =u = E(6.
1/2
Uj — Uy ;3 /
- = =0 =D.P.(0,), 2.23
4 {<aj+5j)2<aj+ﬁj+1> (0:) (2:23)

J=12,...k aje 3; sdo tais que u; = ' — 20" ev; = p' + 20,5 =1,2,.... k.
No apéndice C implementamos a resolucao deste sistema, bem como o cédlculo de

Vi

Maa‘—l _0)\3-1p.
/r(aj)rwj)@j (L —0;)%7"db, (2.24)

uj

utilizando o software MAPLE (versao 7.00), para verificar se (2.24) tem valor préximo a
0,95.

A seguir apresentamos o exemplo 8 para ilustrar a aplicacao do método apresentado
para a escolha dos hiperparametros a; e ;. Neste exemplo estimamos N via algoritmo
Gibbs Sampling.

Exemplo 8.

Neste exemplo atribufmos aos parametros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 4, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos para N a distribuicao
a priori uniforme nos inteiros nao negativos, a priori de Jeffreys e implementamos o

algoritmo Gibbs Sampling através das distribuigoes condicionais (2.13), (2.14), (2.17) e
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(2.18).

i) Considerando k = 2, supusemos que, baseados em informagoes de especialistas,
01 pertencesse ao intervalo (0;0,06) e que 6 pertencesse ao intervalo (0,08;0,12), am-
bos com probabilidade aproximada de 95%. Resolvendo o sistema (2.23), obtivemos
ap = 3,85, = 124,48, a5 = 89,9,3, = 809,1. Apds a aplicagao do algoritmo Gibbs
Sampling utilizando esses valores para os hiperparametros das prioris para 0;,5 = 1,2,

obtivemos os resultados da tabela 11.

Tabela 11. Estimativas dos resumos a posterior: de V.

7(N) | Media | Q1 | Qo | Qs | D.P. | LC.(95%) | Ampl. 1.C. | G-R

Uniforme | 92,16 | 72 | 90 | 109 | 27,67 | (47;154) 107 1

Jeffreys | 84,03 | 66 | 81 | 100 | 25,7 | (42;143) 101 1,01

Pela tabela 11, verificamos que utilizando prioris informativas para 0, e 05, foi posssivel
corrigir a estimacao de N quando os valores dessas probabilidades sdo muito baixos (veja
tabela 4). A seguir apresentamos os graficos das fungoes densidade Beta («, 5,) e Beta

(cvg, B4), respectivamente.

10
254
=04
137

101

U" no2 ons 005 003 01 012 094 06 018 02
theta[l]

Fig.6 Funcao densidade Beta (3,85;124,48)

Note que aproximadamente 95% da masssa da fungao densidade Beta («, 3;) estd

0,06
contida no intervalo (0;0,06), ja que Of %9?1_1(1 —01)P171do, = 0,957.
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Fig.7 Funcao densidade Beta (89,9;809,1)

Note que aproximadamente 95% da masssa da funcao densidade Beta (as,3,) esta
contida no intervalo (0, 08;0,12), j4 que :7{1:%932—1(1 — 05)%271df, = 0, 954.

ii) Considerando k = 5, supusemos que, baseados em informacoes de especialistas, 6,
pertencesse ao intervalo (0;0,06), 05 pertencesse ao intervalo (0,08;0, 12), 05 pertencesse
ao intervalo (0;0, 1), 64 pertencesse ao intervalo (0;0,05) e que 05 pertencesse ao intervalo
(0,07;0,15), todos com probabilidade aproximada de 95%. Resolvendo o sistema (2.23),
obtivemos oy = 3,85,3; = 124,48, a2 = 89,9,83, = 809,1,a3 = 3,75,8; = 71,25,
ay = 3,87,8, = 151,12, a5 = 26,81,5; = 216,93. Apds a aplicagao do algoritmo
Gibbs Sampling utilizando esses valores para os hiperparametros das prioris para 0;,

j=1,2,..., k, obtivemos os resultados da tabela 12.

Tabela 12. Estimativas dos resumos a posterior: de V.

7(N) | Média | Qi | Qo | Qs | D.P. | 1.C.(95%) | Ampl. 1.C. | G-R

Uniforme | 102,46 | 90 | 101 | 114 | 18,51 | (71;143) 72 1

Jeffreys | 98,87 | 86 | 98 | 111 | 18,22 | (68;140) 72 1,02

Pela tabela 12, verificamos que utilizando prioris informativas para 0,7 = 1,2, 3,4,5,
foi posssivel corrigir a estimagao de N quando os valores dessas probabilidades sao muito
baixos (veja tabela 6). A seguir apresentamos os grificos das fungdes densidade Beta

(as, B5), Beta (aq, 5,) e Beta (as, B5), respectivamente, pois os demais gréficos sao idén-
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ticos aos do item anterior.
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Fig.8 Funcao densidade Beta (3,75;71,25)

Note que aproximadamente 95% da masssa da funcao densidade Beta (as, ;) esta

0,1
contida no intervalo (0;0,1), j4 que { Fr(fj)—%ég‘rl(l — 03)5s1df; = 0, 957.

0" oin o om ol 05 um ol o
thalafd]

Fig.9 Fungao densidade Beta (3,87;151,12)

Note que aproximadamente 95% da masssa da funcao densidade Beta (a4, [,) esta
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0,05
contida no intervalo (0;0,05), ja que bf %9?‘*‘1(1 —0,)P11df, = 0,957.

21

07 o2 004 0Ds D08 01 0.2 014 016 0.18 02
thats[5]

Fig.10 Fungao densidade Beta (26,81;216,93)

Note que aproximadamente 95% da masssa da funcao densidade Beta (as, 35) esta

0,15
contida no intervalo (0,07;0,15), ja que 0{7 1;&5—%8?5_1(1 — 05)%571df5 ~ 0, 956.

2.1.5 Exemplo com dados reais.

Nesta se¢ao aplicamos o algoritmo Gibbs Sampling para estimacao do parametro de inte-
resse IV, utilizando um conjunto de dados reais disponiveis em Eick et al. (1993) e citados
em Basu et al. (2001).

Exemplo 9.

Os dados utilizados neste exemplo sao da AT&T 5 ESS, onde 6 revisores detectaram
43 erros distintos, sendo que o primeiro revisor detectou 25 erros, o segundo 3, o terceiro
4, o quarto 15, o quinto 7 e o sexto detectou 6 erros, ou seja, temos n = 43,n) = 25,
ne) = 3,n3) = 4,nu) = 15,035y = 7 e n = 6. Apresentamos na tabela 13 as estimativas
dos resumos a posteriori de N obtidos apds a aplicagao do algoritmo Gibbs Sampling e

na tabela 14 as estimativas dos resumos a posteriori de N obtidas por Basu et al. (2001).
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Tabela 13. Estimativas dos resumos a posterior: de V.

7(N) | a; | B; | Média | Qi | Qo | Qs | D.P. | LC.(95%) | Ampl. 1.C. | G-R
Uniforme | 0,5 | 0,5 | 65,13 | 58 | 64 | 70 | 10 (51;88) 37 1,01
Jeffreys | 0,5 0,5 | 64,18 | 58 | 63 | 69 | 9,3 (50;86) 36 1
Uniforme | 1 1 | 62,14 | 56 | 61 | 67 | 8,43 | (49;81) 32 1
Jeffreys | 1 | 1 | 61,15 | 55 | 60 | 66 | 819 | (49;80) 31 1,02

Tabela 14. Estimativas dos resumos a posteriori de N (Basu et al. (2001))

m(N) | Média | Qy | 1.C.(95%) | Ampl. 1.C.

Uniforme | 62,805 | 61 | (48;79) 31

Comparando as tabelas 13 e 14, observamos que nossos resultados sao préximos aos

obtidos por Basu et al. (2001) quando utilizamos prioris ndo informativas para 6;,

j=1,2,..,6.

2.2 Heterogeneidade e independéncia entre erros e
homogeneidade e independéncia entre revisores.

Nesta secao vamos supor que os revisores atuam independentemente e sao igualmente
eficientes (homogeéneos) e que os erros sdo independentes e nao igualmente detectdveis
(erros heterogéneos), ou seja, 0;; =0,,i =1,2,..,N,j=1,2,...k, e 0 = (01,04, ....,0x).

Sejam Y; o nidmero de vezes em que o erro i é detectado durante as inspegoes feitas
pelos k revisores, 1 = 1,2,..., N e F; o nimero de erros detectados exatamente j vezes
durante o processo, j =0,1,2, ..., k.

Entao, dados N e 0,Y7, Y, ..., Yy sao varidveis aleatérias independentes, onde Y; tem
distribuicao Binomial com parametros ke 6;,7 =1,2,.... N;en = Z?Zl F}; ¢ o nimero de

erros distintos detectados. Note que Fy = N —n é o nimero de erros nao detectados.
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Logo, a fungao de verossimilhanga é dada por

L(N79|f1,f27---,fk) = P(Fl:f17F2:f2>'--7Fk:fk|N>9>:

= P U (K:yla}ézy277YN:yN)|N7e =

(y17y27"'7yN)

-y H( Yooy, (225)

(y1,92,--yN)

N>ne0<#0; <1li=12..,N, onde ) se extende a todas as N-uplas

(Y1925 YN)
(y1,Y2, .-, Yn), tais que N —n dos y;s sao iguais a "0"; fi iguais a "1"; fs iguais a "2";...;

fr iguais a "k".

2.2.1 Modelo bayesiano.

Nesta secao fazemos uma andlise bayesiana do modelo proposto. Supo-
nhamos a priori que, dado N, 01, 0,, ..., 0y sejam independentes e identicamente distribui-
dos, com distribuicao Beta de parametros a e 5, > 0,3 > 0, que N tenha distribuicao
a priori m1(N), N > 1, e que N e 0 sejam independentes.

Logo, a distribuicao a priori conjunta para N e @ é dada por

W(N79|0475) ( ) (0’N aaﬂ 904 1 1_9) 17

B

N>nel0<#6;, <1,i=1,2,...,N, e a distribuicao a posteriori conjunta para N e @ ¢
dada por
7T(N,9’Oé,ﬁ,f1,f2, 7fk) X (N Hlfl,fg,...7fk)7T(N,0|Oé,ﬁ) =

=x(N) Y ]I e ( 6 gUteTl(1 — g,)kvitAL (2.26)

(y1,92,---,yn) i=1
N>ne0<0;,<1,i=1,2,....N.

De (2.26), segue que a distribuigao a posteriori marginal para N é

1 1
W(N’Oé767f17f27 "'7 / /W<N70|aaﬁaf17f27 7fk) deldGQdHN X
0 0
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k
y

=

= () B«

/9y+a1 ky—i—ﬁ ldQ—
0

(1,42, yN) i

k
Yi

,B)
(B yz+a k— yﬂrﬂ))

)
)(Bj+ak—j+m)}

) IS
)

(y1 Y2, YN)

= w(N)

(y1 Y250 YN )

-
o) (B52)"

N > n. Portanto,

==

Jj=1

qumBmJZOMUW<Z>(E%gE%Q)N’

onde a constante normalizadora C} é tal que

Cil=> a(N) (f) (W)N. (2.27)

N>n

Se a priori m(N) =1, N > 1, segue de (2.27) que

- B0 S0 )
RS ()
_ <Bak:+6) SZO( n—1>( B(a(k:’—g)ﬁ)) B
_ < ak—l—ﬁ) (1 ak+ﬁ)) '

Pﬂ

Logo,

m(N|a, B, n) = (Z) (W) o (1 — %)W, (2.28)
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N > n, isto é, a distribuicao a posteriori marginal de N é igual a distribui¢ao de uma

varidvel aleatéria n+ W, onde W tem distribuigao binomial negativa de parametros n+ 1
el— B(a,k+8)

B(ewf) -
De fato, se W tiver distribuicao binomial negativa com parametros n+1e 1— Bng;f ),
entao
PW+n = w)=PW=w-n) =
B (w) (B(a, k+ 5))“’” (1 Bla, k + 5))"*1
n B(a, B) B(a, B) ’
w=mn,n+1,..
Além disso, temos que
(n+ 1)—81(3czf;)ﬁ) n+1
E(N|O!,6,n) :E(H+W) =n-+ B(a,kJr;i’) :n—i-Wl (229)
) B(ak+B)

B(a,k+8)
N(ERIE
B(a,8)

ON|a,Bn = VVar(N|a, B,n) = /Var(n+ W) = /Var(W) =

(2.30)
Se a priori m(N) =1/N, N > 1, segue de (2.27) que

o - B0 () R (5

N>n N>n

- (05 )

I
SRS
g

:% (B§E§7E>ﬁ)>n§ () () -
e ()

Logo,

n - () (B (-2 o



2. MODELO ESTATISTICO PARA REVISAO DE SOFTWARE: INDEPENDENCIA ENTRE ERROS E
ENTRE REVISORES. 45

N > n, isto é, a distribui¢ao a posteriori marginal de N ¢ igual a distribuicao de uma

varidvel aleatéria n + V', onde V' tem distribuicao binomial negativa de parametros n e

1 — B(a,k+8)
B(a,f) -

De fato, se V tiver distribuicdio binomial negativa com pardmetros n

_ B(a,k+p)
el—Funs

, entao

PVn = o) =P(V=v-m= )
(o) Cis?) (- %557)
v=n,n+1,...

Além disso, temos que

nB(a,k-i—)ﬁ) n
B(a,pB
E(Nla,g,n) = E(n+V) =n+ - e = — 5o (2.32)
~ B(ap) - B(ap)
e
B(a,k+5)
B(a,8)
ON|a,8n = VVar(Nl|a, B,n) = /Var(n+V) = /Var(V) = 1 Bk (2.33)
B(a,3)

2.2.2 Estimativas bayesianas de N.

Nesta secao, com o objetivo de analisar a performance do modelo proposto na secao 2.2,
apresentamos os exemplos 10 e 11 com dados simulados através do software R (versao
1.9.0). O programa utilizado segue no apéndice D. Neste exemplos, apresentamos os
resumos a posteriori de N como média e desvio padrao, determinados através de (2.29),
(2.30), (2.32) e (2.33). Além disso, através de (2.28) e (2.31), obtivemos a moda, quartis e
intervalo de credibilidade de 95% para N. Os cédlculos de tais valores seguem no programa
utilizado.

Exemplo 10.

Neste exemplo atribuimos a N o valor 100 e a k£ o valor 2.

Determinamos n, o nimero de erros distintos detectados pelos k revisores, de acordo
COIm 08 Passos a seguir.

1. Geramos valores das coordenadas do vetor de probabilidades 8 = (04, ...,0x),
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através de uma distribui¢do Beta (w, s), onde w e s sdo conhecidos.
2. Geramos valores de varidveis aleatérias independentes Y7, Ys, ..., Yy, onde Y; tem

distribuicao Binomial de parametros k e 6;,2 = 1, ..., N. Logo,

N
n=>Y ly>o;
=1

e de posse do valor de n, consideramos para N a distribuicao a priori uniforme nos inteiros
nao negativos e para 6; distribuigcoes a priori nao informativas, ou seja, atribuimos para
(cr, B) os valores (1/2,1/2),(1,1) e informativas, isto é, atribuimos para («, ) os valores
(5,5), (10, 10), (10, 50), (50, 10), (50, 50), (100, 100), obtendo 0s resumos
a posteriori de N, como média, moda, quartis (Q;,j = 1,2,3), desvio padrao (D.P.),
intervalo de credibilidade de 95% (I.C.(95%)) e amplitude do intervalo de credibilidade
(Ampl. L1.C.).

i) Considerando w = s = 1, obtivemos n = 70. Os resultados obtidos seguem na tabela

15.

Tabela 15. Resumos a posteriori de N.

Q £ | Média | Moda | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | .C(95%) | Ampl.I.C.
0,5 | 05 | 112,6 111 106 | 111 | 117 | 8,25 (97;129) 32

1 1 105,5 105 99 | 104 | 109 | 7,29 (91;120) 29

5! ) 96,62 96 91 95 | 100 | 6,04 (85;108) 23

10 10 | 95,19 94 90 | 94 | 98 | 5,84 (84;106) 22

10 | 50 | 233,11 230 | 216 | 231 | 247 | 23,19 | (189;280) 91

50 10 72,2 72 71 72 75 1,5 (70;72) 2

50 | 50 | 93,98 93 89 | 93 | 97 | 5,66 (83;105) 22
100 | 100 | 93,82 93 89 | 93 | 96 | 5,64 (83;105) 22

De acordo com a tabela 15, verificamos que utilizando prioris nao informativas para 0;,
obtivemos estimativas razoalmente préximas do verdadeiro valor de N e observamos uma
pequena variabilidade entre elas. Porém, ao utilizarmos prioris informativas, verificamos
uma grande variabilidade entre as estimativas de N. Logo, concluimos que as escolhas

dos valores dos hiperparametros « e (3 influenciam as estimativas de N. Em particular,
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para « = 10,5 = 50 e @ = 50 e 8 = 10, os respectivos intervalos de credibilidade nao
contiveram o verdadeiro valor do parametro V.
Apresentamos a seguir o grifico da fungao de probabilidade a posteriori marginal de

N considerando o = 3 = 1.
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Fig. 11. Grafico da fungao de probabilidade a posteriori marginal de N.

Observagao: Vale ressaltar que refizemos este exemplo considerando £ = 5 e k = 8§,
mas como os resultados obtidos foram, em sua maioria, andlogos aos da tabela 15, optamos
por omiti-los.

Exemplo 11.

Neste exemplo atribufmos aos parametros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 10, bem como utilizamos a mesma estatistica n. Adotamos para N a distribuigcao
a priort de Jeffreys e para 6; as mesmas prioris do exemplo 10.

i) Considerando w = s = 1 e a estatistica n = 70, obtivemos os resultados da tabela

16.
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Tabela 16. Resumos a posteriori de N.

Q £ | Média | Moda | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | .C(95%) | Ampl.I.C.
0,5 | 0,5 112 111 105 | 111 | 116 | 8,19 (96;128) 32

1 1 105 104 99 | 104 | 109 | 7,24 (91;119) 28

9 9 96,25 95 91 95 | 99 | 6,01 (84;108) 24

10 10 | 94,83 94 90 | 94 | 98 9,8 (83;106) 23

10 50 | 230,81 228 214 | 229 | 243 | 23,02 | (187;278) 91

50 10 | 72,16 72 70 | 71 72 1,49 (70;75) D

50 | 50 | 93,64 93 89 | 92 | 96 | 5,62 (82;104) 22
100 | 100 | 93,48 93 89 | 92 | 96 9,6 (82;104) 22

De acordo com a tabela 16, verificamos que utilizando prioris nao informativas para 6;,
obtivemos estimativas razoalmente préximas do verdadeiro valor de N e observamos uma
pequena variabilidade entre elas. Porém, ao utilizarmos prioris informativas, verificamos
uma grande variabilidade entre as estimativas de N. Logo, concluimos que as escolhas
dos valores dos hiperparametros « e (3 influenciam as estimativas de N. Em particular,
para a = 10,0 = 50 e @ = 50 e § = 10, os respectivos intervalos de credibilidade
nao contiveram o verdadeiro valor do pardmetro N. Por outro lado, pelos exemplos 10

e 11 podemos concluir que a adocao da distribuicao a priori uniforme nos inteiros nao

negativos para N é equivalente a adocao da prior: de Jeffreys.



Capitulo 3

Modelo estatistico para revisao de
software: erros faceis e dificeis de

detectar.

Neste capitulo adotamos as suposicoes e notacoes da secao 2.2 e supomos que a hetero-
geneidade dos erros é expressa por uma classificagao destes em dois tipos: facil de detectar
(que denotaremos por F) e dificil de detectar (que denotaremos por D), ou seja, € é um
vetor cujos elementos sao apenas de dois tipos: mp ou 7, onde mp é a probabilidade
de que um erro dificil seja detectado e mp é a probabilidade de que um erro fécil seja
detectado, mp < 7p.

Em algumas revisoes, os supervisores podem atribuir valores a mp e mr baseados em
sua experiéncia.  Assim, consideraremos 7wp e wp conhecidos. Dados N e «,
0 < a < 1, suponhamos 64,6, ...,05 independentes e identicamente distribuidos com

funcao de probabilidade

fo,(z]a) = algrpy (@) + (1 — @)y (),

isto é,
a, se T =Tp,
Jo.(xla) = ¢ 1 —a, sex =7p, (3.1)

0, caso contrério,
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it =1,2,..., N. Notemos que « é a proporg¢ao de erros dificeis no software.
Lembrando que f; ¢ o nimero de erros detectados exatamente j vezes durante o
processo, j = 1,2, .... k, segue que a fungio de verossimilhanca integrada sobre os 0.s, é

dada por

L<N704‘f17f27"'7fk) = P(flafZ?"'afk|N>a):/P(f17f27"'7fk70‘N7a)d9:

— [ Pl far s 16, NI (61N, )0 =
/L(N,0|f1,f2, - FOT(BIN, 0)d6.

Por (2.25) e (3.1) temos

0 (1 — 0;)* ¥ fy.(0;]a)dO =

L(N,alf1, f2, -y fr) :/ Z ﬁ(k

s
N

0% (1 — 0,)*7¥ fy.(0]c)db; =

07 (1 — 0:)" " [l rpy (0:) + (1 = ) Iy (05)]d0; =

am (1= mp)* ¥ + (1 = a)ati(1 — )] =

- ¥ f[ { (k> larth (1 — )" + (1 — a)rl(1 — mp)"Y] }fy _

(y1,Y2,--syn) y=0 Y
N' k k Yy k—y y by fy
LIV =) yl_[o{(y> [amp (1= 7p)"V + (1 = a)7p(1 = 7p) }} (3.2)

N>nel0<a<l.

Fazendo h(y; o) = (z) larh(1 —7p)* ¥ + (1 — a)n%(1 — mp)*7¥], podemos reescrever
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(3.2) da seguinte forma:

L(N.alfi, fay - fx) f1!f2!...f];:§!(N — n>!h(0, a)N_”H[h(y,a)}fy =
k
)
N . ) N y];[l[h(y, )]
- <n)f1'f2 R e R T 0 i
W yHl[h(y;a)]fy
= (n)mu—h(o;a))nh(o;a)N" e
(1= h(0;a))i=r""
N n! Nen k hy: fy
- (n)fﬂfz!-- (1= RO RO ] [—1 _(imfa)] =
N n Nen n! b h(y; a Fu
= (W)a-mmarnoer gt GG -
= Li(N,aln)La(alfi, f2, s fr), (3.3)
onde
nvale) = ()@= aya )
) n! F h(y; a Jy
Lo(alfis for s fx) = AN }_[1 L —(5(0;)@)] , (3.4)

N>nel<a<l.

Teorema 3.

i) L1(N,a|n) é a fungdo de verossimilhanga correspondente & distribui¢do de proba-
bilidades de n.

i) Lao(alfi, fo, -, fr) € a fungdo de verossimilhanga correspondente a distribuigao de

probabilidades condicional de (fi, fs, ..., fx), dado n.
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Prova. i) Pelas relagdes (3.3) e (3.4) temos

P(n|N,a) = > Plfi, o filNa) =
{ f1>f27-'~7fk
Fitfot. A fr=n

= Z L(N,a|fy, fa, s fir) =

{ f1sf2y fk

fiqfoto +f=n

= LiW.aln) 3 Laalfi fo e fi) =
{ fi,f25 0 fr

fig foto o+ fr=n

= Li(N,aln) iM = L1(N, aln)
ne —~ 1 - 1(0;) nen ’

-

=1

N

0 que prova o item 1i).

ii) Pela relagao (3.3) e o item (i), segue que

N A

L(N,Oé‘fl,f% 7fk)

B Li(N,aln) = Lo(alf1, fa, - fi), (3.5)

o que prova o item (ii).H

O resultado (3.3) sugere que os dados (fi, fo, ..., fr) podem ser considerados como re-
sultado do seguinte experimento: dado «, correspondente a cada um dos erros, uma moeda
com probabilidade de cara 1 — h(0; ) é lancada, independentemente dos outros langa-
mentos, e sao selecionados os erros correspondentes as ocorréncias de caras. Em seguida,

dado que foram selecionado n erros, gera-se uma realizagao do vetor (fi, fa, ..., fx) com dis-

h(1;c) h(2;a) h(k;a) )

tribuicao de probabilidades Multinomial com parametros n e (= h(0a) Toh(0a)? 7 T-h(0:a)

3.1 Estimativas de N e «.

Nesta secao utilizamos dois métodos para estimacao de NV e a. O primeiro deles é chamado
método da méxima verossimilhanga condicional, proposto por Sanathanan (1972) e uti-

lizado por Bolsoni (2002), e o outro é um método bayesiano que desenvolvemos de maneira
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andloga ao de maxima verosssimilhanca condicional.

3.1.1 Estimativas de mdxima verossimilhanca condicional de N

e «.

O método da méxima verossimilhanca condicional (MVC) para estimar N e « consiste
em, primeiramente, determinar a estimativa de médxima verossimilhanca de «, ¢&., cor-
respondente & fungao de verossimilhanga Lo(alf1, fo, ..., fx), dada em (3.4). Em seguida,
determina-se a estimativa de MVC de N, NC, onde N, é definido como sendo o ponto
de méximo de Li(N,é.|n) (veja (3.4)). Notemos que inicialmente ¢ feita uma inferén-
cia condicional a respeito de a, baseada somente em Ly(«|f1, fo,..., fx) € entdo se in-
fere sobre N, com base em L; (N, a|n) com « substituido pela sua estimativa, é.. Note-
mos que, como Lo(a|fi, fo, ..., fr) envolve apenas pardmetro «, maximizar primeiramente
Lo(a|fi, fay .y fx) € mais simples do que maximizar L;(N, aln).

O Teorema 4 a seguir, cuja demonstragdo pode ser vista em Bolsoni (2002), por
exemplo, indica uma forma direta de se obter N...

Teorema 4. Uma vez determinado &., tem-se que:

i) se m nao for um nimero inteiro, entao
N n ‘or interi . ] n
= | — maior interio menor ou igual a —————
T IT-n0a0) ] SU A T (0 6w

é 0 unico ponto de maximo de Li(N, é.|n);

ii) se ———— for um nimero inteiro, entao
1—h(0;éc) ’

N n ~

Ny=—21__
1 — h(0; &)

sao os pontos de méximo de Ly (N, &.|n).
Claramente N, — n é a estimativa do nimero de erros nao detectados do software.
Esse método foi implementado no software MAPLE (versao 7.00) e o programa uti-
lizado segue em anexo no apéndice E.
A seguir, com o objetivo de analisar a performance do modelo proposto neste capitulo,

apresentamos o exemplo 12 com dados simulados através do software R (versao 1.9.0).
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Observe que neste exemplo, apesar dos dados serem gerados através do software R, o
método de obtencao das estimativas de NV e « foi implementado no MAPLE.

Exemplo 12.

Neste exemplo atribuimos a N o valor 100, a k£ os valores 2 e 5, a mp o valor 0,3 e a
mr o valor 0,8.

Determinamos n e (f1, fa, ..., fx), de acordo com os passos a seguir (veja a interpretacao
de (3.3) apds a prova do Teorema 3).

1. Atribuimos um valor para «,0 < o < 1.

2. Para cada valor de ¢, i = 1,2,...N, geramos um valor de uma varidvel aleatéria
Z;, onde Z; tem distribuigado de Bernoulli com parametro 1 — h(0;«). Se observamos a
interpretagao de (3.3), notamos que este passo se refere ao fato de que correspondente a
cada erro uma moeda com probabilidade de cara 1—h(0; «) é langada, independentemente
dos outros langamentos.

3. Determinamos o valor de n, o nimero de erros distintos detectados, através da

expressao
N
n= E I(Z7;=1)7
i=1

que equivale & selecao dos erros correspondentes as ocorréncias de caras.

4. De posse do valor de n, geramos um valor do vetor (f1, fa, ..., fr) com distribuicao

h(1;a) h(2;00) h(k;a) )

Multinomial de parametros n e (1_h(0.a), Thioa)’ " Toh(0:a)

i) Considerando k = 2, obtivemos os resultados da tabela 17.

Tabela 17. Estimativas de MVC de N e «.

Dados Estimativas
a (atribuido) | f1 | fo | n | Ge N, | N.—n
0,1 36 | 57 | 93 | 0,18 | 106 13
0,4 40 | 41 | 81 | 0,47 | 108 27
0,8 36 | 24 | 60 | 0,69 | 92 32

De acordo com a tabela 17, obtivemos, em geral, boas estimativas para N e «, isto é,
as estimativas destes parametros estao proximas de seus valores verdadeiros. Além disso,

notamos que a diferenga N. —n (nimero estimado de erros nao detectados apés a revisao
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do software) assume o maior valor quando a proporcao de erros dificeis no software € 0,8,
0 que é coerente com o esperado.

ii) Considerando k = 5, obtivemos os resultados da tabela 18.

Tabela 18. Estimativas de MVC de N e «.

Dados Estimativas
a (atribuido) | fi | fo | fs | fa | fs | n | G N, | N.—n
0,1 819 16|39 25|97 0,18 | 100 3
0,4 20116 | 1325|1589 0,49 | 97 8
0,8 2620|1514 10|85 |0,69 | 96 11

De acordo com a tabela 18, obtivemos boas estimativas para N e a em todos os
casos, isto é, em todos os casos as estimativas destes pardmetros estao préximas de seus
valores verdadeiros. Além disso, notamos que a diferenca N. — n aumenta a medida que
a proporc¢ao de erros dificeis no software aumenta, o que é coerente com o esperado.
Podemos observar também que esta diferenca sofreu uma diminui¢ao com relagao ao caso
em que consideramos apenas 2 revisores, o que é um indicativo de melhor precisao do

processo de revisao de software quando sao adicionados mais 3 revisores ao processo.

3.1.2 Estimativas bayesianas de N e a.

Na seqiiéncia desenvolvemos uma metodologia bayesiana para estimar N e «, adotando a
mesma estratégia que norteou o desenvolvimento do método de maxima verossimilhanca
condicional, dado em 3.1.1.

A idéia é determinar, inicialmente, uma estimativa bayesiana de «a, &g, baseada so-
mente em uma distribuicdo a priori de v e na fungao de verossimilhanga Lo (| f1, fa, ..., fx)
(veja (3.4)). Em seguida, determina-se uma estimativa bayesiana de N baseada em uma
distribuigao a priori de N e na fungao de verossimilhanga "estimada"L; (N, ag|n) (veja
(3.4)).

Suponhamos entao que a tenha a priori distribuicao Beta com pardmetros kv e
K(l—=7),k >0e0 < v <1, com k e v conhecidos. O hiperparametro - representa

a crencga que temos sobre a proporc¢ao de erros dificeis, a, no software e k representa o
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quao fortemente acreditamos no valor de v. Para entendermos melhor os significados dos

hiperparametros 7 e x no problema basta lembrarmos que, a priori,

_ i _
Ela) = m =7 (3.6)

[y + 51 =Y)Rry+ (1 —7)+1 k+1

Var(a) = K21 —7) (=) (3.7)

Note que se acreditarmos que existem muitos erros dificeis no software, entao atribui-
mos a o um valor alto. Conseqiientemente, devido a (3.6), v também deverd assumir um
valor alto. Fixado v, se acreditarmos fortemente que esse valor estd préximo da realidade,
atribuimos a x uma valor alto, a fim de tornarmos a variancia de o pequena (veja (3.7)).

Utilizando a funcao de verossimilhanga La(c|f1, fo, ..., fr) dada em (3.4), segue que a

distribuicao a posteriori de o é tal que

W(a’flaf% afk) 8 L2<a|flvf27 "'7fk)7r(05) X
o Oén'yfl(l . O{)H(l*’y)fl f[ h(y7 Oé) T
L 1=-h(0a)]
y=1

0 < a <1, ou seja,
k f
h(y; g
m(al fi, for s fi) = C 710 (1 = @) 0D {Lﬂ)} ,

0 < a <1, onde
C = /1 57—1(1 . )5(1—7)—1 f[ h(y7 Oé) T d
= [ « o 11 = h(0; ) .
0 -

Os resumos da distribui¢ao a posteriori de o, como média (M), desvio padrao (D.P.),

quartis (Q;,j = 1,2, 3) e intervalo de credibilidade de 95% (I.C.(95%)) sdo dados, respec-
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tivamente, por
oM = E(O{|f1,f2, 7fk) = (38)
k 1y
= C° / (11— «) -t H [ ] doy;
y=1 )
eD.P. = \/Var(alfi, f2, -, f) = VE(2|f1, fa, s f&) — (3.9)
onde
/ k h(y; @) fy
2 _ -1 ry+1loq1 K(l—v)—1 ) .
E(0?|f1, fay oo fi) = C /a 1 — )0 yH1 [1_]1(0;&)} de;
J -
o)1 =u, Qs =v,Q3 = w, (3.10)
onde u, v e w sao nimeros reais tais que
Cl/uo/w 1 —a) 0 ] [ hwio) 1V g0
1 —h(0; ) T
0 y=1 " -
C'_l/voz"w L1 — )= 1ﬁ _hlyia) | " dae = 0,5e
1 — h(0; ) 7
0 y=1 " :
Cl/wo/wl( — )1 1ﬁ _lyia) | " dao = 0,75;
L 11— R(0;a) T
0 y=1 -
¢[.C.(95%) = (a,b), (3.11)

onde a e b sao nimeros reais tais que

K. E-or h<y Od) 1y
o1 /Ozml(l . a)ﬂ(lf“y)*l H —’ da = 0,025 ¢
b

et 1 — h(0; )
kor 1/
_ o h(y;a) |7
1 Ky (1 7)1 P da =
o / yUI Th ) o 0,975.
) -

Em seguida, supondo que a priori N tenha distribuicdo de probabilidades 7(N),

N = 1,2,..., e utilizando a "estimativa"da fungdo de verossimilhanga L;(N,«a|n), onde
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substituimos « por M (média a posteriori de «), segue que a distribui¢do a posteriori de

N é tal que

T(N|f1, foy s fi) o< Li(N, M|n)m(N) o
o <Z>h(O;M)N7r(N), (3.12)

N >n.
Se a priori T1(N) =1, N = 1,2, ..., entdo segue de (3.11) que a distribuicao a posteriori
de N é tal que
T(N|f1; fasoos fr) (]X) h(0; MY,

N > n, o que implica, como na secao 2.2.1, que a distribuicao a posteriori de N é igual a
distribuicao de uma varidvel aleatéria n + X, onde X tem distribuicao binomial negativa

de parametros n+ 1 e 1 — h(0, M). Conseqiientemente, temos que

(n+1h(0; M) _ n+ h(0; M)
E(NI|fy, fo, o fi) = E(n + X) =n + A0 ) 1 h(0:3) (3.13)

ONfitornts = VVar(N|fi, fo,. fi) = VVar(n+ X) = /Var(X) =
v (n+1)h(0, M)
1—h(0, M)

(3.14)

Se a priori m(N) = 1/N,N = 1,2,..., entao segue de (3.11) que a distribuigdo a
postertort de N é tal que

N -1
n—1

f¥1 oo £ x (7)) 020

N > n e, como na secao 2.2.1, temos que a distribuicao a posteriori de N é igual a
distribuicao de uma varidvel aleatéria n + Y, onde Y tem distribuicao binomial negativa

de parametros n e 1 — h(0, M). Logo,

nh(0; M) n

(3.15)
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ONI ot = VVar(N|fi, fa, s fx) =/ Var(n+Y) =

= Var(y) = %. (3.16)

A seguir, a titulo de ilustracao, apresentamos o exemplo 13, onde os dados utilizados
foram simulados no exemplo 11. O programa utilizado na implementacao deste método
foi feito via software R (versao 1.9.0) e segue no apéndice F. Neste exemplo, apresentamos
os resumos da distribuicao a posteriori de o, como média, desvio padrao, quartis e inter-
valo de credibilidade de 95%, determinados pelas expressoes (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10),
respectivamente. A distribuigao a priori adotada para N ¢ #(N) = 1,N =1,2,..., e a
média e desvio padrao a posteriori de N sdo determinados pelas expressoes (3.12) e (3.13),
respectivamente. Além disso, determinamos a moda, quartis e intervalo de credibilidade
de 95% para N sabendo-se que a distribuicao a posteriori de N — n é binomial negativa.

Exemplo 13.

Neste exemplo atribuimos a N o valor 100, ao pardmetro « os valores 0,1;0,4;0,8
e consideramos os mesmos dados amostrais gerados no exemplo 11. Atribuimos a «
distribuigoes a priori ndo informativas, isto é, atribuimos a (k,~) o valor (2;0,5), e in-
formativas, ou seja, atribuimos a (k,v) os valores (2;0,1),(2;0,4) e (2;0,8). Adotamos
para N a distribuicao a priori uniforme nos inteiros nao negativos, obtendo resumos apro-
ximados das distribui¢oes a posteriori de N e «, como média (M), moda (Mo), quartis
(Q,,7 = 1,2,3), desvio padrao (D.P.), intervalo de credibilidade de 95% (I1.C.(95%)) e sua
amplitude (Ampl. 1.C.).

i) Considerando o« = 0,1, k = 2 e os dados f; = 36, fo» = 57 e n = 93, obtivemos os
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resultados da tabela 19.

Tabela 19. Resumos das distribuicoes a posteriori de o e N.

(k,7y) | Param. M Mo | @ Q2 | Q3 | D.P. 1.C(95%) Ampl.I.C.
(2;0,5) | 021 018|011 | 02 029012 (0,01,045) 0,44
N 107,54 | 107 | 104 106 | 109 | 4.09 (99;115) 16
(2;0,1) o 0,07 | 0,08 | 0,001 | 0,02 | 0,11 | 0,1 | (8x 10_9;0,34) 0,34
N | 1004 | 100 | 97 | 99 | 101 | 2,82 |  (94;105) 11
(2;0,4) o 0,18 | 0,14 | 0,08 | 0,17 | 0,26 | 0,12 | (0,0001;0,43) 0,43
N 106,2 | 106 | 102 | 105 | 108 | 3,88 (98;113) 15
(2;0,8) | « 0,26 |0,26| 0,17 | 0,26 | 0,34 | 0,11 | (0,05;0,49) 0,44
N 110,86 | 110 107 | 110 | 113 | 4,61 (102;120) 18

ii) Considerando o = 0,1, k =5 e os dados f; =8, fo =9, f3 =16, f4 =39, fs =25 e

n = 97, obtivemos os resultados da tabela 20.

Tabela 20. Resumos distribuigoes a posteriori de av e N.

(k,7) | Param. M Mo | Q | Q2 | Q3 | D.P.| 1.C(95%) | Ampl.I.C.

(2;0,5) | 0,19 | 0,18 | 0,15 | 0,18 | 0,22 | 0,05 | (0,09:0,3) 0,21

N 100,2 | 100 | 98 99 | 100 | 1,84 (97;103) 6
(2;0,1) o 0,17 | 0,16 | 0,13 | 0,17 | 0,21 | 0,05 | (0,08;0,28) 0,2

N 100,02 | 99 98 99 | 100 | 1,76 (97;103) 6
(2;0,4) o 0,18 | 0,17 | 0,15 | 0,18 | 0,22 | 0,05 | (0,09;0,29) 0,2

N 100,22 | 100 | 98 99 | 100 | 1,82 (97;103) 6
(2;0,8) | « 02 | 019016 02 |023] 005 (0,10,31) 0,21

N 100,48 | 100 | 98 99 | 101 | 1,89 (97;104) 7

Pela anélise das tabelas 19 e 20 concluimos que, para k = 2 e k = 5, as estimati-
vas bayesianas de «, como média, moda e mediana a posteriori sao boas para a maioria
dos valores atribuidos a (k,~y). Particularmente, todos os intervalos de credibilidade con-

tiveram o verdadeiro valor de ce. Com relacao ao pardmetro N, média, moda e mediana a
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posteriori sdo boas estimativas para todos os valores atribuidos a (k,7y). Mas para k = 2
e (k,7v) = (2,0,8), o respectivo intervalo de credibilidade nao conteve o verdadeiro valor
de N. J4 para k = 5, todos os intervalos de credibilidade contiveram o verdadeiro valor
do parametro. Observamos que ao considerarmos £ = 5 obtivemos estimativas para N
mais préximas do seu valor verdadeiro do que quando consideramos k£ = 2 e intervalos de
credibilidade de menor amplitude.

iii) Considerando oo = 0,4, k = 2 e os dados f; = 40, fo = 41 e n = 81, obtivemos os

resultados da tabela 21.

Tabela 21. Resumos das distribuicoes a posteriori de o e N.

(k,7y) | Param. M Mo | Qi | Qa | Q3 | D.P. 1.C(95%) Ampl.I.C.
(2,0,5) | 044 | 047|036 | 045 | 0,54 | 0,13 | (0,16;0,67) 0,51
N 107,23 | 106 | 102 | 106 | 110 | 5,88 (96;119) 23
(2;0,1) Qo 0,35 | 0,41 0,24 | 0,37 | 0,47 | 0,16 | (0,00001;0,63) 0,63
N 101,34 | 101 97 100 | 104 | 5,03 (91;111) 20
(2;0,4) o 0,43 | 046 | 0,34 | 0,44 | 0,52 | 0,13 (0,13;0,67) 0,54
N 106,18 | 105 | 101 | 105 | 109 | 5,73 (95;117) 22
(2;0,8) | « 049 | 0,51 | 041 | 049|057 | 0,12 | (0,23:0,7) 0,47
N 109,98 | 109 | 105 | 109 | 113 | 6,26 (98;122) 24

iv) Considerando oo = 0,4, k = 5 e os dados f; = 20, fo = 16, f3 = 13, fy = 25, f5 = 15
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e n = 89, obtivemos os resultados da tabela 22.

Tabela 22. Resumos das distribuicoes a posteriori de v e V.

(k,v) | Param. | M Mo | Q1 | Q2 | Qs | D.P. | 1.C(95%) | Ampl.I.C.

(2;0,5) |  « 0,49 | 0,49 | 0,45 | 0,49 | 0,53 | 0,06 | (0,37:0,61) 0,24
N 97,19 | 97 | 94 | 96 | 98 | 2,99 | (91;103) 12
(2:0,1) | « 0,48 | 0,48 | 0,43 | 0,48 | 0,52 | 0,06 | (0,35;0,6) 0,25
N 9696 | 96 | 94 | 96 | 98 | 2,94 | (91;102) 11
(2:0,4) |  « 0,49 | 0,49 | 0,44 | 0,49 | 0,53 | 0,06 | (0,36;0,61) 0,25
N | 9713 | 97 | 94 | 96 | 98 | 297 | (91;102) 11

(2;0,8) o 0,5 0,5 10,46 | 0,5 | 0,54 | 0,06 | (0,38;0,62) 0,24

N 97,36 | 97 94 96 98 | 3,02 | (91;103) 12

De acordo com as tabelas 21 e 22 concluimos que, para k£ = 2 e kK = 5, as estimati-
vas bayesianas de «, média, moda e mediana a posteriori sao boas para todos os valores
atribuidos a (k,v). Além disso, todos os intervalos de credibilidade contiveram o ver-
dadeiro valor de a. Com relagao ao pardmetro N, média, moda e mediana a posteriori
sdo boas estimativas para todos os valores atribuidos a (k,y). Particularmente, todos os
intervalos de credibilidade contiveram o verdadeiro valor de N. Observamos também,
que ao considerarmos k = 5, obtivemos estimativas para N mais préximas do seu valor
verdadeiro do que quando consideramos k£ = 2 e obtivemos intervalos de credibilidade de
menor amplitude.

v) Considerando o« = 0,8, k = 2 e os dados f; = 36, fo = 24 e n = 60, obtivemos os
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resultados da tabela 23.

Tabela 23. Resumos das distribuicoes a posteriori de o e N.

(k,7) | Partam. | M | Mo | Q1 | Q2 | Qs | D.P. | L.C(95%) | Ampl.I.C.

(2:0,5) | « 0,66 | 0,69 | 0,58 | 0,67 | 0,74 | 0,11 | (0,4;0,85) 0,45
N 91,01 90 | 85 | 90 | 94 | 6,83 | (78;104) 26
(2;0,1) |  « 0,6 |0,65[052 061069013 | (0,30,82) 0,52
N | 876 | 87 | 82 | 8 | 91 | 6,33 | (75;100) 25
(2;0,4) | « 0,64 | 0,68 | 0,57 | 0,65 | 0,73 | 0,11 | (0,38;0,84) | 0,46
N | 902 | 89 | 85 | 89 | 94 | 6,72 | (77:103) 26

(2;0,8) o 0,69 | 0,72 0,62 | 0,7 | 0,77 | 0,11 | (0,45:0,88) 0,43

N 934 | 92 87 92 97 | 7,19 | (79;107) 28

vi) Considerando v = 0,8, k = 5 e os dados f; = 26, fo = 20, f3 = 15, f4 = 14, f5 = 10

e n = 85, obtivemos os resultados da tabela 24.

Tabela 24. Resumos das distribui¢oes a posteriori de v e N.

(k,y) | Param. | M Mo | Qi | Q2 | Q3 | D.P.| L.C(95%) | Ampl.I.C.

(2;0,5) o 0,68 | 0,69 | 0,64 | 0,68 | 0,72 | 0,05 | (0,56;0,79) 0,23
N 96,2 | 96 93 95 97 | 3,55 | (89;103) 14

(2;0,1) o 0,67 | 0,67 | 0,63 | 0,67 | 0,71 | 0,06 | (0,54;0,78) 0,24
N 95,96 | 95 92 95 97 | 3,51 | (89;102) 13

(2;0,4) o 0,68 | 0,68 | 0,64 | 0,68 | 0,72 | 0,05 | (0,55;0,79) 0,24
N 96,14 | 96 93 95 97 | 3,54 | (89;103) 14

(2;0,8) o 0,69 | 0,7 | 065|069 |0,73|0,05]| (0570,8) 0,23

N 96,39 | 96 93 95 98 | 3,59 | (89;103) 14

De acordo com as tabelas 23 e 24 concluimos que, para k = 2 e k = 5, as estimativas
bayesianas de «, média, moda e mediana a posteriori sao razodveis para todos os va-
lores atribuidos a (k,y) e que os intervalos de credibilidade nao contiveram o verdadeiro

valor de a. Com relacao ao parametro N, média, moda e mediana a posteriori sao boas
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estimativas para todos os valores atribuidos a (k,7). Além disso, todos os intervalos de
credibilidade contiveram o verdadeiro valor de N. Observamos também, que ao conside-
rarmos k = 5, obtivemos estimativas para /N mais préximas do seu valor verdadeiro do que
quando consideramos k£ = 2 e obtivemos intervalos de credibilidade de menor amplitude.

Refizemos o exemplo 13 adotando para N a priori de Jeffreys, isto é, m(N) = 1/N,
N = 1,2, ..., e constatamos que nao houve diferencas significativas entre os resumos a
posteriort de N e aqueles obtidos no exemplo 13. Portanto, as prioris uniforme nos inteiros
nao negativos e a de Jeffreys para N produzem praticamente as mesmas estimativas
bayesianas de V.

Além disso, pelo exemplo 13, notamos que a escolha dos hiperparametros e v influ-
encia as estimativas de « e N. Além disso, quando atribuimos a e -y os valores 2 e 0,5,
respectivamente, ou seja, uma distribuicao a prior: nao informativa para a, obtivemos
estimativas bayesianas de a e N praticamente iguais as obtidas no exemplo 12, o que ja

era esperado.



Capitulo 4

Modelo estatistico para revisao de
software: independéncia entre erros

e dependéncia entre revisores.

Neste capitulo, mantendo a hipétese de independéncia entre as selecoes dos erros, trata-
mos do problema de estimacao do nimero de erros de um software com a suposicao de

dependéncia entre revisores e nao mais independéncia, como nos capitulos 2 e 3.

4.1 Homogeneidade e independéncia entre erros e
heterogeneidade e dependéncia entre revisores.

Como no capitulo 2, considere o vetor aleatério k-dimensional X; = (X1, Xjo, ..., Xix),
associado a cada erro 7, onde X;; assume valor 1 se o erro 7 for detectado pelo j-ésimo

revisor e 0 caso contrario, ¢+ = 1,2,...., N, 7 = 1,2,.... k, e seja

br = P(Xz’ = Wr) = P((Xi1>Xi2--->Xik) = (wrlawr2---awrk)) =

= P(Xu = Wy, Xj2 = Wr2, ..., Xjjp = wrk)>

a probabilidade de um erro i qualquer apresentar o histérico de leitura w,,w, € A,

r=12..1.



4. MODELO ESTATISTICO PARA REVISAO DE SOFTWARE: INDEPENDENCIA ENTRE ERROS E
DEPENDENCIA ENTRE REVISORES. 66

Para vizualizagdo do problema, consideremos k£ = 2, A = {(1,0),(0,1),(1,1),(0,0)}
e sejam pi, pe, p3 € py as probabilidades de X; assumir os histéricos wy; = (1,0), wy =
(0,1), w3 = (1,1) e wy = (0,0), respectivamente, tais que os p;s sao distintos dois a dois,
j=1,2,3,4.

Assim, temos

P(Xiu=1)=PXu=1,Xp=0)+P(X;y=1,X;n=1) =p; + ps,

P(Xis=1)=P(Xy1=0,Xins=1)4+P(X;1 =1,X;0 =1) = ps + ps,

i=1,2 .. N.
Logo, P(X;1 = 1) # P(X;2 = 1), o que implica na heterogeneidade dos revisores 1 e 2.

Além disso, como
P(Xa=1,Xp=1)=p3# (p1 +p3)(p2 +p3) = P(Xi1 = 1) P(Xs2 = 1),

1 =1,2,..., N, entao os revisores 1 e 2 sao dependentes.

De (2.3) segue que a fungao de verossimilhanga é dada por

L(N,p|n1,n2,...,nl,1) = P(nl,nQ,...,nl,l,N—n]N,p) =

- Z H Pii1 H Pig2--- H Diy_1(1-1) H Dig =

11€A1 i2€Ao i_1€A;_1 i €A
n n nj_ N-—n
= E PP o =
N!
: n n ny_ N—n
= (P1 P2 -

nilnal..ni_1 (N —n)

l
N! n
o nl'ng'nl_l'(N—n)' EPT N

N

1
N Z n,p= (p17p27"'7pl)7 O <p7“ < 1,7’ = 1727"'7l € Zpr =1

r=1
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4.1.1 Modelo bayesiano.

Nesta secao fazemos uma andlise bayesiana do modelo proposto. Suponhamos a prior:
que (p1,p2,...pi—1) tenha distribui¢do de Dirichlet de parametros o, ; > 0,7 =1,2,....1,

e seja a = (ay, (g, ..., oy). Assim, a distribuicao a priori para (p1,ps,...pi—1) é dada por

a;—1

pz
7T(p17p27' -y Pi— 1|a Z

=1

-1
O<pi<lii=1,..0—-1>p<lep=1—(pr+p+..+p_1).
i=1

Supondo N e (p1,p2, ...pi—1) independentes, a distribui¢do a priori conjunta para N e

(p1,p2,---pi—1) € dada por

7T<N7 (p17p27---7pl—1)’a) :W(N)W((plap%' -PDi—1 ‘O{ OC7T prbil?

-1
N>n0<p<li=1,..,0-1,> p<1l,pp=1—(p1+p2+..+p_1) e adistribuicao
i=1

a posteriori conjunta para N e (p1,pa, ...pi—1) € dada por

7T<N7 (p17p27"'plfl)‘OC;nlan;"'7nlfl) & L(Nap‘aanlvn%“ ny— 1) (N (P17p2>---p171)|04)0(

N‘ l n o —
8 WHW HP’ =
_ ( HpnTJraT 1
_ HpnTJrar 1p;\7 n+a;— 1’ (4_1)

-1
N>n0<p<lyi=1,..,0-1,>p<lep=1—(p1+p2+..+p_1) A constante
i=1
normalizadora de (4.1), C7, é tal que
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-1 N! l 4o —1
c; = Z mﬂ'(N) Hprr "dpydps...dpi—y =
N>n A n): r=1
N! l +ar—1
= Z mﬂ(N)/prr " dpidps...dp,_1, onde
N>n n): A r=1
-1
A = {p,p2, 1) 0<pi<lii=1,..,0l—1e Zpi < 1}. Entao,
i=1
l
N Hl I'(a, +ny)
—1 o . r= o
07 - Z(N—n)'ﬂ—(N) 1 -
Nzn F[;(ar +n,.)]
-1
N 1:[1 C(ay +n,)
Y ) T+ N )
N>n )
> I3 o + V]
r=1
o Sy,
onde
s —n)!
=n LY. a, +N)
r=1
Teorema 5.
Suponhamos que a distribuigdo a priori para N seja da forma w(N) = 1/N*,

N =1,2,..;u=0,1. Entao,

a) Para u = 0, a distribui¢@o a posteriori conjunta para N e (p1, p2, ..., pi_1) existe se

-1
e somente se Y, > 1.
r=1

b) Para v = 1, a distribuicao a posteriori conjunta para N e (p1,pz, ..., pi_1) existe.

Prova. Do Teorema 2, temos

-1

> artn
. | C e . T N—n)Nr=1
i) W — 1. Mostremos inicialmente que ii) 2= — 1.
: N—oco F(z a7-+N) N—oo

r=1
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Como

N N—oo
I [ZlarJrN 3]
Y a.+ N -
1 —
N N—oo

e uma vez que o resultado (2.10) implica

F(al+N—n)eXp{al+N—n} L Vor

(Oél + N — )az+N n—f N—oo
(&
or+N—
(a4 M5

r=1

1
—)
l l N—oo /9 ’
I'(Y o + N)exp{> a, + N} T
r=1 r=1
entao .
I'(ay+ N —n) NT; ar+n
1
O[S @ + N
r=1

Z ar+N—

r N r=1
Tl + N —n)exp{oy + N —n} (,;a +N) y
o !

_ a+N—n—2 l
(t N=m)™ ™72 p($ a4 N exp{ S ar + N}
r=1 r=1

1 *[ilar*FN*%]
L[ > .+ N -

aj+ N —n\*HNm2 | &
X | ———— = X
N N

l

1
X exp{—ay +n + E a} — V21 exp{oy —n}———
— N—oo V2

! exp{— al—l—n—i-ZaT}—
exp( Y. a;)

r=1

= 1,

0 que prova ii).
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Logo, de i) e ii), segue que

N:gar N!' T(a+N—n)

ou seja, fixado um nimero real €,0 < € < 1, existe um nimero inteiro positivo Ny, Ny > n,

tal que
-1
ar ! _
l—c< erzjl N F(Oél -+ N TI,)
(N—n) 1
(> a.+N)

r=1

<1l+ce, (4.3)

para todo N > Ny e S, (dado em 4.2) pode ser escrito como

N 1 F(al+N—n)
Sn: AT W )
Z(N—n)!Nu l M

N=n ' a.+N)

r=1
onde

> N!' 1 I(ag+ N —n)
Wai = E:(N—nﬂﬁﬂ z '
N=No+1 I'(>" a, + N)

r=1
Mas, de (4.3), segue que
Shac =y (5
- artu - ar+u
(1—-¢) > N \= <Wy, <(l4e) Y N V= .
N=N,+1 N=N,+1

Logo, para u = 0 temos
-1 -1 0o B lil o
atu = Y a>1l= > N = <oo=
r=1 r=1 N=N,+1

= 0< Wy, <oo=0<S5,<o0=

—> existe a distribuicdo a posteriori conjunta de N e (p1, pa, ...pi—1)-

_ 1—
— = Y o

E o <1= E N r=1 ¢ infinita = W), infinita =
r=1 N:No+1

— S, infinita = nao existe a distribuicao a posteriori conjunta de N e (p1, pa,...pi—1),



4. MODELO ESTATISTICO PARA REVISAO DE SOFTWARE: INDEPENDENCIA ENTRE ERROS E
DEPENDENCIA ENTRE REVISORES.

0 que prova (a).
Por outro lado, para u = 1 temos

-1

-1
ZOKT—FU = Zozr—|—1>1i
r=1

r=1
-1
- )
:>ZN r=1 < 00=0< Wy <o0=0<5, <oco=—=
N=N,+1

—> existe a distribui¢do a posteriori conjunta de N e (p1,p2, ...pi—1),
o que prova (b). B

Se a priori m1(N) =1, N > 1, segue de (4.1) que a distribui¢do a posteriori conjunta

para N e (p1,p2,...p—1) € dada por

(N, (p1, D2, --Di—1) |0, 1, Mg, .,y —1) N ) Hp"”La’" LpNrrert, (4.4)

De (4.4), segue que a distribui¢ao condicional de N, dados (p1, pa, ...pi—1), @ € ny, na, ...,

n;—1 é dada por

N
W(N|(p17p27 "'pl—1)7a7n17n27 "'7nl—1) & (n)p{\f’

N=>nep =1—p—p2—..—p1, Ou seja,

N
7T<N|<p17p27 "'pl—1>7 «, Ny, Na, "'7nl—1) - 08 (n)pi]vv

onde a constante normalizadora Cy ¢é tal que

o - RS E (-

N>n s=0

= p 2 (_ns_ 1) (=p)* =p(L=p)™" "
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Logo,

N

n

(V| (1, P 1), €6 s s ooy 1) — ( >p;“<1 — (4.5)

N > n , isto é, a distribui¢ao condicional de N, dados (p1,ps,...pi—1), @ € Ny, ng, ..., 1,
é igual a distribuicao de uma varidvel aleatéria n + GG, onde GG tem distribuicao binomial
negativa de pardmetros n +1e 1 — p;.

De fato, se G tiver distribui¢ao binomial negativa com paradmetros n+1 e 1 —p;, entao

P(G+n = g)=P(G=g—n)=
= (Y)ua-mr,

g=n,n+1, ...
De (4.4), segue que a distribuigao condicional de (py, ps, ...p;—1), dados N, ac e ny, na, ...,

n;_1 é dada por

-1
7T<<p17p27 "'pl—1)|N) &, 1, N, ... nl—l) o8 Hp;%—i-ar—lpi\f*?wral*l, (46)
r=1

-1

O<pi<lyi=1,.,1-1,Ypi<lep =1—(pr1+past..+pi_1),isto &, (p1,p2,...pi—1) dados
i=1
N, e ny,ng,...,n;_1 tem distribuicao de Dirichlet de parametros n; + oy, 1 = 1,2, ...,1, e

a distribuicao a posterior: marginal de N é dada por

7T(N|a,n1,n2,...,nl_1) = /7T<N7(pl,p%--~pl—1)|aan17n27‘--anl—l) dpydps...dp;—q
A

N! ! )
“ V=)l /A [T+ dpidps...dpi—s =
r=1

ﬁlf‘(ar +n,)
!F[é(ar +n,.)]
N! F(Ozl + N — n)

o l : (4.7)

NV =t b ss o+ )

r=1

N!
(N —n)

(06
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N > n.
Se a priori m1(N) = 1/N, N > 1, segue de (4.1) que a distribuigao a posteriori conjunta
para N e (p1,p2,...pi—1) € dada por

T(N7 (p17p27 "'pl—l)’aa ni, na, ..., nl—l) Hpnr—i_ar_l iV e 1 (48)

De (4.8), segue que a distribuicao condicional de N, dados (p1, pa, ...pi—1), @ € ny, na, ...,

n;_1 é dada por

N -1
W(N’(plap% "'plfl>7a7n17n27 "'7”[*1) & <n . 1>plN7

Assim,

N -1
7(N|(p1, P2, .--Di-1), 0,1, Mg,y oy y—1) = Cg(ﬂ B 1) pr7

onde CYy é tal que

SR L Gy

N =n s=0

n
> [—n
— n —0) = p(] — -n
pz;(s (=p)* =P/ (L=p)™",
o que implica

N -1
7T<N|(p1ap2a "'pl—1>a «, Ny, Na, "'7”[—1) - (n B 1) (1 - pl)npi]v n? (49)

N > n, isto é, a distribuigao condicional de N, dados (pi, ps,...pi—1), @ € Ny, Ng, ..., Ny_1,
é igual a distribuicao de uma varidvel aleatéria n + J, onde J tem distribuicao binomial
negativa de pardmetros n e 1 — p;.

De fato, se J tiver distribui¢ao binomial negativa com parametros n e 1 — p;, entao

P(J4n = j)=P(J=j-n)=
= (i:i)(l—pl)"pf "
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j=n,n+1,...
De (4.8) segue que a distribuicao condicional de (py, ps, ...p;_1), dados N, @ e ny, na, ...,

n;_1, ¢ dada por

7((p1, P2, ---pi—1)|N, @, ny, ng, ...y 1 och”TJFO‘T LN -t (4.10)

-1
0 <p<l,i=1..,0-1>p <lep=1-(p+p2+ ...+ p_1), isto &,
i=1

(p1, P2, ...p1—1) dados N, e nl,n;, ...,ny_1 tem distribuicao de Dirichlet de parametros

n; + ;1 =1,2,...,1 e a distribuicao a posteriori marginal de N é dada por

7r(N|a,n1, ng, ..., nl*l) = / W(N7 (p17p27 "'plfl)|aa ny,Na, ..., nlfl) dpldp?"dplfl &
A

o —/ Hp"ﬁar Ydp,dpy...dp;_1 =
(N — 1)1 ] Hr<ar+nr>
W ‘”)!r[ilmmmn
(N—=1)!T(y+ N —n)
o : (4.11)
(V= n)t r(i a, + N)

N > n.

4.1.2 Estimativas bayesianas de /.

Nesta secao utilizamos os mesmos métodos de estimacao de N apresentados na secao 2.1.3

Estimativas bayesinas de N via distribuicao a posterior: marginal quase exata.

O método de obtengao das estimativas de N da segao 4.1.1 foi implementado no software
MAPLE (versao 7.00) e no programa anexado no apéndice G, sdo determinados os re-
sumos aproximados a posteriori de N, como média, desvio padrao, moda, intervalo de
credibilidade e quartis.

A seguir, com o objetivo de analisar a performance do modelo proposto na secao 4.1,
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apresentamos os exemplos 14 e 15 com dados simulados através do software R (versao
1.9.0). Observe que nestes exemplos, apesar dos dados serem gerados através do software
R, o método de obtencao das estimativas bayesianas de N via distribuicao a posteriori
marginal quase exata foi implementado no MAPLE.

Exemplo 14.

Neste exemplo atribuimos a N o valor 100, a k os valores 2 e 5 e geramos as estatisticas

ni, N2, ...,n_1(nimero de erros que apresentam a trajetéria w,,r = 1,2, ....[ — 1, em que
-1
| =2%). E claro que n; = N — Z n,. Para isto executamos os passos a seguir.
1. Primeiramente geramosT:(;Ul,pg, ..,m—1) a partir da distribuicao de Dirichlet de
pardmetros o; = o, 1 = 1,2, ..., [, utilizando o resultado: suponha Xj, ..., X; independentes

e identicamente distribuidos, com distribuicao Gama de pardmetros a e 1; e defina

j=1,...,0—1. Entao (p1,p2,...,p—1) tem distribui¢do de Dirichlet de parametro «.

2. Com os valores obtidos no passo 1, geramos nq,ns,...,n; a partir da distribuicao
multiln?mial de parametros 100 e py,....,pi—1, ;0 = 1 — p1 — ... — p;_1. Vale lembrar que
n = Z Ny

DTe: ;osse dos dados, consideramos para N a distribuicao a priori de Jeffreys, ou seja,
7(N) = 1/N,N = 1,2,.... Aplicamos o método via distribui¢do a posteriori marginal
(4.11), para diferentes valores de «, obtendo resumos aproximados a posteriori de N, como
média (M), moda, quartis (Q;,j = 1,2, 3), desvio padrao (D.P.), intervalo de credibilidade
de 95% (1.C.(95%)) e amplitude do intervalo de credibilidade (Ampl. I.C.).

i) Considerando o = 10 e kK = 2 na geracao dos dados, obtivemos n; = 21,

ne = 26,n3 = 20,n4 = 33 e conseqiientemente n = 67. Os resultados obtidos, seguem na
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tabela 25.

Tabela 25. resumos aproximados a posteriori de N.

o | M |Moda|Q |Qs| Qs | D.P. | LC(95%) | Ampl.LC.
058958 | 67 | 68| 76| 98 | 354 | (67:175) 108
119259 | 67 | 72|82 102 27,05 | (67;170) 103

2 19265| 76 | 76 | 85 | 100 | 21,98 | (68;153) 85
519091 | 8 |80 |87 | 97 | 14,15 | (71;125) 54

10| 90,1 | 86 | 82|88 | 95 | 10,32 | (74:113) 39

20 | 89,71 | 87 | 83|88 | 94 | 812 | (75107) 32

50 | 89,48 | 88 | 84 | 88| 93 | 6,62 | (77;103) 26

De acordo com a tabela 25, verificamos que a média é uma estimativa razoavel para N

em todos os casos e que o verdadeiro valor do pardmetro pertence a todos os intervalos de

credibilidade obtidos. Além disso, a escolha do hiperparametro « influencia as estimativas

de N.

Apresentamos a seguir o grafico da funcao de probabilidade aproximada a posteriori

marginal de N considerando o = 50.

Fig. 12. Grafico da funcao de probabilidade aproximada a posteriori marginal de N.
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ii) Considerando oo = 5 e k = 5 na geracao dos dados, obtivemos

ny |3 nig | 4

ny | 3 nu | 4

ny |1 nys | 4 Nos |
ng | 0 nie | 1 nog | 3
ns | 6 niy | 1 noy | 1
ng | O nig | 2 Nog | 3
ny |3 nig | 1 Nag | 2
ng | 4 N2 | 3 nzo | 10
ng | 3 No1 | 3 N3y | O
N | 3 Noa | 6 N3y | 2
nyp | 0 No3 | 2

nig | 4 Nog | 3

e conseqiientemente n = 98. Os resultados obtidos seguem na tabela 26.

Tabela 26. resumos aproximados a posteriori de N

o M Moda | Q; | Q2 | Q3 | D.P. | 1.C(95%) | Ampl.I.C.
0,5 | 101,37 98 98 | 99 | 101 | 5,39 | (98;116) 18

1 | 101,26 98 98 | 99 | 102 | 3,85 | (98;111) 13

2 | 101,21 99 98 | 99 | 102 | 2,96 | (98;108) 10

5 | 101,18 | 100 98 | 100 | 101 | 2,32 | (98;106) 8

10 | 101,17 | 100 99 | 100 | 101 | 2,08 | (98;105) 7

20 | 101,16 | 100 99 | 100 | 101 | 1,94 | (98;105) 7

50 | 101,16 | 101 99 | 100 | 101 | 1,86 | (98;104) 6

De acordo com a tabela 26, verificamos a obtengao de boas estimativas para N, in-
dependentemente do valor atribuido a «, e também pudemos observar que o verdadeiro
valor do pardmetro pertence a todos os intervalos de credibilidade obtidos. Além disso,
a amplitude de tais intervalos é bem menor do que daqueles obtidos no item i), quando

consideramos apenas 2 revisores. E importante observar que, ao passarmos de 2 para 5
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revisores, observamos uma melhoria substancial nas estimativas obtidas.

Exemplo 15.

Neste exemplo atribuimos aos pardmetros do modelo os mesmos valores atribuidos no
exemplo 14, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos para N a distribuicao
a priori prépria uniforme nos inteiros nao negativos, com suporte em {1,2, ..., M},
M = 200, 1000, a fim de verificarmos a influéncia do valor de M nas estimativas bayesianas
de N e aplicamos o método via distribui¢ao a posteriori marginal (4.7).

i) Considerando k = 2 e os dados n; = 21,ny = 26,n3 = 20,n4 = 33 e n = 67,

obtivemos os resultados das tabela 27 e 28 para M = 200 e M = 1000, respectivamente.

Tabela 27. Resumos aproximados a posteriori de N.

a | M |Moda|Q |Qs| Qs | D.P. | LC(95%) | Ampl.IC.
05| 99,15 | 67 | 70 | 84 | 117 | 354 | (67;188) 121

1 10049 | 67 | 75|89 115 | 31,9 | (67;183) 116

2 | 97,86 | 78 | 78 | 90 | 108 | 25,46 | (68:167) 99

5 | 9311 | 84 | 81|89 |100| 1548 | (72;131) 59

10 | 91,28 | 87 | 83|89 | 96 | 10,82 | (74:116) 42

20 | 9044 | 88 | 83|89 | 94 | 834 | (76:;108) 32

50 | 89,97 | 88 | 84 |88 | 93 | 6,72 | (77;104) 27

De acordo com a tabela 27, verificamos que as estimativas obtidas para N sao préximas

daquelas obtidas na tabela 25 quando consideramos o = 5,10, 20 e 50.

Tabela 28. Resumos aproximados a posteriori de N.

Q M Moda | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | L.C(95%) | Ampl.I.C.
0,5 | 191,42 67 74 | 106 | 217 | 189,64 | (67;796) 729
1 | 126,24 67 76 | 94 | 133 | 94,13 | (67;396) 329
2 | 100,98 78 78 | 90 | 110 | 34,79 | (68;190) 122
Observacgao: Os resultados obtidos para o = 5,10, 20 e 50 foram omitidos da tabela

28 por serem andlogos aos da tabela 27.

Comparando as tabelas 27 e 28 com relagao a o = 0,5 e 1, verificamos uma grande
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diferencga entre as estimativas de N. Isto nos mostra a sensibilidade dos resumos aproxi-
mados a posterior: de N com relacao & mudanca do valor de M de 200 para 1000.

ii) Considerando k£ = 5 e os dados do exemplo 11, item ii), obtivemos os resultados
da tabela 29 para para M = 200. Omitiremos os resultados obtidos para M = 1000 por

serem andlogos aos da tabela 29.

Tabela 29. resumos aproximados a posteriori de N

@ | M |Moda|Qi| Qs | Qs |DP. |LC95%) | AmplIC.
0,5 (101,66 | 98 |98 | 99 | 102 | 5,83 | (98;117) 19
1 | 101,41 98 | 98| 99 | 102 | 4,01 | (98;111) 3
2 1101,29 | 99 | 98 | 100 | 102 | 3,03 | (98;108) 10
5 101,23 | 100 | 98 | 100 | 102 | 2,35 | (98;106) 8
10 | 101,21 | 100 | 99 | 100 | 101 | 2,09 | (98;105) 7
20 | 101,2 | 101 | 99 | 100 | 101 | 1,96 | (98;105) 7
50 | 101,19 | 101 | 99 | 100 | 101 | 1,87 | (98;104) 6

Os resulatos da tabela 29 sao andlogos aqueles da tabela 26.

Pelos exemplos 14 e 15 podemos concluir que

a) Para k = 2, a adogao da distribui¢do a priori uniforme nos inteiros nao negativos
para N é equivalente & adogao da priori de Jeffreys, se considerarmos o = 5, 10, 20 e 50.

b) Para k = 5, a adogdo da distribuigdo a priori uniforme nos inteiros nao nega-
tivos para N é equivalente & adocao da priori de Jeffreys, para todos os valores de «
considerados em tais exemplos, ou seja, nao existem diferencas significativas nos resumos

aproximados a posteriori de N quando adotamos tais prioris.

Estimativas bayesianas de N via algoritmo Gibbs Sampling.

A seguir, a titulo de ilustracao, aplicamos o algoritmo Gibbs Sampling nos exemplos 16 e
17, onde os dados utilizados foram os do exemplo 15.

Nos exemplos 16 e 17, a convergéncia das cadeias geradas foi verificada utilizando
a bibilioteca CODA. Além disso, em cada exemplo consideramos um burn in de 100

elementos, geramos duas cadeias, com mil elementos cada e para garantir independéncia
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aproximada, tomamos elementos de 40 em 40. O programa utilizado para a implementagao
deste modelo foi feito via software R (versao 1.9.0) e estd anexado no apéndice F.

Exemplo 16.

Neste exemplo atribuimos aos pardmetros do modelo os mesmo valores atribuidos no
exemplo 14, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos a priori uniforme
nos inteiros nao negativos para N e implementamos o algoritmo Gibbs Sampling através
das distribuigoes condicionais (4.5) e (4.6).

i) Considerando k = 2 e os dados n; = 21,ny = 26,n3 = 20,n4 = 33 e n = 67,

obtivemos os resultados da tabela 30.

Tabela 30. Estimativas dos resumos a posteriori de N

o | Média | Q1 | Q2 | Qs | D.P. | 1.C(95%) | AmplLLC. | G-R.
0,5| 8314 | 82 | 151 | 593 | 51507 | (67;68149) | 68082 | 1,02
1 [ 136,98 | 77 | 96 | 138 | 154,6 | (68;488) 420 1,02
2 | 98,7 | 79| 90 | 108 | 30,93 | (69;177) 108 1,01
5 | 92,66 | 82 | 90 | 100 | 15,13 | (73;131) 58 1
10 | 91,08 | 83 | 89 | 97 | 10,68 | (75;116) 41 1
20 | 90,51 | 85| 90 | 96 | 84 | (77:110) 33 1
50 | 89,88 | 85 | 89 | 94 | 6,79 | (78;105) 27 1

G.R.: valor retornado pelo diagnéstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

Apresentamos a seguir alguns gréficos relativos a posteriori de N para o = 20.

000 001 002 003 004 005
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Fig. 13. Histograma da estimativa da distribuicao a posteriori marginal de N .
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Fig. 14. Grafico de convergéncia das cadeias de N (critério de Gelman-Rubin).

Pela fig. 14 temos a indicacao da convergéncia na 600 iteracao das cadeias.

120
|

100
|

Fig. 15. Traco das cadeias de N.

Pela fig. 15 observamos uma certa uniformidade do trago para as duas cadeias, o que

também indica convergéncia.
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Fig. 16. Autocorrelagao.

Pela fig. 16, a autocorrelacao é praticamente nula, indicando independéncia aproxi-
mada entre os elementos da amostra.
ii) Considerando k = 5 e os dados do exemplo 13, item ii), obtivemos os resultados da

tabela 31.

Tabela 31. Estimativas dos resumos a posteriori de N.

o | Média | Q; | Qo | Qs | D.P. | LC(95%) | AmplL.L.C. | G-R.
0,5| 101,61 98 | 99 | 103 | 6 | (98;117) 19 1,06
1 [101,49 | 99 | 100 | 103 | 4,27 | (98:113) 15 1
2 | 101,31 | 99 | 101 | 103 | 3,04 | (98;109) 11 1
5 | 101,2 | 100 | 101 | 103 | 2,28 | (98:106) 8 1
10 | 101,18 | 100 | 101 | 102 | 2,1 | (98;106) 8 1
20 | 101,16 | 100 | 101 | 102 | 1,99 | (98;105) 7 1
50 | 101,21 | 100 | 101 | 102 | 1,87 | (98;105) 7 1

G.R.: valor retornado pelo diagnéstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

Note que os resultados da tabela 30 sao andlogos aos da tabela 27, considerando
a = 2,5,10,20 e 50 e que os resultados da tabela 31 sao andlogos aos da tabela 29, o que
evidencia a equivaléncia dos métodos Gibbs Sampling e distribuicao a posteriori marginal

quase exata.
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Exemplo 17.

Neste exemplo atribuimos aos parametros do modelo os mesmo valores atribuidos
no exemplo 14, bem como utilizamos as mesmas estatisticas. Adotamos a priori de
Jeffreys para N e implementamos o algoritmo Gibbs Sampling através das distribuicoes
condicionais (4.9) e (4.10).

i) Considerando k = 2 e os dados n; = 21,ny = 26,n3 = 20,ny = 33 e n = 67,

obtivemos os resultados da tabela 32.

Tabela 32. Estimativas dos resumos a posteriori de IN.

o | Média | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | LC(95%) | Ampl.IC. | G-R.
0,5 | 125,07 | 70 | 79 | 108 | 201,33 | (67;468) 401 1,09
1 | 98,82 | 73 | 84 | 105 | 52,19 | (67:277) 210 1,02
2 | 93,09 | 77 | 86 | 101 | 24,48 | (69;157) 88 1

5 | 90,98 | 81 | 88 | 98 | 14,49 | (71;129) 58 1,01
10 | 90,13 | 83 | 89 | 96 | 10,04 | (75;113) 38 1
20 | 89,78 | 84 [ 89 | 95 | 8,24 | (76;109) 33 1
50 | 89,49 | 85 [ 89 | 94 | 6,6 | (78;104) 26 1

G.R.: valor retornado pelo diagnéstico de Gelman e Rubin (G.R.<1,1==-convergéncia)

Para os dados do exemplo 11, item ii), obtivemos resultados anédlogos aos da tabela 26 e
pelos resultados da tabela 30, andlogos aos da tabela 17 considerando o = 2,5, 10, 20 e 50,
temos novamente a evidéncia da equivaléncia dos métodos Gibbs Sampling e distribuigao

a posteriori marginal quase exata.

4.1.3 Exemplo com dados reais.

Nesta secao aplicamos o método baseado na determinacao da distribuicao a posteriori
marginal quase exata de N para estimacao deste pardmetro, utilizando um conjunto de
dados reais disponiveis em LaPorte et al. (1995). Embora nao se trate propriamente da
estimacao do nimero de erros de um software, tais dados sao compativeis com a metodolo-
gia em questao. Vale salientar que neste exemplo nao foi possivel aplicar o algoritmo Gibbs

Sampling para estimacao de N, dado que nao temos disponivel no conjunto de dados as
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estatisticas necessdrias para aplicagao deste método, ou seja, ny, no, ..., nig.

Exemplo 18.

Os dados utilizados neste exemplo referem-se a um estudo realizado numa escola em
Pittsburgh, Pensilvania, entre 1 de setembro e 31 de dezembro de 1991, com relacao a casos
de ferimentos dos alunos. Nesse estudo "ferimento" foi definido como qualquer evento
que resulta em dano ffsico e conseqiiente tratamento médico para o aluno. Dos 1400
alunos da escola, 1245 aceitaram participar do monitoramento. Trata-se de jovens entre
12 e 16 anos, dos sexos masculino e feminino (presentes em proporgoes equilibradas no
estudo) e que pertecem a vdrias ragas e classes econdmica representativas da Pensilvéania.
Foram consideradas quatro fontes de informagao (dependentes entre si) sobre o nimero
de ferimentos nos jovens:

e Fonte 1: entrevista mensal com todos os alunos que receberam atendimento médico.

e Fonte 2: revisao dos atestados médicos que os alunos trouxeram para a enfermeira
da escola.

e Fonte 3: revisao dos registros de atendimentos didrios na escola, para identificar se
o aluno faltou devido a um ferimento, doenca ou outra razao.

e Fonte 4: entrevista adicional ao fim do semestre para identificar todos os tratamentos
meédicos para ferimentos ocorridos num periodo de quatro meses.

Essas quatro fontes identificaram 144 (n) casos distintos de ferimentos entre os alunos
pesquisados. O objetivo do monitoramento é estimar o niimero total de casos de ferimentos
na populagao de alunos. LaPorte et al. (1995) utilizou técnicas estatisticas de modelos
log-lineares e o software GLIM (Baker (1987)) para estimar este nimero e os resultados

obtidos seguem na tabela 33.

Tabela 33. Resultados obtidos por LaPorte et al. (1995).

Estimativa | Intervalo de Confianca (95%) | Ampl.

N 159 (148:186) 38

Neste exemplo, fazendo analogia com o problema de revisao de software, as quatro
fontes de informagao sao equivalentes a quatro revisores e estimar o nimero total de casos
de ferimentos na populacao torna-se equivalente a estimar o nimero total de erros no

software, N. Apresentamos nas tabelas 34, 35 e 35 os resumos aproximados a posteriori
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de N obtidos apés a aplicacao do método da secao 4.1.2, baseado na determinacao da
distribuicao a posterior: marginal quase exata de N. Nas tabelas 34 e 35 supomos a
distribui¢ao a priori prépria uniforme com suporte em {1,2, ..., M } para N, com M = 200
e 1000, respectivamente e na tabela 36 supomos a distribuicao a prior: de Jeftfreys para N.
Note que, em todos os caso, atribuimos para « o valor 1, o que corresponde a distribuicao

de Dirichlet nao informativa para (p1, ps, ps)-

Tabela 34. resumos aproximados a posteriori de N (M = 200).

o | Media | Moda | Q1 | Qo | Qs | D.P. | 1.C.(95%) | Ampl. 1.C.

1| 154,48 | 144 | 146 | 150 | 158 | 10,68 | (144;183) 39

Tabela 35. resumos aproximados a posteriori de N (M = 1000).

a | Média | Moda | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | 1.C.(95%) | Ampl. 1.C.

1| 155,15 | 144 | 146 | 150 | 158 | 12,57 | (144;188) 44

Tabela 36. resumos aproximados a posteriori de N.

a | Média | Moda | Q1 | Q2 | Q3 | D.P. | L.C.(95%) | Ampl. 1.C.

1] 153,8 144 | 145 | 150 | 157 | 10,15 | (144;181) 37

Pelas tabelas 34 a 36, podemos notar que todos os resultados obtidos sao préximos

daqueles obtidos por LaPorte et al..



Capitulo 5

Consideracoes finais.

Nesta dissertacao apresentamos alguns modelos estatisticos para estimar o nimero de
erros de um software, sob os enfoques freqiientista e bayesiano. Tais modelos sao de-
scritos resumidamente no artigo Bayesian capture-recapture methods for error detection
and estimation of population size: heterogeneity and dependence, publicado por San-
jib Basu e Nader Ebrahimi na Biometrika, 88, 1, p. 269-279, em 2001. Discutimos
detalhadamente as metodologias apresentadas e fazemos um estudo, através de dados
simulados, de suas performances, além de apresentar trés exemplos com dados reais.
Nosso estudo revela que as estimativas de médxima verossimilhanca e maxima verossim-
ilhanca condicional dos parametros de certos modelos sao satisfatérias. Por outro lado,
com relacao ao enfoque bayesiano, verificamos a equivaléncia da adogao da distribuigao
a priori uniforme nos inteiros nao negativos e da priori de Jeffreys para o pardmetro
de interesse, além de observar uma influéncia da escolha dos valores dos hiperparame-
tros das distribuicoes a priori nas estimativas bayesianas dos parametros dos modelos.
Acreditamos que uma possivel alternativa para esta situagao seja a adocao de um modelo

hierdrquico.



Apéndice A

Programa para implementacao do
método de estimacao de N via
distribuicao a posterior: marginal

quase exata para o caso ¢;; = 0;.

##4# Geracao dos dados utilizando o software R ##+#
set.seed(100)
teta<-nrev<-numeric()
nn<-0
k<-2
N<-100
binnteta<-matrix(0,ncol=k,nrow=N)
#+## Geracao do nimero de erros distintos nn ###
teta<-c(0.5,0.6)
for(i in 1:N) {
for(j in 1:k) {
binntetali,j]<-rbinom(1,1,tetalj])
}
if(sum(binntetali,])>0) (nn<-nn+1)

}
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nn
##4# Geracao do niimero de erros detectados por cada revisor ##H#
for(j in 1:k) nrev[j]<-sum(binntetal,j])
nrev
##4# Obtencao da distribuicao a posteriori marginal quase exata utilizando o software
MAPLE ###
priori para N: Uniforme
> restart;
> ki=2:
> n[1]:=48:
> n[2]:=54:
>f[N]:=(N!/(N-nn)!)*product(((GAMMA (n[j]+alpha)*
GAMMA (N-n[j]+beta))/GAMMA (N+alpha+beta)),j=1..k):
> A[N]:=simplify(eval(f{N],N=N+1)/f[N]): A(N) = f(N+1)/f(N)
> 1:=2"k:
> alpha:=1:
> beta:=1:
> distintos: =79
> w:=1000
> n[distintos]:=distintos:
> nn:=n/distintos]:
> for i from nn to u+1 do criando os pontos n, n+1, n+2,..., u+1.
> n[i]:=i
> od:
Relagao recursiva:
> f(N+1)=f(N)A(N)
> for i from nn to u do
> f[i+1]:=evalf(eval (simplify (f{N]*A[N]),N=i));
> od:
> with(plots):
> f[nn]:=evalf(eval(f[N],N=nn)):



A. PROGRAMA PARA IMPLEMENTACAO DO METODO DE ESTIMACAO DE N VIA DISTRIBUICAO
A POSTERIORI MARGINAL QUASE EXATA PARA O CASO 0;; =0. 8

>

>

>

k:=1/sum(’f[i]’,’i’=nn..u+1):
for i from n[nn] to nfu+1] do

distN[i]:=k*{[i]:

> od:

vV V. .V vV vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

>

>

>

L:=[n[nn],distN[nn]]: # construgao da lista para obter o grafico
for i from n[nn+1] to u do

L:=L,[n[i],distN[i]]:

od:

L:=[L}:
plot(L,n=n[nn]..n[u],style=point,symbol=circle):
sum(’distN[i]’,'i’=nn..u+1): # verificacdo
média:=sum(’distN[i]*n[i]’,’i’=nn..u+1):
variancia:=sum(’distN[i]*((n[i]-média)~2)’,’’=nn..u+1):
for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.025) then s:=i end if:
od:

if (s=nn) then ICl:=nn else IC1:=s end if;

IC1: # extremo inferior do 1.C. 95%

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j)’,’j’=nn..i)<=0.975) then s:=i end if:
od:

IC2:=s: # extremo superior do I.C. 95%

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.25) then s:=i end if:
od:

q25:=s: # Q1

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.5) then s:=i end if:
od:

qb0:=s: # Q2

for i from nn to u do
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> if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.75) then s:=i end if:
> od:

> q75:=s: # Q3

> for i from nn to 400 do # moda

> if(distN[i]<=distN[i+1]) then s:=i else t[i]:=i end if:
> print(t]i]):

> od:



Apéndice B

Programa para implementacao do
método de estimacao de N via
algoritmo Gibbs Sampling para o

caso 0;; =0;.

Os dados foram gerados como no Apéncice A.
### Algoritmo Gibbs Sampling (supondo priori uniforme para N) ###
M<-1000
bi<-100
salto<-20
alfa<-1
bbeta<-1
numerototal <-bi+M*salto
a<-matrix(0,ncol=k,nrow=numerototal)
teta<-matrix(0,ncol=k,nrow=numerototal+1)
N<- numeric()

N[1]<-100
teta[l,1]<-0.8
teta[l,2]<-0.1

teta.out<-N.out<-numeric()
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cont<-0

##4 Primeira Cadeia ##H#

for(i in l:numerototal) {

for(j in 1:k) al[i,j]<-(1-teta[i,j])
produto<-prod(ali,))

N[i+1] <- (nn+rnbinom(1,nn+1,(1-produto)))
for(j in 1:k) teta[i+1,j] <- rbeta(1,nrev[j]+alfa,N[i+1]-nrev[j]+bbeta)
cont<-cont-+1

print(cont)

}

for (s in l:numerototal)

{

if ((s>bi) && ((s-bi) %% salto) == 0)

{

N.out<-rbind(N.out,N[s])

teta.out<-rbind(teta.out,tetals,])

}
}

all<-N.out

a2l <-teta.out

### Segunda Cadeia #H#+
set.seed(70)
a<-matrix(0,ncol=k,nrow=numerototal)
teta<-matrix(0,ncol=k,nrow=numerototal+1)
N<-numeric()

N[1]<-90

teta[l,1]<-0.7

teta[l,2]<-0.2
teta.out<-N.out<-numeric()
produto<-numeric()

for(i in 1:numerototal) {
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for(j in 1:k) al[i,j]<-(1-teta[i,j])

produto<-prod(ali,))

NJi+1] <- (nn+rnbinom(1,nn+1,(1-produto)))

for(j in 1:k) teta[i+1,j] <- rbeta(1,nrev[j]+alfa,N[i+1]-nrev[j]+bbeta)
}

for (s in 1:numerototal)

{

if ((s>bi) && ((s-bi) %% salto) == 0)

{

N.out<-rbind(N.out,N[s])

teta.out<-rbind(teta.out,tetals,))

}
}

al2<-N.out

a22<-teta.out

##4# Analisando a convergéncia apenas para o parametro de interesse N ###
library(coda)

al<-mcmc(all)

a2<-mcmc(al2)

a3<-mcmec.list(al,a2)

summary(a3)

HHH

H#HH#
gelman.diag(a3)
#

#H
gelman.plot(a3)
#H

#H
traceplot(a3)

i
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iia

densplot(a3)

ki

iia
autocorr.plot(a3)
iia

ki

hist(all)

iia

i
hist(al2)



Apéndice C

Programa para resolucao do sistema

(2.23) e cdlculo da integral (2.24).

> restart;
> ki=2:
> a[l]:=0:
]:=0.06:
[2]:=0.08:
> b[2]:=0.12:

> b[l
> a

> for j from 1 to k do

> eqmedialj]:=((a[j]+blj])/2)- (alfa[j]/ (alfa[j]+beta[]]))

> od:

> for j from 1 to k do

> eqdesviolj]:=((b[jl-a[j]) /4)-((alfa[j*betalj]) /(((alfa[j]+beta[]]) ~2)* (alfa[j]+betaljl+1))) ~ (1/2);

> od:

> sol:=solve({eqmedia[l],eqmedia[2],eqdesvio[l],eqdesvio[2] },{alfa[l],alfa[2],beta[l],beta[2]}):
# solugao do sistema (2.23)

> assign(sol):

> for j from 1 to k do

> bbetal[j]:=(GAMMA (alfa[j]+betalj]) /(GAMMA (alfa[j] ) *GAMMA (beta[j])))

*(theta[j]~ (alfa[j]-1))*((1-thetaj]) ~ (beta[j-1));

> od:
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> with(plots):

> plot(bbeta[l],theta[1]=0..0.2):

> plot(bbeta[2],theta[2]=0..0.15):

> for j from 1 to k do

> Arealj]:=int(bbetalj],theta[j]=al[j]..b[j]): # calculo da integral (2.24)

> od:



Apéndice D

Programa para do calculo dos
resumos a posteriort de N para o

caso 0;; = 0,.

##4# Geracao do niimero de erros distintos n ###
set.seed(100)
teta<-binn<-numeric()
n<-0
alfa<-1
bbeta<-1
k<-2
N<-100
for(i in 1:N) tetali]<-rbeta(1,1,1)
for (iin 1:N) {
binn[i]<-rbinom(1.k,tetal[i])
if(binn[i]>0) (n<-n+1)

}

n
### Supondo priori uniforme para N ###
g<-500

j<-s<-numeric()
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média<-n+(n+1)/((beta(alfa,bbeta)/beta(alfa,k+bbeta))-1)
var<-(((n+1)*((beta(alfa,k+bbeta))/(beta(alfa,bbeta))))/
((1-((beta(alfa,k+bbeta))/(beta(alfa,bbeta))))~2))
dp<-sqrt(var) # desvio padrao

marginal <-numeric()
a<-(beta(alfa,k+bbeta))/beta(alfa,bbeta)

for(i in n:g) marginal[i]<-choose(i,n)*(a” (i-n))*((1-a)~ (n+1))
plot(marginal)

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.025) (j<-i)

IC1<-j # extremo inferior do IC 95%

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.975) (s<-i)

1C2<-s # extremo superior do IC 95%

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.25) (w<-i)

ql<-w # Q1

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.5) (h<-i)

mediana<-h # Q2

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i))<=0.75) (u<-i)

q3<-u # Q3
sumario<-matrix(c(média,dp,IC1,ql,mediana,q3,IC2),nrow=1,ncol=7)
dimnames(sumario) <-list(NULL,c("média","dp","IC1","q1","mediana","q3","1C2"))
print(sumario)

##+F moda #F7#

t<-numeric()

for (i in n:(g-1))

{

if(marginal[i]<=marginal[i+1]) (s<-i) else (t[i]<-i)

}

t<-na.omit(t)

moda<-t[1]

moda



Apéndice E

Programa para implementacao do
método de maxima verossimilhanaca
condicional para estimacao de o e NV,
para o caso de erros faceis e dificeis

de detectar.

#4## Geracao dos dados utilizando o software R ###

semente<-100

set.seed(semente)

k<-2

pid<-0.3

pif<-0.8

alfa<-0.1 # valor atribuido em cada caso (os demais sao 0.4 e 0.8)

h_linha<-numeric()

h y alfa<-function(y) choose(k,y)*((alfa*(pid"y)*((1-pid) " (k-y))+(1-alfa)*(pif~y)*((1-
pif) " (k)

h 0 alfa<-h _y alfa(y=0)

h_linha y alfa<-function(y) choose(k,y)*((alfa™(pid~y)*((1-pid) "~ (k-y))+(1-alfa)*(pif~y)*((1-
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pif) " (k-))))/(1-h_0_alfa)

for(iin 1:k) h linhafij<-h linha y alfa(y=i)

h linha

sum(hlinha) # tem que dar 1

### Lancamento de uma moeda com probabilidade de cara 1-h(0;alfa) e conseqiiente
determinacao de n ##+#

bin<-numeric()

n<-0

N<-100

for (iin 1:N) {

bin[i]<-rbinom(1,1,1-h 0 _alfa)

if(bin[i]>0) (n<-n+1)

}

n

### Geracao do vetor (f1,2,...,fk) ##H#

flinha<-numeric()

flinha<-rmultinom(1,n,h linha)# vetor (f1,£2,...,fk)

flinha

##4# Obtencao das EMVC de a e N utilizando o software MAPLE ###

> restart;
> ki=2:

> pid:=0.3:
> pif:=0.8:
> f[1]:=36:
> f[2]:=5T7:

> n:=sum(fly]’,’y’=1..k):

>h_y_alfa:=(k!/(y!*(k-y)!))*((alfa*(pid"y)*((1-pid) " (k-y))+(1-alfa)*(pif "y)*((1-pif) ~ (k-
7))

> L2:=(n!/product( {[y]!, y=1..k ))*product((h_y alfa/(1-eval(h y alfa,y=0))) fly],y=1..k):

> deriv:=diff(L2,alfa):

> alfa_chapéu_c:=fsolve(deriv,alfa=0..1):
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>h 0 alfa_chapéu c:=eval(h_y alfa,[y=0,alfa=alfa_chapéu c|):
> N_chapéu_c:=evalf(n/(1-h_0_alfa chapéu c),3):



Apéndice F

Programa para implementacao da
estimacao bayesiana de o e NV, para o
caso de erros faceis e dificeis de

detectar.

Os dados foram gerados como no apéndice E.

##+# Programa para implementacao da estimacao bayesiana de alfa e N para o caso
de erros féceis e dificeis de detectar ###

##+# EMVC versao Bayesiana ###

pid<-0.3

pif<-0.8

k<-2

kapa<-2

ggama<-0.1 # valor que muda a cada caso (assume também os valores 0.4 e 0.8)

n<-93

f1<-36

£2<-57

#+4# Distribuicao "a priori"para alfa ###

a<-kapa*ggama

b<-kapa*(1-ggama)
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funcao _beta priori<-function(alfa) (gamma(a+b)/(gamma(a)+gamma(b))*(alfa” (a-
1))*(1-alfa)”~(b-1))
plot(funcao_beta_ priori)
HHH
##f h(ysalfa)=choose(k,y)*((alfa*(pid "y))*((1-pid) ~ (k-y))+(1-alfa)*((pif"y)*((1-pif) ~ (k-
¥)))
h_0_alfa<-function(alfa) alfa*((1-pid)~(k))+(1-alfa)*((1-pif) "~ (k))
h 1 alfa<-function(alfa) choose(k,1)*(alfa*(pid~1))*((1-pid) " (k-1))+((1-alfa)*(pif~1)*((1-
pif) " (k1))
h 2 alfa<-function(alfa) choose(k,2)*(alfa*(pid~2))*((1-pid) ~ (k-2))+((1-alfa)*(pif~2)*((1-
pif) ~ (k-2)))
##+# Distribuicao "a posteriori"de alfa ###
densidade de_alfa proporcional<-function(alfa)
(gamma(n+1)/(gamma(fl)*gamma(f2)))*((
(choose(k,1)*((alfa*(pid~1))*((1-pid) " (k-1))+((1-alfa)*(pif~1)*
(1-pi)~ (1)) / (1~ alfa* ((1-pid) ~ (19)+(1-alfa)*((1-pif) ~ (k)
)))) " f1)*(((choose(k,2)*((alfa*(pid~2))*((1-pid) ~ (k-2))+((1-alfa)
*(pif~2)*((1-pif)~ (k-2))))/ (1-(alfa*((1-pid) ~ (k) ) +(1-alfa)*((1-pif) ~ (k))
1)))"12)* (alfa((kapa*ggama)-1))*((1-alfa) " (kapa*(1-ggama)-1))
constante<-1/integrate(densidade de alfa proporcional,lower=0,upper=1)[[1]]
densidade de alfa exata<-function(alfa)constante™(gamma(n+1)/(gamma(fl)
*gamma(2)))*(((choose(k,1)*((alfa*(pid~1))
*((1-pid) " (k1)) -+ ((1-alfa) (it 1)*((1-pif) (k1)) / (1-(alfa*((1-pid) " ())+ (1-alfa) *((1-pif) " (k)
)))) " f1)*(((choose(k,2)*((alfa™(pid ~2))*((1-pid) " (k-2))+((1-alfa)*(pif~2)*
((1-pif)~ (k-2))))/ (1-(alfa*((1-pid) " (k))+(1-alfa) *((1-pif) ~ (k))
1)))"12)* (alfa"((kapa*ggama)-1))*((1-alfa) (kapa*(1-gzama)-1))
integrate(densidade _de alfa_exata,lower=0,upper=1) #para confirmar se integra 1
funcao media<-function(alfa)alfa*constante™(gamma(n+1)
/(gamma(f1)*gamma(f2)))*(((choose(k,1)*((alfa*(pid~1))
*((1-pid) " (k1)) -+ ((1-alfa) (it 1)*((1-pif) (k1)) / (1-(alfa((1-pid) " ())+ (1-alfa) *((1-pif) ~ (k)
)))) " f1)*(((choose(k,2)*((alfa™(pid ~2))*((1-pid) " (k-2))+((1-alfa)*(pif~2)*
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((L-pif)~ (k-2)))),/(1-(alfi* ((1-pic)~ (1)) (L-alfa)*((1-pif)~ (k)
1)) 2)* (alfa" ((kapa*ggama)-1))*((1-alfa) ~ (apa* (1-ggama)-1))
funcao_media_alfa_ao quadrado<-function(alfa)(alfa”2)*constante*
(gamma(n+1)/(gamma(fl)*gamma(f2)))*(((choose(k,1)*
(8t (pid " 1))*((1-pid) " (k-1))-+((L-alta) (pif~ 1)*((1-pif) (1))
(1-(alfa*((1-pid) ~ (k) )+(1-alfa)*((1-pif) " (k))
1))~ f1)*(((choose(k,2)*((alfa*(pid~2))*((1-pid) ~ (k-2))+((1-alfa)* (pif~2)
*#((1-pif) " (5-2)))),/(1-(alfa* ((1-pid) ~ (1)) +(1-alfa) *((1-pif) (K))
1)) £2)* (alfa" ((kapa*ggama)-1))*((1-alfa) ~ (kapa* (1-ggama)-1))
mediaalfa<-integrate(funcao_media,lower=0,upper=1)[[1]]
media_alfa_ao_quadrado<-integrate(funcao media_alfa _ao quadrado,lower=0,upper=1)[[1]]
variancia<-media_alfa _ao quadrado - (mediaalfa”2)
dpalfa<-sqrt(variancia)
### Calculo do IC (95%) e dos quartis Q1, Q2, Q3 ##H#
possiveis_valores de alfa<-seq(0,1,by=0.01)

A 1C1 #44#
for (iin 2 : (length (possiveis valores de alfa)-1) )
{

if(integrate(densidade de alfa exata,Jower=0,upper=possiveis valores de alfal[i])[[1]]
<=0.025) (j<-possiveis valores de alfali])

}

IClalfa<-j # extremo inferior do IC aprox. de 95%

##4 102 #4#

for (iin 2 : (length (possiveis valores de alfa)-1) )

{

if(integrate(densidade de alfa exata,Jower=0,upper=possiveis valores de alfa[i])[[1]]
<=0.975) (s<-possiveis_valores de alfa[i])

}

IC2alfa<-s

Ampli<-IC2alfa-IClalfa

### QL ###
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for (iin 2 : (length (possiveis valores de alfa)-1) )

{

if(integrate(densidade _de alfa_exata,lower=0,upper=possiveis _valores de alfal[i])[[1]]

<=0.25) (w<-possiveis valores de alfal[i])

}

Qlalfa<-w

#HH#H# Q2 #H4H#

for (iin 2: (length (possiveis_valores de alfa)-1) )

{

if(integrate(densidade de alfa_exata,lower=0,upper=possiveis _valores de alfal[i])[[1]]

<=0.50) (q<-possiveis valores de alfali])

}

Q2alfa<-q

#H#H# Q3 #H4H#

for (iin 2 : (length (possiveis valores de alfa)-1) )

{

if(integrate(densidade _de alfa_exata,lower=0,upper=possiveis _valores de alfal[i])[[1]]

<=0.75) (¢<-possiveis valores de alfali])

}

Q3alfa<-¢

##4 Sumadrio para alfa #H##

sumarioalfa<-matrix(c(mediaalfa,Qlalfa,Q2alfa,Q3alfa,dpalfa,IClalfa,IC2alfa, Ampli),nrow=1
,ncol=8)

dimnames(sumarioalfa) <-list(NULL,c("mediaalfa","Qlalfa","Q2alfa","Q3alfa","dpalfa","IClalfa",
"IC2alfa"," Ampli"))

print(sumarioalfa)

plot(densidade de alfa _exata)

##+4 Distribuicao "a posteriori"de N ###

#4# priori uniforme para N ###

alfachapeu<-mediaalfa

# Binomial negativa n+1 e 1-h_0_alfachapeu (parametrobinneg)
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h_ 0 alfachapeu<-h 0 alfa(alfa=alfachapeu)

parametrobinneg<-1-h 0 alfachapeu

médiaNU<-n+(((n+1)*h_0_alfachapeu)/parametrobinneg)

dpNU<-(sqrt((n+1)*h 0 _alfachapeu))/parametrobinneg

2<-500

marginal<-numeric() #entenda-se por marginal a densidade exata de N

j<-s<-numeric()

for(i in n:g) marginal|i]<-choose(i,n)*(h 0 alfachapeu”(i-n))*((1-h 0 _alfachapeu)”(n+1))

plot(marginal)

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.025) (j<-i)

ICINU<-j # extremo inferior do IC 95%

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.975) (s<-i)

IC2NU<-s # extremo superior do IC 95%

AmpliNU<-IC2NU-IC1INU

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.25) (w<-i)

qlNU<-w # quartil 25%

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i])<=0.5) (h<-i)

q2NU<-h # quartil 50%

for(i in n:g) if(sum(marginal[n:i))<=0.75) (u<-i)

q3NU<-u # quartil 75%

##+F modal ##7f

t<-numeric()

for (i in n:(g-1))

{

if(marginal[i|<=marginal[i+1]) (s<-i) else (t[i]<-i)

}

t<-na.omit(t)

modaNU<-t[1]

#4## Sumdrio para N ###

sumarioNU<-matrix(c(médiaNU modaNU,q1NU,q2NU,q3NU,dpNU,ICINU,
IC2NU,AmpliNU),nrow=1,ncol=9)
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dimnames(sumarioNU)<-list(NULL,c("médiaNU","modaNU","q1NU" "q2NU",
143NU","dpNU","ICINU" "IC2NU"," AmpliNU"))
print(sumarioNU)



Apéndice G

Programa para implementacao do
método de estimacao de N via
distribuicao a posterior: marginal
quase exata no caso de dependéncia

entre revisores.

##4# Geracao dos dados utilizando o software R ##4
set.seed(3)
x<-numeric()
k<-2
1<-2 7k
alpha<-10
beta<-1
for(i in 1:1)
{
x[i]<-rgamma(1,alpha,beta)

}

somax<-sum(x)
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for(i in 1:1)

{

x[i]<-x[i] /somax

}

N<-100

y<-numeric()

y<-rmultinom(1,N,x)

### Obtencao da distribuicao a posteriori marginal quase exata utilizando o software
MAPLE ##+#

priori para N: Uniforme

> restart;

> f[N]:=(N!/(N-nn)!)*(GAMMA (alpha+N-nn) /GAMMA (alpha*1+N)):

> A[N]:=simplify(eval(f[N],N=N+1) /f[N]):

> 1:=2 "k

> alpha:=1:

> distintos:=67:

> u:=1000:

> n[distintos|:=distintos:
> nn:=n[distintos]:

> for i from nn to u+1 do
> n[i]:=i

> od:

> for i from nn to u do

> f[i+1]:=evalf(eval (simplify (f{N]*A[N]),N=i));
> od:

> with(plots):

> f[nn|:=evalf(eval(f[N],N=nn)):

> k:=1/sum(’f[i]’,’’=nn..u+1):

> for i from n[nn] to n[u+1] do

> distN[i]:=k*{[i]:

> od:
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>

>

>

>

L:=[n[nn],distN[nn]]:

for i from n[nn+1] to u do
L:=L,[n[i],distN[i]]:

od:

> L:=[L]:

vV V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

>

>

>

plot(L,n=n[nn|..n[u],style=point,symbol=circle):
sum(’distN[i]’,’i’=nn..u+1):
média:=sum(’distN[i]*n[i]’,’i’=nn..u+1):
variancia:=sum(’distN[i]*((n[i]-média)~2)’,’{’=nn..u+1):
for i from nn to u do
if(sum(’distN[j)’,’j’=nn..i)<=0.025) then s:=i end if:
od:

if (s=nn) then ICl:=nn else IC1:=s end if:

IC1:

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.975) then s:=i end if:
od:

1C2:=s:

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.25) then s:=i end if:
od:

q25:=s:

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j)’,’j’=nn..i)<=0.5) then s:=i end if:
od:

@50:=s:

for i from nn to u do
if(sum(’distN[j]’,’j’=nn..i)<=0.75) then s:=i end if:
od:

q75:=s:

for 1 from nn to 400 do
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> if(distN[i]<=distN[i+1]) then s:=i else t[i]:=i end if:
> print(t[i]);

> od:



Apéndice H

Programa para implementacao do
método de estimacao de N via
algoritmo G1ibbs Sampling para o

caso de dependéncia entre revisores.

Os dados foram gerados como no Apéndice E.
#4## Algoritmo Gibbs Sampling (supondo priori uniforme para N) ###
semente<-100
set.seed(semente)

M<-1000

bi<-100

salto<-40

numerototal <-bi+M*salto
k<-2

1<-27k

alpha<-20

bbeta<-1
ni<-c(21,26,20,33)
n<-sum(ni)-nif[length(ni)]

Nverdadeiro<-sum(ni)
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x<-matrix(0,ncol=l,nrow=numerototal)
N<- numeric()

po<- numeric()
x.out<-N.out<-numeric()

po[1]<-0.25

cont<-0

### Primeira Cadeia ##H#

for(i in 1:numerototal) {

Nli]<- (n+rnbinom(1,n+1,(1-poli])))
for(j in 1:(1-1)) {

x[i,j] <- rgamma(1,alpha+ni[j],bbeta)}
x[i,]] <- rgamma(1,alpha+N[i]-n,bbeta)
somax <- sum(x|i,])

po[i+1] <- x[i,]] /somax

x[i,] <- x[i,]/somax

cont<-cont-+1

print(cont)

}

for (k in 1:numerototal)

{

if ((k>bi) && ((k-bi) %% salto) == 0)
{

N.out<-rbind(N.out,N[k])

x.out<-rbind(x.out,x[k,])

}
}

all<-N.out

a2l <-x.out

#4## Segunda Cadeia #HHH
set.seed (50)

1<-27k
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alpha<-20

bbeta<-1

ni<-c(21,26,20,33)
n<-sum(ni)-ni[length(ni)]
x<-y<-matrix(0,ncol=lnrow=numerototal)
N<- numeric()

po<- numeric()
x.out<-N.out<-numeric()

po[1]<-0.5 # mudanca no valor inicial
for(i in 1:numerototal) {

Ni]

for(j in 1:(1-1)) {

<- (n+rnbinom(1,n+1,(1-poli])))

x[i,j] <- rgamma(1,alpha+ni[j],bbeta) }
x[i,]] <- rgamma(1,alpha+N[i]-n,bbeta)
somax <- sum(x|i,])

po[i+1] <- x[i,l]/somax

x[i,] <- x[i,]/somax

cont<-cont-+1

print(cont)

}

for (k in 1:numerototal)

{

if ((k>bi) && ((k-bi) %% salto) == 0)
{

N.out<-rbind(N.out,N[k])

x.out<-rbind(x.out,x[k,])

1
}

al2<-N.out
a22<-x.out

### Analisando a convergéncia apenas para o pardmetro de interesse N #H#H#
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library(coda)
al<-mcmc(all)
a2<-mcmc(al2)
a3<-mcmc.list(al,a2)

summary(a3)

HHH

HHH#
gelman.diag(a3)
#H

#H

#H#
gelman.plot(a3)
#H

#H

H#H#
traceplot(a3)
#

#H#

##
densplot(a3)
#H#

H##

#H
autocorr.plot(a3)
#H#

##

#

hist(all)
hist(al2)
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