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Resumo

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos matematicos que
representam a probabilidade de um individuo dar uma resposta certa a um item (questao)
como fung¢ao dos parametros do item e da habilidade do individuo. O objetivo de nossa
pesquisa é apresentar os modelos propostos na TRI normal assimétrica e desenvolver
modelos alternativos mais flexiveis. Com esta finalidade em mente, introduzimos a
distribuigao t-assimétrica (Azzalini e Capitanio 1999) e obtemos resultados similares aos

obtidos por Bazan (2005).
Algumas aplicacoes utilizando métodos bayesianos sdo consideradas.

Palavras-chave: Teoria de Resposta ao Item, distribuicao normal assimétrica, dis-
tribuigao t-assimétrica, andlise Bayesiana, Pseudo Fator de Bayes, Conditional Predictive

Ordinate.



Abstract

The Item Response Theory (IRT) is a set of mathematical models representing
the probability of an individual to take a correct response of an item and its ability.
The purpose of our research is to show the models formulated in the IRT under the
skew-normal distributions and to develop flexible alternative models. With this goal in
mind we introduced the t-skew distributions (Azzalini et al. 1999) and results similar to

Bazan’s results are obtained.
Some applications using Bayesian methods are also considered.

Keywords: Item Response Theory; skew-normal distributions; t-skew distribu-

tions; Bayesian analysis; Pseudo Bayes factor.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente é crescente o interesse em avaliar algumas varidveis que nao sao obser-
vadas diretamente, conhecidas como variaveis latentes, como por exemplo: ansiedade,
depressao e habilidade de um aluno em determinada matéria. Uma ferramenta muito ttil
na resolucao desse tipo de problema é a TRI (Teoria de Resposta ao Item). Segundo
Hambleton e Swaminathan (1985) a TRI é um conjunto de modelos matematicos usados
para fazer predigoes, estimativas ou inferéncias sobre as habilidades (ou competéncias)
medidas em um teste. Esta técnica vem sendo fortemente empregada na area educacional,
pois propoe modelos que representam a relagao entre a probabilidade de uma resposta

certa a um item e a habilidade de um aluno.

Muitos dos modelos propostos na TRI consideram que tanto a habilidade quanto a
CCI (Curva Caracteristica do Item) possuem distribui¢oes simétricas. A CCI representa
a probabilidade de uma resposta certa em fungao dos parametros dos itens. Porém,
ao se trabalhar com conjuntos de dados que envolvem a conduta humana, supor que
a distribuicao dos dados é simétrica nao é muito coerente. Ao supormos simetria na
distribuicao dos dados, estamos considerando que todos os alunos possuem habilidades
ou competéncias parecidas, ou seja, em um teste nao ha variabilidade entre as respostas
dos alunos. Mas sabemos que, geralmente, dentro de uma sala de aula isso pode nao

ocorrer.

O objetivo desta dissertacao é desenvolver um modelo na TRI que além de detectar

a assimetria presente na distribuicao dos dados é capaz de captar a presenca de pontos ex-
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tremos. Este modelo é uma “extensao” dos modelos assimétricos ja existentes, ver Bazan
(2005), e envolve a distribuigao t-assimétrica que é menos sensivel a pontos discrepantes

que a distribuicao normal assimétrica.

No Capitulo 2 exibimos o modelo Probito Normal (PN) que embora seja um modelo
simétrico, é de grande importancia para a realizagao deste trabalho, pois foi a base para

o estudo dos modelos assimétricos.

No Capitulo 3 estudamos o trabalho desenvolvido por Chen et al (1999) usando
variaveis latentes auxiliares na construcao do modelo probito assimétrico generalizado.
Este modelo é motivado pelo uso de varidveis latentes (Albert e Chib, 1993), onde a
variavel latente segue um modelo com estrutura de efeito aleatério. Fazemos também,
um estudo da familia normal assimétrica na TRI dada por Bazan (2005), que trabalha

sob a perspectiva bayesiana.

No Capitulo 4 apresentamos inicialmente, as principais caracteristicas da distribuicao
t-assimétrica, como por exemplo a sua representacao estocastica, e em seguida apre-
sentamos resultados similares aos de Bazan (2005), mas utilizando a distribui¢do t-
assimétrica. Estes resultados sao de grande importancia para a extensao dos modelos

probito assimétricos para os modelos probito t-assimétricos na TRI.

No Capitulo 5 fazemos uma aplicacao da metodologia descrita neste trabalho a dois
conjuntos de dados distintos, visando verificar o comportamento dos modelos estudados.
Devido a grande quantidade de modelos que trabalhamos, usamos alguns métodos de
selegdo de modelos como o DIC (Deviance information Criterion), SQRL (Soma dos

quadrados residuais latentes) e o PFB (Pseudo Fator de Bayes).

No Capitulo 6 apresentamos uma conclusao sobre o trabalho desenvolvido e algumas

sugestoes para trabalhos futuros.

Sao apresentados trés Apéndices: o Apéndice A mostra as principais caracteristicas
da distribuicao Normal Assimétrica, o Apéndice B traz algumas informagoes sobre as
distribuicoes esféricas e elipticas, esséncias para a construcao da distribuicao t-assimétrica
e o Apéndice C apresenta os conjuntos de dados e programas utilizados neste trabalho,
programas estes desenvolvidos nos softwares livres R (<http://www.r-project.org/>) e

Winbugs (<http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/winbugs/contents.shtml>).



Capitulo 2

Modelos Simétricos na Teoria de

Resposta ao Item

Segundo Andrade et al (2000), o interesse na aplicacao de técnicas derivadas da
Teoria de Resposta ao Item vem aumentando, principalmente na area educacional, devido
ao fato de podermos obter com estas técnicas modelos para os tracos latentes, que
sao caracteristicas do individuo que nao podem ser observadas diretamente, como por

exemplo, a inteligéncia, habilidade em executar uma tarefa, ansiedade, dentre outros.

O que a metodologia da Teoria de Resposta ao Item (TRI) sugere sdo algumas
formas de representar a relacao existente entre a probabilidade de um aluno responder
corretamente a um item e suas habilidades ou tracos latentes na area de conhecimento

avaliada.

Os primeiros modelos de TRI surgiram na década de 50, e eram modelos em que
se considerava que uma tunica habilidade, de um tnico grupo, estava sendo medida por
um teste onde os itens eram corrigidos de maneira dicotomica. Estes modelos foram
primeiramente desenvolvidos baseado na distribuicao acumulada da normal e, depois,
foram descritos para uma forma matematica mais conveniente, a logistica, pois a fungao
distribuicao acumulada desta é uma funcao explicita dos parametros dos itens e da

habilidade, diferentemente da funcao distribuicao acumulada da normal.
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2.1 O modelo de resposta ao item dicotomico

Os varios modelos propostos na literatura dependem basicamente de quatro fatores:
da natureza do item, dicotomicos ou nao, do nimero de populagoes envolvidas, da quan-
tidade de tragos latentes (habilidades) que estamos medindo e do nimero de parametros
dos itens. O modelo estudado neste capitulo é um modelo dicotomico com apenas um
traco latente, ou seja, medindo apenas uma habilidade e com dois parametros para os

itens.

2.1.1 Caracteristicas do modelo

Mostraremos em seguida as principais caracteristicas do modelo de resposta ao item

dicotomico.

Seja
Yii|ui, B; ~ Bernoulli(p;;), (2.1)
onde y;; sao valores de Yj; correspondentes as respostas dicotomicas do individuo ¢ no
item j, considere o valor 1 para indicar acerto e zero caso contrario, p;; ¢ uma funcao dos
parametros 3; e u;, em que 3; = (a;,b;), onde a; e b; correspondem aos parametros
de discriminacao e dificuldade associados ao item j, respectivamente, e u; é o valor
correspondente da variavel latente U; associada ao individuo i, descrevendo a habilidade

medida no teste.
A probabilidade condicional de que o individuo 7 responda corretamente ao item j,
1=1,...n, j=1,...,k, é dada por
pij = P(Yij = 1ug, B;) = F(my;), (2.2)
com m;; = a;u; — b;, uma funcao linear de u;.
A fungao F(+), em (2.2) é dada pela funcao distribuigao acumulada de uma determi-

nada distribuicao e é conhecida como a funcao de resposta ao item ou curva caracteristica

do item e esta tem como caracteristica ser uma funcao estritamente nao decrescente de

Us.

A suposicao de independéncia condicional é feita para a estimacao dos parametros

dos itens, ou seja, para um individuo i, as respostas Y;;, j = 1, ..., k, sao condicionalmente
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independentes dado os valores das variaveis latentes U;, ¢ = 1,...,n, isto é, o individuo
nao “aprende’ao longo da realizacao do teste. Além disso também ¢é considerada a

independéncia entre as respostas de diferentes individuos.

Sob as suposigdes apresentadas pelas equagdes (2.1) e (2.2) e pela suposicao de
independéncia condicional na TRI, a distribuicao conjunta da matriz de respostas Y, «x,
dado o vetor de varidveis latentes U = (Uy,...,U,) e o vetor de pardmetros de item
B=(01, ..., k) pode ser escrita como

n k
P =ylU =uB=5) = [[]] Flmiyy" (1 = Flmiy)). " (2.3)

i=1 j=1
De acordo com a funcao distribuicao acumulada escolhida para F', podemos obter
diferentes modelos na TRI. O modelo probito é obtido se F' é uma distribuigao acumulada
de uma normal padrao e o modelo logito é obtido se F' é uma distribuicao acumulada

logistica. Neste capitulo o modelo estudado é o modelo Probito Normal.

2.1.2 Interpretacao e Representagao Grafica

De acordo com Andrade et al (2000), na Teoria de Resposta ao Item a habilidade
pode assumir qualquer valor no intervalo (—oo, 00). Assim é comum estabelecer-se uma
origem e uma unidade de medida para a definicao da escala. Esses valores podem ser
escolhidos de modo a representar, respectivamente, o valor médio e o desvio padrao das
habilidades do grupo em estudo. Geralmente utiliza-se a escala (0,1) e ¢é esta a escala
adotada neste trabalho, porém é necessario deixar claro que a escolha da escala é arbitréaria

e s6 depende de quem esta realizando o estudo.

A fim de enterdermos graficamente a TRI, serd mostrado em seguida um gréfico
da Curva Caracteristica do Item (CCI) que representa, como foi dito no Capitulo 1, a

probabilidade de uma resposta certa em fungao dos parametros do modelo.
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Curva caracteristica do item - CCI

1,0
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008
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FIGURA 2.1: Curva caracteristica do item-CCI.

A Figura 2.1 (Valle, 1999) ¢ obtida quando consideramos o modelo logistico definido

como
1

P(Yy = 1ui,v;) = ¢ + (1 — Ci)m

(2.4)
onde v; = (aj,b;,¢j), comi=1--- nej=1--- k.

Existem duas propriedades técnicas da CCI, a dificuldade do item e seu poder
de discriminagao, que sao parametros de nosso interesse. O modelo logistico de trés
parametros também considera a probabilidade de acerto casual. Listamos abaixo as

principais caracteristicas destes parametros:

e a; é o parametro de discriminagao (ou de inclinagao) do item i, com valor propor-

cional a inclinagdo da Curva Caracteristica do Item (CCI) no ponto b;.

e b; é o parametro de dificuldade (ou de posicao) do item j, medido na mesma escala

da habilidade.

e ¢; ¢ o parametro do item que representa a probabilidade do individuo com baixa
habilidade responder corretamente ao item j, ou seja, ¢; representa a probabilidade

de acerto casual.

Analisando a Figura 2.1 (Valle, 1999) podemos notar que quanto maior a habilidade

maior a probabilidade do individuo acertar o item, ou seja, a CCI é uma funcao nao
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decrescente de U, além disso esta relacao nao é linear, tem a forma de S. A inclinacao
da curva ¢ caracterizada pelo parametro a que é proporcional a derivada da tangente da
curva no ponto de inflexao. Assim, somente serao esperados itens com valores positivos
de a, pois caso contrario, teriamos que a probabilidade de responder corretamente o item
diminuiria com a habilidade, o que nao é esperado para este modelo. Baixos valores
de a indicam que alunos com habilidades bastante diferentes tem aproximadamente a
mesma probabilidade de responder corretamente ao item. O deslocamento é representado
pelos parametros b e ¢, onde ¢ representa a probabilidade de acerto casual, ou seja, a

probabilidade de acertar quando se “chuta” uma questao.

Apresentamos abaixo dois graficos que mostram as CCI’s que obtemos quando se

mantém fixo o valor de a e varia-se o valor de b e vice versa.

CCl com a=0.6 CCl com b=0

1.0
1.0

0.8
1
0.8

0.6
1
0.6
1

0.4
Probabilidade de acerto

Probabilidade de acerto

0.2
1
0.2

0.0
0.0
1

Habilidade Habilidade

FIGURA 2.2: Interpretacao da CCI.

Na Figura 2.2, no grafico da esquerda temos 3 CCI’s com mesmo nivel de discri-
minacao (a = 0.6) e diferentes valores para a dificuldade b = (—1,0,1). Analisando esta
figura, podemos dizer que a curva de cor preta representa um item facil, pois para uma
baixa habilidade, temos altas probabilidades de acerto, diferentemente da curva de cor
verde que exige uma alta habilidade para a probabilidade de acertar uma questao. Assim
poderiamos dizer que o item que corresponde a curva de cor verde é o mais dificil e o de

cor vermelho tem um nivel médio de dificuldade.
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Ao olharmos para o grafico da direita, podemos analisar qual a importancia do
parametro de discriminagao. Neste grafico, consideramos b = 0 e a = (0.2,0.6,1.2). Ao
olharmos a curva de cor verde percebemos que esta ¢ menos inclinada em relacao as outras,
o que indica um maior poder de discriminagao. Quando encontramos um item com esta
qualidade, fica mais facil de identificar se os alunos possuem um conhecimento especifico
para responder a este item ou nao. Ja a curva colorida de vermelho tem um médio poder
discriminatorio, enquanto que a curva colorida de preto tem um poder discriminatério

baixo.

2.2 Estimacao

Como ja vimos a TRI relaciona a probabilidade de um aluno responder corretamente
a um item e sua habilidade. Geralmente s6 conhecemos as respostas dos alunos aos itens e
estamos interessados em estimar os parametros dos itens e suas habilidades. Em relagao as
habilidades é mais comum o interesse em estimar a habilidade média dos alunos envolvidos
no estudo. Vérios métodos de estimacao sao propostos na literatura, alguns cléssicos e

outros bayesianos.

Os métodos classicos se utilizam da estimacao por maxima verossimilhanca, porém
estes apresentam grandes problemas dependendo do padrao de resposta que temos, por
exemplo, se temos um individuo que errou todos os itens, nao conseguiremos estimar os
parametros de interesse por que os estimadores de maxima verossimilhanca nao estao
definidos neste caso. Para detalhes ver, Valle (1999). Este problema nao ocorrera nos

métodos Bayesianos, que esta definido para qualquer padrao de resposta.

Dentre os métodos Bayesianos temos aqueles que fazem uso da metodologia MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) para obter a estimacao dos parametros de interesse e
existem métodos que nao necessitam desta metodologia, isto ocorre por exemplo, quando
trabalhamos com familias de prioris conjugadas. Neste trabalho, utilizaremos o método

Bayesiano com a aplicacao de MCMC.

A idéia da metodologia MCMC é obter uma amostra da distribui¢ao de interesse
através da simulacao de passeios aleatorios. Este processo é muito utilizado em problemas

onde a distribuicao de interesse é multivariada. Para maiores detalhes consultar os
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trabalhos de Hastings (1970) e Paulino et al (2003).

2.3 Inferéncia Bayesiana no modelo probito normal

Como foi dito na Subsegao 2.1.1, obteremos o modelo probito normal quando F'(-)

denotar a funcao distribuicao acumulada da normal padronizada.

Para obter as estimativas dos parametros de interesse utilizando Inferéncia Bayesiana
¢é necessario inicialmente obtermos a funcao de verossimilhanca e as prioris para os para-
metros do modelo. Consideramos 7(:) como a densidade a priori. De acordo com as
suposicoes apresentadas para a estimacao dos parametros da TRI, temos que as habili-

dades dos individuos sao independentes dos itens, assim

m(u, B) = m(u)m(8).

Além disso, também podemos considerar que as habilidades u; sdo independentes para
cada individuo, bem como os parametros dos itens sao independentes para cada item

k

m(u,B) = Hﬁl(ui) [ m(8),

j=1
onde my(+) = moy(a;)ma(b;). Seguindo propostas usualmente consideradas, veja Patz e
Junker (1999), consideramos mas(-) como a densidade da N(0, ;). Pelo fato de a; > 0,
muitos autores consideram 7o () como a densidade de uma normal truncada a esquerda,
ou como a densidade da LN (j,,c?). Consideramos 7y () como a densidade da normal

trncada a esquerda. Logo ma(-) é a densidade de uma No(ug, X3), onde pug = (1q,0) e

. o2 0
6 =
0 o}

Consideramos para m(+) inicialmente m ~ N (0, 1).

A funcao de verossimilhanca para o modelo probito normal é dada por:

n k

L(u,Bly) = [[ ] ®(mi)?* (1 — @(my;)), (2.5)

i=1j=1

em que ® ¢ a funcao distribui¢ao acumulada da normal padrao e m;; = a;u; — b;.
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2.4 MCMC usando amostrador de Gibbs ao consi-

derar um esquema de dados aumentados (DAGS)

Utilizamos dados aumentados para evitar trabalhar com a verossimilhanca de Ber-

noulli e obter um modelo mais facil do ponto de vista computacional.

Nesta secao mostramos que com o uso de uma variavel latente adicional, temos um
modelo semelhante ao descrito na Secao 2.1.1. Este procedimento foi proposto por Albert

(1992).

Proposicao 2.1 O modelo TRI probito normal, envolvendo k itens e n individuos, com
yij ~ Bernoulli(p;;) e pij = ®(my;), na qual m;; = aju; —bj, € equivalentemente definido

constderando que

Zij = mij + eij, (26)
Cij ™~ N<Oa 1)7 (27)
1, Zij > 0;
0, Zij < 0.
Prova:
pij = P(Yij = lu;, B;) = P(Zi; > Olus, 5;),
onde Zij = My, + €ij [§ €ij ™ N(O, 1)

Assim, Zij\ul-, ﬂj ~ N(mij, 1)
Com este resultado podemos escrever,
Dij = P(ZZJ > 0|Uz,6]) = P(Zl — My > 0— mij)
= P(m” — Zz’j S mij) = q)(mij), pOiS Zij]ui, ﬂj ~ N(mij, 1)

= pij = p(Zij > Oluy, B;) = ®(myy).

Provando que temos um modelo equivalente ao modelo probito normal ao considerarmos

uma estrutura linear para a varidvel latente auxiliar Z;.
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Como ja conhecemos a distribuicao de Z;; dada a habilidade e o vetor de parametros
dos itens podemos obter a funcao de verossimilhanca dos dados aumentados, considerando
D = (y,z), como ¢é descrito por Albert e Chib, (1993).

n k

L(w, BID) = [ ] 6(Zssi mass DI(Zij > 0)I (g5 = 1) + 1(Zij < 0)I (ys; = 0)],  (2.9)

i=1 j=1

em que ¢(z;u,0?), denota a densidade de probabilidade da normal na varidvel z com
média e variancia dadas respectivamente por u e o2 e I(-) denota uma fungao indicadora
que toma o valor 0 ou 1 dependendo do valor de y. Para evitar abuso de notacao

consideraremos de agora em diante que I, = I(Z;; > 0)I(y;; = 1)+ 1(Z;; < 0)I(y;; = 0).

De acordo com a equacao (2.9) e as prioris especificadas na Segao 2.3 para (u, ),

temos que a distribuicao a posteriori conjunta de (3, Z e u dado Y é dada por

F(Z,u, BIY) o< f(Z]u, B, y) f (u, Bly)

ou seja, f(Z,u,B|Y)

n k n k k
—1 1 1
x exp{T [ (Zij —mij)® + E u?+a_§ E b?—i—; E (aj—ua)zl }I*.
i=1 j=1

i=1 j=1 ¢ j=1

(2.10)

Ao observarmos a equacao (2.10), notamos que esta é dificil de amostrarmos dire-
tamente, mas para determinarmos a distribuicao marginal a posteriori para (3 e u através
do algoritmo Gibbs Samppling é necessario que conhecamos somente as distribuigoes

condicionais completas, ou seja, precisamos conhecer

flz,8,Y), f(Blu, 2,Y) e f(Z|u,B,Y)

Proposicao 2.2 De acordo com a funcdao de verossimilhanca para dados aumentados
dada pela equagao (2.9) e as distribuicoes a priori dadas na Se¢ao 2.3 as distribuicoes
condicionais completas para o amostrador de Gibbs para o modelo TRI probito normal

sao dadas por:

e f(Zij\Uuﬁj,}’) X N(mij> 1)1,
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i f(ﬁj'Ui’Zjv )OCNQ(mﬁjvvﬁj)
com mg, = [W'W + X' W' Z; + 35 ], v, = [WW + 551!

o2 0
onde ug = (pq,0)', Xg ¢ eW = (U,-1),W] = (U;,—1)
0 of
b f(UZ|67 Z7y) (S8 N<mUi7UUi>
_ Z] 1(Z7-J+b) _ 1
com my, = —QH; Yu; = 21

j=1% J1]

Prova: Para obter estas condicionais basta olhar para o ntcleo correspondente a cada

variavel na equagao (2.10)

fulz.8.y) ocexp{ 3

=1

1—}—2@ u; —QulZa] (b; + Zi5) }

Completando os quadrados obtemos:
k k 2
11+ X a) , Z i(bj + Zij)
j:l :
U; —

i=1 1+ Z a
j=1

F(ulZ,B.y) o exp )

Zlaj(bj + Zij)
j:
1+> a2 1+3 a
j=1 j=1

f(Blw,Z,y)
ok 1k 1k
x exp {7 [Z Z —2Zi(aju; — b;) + (aju; — b)) + p Z b + = Z(aj — M“)QI }
i=1 j=1 boj=1 a j=1

que é correspondente ao nucleo de k distribuigoes normais multivariadas para (;.

f(Z]U, B,y) o< exp

(ZZ ) )]I (2.13)

=1 j5=1

onde I, = I(Zi; > 0)I(y;; = 1) + I(Zi; < 0)I(y;; = 0).

Agora é possivel implementar o amostrador de Gibbs. Se formos utilizar o R, temos
um “pacote” especifico para isto, o que facilita bastante. Mas podemos também utilizar o

Winbugs, desde que especifiquemos corretamente as prioris para os parametros.
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2.5 Estruturas Hierarquicas

O algoritmo que considera que variaveis latentes foram adicionadas ao modelo é

chamado de DAGS, de acordo com este algoritmo, temos a seguinte forma hierarquica:
Zijlyijs wis aj, by ~ Nlagu; — b;, 1)[1(Zi; > 0)I(yi; = 1) + 1(Zi; < 0)1(yi; = 0)]
a; ~ N(pa,02)I(a; > 0)
b ~ N(0,03)
De acordo com esta forma hierarquica podemos implementar o algoritmo DAGS uti-

lizando o programa Winbugs para o modelo Probito Normal. No Capitulo 5 apresentamos

uma aplicacao onde serd utilizada esta estrutura.



Capitulo 3

Teoria de Resposta ao Item Normal

Assimétrica (TRI-NA)

As funcoes de ligacao geralmente usadas para os dados de respostas binarias como
logito e probito, nem sempre proporcionam um bom ajuste para um conjunto de dados.
Isto ocorre quando por exemplo, a probabilidade de uma dada resposta binaria se apro-
xima de zero muito mais rapido do que esta se aproxima de um. Neste caso, o uso de
uma funcao de ligagao simétrica é inapropriada. Maiores detalhes sao dados no trabalho
de Chen et al (1999). Assim seria interessante trabalharmos com modelos mais amplos

que possuem as ligagoes simétricas como caso especial.

O modelo desenvolvido no artigo de Chen et al (1999) é motivado pelo uso de
varidveis latentes abordado por Albert e Chib (1993), onde a varidvel latente possui um
modelo com estrutura de efeito aleatério. Este modelo inclui varias ligacoes assimétricas
e simétricas geralmente usadas como caso especial, além disso, o algoritmo MCMC para

o modelo pode ser facilmente implementado.

Apresentamos neste capitulo o modelo de Chen et al (1999), o modelo probito
assimétrico generalizado e sua abordagem para dados aumentados e os modelos propostos

na TRI-NA por Bazan (2005).

14
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3.1 O modelo de Chen et al

Veremos nesta segdo o modelo proposto por Chen et al (1999) para dados com
resposta dicotomica. Este modelo é motivado pelo uso de variaveis latentes abordado

em Albert e Chib (1993), onde estas varidveis latentes possuem uma distribuigao normal

assimétrica.

Sejam Y = (y1,---,y,) um vetor com n varidveis aleatérias independentes di-
cotomicas, considere também z; = (z;1,- -+ ,x;) um vetor de covariaveis, onde x;; pode
ser 1 (corresponde ao intercepto), 5 = (01, -, Bk) o vetor dos coeficientes de regressao

e X denota a matriz n X k de tracos latentes. Considerando

1, Di
O, 1 — Ps-

Yi =

No tradicional modelo de respostas dicotomicas, assume-se que:

pi = F(p) (3.1)
onde F(-) representa a funcao distribui¢io acumulada e a F~! é chamada de ligagao de
um modelo linear generalizado. O modelo definido por (3.1) é chamado de modelo de
regressao binomial padronizado. Quando F' é a funcgao distribuicao acumulada de uma
distribuicao simétrica a ligacao resultante é simétrica. Mas podemos obter uma ligacao

assimétrica tomando F' assimétrica.

Seja z = (21, -+, 2,)" um vetor de variaveis latentes independentes. Entao o modelo

de ligacao assimétrico proposto é formulado como

0 se z; <0,
1 se z; > 0,
onde

w; e €; sao variaveis aleatoérias independentes, G € a funcao distribuicao acumulada
de uma distribuicao assimétrica e F' é a funcao distribuicao acumulada de uma distribuicao
simétrica. Em (3.3), —oo < A < oo é um parametro de assimetria. Os modelos definidos

pelas equagoes (3.1) e (3.3) possuem vérias propriedades interessantes. Sao elas:
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e Quando A = 0, o modelo de ligacao assimétrico se reduz ao modelo com ligacao

simétrico.

e Quando F' = &, f.d.a de uma normal padronizada e G é a f.d.a de uma normal

truncada com funcao densidade

g(w) = —= exp—{“’;}, w> 0 (3.4)

entao,
a) A distribuigao condicional de z;|w; ~ N(x}5 + \w;, 1).
Prova:

2 = 2,08 + \w;.

Notemos que z;|w; vai depender somente da distribuigdo de ¢;, (pois w; serd um
valor conhecido), como ¢; tem uma fungao distribuicdo de probabilidade normal
padronizada, usaremos o fato de que uma combinacao linear de varidveis aleatérias

normais possui distribuicao normal, logo, z; tem uma distribuicao normal, com
/

Var(zilw;) = Var(z,f + Mw; + ¢;) = Var(e;) = 1.

Logo,
zi|w; ~ N(z;f + Aw;, 1).

b) A distribuigdo marginal de z; é normal assimétrica padronizada com fungao

distribuicao de probabilidades dada por

2 2 — X ﬁ) ( A >
m(z|\) = )P 2 — @ , 3.5
= e (T @ (7t -9 (39)
onde ¢(-) e ®(-) representam a densidade de probabilidade e a fungao distribuigao

acumulada de uma normal padrao, respectivamente .

Existem diferentes formas de se provar este resultado, neste trabalho utilizamos a

expressao de Henze (1986) e o Lema 3.1.
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Lema 3.1 Se S ~ NA(\), entdo S* = V14 X2S ~ NA(0,1+ A2, \), ou seja,
2 s* A
*\ (D AN
f) m¢(m) (m)
Prova:
P(S*<s) = P(VI+AS< :P(S< i )
(579 = Pl <o) -p(s<
d s
. = —|F | ——
o = | ()
- (o)
O OU\VIE ) VIE N
em que f; = 2¢(s)P(As).
2 s A
Logo, fi(s) = o .
080 B0 = et (¢1+A2) ( 1+A28)
u

Tendo em méaos o Lema 3.1, realizamos em seguida a Prova do item b).
Prova do item b):

zi = X8+ Aw; + €.
Considere K; = z; — z.3 = \w; + €;.
Devemos determinar qual a distribuicao de K;.

Pela Proposi¢ao A.3 (Henze, 1986) temos que:

A 1
Vit JVIix )

)\wi + €

Vit

KZ:)\wZ+eZ:>KZ:v1+>\2

Logo,

Ki: \/1—|—)\2ng.

Usando o lema anterior temos que K; ~ NA(0, 1+ A2, \), ou seja,

2 ki A
(k) = L) o (———k
i) \/1+A2¢(\/1+A2) (\/1+A2 )
onde K; = z; — x}3. E portanto z;|\ ~ NA(z!3,1 + X%, \).
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Dois casos especiais dos modelos definidos pelas equagoes (3.1) e (3.3) sdo: o modelo
probito obtido quando é considerado F'(t) = ®(t) e o modelo logito que é obtido quando
t
e

consideramos F'(t) = oo
e

De acordo com a Proposicao 3.1 podemos obter as probabilidades para y; = 0 e

yi = 1.

Proposicao 3.1 Considere a sequinte representacao para y;

0, se z; <0,
Yi =
1, se z; >0,
onde
zZ:x;ﬁ—{—)\wl—i—ez, ’LUZ'NG, EZ'NF,

w; e € $ao varidveis aleatorias independentes, G € a func¢ao distribuicdio acumulada de
uma distribuicao assimétrica e F é a funcao distribuicao acumulada de uma distribuicao

simétrica. A probabilidade do individuo i?certar a questao € dada por:

pi=Plyi=1) = [ F(2.0+ \w;)g(w;)dw; (3.6)
: N
L= pi= Py =0) = [ (1= Falf+ M) glus)dus (3.7)
Prova:

Para provar o resultado dado pela equagao (3.6), basta notar que

1. B(Y)=1P(y;=1)+0.P(y; =0) = P(2; > 0);
2. z;Jw; possui uma distribuicao simétrica;

3. E(Y)=FE{E(Y|W)} (propriedade da esperanca condicional).

EY|W) = P(z > 0lw)
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Assim,
E{E(YIW)} = Plyi=1)= [ F@B+ u)glw)dw e
Plu=0) = 1-Plu=1)=1- [ Flalp+xu)g(w)du

_ / U= P@B+ )] g(ws)dus,

—00

onde g(w;) é a densidade de w;.

3.2 Modelo Probito assimétrico generalizado

Chen et al (1999), apresentam uma versao de verossimilhanca aumentada consi-

derada a partir da equagao (3.6).

LA, ) =TT [ IR+ w1 = Rl )l (). (9

Porém se lembrarmos que z; ~ NA(6), em que 6 = (23,1 + A2, \), podemos obter
uma expressao analitica para p;. Assim, teremos uma ligacao probito assimétrica como a

que é dada no Lema 3.1.

Podemos também considerar a funcao distribui¢ao acumulada da normal assimétrica
padrao dada por Azzalini (1985), para a ligagao probito assimétrica. Neste caso, p; seria

dado pela expressao abaixo

, l‘;ﬁ 0 1 —(Sj
Di = F)\('rz/B) = 2(1)2 ; ) )
0 0 5 1

Y
d; =

VI
Em que F\(:) é a fungao distribuicdo acumulada da normal assimétrica, e como
pode ser visto no Apéndice A esta é representada pela f.d.a da normal bivariada, com

coeficiente de correlacao 0;, [0; < 1| e vetor de médias nulo. (Demonstragao feita em

A2).

Neste caso nao necessitamos utilizar a verossimilhanca para dados aumentados pois

a funcao de verossimilhanca segue a verossimilhanca usual no modelo de Bernoulli.
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Denotamos a ligacao que possui a f.d.a da normal assimétrica padrao por L1 e a
ligacao que possui a f.d.a da distribuigao normal assimétrica como a que é dada pela pelo

Lema 3.1 por L2.

A formulacao dos modelos que seguem as ligacoes L1 e L2 possuem algumas diferen-
cas. Na ligacao L1 nao é necessario considerar uma estrutura linear latente, basta con-
siderar uma distribuicao assimétrica para F. Embora essas formulagoes sejam diferentes

elas sao casos particulares de um modelo mais geral.

A ligacao probito assimétrica generalizada para a modelagem de resposta binaria
considerada por Bazén (2005), tem como casos particulares as ligagoes L1, L2 e a ligagao

probito.

3.2.1 O modelo

O modelo probito assimétrico generalizado é obtido considerando que a distribuicao
da F' em (3.1) é dada pela distribui¢cdo normal assimérica com vetor de parametros 6 =
2\ 2 a d icao, 02 é a d lae\é a
(1, 0%, \), em que u é o parametro de posi¢ao, o2 é o parametro de escala e A é o parametro

de assimetria, ou seja,

Modificando o vetor de parametros da distribuicao normal assimétrica obtemos

alguns modelos como casos particulares, por exemplo:

e Se # =(0,1,0), temos a ligagao probito;
e Se = (0,1+ A% —)\), temos a ligagao L2

e Se 0 =(0,1,)), temos a ligagdo L1 (padrao de Azzalini).

3.3 Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca para modelos probitos assimétricos generalizados é

dada por

n

L(B, 0]y, X) = [ [[Fo(}3)]“[1 — Fo(aiB)) (3.10)

=1
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Como foi dito na Segao 3.2, Fy(z}3), segue uma distribuigdo normal bivariada e para
se calcular esta distribuicao existem alguns algoritmos computacionais disponiveis. Assim

conseguimos através destes, obter a funcao de verossimilhanca para os dados.

3.4 Verossimilhanca aumentada para o modelo pro-

bito assimétrico generalizado

Nest secao apresentamos uma versao de verossimilhanca aumentada para os dados

semelhante aquela dada no modelo probito normal por Albert e Chib (1993).

Consideramos as varidveis latentes auxiliares de modo que:

1.7, >0,
Y = (3.11)
0,7; <0,

onde Z; ~ NA(0), com 0 = (u + z}3,0% —)\). Notemos que para o caso em que =
(0,1,0), temos o modelo dado por Albert e Chib (1993). Optamos por inserir a variavel
latente Z; para evitar o uso da verossimilhanca do tipo Bernoulli, e esta estrutura linear
latente, produz um modelo equivalente ao probito assimétrico generalizado. Entao a
funcao de verossimilhanga para dados aumentados para o modelo probito assimétrico

generalizado ¢ dada por

L(B.01Z,y) = Hfa (Z >0y =1)+ 1(Z; <0)(y; =0)].  (3.12)

Pode-se obter uma verossimilhanca alternativa para o modelo probito assimétrico
generalizado. Para isto serd considerado a seguinte representagao linear latente para Z;.

onde 0* = (u, 0%, —\), os e; sao denotados de acordo com a representagao estocastica de

Henze (1986) dada na Proposigao A.3.
e; = p— ooV, + V1 — 02wy, i=1,---,n (3.14)

em que V; ~ N(0,1)I(v; > 0), e W; ~ N(0,1).
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Observe que
E(e;|V;) = p— odVj, Var(e;|V;) = (1 — 6*)o?,
ei| Vi ~ N(u — adVi, (1 — 6)o?).

De acordo com a representacao dos erros dada na equagao (3.14), temos que
Zi =20+ p— ooV, + V1 — §2W;], assim, considerando ZF = Z;|V;, podemos dizer que
ZF ~ N(2iB 4 p — odv;, (1 — 6%)o?).

A funcao de verossimilhanga aumentada alternativa para o modelo probito as-

simétrico generalizado é dada por

n

L(B,0|1Z,y) = [ [ (273 28 + p — o6v;, (1 = 6%)0%)$(vi) I (v; > 0) L., (3.15)

i=1

onde L, = I(Z; > 0)I(y; = 1) + I(Z; < 0)I(y; = 0).

3.5 Analise Bayesiana

3.5.1 Especificagcao de prioris

Precisamos especificar uma distribuicao a priori para (3 e para 6, consideramos estes

parametros independentes a priori:

7(8,0) = m(8)m(0). (3.16)

Podemos considerar para () as prioris consideradas para o modelo probito normal (ver

Segao 2.3), além de prioris impréprias (w1 () = 1). Para 6, temos:

To(0) = o1 (1) Tz () a3 (N). (3.17)

Assim como Bazan (2005), consideramos para o1 (1) uma distribui¢ao normal, isto

6, 11 ~ N(ug,08) e para mp(c?) uma distribuigao qui-quadrado inversa, ou seja, 02 ~

X (w, k).

Para o parametro de assimetria A\, podemos considerar a parametrizacao 6 = Jliﬁ

De acordo com esta parametrizacao § € [—1, 1] o que nos sugere utilizar uma distribuicao a
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priori uniforme para 4, ou seja, § ~ U[—1, 1], a qual nos induz ao espago paramétrico de A
uma distribuicao t-Student com os parametros de posicao, escala e graus de liberdade
dados respectivamente por 0, 0.5 e 2 (A ~ ¢(0,0.5,2)). Para maiores detalhes ver
Rodriguez (2005).

3.6 Esquema de dados aumentados para o amostrador

de Gibbs

Usando a verossimilhanga dada pela equagao (3.10) e a distribuicao a priori dada em
(3.16) pode-se implementar o procedimento de estimagao bayesiana utilizando a verossimi-
lhanca de Bernoulli, porém, a fim de facilitar a implementacao via MCMC, usamos a
verossimilhanga aumentada alternativa especificada na Secao 3.4, que considera o uso da

forma de Henze (1986) para representar a distribui¢do normal assimétrica.
Z s, By i, 0%, 6 ~ N(2i8 + p — 06v;, (1 — 6*)0°) L,
Vi~ N(0,1)I(v; > 0),
B~ mi(e),
poe~ o (),
o° ~ (),
o~ U[-1,1].

Se ao invés da parametrizacao o, considerarmos a parametrizacao \, teremos

A 1
Z iy M 7027)\NN( +l’l - oy, O'2> ]**a
6N7T1(')7
o~ mar(-),

o ~ 7T22(')7

A~ 1(0,0.5,2),
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onde I, = I(ZF > 0)I(y; = 1)+ 1[(Z; < 0)I(y; =0), B é especificado de acordo com
a sugestao dada na Secao 2.3, e t(u, 02, g), denota a densidade da distribuigao t-Student
com parametros de locacdo, escala e graus de liberdade dados respectivamente por u, o2,

g.

De acordo com estas representacoes hierarquicas podemos implementar o modelo

probito assimétrico generalizado usando o software Winbugs.

3.7 A familia TRI-NA

Como caso particular do modelo probito assimétrico generalizado temos a familia
de modelos TRI-NA (Teoria de Resposta ao Item Normal Assimétrica) dada por Bazan
(2005). Neste caso para nao se ter um modelo super parametrizado, assume-se que g = 0

e 02 =1, ou seja, F)\(-) é a ligagao L1.

O algoritmo de dados aumentados é semelhante ao dado na Secao 3.6, e é descrito
na Subsecao 3.7.5. Na Subsecao 3.7.6, daremos a especificacao de prioris para este caso.

Em seguida mostramos os modelos possiveis dentro da TRI-NA.

3.7.1 Modelos

A familia TRI-NA ¢é formada por modelos probitos que envolvem alguma assime-
tria, esta assimetria pode estar presente na funcao de ligagdo e/ou nas habilidades dos

individuos.

De acordo com as caracteristicas da Curva Caracteristica do Item (CCI) e da funcao

de distribuicao do trago latente (habilidade) podemos obter diferentes modelos na TRI-

NA.

A seguir detalhamos as principais caracteristicas de trés modelos dentro da TRI-NA,

propostos por Bazan (2005).
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3.7.2 Probito Assimétrico-NNormal

Neste caso a probabilidade condicional p;; de uma resposta correta para o item j

dado o valor da habilidade u; correspondente ao i-ésimo individuo é:
pij = Fo(mij) mij = aju; —b;, i=1,---n j=1--k

onde Fy(-) é a fungao distribui¢ao acumulada de uma distribuigdo normal assimétrica de

parametro 6 = (0,1, \).

E conveniente deixar que o parametro de assimetria A seja diferente para cada item,

pois possibilita obter itens com CCI simétricos e assimétricos. Assim podemos escrever

pij=Fy(my) i=1---n j=1,---k (3.18)

De acordo com as propriedades apresentadas no Apéndice A para a distribuicao

normal assimétrica, temos:

Ay ) = ; , , L= 29 .
M i 0 0 —0; 1 A

Em que F),(-) é representada pela funcao distribuicio acumulada da normal bi-

variada, [0; < 1| é o coeficiente de correlagdo da normal bivariada com vetor de médias

nulo.

Note que para A\; = 0, temos F'(m;;) = ®(m;;) que representa o modelo probito

normal.

Na Figura 3.1, mostramos a diferenca que existe na CCI quando consideramos que
a assimetria esta presente, representamos nesta figura cinco curvas, os parametros dos
itens a e b possuem os valores a = 1 e b = 0. A curva do meio indica um modelo sem

assimetria, ou seja, neste caso teremos A\ = 0.

Neste modelo consideramos que a varidvel latente U; ~ N (1, 0?), ou seja, as varidveis
latentes associadas com os individuos que fazem o teste sdao “bem comportadas”. No
entanto, como foi dito no Capitulo 1, ao se tratar de dados relacionados a conduta
humana é pouco realista supor que estas habilidades se comportam de maneira similar

(sem variabilidade).
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FIGURA 3.1: CCI probito assimétricos para a=1, b=0, e diferentes valores do parametro
de assimetria A = —2,—1,0,1, 2.

Interpretacao dos parametros na TRI- NA

Ao olharmos para a Figura 3.1, notamos o comportamento de \ para diferentes
valores. Quando A assume valores negativos, ao considerarmos alunos que possuem baixa
habilidade um pequeno acréscimo na habilidade aumenta consideravelmente a probabili-
dade de acerto. Ja quando \ assume valores positivos notamos que um pequeno acréscimo
na habilidade de alunos que possuem alta habilidade ocasiona um grande aumento na
probabilidade de acerto, neste caso \ esta bonificando alunos com alta habilidade enquanto

que A negativo bonifica alunos com baixa habilidade.

Nao comentamos a interpretagao dos parametros a; e b; na TRI-NA, devido ao fato
desta ser totalmente semelhante a interpretagao dos parametros no modelo PN visto na

Subsecao 2.1.2.
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3.7.3 Probito Normal-Assimétrico

Neste modelo estaremos levando em consideragao que geralmente as variaveis la-
tentes nao sao bem comportadas, assim a diferenca deste modelo para o modelo citado
anteriormente na Subsegdo 3.7.2 é que neste caso, teremos p;; = F(m;;) = ®(my;), ou
seja, neste modelo a probabilidade de um individuo ¢, 7 = 1, - - - , n responder corretamente
um item j, 7 = 1,--- , k, dado o valor da variavel latente u;, corresponde a f.d.a de uma

distribuicao normal.
Além disso, a variavel latente u; tem uma distribuicao normal assimétrica
2

Neste caso, o parametro de assimetria nao muda de um individuo para o outro, pois,
segundo Bazéan (2005), esta é uma propriedade da distribui¢ao da varidvel latente para a

populacao completa da qual o individuo é extraido.

3.7.4 Probito Assimétrico Normal Assimétrico

Este modelo é mais geral e inclui todos os outros como casos particulares. Neste
modelo, além de termos Fy(m;;) onde Fy(-) é a funcao distribuicdo acumulada de uma
distribuigao normal assimétrica de parametro § = (0, 1, A) consideramos que as habilidades

u;, possuem uma distribui¢ao normal assimétrica, ou seja

Pij = F)\j = 2(1)2 ) s (Sj =7 (319)
0 0 —5; 1 NIEDY
U; ~ NA(jg, 08, K). (3.20)

Com este modelo encerramos a apresentacao da familia TRI-NA apresentada por
Bazan (2005). Em seguida, mostramos a teoria necessaria para implementar estes mode-

los.

3.7.5 Algoritmo de dados aumentados na TRI-NA

O algoritmo mostrado a seguir é similar ao apresentado neste trabalho para o modelo

probito normal e é um caso particular do algoritmo dado na Secao 3.4.
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Proposicao 3.2 O modelo TRI probito assimétrico, envolvendo k itens e n individuos,
com y;; ~ Bernoulli(p;j) e pi;; = Fa(mi;) na qual m;; = aju; — b;, € equivalentemente
definido considerando que

1, Zz'j >0,

Yij = (3.21)

07 ZZ] S Oa
em que Z;; ~ NA(f), com 8 = (m;j,1,—\;)i=1,--- ,nej=1,--- k.
Prova: Devemos mostrar que ao considerar esta estrutura de dados aumentados, temos

um modelo similar ao proposto para TRI probito assimétrico.
pij = P(Yi; = 1u, ,\) = P(Zij > 0lu, B,\) = 1 — F\(2) = F\(—2)

x Pela propriedade D dada em A.1.
Assim, p;; = F\(—=2).

Introduzimos a variavel latente Z;; para evitar de se trabalhar com a verossimilhanca do
tipo Bernoulli. De acordo com a proposicao apresentada acima podemos escrever a fungao

de verossimilhanca aumentada para o modelo TRI probito assimétrico como
L(U,a,b,\D) = [[[] fo(Zi)[1(Zij > 0)I(y; = 1) + 1(Zi; < 0)I(yi; = 0)],  (3.22)

onde 0 = (m;;,1,—X\;), D = (Z,y).

Podemos escrever a funcao de verossimilhanca aumentada de uma maneira alterna-

tiva, como especificado na Se¢ao 3.6, que facilita a implementagao via Winbugs.

Proposicao 3.3 O modelo TRI probito normal assimétrico, com k itens e n individuos,
com y;; ~ Bernoulli(p;j) e pi; = Fax(mi;) na qual m;; = aju; — b;, € equivalentemente

definido considerando que

0
Yij = (3.23)

em que Z;; ~ N(—=0,;Vij +my;, 1 — (5?), e Vj; possui uma distribui¢ao normal truncada a

esquerda, isto é, Vi; ~ N(0,1)I(v; >0),j=1,---,k ei=1,--- ,n.
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Prova: A probabilidade do individuo ¢ acertar a questao j dada a varidvel V;;, o vetor

de parametros dos itens e a habilidade é dada por

P(yU = 1"&,5, )\,'Uij) = P(ZZ > O|u,ﬁ, )\,’Uij)

_ p [ 2O Ogvy) (i — dvy)

J1-o J1- o

considere X;; como a varidvel Z;; padronizada, assim,

= P|-X;<

= pijlvyg = @

pij = /0 o | =1 f(vij)dvij-

De acordo com a Proposicao A.4, podemos dizer que:

pij = Fa(mij).

3.7.6 Especificacao de prioris

Precisamos especificar uma distribuicao a priori para (3, u e A. Consideramos estes

parametros independentes a priori:

(B, u, A) = w1 (B)ma(u)m(N). (3.24)

De acordo com as propostas usualmente consideradas na literatura, assumimos inde-
pendéncia a priori entre os itens e a habilidade dos individuos.

k n

(B, u, A) = H 915(3) 92 (A;) H g3i(ui), (3.25)

j=1 i=1

em que glj(ﬁj) = gllj(a'j)gl2j<bj)'
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Como foi proposto no Capitulo 1, consideramos que g¢11;(-) possui a densidade da
normal positiva, ou seja, a; ~ N(ptq,02)I(a; > 0),7 =1, , ke g1g;(-) possui a densidade
da N(0,02),j = 1,--- ,k e portanto g;(-) é a densidade da Ny(ug, X5), com vetor de

2
o; 0

médias pg = (e, 0) e matriz de covariancias g =
0 of
Para gs;(u;) consideramos a densidade da NA(6),i = 1,--- ,n com 0 = (0,1,k) e

g2;(-) com densidade NA(w), com w considerado fixo.

3.7.7 Distribuigoes condicionais completas

De acordo coma as prioris especificadas na Subsecao 3.7.6 e com as versoes de
verossimilhanca aumentadas da Subsecao 3.7.5, podemos obter as distribuicoes condi-

cionais completas necessarias para implementar os modelos probito assimétricos.

Proposicao 3.4 De acordo com a func¢ao de verossimilhanc¢a aumentada dada pela equagao
(3.12) e com as distribuicoes a priori dadas na Subse¢io 3.7.6. Na familia TRI-NA, as
distribuicoes condicionais completas para as varidveis dos modelos probito assimétricos

sao dadas por:

L. 7(Zi;|Us, By, Nj, y) o< dna(Zijymag, 1, =),
em que I = [](Z” > O)I(yw = 1) + I(ZZ] < O)](yzj = 0)]

2. (Ui Zij, By, Njy y) o dna(Us, mus,, v, )00 (U)
onde (U;) = [1}_, ®(—X;Zi; + b; — Uia;)(kU;) com
S ai(Ziy+b) 1
S Y I A T S
3. w(B5|U, Zj, Aj,y) o< 92855 mg,, v, )b (65)
onde (5;) = [T, (N Zi; — Wip))
com mg, = [W'W + S5 W'Z; + 55" ugl, v, = [WW + 5517

mUZ. =

a O'CQL 0
em que fig = ! , Yig = e W = (u,—1) com Wi} = (U, —-1)
0 0 of

4. o(N|U, Z;, Bj,y) o d2(Nj)Y(A;) em que
V(Aj) = [Timy (=Ai(Zij — miz))@(wA;)
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Prova: De acordo com a equacao (3.22) e as prioris especificadas na Subsegao 3.7.6,

temos que a distribuicao conjunta a posteriori é dada por

fU.B,y,A,2) = f(Z\Uﬁ Ay FULG A 9) F(BIA y) f(Aly)

= HH¢NA iy Mg, 7)\')IX

=1 j=1

n k

[T ona(Wi k) [T 6208, 116, L) dna(As, w) (3.26)
i=1 i1

Para provarmos os itens basta olhar a distribui¢ao conjunta dos dados considerando apenas

o nucleo, o que nos fornece para o item 1

W(Zij|Uia6j7 ]7 )OC¢NA( Z]?ml]717_)\j)[

No item 2 teremos

( | Zjﬂﬂjﬁ i Y )O(Hz IH] 1¢NA( ij5 Mgy 1, )]Hz 1¢NA<Ul=k)
Substituindo ¢y 4 por 2¢(-)®(-), temos

(Uil Zij, Bjs Ajy y) o< 20(Zij — mig)®(=AZij — mij))2¢(Us) @ (kU;)

em que ¢(Z;; —my;)¢(U;) pode ser escrito como

n k
-1
H H exp {7 (ZZ] — 2Z¢j(ajui + bj> + CL?U? — Qajui + b? + U?)}

x eXp{_?lZ <U3(1+Z%2‘)—QUiZaj(ijrZij)) }

i=1 j=1 j=1
o { AT S 1, Tt 2]
' ' (1+Zj:1aj>

2 ,
=1

Completando os quadrados, temos

-1 - Z] 1a](b +Z1])
R

(4L r, a2) i=1

Assim ¢(Z;; — my;)o(U;) o< ¢(Us, my,, vy,) em que
Sy a;(by + Zi) o

VY, = =
(1+ 35, a}) (4T

my, =
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Logo,

W(Ui’aZijaﬁja)\jay) X (I)(_)‘<Zij_mz’j))q)(kUi)¢(UiamUiavUi)

o ¢(Ui, my,, vy,)Y(Us)

O item 3 segue de resultados de Modelos de Regressao, Neter et al (1983). Para o item

4, temos:

n k k
sMIU, Z, Byy) o [T ] owalZijimis, 1 = 6;) [] éna(hy, w)

i=1 j=1 j=1

o H H O(Zij, mij)P(=A;(Zij — mij))p(A;)P(wA;)
P(N) H D(—A;j(Zi; — my))) 2(wA;)
UIOVILUIONY

Note que as distribuigoes condicionais obtidas na proposi¢cao acima nao correspon-
dem a um procedimento direto do amostrador de Gibbs, somente a primeira condicional
tem forma “fechada’”, ou seja, essas condicionais nao sao identificaveis, necessitando assim
de um algoritmo diferente do Gibbs para fazer a simulacao. Quando isto ocorre pode-se

usar, por exemplo, o algoritimo de Metrépolis-Hastings.

3.7.8 Implementacao MCMC

Baseados na fungao de verossimilhanga aumentada alternativa dada por (3.15),
um algoritmo computacional é desenvolvido para a familia TRI-NA. Este algoritmo é

facilmente implementado no programa Winbugs.

Para a parametrizagao 9, obtemos:
Z:;|'LL1, aj, bj, 5]', Yij ~ N(mw — 6jvij7 1-— 5])[**,

U; ~ NA(k);
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aj ~ N(ptq, 02)I(a; > 0);
bj ~ N(0,07);

5j ~ U[—l, ].]

Em que L. = [[(Z}; > 0)[(y;; = 1) + [(Z}; < 0)I(yi; = 0)].
Para a parametrizacao A, obtemos:

by 1

V;"?
1+ A2 U1+ N

Vij ~ N(0,1)1(v; > 0);

* .
Zij]ui,aj,bj, )\jayij ~ N mij — I**,

aj ~ N(pa, 07)I(a; > 0);
b ~ N(0,07);
1

Em que .. = [[(Z}; > 0)I(y;; = 1) + I(Z; < 0)I(yi; = 0)].

Algumas das aplicacoes realizadas nesta dissertacao foram feitas com base nestas

estruturas hierdrquicas.



Capitulo 4

Teoria de Resposta ao Item

t-Assimeétrica

Sabemos que a distribui¢ao normal nao identifica pontos discrepantes. Assim quando
temos um conjunto de dados onde existem alunos que acertaram todas as questoes e/ou
alunos que erraram tudo, sugerir que a habilidade ou a CCI tenham uma distribuicao
normal pode nao ser uma boa alternativa. Tentando sanar este problema propomos
a utilizagao da distribuicao t-Student para a CCI, considerando que esta distribuigao é
muito mais robusta a pontos discrepantes que a distribuicao normal, devido a suas caudas

serem mais pesadas.

Assim o problema inicial que enfrentamos é a escolha dos graus de liberdade (g.1)
da distribuicao t-Student. Albert e Chib (1993), sugerem que seja utilizado a distribuigao
t-Student com 9 g.] quando queremos que esta se pareca com a distribuicao logistica,
porém, o nosso interesse é que a distribuicdao t-Student apresente caudas mais grossas
para identificar os pontos discrepantes presentes nos dados. Observando a Figura 4.1
que apresenta graficos que comparam a distribuicao normal padrao com a distribuicao
t-Student para diferentes graus de liberdade (g.l) verificamos que conforme diminuimos
os g.l conseguimos engrossar as caudas da distribuicao t-Student, e que para graus de
liberdade maiores teremos um comportamento similar ao obtido pela distribuicao normal

padrao.

34
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T-Student com 2 g. T-Student com 4 g.1

Quantil amostrall
|

Quantil amostral
|

I I I I I I I I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Quantil tedrico Quantil tedrico

T—-Student com 8 g.| T—-Student com 16 g.l

Quantil amostral
|

Quantil amostral
|

I I I I I I I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Quantil tedrico Quantil tedrico

FIGURA 4.1: Densidades para diferentes gl da distribuicao t comparados com a

densidade da distribuicao normal padronizada.

Assim notamos que seria interessante o uso de valores baixos para os g.l da dis-
tribuicao t-Student, para que esta identifique os pontos discrepantes presentes no conjunto

de dados em estudo.

De acordo com o que foi visto no Capitulo 3, sabemos que o modelo probito
assimétrico generalizado é obtido considerando que a distribuigdo da F' em (3.1) é dada
pela distribuigao normal assimétrica com vetor de parametros 6 = (u,0% \). O que
pretendemos aqui é fazer com que esta funcao, que representa a CCI, tenha uma funcao
distribuicao de probabilidade acumulada da t-assimétrica e a habilidade U;, uma dis-

tribuicao normal assimétrica.

Na Secao 4.1 descrevemos algumas caracteristicas da distribuicao t-assimétrica para
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podermos na Secao 4.2, desenvolver o modelo probito t-assimétrico. Os resultados obtidos

sao discutidos na Secao 4.4.

4.1 Distribuicao t-assimétrica

A distribuicao t-assimétrica é uma subclasse importante da familia de distribuicoes
elipticas assimétricas, como pode ser visto no Apéndice B. A densidade de uma variavel

Z com distribuicao t-assimétrica é dada pela equagao (B.5).

Para provar alguns resultados desta secao usamos o Lema 4.1 dado por Azzalini e

Capitanio (2003).

Lema 4.1 Se V ~ G(v¢,§), entdo para qualquer a, b, € IR

Ev {cp(aWJr b)} = P(T" < a\/4/€) (4.1)

em que T possui uma distribuicao de probabilidades t-Student com parametro de nao
q p

centralidade —b e 21 graus de liberdade.

A demonstracao deste Lema pode ser encontrada em Azzalini e Capitanio (2003).

Uma importante caracteristica da distribuicao t-Student, é que esta pode ser re-
presentada como a mistura de normais. Para maiores detalhes consultar Johnson e Kotz
(1970). Este resultado também é valido para obtermos a distribuigao t-assimétrica, mas ao

invés de utilizarmos uma distribuicao normal, usamos a distribuicao normal assimétrica.

Teorema 4.1 (Teorema da representagao estocastica da t-assimétrica) Conside-

re as varidveis aleatorias V e Z independentes, tal que V ~ G (g, %) e Z ~ NA(N). Entao

a varidvel Y = W possut uma distribuicao t-assimétrica com parametro de assimetria

A e v graus de liberdade.

~ LA(0, 1\, ). (4.2)

=
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Prova:

RG) = POV <o) =Pz 2y = [T P(Z2<0hyv=o) pojao

fry) =

De acordo com o Lema 4.1, obtemos: a = \y, b=0, ¥ = 2L ¢ = %y?, gl=v+1.

OGS fr D?T}
:>fY(y) - 21_‘(%)\/% <V+y2 7V<§1P T S)‘y V+y2
2

Usando o Teorema da representagdo estocastica da t-assimétrica (4.1) e o Lema 4.1,

podemos obter a f.d.a da t-assimétrica, e esta é dada pelo Teorema 4.2.

Teorema 4.2 A funcao de distribuicio acumulada (f.d.a) da varidvel aleatéria X, em

que X ~ tA(0,1,\,v), é dada por:

Amn(ﬁ%ﬁ)mmww (43)



4. Teoria de Resposta ao Item t-Assimétrica 38

em que 71" é a f.d.a de uma distribuicao t-Student com v g.l e parametro de nao centralidade
ow

Vie

Prova:

Z
Considere X = ——, como no Teorema 4.1,

N
P(X<z) = P(V’%Z <zx)= /OO P(Z < :r;v%|V =) fv(v)dv

A
V14 A2

[l ( v = UW—M)fv()dvfw()
- /OOO [/000‘1) (%) Frr(v) dv] Fw (w) dw

T b — —ow

Vi 1=
= Fx(z) = /OOOP<T’ 1_52>
- [T () s

em que 7T, é a f.d.a de uma t-Student com v g.l e parametro de nao centralidade —b =
ow

Vie

/ (5W—|—\/1—52Y<xv%|V:v)fv(v)dv com 0 =

De acordo com o Lema 4.1, obtemos: a =

e g.l=v.

Teorema 4.3 A funcdo de distribuicio acumulada (f.d.a) da varidvel aleatoria X, em

que X ~ tA(0,1,\,v), pode ser, alternativamente, dada por:

Fy=2T ’ ! b A (4.4)
X = 2 ) ) = ) .
T 0 -5 1 V1+ A2

em que Ty representa a f.d.a da t-Student com vetor de médias nulo e com coeficiente de

correlagio —6, | — 6 < 1|.

Prova:

Z
Considere X = ——, como no Teorema 4.1,

VV
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De acordo com a Proposigao A.5, podemos escrever Z = Y5|Y; > 0, em que (Y7, Y3) ~ Ny

com densidades marginais padronizadas e coeficiente de correlagao 9. Assim,

P(X<z) = P(V Yy <azlV; >0)
P(V=2Yy < x,Y; > 0)

P(Y; > 0)
N 41 0
= 2P{ V2 <
Y, T
0
= 2PT < ,
x

em que 71" possui densidade t-Student. Logo,

= Iy =21 ;

De acordo com estes Teoremas, percebemos uma grande similaridade da distribuicao

t-assimétrica com a distribuicao normal assimétrica, o que facilita a obtencao do modelo

probito t-assimétrico, como veremos a seguir.

4.2 Verossimilhanca aumentada para o modelo pro-

bito t-assimétrico na TRI

Nesta secao, desenvolvemos o modelo probito t-assimétrico abordando variaveis la-

tentes auxiliares como no capitulo anterior. Esta estrutura possui caracteristicas similares

as apresentadas pelos modelos probito assimétricos, como veremos a seguir. Analoga-

mente ao Capitulo 3.4 consideramos as varidveis auxiliares como na equagao 3.11, porém

assumimos que:

Zij = myj + ey,

eithA(O,l,—)\j7l/>7 i:17...’n7j:1’...’k.

(4.5)
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Sabemos de acordo com o Teorema 4.1 que a distribuicao t-assimétrica pode ser
escrita como uma mistura da Normal Assimétrica, assim podemos escrever os erros da

forma:
Cij = \/Vinij»
emque Vi ~GI(%%) e X;~NA-N).
Reescrevendo Z;;, obtemos:

Zi' = My, + \/Vinij, Zij ~ tA(mij, 1, —)\j, V) (46)

Note que Z;;|Vi; = vi; ~ NA(myj;,vi;,—A;). Ao considerarmos a representacao de Henze
(1986) apresentada na Proposicdo A.3 para a varidvel X;;, facilitamos a maneira de

representar a varidvel Z;;.
Zl’j = mij — \/vz]((S]R'Lj + 1— 532WU)7 (47)

onde Rij ~ N(O, 1)[(7’” > 0) e Wij ~ N(O, 1)

Seja Z;; = (Z;|Vij, Rij), note que:

Zj; ~ N(mij — 8 1451/05, vi(1 = 57)). (4.8)
Logo, a funcao de verossimilhanca para dados aumentados D = (Z,V,R,y) no

modelo t-assimétrico, em que Z,V, R, sao matrizes n x k é dada por:

n k
LU, B,81D) = TITI (% mis = 6irij /i, vig(1 = 67)) x

i=1 j=1

G(rij;0, 1)1 (ri; > 0) f(vig) I’ (4.9)
onde f(v;;) ¢ a f.d.p de uma distribui¢ao GI (%,%) e I' = I(Z; > 0)(y;; = 1)
+ 1(Z}; < 0)I(y;; = 0).

Considerando Z;; como em (4.8), e usando o Lema 4.1, dado por Azzalini e Capitanio

(2003), podemos obter facilmente a distribuigao de p;;.

Proposicao 4.1 O modelo TRI probito t-assimétrico, com k itens e n individuos, com
Yij ~ Bernoulli(p;;) e pi; = Fra(myj, 1, —\;,v) na qual m;; = aju;—b;, € equivalentemente

definido considerando que
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1,Zi; >0,
Yij = (4.10)
07 Zz/] S 07
em que Zj; ~ N(mg;—0;Rij\/Vij, (1=07)Vy;), Vi; possui uma distribuiao gama invertida,
isto é, Vj; NGI(2,2) eRj;j~NOLI(r;>0)j=1,---,k ei=1,---,n
Prova: A probabilidade de que o individuo 7 acerte a questao j dadas as varidveis Vj;,

R,

ij» 0 vetor de parametros dos itens e as habilidades ¢ dada por
pij(vij,ri;) = Plyi; = 1|u, B, \) = P(Zj; > Olu, 3, \)
_ p Z/ (mw (5 ’I“Z]1 /Uz]) mij — 5]'7’@‘]" /vij

A/ (1 —=065)vy v/ (1 —=065)vy

Zi; — (mij — 657i5,/Vij)
(1 — 0%)vi

Considere X;; =

X, < TTLZ'j — 53‘7’,'3'\/@

pij(vij,rij) = P

(1= 0F)vy
_ g | MY
(1= 67)vy
mij B 5jrij 1

, considere VI = —

JA=wy  /1-3 vy

Assim a probalilidade do individuo i acertar a questao j é dada por

e [ Mg /vy 074 N g
pz‘j:/o /ch Lt - | g(vy) duyy | f(rg) dr,

\/1—55 \/1—5]2.

em que f e g representam respectivamente as f.d.p de R;; e V7. Usando o Lema 4.1,

temos:

pij = / P T, S L f(rij) dTij, T/ ~t ]—, 1, 1%
0

,/1—5? ,/1—5?

= Dij = / T, | —= f(rij) drij.
0
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Portanto, usando o Teorema 4.2, podemos dizer que,

pij = Fia(mij, 1, =\, v).

De acordo com a equacdo (4.2) podemos escrever p;; como uma mistura da f.d.a
de uma t-Student ponderada pela normal truncada. Esta representacao é similar a que
Bazan (2005) obteve usando a normal assimétrica, ver Proposicao A.4, consequentemente

as Proposicoes 4.1 e 3.3 sao similares.

4.3 Estrutura Hierarquica

Consideramos para os parametros do modelo t-assimétrico as mesmas prioris uti-
lizadas na familia TRI-NA, assim a estrutura hierarquica necessaria para realizar o pro-

cesso MCMC via Winbugs é dada abaixo.
Zz{j|/6j7 Ui, 5j7 yij ~ N(m” — (Ssz‘j\/Uij,’Uijl — (%2)1/,

Rz’j ~ N(O, 1)](T’Zj > O),

v v

Vi~ GI(53):

U; ~ NA();
a; ~ N(pa, o)1 (a; > 0);

bj ~ N(0,03);

5j ~ U[—l, 1},

Essa estrutura foi utilizada na implementacao dos modelos t-assimétricos no Capitulo
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4.4 Discussao

Neste Capitulo é proposto uma nova ligacao assimétrica para os modelos probitos
com distribuicao acumulada da t-assimétrica. O uso desta distribuicao é interessante, pois
além de detectar a assimetria presente nos dados, podemos detectar a presenca de pontos
discrepantes. O que é muito comum ocorrer na area educacional. Por exemplo, podemos
ter uma sala de aula com alunos que tenham um bom rendimento num determinado teste,
mas um ou dois alunos podem nao ter apresentado o mesmo rendimento da maioria.

Nestes casos seria interessante o uso desta nova ligagao.

Uma caracteristica importante desse novo modelo é a existéncia de uma similaridade
entre a Proposicao 4.1 e a Proposicao 3.3 dada por Bazan (2005). A Proposicao 4.1 poderia
ser vista como uma “extensao” da Proposicao 3.3 quando os graus de liberdade tendem

a0 infinito.



Capitulo 5

Aplicacoes

Estamos interessados em ilustrar os procedimentos de estimacao discutidos nos
capitulos anteriores, para isto realizamos aplicacoes em 2 conjuntos de dados distintos.
Para realizarmos essas aplicacoes, utilizamos os softwares estatisticos livres: R e Winbugs.
O R foi utilizado para a obtencao da andlise descritiva dos dados e para obter as estima-
tivas de interesse (parametros dos itens e habilidade média) no modelo PN. O Winbugs
foi utilizado para obter as estimativas de interesse nos modelos da familia TRI-NA e

t-assimétrico.

Devido a grande quantidade de modelos possiveis dentro da TRI, usamos alguns
métodos de selecao de modelos. A definicao destes métodos pode ser encontrada na Se¢ao

5.1

Os programas e banco de dados utilizados se encontram no Apéndice C.

5.1 Selecao de Modelos

5.1.1 DIC (Deviance Information Criterion)

O DIC para a selecao de um modelo é definido por:

DIC = D + pp. (5.1)

Como pode ser visto na equagao (5.1), o DIC possui dois termos, um que mede a

44
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penalidade pelo aumento da complexidade do modelo, ou seja, através do ntimero efetivo
de parametros pp e outro que mede a bondade do ajuste e é definido pela esperanca

condicional da deviance, como é mostrado a seguir:

D = E[D(B,u)] = E[-2Inp(Y =y|B,u)], (5.2)

onde y denota a resposta observada de Y, u sao os parametros associados a habilidade

dos individuos e B sao os parametros associados aos itens.

O termo que mede o nimero efetivo de parametros, pp, é definido como a diferenca
entre o desvio médio a posteriori (posteriori mean of deviance) e o desvio bayesiano dos
esperados a posteriori (deviance of posteriori mean) obtido considerando os valores médios

e esperados a posteriori dos parametros do modelo, como é mostrado a seguir
pp =D — D[E(B), E(u)]. (5.3)
Assim, podemos reescrever o DIC, como

DIC = D—i—pD
— 25(D(8,w)] - DIE(B), B(w) 5.4)

O modelo que tiver o menor valor do DIC sera considerado o melhor modelo. Para um

estudo mais profundo sobre este método, ver Spiegelhalter et al. (2002).

5.1.2 Pseudo Fator de Bayes

Um método em Inferéncia Bayesiana para a comparacgao de dois modelos é o calculo
do Fator de Bayes (FB).
my(y)
ma(y)’

onde m;(y) é a densidade marginal preditiva de y sobre o modelo M;,7 = 1, 2.

FBiy = (5.5)

maly) = / pi(y]6:)m(6,) db,

Um Fator de Bayes maior que um sugere que a selecao do modelo 1, enquanto que
um valor menor que um sugere a sele¢ao do modelo 2, (Sung e Kang, 2006). Pelo fato

do Fator de Bayes ser sensivel a especificacao de prioris 7(6;), ver O’'Hagan (1995), varios
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autores propoe, por exemplo, o uso do Pseudo Fator de Bayes. Este foi proposto em

1979 por Geisser e Eddy e é baseado na densidade preditiva p(y;|y—s)), onde y_;) =

(91792,"' y Yi—1,Yit1, - 7yn)-

O pseudo Fator de Bayes para a selecao de dois modelos pode ser calculado com o
uso da estatistica CPO. Essa estatistica é definida como a densidade preditiva marginal

a posteriori de y; dado y_;.

-1
CPO; = p(yily-i) = {Eeym} (5.6)
O logaritmo da estatistica CPO é conhecido como verossimilhan¢a pseudo marginal (LPML),
isto é, .
LPML = "log(CPO;). (5.7)
i=1

A relacao entre o pseudo fator de Bayes e a verossimilhanca pseudo marginal é dada pela
expressao

PFB = exp(LPMLy — LPM L) (5.8)

onde 1 e 2 sao os modelos a serem testados.

5.1.3 Soma dos quadrados dos residuos

Assim como em Bazan (2005), usamos as somas dos quadrados residuais latentes a

posteriori, isto é

n k
SQRL=Y "> ¢ (5.9)

i=1 j=1
em que 6z‘j - ezg|ﬁj) ij7 Zz]u Uz]-
Esse método de selecao é muito sensivel. Caso tenhamos algum modelo que nao

apresente distribuicao normal, que apresente pontos discrepantes, este nao sera um método

apropriado para utilizar na escolha de modelos.

5.2 Aplicagao 1

O conjunto de dados utilizado nesta secao corresponde a um teste de matematica

que contém 14 itens e foi aplicado a 131 alunos de sexta série de escolas peruanas. O



5. Aplicagoes 47

programa e os dados utilizados para obtermos as estimativas de interesse foram dados por

Bazén, (2005).

Antes de fazermos qualquer analise bayesiana, seria interessante fazer uma anélise
descritiva dos dados. Para isto faremos um resumo das estatisticas dos escores (quantidade
de questoes certas por aluno) do teste de matemadtica. Estas estatisticas sdo dadas na

Tabela 5.1.

TABELA 5.1: Estatisticas dos escores

Media 10.83969 Mediana 11
Variancia 3.45872 Desvio Padrao  1.859763
Min 5) Max 14
assimetria -0.8042115 curtose 0.5139686

De acordo com os valores da Tabela 5.1 podemos dizer que os alunos parecem ter
uma alta habilidade, pois em média eles acertaram 10,8 questoes dentre 14, além disso
temos a presenca de assimetria a esquerda (parametro de assimetria negativo), o que

indica a presenca de escores altos. Isto pode ser observado na Figura 5.1.

35 7 —
30 —
25 —

20 —

Frequéncia

15 —

10 —

—
T T T T T T T T T T
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Ndamero de acertos

FIGURA 5.1: Histograma dos escores.

Ao olharmos para o boxplot do vetor de acertos (escores), podemos notar a existéncia
de pontos atipicos. Isso se deve aos dois alunos que acertaram somente cinco questoes,

enquanto que a média de acerto foi maior que dez.
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12

10
|

FIGURA 5.2: Boxplot dos escores.

5.2.1 Aplicacao ao modelo PN

Utilizamos uma proposta bayesiana considerando o esquema DAGS (Data aug-
mented Gibbs sampling) como mostrado na Se¢ao 2.4 para o modelo probito normal,

usando o conjunto de dados em questao.

Algumas prioris para os parametros dos itens sao citadas na literatura. Como foi
dito na Subsecd@o 2.1.2, o parametro de discriminagdo (inclinacdo) a;, assume somente
valores positivos pois a CCI é uma fungao nao decrescente de u;, assim dentre as varias
prioris especificadas na literatura para os parametros dos itens utilizamos nesta se¢ao
a priori dada por Sahu (2002), que considera uma distribuigdo normal positiva para
a; e uma distribui¢cao normal para b; como é mostrado na Tabela 5.2. Utilizamos a
notacao N(0,1)I(a; > 0) para indicar uma distribui¢ao normal assumindo somente valores

positivos com média 0 e variancia 1.

E importante considerar prioris préprias para os parametros dos itens, pois estas
garantem que as posterioris para o modelo sejam proprias, ou seja, sua funcao densidade

de probabilidade integra 1, Albert e Ghosh (2000).
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TABELA 5.2: Priori para os parametros dos itens

Priori 1 || a; ~ N(1,0.5)I(a; > 0) b; ~ N(0,2)

O procedimento de estimacao bayesiana usando DAGS como proposto na Segao 2.4
foi implementado usando o software R. Utilizamos um valor de descarte (burn-in) igual a
4000, periodo necessario para o aquecimento das cadeias, e foram feitas 100000 iteragoes
apos o descarte com um salto (“thin”) igual a 50, tamanho necessério para diminuir a
autocorrelagao existente entre os valores amostrados, gerando uma amostra de tamanho
2000. Além disso, usamos duas cadeias paralelas e verificamos a convergéncia através

visualizagao do gréfico de Gelman e Rubin mostrado na Figura 5.3.

Grafico de Gelman e Rubin para a12 Grafico de Gelman e Rubin para b12
e — median = _] — median
= ] .-'”'n -—- 97.5% = - 87 5%
L] S & = = ."I' -
in} : o :
L] =
1 ] 1 ] ! I [ I I I
0 a00 1000 1500 2000 1] s00 1000 1500 2000
teracdes teracies

FIGURA 5.3: Teste de convergéncia para os parametros a[12] e b[12].

A densidade empirica e o histérico das cadeias podem ser vistos na Figura 5.4. De
acordo com as densidades apresentadas, podemos dizer que estas apresentam uma unica
moda e em relagao ao historico notamos que as cadeias convergem a um valor estacionario.
O teste de Gelman e Rubin foi efetuado e verificou-se a convergéncia para todos os
parametros do teste. E importante deixar claro que foi escolhido um item arbitrario para

mostrar que a distribuicao a posteriori dos parametros converge a um valor estacionario.
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FIGURA 5.4: Densidade, histérico e autocorrelacao da cadeia para os parametros do item

12.

De acordo com as estimativas dos parametros dos itens apresentadas na Tabela 5.3,
podemos concluir que o item 12 é o item mais dificil da prova, pois b[12] apresenta o
maior valor e que o item 11 é o mais facil. Em relacao ao parametro de discriminacao
podemos dizer que o item 9 é o menos discriminatério enquanto que o item 11 é o mais
discrimatorio. Gréficos para os itens 9,11,12 com suas respectivas CCI sao apresentados

na Figura 5.5.
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TABELA 5.3: Estatisticas do modelo Probito Normal

node mean sd  MC error 2.5% median  97.5%
a[l]  0.562 0.242 0.003 0.13 0.542 1.086
a2 0245 0215 0.003 -0.154 0232  0.682
al3]  0.519  0.225 0.003 0.12 0.503 1.01
a[4]  0.903 0.359 0.005 0.318 0.895 1.717
a[b]  0.501 0.252 0.003 0.054 0.482 1.044
al6] 0.305  0.186 0.02  -0.043 0.299  0.703
a[7f]  0.713  0.319 0.005 0.168 0.681 1.421
a[8]  0.985 0.354 0.005 0.401 0.949 1.76
a[9]  0.093  0.196 0.003  -0.274 0.08  0.508
a[l0] 0.483  0.245 0.003 0.036 0.467  1.008
a[l1] 1.285 0.401 0.006 0.580 1.25 2.15
a[l2]  0.341 0.198 0.003 -0.015 0.328 0.761
a[l3]  0.509  0.242 0.003 0.088 0.490 1.03
a[l4]  0.435 0.310 0.004 -0.1070 0.409 1.1063
b[1] -0.906 0.156 0.002 -1.223 -0.899 -0.622
b[2] -1.079 0.143 0.002 -1.368 -1.075  -0.814
b[3] -0.031 0.123 0.001  -0.268 -0.032  0.210
b[4] -1.920 0.348 0.006  -2.752 -1.874  -1.363
b[5] -1.228 0.181 0.002 -1.618 -1.215  -0.914
b[6] 0.346  0.119 0.001 0.113 0.348  0.585
b[7] -1.631 0.269 0.004 -2.262 -1.6 -1.19
b[8] -1.541 0.296 0.004 -2.214 -1.505  -1.065
b[9] -0.799 0.126 0.001 -1.046 -0.797  -0.559
b[10] -1.183  0.175 0.0027  -1.556 -1.17  -0.867
b[11] -2.249 0.437 0.006 -3.24 -2.191  -1.559
b[12] 0.418 0.119 0.0018 0.187  0.4161 0.662
b[13] -1.018 0.1604 0.003344  -1.365 -1.006  -0.727
b[14] -1.737 0.245 0.0038 -2.290 -1.716  -1.328
média u  0.041 0.084 0.002 -0.123  0.0415 0.207
dpu 0.932 0.061 0.001  0.8143 0.931 1.054
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item9 a=0.093,b=-0.799 item11 a=1.285,b=-2.249 item12 a=0.341,b=0.418
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FIGURA 5.5: CCI para os itens 9,11 e 12.

E interessante sabermos o que diz cada um dos trés itens identificados no teste
como sendo o mais dificil, o mais facil e o mais discriminatorio, a fim de verificarmos se

faz sentido estes resultados.
Item 9: Resolva as seguintes operacoes em decimais 0,75 — 0,2+ 1,2 — 0, 3.

Item 11: Luiza, Dora e Maria compram certa quantidade de tela, Luiza comprou a
metade de um metro, Dora comprou 75 cm e Maria comprou 50 cm. Qual delas comprou

a mesma quantidade de tela?

Item 12: Um recipiente recebe 4,51 de dgua por minuto. Quantos litros de dgua

pode ter um recipiente depois de 1 hora e meia?

Podemos perceber que o item 9 nao exige muito do aluno, além disso, este nao parece
discriminar entre alunos que possuem um conhecimento especifico ou nao. Ja o item 11,
consegue identificar entre alunos que possuem um conhecimento especifico, neste caso se
o aluno sabe que um metro possui 100 centimetros, certamente ele ird acertar a questao.
Olhando para o item 12, percebemos que este exige mais do aluno, ele precisa interpretar

bem a questao para conseguir respondé-la.
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Em relacao a média das habilidades dos alunos, notamos que esta é pouco maior
que o valor médio sugerido a priori (U; ~ N(0,1)), mas comentamos anteriormente que
de acordo com os escores, os alunos possuem alta habilidade, porém este modelo parece
nao estar identificando isto. Assim seria interessante testarmos outros modelos, visando

melhorar a andlise da média das habilidades (Aplicacao 3).

5.3 Aplicagao 2

Nesta se¢ao trabalhamos com um conjunto de dados obtido de um teste de Ciéncias
aplicado a 18 alunos de sexta série de uma escola da rede Municipal de Descalvado. O
teste contém 10 itens e nosso interesse é estimar os parametros dos itens e a habilidade
média destes alunos, a fim de verificar se esta sala de aula possui alunos em diferentes

niveis de aprendizagem.

Uma analise descritiva é feita inicialmente no conjunto de dados em questao, como

pode ser visto na Tabela 5.4.

TABELA 5.4: Estatisticas dos escores

Media 6 Mediana 6
Variancia  7.5294 Desvio Padrao  2.7439
Min 0 Miéx 10

Assimetria -0.5957 Curtose 0.35599
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FIGURA 5.6: Boxplot dos escores.

Ao analisar a Tabela 5.4 nota-se que os dados apresentam assimetria a esquerda
(parametro de assimetria negativo) e uma pequena curtose. Além disso verificamos
a presenca de alunos que erraram todas as questoes e alunos que acertaram todas as
questoes. Ao analisar a Figura 5.13 percebemos a presenca de pontos discrepantes. Afim
de obter as estimativas de interesse, como estes dados apresentam uma certa assimetria e
presenca de outliers, propomos o uso de modelos assimétricos dentro da TRI-NA e o uso

dos modelos t-assimétricos.

Para a escolha do melhor modelo, utilizamos o DIC e o Pseudo fator de Bayes
(PFB). No software Winbugs consideramos um descarte de 4100 iteragoes necessarios
para o aquecimento da cadeia, realizamos em seguida 150000 iteracoes. Utilizando um
salto “thin” de 50 para diminuir a autocorrelacao presente entre os valores amostrados,
obtemos uma amostra de tamanho 3000. Os resultados para a Priori 1 considerando os
modelos com habilidade normal, isto é, U ~ N(0,1) podem ser vistos na Tabela 5.5.
Considere o modelo PAN como modelo 1, e o modelo PtA-N (x) o modelo x, vamos obter

o PFB para estes modelos, onde PF' B, esta testando o modelo 1 contra o modelo .
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TABELA 5.5: Comparando modelos usando Priori 1 e U ~ N(0,1)
Modelo Dbar Dhat pD DIC PFBy,
PAN 143.871 135.473 8.399 152.270 *
PtA-N (6) 159.743 133.199 26.544 186.287 2.38 x 10°7
PtA-N (10) 159.865 133.324 26.541 186.406 4.24 x 10*
PtA-N (15) 160.265 134.020 26.245 186.510 6.33 x 10%
PtA-N (20) 160.506 134.432 26.074 186.580 4.34 x 103

Analisando os resultados da Tabela 5.5, notamos que de acordo com o DIC o melhor
modelo é o PAN. Percebemos ao analisar o PFB que o modelo t-assimétrico foi rejeitado
para todos os graus de liberdade aqui explorados. Logo, o modelo selecionado segundo
os dois critérios analisados é o modelo PAN. Os resultados obtidos para os parametros
de interesse podem ser vistos na Tabela 5.6. Além disso, mostramos na Figura 5.7 a
densidade empirica, o histérico das cadeias e o Grafico de Gelman e Rubin para o item 5

(escolha arbitréria).

Notamos pela densidade apresentada na Figura 5.7 que a e b apresentam uma tnica
moda. Quanto aos historicos e ao grafico de Gelman e Rubin, os parametros a e b parecem

convergir a um valor estacionario.

De acordo com a Tabela 5.6, notamos que os itens que mais se destacam neste teste
sao os itens 4, 6 ¢ 9. O item 9 apresenta o maior valor de a, o que indica que este item é o
mais discriminatério do teste, ou seja é aquele que consegue identificar se o aluno possui o
conhecimento necessario para responder ao item, diferentemente do item 4 que apresenta
o menor valor de a, ou seja, é o item menos discriminatorio do teste. Ao analisarmos o
parametro de dificuldade b, notamos que o item 9 também representa o item mais dificil
do teste, pois apresenta maior valor de b e que o item 6 é o item mais facil do teste. Em
relacao a média das habilidades dos alunos envolvidos no teste, percebemos que esta é

um pouco maior do que supomos a priori (u ~ N(0,1)).
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TABELA 5.6: Estatisticas do modelo PAN com priori 1

node mean sd  MC error 2.5%  median 97.5%
a[l] 1.018 0.4741 0.003967 0.2209 0.972 2.064
a[2] 1.229  0.5248 0.0049 0.3352 1.19 2.359
a[3] 1.194 0.5121 0.0051 0.3249 1.147 2.309
a[4] 0.658  0.3902 0.0035 0.0650 0.6075 1.557
a[5] 1.384  0.5373 0.0051 0.4561 1.347 2.524
a[6] 1.13  0.5001 0.0044 0.2509 1.096 2.204
a[7] 1.325 0.5341 0.0048 0.3871 1.284 2.473
a[8] 0.7408  0.4097 0.0033  0.09464 0.6903 1.692
a[9] 1.535 0.532 0.0051 0.5813 1.504 2.643

a[10] 1.226  0.5233 0.0049 0.3283 1.183 2.382
b[1] 0.2232  0.5322 0.0046 -0.777 0.2234 1.231
b[2] -0.6355 0.5862 0.0059 -1.763  -0.6459 0.4725
b[3]  -0.4496 0.5755 0.0054 -1.542 -0.459 0.6393
b[4]  -0.5524  0.5084 0.0051 -1.491  -0.5641 0.4311
b[5] -0.2745 0.5979 0.00558 -1.431  -0.2679 0.8399
b[6] -1.805  0.7856 0.0086 -3.433 -1.775  -0.3895
b[7] 0.4481  0.5883 0.0053  -0.6471 0.4463 1.591
b[8]  -0.2365 0.5024 0.0042 -1.17  -0.2433 0.7211
b[9] 0.9033  0.6572 0.0066  -0.3038 0.8976 2.205

b[10] -0.2649 0.5721 0.0051 -1.342  -0.2714 0.8027

média u  0.06967  0.2035 0.0018  -0.3311 0.0702 0.4675

dp u 0.9817  0.1476 0.0013 0.7104 0.9754 1.29

TABELA 5.7: Estatisticas do pardmetro de assimetria 6 no modelo PAN

Priori 1 Priori 2
o[j] média dp 2.5% mediana  97.5 | média dp 2.5% mediana  97.5%
o[1] -0.017  0.513  -0.9254 -0.013 0.875 | -0.033  0.008 -0.930 -0.040 0.907
(2] -0.049 0.535 -0.9266 -0.077 0.924 | 0.033  0.552 -0.914 0.039 0.942
(3] -0.014 0.526  -0.9076 -0.039 0.927 | 0.025 0.545 -0.913 0.019 0.949
514] 0.015 0.499 -0.8611 0.002 0.920 | 0.037  0.525 -0.868 0.028 0.945
515] -0.042  0.554  -0.9487 -0.063 0.927 | -0.010 0.574 -0.954 -0.019 0.951
0[6] -0.273  0.549 -0.9789 -0.386 0.878 | 0.010 0.578 -0.949 -4.7E-4 0.954
o[7] 0.037  0.549  -0.9417 0.060 0.926 | -0.010 0.566 -0.952 -0.021 0.937
(8] 0.019 0.501 -0.8614 0.006 0.923 | 0.048 0.520 -0.879 0.050 0.942
(9] 0.115  0.585  -0.9476 0.190 0.962 | 0.002 0.012 -0.959 -0.008 0.958
8[10] | -0.019 0.533  -0.9263 -0.027 0.934 | 0.023  0.549 -0.930 0.018 0.947
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FIGURA 5.7: Grafico de Gelman e Rubin, densidade e histérico para o item 5.
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FIGURA 5.8: Boxplot para o parametro de assimetria 9.
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Na Tabela 5.7, estao presentes os valores estimados para o parametro de assimetria ¢§

e na Figura 5.8 apresentamos o seu boxplot. Notamos que apenas os itens 6 e 9 apresentam

uma significante assimetria, pelo boxplot pode se notar que o item 6 apresenta menor valor

de 0 (assimetria negativa) e que o item 9 apresenta o maior valor de J (assimetria positiva).

Como foi dito na Subsecao 3.7.2, o parametro de assimetria negativo acaba bonificando

aqueles alunos que possuem baixa habilidade, pois num pequeno acréscimo da habilidade,

aumenta-se consideravelmente a probabilidade de acerto do aluno. Ja no caso do item

9, que possui parametro de assimetria positivo, a questao acaba se tornando mais dificil,

pois para acerta-la é preciso ter habilidades com valores altos. Para ilustrar este fato,

fazemos uma figura que considera os itens 6 e 9 com as estimativas do modelo PN e do

modelo PAN.
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FIGURA 5.9: CCI para os modelos PN e PAN nos itens mais significativos do teste.

5.4 Aplicagao 3

Como o resultado obtido na Secao 5.2 nao foi muito plausivel com a analise descritiva
dos dados, propomos uma nova analise ao conjunto de dados referentes aos alunos das
escolas peruanas, levando em consideragao inicialmente, os modelos da TRI-NA propostos
no Capitulo 3 e em seguida usamos os modelos probito t-assimétricos propostos no

Capitulo 4.

Trabalhamos com a priori 1 utilizada anteriormente no modelo PN e com uma priori
difusa para b; considerada por Spiegelhalter et al (1996), como pode ser visto na Tabela

0.8.

TABELA 5.8: Prioris utilizadas
Priori 1 || a; ~ N(1,0.5)I(a; > 0) bj ~N(0,2) 6~U(-1,1)
Priori 2 | a; ~ N(0,1)I(a; > 0) b; ~ N(0,10000) § ~ U(-1,1)

Para a escolha do melhor modelo utilizamos o DIC (Deviance Information Criterion)

e a SQRL.
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Para obter os DIC’s e a SQRL relacionados aos modelos propostos na TRI-NA,
utilizamos o software Winbugs, para o procedimento geramos 4100 iteragoes, necessarias
para o aquecimento da cadeia (burn in) e em seguida 200000 iterac¢oes, com um salto
“thin” igual a 100, para diminuir a autocorrelacao presente entre os valores amostrados.
Os resultados obtidos para as prioris 1 e 2 podem ser vistos nas Tabelas 5.9 e 5.10,

respectivamente.

TABELA 5.9: Comparando modelos usando a priori 1
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PN 1455.770 1367.780 87.994 1543.770 1852.0
PAN 1336.510 1374.800 -38.294 1298.210 1366.0
PANA 1331.250 1379.530 -48.280 1282.970 1344.0

TABELA 5.10: Comparando modelos usando a priori 2
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PN 1456.030 1368.100 87.931 1543.960 1856.0
PAN 1320.430 1382.800 -62.372 1258.060 1343.0
PANA 1321.640 1395.120 -73.487 1248.150 1313.0

Analisando a Tabela 5.10, notamos que o melhor modelo, segundo o DIC e a SQRL
é o PANA, que envolve assimetria na curva caracteristica dos itens e nas habilidades dos
individuos. O mesmo modelo é escolhido ao analisarmos a Tabela 5.9. Comparando as
duas Tabelas, notamos que para os modelos com CCI assimétrica os valores dos DIC’s e da
SQRL obtidos foram menores quando usamos a priori 2. Assim podemos concluir que os
modelos da TRI-NA sao sensiveis a especificacao de prioris. Segundo Bazan (2005), com
o uso da priori 2 as estimativas obtidas para o coeficiente de assimetria ¢ nao identifica a
assimetria presente na distribuicao dos dados. Deste modo, resolvemos trabalhar com as

duas prioris para obter as estimativas de § e comparar os resultados.

Na Tabela 5.11 confirmamos os resultados de Bazén (2005). Percebemos que os
valores estimados do parametro 4, ficam todos em torno de zero quando ¢é utilizada a priori
2. No parametro 6[11] fica evidente essa diferencga, assim consideramos as estimativas para

os parametros de interesse utilizando a priori 1.
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TABELA 5.11: FEstatisticas para o parametro 6 no modelo PANA

Priori 1 Priori 2
o[j] média dp 2.5% mediana ~ 97.5 | média dp 2.5% mediana  97.5%
o[1] 0.011  0.501  -0.869 -0.003 0.924 | 0.022 0.526  -0.904 0.031 0.933
4[2] -0.013  0.486 -0.844 -0.036 0.915 | 0.053 0.52 -0.855 0.047 0.943
4[3] 0.060  0.497 -0.871 0.069 0.918 | -0.011  0.528 -0.93 -0.013 0.912
d[4] -0.052  0.556 -0.934 -0.092 0.931 | 0.003 0.564 -0.932 6.7TE-4 0.947
15] 0.009  0.509 -0.877 -0.025 0.932 | 0.057 0.516 -0.864 0.061 0.950

4[6] 0.030  0.484 -0.871 0.051 0.878 | -0.036  0.515 -0.932 -0.047 0.905
4[7] -0.012  0.530 -0.896 -0.040 0.935 | 0.047  0.540 -0.897 0.057 0.948

4[8] | -0.019 0.554 -0.928 -0.034 0.944 | 0.014 0.569 -0.935 0.002 0.958
4[9] 0.026  0.498 -0.840 0.004 0.928 | 0.046 0.517 -0.885 0.046 0.937
8[10] | 0.007  0.512 -0.851 -0.028 0.939 | 0.065 0.527 -0.865 0.063 0.954
8[11] | -0.167 0.614 -0.983 -0.270 0.947 | -0.063 0.616 -0.976 -0.084 0.953
8[12] | 0.031  0.501 -0.889 0.047 0.904 | -0.007 0.515 -0.923 -0.004 0.893
8[13] | 0.012  0.503 -0.87 -0.009 0.935 | 0.049 0.525 -0.865 0.056 0.954
6[14] | -0.017  0.513 0.861 -0.061 0.928 | 0.053  0.528 -0.880 0.059 0.949

O boxplot de § usando a priori 1 é dado na Figura 5.10.

1.0r M [z @M@ - r1 B opa 0 03 ng

0.ar

0.0

FIGURA 5.10: Boxplot para o parametro de assimetria 9.
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TABELA 5.12: FEstatisticas do modelo PANA com priori 1
média dp erro 2.5% mediana 97.5%
0.951 0.403 0.015 0.261 0.918 1.817

[1]

al2] 0528 0325 0.010  0.044 0.484  1.288
al3]  0.678 0316 0.013  0.132 0.656  1.378
al4] 1434 0533 0.019  0.455 1.398  2.564
al5]  0.904 0428 0.014  0.201 0.848  1.84
al6] 0421 0.2378 0.006  0.043 0.398  0.969
al7] 1132 0494 0.016  0.272 1.087  2.204
alg] 1449 0509 0.016  0.538 141 2518
al9) 0292 0212 0.006  0.015 0.249  0.799
a[l0]  0.760  0.399 0.013  0.122 0.715  1.703
a[ll]  1.799  0.540 0.014  0.839 1778 2.946
a[12] 0435 0246 0.009  0.048 0.408  0.978
a[13] 0923 0439 0.022  0.195 0871  1.95
a[l4)  0.875  0.493 0.018  0.086 0.814  1.94
b[l] -0.200 0441 0.012 -0.983  -0.221  0.669
bl2] -0.630 0439 0.015 -1.371  -0.649 0.238
b[3] 0418 0448 0.014 -0.411 0.436  1.265
b4] -0.655 0.536 0.024 -1.512  -0.726  0.446
b[5] -0.518 0465 0.013 -1.324  -0.543  0.399
b6] 0.607 0.424 0.011 -0.245 0.637  1.349
b[7] -0.697  0.494 0.015 -1.493  -0.771  0.305
bs] -0.300 0.526 0.026 -1.192  -0.350 0.738
bl9] -0.523 0410 0.012 -1.205  -0.559  0.297
b[10] -0.555  0.447 0.011 -1.325  -0.588  0.334
b[11] -0.436  0.586 0.024 -1.392  -0.460 0.617
b[12] 0.635 0.446 0.015 -0.2242  0.6711 1.411
b[13] -0.299  0.457 0.020 -1.099  -0.3242  0.601
b[14] -0.995 0.490 0.014 -1.8 -1.05  0.018
médiau  0.762  0.060 0.002  0.639 0.764  0.874
dpu 0.602 0.053 0.002  0.507 0.6 0.722

Ao compararmos a Tabela 5.12 com a Tabela 5.3, notamos que embora os valores
para os parametros a; e b; sejam um pouco distintos, continua-se tendo que o item 11 ¢
o mais discriminatorio e o item 9 o menos discriminatério. Além disso, o item 12 ainda

é considerado o item mais dificil do teste, mas neste caso o item mais facil é o item 14 e
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nao o item 11, como sugeriu as estimativas obtidas para o modelo PN.

Em relacao ao valor estimado da média das habilidades, notamos que este parece

explicar um pouco melhor a assimetria presente na habilidade dos alunos.

Como podemos ver nos resultados obtidos, o modelo PANA parece ser o modelo
mais apropriado a este conjunto de dados, pois explica melhor a assimetria presente na
distribuicao dos dados, mas serd que um modelo que considera a presenca de pontos
atipicos nao se adequaria melhor a este conjunto de dados? Tentando responder a esta
pergunta nos baseamos no estudo de um novo modelo dentro da TRI, o modelo probito
t-assimétrico. Este modelo foi mostrado no Capitulo 4 e envolve a distribuigao t-Student

assimétrica.

5.4.1 Aplicagao aos modelos probito t-assimétricos

Os modelos probito t-assimétricos possuem uma vantagem em relacao aos modelos
da familia TRI-NA. Além deles detectarem a assimetria presente nos dados eles sao
capazes de identificar a presenca de pontos discrepantes o que tornam estes modelos mais
flexiveis. Assim, se estivermos trabalhando com um conjunto de dados que apresente
pontos discrepantes necessitamos de uma CCI t-assimétrica com os g.l assumindo valores
baixos, mas caso isso nao ocorra basta utilizar a CCI t-assimetrica com g.l maiores, pois
assim como a distribuicao t-Student se aproxima de uma distribuigao normal quando os
g.l tendem ao infinito, a distribuicao t-assimétrica se aproxima de uma normal assimétrica
conforme aumentamos os g.l. Para exemplificar este fato, temos a Figura 5.11, que mostra

a densidade de uma t-assimétrica comparada com a densidade uma normal assimétrica.
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FIGURA 5.11: Densidade tA comparada com a densidade NA.

Observando a Figura 5.11, notamos que a densidade t-assimétrica com graus de

liberdade igual a 60 é praticamente similar a densidade da distribui¢ao normal assimétrica.

Comparamos os DIC’s e a soma dos quadrados residuais latentes (SQRL) para os
modelos probito t-assimétricos e analisamos conjuntamente com os resultados ja obtidos
para a familia TRI-NA. Para fazer essa analise dividimos os modelos, primeiro obtemos
os DIC’s e a SQRL para os modelos que possuem habilidade normal, usando as prioris 1 e
2. Foi necessério um descarte (burn in) de 4100 iteragoes para o aquecimento das cadeias,
para em seguida gerar 200000 iteracoes, com um salto “thin” igual a 100, para diminuir
a autocorrelacao presente entre os valores amostrados obtendo assim uma amostra de
tamanho 2000. Os resultados obtidos para a priori 1 podem ser visto nas Tabelas 5.15 e

5.16 e os obtidos para a priori 2 podem ser vistos nas Tabelas 5.13 e 5.14.
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TABELA 5.13: Comparando modelos com a priori 2 e U ~ N(0,1)
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PAN 1320.430 1382.800 -62.372 1258.060 1313

PtA-N (4) 1345.370 1664.070 -318.697 1026.670 16980

PtA-N (8) 1389.340 1857.810 -468.475  920.863 15580
PtA-N (10) 1398.670 1916.700 -518.028  880.644 15690
PtA-N (12) 1404.100 1949.470 -545.370  858.729 15960
PtA-N (14) 1408.420 1953.710 -545.286  863.134 15600
PtA-N (15) 1410.510 1965.470 -554.954  855.557 15580
PtA-N (20) 1415.670 1958.150 -542.476  873.193 14810

Um grafico para analisar a tendéncia do DIC conforme mudamos os g.1 dos modelos
PtA-N com o uso da priori 2 é dado na Figura 5.12. Observamos que o valor do DIC vai

diminuindo conforme aumentamos os g.l até 15 e depois comeca a oscilar.

DIC versus g.I para o modelo PtA-N

DIC
1050 1100 1150
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FIGURA 5.12: Tendéncia do DIC.
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TABELA 5.14: Comparando modelos com a priori 2 e U ~ NA(0, 1, k)
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PANA 1321.640 1395.120 -73.487 1248.150 1343
PtA-NA (4) 1351.060 1640.930 -289.864 1061.200 15820
PtA-NA (8) 1395410 1807.470 -412.060  983.351 14400
PtA-NA (10) 1405.980 1833.480 -427.505 978.473 13480
PtA-NA (12) 1409.230 1852.370 -443.139  966.093 3530

Como podemos ver nas Tabelas 5.13 e 5.14, os modelos PtA-N e PtA-NA apre-
sentaram o valor do DIC menor do que os modelos da familia TRI-NA. O mesmo nao
ocorreu para a SQRL, mas como foi dito na Subsecao 5.1.3 este método nao é adequado
quando ha presenca de pontos atipicos no conjunto de dados. Assim consideramos apenas
os resultados do DIC para selecionar o melhor modelo. Comparando conjuntamente as
Tabelas 5.13 e 5.14, temos que o melhor modelo de acordo com o DIC é o PtA-N com
15 g.1, o que indica que este conjunto de dados nao apresenta caudas muito pesadas, mas

ainda assim h& pontos discrepantes que foram detectados com o modelo PtA-N.

TABELA 5.15: Modelos com o uso da priori 1 e U ~ N(0,1)
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PAN 1336.510 1374.800 -38.294 1298.210 1366
PtA-N (2) 1304.820 1223.700 81.117 1385.940 19540
PtA-N (4) 1358.100 1323.710 34.383 1392.480 9264
(8)
)

PtA-N (8) 1391.220 1380.350 1 0.877 1402.100 7186
PtA-N (12) 1412.930 1423.620 -10.697 1402.230 5822

TABELA 5.16: Modelos com o uso da priori 1 e U ~ NA(0,1,k)
Modelo Dbar Dhat pD DIC SQRL
PANA 1331.250 1379.5307 -48.280 1282.970 1344
PtA-NA (4) 1364.450 1346.860 17.597 1382.050 8162
PtA-NA (8) 1398.710  1399.830  -1.117 1397.590 6334
PtA-NA (12) 1402.630  1399.880 2.747 1405.370 6724
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Em relacao a priori 1, temos as Tabelas 5.15 e 5.16. De acordo com os resultados
obtidos, podemos perceber a influéncia que a selecao das prioris tem sobre a escolha dos
modelos. Isto indica uma falta de informacao no conjunto de dados em questao, uma

maneira de evitar que isto ocorra ¢ utilizar conjuntos de dados maiores.

As estimativas para o modelo PtA-N com 15 g.l e priori 2 sao dadas na Tabela 5.17.
Notemos que embora com resultados distintos os itens que se destacam no teste sao os
mesmos que no modelo PANA, ou seja, o item 9 como sendo o menos discriminatoério, o
item 11 o mais discriminatorio, o item 12 o mais dificil do teste e o item 14 o mais facil.
Em relagao a média das habilidades esta é praticamente zero e nao difere muito da média

proposta a priori.

O boxplot para o parametro de assimetria § é dado na Figura 5.13.

=1 1 14]
1ok meE L EE - ria [z 13 114

0.3

0.0F

-0.ar

-1 .0F

FIGURA 5.13: Boxplot para o parametro de assimetria d.
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TABELA 5.17: Estatisticas do modelo PtA-N com priori 2

média dp erro  2.5% mediana 97.5%

a[l]  0.737 0.437 0.008 0.110 0.657 1.858
al2] 0475 0.405 0.008 0.020 0.372 1.536
al3]  0.759 0.432 0.007 0.141 0.680 1.882
al4] 1.112 0.514 0.011  0.276 1.045 2.361
a[b]  0.714 0.460 0.009 0.082 0.621 1.845
al6]  0.555 0.428 0.008 0.036 0.445 1.633
a[7]  0.916 0479 0.009 0.172 0.854  2.069
a[8] 1.156 0.499 0.008 0.371 1.085 2.298
a[9] 0.370 0.360 0.007 0.011 0.263 1.383
a[l0] 0.693 0.432 0.008 0.085 0.616 1.785
a[l1] 1.549 0.568 0.012  0.607 1.501 2.809
a[l2]  0.602 0.426 0.008 0.060 0.509 1.748
a[l3] 0.677 0.434 0.009 0.068 0.591 1.773
a[l4] 0.638 0.471 0.010 0.034 0.537 1.824
b[1] -1.82  1.437 0.046 -5.766 -1.357  -0.505
b[2] -3.112 2.643 0.094 -10.6 -2.169 -0.781
b[3] -0.105 0.646 0.018 -1.305 -0.097  1.002
b[4] -3.002 1.52 0.046 -6.919 -2.587  -1.473
b[5] -2.756 2.141 0.066 -9.078 -2.033 -0.888
b[6] 0.967 1.106 0.034 -0.278 0.71 4.018
b[7] -2.894 1.747 0.051 -7.669 -2.36  -1.282
b[8] -2.301 1.081 0.024 -5.015 -2.027  -1.093
b[9] -2.536 2.279 0.084 -9.057 -1.715  -0.444
b[10] -2.571 1.965 0.072 -8.137 -1.953  -0.840
b[11] -3.117 1.013 0.024 -5.07 -2.939 -1.679
b[12] 1.018 1.086 0.033 -0.169 0.752 3.968
b[13] -2.174 1.731 0.051 -6.96 -1.60 -0.631
b[14] -4.186 3.218 0.126 -14.07 -3.00 -1.464
médiau  0.001 0.087 0.001 -0.170 0.001 0.1746
dpu 0.995 0.060 0.001 0.876 0.995 1.115




Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao descrevemos os modelos para respostas binarias desenvolvidos
na TRI com o uso da ligacao probito. Para as estimativas de interesse neste modelo
desenvolvemos um programa que foi implementado no software livre R. Este programa
foi implementado com a finalidade de comparar os resultados obtidos por Bazén (2005)
no Winbugs com os resultados obtidos no R. Notamos que os resultados obtidos nos
2 programas foram semelhantes. Apresentamos também motivados pelo trabalho de
Chen et al (1999) e Bazan (2005), um estudo dos modelos probito assimétricos e da
familia TRI-NA, respectivamente. Com o conhecimento destes modelos desenvolvemos
modelos mais flexiveis. No Capitulo 4 o modelo probito t-assimétrico foi desenvolvido
e através da utilizacao do Teorema da representacao estocastica da t-assimétrica e do
Lema 4.1 dado por Azzalini e Capitanio (2003) conseguimos expressar a probabilidade
do individuo acertar uma questao através da f.d.a da t-Student bivariada. E esta pode
ser facilmente implementada através do algoritmo proposto por Genz e Bretz (1999).
O software R também possui uma rotina disponivel para este calculo. Além disso,
encontramos disponivel no R um “pacote” chamado sn (Azzalini, 2006) que efetua estes
calculos diretamente. Com a obtencao destes resultados e da Proposicao 4.1 conseguimos

resultados similares aos obtidos por Bazan (2005).

Métodos de estimacao usando Inferéncia Bayesiana foram propostos para todos
os modelos apresentados, usando a abordagem de dados aumentados, o que facilitou a

implementagao dos programas.

69



6. Consideracoes Finais 70

Para a obtencao das estimativas dos modelos da familia TRI-NA usamos os pro-
gramas desenvolvidos por Bazan (2005) para o software Winbugs. E para os modelos
t-assimétricos utilizamos novamente este software devido a facilidade de adaptar o modelo

probito t-assimétrico através dos modelos da TRI-NA.

No Capitulo 5 ilustramos uma aplicacao da teoria discutida para dois conjuntos de
dados reais. Usamos na Aplicagao 2 o PFB como um método alternativo aos métodos
de selegdo de modelos propostos na TRI-NA, ver Sung e Kang (2006). Este nao foi
utilizado nas Aplicacoes 1 e 3 devido a sobrecarga computacional. Outro método de
selecao utilizado foi a SQRL. Notamos que o uso deste método nao é interessante quando
temos pontos atipicos presente nos dados, como pode ser visto na Secao 5.3. Nestes casos

outros métodos devem ser usados.

Ainda no Capitulo 5 verificamos que a selecao da priori interfere na escolha de
modelos. Na Subsecao 5.4.1 ao utilizarmos a priori 1 o modelo escolhido foi o PANA e
ao utilizar a priori 2 o modelo escolhido foi o PtA-N com 15 g.l. Essa sensibilidade dos
modelos a especificacao de prioris indica uma possivel falta de informacao no conjunto
de dados. Assim, seria interessante realizar outras andlises com os modelos probito t-
assimétricos usando conjuntos de dados que tenham tamanho amostral maiores do que os

utilizados nesta dissertacao.

Algumas propostas para futuros trabalhos sao listadas abaixo:

e Aplicar o modelo probito t-assimétrico em outras areas do conhecimento.

e Usar a priori de referéncia de Bernardo (ver Bernardo e Smith 1994), para o mo-
delo probito t-assimétrico, pois neste caso somente as informacoes dos dados sao

consideradas.

e Coletar conjuntos de dados maiores, e fazer novas andlises usando o modelo probito

t-assimétrico.



Apeéendice A

A distribuicao Normal Assimétrica

A primeira abordagem da distribui¢do Normal Assimétrica (NA) no caso unipa-
ramétrico foi dada por Azzalini (1985), subsequentemente Azzalini e Dalla Valle (1996)
introduziram uma versao multivariada da densidade NA, enquanto Azzalini e Captanio
(1999) examinaram as propriedades probabilisticas da distribui¢ao, e também investi-

garam os aspectos estatisticos mais relevantes.

O desenvolvimento dos artigos citados acima tem animado algumas pessoas a fazer
aplicagoes deste tema. Segundo Azzalini e Dalla Valle (1996), Arnold et al (1993) usaram
uma distribuicao NA para uma aplicacao em psicometria com dados reais, Copas e Li
(1997) mostraram a conexao com o problema de selegao de uma amostra. Chen et al (1999)
partiram de uma distribuicao uniparamétrica NA e definiram uma fungao envolvendo
assimetria generalizando modelos lineares para uma variavel aleatéria binomial. Sobre
generalizagbes computacionas da classe de distribuicao NA citaremos o artigo de Arnold
e Beaver (2000b), no qual ha também uma generalizagao para outras distribui¢oes, como

por exemplo, Cauchy-assimétrica multivariada.

A.1 Propridades Matematicas

Apresentamos nesta secao as principais caracteristicas da distribuicao Normal As-
simétrica (NA), além de alguns exemplos gréficos para melhor compreensao de como se

comporta esta distribuicao.
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Definicao A.1 Se uma varidvel aleatoria Z tem funcao de densidade
Ona(z;A) = 20(2)P(\z) (—o0 < 2z < ), (A.1)

onde ¢(-) e ®(-) representao a densidade normal padrao N(0,1) e sua fun¢ao de dis-
tribuicao acumulada, respectivamente, entao dizemos que Z € uma varidvel aleatoria

normal assimétrica com parametro de assimetria A, o qual varia

(—o00 < A < ), ou seja, Z ~ NA(N).

Para a funcao densidade de probabilidade de uma normal assimétrica padrao usamos

a notacao ¢na(z;A) e para a sua distribuigdo acumulada usaremos a notacao Fy(z).

Em seguida apresentamos algumas propriedades que seguem desta definicao. Para
maiores detalhes consultar Azzalini (1985).
Propriedade A: A densidade NA(0) ¢ a densidade N(0,1).

Prova: A demonstracao desta propriedade é feita ao substituirmos o valor de A por zero.

f(z) = 20(2)®(Xz)
f(z) = 2¢(2)®(0)
f(z) = 2¢(2)1/2

f(z) = o(2).

Propriedade B: Quando A — o0, ¢(z, ) converge para a densidade de uma normal
truncada.

Prova:

F(z) = 26(2)®()2)
f(z) = 20(2) lim B()2)
Fz) = 26(z) x 1

Fz) = 26(2).
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Propriedade C: Se Z é uma variavel aleatéria NA(\) entao —Z ~ NA(—=M\).
Prova:
P <y = P(-Z<y)=P(~Z>—y) = 1-P(Z< )

= 1—F,(—y).
Assim para obter a densidade de Y, basta derivarmos 1 — F,(—y), ou seja,

fy) = d%u—n(—y))
- _fz<_y)x<_1)
= f-y). onde

f(=y) = 26(=y)®(=)\y)

= 2¢(y)®(—Ay)
= Y ~ NA(-N).

Como exemplo da densidade Normal Assimétrica temos as Figuras A.1 e A.2.

0.7 T T T T T T 0.7
0.6 F 1 0.6
0.5 i o5k
04 b 1 04|
0.3 b 1 0.3t
0.z b 1 0.2t

0.1 F 1 0.1 F

Ll SR I IS 1 e

-1 0 1 z 3 4 -4 -3 -2 -1 o 1

FIGURA A.1: NA(3) FIGURA A.2: NA(-3)

A Figura A.1 tem parametro de assimetria A = 3 e possui uma distribui¢ao as-
simétrica positiva ou a direita, pois a cauda desta distribuicao esta mais concentrada a
direita do parametro de locacao, que neste caso é zero. Diferentemente da Figura A.2 que

possui parametro de assimetria A = —3 e apresenta uma assimetria a esquerda.
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Proposicao A.1 A fungao de distribuicdo associada a densidade (A.1) é denotada por

L
AG) = 200), wm o= | 57 5:\/117”, (A.2)

(w0 < z< ),

onde Oo(+|QQ) representa a funcdo de distribui¢cao de uma normal bivariada com vetor de

médias nulo e matriz de covariancia €.

Prova:
Fy(2) = 2 / T SOt = 2 / ) / &(1)b(u)dudt

Fazendo a mudanca de variavel v = % , temos que:

F(z) = 2V1+ X /OO /: O(t)p(vV/1 + N2 + \t)dvdt
— 2/00/000 ”12; s {exp {—% (t2+(vm+At)2>”dvdt
o [

1
X {exp - = <t2(1 + A% + 22V + A2t + (1 + )\2)02) } dvdt

2
B Q/Z/Om
N o) oo 2m

T

t 14+ \2 VAEDY t

1
X < exp —3 dvdt

v MWI1+A2 14+ )2 v
B 2/2 /”m
- P 21

T -1

1 t 1 —2 t
X < exp |—= 1A% dvdt
2 v —A 1 v
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o [

e o) e o) T
1 t 1 -9
X <erp |[—=
2 ) —0 1

_ 2/;/:¢2(t,v\9)dvdt

= 23y(z,0[0).

Azzalini utilizou as propriedades da func¢ao T'(h,a) estudada por Owen (1956), para
demonstrar algumas das propriedades da distribuicao normal assimétrica. Para h > 0

e a >0, a funcdo T'(h,a) é dada por:

T(h,a) / / o(z)p(y)dydzx.

Note que
At
F\(z) = 2/ / o(t)p(u)dudt
z At

= 2/ / dudt—2/ / o(t)o(u)dudt

= P(z)-2T
Logo,
Fi\(z) = ®(z2) —2T(z,A). (A.3)

T'(h,a) é uma funcao decrescente de h, pois se hy > hy > 0,

T(hs, a) /h/ o(z dydx</hl/ o(z)p(y)dydz = T(hy, a). (A.4)

Temos ainda,
_ /h h /0 " o(2)6(y)dyda = / / 6(@)o(y)dydz = T(h, —a).  (A.5)

T(~h,a) = /: /Oaxgb(x) y)dydz = / / &(2)b(y)dyde = T(h,a),  (A.6)
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2T (h, 1) = ®(h)B(—h). (A.7)

Da propriedade C e das propriedades da fungao T'(h,a), nés obtemos as seguintes
propriedades:
Propriedade D: 1 — F)\(—z) = F)\(—=%).
Prova: Por (A.3), (A.5) e (A.6) temos que,

1—F(=2) = 1—=[®(—2)—2T(—2,)N)]
= 1—[®(—2) —2T(z,\)]
= 1—®(—2)+27(z,\)
= 1-®(—2)—2[-T(z,)N)]
= ®(z) —2T(z,—N)

= F)\<—Z). |

Propriedade E: F(z) = {®(2)}>.
Prova: Por (A.3) e (A.7) temos:

Fi(z) = ®(z) —2T(z,1)

Propriedade F: Se Z ~ NA()) entao Z% ~ x3.
Prova: Seja Y = Z?, onde Z ~ NA())
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P(Y <y) = P(Z2<y)=P(-y? < Z<y?)
= F.(y?) - F.(-y?)
= Ry L
_ %2\1@65’@(@1) + \/%2\1@@5@(—@%)
1

Vamos estender o modelo (A.1) introduzindo o parametro de posicdo u € R e o
parametro de escala 02 > 0. Neste caso diremos que Y ~ NA(u,0% ). Para a funcio
densidade e de distribuigdo de Y usamos a notacao ¢na(y;u, 02 N), Fp(y) em que 6

representa os parametros da distribuigao normal assimétrica, 6 = (u, 02, ).

Definicao A.2 Uma varidvel aleatoria Y tem distrivicao assimétrica com parametros de

locagdo p e de escala 0® se sua funcdo densidade de probabilidade é da forma:

o o

Onaly; p, 0% ) = §¢ (y — N) P <>\y — ,u) : (—o0 <y < 00). (A.8)
onde 0 = (u, 02, \).

Para provar o resultado dado pela equagdo (A.8) basta fazer a transformagao de

varidveis Y = u+ 0Z onde Z ~ NA(M).

Mostramos na Figura A.3 o gréifico da densidade de uma distribuicao Normal As-

simétrica com parametros (u = 5,02 = 4, \ = 3).
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R S

5 10 15 20

FIGURA A.3: NA(5,4,3).

Proposicao A.2 A funcdo de distribuicio de (A.8) é dada por:

y—p I A
e S Al I o

(_OO < Z<OO)7 (M,02,>\>.

sendo ®o(+|Q) funcgao de distribuicio da normal bivariada com média zero e matriz de

covariancia ).

Prova: Considemos Y = u+0Z e Z ~ NA(\), assim

PY <y) = P(M+azgy)zp(zgy;“)

= Y ~ NA(u, 0% \).

A.2 Obtendo a Distribuicao Normal Assimétrica

Existem algumas maneiras de se obter a distribuicao Normal Assimétrica utilizando
outras distribuicoes. Descrevemos nesta secao os resultados mais relevantes para este

trabalho.
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Uma forma de apresentar a distribuicao normal assimétrica é através da repre-

sentacdo estocdstica, a qual foi obtida por Henze (1986) e cujo resultado é dado abaixo:

Proposicao A.3 Sejam Y, uma varidvel aleatoria com distribuicao normal padrao po-
sitiva e Yy waridvel aleatoria com distribuicdo normal padrdao. Considerando Y e Ys

varidveis aleatorias independentes temos:

A
Vel

Prova: Definindo a fun¢ao geradora de momentos da variavel aleatéria Z como My(t),

Z =0Y1+V1—0%Y, ~ NA(N), onde § =

temos:

= My, (V1= 0%) E(ePM)

_ (1—52)t2/2/ 2 st St
= e ee2 Yidy,
2
) V2

1

Mz<t) = E(et(5Y1+v1752Y2)> E(et5Y1)E(e(\/1762Yg)t>

2 =172 2,2
— 9¢t/2 e Wi—20ty1+67t ]dy1

g S T3
4
3

™

0

Fazendo a mudanca de variavel x = y; — dt, obtemos:

o0

2 1 —-1,2
E(e?) = 2 /2/—62’” dx
V2
e VT

= 2e"/%(1 — ®(—6t))

2”129 (6t),

De acordo com a Proposigao A.7 podemos concluir que Z ~ NA(M).

Proposicao A.4 Considerando Z ~ NA(f), e V ~ N(0,1)I(v > 0), com 0 = (u, 1, \),

a f.d.a de Z pode ser escrita como:

Fy = /0 T o <%) fo (v) do (A.9)

onde fy(-) representa a f.d.p de V.
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Prova:
Por condicionamento, temos:

Z|(V =v) ~ N(u+dv,1 — &%), assim a densidade de Z pode ser escrita como
o Z—p— ov
fo(z) = / ¢ <—m ) fv(v)dv
Fy(z) = / / <U—1M_ 5§U> fv(v)dvdu
B i u— pp— ov
N /0 Uﬁ( NiEre )d“} futoyde

S Fyz) = /Ooocb (%) Fo (v) do

Proposicao A.5 Se (Y1,Y5) ~ Ny com densidades marginais padronizadas e correla¢ao

d, entao a distribuicdo condicional de Y |(X > 0) é NA(M).

Prova: Devemos mostrar que Z = Y5|(Y; > 0) ~ NA(N)

P(Y1 > 0|Ys = 2) fy, (2)
P(Y1 > 0)

P(Ys|Y1 > 0) =

Utilizando as propriedades da distribui¢ao normal, temos que:

P(Y,>0) =

)

N | =

Vi|(Ya = z)~N(0z,1—6%),

0z
P(Y: > 0|Y, = = ¢ — ),
(1> 0¥ =) (m)

) A
logo  P(Y2|Y1 > 0) =2¢y,(2)® (\/1—%52> ; 0=
Logo, Z ~ NA(M).

Proposicao A.6 Se Y e W sao varidveis aleatdrias N(0,1) e independentes. Z é igual a
Y desde que Ay > W, para algum real \, entao Z ~ NA(N),

Y se A\y>W,
-Y  se dy<W.

7 —
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Prova: Queremos mostrar que Z = [Y|\Y > W] ~ NA())

PY <z, y>W)
Py > W)

- P()\y>W/ /Aygb w)dwdy

= 2 gb O (\y)dy
= fz(z 20(2)®(\2), logo Z ~ NA(M).

P(Z < 2)=PY <zAy>W)=

A.3 Momentos

Nesta secao discutimos como encontrar os momentos da distribuicao normal as-

simétrica.

Segundo Azzalini (1985), devido a propriedade F, dada na Segao A.1 temos que os
momentos pares de Z sao iguais aos momentos pares de uma distribuicao normal padrao.
Para maiores detalhes sobre os momentos desta distribui¢ao consultar Rodriguez (2005).

Para calcular os momentos impares usaremos o proximo resultado:

Lema A.1 Se U é uma varidvel aleatdoria onde U~ N(0,1), entdo

k

E{®(hU +k)} =& {\/ﬁ

} ,  para qualquer real h, k.
A funcao geradora de momentos de uma variavel aleatéria com distribuicao normal

asimétrica é dada pela proposicao abaixo.

Proposicao A.7 A funcao que gera os momentos de Z, em que Z ~ NA(X) € dada por:

A

M,(t) = 212D (5t , onde d = ——.
) %) V1422
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Prova:

o0

M, (t) = E(etZ):2/etZ¢(z)<I>()\z)dz

—00

I 1
_ / T (L 2) exp — 5 (2 — 2 4 £)B(A2)dz

= 2exp(t?/2) / \/12_7T exp —3 (z — %) @(\2)dz

Fazendo x = z — t, temos:

M,(t) = 2exp(t2/2)/qS(x)@(At%—Ax)dx

= 2exp(t?/2)E{®(\t + \z)}

— 2exp(£?/2)d ( \/ﬁ)

= 2exp(t?/2)®(dt).

Como conhecemos a fungao geradora de momentos podemos calcular E(Z) e Var(Z) onde

Z ~ NA(N).

A 1,
e
14+ A2+27

E(Z) = M.(1)]=0 = 20¢(0) =2

2 A
E(Z) = \Em

Fazendo os calculos, obtemos que a variancia da distribuicao normal assimétrica

padrao é dada por:

Proposigao A.8 A funcao geradora de momentos de Y ~ NA(u, 02, \) € dada por:

t252 >\
My (t) = 2" =2 ®(dot), com &=
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Prova:

My (t) = B(e!Y) = /_OO etyggb (y - “) o ()\y — “) dy.

0o o

Fazendo a mudanca de varidavel z = £, obtemos:

o

My(t) = /00 et(“+az)z¢(z)<l>()\z)a dz

00 o

f— etu/ 2€(t0)2¢(z)<1)()\z)dz = etUMZ(O-t)

o0

= "2 2O (N\ot).

Podemos também calcular a média e a variancia de uma variavel aleatéria Y ~ NA(u, 02, \),

e sao dadas por:

EY)=u+ \/5 A Var(Y) = o® o2 s
=u+ao ﬂ_m, ar =0 7T1—|—)\2 .

Neste Apéndice comenta-se apenas o que € necessario para o entendimento do texto
em questao a respeito de distribuicoes normais assimétricas. Para um estudos mais
profundo sobre esta distribuigao, inclusive no caso multivariado, consultar Azzalini (1985),

Azzalini e Dalla Valle (1996), disponivel em <http://azzalini.stat.unipd.it/SN/>.



Apeéendice B

Distribuicoes esféricas e elipticas

Segundo Valle (1994), a partir da década de 70, as distribuicoes esféricas e elipticas
vem ocupando um importante lugar na teoria estatistica. As distribuigoes esféricas sao
caracterizadas por sua invariancia com respeito a transformagoes ortogonais e formam
uma classe geral de distribuicoes com a mesma simetria esférica da distribuicao normal
padrao. As distribuicoes elipticas podem ser geradas através de transformagoes lineares
de locagao e escala das distribuicoes esféricas, o que implica que as distribuicoes elipticas
formam uma classe generalizada de familias paramétricas de distribui¢oes de probabilidade

que preservam a estrutura simétrica das distribui¢coes normais.

Neste capitulo, mostramos alguns resultados importantes para a realizacao deste

trabalho.

B.1 As distribuicoes Esféricas Multivariadas

Definicao B.1 Sejam Z1,--- , Zy, variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas, considera-se o vetor d-dimensional Z = (Zy,--- ,Zq), que tem sua funcdo

distribuicao de probabilidade dada por f,(z). Se Z satisfizer:
ZLTZ, VI:IT =1, (B.1)

onde X £V denota que X eY tem as mesmas distribuicoes de probabilidade e I pertence

ao conjunto de matrizes que sao ortogonais, isto ¢, I'T" = 1.

84



B. Distribuicgoes estéricas e elipticas 85

A propriedade dada por (B.1) impoe a simetria esférica e estd relacionada com a

forma da funcao distribuicao de probabilidade de z, isto é,

fa(z) = g(Z'2),  z€RR,

indicando que esta densidade depende de z através do quadrado de seu cumulante, isto

é, |1z = /2.

Podemos equivalentemente definir as distribuicoes esféricas pelo resultado a seguir:

Definicao B.2 O vetor aleatorio Z, como € dado na definicao anterior, tem distribui¢ao
esférica, se e somente se, podemos representd-lo como

Z = RU, (B.2)

onde U é um vetor uniforme em Sq = {z € R*: ||z|| = 1} independente da varidvel nao

negativa R, denominada radial.

A densidade de Z, se existir é dada por:
f2(2) = ¢9(2'2),  z€R,
em que ¢'¥ é chamada a funcdo geradora e d é a dimensao desta.
Mostramos em seguida um exemplo de uma distribuicao esférica.
Exemplo B.1 Se considerarmos Z,--- , Zy, varidveis aleatorias independentes e identi-

camente distribuidas N(0,1), entao o vetor d-dimensional Z = (Zy,--+ ,Z4)" tem fun¢ao

distribuicao de probabilidades dada por:

N

_ (d/2) S
(2, Za) = (2m)97e” =

-

= (27)(d/2)e%lzlz, z € RY,

note que a distribuicdo normal € invariante por transformacoes ortogonais, logo a dis-

tribuicao normal pertence a classe das distribuicoes esféricas.

B.2 As distribuicoes Elipticas Multivariadas

As distribuicoes elipticas multivariadas sao obtidas através de uma transformacao

linear das distribuicoes esféricas multivariadas. Deste fato segue a préxima definicao:
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Definicao B.3 Um vetor aleatorio Y, k-dimensional, tem distribuicao eliptica com vetor
de posicao k-dimensional i e matriz de escala o, de dimensao kxk, k <d, seY = u+AZ,

onde Z tem distribuicao esférica d-variada e ) € uma matriz k X k de posto k tal que

AA = Q.
Quando k = d e se Z tem densidade ¢(¥(Z'Z) entdo a funcdo distribuicdo de
probabilidade de Y é dada por
fry) = 19129 Dy — Q' (y — w), y € R™.

E diremos que Y ~ Ely(p, 05 g9), onde a funcio geradora fatisfaz

/OO ud—lg(d) (u)du _ F(d/2> )

71'"72

Exemplo B.2 Considere Y ~ Elg(11,; g\), a distribuicdo t-multivariada pertence a

classe de distribuicoes elipticas, pois

_ Il(v+4d)/2)
MO o

v+d

Qo+ (y—p)/Q y—p) 2, ye R

onde u,€) e v representam respectivamente os parametros de posicao, escala e graus de

liberdade.

Apresentamos a seguir algumas propriedades das distribuicoes elipticas.

1. Se existem os momentos da distribuigao, entdo E(Y) = p e Var(Y) = o, onde

a, = E(R?), em que R é a varidvel radial e { é o parametro de escala.

2. Se Y ~ Elg(p,Q;¢g), A é uma matriz k x d e b um vetor k-dimensional, entdo

(AY +b) ~ Ely(Ap + b, AQAT; g,

3. Ao particionarmos Y = (Y{, Y)!, onde Y; um vetor de dimensao dy com d = d; +ds,
segue que:

Yi ~ Blg, (i, Qii; g'9), i = 1,2 onde

M1 Q1 Qo
2 Qg1 Qg
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4. Y1|(Ya = y2) ~ Elg,(p11.2, Q1.2; gg()), onde
pz = p+ Qe (y2 — o)
Qo = Qi — D205 Qo
a(y2) = (y2 — 12)' Qo (Y2 — pio)

e a funcao geradora condicional é:
99D (u+a)
9'%)(a)

Com estes resultados podemos dizer que a classe de distribuigoes elipticas é fechada

96" (u) =

por marginalizacao e condicionamento.

As demonstragoes destas propriedades e maiores detalhes podem ser vistos no texto

de Branco e Valle (2004).

B.3 A distribuicao Eliptica Assimétrica

Para Branco e Valle (2004) o fato das ditribuigoes elipticas manterem as propriedades
associadas a familia de distribui¢oes normais, como por exemplo, ser simétrica e fechada
por marginalizacao e condicionamento, levou-os a pensar numa extensao natural de subs-
tituir a suposicao de normalidade pela de elipcidade na construcao da classe assimétrica.
Sabemos de acordo com o que foi escrito no Apéndice A, que a distribuicao normal
Assimétrica pode ser obtida pelo método do condicionamento. A distribuicao eliptica
assimétrica sera definida de maneira similar.

1 6
Considere (X1, X3) ~ Ely(0,9;¢®) onde Q = com |0] <1eg® éa
o 1

funcao geradora de uma distribuicao eliptica bivariada. Utilizando as propriedades das
distribuicoes elipticas podemos dizer que
X, ~ EI1(0,1;gW) e X1|(Xy = 2) ~ El(62,1 — 52;g((12)), com ¢q(z) = 2% e
géa) u) = _9(2)512; +222)
gI(=?)
Definindo Z = X5|X; > 0, obtemos:

P(Xl > 0|X2 = Z)fX2<Z)
J2(2) P(X; > 0)
isto é, fz(z) = 2fg(1)(z)Fg;2)(/\z) (B.3)
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de acordo com o resultado dado pela equacao (B.3) podemos formalizar o conceito de

distribuicoes elipticas assimétricas.

Definicao B.4 Uma varidvel aleatoria Y tem distribuicao eliptica assimétrica com para-

metro de posicdo i, escala o

dada por (B.3). Utilizamos a notacio Y ~ SE(u, 0%, \; g?).

e assimetria A se Y = u+oZ, onde Z tem func¢ao densidade

B.3.1 Propriedades

Considere Y ~ SE(u, 0%, X;g®), mostramos a seguir algumas propriedades da

distribuigao eliptica, segundo Branco e Valle (2004).

1. Yy =a+0bY) ~ ES(a+ bu,b*0?; g?);

2. Ao considerar a representacao da variavel eliptica simétrica X; = RU, como em

Y _ 2
g2, V=K

5 tem a mesma distribuicao de R?, ou seja, a distribuicao dessa forma
o

quadratica coincide com a forma quadratica da distribuicao eliptica simétrica.

B.3.2 Obtencao da distribuicao t-Assimétrica

Podemos obter uma subclasse importante da familia de distribuicoes elipticas as-
simétricas que é a distribuicao t-assimétrica ao considerarmos a funcao geradora dada

abaixo

F(V——H)I/V/2 v+1

(v4+u)" 2. (B.4)

Com o uso da fungao geradora (B.4), os resultados da Segao B.3 e o resultado dado pela

equagao (B.3), obtemos:

v+1
v+ 22

fz(2) =2t,(2)T, 11 | Az , (B.5)

onde t, representa a f.d.p de uma distribuicao t-Student com v graus de liberdades e
T, .1 representa a f.d.a de uma distribuicao t-Student com v + 1 graus de liberdades e

Z representa uma distribuigao t-assimétrica com parametro de assimetria A e v graus de

liberdades.



Apéndice C

Programas

C.1 Programa em R para o modelo PN

library(msm)

library (mvtnorm)

y=dados # Ver dados para Aplicacao 1 na Segao C.3
[=14

n=131

niter= 11 # numero de iteragoes

# Valores iniciais

u=rnorm(n,0,1)

a=rep(1, I)

b=rep(0, I)

c=rep(-1,n)

# Matrizes

Z=matrix(NA nr=n, nc=I)
m=matrix(NA nr=n, nc=I)
parcl=matrix(NA,nr=n, nc=I)
media.beta=matrix(NA nr=2, nc=I)
mu.beta=matrix(c(1, 0), nr=2)
Sigma.beta=matrix(c(0.5,0,0,2),nr=2)
beta.m=c(a,b)

89
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beta=matrix(beta.m, nc=2)
cadeia.beta=beta

cadeia.u=u A2= solve(Sigma.beta) #calcula a inversa de Sigma.beta
for(l in 1: niter){
W=matrix(c(u,c),nc=2)
Al=t(W)%*%W

inversa. A= solve(A1+A2)

# gerando Z

for(j in 1: I){

for (iin 1: n){
m(i,j]=betal[j,1]*uli]-beta[j,2]

B2= A2%*%mu.beta
variancia.beta= inversa.A
if(y[i,j]==0)

{

Z[i,j]= rtnorm(1,m[i,j], 1, upper=0)
else

{

Z[i,j]= rtnorm(1,m[i,j],1, lower=0)
}

13
# Gerando beta

for(j in 1: I){

media.betal[,j]= inversa.A%*% (t(W)%*%Z[.j]+B2)

betalj,]= rmvnorm(1, c(media.betal,j]), variancia.beta)

}

# Gerando u

for (iin 1: n){

for(j in 1:1){

parcli, j]= (betal[j,1]*(beta[j,2] + Z[i,j]))/(1 + sum(beta[,1]"2))
}

var.u= 1/ (1 4+ sum(beta[,1]"2))
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med.u= apply(parcl,1,sum)

for(i in 1m){

uli]=rnorm(1, med.uli], sqrt(var.u))
}

# cadeias
cadeia.beta=rbind(cadeia.beta, beta)
cadeia.u=rbind(cadeia.u, u)
cat(“\n”, 1)

}

C.2 Programa t-assimétrico

model{

for(i in 1m){

ulij~dnorm(med|[i],tau2) # Habilidade NA
med|i]<- eta*x[i]

x[i]~dnorm(0,1)I(0,)

for(j in 1:T){
VI[i,jl<- 1/iv[i,j]
m[i,j]<- a[j]*uli]-b[j
muz[i,j}<- m[i,j]-d[J[*R[i,j]*sqrt(V[i,j])
preczs|i,j]<- 1/VI[i,j]*(1-pow(d[j},2))
zs|1,j]~dnorm(muz[i,j],preczs[i,j] I (lo[y[i,j]+1],up[y[i.j]+1])
iv[i,j]~dgamma(3,3) #nu=6
R/[i,j]~dnorm(0,1)I1(0,)
cpoli,j]<- sqrt(2*3.14159265 /preczsli,j| ) *exp(0.5*preczs|[i,j| *pow(zsl[i,j|]-muzli,j|, 2))
resid|[i,j]<- zs[i,j]-muz][i,j]
res2(i,j]<- pow(resid[i,j],2)
1
for(j in 1:1){
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a[j]~dnorm(1,2)I(0,)

blj]~dnorm(0,0.5)

d[j]~dunif(-1,1)

lambdalj]<-d[j] /sqrt(1-pow(d[j],2))

resmean|j]<-sum(res2[,j])

}

lo[1]<- -50

lo[2]<- 0

up[l]<- 0

up[2]<- 50

mu<- mean(uf])

du<- sd(u[])

sse<- sum(resmean[]) #SQRL

eta<- k/sqrt(14+pow(k,2))

tau<- 1/sqrt(1+pow(k,2))

tau2<- (14+pow(k,2))

k~dnorm(0,pp)

pp<- 0.4052847* p

p~dgamma(0.25,0.25)

}

# Dados para Aplicacao 2

list(y=structure(.Data=c(0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1,

1,1,1,0,1,1,1, 1, 1, 1,

0,1,1,1,0,1,0,1,0, 1

0,1,1,1,1,1,1,0,0, 1

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

1,0,0,1,0,1,0,0,0, 0,
1
1
1

Y

L,1,1,1,1,1,1,0, 1,
0,0,0,0,

I

1,1,1, 1,0, 1,
1,0,1,0,1,1,1,0,0, 1,
0,1,1,1,0,1,0,0,0, 1,

1

]‘ 717 17 ]" 9 ]‘7 07 17 O’ O’



C. Programas 93

1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,0,1,0, 0,

1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1,

0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,

0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,

0,1,0,1,1,1,0, 1,0, 0,
0,1,1,1,0,1,0,1,0,1),Dim=c(18,10)),n=18,1=10)

# Valores Iniciais
list(b=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),a=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),d=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))
list(b=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),a=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),d=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

C.3 Programa para a familia TRI-NA

Modelo TRI- NA (PANA)
model{
for(i in 1m){
ulfi]~dnorm(med|[i],tau2)
med [i] <-eta*x[i]
x[i]~dnorm(0,1)I(0,)
for(j in 1:I){
m[i,j]<-a[j]*uli]-b[j]
muz[i,j]<-mli,j]-d[j*VIi,]]
zs[i,j]~dnorm (muz[i,j], preczs[j])I(lo[y[i,j]+1],up[y[i.j]+1])
V[i,j]~dnorm(0,1)I(0,)
resid(i,j]<-zsl[i,j]-muzli,j]
res2|i,j]<-pow(residli,j],2)
cpoli,j]<-sqrt(2*3.14159265/preczs|j] ) *exp(0.5*preczs|j] *pow (zs[i,j]-muz[i,j], 2))
1
for(j in 1:I1){
a[j]~dnorm(0,1)I(0,) #proiri A
b[j]~dnorm(0, 0.0001)
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a[j]~dnorm(1,2)I(0,) #proiri B
blj]~dnorm(0, 0.5)
d[j]~dunif(-1,1)

precasfj] <-1/(1-pow(d[j 2))
Lambdafj]<-d i *sart (preczs[j)
resmean|j| <-sum(res2],j])

}
lo[1
lo[2

|<--50

|<-0

up[l]<- 0

up[2]<- 50
mu<-mean(u[])
du<-sd(ul])
sse<-sum(resmean|]) #SQRL
eta<-k/sqrt(1+pow(k,2))
tau<-1/sqrt(1+pow(k,2))
tau2<-(14+pow(k,2))
k~dnorm(0,pp)
pp<-0.4052847* p
p~dgamma(0.25,0.25)

}

#Dados para Aplicacao 1

list(y=structure(.Data=c(1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,

1,1,1,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,
1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,
1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
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1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,
1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,
0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,
0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
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1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,
1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,
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1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,
0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,
0,1,0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,
1,0,0,0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
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1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,

0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,

0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,

1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,

0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1.1,

1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,

0,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,

1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,

1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,

0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,

1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,

1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,

0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1,

1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,

1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,

1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,

1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,

1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1),.Dim=c(131,14)),n=131,1=14)
#Valores Iniciais
list(b=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),a=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
d=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))
list(b=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),a=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
d=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))
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