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Resumo

A modelagem de dados de sobrevivéncia com a presenca de covaridveis por meio da func¢éo
de risco tem sido cada vez mais utilizada devido a facilidade de interpretacao Um dos exemplos
mais importantes de modelos de risco é o modelo de riscos proporcionais proposto por Cox (1972).
No entanto, este modelo supde a proporcionalidade entre as fungoes de risco para duas ou mais
covaridveis. Para acomodar situagoes em que o modelo de riscos proporcionais nao é adequado,
varios tipos de modelos nao-proporcionais estao sendo desenvolvidos, como o modelo de falha
acelerada, proposto por Prentice (1978), o modelo de risco hibrido de Etezadi-Amoli e Ciampi
(1987) e os modelos de risco hibrido generalizados de Louzada-Neto (1997 e 1999). Neste trabalho
exploramos um uma nova familia paramétrica de modelo de risco nao-proporcional dependente do
tempo (McKenzie, 1999). Este modelo é baseado na generalizagao da funcao logistica usual e é
motivado, em parte, pela necessidade de se considerar o efeito do tempo na modelagem, e, em
parte, pela preferéncia em se considerar uma estrutura paramétrica para a funcao de risco. Varios

procedimentos inferenciais relacionados a esta nova familia de modelos sdo apresentados.



Abstract

The modeling of data of survival with the presence of covaridveis by means of the risk function
has been each used time more had the easiness of interpretation One of the examples most important
of risk models is the model of proportional risks considered by Cox (1972). However, this model
assumes the proportionality enters the risk functions in different levels of the covaridveis. To
accomodate situations where the model of proportional risks is not adjusted, some types of not-
proportional models are being developed, as the model of sped up imperfection, considered for
Prentice (1978), the model of hybrid risk of Etezadi-Amoli and Ciampi (1987) and the generalized
models of hybrid risk of Louzada-Neto (1997 and 1999). In this work we explore an one new
family parametric of model of dependent not-proportional risk of the time (McKenzie, 1999). This
model is based on the generalization of the usual logistic function and is motivated, in part, for the
necessity of if considering the effect of the time in the modeling, and, in part, for the preference
in if considering a parametric structure for the risk function. Some inferenciais procedures related

this new family of models are presented.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Virios autores tém preferido modelar dados de sobrevivéncia na presenca de covariaveis
por meio da funcao de risco, fato este, relacionado a sua interpretacao. Neste contexto, um
dos modelos mais utilizados é o modelo de Cox que tem a limitagao de somente acomodar
dados com funcgoes de risco proporcionais. Contudo a experiéncia mostra que varios
dados nao podem ser acomodados pelo modelo de Cox. Este fato tem sido determinante
no desenvolvimento de véarios tipos de modelos de riscos nao-proporcionais. Entre eles
pode-se citar o modelo de falha acelerada (Prentice, 1978), o modelo de risco hibrido
(Etezadi-Amoli e Ciampi, 1987) e os modelo de risco hibridos generalizados (Louzada-

Neto, 1999).

Neste contexto, Mackenzie (1996) propds uma nova familia paramétrica de modelo
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de risco nao-proporcional intitulado modelo de risco logistico generalizado dependente do
tempo. O modelo é baseado na generalizacao da funcao logistica usual e é motivado, em
parte, por considerar o efeito do tempo em seu ajuste e, em parte, pela necessidade de
considerar estrutura paramétrica.

Neste Capitulo, na Secao 1.2, é apresentado uma breve introdugao sobre andlise de
sobrevivéncia, bem como alguns conceitos introdutérios sobre modelagem de dados via
funcao de risco. O modelo de Cox, um dos mais utilizados na literatura, é descrito na
Secao 1.3, com suas propriedades e limitagoes. Para finalizar, alguns conceitos bésicos da

fungao logistica usual sao descritos resumidamnete na Secgao 1.4.

1.2 Conceitos Basicos Anadlise de Sobrevivéncia

A Anélise de sobrevivéncia é uma das dreas da estatistica na qual sao desenvolvidos
métodos para analisar dados provenientes de varidveis aleatérias tomando valores posi-
tivos. Essas varidveis correspondem ao tempo de ocorréncia de um evento de interesse, tais
como o tempo até a morte ou cura de um individuo, tempo até a falha de um componente
eletréonico, dentre outros.

Existem duas caracteristicas bastante importantes nos dados de sobrevivéncia. Uma,
diz respeito a distribuicao dos dados que, geralmente, é assimétrica a direita e a outra é
a presenca de censuras, que ocorre quando nao é possivel observar a resposta de algumas
unidades que deverao ser incluidas na anélise.

O principal interesse na drea de sobrevivéncia estd na estimacao da probabilidade de
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um individuo sobreviver até o tempo ¢, conhecida como fungao de sobrevivéncia e a razao
instantanea de falha no tempo t, dado que ele sobreviveu até ¢, chamada de funcao de

risco.

Dentre as técnicas utilizadas para estimar-se a funcao de sobrevivéncia destacam-se
as paramétricas e as nao-paramétricas. Nas técnicas nao paramétricas o estimador mais
utilizado para a fungao de sobrevivéncia é o produto-limite de Kaplan-Meier (Kaplan &
Meier, 1958). Um outro estimador ndo-paramétrico para a fungao de sobrevivéncia é a
tabela de vida ou o estimador atuarial, que considera os dados agrupados, ou seja, sao

conhecidos apenas os intervalos em que as falhas ou censura ocorreram.

Estas técnicas nao levam em consideragao as covaridveis relacionadas com o tempo de
sobrevivéncia. Para considerar estas covaridveis devem-se utilizar os modelos paramétricos
ou teste de vida acelerado, em que se supoe uma distribuicao de probabilidade conhecida

para os tempos.

O tempo de sobrevivéncia T tem fungao densidade de probabilidade, f(t), definida
como a probabilidade de o individuo falhar no intervalo [t; ¢ + At] por unidade de tempo,

que pode ser expressa por,

P(t<T <t+Af)
At—0 At

. (1.1)

A fungao de sobrevivéncia, denotada por S(t), representa a probabilidade do individuo

nao falhar até um certo tempo t, isto é,



S(t)=P(T >t)=1— F(t), (1.2)

tal que S(t) = 1 quando ¢t = 0 e S(t) = 0 quando t — oo, e F(t) = f(f f(u)du representa
a funcao de distribuicao acumulada. Esta funcao é geralmente utilizada para determinar
o p-ésimo percentil do tempo de sobrevivéncia.
A funcao de risco é definida como o limite da probabilidade de um individuo falecer
no intervalo de tempo [t,t + At), dado que o mesmo tenha sobrevivido até o tempo ¢, e é
expressa por,
Pt <T<t+AtT >1t)

hlt) = Ahtr—l}o At '

Esta fungao também pode ser definida em termos de (1.1) e (1.2) por meio da expressao

h(t) = S (1.3)

1.2.1 Modelagem Via Funcao de Risco

Considerando a presenga de varidveis explicativas (covaridveis), a fungao de risco (1.3)

pode ser reescrita na forma

h(t|x) = u (t, a'x), (1.4)

’ ~ o, . , 7
onde u (-) ¢ uma funcdo positiva igual a 1 quando seu argumento ¢ zero, X = (1, ..., ))

representa o vetor de covaridveis e o = (o, ..., o) € 0 vetor de coeficientes do modelo a
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serem estimados. Varias formas funcionais podem ser empregadas para u(-). Estas formas
permitem a composicao de vérios tipos de fungoes de riscos que serao vistas em detalhes
a seguir.

Para descrever a heterogeneidade existente numa determinada populagao pode-se mod-
elar o tempo de vida considerando também as possiveis varidveis explicativas quem podem
influenciar na sobrevivéncia, supondo uma forma para a funcao de risco bésica. Existe
uma vasta literatura na modelagem de fungoes de risco que consideram o efeito de co-
varidveis. O primeiro modelo de risco proposto e também um dos mais utilizados na

literatura é apresentado na préxima Secao.

1.3 Modelo de Cox

O modelo de Cox é sem divida um dos mais populares na andlise de dados de
sobrevivéncia. Assume-se, nesse modelo, que os tempos t;, ¢ = 1;...; p, s@o independentes

e que o risco é dado por,

h (t|x) = exp(a'x)hg (1), (1.5)

em que hg é conhecida como a funcao de risco base, ou seja, o risco de um individuo com
covaridveis x = 0, « é o vetor de dimensao p de coeficientes de regressao desconhecidos
é x ¢é o vetor de dimensao p de covaridveis observadas.

Devido a presenca do componente nao-paramétrico hg(t) no modelo (1.5), o método

da méxima verossimilhanca usual nao é apropriado para estimar os pardmetros. Desse
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modo, Cox(1975) formalizou o método da méaxima verossimilhanga parcial que consiste
em condicionar a funcao de verossimilhanca nos tempos de ocorréncia do evento de modo
a eliminar a fungao ho(t). Além disso, quando acontecem empates nao se pode utilizar a
funcao de verossimilhanca parcial exata e, nesse caso, existem métodos alternativos tais
como os apresentados por Breslow (1974) e Efron (1977).

O modelo dado por (1.5) é denominado modelo de riscos proporcionais pelo fato da
razao entre as taxas de falhas para dois individuos ser constante no tempo, ou seja,
tomando-se a razao de riscos para dois individuos i e j e aplicando-se a equagao (1.5),

obtém-se o resultado abaixo, que nao depende do tempo,

h(tlx;) _ exp(B'%i)ho (t)
h(tlx;)  exp(8'%;)ho (t)

= exp(8'x; — B'%;).

A suposicao bésica para o uso do modelo de riscos proporcionais de Cox é, portanto,
que as taxas de falha sejam proporcionais. Em outras palavras, isto significa que se um
individuo apresenta no inicio do estudo um risco de falha igual a trés vezes o risco de
um outro individuo, entao esta taxa serd a mesma para qualquer tempo ¢ do periodo de

acompanhamento.

1.4 Contetido da Dissertacao

O objetivo desta dissertagao é discutir o modelo nao proporcional apresentado por
Mackenzie (1996), apontando suas propriedades e motivagdes para seu uso. Nesta dis-

sertacao apresentamos, no Capitulo 2, os procedimentos clédssicos de estimacao pontual e
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intervalar. Esta andlise cldssica é baseada em propriedades assintéticas dos estimadores
dos parametros envolvidos. Sendo assim, também foi realizado alguns estudos numéricos
das estimativas cldssicas também descritos neste Capitulo.

Uma metodologia de estimacao intervalar e a construcao de testes de hipéteses para
os parametros do modelo logistico generalizado dependente do tempo via reamostragem
sao apresentadas no Capitulo 3. Assim como no Capitulo 2, também foi estudada as
propriedades destes estimadores através de um estudo numérico.

A metodologia Bayesiana de estimagao para os parametros do modelo baseados em
técnicas de simulagao de Monte Carlo é apresentada no Capitulo 4.

No Capitulo 5 apresenta-se algumas conclusoes finais e propostas de continuidade deste
trabalho. Um Apéndice foi introduzido com o objetivo de apresentar métodos de diagnds-
ticos de convergéncia para as cadeias geradas pelo método MCMC (apéndice A). Além
disso, os programas desenvolvidos na implementacao computacional para os exemplos de

aplicagao dos modelos propostos podem ser encontrados nos demais apéndices.



Capitulo 2

Modelo Logistico Generalizado

Dependente do Tempo

2.1 Introducao

A experiéncia mostra que alguns dados de sobrevivéncia nao comportam a suposi¢ao de
riscos proporcionais conduzindo ao desenvolvimento de vérios tipos de modelos de riscos
nao-proporcionais.

Neste contexto, o modelo proposto por MacKenzie (1996) considera uma nova familia
paramétrica de distribuigoes de sobrevivéncia continuas para a anélise de dados com riscos
nao-porporcionais. O modelo é baseado na generalizacao da familiar fungao logistica
considerando uma forma dependente do tempo, além disso, permite uma interpretagao de
fragilidade quando se tem uma populacao heterogénea.

8
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A formulagao do modelo e suas principais propriedades sao apresentadas na Segao
2.2 e Secao 2.3, respectivamente. Na Secao 2.4, um procedimento de estimagao pontual
é desenvolvido através da estimagao de méxima verossimilhanca. Os testes de hipote-
ses assintoticos sao apresentados na Segao 2.5. Para ilustracao da metodologia apre-
sentada neste capitulo, um exemplo numérico é desenvolvido na Secao 2.6 e alguns estudos
numeéricos sao descritos na Segao 2.7. A Secao 2.8 apresenta algumas consideracoes finais,

concluindo o Capitulo.

2.2 Formulacao do Modelo

Denotando por 7" uma varidvel aleatéria nao negativa representando o tempo de falha,

a taxa de falha instantanea, ou a fungao de risco tem a forma,

t /
Mt 0, B) = A0+ D) (21)
1+ exp(ta + 2/f3)
em que A > 0 é um escalar, a é uma medida de efeito do tempo e 3’ = (61, ...,Bp)l

2

¢ um vetor de p pardmetros desconhecidos medindo a influéncia das p covaridveis x' =
(21, .0y 1)
Sabendo-se que , em que S(t|x) = exp(—H(t|x)),em que H(t|x) é a fungao de risco

acumulada, tem-se que a funcao de sobrevivéncia é dada por,

_ [1+exp(ta+2'B) —a
Sk = exp(«'f3)
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Entao, a equagao (2.1) caracteriza uma familia tri-paramétrica dada por,

f@A . B) = h(th, a, B)S(HA, a, 5)

exp(ta + 2'f) { 1 + exp(ta + 2'3) }A/a
1 + exp(ta + 2'3) 1 + exp(z'5)

(2.2)

Para T'> 0, tem-se que S(0|\, o, ) = 1 e correspondentemente S(oo|A, «, 5) = 0.
Além disso, podemos notar também que o modelo (2.1) caracteriza uma familia tri-
paramétrica (A, v, 5) de varidveis aleatdrias nao negativas com funcao de probabilidade

dada por,

F(tA @, 8) = Ap(a, B) {a(a, B)g(B)}* (2.3)
sendo que os componentes individuais sao fungoes simples do modelo logistico muiltiplo

dependente do tempo,

pla, B) = exp(ta + 2'8)/ {1 + exp(te + 2'B)} (2.4)
q(a, B) = 1/ {1 + exp(ter + 2'8)}, (2.5)
9(B8) = 1+ exp(a'B). (2.6)

Vérios modelos de riscos usuais podem ser obtidos como casos particulares de (2.1).

Quando, em (2.5), q(«, 8) = 1, o modelo logistico generalizado dependente do tempo (2.1)
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se aproxima do modelo de Cox (1.5). Nesta condi¢ao as estimativas dos parametros de
regressao 3 obtidas por meio dos dois modelos sao similares. Quando a = 0, o modelo
(2.1) reduz-se a um modelo de risco logistico multiplo.

O modelo é incomum pois as covaridveis e o tempo sao tratados simetricamente, os
pardmetros « e [ aparecem conjuntamente numa mesma estrutura. Entao, os efeitos
das covaridveis sao ajustados para o tempo e vice-versa, permitindo que o efeito das
covaridveis, medido ao risco bdsico, decresca com o tempo, entao, quando ¢t — oo, seu
efeito é pequeno, um aspecto que geralmente estd de acordo a realidade dos estudos
médicos.

Além disso, quando A = 1, uma nova familia logistica dependente do tempo é obtida,

com fungao de risco dada por,

. B exp(toz + 1’16)
h*(tla, B) = 1+ exp(ta + x/ﬁ)

(2.7)
Considerando o modelo de risco proporcional, exp(z;3), tem uma interpretagao de
“risco relativo”. Contudo, no modelo definido em (2.1), exp(2’3) tem uma interpretagao

“odds razao”, que fica explicita quando A = 1, em que surge um modelo logistico depen-

dente do tempo reduzido com,

h* (t|2)

Y*(t|lz) = log {m

} =ta+ 2'6.

Considerando o risco relativo, de acordo com a equacao (2.1), a estimativa de h(t|z1)/h(t|zs),

para duas determinadas covariadas especificas, podem ser obtidas por,
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1+ exp(ta + x4f)
1+ exp(ta + z)5)

pla, Blt, 21, 12) = exp [(z1 — 22)' ]

Se x & bindria (z; = 1 e x3 = 0), o principal termo do risco relativo é exp 3, contudo

0s risco nao sao proporcionais, como no modelo de Cox, mas dependentes do tempo.

2.3 Algumas Propriedades

A Figura 1.1 mostra a forma tipica da densidade, fungao de risco e sobrevivéncia
para um conjunto de parametros especificos (A = 1, = —0.05,7 = —1), sendo que
v = z'f. Neste exemplo, a dependéncia do tempo é semanal, & = —0.05 e a funcéo de
risco resultante é aproximadamente linear. Desta figura, nota-se que 50% da populacao
falham antes 2.75 anos e 80% antes de 6.75 anos.

A Figura 1.2 mostra uma série de curvas de risco ilustrando a amplitude das formas
que podem ser representadas quando A = 1. Em geral, valores positivos de o aumenta a
taxa de risco, enquanto que valores negativos a reduzem. Contudo, entre estes intervalos
de risco é mais linear, de acordo com a Figura 1.2, quando @ = —0.06 e v = —1.6.

Também, da Figura 1.2, tem-se que uma forte dependéncia do tempo, como é esper-
ado, para um modelo sigmoidal, e é esta propriedade da fungao de risco que distingue
o modelo logistico dependente do tempo dos demais modelos. Entretanto, sob algumas
condicoes, o modelo logistico generalizado dependente do tempo pode ser aproximado
para a distibuigdo de Gompertz. Por exemplo, na equagio (2.1), quando ————— =~ 1,

1+exp(ta+y)

a funcao de risco é da forma ho(t|a, v, \) = dexp(ta + ), isto é, segue uma distribuigao
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de Gompertz com pardmetros v = a e 1 = Aexpr.

—— Fungéo de Sobrevivéncia
....... Densidade
............. Funcéo de Risco

—— alpha=0.5,gama=-1.0

0 _| [ Bt alpha = 0.25,gama=-1.0
e I B alpha =-0.5, gama = 1.0
< ~ | e - alpha=-0.25,gama=1.0
S -

T : T T T
5 10 15 20

Figura 1.2. Funcoes de Risco.

Assim, podemos dizer que o modelo logistico generalizado dependente do tempo é uma
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familia de distribuicao de sobrevivéncia que é diferente da distribuicao logistica padrao
dada em Kalbfleisch e Prentice (1980) e da distribuicao generalizada de Verhulst (Ahuja
and Nash, 1967). Também nao pode ser comparado com com o modelo log-logistico
introduzido por Bennett (1983) em que a funcao de risco é crescente, para alguns valores

dos parametros.

2.4 Procedimento de Estimacao Pontual

Como o modelo logistico generalizado dependente do tempo definido em (2.1) ¢é inteira-
mente paramétrico, o método de maxima verossimilhanga pode ser usado tranquilamente
para estimar os parametros desconhecidos. Considerando uma amostra aleatéria de n in-
dividuos com as informagoes disponiveis (t;, x;,0;), em que §; = 1, se o evento de interesse
é observado e 9; = 0, caso contrario, para ¢ = 1,2,...,n. Entao, a contribuicao para a

verossimilhanca dos eventos observados no tempo ¢; é da forma,

n

La.B) = 1 Pwilon )} {aile )gi(8)1"

=1

N {A exp(tic + 2/ 3) )}‘”’ { 1+ exp(z3) )}A/a' 28

=1 | 1+ exp(tia+ zip 1+ exp(t;a+ 25

Pois, considerando um esquema de censura nao informativo, a contribuicao dos tempos

censurados é,
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S(tilr) = {a(a,B)g:(B)}Y"
_ { 1 + exp(a) }A/a
1+ exp(tia + 249) '

Como A > 0 e a > 0, é conveniente escrever A = expy e a = exp ¢, .para obtermos

uma melhor convergéncia dos dados Considerando o log-verossimilhanca, as primeiras

derivadas, necessdrias para obter os estimadores de méxima verossimilhanca sao dadas

por,

Up = £ = X, [0+ 222 1og(ai(. 8)9:(8)]

Up = 2 = S0, [0itiai(0, B) — Z22tpi(6, B) — 225 og(ai(0, B)9:(8)| . ¢ (29)

Us, = £ = X1ty diwuidi(d, B) + 2222 [ri(B) — pi(0,B)]|
para u = 0,...,p, e 1i(3) = exp(x;8)/(1 + exp(z;3)).
Além disso, a matriz de informagao observada I, que fornece a consisténcia dos esti-
madores da matriz de dispersao assintética, pode ser obtida através das equagoes dadas
m (2.9). Considerando 8 = (¢, ¢, 3), entao, a matriz de dispersao assintética ¢ V(0) =
1(6)~" e o estimador de maxima verossimilhanca @ ¢é assintoticamente N,(8,V(9)).
Como as derivadas (2.9) nao apresentam solugbes analiticas o método de Newton

Raphson foi utilizado para este fim.
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Devemos ressaltar também que o modelo (2.8) apresenta dificuldades referentes a esti-
macao de maxima verossi
milhanca dos pardmetros de interesse. O problema surge porque o modelo é ajustado
incluindo o vetor de covaridveis com termo intercepto, resultando em um modelo nao
identificdvel, pois A e 3, fornecem a mesma informacao para os dados.

E importante notar que a constante A\ deve estar restrita para valores positivos e o

termo [, ser retirado, tornando o modelo dado em (2.1) identificdvel.

2.5 Procedimento de Estimacao Intervalar

Nesta Secao estudaremos procedimentos de estimacao intervalar bem como testes
de hipdéteses. Vale ressaltar que as estimativas intervalares e testes de hipdéteses para
os parametros sao baseadas na distribuicao normal assintética dos estimadores de méx-
ima verossimilhanga (emvs) e na distribui¢do qui-quadrado da estatistica da razao de
verossimilhanga (RV), respectivamente (Lawless, 1982, apéndice E). A adequagao destes
procedimentos para amostras pequenas ou moderadas é estudada via simulacao mais adi-
ante.

Seja 6 = (p, b, B) denotando os estimadores de 8 = (p,¢,3). Assintoticamente,

quando n — o0,

(6-0) v — N (0.17(0). (2.10)

em que NN denota os distribuicao normal multivariada e I é a matriz de informagao esper-
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ada de @ em 0 = 6. A matriz de informacao observada em, 8 = 0, ¢ dada por,

Jlog L] (2.11)
6=6

—1/N _ |
I (9)[ 00,00,

¢ um estimador consistente de I71(6).

A distribui¢ao assintética dada em (2.10) pode ser usada para construir regides de
confianca aproximadas para os pardmetros e para funcoes de interesse.

Para testar a variedade de hipéteses relacionadas com os pardmetros que surgem dos
dados, pode-se usar a estatistica de Wald, a estatistica Score ou a estatistica de razao de
méxima verossimilhanca (RV). Sendo que esta ultima foi considerada em nosso trabalho.

Seja By e B, denotando os emvs de @ sob as hipéteses Hy e Hi. Sob certas condigoes

de regularidade, a RV é dada por,

A = —2log (ﬁgz?;) : (2.12)

tem uma distribuigao assintética x2, em que d é a diferenga entre o mimero de parametros

independentes necessdrios para especificar Hy e H;.

2.6 Exemplo de Aplicacao

Kalbfleisch & Prentice (1980) fornecem um conjunto de dados que ilustra dados que
consideram vérias covaridveis para descrever o prognoéstico de cancer pulmonar em 137

pacientes onde 9 sao censurados a direita. Apds investigagoes preliminares, optamos por
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trabalhar com a variavel de performance inicial - (Karnofsky, com escala 0-100, em que

valores com scores altos representam pacientes com indice um "bom"indice de performance
inicial) para a sobrevivéncia. Pacientes com performance abaixo de 50 foram classificados
como sendo do grupo 1 e os pacientes acima de 50 do grupo 2. A Figura 2.1 mostra a funcao
de risco acumulada e a Figura 2.2 fornece a curva da fungao de sobrevivéncia empirica
para os dois grupos de performance inicial. Obervando-se as figuras podemos verificar

claramente que as curvas se cruzam , concluindo que o modelo de risco proporcional nao

¢é apropriado.

o i
) i
1
i
------ B e
3
c
>
(%)
<50
>50
curve adjusted

t (months)

Figura 2.1 Fungao de Risco Acumulada
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Figura 2.2 Fungao de Sobrevivéncia (S(t)), com as estimativas de Kaplan-Meier
e 0 Ajuste do Modelo Logistico Generalizado Dependente

do Tempo (—).
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As estimativas de médxima verossimilhancga foram calculadas considerando o modelo
logistico generalizado dependente do tempo (2.8) através do método de Newton-Rapshon.
Advertimos que, neste trabalho, consideramos A > 0 e & > 0 optamos por trabalhar com
A =exp(p) e a = exp(¢), para obter uma convergéncia do método numérico.

Para a implementagao do método iterativo de Newton-Raphson foi utilizada a lin-
guagem de programacido R. Iniciando o método com p(® = # = 3O =0, as estimati-
vas encontradas através das sucessivas aproximacoes sao mostradas na Tabela 2.1. Esta
tabela também contém o desvio padrao (DP) e o intervalo de confianga assintético (/C)

das respectivas estimativas.

Tabela 2.1. Estimativas para os Parametros do Modelo Logistico Generalizado

ajustado para os Dados de Cancer Pulmonar.

Parametro | Estimativa DP  1C(90%)

% 0.965 0.01 095 0.98
) 0.612 0.03 0.55 0.67
6] -0.971 0.09 -1.15 -0.79

: . e -1,
A matriz de variancia-covariancia [I ()] é dada, neste caso, por

0.0l —020 0.00
O] "= _-020 003 -005

0.00 —-0.05 0.09
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Através da Tabela 2.1, podemos concluir que o valor altamente significante de &5 indica
que o modelo de risco proporcional (1.5) nao é apropriado. Portanto, para este conjunto de
dados, o modelo Logistico Generalizado Dependente do Tempo, (2.1), fornece um melhor

ajuste.

2.7 Alguns Estudos Numéricos

E comum na prética encontrarmos estudos com a possibilidade de amostras pequenas
ou moderadas. Para avaliar a aplicabilidade dos resultados assintéticos nestes casos, as
propriedades do estimadores devem ser estudadas através de calculos numéricos baseado
na matriz de informacao de Fisher. Para isto, y;s e os ¢;s foram gerados de uma dis-
tribuicao exponencial com n = 30,50, 100,300 e 1000 e taxa de falha igual a 0.4 e 0.5,
respectivamente. Os tempos de vida foram definidos como t; = min(y;, ¢;) e a censura
especificada como §; = 1, se y; < ¢; e §; = 0, caso contrario. As covaridveis foram geradas
como sendo varidveis de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0.5.

A adequabilidade foi estudada via simulagao Monte Carlo considerando 1000 réplicas
dos intervalos de confianga de 90% para os parametros do modelo estudado. Além disso,
os comprimentos médios dos intervalos de confianca devem decair com o aumento de

n, proporcionalmente a n~/2.

A verificacao deste decaimento assintético foi feita rea
lizando a regressao log(var(.)) versus log(n), onde os coeficientes de inclinacao de regressao

devem ser aproximadamente —1. Os resultados do estudo sao apresentados na Tabela 2.2.

As probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca de 90% sao apresentadas
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na Tabela 2.3.

Tabela 2.2. Coeficiente de Inclinagao da relagao entre o log da varidncia e n.

n var(yp) wvar(p) wvar(p)

[15, 30] -1.401 -0.965 -1.468

30, 50]  -1.131 -1.096 -1.305
50, 100]  -0.974 -1.000 -1.160
(100, 300] -0.946 -0.939 -1.22

[300, 1000] -0.992 -0.998 -0.938

Tabela 2.3. Probabilidade de Cobertura dos Intervalos de Confianca de 90%

para os Pardmetros do Modelo Parametrizado.

~ ~

n @ ¢ &)

15 0.781 0.762 0.833

30 0.887 0.874 0.898

50 0.891 0.889 0.872

100 0913 0.921 0.893

300 0.899 0.881 0.911

1000 0.933 0.905 0.900

De acordo com a Tabela 2.3, podemos notar que a probabilidade de cobertura dos
intervalos de confianca de 90% para os parametros ¢ e ¢ sdo razoaveis para n > 100,

decrescendo em torno de 0.80 quando n = 15. Entretanto, para o parametro S podemos
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concluir que quando n > 30 as probabililidades de cobertura ja se encontram num nivel
razoavel. Além disso, os comprimentos médios dos intervalos de confianca decaem com o
aumento de n na razao de n~/2. A Figura 2.3 apresenta as probabilidades de cobertura

versus o tamanho da amostra para os intervalos de confianca dos parametros do modelo.

0.92
1

0.90

0.90
0.90

0.88

0.85

0.86

0.85
Probab. de Cobertura

Probab. de Cobertura
Probab. de Cobertura

0.84

0.80

0.80
0.82
1

0.80
1
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0] ¢ B

Figura 2.3. Probabilidade de Cobertura dos Intervalos de 90% versus o Tamanho da
Amostra, n. Os valores 0.89 e 0.91 correspondem respectivamente aos imites inferiores

e superiores do intervalo de 90% da probabilidade de cobertura de 0.9.

2.8 Consideracoes Finais

Neste Capitulo apresentamos um novo modelo paramétrico para descrever os da-

dos de sobrevivéncia proposto por Mackenzie em 1996 e intitulado de "Modelo Logistico
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Generalizado Dependente do Tempo".

A vantagem desse modelo de risco logistico generalizado dependente do tempo é per-
mitir que o tempo seja considerado no ajuste do modelo. Entretanto, como na andlise de
sobrevivéncia ¢ muito comum encontrarmos amostras pequena ou moderada, uma cautela
¢é necessaria nos procedimentos de estimacao e testes de hipéteses, uma vez que a teoria
assintotica usual pode nao ser valida.

No estudo de simulagao desenvolvido neste Capitulo, observamos que a teoria assin-
tética nao deve ser adotada para pequenas amostras, pois para certos parAmetros, algu-
mas estimativas podem nao estarem adequadas. Além disso, métodos formais de testes de
hipéteses e estimacao por intervalo via métodos de reamostragem nao foram plenamente

desenvolvidos.



Capitulo 3

Intervalos de Confianca via Métodos

de Reamostragem

3.1 Introducao

O grande objetivo da maioria dos pesquisadores é estimar a incerteza associada aos
estimadores para que com isso possamos determinar a regiao onde se encontra o valor
real dos pardmetros. Os estimadores assim como suas incertezas associadas podem ser

estimadas através de técnicas estatisticas paramétricas ou nao paramétricas.

A maioria das técnicas para estimacao dessa incerteza nao sao apropriadas quando
temos uma amostra muito pequena. Neste caso muitas técnicas baseadas em simulagao
computacional sao mais adequadas. As técnicas de simulacao atualmente mais conhecidas
sao as de reamostragem, como por exemplo, o Bootstrap e Jacknife. Ambas técnicas de

25
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reamostragem reproduzem a funcao densidade acumulada do parametro que auxiliam na

determinacao da regiao de incerteza do pardmetro.

3.2 O Meétodo Bootstrap

O bootstrap ¢ um método que pode ser facilmente implementado tanto de forma nao-
paramétrica quanto paramétrica, dependendo do conhecimento do problema. No caso nao-
paramétrico, o método bootstrap reamostra os dados um nimero B de vezes com reposicao,
em que os valores sao escolhidos segundo uma funcao de distribuicao empirica estimada,
tendo em vista que, em geral, nao se conhece a distribuicao subjacente aos dados. No caso
paramétrico, quando se tem informacao suficiente sobre a forma da distribui¢ao dos dados,
a amostra bootstrap é formada realizando-se a amostragem diretamente desta distribuicao
com os parametros desconhecidos substituidos por estimativas paramétricas.

Considerando-se Y7, ..., Y,, uma amostra aleatéria de tamanho n com distribuicao de
probabilidade desconhecida F' que depende de um parametro 6, e sejamy = (Y1, Y2, -, Yn)
os valores observados. Como a fungao F' é desconhecida, pode-se estimé-la pela fungao

de distribui¢ao empirica, baseado na amostra de tamanho n que & dada por,

A funcio F assume valores 1 /n para cada valor da amostra y;, i = 1, ..., n.
Supondo-se agora que se queira estimar o pardmetro que depende da distribuicao F',

isto ¢, 0 = t(F) baseado em Y. Um estimador de 0 é § = s(Y),resta saber entdo a
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precisao deste estimador. Para isto, utiliza-se o método bootstrap, que retira amostras
bootstrap com reposicao yj, ..., y; utilizando a funcao de distribuigao empirica estimada

A

F'. Assim, para a amostra bootstrap y = (yi, ...,y.:) , calcula-se

Ao se obter um grande nimero de replicagoes bootstrap de 1, ..., y,, obtém-se a dis-
tribuicao empirica de 9*, podendo-se calcular medidas de posigao, dispersao, intervalos de
confianca, dentre outras, de modo a analisar a precisao do estimador obtido inicialmente.

Quando se tem informacoes suficientes sobre F', um estimador bootstrap paramétrico
0" de 6 pode ser obtido da mesma forma que o ja descrito anteriormente, apenas levando-se

em conta a verdadeira distribuicao subjacente aos dados.

3.3 Intervalo de Confianca Via Bootstrap

Como mencionado, em inferéncia estatistica, tem-se interesse na quantificagao do erro
cometido ao se estimar um parametro de interesse 0 através de 0. Uma estratégia usual
para a busca de medidas de incerteza, que expressem este erro, é a estimagao do erro
padrao de 0. Entretanto, métodos analiticos para a obtencao destas medidas nem sem-
pre estao disponiveis, ou constituem processos altamente complexos. Neste contexto, o
método
bootstrap constitui uma eficiente alternativa, fornecendo estimativas do erro padrao de

0 livres de complexidades algébricas e possibilitando a obtencao de intervalos de confi-
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anca sem necessidade de pressupostos sobre a distribuicao do estimador.

Desta forma, o método bootstrap é utilizado para a obtencao de estimativas intervalares
empiricas para os estimadores dos pardmetros de interesse, através da reamostragem do
conjunto de dados originais.

Considerando 6 como o pardmetro de interesse, para cada amostra, calcula-se a emv

%

para e tem-se no final de B reamostragens, 6, < ... < 9*3 valores dos emv ordenados.
Utiliza-se, entao,
91(B+1)(%) € ‘92(B+1)(1—%)

como sendo os limites inferiores e superiores do intervalo 100(1-a)% de confianga para 6.

3.4 Testes de Hipdteses via Método Bootstrap

O uso do método bootstrap em teste de hipétese é também de grande interesse em
diversas situagoes. Um dos motivos para isso é que a conexao entre os limites de confianca
e testes de significancia pode ser explorada para testar certos tipos de hipéteses, como por
exemplo, podemos verificar a significAncia do parametro de regressao 3, onde se deseja
testar a hipétese Hy : § = 0. Ou ainda, podemos estar interessados em verificar se
efeito do tempo é influente no ajuste do modelo, ou seja, testar Hy : exp(¢) = 1 contra
Hi :exp(¢) # 1.

Uma alternativa para testar estas hipéteses é obter a distribuicao empirica de A, dada

em (2.12), através de simulacao bootstrap,
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A= 2(lsob Hy — lcompleto)- (31)

Valores grandes de A indicam rejeicao da hipétese nula, assim, para a obtengao A
utiliza-se técnica de reamostragem, isto é, para cada reamostra, calcula-se A e no fi-
nal de B reamostras tem-se as estimativas da razao de verossimilhanga ordenadas A} <

. < A3, podendo assim determinar a localizagao, Ay obtida da amostra original, en-

tre as estimativas da razao de verossimilhanga, calculando o p-wvalor empirico, isto é,

=% Zf:1 I (A3 > Ag), onde I(-) é a fungdo indicadora. Rejeita-se a hipétese nula se

a’.

3>
VAN

3.5 Exemplo de Aplicacao

Para ilustrar a metodologia proposta neste capitulo, consideramos o mesmo conjunto de
dados utilizado na Se¢ao 2.5. A Tabela 3.1 mostra os intervalos de confianca assintéticos,
os intervalos percentis bootstrap nao paramétrco e paramétrico de 90%, descritos neste
capitulo. A diferenca entre a teoria assintética e os resultados obtidos via reamostragem

sao maiores para e ¢.
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Tabela 3.1. EMV s, intervalos de confianca de 90% assintéticos, bootstrap

nao-paramétrico e parameétrico.

Parametros % ) 6]
EMV 0.965 0.612 -0.971
Assintético (0.95, 0.98) (0.55, 0.67) (-1.15,-0.79)

bootstrap nao- paramétrico (0.91, 0.99) (0.32, 0.70) (-1.27, -0.83)

bootstrap paramétrico (0.93,0.99) (0.39, 0.74) (-1.29, -0.82)

Novamente, percebemos uma certa sensibilidade na estimativa dos parametros ¢ e ¢.

3.6 Estudo de Simulacao

Nesta Secao apresentamos resultados do estudo de simulacao realizado para comparar a
eficiéncia das estimativas dos bootstrap’s paramétrico e nao-paramétrico, assim como dos
testes de hipéteses para amostras pequenas e moderadas através do cdlculo do tamanho.

O estudo de simulacao foi baseado em amostras geradas da distribuicao exponencial
com n = 15, 30, 50, 100 e 300 elementos e, assim como na Sec¢ao 2.6, 0s y;s € 0s ¢;s foram
gerados de uma distribuicao exponencial com taxa de falha igual a 0.4 e 0.5, respectiva-
mente. A amostra foi obtida para os valores gerados ¢ = ¢ = 3 = 0.5. Os tempos de vida
foram definidos como ¢; = min(y;, ¢;) e a censura especificada como §; = 1, se y; < ¢; e
0; = 0, caso contrario. As covaridveis foram geradas como sendo varidveis de Bernoulli

com probabilidade de sucesso igual a 0.5.
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Considerando B = 399 replicacoes, a adequabilidade do bootstrap foi estudada via
simulagao Monte Carlo repetindo o procedimento descrito acima 1000 vezes onde a média

dos valores obtidos foram considerados como resultados.

3.6.1 Resultados

Probabilidade de Cobertura

A adequabilidade foi estudada via simulagao Monte Carlo dos intervalos de confianga

de 90% para os parametros do modelo estudado apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2. Probabilidade de Cobertura dos Intervalos de Confianca de 90%

para os pardmetros do Modelo.

Bootstrap Paramétrico | Bootstrap Nao-Paramétrico

n © ¢ o} ® ¢ B

15 | 0.865 0.852 0.861 | 0.871 0.868 0.873

30 | 0.877 0.870 0.883 | 0.911 0.881 0.896

50 | 0.897 0.894 0.896 | 0.893 0.896 0.898

100 | 0.910 0.903 0.909 | 0.914 0.914 0.910

300 | 0.903 0.892 0902 | 0.906 0.897 0.904

De acordo com a Tabela 3.2, podemos notar que a probabilidade de cobertura dos
intervalos de confianca de 90% sdo razodveis para n > 30, considerando o método nao-

paramétrico. Os intervalos de confianca do bootstrap paramétrico podemos concluir que
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sao coerentes para n > 50. A Figura 3.1 apresenta as probabilidades de cobertura versus

o tamanho da amostra para os intervalos de confianca dos parametros do modelo.
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Figura 3.1. Probabilidade de Cobertura dos Intervalos Bootstrap de 90% versus o

Tamanho da Amostra, n.

Testes de Hipdteses

Para verificar a influéncia do tempo e da covaridvel no ajuste do modelo, as hip6teses
Hy:=0e Hy:exp(p) =1 podem ser testadas.

Considerando o Hy : § = 0 contra H; : 8 # 0, podemos fixar § = 0 para calcular o
tamanho empirico médio.

Para o estudo do tamanho do teste, observou-se quantas vezes a estatistica A caiu

numa regiao critica. Foram marcados os percentis 95 da distribuicao empirica dos valores
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A7, ..., Algg para determinar a regiao critica do teste e determinado se Ay do passo inicial
estava ou nao na regiao critica. Este passo foi feito para cada uma das 1000 amostras
simuladas. O tamanho do teste foi estimado calculando o nmimero de vezes em que a
estatistica Ay caiu na respectiva regiao critica de 0.05.

A Tabela 3.3 e 3.4 apresenta os resultados obtidos. Notamos que os tamanhos sao

préximos de 0.05 para os valores grandes de n, nas hipéteses testadas.

Tabela 3.3. Tamanho Empirico Médio do Teste Estatistica

de Verossimilhanga para Hj : exp(¢) = 1.

n| 15 30 90 100 300

0.065 0.059 0.058 0.054 0.053

Tabela 3.4. Tamanho Empirico Médio do Teste Estatistica

de Verossimilhanga para Hy : 5 = 0.

n| 15 30 50 100 300

0.066 0.061 0.062 0.056 0.054

3.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo desenvolvemos intervalos de confianca e testes de hipéteses via
reamostragem. Um estudo de simulagao foi desenvolvido com o objetivo de verificar a
adequacao dos intervalos de confianca e o tamanho dos testes de hipéteses propostos.

Observamos que a teoria de reamostragem é adequada para amostras moderadas.
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A seguir apresentaremos um método alternativo de modelagem, a abordagem bayesiana,

que também pode ser aplicada para estimar os pardmetros do modelo.



Capitulo 4

Abordagem Bayesiana

Neste Capitulo apresentamos uma abordagem Bayesiana para o modelo logistico
generalizado dependente do tempo (2.1). As inferéncias para os parametros do modelo
para o mesmo exemplo considerado em estudo sao apresentadas na Secao 4.1 e é aplicada,
considerando o exemplo estudado, na Secao 4.2. A Se¢ao 4.3 finaliza o capitulo com

algumas consideragoes finais.

4.1 Procedimento Geral

Nesta secao apresentamos alguns conceitos bdsicos de forma geral para que os
modelos possam ser abordados numa perspectiva Bayesiana. A abordagem Bayesiana é
adequada quando ocorrem situagoes onde os modelos avaliados sao incompativeis com
modelos simples e outros modelos mais realisticos e, conseqiientemente modelos mais
complexos sao necessarios.

35
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A implementacao de técnicas Bayesianas para tais modelos complexos pode resultar
em distribuicoes a posteriori de dificil tratamento analitico, como por exemplo, o grande
nimero de parametros a serem estimados, a dificuldade na obtencao das densidades
marginais de forma analitica, ou também quando as distribuicoes a priori e a posteriori
nao sao conjugadas. Nestes casos, os métodos analiticos de aproximagao nao sao indica-
dos, e métodos de aproximagao numérica sao necessarios para estimagao dos pardmetros
de interesse. Os métodos analiticos de aproximagao sao eficientes computacionalmente,
porém, sao baseados em resultados assintéticos e na suposicao de normalidade, também
sao mais dificeis para programar a medida que o nimero de pardmetros aumenta.

Assim como na inferéncia clédssica, a inferéncia bayesiana trabalha na presenca de
observacgoes x cujo valor ¢é inicialmente incerto e descrito através de uma distribuicao de
probabilidades f(x|f). A quantidade € serve como indexador da familia de distribuicoes
das observagoes representando caracteristicas de interesse que se deseja conhecer para
poder ter uma descricao completa do processo.

Dados os dados observados x = (z1,...,2,) obtidos sobre um modelo paramétrico
f(x]0), 8 = (01, ...,0,), o procedimento de inferéncia bayesiana é baseado na forma familiar

do teorema de Bayes,

1(6; x) (6)
[1(6;x)7(6)d6

p(6]x) =

Se o interesse é centrado em algum componente de 6, digamos 6; (i = 1, ..., k), a cor-

respondente distribuicao marginal pode ser facilmente obtida integrando-se a distribuicao
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conjunta p(0|x),

p(01]x) = / 1(6:x)m(8)db_.

onde o subscrito —¢ implica a integracao de todos os componentes exceto 6;. As inferéncias

sumadrias na forma de esperancas a posteriori sao requeridas sao obtidas por,

E((8)x) = / H(0)p(6; x)d6,

para uma escolha de 1(0) de interesse.

Nas ultimas décadas, alguns métodos numéricos tém sido desenvolvidos para resolver
as questoes mencionadas acima. Os métodos numéricos baseados em amostragem en-
globam os métodos de integragao simples de Monte Carlo, os métodos de reamostragem
por importancia e os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Estes
sao mais simples para implementacao e nao apresentam restricoes quanto ao nimero de

parametros a serem estimados.

4.1.1 Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC)

O método de MCMC é uma forma de integragao Monte Carlo. A idéia é simular uma
cadeia de Markov irredutivel aperiédica cuja distribuicao estaciondria é a distribuicao de
interesse (@), ou, para os bayesianos, a densidade a posteriori p(0|x). Existem dois
métodos de gerar cadeia de Markov com distribuicao estacionéria especificada. Um de-

les é o algoritmo de Metropolis (Metropolis et al., 1953). Hastings (1970) mostra uma
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generalizacao do algoritmo Metropolis. O outro é o Gibbs Sampler (Geman & Geman,
1984). Na subsegao seguinte serd descrito o algoritmo de Metroplois-Hastings, utilizado

neste trabalho para obter as estimativas dos pardmetros de interesse do modelo dado em

(2.8).

4.1.2 Metroplois-Hastings

Quando as distribuicoes condicionais a posterior: nao possuem forma conhecida, que
impossibilita a geracao direta a partir destas distribui¢oes usamos o algoritmo Metro-
plis. Uma generalizagao do algoritmo dado por Hastings (1970) requer uma densidade de
transigao ¢(0, 0%), que, ndo necessariamente, tem probabilidade de equilibrio 7, mas que
represente uma regra de passagem que defina uma cadeia. Considerando.a probabilidade

de aceitacao p(0Y~V,0*), o algoritmo segue os seguintes passos,

1. dé um valor inicial = 8 ¢ inicialize o contado de iteracdo j = 1;
2. mova a cadeia para um novo valor de 6* gerado da densidade ¢(#Y~Y, 0%);
3. gere u da distribuigao uniforme no intervalo (0,1);

4. aceite o valor gerado, 0", se,

(g gD
uw < min [ 1, W(e Ja(6 ’Q ) .
T(0')g(69 Y, 6)

Caso contrério, #Y) = gU~Y.
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5. incremente j e volte para o passo 1.

Para j suficientemente grande, 0Y) ¢ uma amostra da distribuicao a posteriori m(0).

Para o caso vetorial, em que, 8 = (61, ..., 0;) tem-se a densidade de transigdo dada por

(8, 0%) e uma probabilidade de aceitacao dada por p(Y~1, 6%).

4.1.3 Diagnésticos de Convergéncia

Apesar dos métodos MCMC serem uma 6tima ferramenta para a resolugao de muitos
problemas praticos, algumas dificuldades surgem com o uso destes métodos. Entre outras
podemos citar: o numero de iteracoes para se obter convergéncia; a possibilidade das
iteracoes iniciais da amostra serem influenciadas pelos valores iniciais dos parametros e,
ainda, das seqiiéncias de valores apresentarem correlagao entre os parametros.

Nao existe uma técnica geral para solucionar tais questoes, contudo, existem métodos
de verificacao de convergéncia que sao baseados nas propriedades da cadeia de Markov,
para indicar a convergéncia, ou nao, da amostra simulada para a distribuicao marginal.

Uma avaliacao da convergéncia pode ser feita preliminarmente analisando-se graficos
ou as medidas descritivas (media, desvio-padrao e os quantis) obtidas a partir dos valores
simulados para os parametros de interesse. Entre os gréficos mais freqiientes podemos
citar o da quantidade de interesse estimada ao longo das iteragoes e o da estimativa da
distribuicao marginal a posterior: deste parametro.

Outra avaliagdo da convergéncia é feita utilizando algumas técnicas de diagnostico

das cadeias. As técnicas de diagnostico mais populares sao descritas por Geweke (1992),
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Gelman & Rubin (1992) e Raftery e Lewis (1992). Estas técnicas estao implementadas na

biblioteca CODA (Convergence Diagnosis and Output Analysis Software for Gibbs sam-
pling Output) (Best et al., 1997). Geralmente, estes métodos sao utilizados conjuntamente
a fim de obter uma indicacao de convergéncia, uma vez que nenhum deles é considerado
melhor do que o outro. Cowles & Carlin (1995) compararam alguns métodos concluindo
que, apesar de muitos deles detectarem comumente os problemas na convergéncia que se
propuseram identificar, essas técnicas podem também falhar no seu propésito, nao sendo
possivel afirmar qual delas é mais eficiente. Com isto, é recomendavel que o uso destes

diagndsticos seja combinado com a analise grifica e medidas descritivas.

4.1.4 Selecao de Modelos

A comparacao Bayesiana é baseada no cédlculo das probabilidades a posteriori para
os modelos competitivos e nao apresenta dificuldades na comparagao entre modelos com
estruturas diferentes. Quando os modelos sao, a priori, igualmente provédveis, a chance
a posteriori de um modelo em relagao a outro se reduz ao denominado fator de Bayes.
Entretanto, existem dificuldades com esta abordagem quando a informacao a priori sobre
os parametros dos modelos é improépria. Nesta Secao apresentam-se a definicao do fator

de Bayes.
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4.1.5 Fator de Bayes

Suponha que existam k modelos M, Ms, ..., My, e seja ©(O|D, M;) a distribuicao a
posteriori sobre o modelo M;. Por simplicidade, utiliza-se a mesma notacao de ©, para
os parametros sobre cada modelo, mas a dimensao de © pode ser mudar de modelo para

modelo.

Assim, seja f(D|M;) a verossimilhanga marginal para o modelo M;, em que D denota

o conjunto das observagoes,

F(DIM) = /77(@|D, M;)do. (4.1)

Entao, o fator de Bayes, que compara os modelos i e r, é definido por,

f(D|M:)

B =¥ty

A probabilidade a posteriori do modelo M; pode ser calculada como,

f(D|M;)7 (M)

(M;|D) =

)

k
Zlf(D|Mj)7T(Mj)
‘7:
em que 7(M;) representa a probabilidade a priori do modelo M;.

Assim, é aproximada a densidade marginal pelas estimativas Monte Carlo, obtidas das

S amostras Gibbs geradas, dadas por,

S

F(DIM;) = X2 F(D|6S, M;), (4.2)

s=1
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em que «958) representa os parametros obtidos pelos métodos descritos na Secao 4.1.
O fator de Bayes é um resumo da evidéncia provida pelos dados a favor de uma teoria
especifica representada por um modelo estatistico. Jeffreys, em 1961, (Jeffreys, 1961)

sugeriu interpretar o fator de Bayes pela escala do logaritmo na base 10. Assim, tem-se,

Bio log(Byo) log. (Byo) Evidéncia contra Hy
1.0 - 3.2 00-05 0.0-12 insignificante
32-100 05-1.0 12-23 significativa
10.0 - 100.0 1.0-2.0 2.3-4.6 forte
> 100.0 > 2.0 > 4.6 decisiva

Esta probabilidade fornece uma melhor escala significativa, mas nao sao uma cali-

bragem do fator de Bayes.

4.1.6 Estatistica CPO (Conditional Predictive Ordinate)

A estatistica CPO (Conditional Predictive Ordinate) també ¢ outra ferramenta 1til na
verificacao do modelo e vem sendo extensamente usada na literatura. Para uma discussao
mais detalhada desta estatistica, sugerimos ver Geisser (1993), Gelfand, Dey, and Chang
(1992), Dey, Chen and Chang (1997) and Sinhd and Dey (1997).

Considerando a i-ésima observagao, a estatistica CPO é definida por,

CPO; = f (t|D) = [ f (t:]©,x;) 7 (6| D) d6; (4.3)
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em que t; representa a varidvel resposta e x; é o vetor de covaridveis para o i-ésimo caso,
DD denota o conjunto de dados apds a exclusdo do i-ésimo caso, e 7 (0]D)) ¢ a
densidade a posteriori de © baseada nos dados D(=9. Desta forma, temos que a CPO; é
a densidade preditiva marginal a posteriori de t; dado o conjunto de dados D=9 e pode
ser interpretada como a altura desta densidade marginal em ¢;. Entao, altos valores da

CPO; indicam o melhor ajuste do modelo.

Quando temos mais de um modelo de sobrevivéncia, uma forma fechada da estatistica
CPO; nao é possivel. Contudo, um estimador Monte Carlo da C'PO; pode ser obtido
usando a amostragem MCMC da distribuicdo a posteriori 7 (0|D), onde D denota o
conjunto completo dos dados. Uma implementacao mais detalhada para o célculo da

C'PO; pode ser encontrada no Capitulo 10 de Chen, Shao e Ibrahim (2000).

Para comparar dois modelos nao-encaixados podemos examinar as C'PO;/s sob ambos
modelos. A observagao com o maior valor da C'PO sob um determinado modelo ird manté-
lo. Assim, um grafico das C PO;/s sob ambos os modelos contra o niimero de observacoes
nos fornece o melhor modelo, ou seja, o modelo que possui a maioria das C'PO;/s acima
do outro modelo. Desta forma, para a comparacao de véarios modelos nao encaixados, o
valor da C'PO; sob todos os modelos pode ser plotado contra o niimero de observacoes

num grafico simples.

Uma alternativa do grafico da C'PO é sumariar a estatistica chamada de logaritmo da
verossimilhanga pseudo-marginal (LPML - logarithm of the Pseudomarginal likelihood)

(Geisser e Eddy, 1979), definida como,
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LPML = zn: log (CPO;). (4.4)

i=1
Para compararmos LPM L/s de diferentes estudos para um determinado modelo pode-

mos usar uma modificagdo em (4.4) dada pelo calculo da média,

LPML
ALPML = , (4.5)

n

em que n é o tamanho da amostra.

Podemos notar também que a LPM L é bem definida quando a densidade de preditiva
a posteriori é prépria. Entao, LPM L é bem definida sob prioris impréprias sendo com-
putacionalmente estdveis. Tendo assim, uma vantagem sobre o fator de Bayes, pois este

nao é bem definido sob prioris improéprias e totalmente sensivel quando estas sao vagas.

4.2 Exemplo de Aplicacao

Para exemplificar a metodologia Bayesiana, nesta subsecao serd apresentada a ilus-
tragao do modelo utilizando o conjunto de dados retirado de Kalbfleisch & Prentice (1980)
introduzido na Secao 2.5 do Capitulo 2. Lembrando que o principal objetivo da anélise é
verificar a diferenca entre o Grupo I e o Grupo II.

Foi considerado distribuicoes a priori independentes para ¢, ¢, [, em que, a dis-

tribuicao a priori conjunta é dada por,
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m(p, ¢, B8) = w(p)m(d)7(B), em que ,m(p) = 7(¢) = 7(8) = N(0,5). (4.6)

Estas distribuicoes foram escolhidas de forma subjetiva porém, uma andlise de sen-

sibilidade foi realizada escolhendo outros valores para os hiperparametros e constatamos
que as outras escolhas nao modificaram os resultados apresentados a seguir.

Ressaltamos aqui que nao hd maiores problemas em centrar a densidade a prior:

numa normal com média zero, pois constatamos que a funcao de risco empirica dos dados

é crescente como pode ser observado na Figura 5.1.
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Figura 5.1. Funcao de Risco Empirica.
As densidades a posteriori marginais da distribuicao a posteriori nao sao facilmente
obtidas, isto porque a integragao da densidade a posteriori conjunta é complicada. Uma
alternativa para estas situagoes ¢ o algoritmo Metropolis-Hastings descrito anteriormente.

O software R foi usado para gerar 3 cadeias de 53.000 iteragoes para os pardmetros. As
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primeiras 3.000 iteragoes foram ignoradas e o restante foi selecionado de 5 em 5 formando

uma amostra de tamanho 10.000 para analise.

Para o uso do algoritmo Metropolis-Hastings descrito na Subsegao 4.1.2, foram uti-
lizados para gerar valores candidatos as préprias densidades a priori. Esse procedimento
¢ artificial, mas é possivel aplicd-lo monitorando-se a saida do algoritmo Metropolis-
Hastings através da taxa de aceitagdo (Bessag et al, 1995 e Geyes, 1992). Portanto, o uso
da priori para gerar candidatos e uma taxa de aceitacao de 20% a 40% asseguram que o
algoritmo Metropolis-Hastings deve levar a convergéncia para a distribuicao de equilibrio
(a posteriori). Além disso, foi aplicado o critério de convergéncia Gelman Rubin (Gelman
et al., 1995) com 3 cadeias para assegurar a homogeneidade das seqiiéncias geradas. O
numero de iteracao foi considerado suficiente para a convergéncia aproximada quando a
reducao de escala potencial estimada foi R<11 (apéndice A), além da verificacao grafica

apresentada a seguir.

Assim, para o uso de tal algoritmo consideramos as seguintes distribuicoes a posteriori

condicionais completas para os parametros em estudo.

Distribuicoes a Posteriori Condicionais

7(¢|6, 8, Dados) o T2, {exp(éiw) [1 T explls exp(@) + if) } } ().

1+ exp(zj3)
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I exp(ti exp(¢)) %1+ exp(t; log(¢) + xi3) T
7(¢|B,Dados) o< 1T, { {1 + exp(t; exp(o) + xéﬁ)} l 1+ exp(a3) } } ().

exp(3;) r

1 + exp(t; exp(¢) + }5;)
1+ exp(t; exp(¢) + x}3,)] =@
B exp(el ) | e

W(ﬁj‘Dad087¢aﬁ—j) X H?:l{[

A convergéncia das cadeias geradas esta de acordo com os diagnésticos de convergéncia
implementados no CODA (Best et al., 1997). Os tragos das cadeias e a estimagao da den-
sidade para cada pardmetro, apresentados na Figura 5.2, indicam que nao hé problemas

com a convergéncia no algoritmo.

As medidas de resumo obtidas sdo apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Estatisticas Resumo das distribuigoes a posteriori no Modelo

Logistico Generalizado Reduzido, utilizando Distribui¢ao a Priori N(0,5).

Parametro Meédia DP IC (95%)

® 0.952 0.042 0.87 1.03
) 0.618 0.097 0.42 0.81

6] -0.960 0.038 -1.03 -0.89
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Figura 5.2. Posteriori Marginal e o traco da cadeia gerada para os parametros ¢, ¢

e 3, respectivamente.



49

E importante notar que hé diferenca significativa entre os grupos 1 e 2 para o de-
senvolvimento de tumores indicado pela estimativa de (. Este resultado é confirmado
pelo valor do fator de Bayes considerando o modelo completo (M) com o modelo sem
covariavel 5 (M) que € igual a 3.02. Além disso, ha um efeito significativo do tempo para
o ajuste do modelo, onde o fator de Bayes do modelo completo (M;) com o modelo sem

o termo do efeito do tempo (M,) ¢é igual a 2.54.

Também apresentamos os resultados utilizando a estatitica CPO para a verificagao da
significAncia da varidvel 8 no modelo. A Figura 5.3 apresenta o log da razao das CPO’s
para o modelo completo M; versus o modelo M, (sem a covaridvel [3) contra o niimero
de observagoes. Assim, os pontos maiores que zero favorecem o modelo M. Nesta figura
podemos notar que aproximadamente 50% das observagoes suportam o modelo M;. A
diferenca nos LPM LIs entre My e M; é aproximadamente 0.92. Desta forma, o modelo

M é ligeiramente melhor que o modelo M, baseando na estatistica CPO.
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Figura 5.3. Razao das CPO s para os modelos My e M;.
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Da mesma forma calculamos a estatistica CPO para verificagao da significincia do

efeito do tempo no ajuste do modelo. A Figura 5.4 apresenta o log da razao das CPO’s

para o modelo completo M; versus o modelo M, (sem a covaridvel ¢) contra o nimero

de observagoes. A diferenca nos LPM L/s entre My e Ms é aproximadamente 0.97. Desta

forma, o modelo M; é representa melhor os dados que o modelo M,.
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Figura 5.4. Razao das CPO 's para os modelos M; e M.

4.3 Consideracoes Finais

A metodologia Bayesiana aplicada neste Capitulo mostrou-se adequada para o estudo
em questao, conseguindo estimar de forma simples os parametros do modelo, fornecendo
resultados consistentes, como pode ser constatado observando-se as técnicas de convergén-

cia apresentadas neste trabalho.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho estudamos sistematicamente o modelo de risco logistico generalizado
dependente do tempo bem como suas propriedades, entre elas a de permitir o efeito
do tempo no ajuste do modelo. Estudamos este modelo pelos métodos assintéticos, de
reamostragem e Bayesianos. As principais contribuicoes deste trabalho foram as apresen-

tagoes do estudo detalhado nestes trés tipos de metodologia.

Do ponto de vista cldssico, verificamos uma certa dificuldade referente ao problema da
estimacao de maxima verossimilhanca. Além disso, os resultados assintéticos encontrados
devem ser usados com cautela, uma vez que a teoria clédssica usual pode nao ser valida,

particularmente quando a amostra é pequena.

Alternativamente utilizou-se técnicas de reamostragem na obtencao de intervalos de
confianca e das distribui¢oes empiricas das estatisticas de testes. Um estudo de simulagao
foi realizado com o objetivo de verificar a validade dos intervalos obtidos via bootstrap

02
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paramétrico e nao-paramétrico bem como verificar o tamanho do teste boostrap baseado
na estatistica de razao de verossimilhanca. De acordo com os resultados obtidos, podemos
observar que os intervalos de confianca de 90% sao adequados para tamanhos de amostras
moderadas, assim como o tamanho do teste.

Os resultados obtidos via métodos Bayesianos também sao consistentes que aqueles
obtidos na anadlise cldssica, sendo que os resultados foram muito similares aos obtidos pelo
método de reamostragem.

De forma geral, o modelo mostrou-se 1til para resolver problemas que eventulamente
podem ocorrer quando os dados de sobrevivéncia nao sao proporcionais. Uma andlise do
modelo logistico generalizado pode conduzir a vdrios trabalhos futuros, como por exem-
plo, considerar um modelo de fragilidade alternativo. Além disso, estudar as amplitudes
médias dos intervalos de confianca propostos assim como o estudo do poder de testes de

hipéteses considerados via simulagao Monte Carlo.
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Apéndices

A. Diagnostico de Gelman Rubin

Este método, proposto por Gelman e Rubin (1992) utiliza cadeias muiltiplas,
inicializadas em pontos distintos, comparando a varidncia amostral dentro e entre as
cadeias,para cada uma das quantidades de interesse. Esta comparacao ¢ usada para
estimar o fator pelo qual o pardmetro de escala da distribuicao a posteriori marginal pode
ser reduzido, quando o numero de iteracoes é grande. Para a obtencao de um resultado
melhor no teste, as quantidades de interesse devem ter distribuicao aproximadamente
normal.

A inspecao visual de similaridade entre a trajetéria das varias cadeias apds um certo
numero de iteragoes certamente é um indicio forte de convergéncia. Gelman & Rubin
(1992) formalizaram essa idéia, de que as trajetdrias das cadeias devem ser a mesma
depois de convergirem, através do uso de técnicas de analise de variancia. A idéia geral
testar se a dispersao intra-cadeias é maior do que a dispersao inter-cadeias. Isto equivale
a dizer que o histograma das cadeias como um todo deve ser similar aos histogramas das
cadeias tomadas individualmente.

Considerando m cadeias que evoluem em paralelo e uma fungao real ¢(f), tem-se m
trajetorias {tz(-l), tz(-Q), o tz(-n)} , ¢ =1,...,m para t. Portanto, podem ser obtidas a variancia

entre as cadeias, B, e a variancia, W. As férmulas correspondentes sao dadas por,
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n AN 1 N\ 2

B = t,— 1t e W=—-—— (t(-j)—tz) ;
m—1;( ) m(m—l);jzl Z

em que t; ¢ a média das observacoes da cadeia ¢ e ¢ ¢ a média dessas médias, i =1, ..., m.

Sob condi¢ao de convergéncia, todos os m - n valores serao gerados da posteriori e a

varidncia de t pode ser estimada de forma nao viciada,

V(t(0)) = (1_%) W+ (%) B.

Se as cadeias ainda nao estiverem convergido entao essa estimativa é maior que
V (t(0)), pois os valores iniciais ainda estdo sendo influenciados pelos valores dos out-
ros parametros da cadeia, de forma que a distribuicao de equilibrio ainda nao foi atingida,
indicando que eles foram escolhidos com dispersao maior que da distribuicao de equi-
librio. Por outro lado, W fornece estimativas menores que V (¢ (f)), pois a cadeia nao
terd coberto toda a variabilidade de ¢ (0) .

Um indicador de convergéncia é dado pela chamada redugao potencial estimada da
escala R = /V (¢ (0)) /W, que é sempre maior que 1. A medida que n cresce, ambos os
estimadores acabarao convergindo para V' (¢ (0)) e R covergird para 1. Assim, R pode ser
usado como indicador de convergéncia pela avaliacao de sua proximidade a 1. Gelman

(1995) sugere aceitar como garantia de convergéncia valores de R<1.1.



B - Programa em R usado o ajuste cldassico do modelo Logistico

Generalizado Reduzido com dados censurados & direita.

psi<-seq(-10000,10000, len=50)
fi<-seq(-10000 ,10000 ,len=>50)
beta<-seq(-10000 ,10000 ,len=>50)
U<-vector(mode="numeric" length=3)
pi<-vector(mode="numeric" length=1)
gi<-vector(mode="numeric",length=1)
gi<-vector(mode="numeric",length=1)
ri<-vector(mode="numeric",length=1)
si<-vector(mode="numeric",length=1)
Ul<-vector(mode="numeric" length=1)
U2<-vector(mode="numeric" length=1)
U3<-vector(mode="numeric" length=1)
J1<-vector(mode="numeric" length=1)
J2<-vector(mode="numeric", length=1)
J3<-vector(mode="numeric" length=1)
J12<-vector(mode="numeric" length=1)
J13<-vector(mode="numeric", length=1)
J23<-vector(mode="numeric", length=1)

J<-matrix(nrow=3,ncol=3)
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raph<-function(psi,fi,beta,x,t,delta){

for (k in 1:n){

pi[k] <-exp(exp(fi) ¥t k] +beta*x[k]) / (1+-exp(exp(fi) ¥t [k +beta*x[k]))
qi[k]<-1/(1+exp(exp(fi) *t[k]+beta*x[k]))

gi[k] <-1-+exp(beta*x[k])

ri[k] <-exp(beta*x[k]) /(1+exp(beta*x[k]))

si[k] <-1-ri[K]

U1 (k] <-delta[k]+(exp(psi-fi) ) log(qilk] *gi[k])
U2[k]<-delta[k]*exp(i) *t k| *qilk]-(exp(psi-fi)) “log(qi k] *gi[k])-exp(psi) *t [k] *pi[k]
U3 k] <-delta[k]*x[k] *qi[k] + (exp (psi-fi) ) *x[k]* (ri[k]-pi[k]
J1[k]<-(exp(psi)/exp(fi)) *log (ai[k] *gi[k])

J2[k]<—(t[k] ~2)*exp(2*f)*pi[k]*qi[k] *delta[k]|+delta[k] *exp(fi) *t[k] *qi]k]-exp(psi-

log(qi[k]*gi[k])+exp(psi)*t k] *pi[k]-exp(psi+fi) *t [k]*pi[k] *qi[k]
J3[k] <—delta[k]* (x[k] ~2)*pi[k] *qi[k]-+(exp(psi-fi) ) * (x[k] ~2) *(ri[k] *si[k]-pi [k]*qi[k])
J12[k]<-exp(psi-fi) *log(qi k] *gi[k])-exp(psi) *pi k]
J13[k] <—delta[k]*exp(fi)*t k] *x [k]*pi[k]*qi[k]-exp(psi-fi) *x[k] * (ri[k]-pi[k])-
exp(psi) *x[k]*pi k] *qi[k]
J23[k]<-x[k]*t [k] *pi[k] *qi[k]*(delta[k]+exp(psi) /exp(fi) - (exp(psi) /exp(fi) ~2)*

X[k (rifk]-pi[k])



Ul1]<-sum(U1)

U[2]<-sum(U2)

U[3]<-sum(U3)

J[1,1]<-sum(J1)

J[1,2]<-sum(J12)

J[2,1]<-sum(J12)

J[2,2]<-sum(J2)

J[3,3]<-sum(J3)

J[1,3]<-sum(J13)

J[3,1]<-sum(J13)

J[3,2]<-sum(J23)

J[2,3]<-sum(J23)

beta.res<-c(psi,fi,beta) +solve(-J)%*%U

}

solve(J)

# H.bayes<-raph(psi,fi,beta,x,t,delta)# trava o programa
beta.nr<-matrix(nrow=3,ncol=15)
beta.nr[,1]<-¢(0.07,0.05,0.09)

for (j in 1:14){
beta.nr[,j+1]<-raph(beta.nr[1,j],beta.nr[2,j],beta.nr[3,j],x,t,delta)

for (k in 1:m){
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pik]<-exp(exp(beta.nr[2,j])*t [k]+Dbeta.nr[2,j]*x[k]) / (1+exp(exp(beta.nr[2,j]) *t [k]+

beta.nr[2,j*x[k]))
gilk] <-1/(14exp(exp(beta.nr(2,j]) *t[k] + beta.nr[2,j]*x[K]))
gi[k] <-1+exp(beta.nr[2,j*x[k])
rifk] <-exp(beta.nr[2,j]*x[k] )/ (1+exp(beta.nr[2,j]*x[k])
si[k] <-1-ri[k]
U1[k] <-delta[l] -+ (exp(beta.nr[L,j]-beta.nr[2,j])*log(qi[k] *gi[k])
U2[K] <-delta[k]*exp(beta.nr[2,i])*t[k]*qi[l]-(exp(beta.nr[1,j]-beta.nr[2.i])) *log(qi[k]*gi[k])-
exp(beta.nr[L,j])*t [k]*pi[k]
U3 [k]<-delta[k]*x[k|*qi[k]+(exp(beta.nr|1,j]-beta.nr[2,j]) ) *x[k]* (xi[k]-pi[k])
J1[k]<-(exp(beta.nr(L,j]) /exp(beta.nr[2,j]))*log(qilk]*gi[k]
J2[k]<—(t[k] ~2)*exp(2*beta.nr[2,j])*pi[k] *qi[k] *delta[k]+delta[k] *exp(beta.nr[2,j] *t k] *qilk]-
exp(beta.nr[L,j]-betanr[2,j])
*log(qi[k]*gi[k])+exp(beta.nr[1,j])*t [k|*pi[k]-exp(beta.nr|1,j]+beta.nr(2,j]) *t k] *pi[k]*qi[k]
J3[k] < deltalk]* (x[k] ~2)*pi[k] *qi[k] + (exp(beta.nr[1j]-beta.nr[2,i]))* (x[k] ~2)* (xi[k]*
si [k]-pi[k]*qi[k])
J12[K] < exp(beta.nr[1,j]-beta.nr[2,j]) *log(qi[k] *gi[k] -exp(beta.nr[L j] ) *pilk]
J13[Kk] < delta[k]*exp(beta.nr[2,j])*t[k] *x[k] *pi[k]*qi[k]-exp(beta.nr[L,j-beta.nr[2,j]) *x[K]
* (rifk]-pi[k])-exp(beta.nr[1,j]) *x[k| *pi[k|*qi[k] J23[k] <—x[k]*t[k]*pi[k]*qi[k]*
(delta[k]+exp(beta.nr[L,j]) /exp(beta.nr[2,j]))-

(exp(beta.nr[1,j])/exp(beta.nr[2,j]) ~2)*x[k]*(ri[k]-pi[k])



}

U[1]<-sum(U1)
U[2]<-sum(U2)
U[3]<-sum(U3)
J[1,1]<-sum(J1)
J[1,2]<-sum(J12)
J[2,1]<-sum(J12)
J[2,2]<-sum(J2)
J[3,3] <-sum(J3)
J[1,3]<-sum(J13)
J[3,1]<-sum(J13)
J[3,2]<-sum(J23)
J[2,3]<-sum(J23)
beta.res<-c(beta.nr[1,j],beta.nr[2,j],beta.nr[2,j]) + solve(-J)%*%U
}

beta.nr

solve(J)

iiiain

## CONVERGENCIA

iiiaia

#+4 erro_ (abs(theta-thetai)) /thetai
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C - Programa em WinBUGS usado para o ajuste Bayesiano do modelo

Logistico Generalizado Reduzido com dados censurados a direita.

model

{

for(iin1: N) {
pli] <- exp(alpha*t[i]+betal*idade[i])/(1+exp(alpha*t[i]+betal*idadeli]))
qli] < -1/( 14+exp(alpha*t[i]+betal*idade[i]))
gli] < - 14+-exp(betal*idadeli])
S[i] <- pow((1+exp(alpha*t[i]+betal*idadeli]))/(14+exp(betal*idade[i])), -lambda/alpha)
L[i] <- pow(lambda*pl[i], cenli])*S[i]
}

betal ~“dnorm(0.0, 0.01)
alpha ~dnorm(0.0, 0.01)

lambda <- dnorm(0.0, 0.01)
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D - Programa em WinBUGS usado para o ajuste Bayesiano do modelo de

Cox com dados censurados & direita.

model

{

# Set up data

for(i in 1:N) {
for(j in 1:T) {
# risk set = 1 if obs.t >=t
Y[i,j] <- step(obs.t[i] - t[j] + eps)
# counting process jump = 1 if obs.t in [ t[j], t[j+1] )
# ie. if t[j] <= obs.t < t[j+1]

dN[i, j] <- Y[i, j] * step(t]j + 1] - obs.t[i] - eps) * fail[i]

}

# Model
for(j in 1:T) {
for(iin 1:N) {
dN[i, j| ~dpois(Idt[i, j]) # Likelihood
Idt[i, j] <- Y[i, j] * exp(beta * idade[i]) * dLO[j] # Intensity
}

dLO[j] ~dgamma(mulj], c)



mulj] <- dLO.star[j] * ¢ # prior mean hazard
}
c <-0.001
r<-0.1
for (jin1: T) { dLO.star[j] <-r * (t[j + 1] - t[j]) }

beta ~dnorm(0.0,0.000001)
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E - Obtencao da Funcao de Sobrevivéncia do Modelo Logistico

Generalizado

Da equagao,

exp(ta + 2'5)

hltlw) = )\1 + exp(ta + 2/f3)

pode-se obter a funcdo de risco acumulada, sobre um intervado (¢1,t5), dada por,

Hty, tolz) = / " h(ulz)du.

t1

Fazendo u = exp(ta + 2//3) tem-se,

Hity, to]r) = A {m {[1 + exp(taar + x’ﬁ)q } .

1+ exp(tla + 2/f)]

Por definicao, o evento especifico da funcao de sobrevivéncia & dada por

exp {—H (t1,t3|x)} da forma que,

1+ exp(tyr + 2/8) |
1+ exp(tla + 2/3) '

S(ty,te|z) = {

Se t; = 0, entao,

1+ exp(ta + 2'3) }A/a
1 + exp(2/B)

S(tlz) = {



