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Resumo

Neste trabalho, analisamos os aspectos praticos de um modelo bayesiano nao paramétrico
conhecido como modelo de mistura por processo de Dirichlet. Procedemos a um estudo de
simulacao com o objetivo de investigar a performance do modelo, no que diz respeito a clas-
sificacao de dados oriundo de populagdes heterogéneas, em subgrupos (ou componentes). Os
dados em cada componente identificado sao assumidos terem uma distribuicdo normal, de
forma que os dados de todos os componentes, juntos sao assumidos serem originados de uma
mistura de distribui¢oes normais. Para verificar este desempenho, procedemos a uma analise
para investigar dois aspectos. O primeiro aspecto considerado esta relacionado a sensibili-
dade do modelo, quanto a escolha do parametro de locacao da distribuicao base adotada,
normal-gama-invertida, para o processo de Dirichlet, o qual é usado como distribuicao a pri-
ori para 0 modelo, como em um simples problema de Bayes. O segundo aspecto diz respeito
a performance do modelo em relacao ao afastamento dos parametros, média e variancia, das
distribuicoes dos componentes. Os resultados das simulagoes com estas misturas de distri-
buicoes normais, indicam sensibilidade do método para a escolha do parametro de locacao da
distribuicao base normal-gama-invertida e também indicam uma boa performance, mesmo
quando os componentes com distribuicoes normais diferem entre si apenas na variabilidade
dos dados. Finalmente, aplicamos este método para trés conjuntos de dados reais, sendo o
ultimo uma aplicacao em dados de mistura de modelos de regressao.

Palavras chaves: Processo de Dirichlet; modelos com mistura de distribuigoes; inferéncia

bayesiana nao paramétrica; algoritmo Gibbs sampling.



Abstract

We review the Dirichlet process mixture model and investigate its performance as a
classification method. The first aspect considered is its sensibility to the choice of location
parameter of the base distribution. The second aspect considers the performance of the model
regarding the departure of the parameters of the component distributions. Simulation results
with mixture of normal distributions indicate sensibility to location parameters choices, of the
base distribution, and good performance even when components with normal distributions

differ only in variances. Finally, we apply the method to three data sets.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas aplicagoes estatisticas, os dados observados requerem modelos flexiveis, ou
seja, modelos que possam representar distribuicoes que nao tém forma padrao como, por
exemplo, modelos com mistura de distribuicoes. Os modelos bayesianos nao paramétri-
cos podem ser uma boa alternativa para algumas situagoes deste tipo, se soubermos como
aplica-los de forma adequada. Neste trabalho, discutimos o modelo de mistura por pro-
cesso de Dirichlet (DPM, do inglés Dirichlet process mizture) como método de classificagao
de observacoes, quanto ao componente a qual elas pertencem, em modelos com mistura de
distribuicoes e estimacao de densidades destes modelos. Este método consiste em modelar
os dados observados usando uma mistura de distribui¢oes usuais (normal, Poisson, etc.) e
supoe, inicialmente, um namero infinito de componentes para o modelo, ou seja, a suposi¢ao
inicial é que existem infinitas distribuicoes compondo a mistura de distribuicoes.

Esta classe de modelos bayesianos nao paramétricos tem base tedrica que envolve um
processo aleatorio chamado processo de Dirichlet (DP, do inglés Dirichlet Process). A exis-
téncia desse processo, assim como algumas propriedades utilizadas para o desenvolvimento
do modelo DPM, foram desenvolvidas por Ferguson (1973).

Uma extensdo do trabalho de Ferguson (1973) é vista em Antoniak (1974), em que a
medida aleatoria vista em Ferguson (1973) é descrita como uma mistura de distribui¢oes. A
distribuicao condicional desta medida aleatoria, dadas as observacoes, é também um processo
de Dirichlet que pode ser descrito como uma mistura por processos de Dirichlet, de onde

provavelmente se originou o nome Dirichlet process mizture. Outra referéncia que pode ser



consultada, neste contexto, ¢ Ferguson (1974).

O uso do Modelo DPM tornou-se computacionalmente viavel com o desenvolvimento das
técnicas Markov chain Monte Carlo (MCMC), popularizadas por Gelfand & Smith (1990),
que simulam valores das distribuigoes a posterior: para os parametros do modelo.

O primeiro algoritmo MCMC usado para ajustar o modelo DPM pode ser visto em Es-
cobar (1994), em que é usada a representagao do processo de Dirichlet em esquema de Urnas
de Polya (para mais detalhes a respeito deste modelo de urna, veja Blackwell & MacQueen
(1973)) para obter um estimador do vetor de médias de uma mistura de distribui¢oes normais,
cuja informacao a prior: € um processo de Dirichlet. Por meio de um estudo de simulagao,
Escobar (1994) compara esse estimador aos estimadores paramétrico e ndo paramétrico de
Bayes empirico. Uma deficiéncia da abordagem de Escobar (1994) é que os parametros do
modelo sao atualizados somente quando um componente da mistura é totalmente esvaziado
ou quando é criado um novo componente na mistura, com o processo de agrupamento dos
dados. Com isso, podem ocorrer dificuldades de convergéncia na distribuicao a posteriori.

Uma extensao direta do método desenvolvido por Escobar (1994) ¢é o trabalho de Escobar
& West (1995), em que sao descritos modelos para estimacao de densidade usando mistura
por processo de Dirichlet e faz uso de simulacao para obter aproximacoes das distribuicoes
a posteriori e preditiva.

Bush & MacEachern (1996) desenvolveram um trabalho em que ¢ feita a atualizacao
dos parametros do modelo DPM, condicionados aos componentes identificados pelo método.
Esta estratégia pode ajudar a convergéncia do algoritmo, porém ¢é mais interessante para o
caso de modelos DPM conjugados, ou seja, quando existe conjugacao entre a distribuicao
base adotada e a distribuicao de cada observacao.

O modelo DPM também pode ser usado em problemas de regressdao nao paramétrica.
Nesta area, podemos citar o trabalho de Miiller et al. (1996), em que sdo abordados pro-
blemas de suavizacao e ajuste de curva via inferéncia preditiva. Para esta abordagem, é
feita uma generalizacdo do trabalho de Escobar & West (1995) para uma classe de normais
multivariadas.

Os métodos com base no algoritmo Gibbs sampling podem ser facilmente implementados

para modelos em que a distribuicao a priori é conjugada a verossimilhanca dos dados, porém



quando se trabalha com distribuicao a priori nao conjugada, a implementacao do algoritmo
Gibbs sampling requer integracao numeérica, o que dificulta a aplicacao do método. Escobar
& West (1994) usam o método Monte Carlo para aproximar os resultados destas integrais,
mas isto pode aumentar substancialmente o erro de estimagao em alguns casos.

Um método que trata diretamente do caso em que se tem modelos DPM nao conjugados,
¢ tratado em MacEachern & Miiller (1998), em que é apresentada uma estratégia para
solucionar alguns problemas de integragao, que podem surgir ao obtermos as probabilidades
de transicao da cadeia de Markov em um modelo nao conjugado. Tal estratégia também
pode ser usada para modelos DPM conjugados.

Outro trabalho importante, que também trata de modelos DPM nao conjugados, é Neal
(2000), onde sao apresentadas duas novas classes de métodos usados para gerar valores da
distribuicao a posteriori no modelo DPM. Na primeira abordagem, o algoritmo Metropolis-
Hastings é usado para atualizar os indicadores de componentes, estes indicadores especificam
a que componente estd associada cada observagao. A outra abordagem é uma extensao do al-
goritmo Gibbs sampling desenvolvido por Escobar (1994). Para obtermos esta generalizacao,
sao usados parametros auxiliares no processo de estimacao dos indicadores de componentes.

Além dos trabalhos ja citados anteriormente, outros trabalhos foram desenvolvidos mais
recentemente, como por exemplo, Ferreira Da Silva (2007) que aplica este método em classi-
ficacao de imagens de ressonancia magnética do tecido do cérebro humano. Esta classificacao
é um requisito importante em diagnostico, planejamento de tratamentos e em neurociéncia
cognitiva. Outro trabalho importante é Shahbaba & Neal (2009), que apresenta um modelo
de regressao nao linear para classificacao, usando mistura por processos de Dirichlet. Nesta
abordagem, é estabelecido um relacionamento linear entre a varidvel resposta e a covaria-
vel dentro de cada grupo que compoe a mistura e relacionamento nao linear se a mistura
contém mais de uma subpopulacao com diferentes coeficientes de regressao. Este modelo é
aplicado em dois problemas de classificacao, sendo um em deteccao de classes de sequéncias
de proteinas e o outro em deteccao de doenca de Parkinson.

O objetivo principal deste trabalho é analisar o modelo DPM quanto a sua precisao
na obtencao de estimativas de densidades de modelos com mistura de distribuicoes. Para

isso, analisamos o modelo DPM, explorando aspectos referentes a sua aplicacao pratica na



identificagao de componentes em amostras oriundas de mistura de distribui¢des normais (en-
tendemos por componentes de uma populacao, os subgrupos que compoem uma populagao
heterogénea de onde foram extraidos os dados; neste caso, os componentes sao os subgrupos
que compoem a populacdo total). Verificamos o desempenho do método no que diz respeito
a capacidade de agrupamento de dados em componentes e estimacao dos parametros do
modelo de mistura de distribuicoes. Para avaliar este desempenho, consideramos um modelo
de mistura com duas componentes normais, ou seja, um modelo composto por duas distri-
buigoes normais de parametros distintos. Implementamos o modelo para diversos valores de
parametros para esta mistura de distribuicoes para verificarmos como o modelo se comporta
a medida que afastamos as médias e as varidncias das duas componentes dessa mistura.
Além disso, analisamos a sensibilidade do método quanto & escolha do parametro de locacao
da distribuicao normal-gama-invertida, quando esta distribuicao ¢ usada como distribuicao
base do processo de Dirichlet usando como distribuicao a priori no modelo. Com esta ana-
lise, observamos que o método é bastante sensivel a escolha do parametro da distribuicao
base normal-gama-invertida e que o método tem um bom desempenho no que diz respeito a
capacidade de identificacao de componentes no modelo de mistura.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, fazemos uma revisao
preliminar da teoria necessaria para o desenvolvimento deste trabalho, introduzindo o con-
ceito de conjugacao, descrevendo dois métodos de simulacao de valores de uma distribuicao
a posteriori e apresentando o modelo de mistura finito. No Capitulo 3, fazemos uma des-
cricao geral do modelo DPM e abordamos aspectos relacionados as suas bases teéricas. No
Capitulo 4, descrevemos o modelo DPM, considerando que os dados seguem distribuicao
normal e que a distribuicao base é a normal-gama invertida, que pertence a familia conju-
gada a distribuigio normal com os parametros média (i) e variancia (0?) desconhecidos.
No Capitulo 5, fazemos uma analise do modelo DPM conjugado, visto no Capitulo 4, no
que diz respeito aos aspectos praticos, tais como sensibilidade a escolha da distribuicao base
variando o valor do parametro de locacao da distribuicao normal-gama invertida e quanto
a precisao do método quando se tem diferentes distancias entre as médias e variancias dos
componentes da mistura. No Capitulo 6, fazemos a aplicacao do modelo visto no Capitulo

4 a trés conjuntos de dados reais. No Capitulo 7, fazemos uma discussao dos resultados



obtidos nos Capitulos 5 e 7.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Neste Capitulo, apresentamos alguns resultados que sao utilizados ao longo deste tra-
balho. Iniciamos com uma introduc¢ao da metodologia bayesiana. Em seguida descrevemos
algumas distribuicoes e finalizamos este Capitulo com a descricao de dois métodos de simu-

lacao.

2.1 Abordagem bayesiana

A teoria bayesiana foi introduzida por Bayes e Laplace no século XVIII. Do ponto de
vista Bayesiano, diferentes graus de incerteza a respeito de quantidades de interesse (ou
parametro 6, que pode ser um escalar ou vetor da forma 8=(6, ...,0,), assumindo valores
em um espago ©) podem ser representados por intermédio dos modelos probabilisticos para os
parametros do modelo estatistico. Probabilisticamente, a informacao que temos a respeito de
0 é resumida por meio de uma distribuicao a priori (p(@)). Deste modo, podemos atualizar
esta informacao obtendo uma amostra de uma quantidade aleatoria relacionada com este
parametro e aplicando o teorema de Bayes. Para definirmos a regra de Bayes, considere uma
amostra aleatoria (z1, xs, ..., ;) da variavel aleatéria X, com Xj, Xy, ..., X,, independentes
e identicamente distribuidos conforme a distribuicao de X. Com isso, o Teorema de Bayes

conduz a relagao

(2.1)



Na equagao (2.1), p(0|z1, xa, ..., x,) é a distribui¢ao a posterioride 6, considerando a amostra
aleatoria (z1, o, ..., z,) da varidvel aleatoria (v.a.) X, e f,(.|@) é a fungdo de densidade de
probabilidade (f.d.p) da distribui¢do de X ou fungdo de probabilidade (f.p.) para o caso em
que a v.a. X é discreta.

Escrevendoy = (y1, ..., Ym) = (Tna1, ooy Tnam), comm > 1 en > 1, para denotar observa-
¢oes futuras da v.a. X, podemos descrever a distribuicao desses valores futuros condicionados
aos dados observados, x = (x1, 2, ..., z,,). Esta distribuicdo é denominada distribui¢ao pre-

ditiva, que pode ser encontrada identificando a densidade conjunta,

pPlY|IxX) = s
(vpo = 22
em que
p@zéﬂnwmww, (2.2)
=1
com isso, podemos escrever

LTI nloy(6)ds
PR = T (10)p(0)d0

T e 17, /. (2:]0)p(6)
- AIIf“””(@HLJAM@M@M)“

1=n+1

— [ 11 #iomlxae

© i=n+1

com a expressao de p(0]x) dada em (2.1). Assim, temos que,
v = [ T] Felmlopn(oix)a0 (2.3
i=1

¢ a densidade da distribuicao preditiva de y|x.

2.1.1 Distribuicoes «a prior: conjugadas

Na analise bayesiana, dada uma funcao de verosimilhanca f(x|@), para cada escolha de
p(0) temos integrais como em (2.2) e (2.3). A tratabilidade destas integrais esta relacionada

com a classe de fungoes a partir da qual p(0) é escolhida.



Em termos de proporcionalidade, escrevemos a expressao vista em (2.1) da forma

p(Blx) = cf (x|0)p(0) o f(x]0)p(6), (2.4)

com ¢ ' = [J[Ii, fy(x:]0)p(0)dO sendo denominada constante normalizadora. Assim,
podemos escolher p(@) de modo a ter a mesma "estrutura" de f(x|@) quando vista como
uma funcdo de 6, ou seja, de modo que a fungao f(x|0) seja diferente desta mesma fungao
vista como uma funcao de 6 apenas por uma constante. Com isso, garantimos que tanto

p(0]x) como p(0) pertencem a mesma familia de distribui¢oes. Ou seja, se
p(0) € P = p(6]x) o f(x|0)p(6) € P.

Entdo dizemos que P é uma familia conjugada para a familia de distribuigdes F' = {f(x|6) :
6 € ©}.
Para mais detalhes a respeito da teoria bayesiana e conjugacao, veja por exemplo, Bickel

& Doksum (2001) ou Bernardo & Smith (1994).

2.2 Distribuicoes de probabilidade

Nesta Secao, vamos apresentar algumas distribui¢coes de probabilidades usadas no nosso
trabalho e que nao s@o comuns na literatura estatistica. As distribuicoes mais comuns,
como a distribuicao normal e a distribuicao binomial, sao assumidas serem conhecidas e
sao inseridas diretamente sem descricao prévia. Para uma descricao mais detalhada das
distribuicoes de probabilidade paramétricas mencionadas neste trabalho, veja por exemplo

Wilks (1962) e Bernardo & Smith (1994).

2.2.1 Distribuicao t de Student

Uma quantidade aleatoria continua X tem distribuicao t de Student com parametros m,

Aea,emque m € R, A>0ea>0,sesua densidade St(z|m, A, a) pode ser escrita

a+1

St(z|m, A, a) = Flfg) (;) : (1 + A( m)2>_T, (2.5)




com x € R. O parametro a é usualmente referido como graus de liberdade desta distribuicao.
A distribuicao t de Student tem a distribui¢ao normal como limite quando temos a — oc.

Usaremos a notacao

X ~ St(m, A, a)

para indicar uma v.a. com distribuicao t de Student com parametros m, A e a.

2.2.2 Distribuicao multinomial

Em um experimento aleatorio, cujos resultados possiveis sao os eventos Ay, ..., Ay, consi-
dere que cada evento A; ocorra com probabilidade 6;, j = 1, ..., k, com ijl 6, =1. Emn

repeticoes independentes do experimento seja X = (X7, ..., X) definido por
X = nimero de ocorréncias de A; nas nrepeticoes,j = 1,2,..., k.

Prova-se que a f.p. conjunta Muk((:vl, s TE)|M, 0) de X é

n

Muy((z1, ..., z)|n, 0) = ( xk)@fleg?..@i’“ (2.6)

T1,T2, ...

se 0 < z; <ncom Zle x; = n, n € N, e zero, caso contrario. Esta fungao de probabilidade

caracteriza a distribuicao multinomial de X, com parametros n e 8. Usaremos a notacao

X ~ Mug(n,0)

para indicar uma v.a. com distribuicdo multinomial com parametros n e 6.

Exemplo de variavel aleatéria com distribuigao multinomial

Uma urna tem 3 bolas pretas, 2 verdes e 5 brancas. Retiramos 6 bolas com reposicao.
Qual a probabilidade de sair 2 bolas pretas, 1 bola verde e 3 brancas?

Vamos definir a v.a. X = (X7, X5, X3), como

X1 = numero de ocorréncias de bolas pretas
X5 = numero de ocorréncias de bolas verdes

X3 = namero de ocorréncias de bolas brancas



10

As probabilidades de ocorréncia de bola preta, verde e branca, sao dadas, respectivamente,

por
P(bola preta) 5
r = —
p 10
2 1
P(bol de) = —=-
(bola verde) 0= &
P(bola b ) = o !
ola branca) = 5= 7.
Entao,

Mus((X, =2,X, =1, X3 = 3)|6,(3/10,1/5,1/2)) = %:3'(3/10)2’(1/5)1(1/2)3 =0, 045.

Se k = 2 obtemos a distribuicao binomial, ou seja, a distribuicao multinomial é uma

generalizacao da distribuigao binomial.

2.2.3 Distribuicao beta

Uma v.a. continua X tem distribui¢do beta com parametros vy e vy (14 > 0,15 > 0) se

sua f.d.p. Be(x|v1, 1), pode ser escrita como,

['(v1 + 10) 1

B = 1— )~ ! 2.7
el v) = Fosreg T (=) (27)
se 0 < x < 1, e zero, caso contrario.
Prova-se que
[(v1 + 1) /1 1—1 —1
_— = (1 —x)" dx 2.8
Tt o & 0T (28)

e que a esperanca e a variancia da v.a. X com distribuicao beta com parametros v, e vy sao

dadas, respectivamente, por

151 V1o
F|X]| = e VarlX|= .
[ ] V1 + Vs [ ] (1/1 + VQ)Q(Vl + 1+ 1)

A integral definida vista no lado direito da equagao (2.8) é chamada de funcdo beta, denotada
por B(vy,1n). Se em (2.7) vy = 15 = 1, temos a densidade da distribuigdo uniforme no [0, 1].

A Figura 2.1 mostra os graficos das densidades da distribuicao beta para diferentes valores
de parametros, onde podemos observar o grafico da densidade da distribuicao uniforme no

[0,1] para o caso de v = 1y = 1.
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30 -

25 | — v1=vo=1
200 . B ~ - - = vi=2ev,=1
15} . o« -7 / v1=1ev,=3
10; / S —— | v1=2ev,=3
05/ T :

Figura 2.1: Gréaficos das densidades da distribui¢do beta com vetores de parametros (1,1),

(2,1), (1,3) e (2,3).

2.2.4 Distribuicao de Dirichlet

O caso k variado para o modelo Beta, cuja f.d.p. é dada em (2.7), é a distribui¢ao de

Dirichlet com vetor de pardmetros v = (v, ..., Vk41), (v; > 0,7 = 1,...,k + 1), cuja f.d.p.

Diy(xy, ..., xx|v), € dada por

Di -
Zk(xh ,fEk’V) F(yl)...r(yk-‘rl) .

que esté definida em qualquer ponto do simplex Sy = {(z1, ...,

L+ 4 Vkg1) 0

k
a1 = e (2.9)
j=1

zp) ERF:0< 2, < 1,5 =

1,..,k, 2j=1 z; < 1} e assume zero caso contrario. Se k = 1 temos Diy(z1|v1,12) que é a

densidade da distribuicao beta dada em (2.7), com isso (2.9) se reduz a f.d.p. da distribui¢ao

beta Be(z|vy,vs).

Prova-se que a média e a variancia da j-ésima componente do vetor da v.a. com distri-

buicao de Dirichlet sao dadas respectivamente por

e VarlXj| =

X,)(1 - BIX,)

1+ 355w

Para indicar uma v.a. de dimensao k seguindo uma distribui¢ao de Dirichlet com vetor

de parametros v, escrevemos brevemente,
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As Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 mostram os graficos das densidades da distribui¢do de Dirichlet

bidimensional, com vetores de parametros (1,1,1), (1,2,2) e (3,2, 2).

v=(1,1,1]

Figura 2.2: Grafico da den-
sidade da distribuicao de
Dirichlet com vetor de pa-

rametros (1,1,1).

v=(1,22)

Figura 2.3: Grafico da den-
sidade da distribuicao de
Dirichlet com vetor de pa-

rametros (1,2, 2).

v=(3,2,2)

Figura 2.4: Grafico da den-
sidade da distribuicao de
Dirichlet com vetor de pa-

rametros (3,2,2).

2.2.5 Modelo com mistura de distribuicoes

Um vetor ou uma variavel aleatoria Y, assumindo valores no espaco ), tem sua distri-
bui¢ao dada por uma mistura de distribuigoes se sua f.d.p. pode ser representada (ou f.p. se

Y é um espago discreto) por

f(ylwv k) = ijfj(y)v (2'10)

comy €YV, k>1 w; >0comuw +..+w, =1para j=1,..,k e cada f;(.) > 0, para
j=1,...,k com fy fi(y)dy = 1.

As funcoes f;(.) para j = 1,..., k sao chamadas de densidades componentes da mistura e
wj para j = 1,..., k sao chamados de propor¢oes ou pesos da mistura.

Nesta dissertagdo, vamos considerar que f;(.) para j = 1,...,k sdo densidades que per-
tencem a uma mesma familia de distribuicoes, mas com valores de parametros, 04, ..., 0y,

diferentes. Assim podemos escrever a equagao dada em (2.10) da forma
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f(y|07w’k) :ijf(ij)v (2'11)

com 6; denotando o parametro da j-ésima densidade, f;(.|0;). Aqui, 6; pode ser um escalar
ou vetor e o vetor 0 representa a colecao de parametros 0;, j = 1, ..., k. Se k = oo, dizemos
que a mistura de distribuicoes ¢ infinita, caso contririo temos uma mistura de distribuicoes
finita.

Para indicar uma v.a. X seguindo uma mistura de k distribui¢des, em que cada uma é

representada pela densidade f;(x|0) para j =1, ..., k, escrevemos, brevemente,

k
X~ 3w f(al6).

A estrutura da mistura eventualmente surge devido & perda da origem de cada obser-
vacdo em rela¢do ao componente (ou subgrupo da populagao) ao qual ela pertence. Assim,
observacoes desta populacao pertencem a uma amostra que pode ser também heterogénea,
assim podemos dizer que a amostra pode ser composta por subgrupos aos quais vamos nos
referir como componentes da amostra. Se estamos interessados em classificar os dados se-
gundo esses componentes, para cada observagao y; de uma amostra (y1, ¥y, ...,y,) de Y,
podemos associar uma variavel Z; = (Z;, Zia, ..., Zir), que indica o j-ésimo componente ao
qual pertence esta observacdo. Neste contexto, vamos dizer que cada densidade (f;(.0;))
em (2.11), é denominada j-ésima densidade componente da mistura de distribuigbes, além
de ser a densidade que representa a distribuicao do j-ésimo componente (ou subgrupo) da

populacao. Assim, a varidvel indicadora, Z;;, ¢ escrita como

1, se, y; pertence ao componente j

0, se, caso contrario

de modo que, Z?Zl Z;j = 1. Com isso, w;; = p(Z = z;) é a probabilidade da observacao y;
ser distribuida de acordo com a distribuicao representada pela fungao de densidade f(.|6,) e
dizemos que w;; & o "peso de associacao”’ da observacao y; a j-ésima densidade componente

da mistura de distribuicoes. Usando a regra de Bayes, vamos computar o peso de associagao
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de cada observacao y; a uma densidade componente j, dado os parametros 8, como

_ _ w; f(yil65) 2.12
p( 1‘3/27 ) fn 1wmf(yz|9m) ( . )
com 1 <j<kel<i<n. Assim, o vetor Z; = (Zy, Zi2, ..., Zix.), tem distribuicado multino-

w; f(yil05)
Z?:l“’a (yil6;) "

de Y; dado que a varidvel aleatoria Z;; = 1 ¢ dada por

mial de parametros 1 e (i1, Qia, ..., Pik), cOm @;; = A densidade condicional

fviWilzig = 1) = f(vil6;)-

Dada uma amostra aleatéria y = (y1, 99, ...,y,) de Y cuja distribui¢do é representada

pela f.d.p. dada em (2.11), a fungao de verossimilhanca dos dados é dada por

L(6,wly) = H (ngf yil0 ) (2.13)

Com a inclusao da varidvel indicadora Z;; a fun¢ao de verossimilhanga fica simplificada,

L(6,wly.2) = [T TT[wsf )]

=1 j=1

Vamos denotar um conjunto de n vetores indicadores Z; = (Z;1, Zio, ..., Zit), i = 1,2, ...n,

por Z,. Deste modo a especificacao da distribuicao a prior: pode ser escrita como

p(0,w, Z,, k) = p(Blw, z,, k)p(w|zn, k)p(zn|k)p(k),

que combinada com a verossimilhanca dos dados fornece a densidade que representa a dis-

tribuicao a posteriori

n k
p(0,w, z,, kly) = HH{w]f vi|0; ] p(0,w, 2, k).

=1 j=1
Uma abordagem bayesiana nao paramétrica para estimacao de densidade de modelos com
mistura de distribuicoes é o tema principal desse trabalho e serd tratado nos Capitulos

seguintes.



15

Outra forma de classificarmos as observagoes é por meio da inclusao de identificadores

de componentes, z;’s ao modelo, definidos, tais que
z; = j se y; pertence ao componente j , paraj=1,...kei=1, ... n. (2.14)

Neste trabalho, esta é a notacao utilizada para identificar componentes (ou subgrupos) na
amostra. Estes componentes serao uma estimativa dos componentes da populagao de onde
foram extraidos estes dados.

Para uma analise mais detalhada a respeito de modelos com mistura de distribuicoes

finita e também aplicagdes, veja, por exemplo, Titterington et al. (1985).

2.3 Gibbs sampling

O método Gibbs sampling pertence a classe de métodos denominada Markov Chain Monte
Carlo (MCMC), que é sustentada pelas propriedades da cadeia de Markov (CM). Este método
explora as distribuigoes condicionais completas a posterior: por meio de algoritmo iterativo
que foi proposto inicialmente por Geman & Geman (1984) para o problema de reconstrugao
de imagens. Apoés a publicacao do trabalho de Gelfand & Smith (1990), esta técnica tornou-
se mais conhecida e utilizada em problemas praticos da inferéncia estatistica. Um exemplo
é Sheng et al. (2005) em que esta técnica é empregada no campo da bioinformaética.

Na obtencao de densidades marginais, muitas vezes o calculo de integrais pode nao ser tri-
vial ou até mesmo analiticamente impossivel, mas se as distribuicoes condicionais completas
forem conhecidas, empregamos o método Gibbs sampling para obtermos uma aproximacao
da densidade conjunta, evitando célculos muito complicados em obtencao de densidades
marginais.

Se o objetivo é obter amostras de um conjunto de variaveis aleatorias (6y,60s,...,6,),
cujas distribui¢oes condicionais completas p(6,|0;;j # r) (para r = 1,...p) sejam conhecidas,

O O g

especificando valores iniciais (6 ’, ) para o contador de iteragoes da CM e t = 0,

o algoritmo Gibbs sampling pode ser representado pelo seguinte esquema,
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oY~ p(6,165, 6%, ..., 00)

05~ p(G,l00 Y 0, . 00)

B~ (g, 100D 9T L e,

A medida que t cresce (t — o) a distribuigao de (QY), Qgt), o Qz(f)) converge para p(0,, 0, ...,0,).
Mais detalhes a respeito do método Gibbs sampling, veja, por exemplo, Geman & Geman

(1984).

2.4  Algoritmo Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) também pertence a classe de métodos MCMC
e permite simular valores 6 de uma funcdo de densidade de probabilidade p(@). A idéia
geral do algoritmo MH consiste em gerar valores 6* a partir de uma distribuicdo proposta
q(.|.) e estes valores sdo aceitos com uma dada probabilidade. A cada tempo t > 0 um
novo candidato é gerado. O valor gerado da distribuicao proposta sera aceito e adicionado

a sequéncia 8¢+ = @*, com probabilidade dada por,

p(07)q(0]6")
" p(0)q(67]6)

se, p(0)q(6*]0) > 0 e a(f,6*) =1 se, caso contrario.

a(0,0") = min{l 1,

O agoritmo MH pode ser descrito como segue,

1. Inicializar o contador de iteracdes t = 0 e atribuir um valor inicial arbitrario a #(.
2. Gerar um novo 6* da distribuicao q(.|9).

3. Calcular a probabilidade de aceitagao (0, 6*).

4. Gerar um valor u de uma distribui¢do Uniforme(0, 1).

5. Se u < a entdo o novo valor é aceito e faz-se §¢t1) = §*, caso contrario faz-se 8(+1) = gt
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6. Incrementar ¢, t =1¢ + 1.

7. Voltar ao passo 2 e continuar as iteragoes até atingir um tamanho L suficientemente

grande para considerar convergéncia.

Para o processo inferencial, desconsiderar os M primeiros valores gerados e obter uma
amostra de tamanho L-M.

Em aplicacoes bayesianas, a distribuicao de interesse ¢ a distribuicao a posteriori.

O algoritmo Gibbs sampling, visto anteriormente, pode ser entendido como um caso
particular do algoritmo Metropolis-Hastings, em que a probabilidade de aceitacao é sempre
1. Uma diferenca dentre estes dois algoritmos é de que no algoritmo Gibbs sampling cada
passo ¢ univariado, ou seja, ¢ gerada uma varidvel de cada vez para compor o vetor que sera
incluido na sequéncia com probabilidade 1. Com o algoritmo Metropolis-Hastings podemos
gerar um conjunto de v.a. que podera ser aceito ou nao com uma dada probabilidade,
ou seja, o movimento do algoritmo é multivariado. Uma desvantagem do algoritmo Gbbs
sampling é de que as v.a. geradas sao correlacionadas, este problema pode ser solucionado
adicionando 7saltos” ao algoritmo, descartando alguns vetores ou valores gerados a cada
ntimero determinado de geragoes.

Para maiores detalhes sobre este algoritmo veja, por exemplo, Chib & Greenberg (1995).



Capitulo 3

Metodologia Bayesiana nao Paramétrica

Modelos bayesianos nao paramétricos sao modelos de probabilidade em espacos funcio-
nais. Este tipo de modelo é usado para evitar dependéncia excessiva a pressupostos feitos
a respeito dos parametros, para tornar modelos parameétricos mais robustos e para defi-
nir andlise de sensibilidade e diagnoéstico de modelos paramétricos, incorporando-os em um
abrangente e mais flexivel modelo nao paramétrico. Uma referéncia que fornece mais infor-
magoes a respeito deste tema, é Quintana & Miiller (2004).

Neste Capitulo, apresentamos um modelo bayesiano nao paramétrico conhecido como
modelo de mistura por processo de Dirichlet, cuja estratégia computacional utilizada no
processo de inferéncia é construida com base no esquema de urna de Poélya de Blackwell &

MacQueen (1973).

3.1 Processo de Dirichlet

Ferguson (1973) define um processo aleatorio chamado processo de Dirichlet (DP, do
inglés Dirichlet Process) e mostra propriedades importantes deste processo. Neste trabalho,
apresentamos uma defini¢ao simplificada do processo de Dirichlet de Ferguson (1973) e tam-
bém algumas propriedades deste processo que sao necessarias para o desenvolvimento deste
trabalho. Para mais detalhes sobre o assunto tratado neste Capitulo, podemos consultar,
por exemplo, Ferguson (1974), Ghosh & Ramamoorthi (2003) e Teh (2003).

O processo de Dirichlet é um caso particular de um processo estocastico que pode ser in-

18
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terpretado como uma distribuicao de probabilidade. Este processo ¢ utilizado em um modelo
bayesiano nao paramétrico conhecido como modelo de mistura por processo de Dirichlet.

Nesta abordagem bayesiana nao paramétrica, utilizamos o processo de Dirichlet como
distribuicao a priori, especificando uma distribuicao a priori sobre o espago de medidas
de probabilidade, definidas em um espago mensuravel (6, A), sendo © um conjunto nao
enumeravel, podendo ser, por exemplo, o conjunto dos niimeros reais, e A é uma o-algebra
sobre o conjunto ©.

Para definir o processo de Dirichlet, consideremos A = {Ay, As, ..., Ay}, k= 1,2, ..., uma
particao mensuravel qualquer de um espaco continuo ©. Com isso, um processo estocastico
G, indexado pelos elementos da particao particular A, é um processo de Dirichlet sobre (O, A)
com parametro Gy, se para qualquer particao de © o vetor aleatorio (G(A1), ..., G(Ax)), tem
distribuigao de Dirichlet com vetor de parametros (Go(A,), ..., Go(Ax)). Os A;’s podem ser,
por exemplo, intervalos disjuntos dos nimeros reais (R). Neste caso, a fungio de distribuigao
G associa, a cada intervalo do conjunto R um valor no intervalo [0, 1], de modo que a soma
desses valores para todo conjunto R somam 1. O parametro GGy ¢ uma distribuicao definida
no mesmo espago da G a qual vamos nos referir como distribuicao base do processo de
Dirichlet.

Temos que a funcao de distribuicao G é uma variavel aleatoria, pois ela associa cada ele-
mento de uma partigao aleatoria do espago O, a um valor no intervalo [0, 1]. Assim, a variavel
aleatoria G assume valores no conjunto de todas as possiveis medidas de probabilidade, que
sao definidas no espago (0, A), como pode ser visto em Antoniak (1974).

Para darmos uma defini¢ao mais restrita do processo de Dirichlet, vamos incluir um novo

parametro o > 0 ao processo, de forma a podermos escrever que, se
(G(A1), ..., G(AR))~ Dig_1(aGo(Ar), aGo(Ay), ..., aGo(Ar)) (3.1)

entao a funcao de distribuicao G segue um processo de Dirichlet com parametros a e Gy.

Vamos escrever brevemente
G ~ DP(O[, Go)

para indicar que a funcao de distribuicao G é definida por um processo de Dirichlet com
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parametros a e GGy, com G sendo uma funcao de distribuicao definida no mesmo espaco da
G.

Além de provar a existéncia do processo de Dirichlet, Ferguson (1973) também mostra
que as propriedades validas para a distribuicao de Dirichlet, também valem para o processo
de Dirichlet. Usando este fato, vamos discutir agora, algumas propriedades do DP que sao
essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

Para verificarmos as propriedades 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, vamos considerar uma fungao de
distribuicao G definida no espaco continuo ©, seguindo um processo de Dirichlet, e uma

particdo mensuravel qualquer B = {By, ..., By} (k =1,2,...) deste espago.

Propriedade 3.1. A esperanca de uma distribuicao G dada por um processo de Dirichlet,

€ uma distribuicao de probabilidade.

Considerando os elementos da particao particular B = {By, By, ..., B;}, temos que a
esperanca da j-ésima componente do vetor (G(B1),G(Bs), ..., G(By)) com distribui¢ao de
Dirichlet é dada por

EGB) = S5
Go(B;)
Go(©)

= Go(By)

para j = 1,2,....k (k= 1,2,...). Deste modo, para todo A € A que satisfaz a condigao (3.1),
E[G(A))] = Go(A;), A; € Apara j =1,2,....k. Entao dizemos que a distribui¢do Gy ¢ a

esperanca do processo de Dirichlet. Deste modo, escrevemos

Propriedade 3.2. Se G ~ DP(«,Gy), temos que o pardmetro « € dito ser um pardmetro
de concentracao deste processo, pois controla a dispersao das distribuicoes obtidas por meio

do DP em torno da distribuicao base Gj.
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Usando as propriedades da distribuicao de Dirichlet, temos que,
Bl6(5,))(1 - ElG(5))
(v +1)

Go(B;) (1 - G0<Bj))

(a+1)

VarlG(B))] =

para j =1,2,.. k (k=1,2,..).
O parametro a pode ser visto como uma variagao inversa, ou seja, quanto maior seu

valor, menor serd a variabilidade em torno de Go(B;). Assim,
se o — 00 = G(B]) — Go(BJ)

Ou seja, a medida que « cresce existe uma convergéncia pontual em distribuicao de G(B;)
para Go(B;), B; € B para j = 1,2,....k, para todo B € A satisfazendo a condicdo (3.1).
Por outro lado, quanto menor «, maior serd a variabilidade em torno de Gy(B;), ou seja,
0 processo ira se concentrar menos em torno de Go(B;) para j = 1,2,...k (k = 1,2,...).
Vale ressaltar que este fato nao implica que, G — Gy quando a — 00, mas apenas que

G(B;) = Go(B;) quando o« — o0, para j =1,2,....k (k=1,2,...)..

Propriedade 3.3. Se a funcdo de distribucio G seque um processo de Dirichlet, com vetor
de parémetros (o, Go) e {61, ...,0,} € um conjunto formado por realiza¢ées de uma varidvel
aleatoria que seque distribuicao G, temos que G dado este conjunto de observacoes seque
ainda um processo de Dirichlet com pardametros G* e o*, em que

aGo(B;) n;
(v +n) (a+n)

G*(B;j) = ea” =a+n. (3.2)

Para todo B; que compéem o vetor B com B = (B, Bs, ..., By) € A satisfazendo a condigao

(3.1).

Como a funcao de distribuicao G esta definida em ©, qualquer realizacao de uma variavel
aleatoria com distribuicao G pertence a ©, ou seja, 0; € © parat = 1,...,n. Vamos considerar
ainda, a distribuicao a priori G ~ DP(a, Gg). Com isso, tomemos By, By, ..., B, € A, k > 1,

satisfazendo a condigdo (3.1). Ou seja,

(G(BY). .. G(Bi) )~ Disr (aGo(By). .. aGo(By))
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com By, By, ..., By formando uma particao de ©. Agora seja n;, j = 1,
vezes que ocorre ¢; € B;, i = 1,...,n, temos que

an:n e ZG(Bj)zl,

Jj=1 Jj=1

com nq, ..., n; independentes. Deste modo,
(nl, s nk>~ Muy, (n, G(B), ..., G(Bk)>.

Entao, para i = 1,...,n, temos

k
p(; € B|G) = [] G(By)* )
j=1
em que,
1 se 6;,€B;
591’(Bj =
0 se 6, ¢ B,.

Além disso,

..., k, o namero de

p(@l, o 0,|G(BY), ...,G(Bk)> - ﬁp<9i|G(Bl), ...,G(Bk)>

kK n
— H H G(B;)%:(B)
j=1 i=1
k

= HG(BJ)Z?:I 691'(Bj)
j=1

em que, ¢; € Bj para algum j =1, ..., k.

A distribuicao condicional de <G(B1), o G(Bk)) dado (64, ..., 6,) é facilmente encontrada

devido a conjugacao entre a distribuicao de Dirichlet e a distribuicao multinomial, ou seja

p<G(Bl),...,G(Bk)|el,...,en) x p(@l,...,0n|G(Bl),...,G(Bk)>p<G(Bl),...,G(Bk)>

Ea

j=1
k
o H G(Bj)aGo(Bj)+Z?:1 89;(Bj)—1

j=1

j)—1

k
x H G(Bj)Zi:I 6, (0i) H G(Bj)O‘GO(B
j=1
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Entao,

(G(Bl), G(Bk)> 104, ... 0, ~ Dig1 (aGO(Bl) + Zn: 35, (63), ..., aGo(By) + zn: 5Bk(9i)).

(3.3)
Se n; = Z do,(B;) ¢ o numero de vezes que ocorre §; em Bj;, a expressdo (3.3) pode ser
i=1

reescrita como

<G(B1), G(Bk)) 101, ..., 6, ~ Dij_1 <aG0(B1) Fnn ey aGo(By) + nk> (3.4)

Vamos considerar uma distribuicado G* e um escalar o, tomados de tal forma que

a*G*(B;) = aGy(B;) + n;. Além disso, tomemos

CencrD)
alGo —+n
aGo(Bj)+n; (35)
(o+n)
OZG()(BJ')
(atn)

nj
a+n)

+ 1 , paraj=1,...,k

*

o = a+n.
Com isso, a Equagao (3.4), pode ser reecrita da forma
(G(Bl), G(Bk)> 61, .., 6 ~ Dig_1 (a*G*(Bl), aG*(Bk)). (3.6)

Uma vez que a expressao (3.6) vale para qualquer partigao finita e mensuravel de ©, a
distribuicao de G dado um conjunto de observagoes {61, ...,0,} C ©, é também um processo

de Dirichlet com parametros G* e a*. Ou seja,

Glb1,....0, ~ DP(G*,a"). (3.7)

Como pode ser observado na expressao (3.5), a distribuicdo G*(B;) ¢ uma média ponde-

rada entre G(B;) e a distribuicdo empirica n; = w A distribuigao Gy tem seu peso

controlado pelo valor de « e a distribuicao empirica tem seu peso controlado pelo niimero de

observacoes n. Assim, « pode ser interpretado como uma medida de intensidade associada

4 distribuicao base Gj.
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Propriedade 3.4. O parimetro G* da distribuicao de G dado um conjunto de realizagoes
de uma varidvel aleatoria que seque distribuicao G, vista na Propriedade (3.5), também é a

distribuicao de 0,1 dado este conjunto de observacaes.

Considerando ainda que,

G ~ DP(a,G,)

para ¢ = 1,...,n. Entao, a probabilidade de 0,1, € B;, j =1, ..., k, condicionada aos valores

0,...,0, e G, é dada por,

P(Ons1 € B;|01,...,0,) = /p(en+1 € Bj|G)dP,(G|bs, ....0,)

= /G(Bj)dPG(G‘ely'“aen)

— E[G(B))|0,...00)
aGo(B;) +Z?:1 d0:(B;)

a+n a+n

que é a distribuicao G* vista na Equacao (3.5). Com isso,

&GO + Z?:l (592‘

0,11001,...,0, ~ )
+1|1 a+n a—+n

(3.8)

em que dy ¢ uma distribuicao de massa no ponto 6.

Se a — 0, a distribuicao de 6, ., dado 64, ..., 0, é dada apenas pela distribuicao empirica,
por outro lado, a medida que o nimero de observagoes aumenta, n > «, esta distribuicao
é dominada pela distribuicao empirica que, por sua vez, é uma boa aproximacao para a
distribuicao G*. Isto fornece uma propriedade de consisténcia para o DP (Teh, 2003).

Blackwell (1973) e Antoniak (1974) mostram que valores gerados de um processo de
Dirichlet sao discretos, isto é, existe probabilidade nao nula de que sejam gerados valores
pontuais ao contrario de modelos continuos em que a medida de probabilidade de um ponto
¢ sempre zero. Portanto, dada uma amostra 6, ...,6, extraida de uma distribuicao G(.),
existe probabilidade positiva de existirem valores coincidentes, isto pode ser observado por

meio da equacdo (3.8), em que um novo valor de 6 é gerado de uma distribuigdo base
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Gy com probabilidade proporcional a «/(o 4+ n) ou assume um dos valores anteriores com
probabilidade igual a 1/(a + n).

O processo de Dirichlet tem varias representacoes; dentre elas, pode ser citada o processo
de restaurante Chinés, (veja por exemplo, Blei et al. (2010)), a construcao stick-breaking
(veja por exemplo, Ishwaran & James (2001)) e o esquema de Urna de Polya de Blackwell
& MacQueen (1973). O processo de Dirichlet pode também ser obtido generalizando uma
de suas representacoes. Neste trabalho, a representacao considerada é o esquema de Urna

de Polya, proposto por Blackwell & MacQueen (1973).

3.2 O esquema de Urna de Poélya

O esquema de urna de Poélya ¢ um procedimento em que, a cada passo uma bola ¢ extraida
de uma urna e em seguida é devolvida com outra da mesma cor. Se considerarmos uma urna

com « bolas, sendo que am; (am; um namero inteiro positivo) sdo da cor j, j =1,....k, e

p(X; = j) a probabilidade de se obter uma bola de cor j no passo i, i = 1,2, ..., entao,
p(Xy J) = z;zznémi = =my
(X — |$ T ) — amj+6zl+6m2 )
3 = J|T1, T2 T arl
. AN | 6a,
p(Xyy1 = jloey) = %,

em que 0., € um ponto de massa dando probabilidade 1 para x; se z; = j.

Podemos observar por meio das expressoes (3.9) e (3.8) a equivaléncia do DP com o
esquema de Urna de Poélya. Um método alternativo para a obtencao do DP é considerar o
limite das cores no esquema de Urna de Pélya a um espaco continuo. Este procedimento pode
ser visto em Blackwell & MacQueen (1973) e forma a base dos algoritmos para realizagao de

inferéncia sobre o DP, que sao tratados neste trabalho.

3.3 Modelos de mistura por Processos de Dirichlet

Um modelo de mistura por processos de Dirichlet (ou modelos DPM, do inglés Diri-

chlet Process Mizture Model) ¢ um modelo bayesiano ndo paramétrico em que se admite
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um processo de Dirichlet, em vez de uma distribui¢ao paramétrica a priori. Escobar (1994)
introduziu métodos MCMC em versoes simplificadas para modelos de mistura por DP, esten-
dendo depois para estimacao de densidade de mistura de distribuicoes normais uni-variadas
em Escobar & West (1995), em que a distribuigdo base é de uma familia conjugada para
verossimilhanca dos dados.

Para descrever o modelo DPM, vamos considerar inicialmente um vetor de variaveis
aleatorias permutéaveis Y = (Y1,...,Y,) ey = (v1, ..., ¥n) um vetor de observacoes de Y, de

modo que
k
Y~ Y wiF(yiley), (3.10)
j=1

com i = 1,...,n, em que F(.|]¢) é uma densidade ou distribui¢ido de probabilidade de uma
familia de distribui¢oes amostrais e ¢ assume valores em um conjunto {¢1, ..., ¢, }, podendo
ser um escalar ou um vetor. Neste caso, temos que a varidvel aleatoria Y segue um modelo de
mistura finito, como visto no Capitulo 2.2.5, em que w;, j = 1, ..., k, K < n, é a probabilidade
da i-ésima observacao ter distribuicao cuja densidade ¢é a j-ésima densidade componente desta
mistura distribuicoes. Neste caso, podemos assumir uma distribuicao a priori Dirichlet para
w;, 7 = 1,...,k, e supor os parametros ¢;’s independentes com distribui¢ao a priori Go.

Incluindo os identificadores de componentes, z;’s, tais que
z; = jJ se y; pertence ao componente j , para j =1,...kei=1,...,n, (3.11)

podemos escrever o modelo visto em (3.10) de forma hierarquica, de modo que,

Yilzi, 00~ F(¢2,)
zilwiy oy wy ~ Mug(w;, ..., wy,)
Wiy oy wy ~  Dig(afk,...;a/k) (3.12)

iid

¢i ~ G0<¢)7

Neste modelo, a notagao Y;|z;, ¢; ~ F(¢;) indica que Y; dado z; e ¢; segue uma distribuigao
paramétrica da forma F'(.), esta distribuicao pode ser, por exemplo, a distribuigdo normal.

Integrando sobre a distribui¢ao a priori Dirichlet (veja por exemplo Neal, 2000), eliminamos
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a proporcao da mistura, w;, e obtemos a distribuicao condicional para z;, ou seja,

Ty +Oé/]€

3.13
i—14+a’ (3:13)

p(zi = 2|21, 0y 2im1) =
em que n;, indica o nimero de elementos atribuidos previamente ao componente z. Como
podemos observar pela equagao (3.13), a medida que n;, aumenta a probabilidade de um
novo elemento ser atribuido ao componente z também aumenta. Tomando o limite quando
k vai para o infinito (k — 0o0) em (3.13) obtemos

Niz

i—1l+a (314)
iff:ra'

p(zi = 2|21y 0y 2im1)  —

p(zi # z; para todo j <i|zy,...,2zi-1) —
Fazendo 0, = ¢,,, temos que a probabilidade condicional para 6¢; ¢ similar ao modelo visto

em (3.8), ou seja,

1—1
OéGg 1 Zj:l 66i

161 YTati—1 0 at+i—1 ( )
em que dg ¢ uma distribuicao de massa no ponto 6.
Por outro lado se considerarmos, para Y, o modelo
Yil0; ~ F(6;)
0,|G X G(6) (3.16)

Gla,Gy ~ DP(aGy),
temos que cada Y; tem a distribuicdo que é representada aqui por F(6;), os parametros
0;’s tem distribuicao dada por G e G segue um processo de Dirichlet com distribuicao base
Gy e parametro de concentracao «. Integrando este modelo em G, podemos obter uma
representacao para a distribui¢do condicional completa de 6;,

o} 1
0i|91a'--70i—1 ~ mGO—F _—Zégj, (317)

Como resultado temos que tomando o limite & — oo no modelo visto em (3.12) obtemos o
modelo visto em (3.16) devido a correspondéncia entre a probabilidade condicional para 6;
na equacao (3.17) e as sugeridas pela equagao (3.14).

Dado que os 6;’s sdo permutaveis, Blackwell & MacQueen (1973) mostra que uma dis-

tribuicdo a priori para 6; dado 04, ..., 60, exceto o i—ésimo (0_; = (b1,...,0;-1,0;+1,...,0,)) €
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dada por

a 1 -

0;|0_; ~ G 0o, 3.18

| pT— 0+a+n_1; 0; ( )
J#i

que é baseada na relacao entre o processo de Dirichlet e a generalizacao do esquema de urna

de Polya. Assim,

(07

pOI0-) = S G a+n_129 (3.19)
J#l

¢ a densidade da distribuigao condicional completa para o vetor de parametros 0= (6,05, ...0,,).
Técnicas MCMC sao usadas para obter estimativa da densidade da distribuicao a poste-
riori, se a formulagdo do esquema de Urna de Polya visto em (3.9) é usada. Para obter a
densidade que representa as distribuicoes condicionais completas a posteriori, combinamos
a densidade da distribuicdo a priori dada em (3.19) com a verossimilhanga F(y;]0;), dada

m (3.16), de cada observagao. Ou seja,
P(0:]0—i,y:) o< F(ys]6:)p(0:]6-:). (3.20)

Como mostra Escobar (1994), podemos escrever

«

0:10_; —F(y:|0,)G F(y;|0,)00,, 3.21
PU6.16-1) 0 ———F (3l6.)Go(6:) + ——— Z (311650 (3:21)
J#l

A expressao F(y;|0;)Go(0), vista no primeiro termo da equagao dada em (3.21), é escrita na

forma da distribuicao a posteriori para os parametros, ou seja

p(0ily:) = a5 ' F (y:16:)Go(6:),

em que qo ¢ a distribuicao marginal dos dados dada por,

G = /9 F(y16)Gol0.)d8:. (3.22)

Multiplicando e dividindo a equacdo dada em (3.21) por ¢y dada em (3.22) e normalizando

por meio de uma constante b, temos

p(0:l0_i,y:) = b~ (CYQOP(9i|yi) + Z f]i,j59j>. (3.23)
i
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Em (3.23), ¢;; = F(y;]0;) (com F(y;]0;) sendo a verossimilhanca dos dados avaliada no ponto
amostral y; para j = 1,2,....,n e j # i) e b & dada por,

n
b= 04/ qop(0s]y:)do; + Z i,j00; -
2
Se a distribuicao base G for uma distribuicao a priori conjugada para a verossimilhanca
dos dados, dizemos que o modelo é conjugado, neste caso um algoritmo G4bbs-Sampling é
usado para gerar valores da distribui¢do a posteriori dada em (3.23). Pois, neste caso, qo
é resultado de uma integral que é analiticamente tratavel e de facil resolucao. Para mais
detalhes a respeito de modelos de mistura por processo de Dirichlet, veja, por exemplo, Neal

(2000).

3.3.1 Modelos DPM conjugados

Uma importante caracteristica na estrutura do modelo de mistura por processos de Di-
richlet diz respeito ao fato de G(.) ser uma distribuicdo discreta sobre o pressuposto do
processo de Dirichlet. Entao, dado qualquer amostra de tamanho n de valores gerados de
G(.), o proximo valor podera ser idéntico a outro ja existente na amostra. Entdo, com proba-
bilidade positiva a amostra de n elementos podera ser reduzida para k < n valores distintos
de 0. Além disso, a medida que os 6#;’s sao atualizados, implicitamente também se atualiza as
suas configuracoes z;’s. Bush & MacEachern (1996) propdem um algoritmo Gibbs Sampling
que utiliza estes indicadores z;’s. Como ja visto na Secao anterior, a variavel z; indica que
classe latente esta associada com a observacgao ;.

Vamos denotar por 8* = (67, ...,05) o conjunto dos distintos 6;’s no vetor de parametros

0. Seja ainda z = (21, ..., z,) indicadores de componentes definidos tais que,
zi=jset;=0;paraj=1,. kei=1,..n. (3.24)

Com isto uma componente (ou grupo) é formado pelo conjunto das observagoes y;’s ou cor-
respondentes 6;’s com configuragao de indicadores z;’s idénticos, denota-se por n; o tamanho

da j-ésima componente, ou seja,

nj=#{i:z =j}
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Assim, n; é a quantidade de vezes que z; = j para j = 1,..., k. As componentes da mistura
sao formadas naturalmente pela estrutura do modelo e sao enumeradas a medida que elas
surgem, ou seja, a primeira componente é atribuido o nimero 1, a segunda componente é
atribuido o niimero 2, e assim por diante.

Com isso, a expressao (3.23) pode ser escrita na forma,

03 com probabilidade proporcional a n; g;1

o; com probabilidade proporcional a 15 ;2

(6:167", 27", y) (3.25)

oy com probabilidade proporcional a n, g;

|~ P(.) com probabilidade proporcional a  «aq,

em que n; € 0 numero de elementos no componente j sem a i-ésima observacao, X indica que
do vetor original x foi excluido o i-ésimo elemento, k£ é o nimero de componentes formados

na amostra e P(.) representa a distribui¢do a posteriori para os parametros 0;’s.

Algoritmo 1

1. Escolher valores iniciais 6 = (0, ..., 0,)) com variaveis indicadoras z = (z1, ..., z,).
2. Gerar novas amostras da seguinte maneira

e Parar=1,.., R faca

— Parai=1,...,n faca
Gerar 0; de 6;/07",z %y como descrito na equagio (3.25), atualizar z; com

base no novo valor de 6;.
— Fim
k™ = namero de distintos valores no vetor 6"
0* = indica o conjunto de valores distintos de 0]’s
Para 7 = 1,..., k, gerar um novo valor de 6’;| todos y;, atualizar @ com base no

vetor atualizado 0" e z.

e Fim
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3.k =RITE

Para facilitar notacao, vamos referir a estimativa de k (k*) simplesmente por k estimado.

3.3.2 Modelos DPM nao conjugados

Se a distribuicao base do processo G e a verossimilhanca nao formam um par conjugado,
a integral ¢y em (3.22) muitas vezes ¢ analiticamente intratiavel o que torna o algoritmo
descrito acima inviavel. Neste caso algum método numeérico deve ser usado para aproximar
o valor da integral em ¢o. MacEachern & Miiller (1998) propoem uma aproximacao para
Jo F(:10)Go(0)d(0) usando o método de aproximacao Monte Carlo para integracio, mas em
vez de considerar um conjunto de m geracgoes de G, eles consideram apenas uma geracao
para fazer a aproximacdo desta integral. No algoritmo, eles substituem gy por f(y;|6), na
qual §' é uma geracdo aleatoria da distribuicdo base Gy e f (yi|9/) é a verossimilhanca dos
dados. Com esta substituicdo o problema de calcular a integral em ¢y é eliminado.

Vamos considerar inicialmente um conjunto de parametros {67, ...,0;,0;,,,....,0;}, com
a mesma configuragao de indicadores z; vista em (3.24), consideremos que 0. = {65, ...,0;}
é utilizado para identificar componentes nao vazios, ou seja, os valores em 0 estdo asso-
ciadas a pelo menos uma observacao cada, formando ao todo k componentes. Enquanto

= {0;,1,....,0;} sao valores com potencial para identificar algum componente, mas ainda
nao foram utilizados, estes valores nao estao associados as observacoes e sao gerados da
distribuicao base Gy, assim para j = 1,...,k temos n; > 0 e para j = k + 1,...,n temos

TL]‘:O.

Algoritmo 2

1. Parai=1,...,n

e Sen,, > 1(n,, ¢ onamero de elementos em z que sdo iguais a z;), entao atualiza-se

z; de modo que

x n;f Z-G* ,para j =1,...,k
j (vil65) J (3.26)
X

k—L_H (yzwk +1)

p(zi = jlz—,60%)
p(zi = k= + 1]z, 6%)
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em que k- é o nimero de distintos z; para j # i com z; € {1, ...,k }, neste caso
k= =k.

e Se n,, = 1, com probabilidade % o valor de z; nao se altera e com probabilidade

= temos z; = k, neste caso z; ¢ atualizado usando a Expressao (3.26).

Este procedimento evita que ocorra lacunas com a remocao de z; e por este motivo

este algoritmo é conhecido por modelo no gaps.

2. Paraj =1, ..., k atualiza-se 8|z, y, ou seja, dentro de cada grupo j existente, atualiza-se
0% usando a distribuigao a posteriorisegundo o teorema de Bayes. E para j = k+1,...,n

07 é atualizado gerando-se valores da distribuigao base Go.

O algoritmo 2, como foi descrito neste trabalho, foi proposto por MacEachern & Miiller

(1998).



Capitulo 4

Modelo DPM Conjugado
Normal-Normal (DPMN-IN)

Neste Capitulo, discutimos a estimacao da densidade de modelos de mistura, conside-
rando o método bayesiano nao paramétrico visto no Capitulo 2, para o caso em que cada
observacao ¢ assumida ser originada de uma distribuicao normal e é escolhida uma distri-
buicao base Gy conjugada a verossimilhanca dos dados. Por motivo de simplificacao, vamos
nos referir ao modelo DPM, nestas condicoes, como modelo DPMN-N que significa modelo
DPM conjugado normal-normal. A distribuicao base adotada para o modelo é a distribuicao

normal-gama-invertida.

4.1 Modelo

O modelo de mistura por processo de Dirichlet é discutido em Escobar & West (1995),
em que ¢ assumida distribuicao normal para os dados e o processo de Dirichlet é usado
para descrever a incerteza acerca da distribuicao dos parametros. O modelo DPM é usado
considerando para o modelo hierarquico visto em (3.16), uma distribui¢do normal, para a i-
ésima observagao, com vetor de parametros 6; = (11, 0?) composto pelo parametro de locagio
i e parametro de escala o2, para i = 1,...,n. Deste modo o modelo hierarquico em (3.16)

pode ser escrito como

33
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Yilpi, 0f ~ N(ui, 07)
(i, o)|G ~ G (4.1)
G‘Oé, G(] ~ DP(O(,G()),

em que N(p;,0?) representa a distribuigdo normal com vetor de parametros (p;, 02). Como
j& foi visto visto no Capitulo 2, as distribuicoes condicionais, neste caso, sao obtidas por
meio da expressao

n
p(b:il6-;) = ﬁGo + ﬁ Zl: 0o (4.2)
G
descrita, nesta dissertacao, em (3.19), que combinada com a verossimilhanca dos dados
fornece a distribuicao condicional a posteriori para os parametros do modelo, como descrito
em (3.23).

Agora, devemos computar gy e f(us;, 02|y;), para completar os termos da equagio (3.23).
Pelo que foi visto no Capitulo 2, é necessario especificar uma distribuicao a priori para
wi e o2, que é a distribuigdo base Gy, vamos utilizar uma distribuigao a priori da familia
conjugada para o modelo normal, que é a normal-gama-invertida.

2

Escrevendo ¢; = o;°, a densidade conjunta de (1u;,¢;) pode entdo ser escrita como

(i, ¢i) = p(pi|di)p(¢;). Deste modo escrevemos

il s~ N(”%(U@‘)l)

Gi o~ G@( );

com m € R, n, a, b nimeros reais positivos e Ga(ju;, 0?) representando a distribuigao gama. A

wlS.

Y

[N}

distribuicdo conjunta para (u,;, 0> = ¢; ') é chamada de distribui¢io normal-gama-invertida,
Ig(.), com parametros (m,n,a,b).

Do mesmo modo, escrevemos a densidade da distribuicao a posteriori conjunta para
(wi, di) como, f(ui, dilyi) = f (il b yi) f(dilya)-

Considerando ¢; fixo, o nicleo da funcao de densidade de probabilidade para p;|®;, y;, é
obtida combinando a verossimilhanca dos dados com a distribuicao a priori normal vista na

primeira parte da expressao (4.3). Assim,
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1 1 nm +y;\
f(uildi, i) o exp —§¢¢(77+ )(MZ—W) )

Este nicleo é da f.d.p. da distribuicao normal com parametros (Z’%ﬁ%, m) Entao,

nm +y; 1
il @i, yi ~ N : :
( n+1 ¢i(n+1)>

A densidade da distribuigao de ¢;|y;, é obtida por integracio como,

F(@ly) o [ fyilpi, ¢i)Golpi, ¢i)dpi
x f¢2 exp{—— Yi — i)z}@% exp{—
x ¢;° exp{—%}f@% exp{—% (y? — it + pF + pdn — 2pgmn + an) }dﬂi
x 6% exp{—% [ab +y7 + m*n] }f@-é eXp{—% (17 (0 + 1) = 24 (y; + mn)] }dﬂi
{4
{-

. a_g abé;
% (us —m)?* bo " exp{ — 2 by,

x 6 exp

m 2
[ab+yZ +m n—%}}

a+1 -1
2
x< @, exp

bi n(yi—m)?
[ab + 20 ] }

O resultado obtido é o niicleo da funcao de densidade de probabilidade da distribuicao gama,

Ga(.), com parametros ( (a+1), <ab+ nys—m)* )) Ou seja,

N

¢z|yz ~ Ga(l(a+1) 5(@()4»%)),

Com isso, concluimos que a distribui¢ao conjunta a posteriori para (u;, o> = gb;l) é também
a distribui¢ao normal-gama-invertida. Para mais informagoes a respeito de conjugacao na
familia de distribui¢oes normais, veja por exemplo, Bernardo & Smith (1994).

Para completar os termos da equagao (3.23), falta encontrar a representacao analitica
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para ¢o. Neste caso, basta resolver analiticamente a integral em (3.22). Ou seja,

w = [[f( yi|ﬂi>¢i)G0(Mia¢i)dﬂid¢i

5 (yi — i)’ }(’iﬂ eXp{—’l(ui - m)Q}dmd@
=2i(ab + y? +m*n }feXp{ 13 (n + 1) = 23 (ys + mm) ] }dﬂidgbi
< b+ n(y;H )}fexp{ ¢>z(n+1) [Mz (%)} }duidqﬁi

L

a+1

1 a
— nj(a—b)ﬁ (l_b n(yl_m)2>7 2 a_—|-1
T )(n+21) ﬁ(Q BRPICESY I'(%5),
a+1

_ D) U] 2 n(yi—m)2>_ 2
o I‘(g) (b(n+1)a7r> <1+ b(n+1)a )

(4.4)

em que ['(.) representa a fungao gama.
A integral em ¢ fornece a densidade da distribuicao t de Student com a graus de liberdade
e parametros (m, ), em que \ = (n+1)

Assim, as distribui¢oes condicionais completas a posterior: para 6;, 1 = 1,...,n, sao

obtida da expressao,

p(6:6" yi) = b<a5t(yi|m7 X, a)Ng(p, ¢lio, 05, ao, bo) + Z N(yi|9j)5ei(9j)> ; (4.5)
i
na qual, St(y;|m, A, a) representa a densidade da distribuigdo t de student, N (y;|u, ¢) repre-
senta a densidade da distribuigao normal, ambas avaliadas no ponto y;, € Ng(p, ¢|po, 02, ag, bo)
representa a densidade da distribui¢do normal-gama com parametros o = m::lyl, s =n+1,

n(yi—m)*
ag=a+1eby=ab+ (n+1) )
Na Equagao (4.5), a densidade da distribui¢ao t de Student representa a marginal dos
dados, a distribui¢ao normal-gama é a distribuicao a posteriori para os parametros (u, @) e

a densidade da distribuicao normal é a verossimilhanca para cada ponto de dado da amostra.

4.2 Quantidades Preditivas

A densidade preditiva é de interesse em problemas de inferéncia pois nos permite ob-

ter uma estimativa de um valor futuro (y,;1) de uma variavel aleatoria Y, dados D, =
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(y1,Y2, ..., Yn) Observacoes da v.a. Y. Neste trabalho, além de simularmos valores da distri-
buicao a posteriori, também temos interesse na estimativa de densidade, que em inferéncia
bayesiana é obtida por meio da distribuicao preditiva a posteriori que é dada pelo valor

esperado em relagao aos parametros, como

F(gnia|Da) = /f(yn+1, 6|D,)d6 /f<ynﬂro>f<ewn>de = Ealf(sunnl0),  (46)

em que D, representa os dados observados.

No contexto analisado aqui, a densidade f(y,,1|@) é obtida da seguinte maneira,

f(yn+1|9) = ff(yn+1|9n+1)f(9n+1|9)d9n+1

(4.7)
= fN(yn+1 |On41) f (0r41|0)dOr 11,

que é a esperanca da densidade da distribuigdo normal, N(y,41/0,4+1). Tendo em vista a

densidade em (3.17), entao,

f(yn+1’0) = ﬁ fN<yn+1‘9n+1)G0(9n+1)d‘9n+1 + a+_nN(yn+1’9n+1) Z 69n+1(6i)
. i=1 (4.8)
= QLM fN<yn+1‘6n+1>G0(9n+1>d6n+1 + a;—i-n Z N<yn+1‘6n+1)'

i=1
De (4.4), a integral no primeiro termo desta equacao é a densidade da distribuigdo t de

Student, logo

n

f(yn+1‘0) = QL.HLSt(yn+1’m7 )‘7 a) + ﬁ Z N(ynJrl’ei)? (4'9)

i=1
em que St(./m, A, a) representa a densidade da distribuigao t de Student com a graus de
liberdade.

Com isso, a distribuicao preditiva é estimada como uma média sobre a distribuicao pre-

ditiva condicional, ou seja,

f(ynJrl‘Dn) = Eely[f(ynJrl'B)]

4.10
~ 1/T 23;1 f(yn+1|0t)7 ( )

em que 0 = (01, ...,0,) e 8" sdo os valores imputados depois de t iteracdes do algoritmo Gibbs
sampling. Esta estimacao é feita usando um método chamado de método de composicao.

Maiores detalhes pode ser visto em Tanner (1996) Secao 3.3



Capitulo 5

Performance do modelo DPMN-N

Neste Capitulo, verificamos aspectos relacionados a eficiéncia do modelo DPMN-N. Para
isso, fizemos uma anélise do desempenho do modelo no que diz respeito as condicoes em
que ¢é identificado corretamente o ntumero de componentes, quando se tem uma mistura de
distribuicoes. Vamos nos referir a esta andlise como anélise de precisao. Também fazemos
uma analise de sensibilidade em relacao ao parametro de locacao da distribuicao base do
processo de Dirichlet. Vamos nos referir a esta analise como analise de sensibilidade. Antes
de falarmos a respeito dessas analises, falaremos um pouco da estratégia computacional

utilizada.

5.1 Estrategia computacional

Para proceder nossas analises, implementamos o algoritmo proposto por Escobar & West
(1995) visto na Secao 3.3.1, em que a estimagao do numero de grupos na populagao ocorre
de forma quase que automatica, no modelo visto em (4.1). Com base no estudo de Bush &
MacEachern (1996), adicionamos um passo a mais ao algoritmo de Escobar & West (1995)
(como descrito em algoritmo 1 na pagina 30). Com base no trabalho de Bush & MacEachern
(1996), a variavel latente foi incluida no algoritmo de Escobar & West (1995) para ser possivel
atualizar os parametros do modelo, dada a identificacdo dos componentes para cada ciclo
completo algoritmo. Esta atualizacao é feita por meio das densidades obtidas combinando

a verossimilhanca dos dados agrupados com a distribuicao a prior: para os parametros do
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modelo vista em (4.3), com isso obtemos a distribui¢do a posteriori para os parametros em

cada componente, ou seja,

nj+a n _ n; (m—y;)2
JJ'_2|YZizj ~ Ga( J2+ ’ %(ab oy Weimy — 75)7 %))

1 (5.1)
— m+n;y; - N
/Lj\"jz,YZFj ~ N(%?(%Q(Wr”j)) )v

em que y,,—; € o conjunto de observagoes pertencentes & componente j,com j = 1, ...,k sendo
k o ntimero de componentes identificados pelo modelo, no passo anterior do algoritmo, e ¥;
é a média aritmética dos elementos dentro da componente j. Com a atualizacao dos para-
metros p e o2 condicionada a identificacdo dos componentes, temos uma iteracao completa
do algoritmo utilizado.

Os comandos do software R, que foram usados para gerar os valores das amostras usadas
para as simulagoes deste Capitulo se encontram no Apéndice juntamente com os codigos
usados para fazer as estimativas do nimero de componentes na populacao e dos parametros

do modelo de mistura.

5.2 Analise de sensibilidade

No contexto visto neste trabalho, uma parte importante no processo de estimacao do
nimero de componentes que compoem uma mistura de distribuicoes é a escolha dos parame-
tros do processo de Dirichlet. Como pode ser visto na Secao 3.1, o DP tem dois parametros
a serem considerados, um deles é o parametro de precisao « e o outro ¢ a distribuicao base,
Gy, que também ¢é a esperanca do DP. Nesta anélise, vamos verificar a performance do mo-
delo sob diferentes escolhas para o parametro de locacao da distribuicao base do processo de
Dirichlet, ou seja, sob diferentes escolhas do parametro de locacao da distribuigao G, vista
na equagao (4.3).

A fim de proceder a esta anélise, ajustamos o modelo visto em (4.1) em 1000 conjuntos
de amostras simuladas, utilizando o software R, todas com 100 elementos cada, (n = 100).
As amostras foram simuladas da densidade de uma mistura de duas distribuicoes normais

com médias ju; e po iguais a 40 e 60, respectivamente, e variancias o? e o3 iguais a 16 e 81,
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respectivamente. As proporcoes da mistura sao fixadas em w; = wy = 1/2. Assim,
1 2y, L 2
yi ~ 5N (40,4 )+§N(60, 9%), (5.2)

em que y; para ¢ = 1, ..., 100 representam os pontos simulados em cada amostra y.

Para ajustar o modelo nestas amostras, a preocupacao agora ¢ quanto a escolha dos
parametros da distribuigdo base do processo, Gy. Como visto na equagao (4.3) adotamos
uma distribuicao normal-gama como distribuicao base. Para obtermos variancias grandes
para as distribui¢oes a priori, os parametros 7 ,a e b sdo fixados com valores 1/100, 10 e

1/40, respectivamente. Assim,
Go ~ Ng(m,100,10/2,10/80), (5.3)

em que Ng(.) representa a distribui¢do normal-gama.

O parametro de precisao, «, do processo de Dirichlet é fixado igual a 1. Como visto em
Escobar (1994), o parametro de precisdo o ¢ a esperanga do nimero de elementos distintos
na amostra, k, em relacao a distribuicao a priori processo de Dirichlet. Em anélise feita em
Escobar (1994), vimos que para uma amostra de tamanho entre 50 — 200, o = 1 fornece um
valor esperado de k entre 4.5 — 5.88.

Resta agora especificar o valores para o parametro de loca¢do m em (5.3). Ajustamos o
modelo nas 1000 amostras simuladas, considerando valores de m em {—20, 10, 40, 70, 100, 130},
como visto na primeira linha da Tabela 5.1. Esta tabela mostra os resultados das proporc¢oes
de indicagbes para o nimero de componentes na mistura vista em (5.2), para o conjunto de
1000 amostras nos quais o modelo foi ajustado para cada um destes valores de m. Para
cada simulagao, foram feitas 2000 iteracoes completas do algoritmo, sendo descontado um
periodo de aquecimento de 1000. Assim, foi considerada uma amostra de tamanho L = 1000
no processo de estimacao em cada simulacao. As estimativas para o nimero de componentes
da mistura, foram obtidas utilizando a moda da distribui¢ao atualizada, ou distribuicao a
posteriori.

Na Tabela 5.1, podemos observar que para valores de m préximos dos valores de p; e o,
o modelo nao identifica corretamente o ntimero de grupos, pois cada amostra foi simulada

da mistura de duas distribui¢oes, sendo assim o nimero correto de componentes é 2. Uma
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explicacao para essa baixa performance é que, uma nova componente surge com probabilidade
proporcional a ¢, € no caso do modelo DPMN-N é ¢, a densidade da distribuicao t de
Student com parametro de locacao m, se o valor deste parametro estiver proximo dos valores
amostrados, esta probabilidade podera aumentar substancialmente, fazendo com que muitos

componentes sejam identificados pelo modelo.

Tabela 5.1: Resultados das proporc¢oes de indicagao de niimero de grupos, que compoe a
populacao, para diferentes valores de parametros de locacao da distribuicao base, na analise

de 1000 conjuntos de dados simulados de (5.4).

Nro de grupos
(k) m=—20|m=10| m =40 m="T70 | m=100 | m =130
k = 0,009 0,06 0 0 0,03 0,02
k= 0,988 0,927 0 0 0,945 0,975
k= 0,003 0,013 0 0,006 0,023 0,005
k>3 0 0 1 0,994 0,002 0
(max. k=23) | (max. k=16)
Podemos observar que o melhor resultado descrito na Tabela 5.1, é para m = —20, no

caso dessas 1000 amostras analisadas, 998 fornecem maior probabilidade a posteriori para
a existéncia de dois grupos na populacao, isso ocorre devido este valor estar distante dos
valores dos dados simulados, fazendo com que a probabilidade de transicao para um novo
grupo, ocorra de modo mais proximo de uniforme, pois estas probabilidades sao afetadas
somente pela cauda da distribuicdo t de Student, cuja densidade é dada pela Equacao (4.4).

Na quarta coluna da Tabela 5.1, observamos que com m = 40 o modelo identifica um
numero maximo de 23 grupos e para todas as amostras trabalhadas o modelo nao identifica
menos que 3 grupos, isso ocorre devido a média da primeira componente da mistura que
deu origem aos dados, coincidir com o valor de m. Para a situagao em que se tem m = 70,
o modelo também identifica muitos grupos, isso se deve ao fato deste valor ser proximo da
média da segunda componente da mistura, como pode ser visto em (5.4). Entao, variando
m a andlise fornece informacoes sobre o quao sensiveis os resultados para k sao em relacao

a escolha de m.
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Figura 5.1: Estimativa de densidade obtida da distribuicao preditiva a posteriori para m €

{—20, 10, 100, 130}.
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Figura 5.2: Estimativa de densidade obtida por meio da distribuicao preditiva a posteriori,

considerando m = 40 em (a) e m = 70 em (b).
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Os efeitos da variacao de m na inferéncia sobre a funcao de densidade estao represen-
tados graficamente nas figuras 5.1 e 5.2. Estas figuras contem os gréaficos das distribuicoes
preditivas para cada valor de m em {—20,10,40,70,100,130}. Na Figura 5.1 podemos
observar que o método parece estimar bem a distribuicao para m assumindo valores em
{—20,10, 100, 130}, pois estas estimativas estdo proximas da densidade obtida a partir da
distribuicao de onde os dados foram gerados. No entanto, o método nao estima bem para
m = 40, situacao em que podemos observar multimodalidade no grafico apresentado na
Figura 5.2a), situacao em que se tem p; = m = 40. Na figura 5.2b) a multimodalidade é
menos acentuada, nesta situacao temos m = 70 que é um valor proximo de py = 70. Estes
resultados graficos ja era de se esperar, tendo em vista os resultados apresentados na Tabela

o.1.

5.3 Analise de precisao

A anélise feita nesta Secao diz respeito ao desempenho do modelo especificado em (4.1),
na estimacao do nimero de componentes quando se tem um modelo de mistura. O objetivo
é verificar a performance do modelo quando ocorre mudancas no valor da média e do desvio
padrao dos componentes de uma mistura. Para proceder com essa anélise ajustamos o
modelo DPMN-N em amostras, x, de 100 elementos cada, simuladas da mistura de duas

distribui¢oes normais,
1 1 . s
X~ §N(,u1, 01)+§N(u2, 3), (5.4)

parar,s € {1,...,5}, em que x; para i = 1, ..., 100 representam os pontos simulados em cada
amostra Xx.

Para cada par distinto de (u}, 05) em (5.4), simulamos 1000 amostras, com 100 elementos
cada uma mantendo p; = 40 e o1 = 4, para todas as amostras. Os valores para (u},o3),

que foram usados estao descritos nas duas primeiras linhas da tabela 5.2 e foram obtidos de
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modo que,

py = py o+

para r,s € {2,...,5} e assumindo pd = py =40, 0 =0y =4, 5 =10 e v = 1.5. Com isso,
geramos 1000 amostras da mistura em 5.4 para cada conjunto de parametros, {uq, o1, s, o},
diferentes. Como sao 5 valores diferentes de médias e desvios padroes para a segunda com-
ponente, geramos um total de 1000 x 5 x 5 amostras para esta anélise. A propor¢ao da

mistura foi fixada em 1/2 para cada componente, em todas as geracoes.

Tabela 5.2: Proporcao de indicacao para dois grupos em 1000 amostras simuladas a partir

de uma mistura de duas distribui¢oes normais

pp | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
o o1 g1 | 40 | 40 | 40 | 40 | 40
4 4 0 |0154| 1 1 1
6 4 0 |0252] 1 1 1
9 4 0.023 | 0.699 | 0.988 | 0.997 | 1
1350 | 4 0.249 | 0.83 | 0.99 | 0.989 | 0.99
20.25 | 4 0.606 | 0.869 | 0.962 | 0.969 | 0.979

O modelo visto em (4.1) foi ajustado com distribui¢do base normal gama inversa, ou
seja, G, ~ Nig (m, (ng)~t a/2, ab/2), em que Nig(.) representa a distribui¢do normal gama
inversa. Os valores dos parametros da distribuicao base foram escolhidos de acordo com a

andlise feita na Secao 5.2 e assumem os valores

m=—20, n=1/100, a=10, b= .

O parametro de precisao foi mantido como na primeira anéalise, o = 1.
Assim como na primeira andlise, para cada simulacao foram realizadas 2000 iteracoes

completas do algoritmo, sendo descontado um periodo de aquecimento de 1000. Aqui tam-

bém foi considerada uma sequéncia de geracoes de tamanho L = 1000 no processo de esti-
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macao em cada simulacao e as estimativas para o nimero de componentes, foram obtidas
utilizando a moda da distribuicao atualizada.

Para cada grupo de 1000 sequéncias geradas da mesma distribui¢ao, ou seja, da mistura
em (5.4) com parametros iguais, calculamos a proporg¢ao de indicagdo para dois grupos, ou
seja, k = 2, os valores destas proporcoes estao descritas na Tabela 5.2.

A primeira célula da Tabela 5.2, mostra o caso em que se tem médias e desvios padroes
iguais para os dois componentes, neste caso o que se tem é apenas uma componente na
mistura, isso justifica o fato de que 1000 em 1000 amostras, nao forneceram maior probabili-
dade a posteriori para a existéncia de dois grupos na populagao. Partindo do modelo de uma
componente, aumentando o desvio padrao, notamos que quando se tem pouca variacao do
desvio padrao mantendo as médias idénticas o modelo também nao identifica componentes
distintas. No entanto, a medida que a variabilidade dos dados dentro de cada componente
aumenta, as propor¢oes de indicagao para dois componentes em cada amostra também au-
menta. Com isso, existe evidéncias de que o modelo também identifica ( ou distingue) as
componentes na mistura, com base na diferenca da variabilidade dos dados em cada compo-
nente. Esta situagao é melhor descrita no grafico que pode ser visto na Figura 5.3(a). Neste
grafico, estao as curvas que representam os valores das proporcoes segundo as colunas da
Tabela 5.2.

Com base nas proporcoes para indicacao para dois componentes na populacao, exibidas
na Tabela 5.2, observamos que o modelo identifica componentes pela variabilidade dos da-
dos, como podemos observar nas duas primeiras colunas da Tabela 5.2. No entanto, como
podemos observar nas trés ultimas colunas da Tabela 5.2, se as médias estiverem muito
afastadas o aumento da variabilidade no segundo componente diminui a precisao do método
em estimar o numero de componentes da populacao. Observe que a propor¢ao de indicagao
para k = 2 decresce a medida que o desvio padrao cresce, para o caso em que g > 50, como
mostra a Figura 5.3(b). Ainda com base nos valores das proporg¢oes descritos na Tabela 5.2,
observamos que a eficiéncia do método aumenta a medida que a distancia entre as médias
aumenta, situagdo que pode ser percebida graficamente na Figura 5.3(a).

Para ilustrar como se comportam os valores das proporcao de indicacao para k = 2,

construimos o grafico de superficie, como mostra a Figura 5.4. Este grafico foi construido
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Figura 5.3: Graficos para colunas e linhas da Tabela 5.2, respectivamente. Em (a) esta

o grafico para a situacao em que se toma valores fixos para o desvio padrao e a média

é variada. Em (b) temos o gréafico dos valores das propor¢oes tomando valores fixos das

médias e variando o desvio padrao.

a partir da Tabela 5.2, para que possamos ter uma visao global do comportamento dos

valores das proporcoes apresentados nessa tabela. Podemos notar, a partir desse gréfico,

uma melhora da performance do modelo no que diz respeito a identificacao de componentes

distintas, quando se afasta as médias e os desvios padroes no modelo visto em 5.4, sendo

que essa melhora é mais acentuada quando se afasta as médias.
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Figura 5.4: Grafico de superficie exibindo os resultados das proporcoes exibidos na Tabela

(5.2).



Capitulo 6
Aplicacao

Neste Capitulo, aplicamos o método estudado anteriormente em trés conjuntos de dados
reais, que sao considerados aqui como oriundos de misturas de distribui¢oes normais. O
primeiro conjunto trata-se de dados de acidez de lagos. O segundo diz respeito a medida de
comprimento de peixes (em centimetros), usada para identificar grupos etérios na populagao.
O ultimo conjunto de dados, sao dados de tons musicais. Este ultimo exemplo é uma
aplicagao em modelos de regressao com uma covariavel, que aqui é considerada como variavel.
Os comandos do software R, usados para fazer as estimativas apresentadas neste trabalho se

encontram no apéndice que se encontra no final do texto.

6.1 Dados de acidez

O conjunto de dados analisado nesta Secao, foi obtido a parti do site
http://www.inside-r.org/packages/cran/gamlss.data/docs/acidity

e contém indices de acidez de uma amostra de 155 lagos do estado de Wisconsin nos Estados
Unidos. Este indice descreve a capacidade do lago em absorver a acidez. Valores baixos
destes indices, podem levar a uma perda de recursos biologicos, pois é um indicativo de que
o lago esteja acidificado. Estes dados foram analisados como uma mistura de distribuicoes
normais na escala log, por Crawford et al. (1992), Crawford (1994) e também por Richardson

& Green (1997), sendo que o ultimo usa reversible-jump MCMC em sua anélise.
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Ajustamos o modelo descrito no Capitulo 4, neste conjunto de dados, considerando para

a distribuicao base valores para

1
m:—5,n:1/100,a:10,b:Eeazl.

As probabilidades a posteriori para o nimero de componentes (k) da mistura, estdo
descritas na Tabela 6.1, onde observamos que com probabilidade a posteriori proximo de 1,
é identificada duas componentes na populacao. Também observamos que com probabilidade
a posteriori proximo de zero, sao identificados trés componentes e para os demais valores
de k, as probabilidades a posteriori sao zero, ou seja, o modelo nao identifica mais que trés

componentes na populacao de onde foram extraidos os dados.

Tabela 6.1: Probabilidades a posteriori para niimero de grupos.

k | probabilidades a posteriori .
1 0
2 0.985
3 0.015
o _ e
_— Hist. dados _— Dens. est. m. Kernel
s D.estm.DPM | e Dens. est. m. DPM
o _| @
o o

Figura 6.1: Em (a) esta o gréafico da densidade estimada a partir da distribui¢do preditiva a
posteriori , sobre o histograma dos dados de indices de acidez e em (b) a densidade estimada

sobre a densidade dos dados de indices de acidez.
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Tabela 6.2: Estimativas para os parametros obtidas a partir dos dados de indices de acidez

em lagos, considerando k = 2.

Est. pontual | Int. HPD com 95%
W | 0.599 (0.512,0.675)
wp | 0.401 (0.324, 0.488)
" 4.34 (4.24,4.45)
o 6.25 (6.07,6.42)
o 0.41 (0.34, 0.49)
. 0.56 (0.46,0.70)

A Figura 6.1(a), mostra o grafico da estimativa de densidade sobre o histograma dos
dados e a Figura 6.1(b) mostra a curva da densidade dos dados, obtida utilizando o método
do Kernel. O método do Kernel é um método nao paramétrico para estimacgao de curvas de
densidades, onde cada observagao é ponderada pela distancia em relacao a um valor central.
Este método é discutido em Silverman (1986) e Venables & Ripley (2002) e foi utilizado aqui
por meio do software R com o comando density. Além da curva da estimativa de densidade
obtida pelo método do Kernel, a Figura 6.1(b) também apresenta a curva da densidade
estimada a partir do método apresentado neste trabalho. Nesta figura, observamos que as
duas curvas estao préximas, como os métodos de estimacao sao diferentes, essa proximidade
pode ser uma evidéncia de que se tem boas estimativas para a densidade dos dados.

Em cada iteracao completa do algoritmo, foram obtidas as estimativas para os parame-
tros. Estas estimativas estao apresentadas na Tabela 6.2, de modo que a segunda coluna
mostra as estimativas pontuais para as propor¢oes da mistura (w), para as médias (p) e para
os desvios padroes (¢). Na ultima coluna estao os intervalos HPD com 95% de credibilidade
para estes parametros. Todos os intervalos HPD (HPD, do inglés, Highest Posterior Density,
significa maior densidade posterior), apresentados na Tabela 6.2, foram obtidos por meio do
pacote MCMCpack de Martin et al. (2011). A anélise feita em Richardson & Green (1997), a
distribuicao a posteriori para k favorece 3 —5 componentes, sendo que a maior probabilidade
a posteriori € para k = 3, em nossa andlise a probabilidade a posteriori para k = 3 foi baixa

em relacao a probabilidade a posteriori para k = 2.
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Figura 6.2: Grafico de frequéncia de 1000 estimativas de médias obtidas considerando k = 2,

para os dados de indices de acidez em lagos

A Figura 6.2 mostra o grafico de sequéncia das distribuicoes a posteriori para as médias
das distribuicoes em cada componente, para uma amostra a posteriori de tamanho L = 1000
j& descontado o periodo de aquecimento. Verificamos que existem evidéncias de que a cadeia
atingiu convergéncia para distribuicao de equilibrio, considerando k = 2 componentes. Com
isso, temos que existe evidéncias favoraveis de que podemos classificar os lagos em dois
grupos. Para o primeiro grupo temos um indice de acidez médio estimado de 4.34 e para o

segundo temos uma acidez média estimada de 6.25.

6.2 Dados de comprimento de peixes

Os dados de comprimento de peixes foi obtido por intermédio do site
http:/ /svitsrv25.epfl.ch /R-doc/library /bayesmix /html /fish.html

e pode ser visto em Titterington et al. (1985). Este conjunto contém dados referente ao
comprimentos de 256 peixes da familia dos Lutjanideos. Como a desova dos peixes ocorre
numa determina época do ano, a heterogeneidade nos dados surge devido aos grupos etérios,
deste modo um peixe que se originou devido a desova do ano corrente pertence ao grupo dos

peixes menores € mais jovens, enquanto que um peixe que surgiu devido a desova do ano


http://svitsrv25.epfl.ch/R-doc/library/bayesmix/html/fish.html
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Tabela 6.3: Probabilidades a posteriori para niimero de grupos.

Grupos | probabilidades a posteriori .
k<4 0
k=4 0.999
=5 0.001
kE>5 0

anterior pertence a um grupo com tamanho médio um pouco maior e assim por diante. Para
este conjunto de dados Titterington et al. (1985) assumem que para um certo grupo de idade
o comprimento de um peixe segue uma distribuicao normal, alem disso a idade do peixe é
desconhecida. Com isso, um peixe escolhido de forma aleatéria pertence ao componente j
com probabilidade proporcional a w;, com j = 1, ..., k representando todos os componentes
nao vazios na mistura. As densidades dos componentes descrevem as distribuicoes de com-
primentos dos peixes de diferentes idades e os pesos da mistura, w;, indicam a distribui¢ao
etaria dos peixes na populagao total.

O modelo descrito no Capitulo 4, também foi ajustado neste conjunto de dados, assu-
mindo

1
m:—6,nzl/lOO,ale,b:Eeazl,

para a distribuicao base Go ~ Ng(m,n,a, b). Consideramos uma amostra a posteriori de
tamanho L = 1000 ja descontado o periodo de aquecimento de 1000 iteracoes completas.
Para obter as estimativas para o ntumero de componentes nao vazias, usamos a moda da
distribuicao a posteriori . Em cada ciclo completo do algoritmo, obtivemos uma estimativa
para os parametros, obtendo assim, uma amostra para cada parametro do modelo de mistura.

As probabilidades a posteriori para o nimero de componentes, k, esta descrito na Tabela
6.3, onde observamos que com probabilidade a posteriori proximo de 1, sao identificados
quatro componentes na populacao, com probabilidade a posteriori préximo de zero, sao
identificados cinco grupos na populacao e para os demais valores de k a probabilidade «a
posteriori é sempre zero. Com isso, vemos que existe evidencias favoraveis para a existéncia

de quatro componentes na populacao.
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Figura 6.3: Grafico da densidade dos dados estimados a partir da distribuicao preditiva a

posterior: sobre o histograma e a densidade dos dados de comprimeto de peixes.

A Figura 6.3(a) mostra a densidade da distribui¢ao preditiva a posteriori sobreposta ao
histograma dos dados observados e a Figura 6.3(b) mostra o grafico da densidade estimada
sobreposta a densidade estimada pelo método do Kernel. Observamos que as curvas de
densidades estao proximas, o que indica que os dados sao oriundos de uma densidade que
estd proxima destas estimativas.

Os parametros estimados condicionados a existéncia de quatro grupos na populagao fo-
ram, namero de grupos (k), médias (u), desvios padrdes (o) e pesos da mistura (w). As
médias das distribuicoes a posteriori para os parametros sao usadas para obter as estima-
tivas pontuais dos parametros condicionadas ao nimero de grupos e é mostrada na Tabela
6.4, juntamente com intervalos HPD com 95%.

Este conjunto de dados foi analisado por Frithwirth-Schnatter (2006) usando reversible-
jump MCMC de Richardson & Green (1997), em que foi considerado quatro componentes a
priori para a mistura. Os resultados obtidos em Frithwirth-Schnatter (2006) estao apresen-
tados, neste trabalho, na tabela 6.4 ao lado dos resultados que obtivemos usando o modelo
DPMN-N. Nesta tabela, podemos observar que as estimativas fornecidas pelo reversible-jump

estao proximas dos resultados obtidos no nosso trabalho.
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Tabela 6.4: Estimativas para os parametros dos dados de comprimento de peixes, obtida

com o ajuste do modelo DPMN-N juntamente com as estimativas obtidas por Friihwirth-

Schnatter (2006) usando reversible-jump.

Estimativas obtidas com DPMN-N Estimativas obtidas com o reversible-jump
Parametros | Média a posteriori HPD com 95% | Média a posteriori HPD com 95%
w1 0.12 (0.08,0.16) 0.115 (0.076,0.164)
wo 0.47 (0.35,0.55) 0.469 (0.336,0.569)
ws 0.28 (0.19,0.43) 0.222 (0.102,0.377)
w4 0.13 (0.04,0.22) 0.195 (0.084,0.368)
I 3.33 (3.09,3.57) 3.30 (3.11,3.58)
2 5.22 (5.08,5.37) 5.23 (5.06,5.39)
"3 7.23 (6.68,7.71) 7.29 (6.64,7.63)
I 9.55 (8.43,10.73) 8.78 (7.36,10.21)
o1 0.46 (0.33,0.63) 0.399 (0.25,0.645)
02 0.56 (0.45,0.66) 0.559 (0.425,0.706)
o3 0.83 (0.56,1.18) 0.699 (0.349,1.186)
o4 1.34 (0.95,1.79) 1.68 (1.01,2.29)
Fonte: Frithwirth-Schnatter (2006)
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Figura 6.4: Grafico
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O grafico de frequéncia das médias a posteriori para 1000 iteragoes, ja descontado o

periodo de aquecimento, é mostrado na Figura 6.4, onde verificamos que existe evidéncia

de que a cadeia convergiu para a distribuicao de equilibro, pelo menos para as trés primei-

ras médias, considerando a ordenacao do menor para o maior valor. Com este resultado,

juntamente com os resultados apresentados na Tabela 6.4 e na figura 6.3, sdo bastante co-
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erentes e fornecem evidéncias de que o modelo fornece resultados interessantes no que diz
respeito a estimativa do ntimero de componentes na mistura e também de estimativas para
os parametros do modelo de mistura.

Os resultados apresentados na Tabela 6.4 indicam que exitem 4 grupos etérios na popu-
lacao de peixes, sendo que os mais jovens constituem o grupo menor com uma propor¢ao
média de 0,12 em relagao ao total da amostra. Como o segundo grupo ¢ bem maior, sendo
constituido de quase a metade da quantidade total estimada (propor¢ao média de 0,47 em
relagdo ao total da amostra), podemos concluir que o primeiro grupo ainda nao esta com-
pleto, devendo existir peixes tao pequenos que nao foram considerados na amostra. Deste
modo, se a idade maxima para esta espécie for de 4 a 5 anos, é compreensivo que o terceiro
grupo seja menor que o segundo, pois no decorrer do tempo a populagao mais velha tende a
diminuir devido a ataques predatorios e outros fatores. Se a expectativa de vida ¢ de 5 anos,
por volta dos 4 anos um peixe ja estard atingindo seu tamanho maximo e chegando ao seu

limite de tempo de vida.

6.3 Aplicacao em mistura de modelos de regressao

Nesta Secao, o modelo descrito no Capitulo 4, ¢é ilustrado pelos dados de percepcao de

tons que foram obtidos por intermédio do site
http://www.inside-r.org/packages/cran/fpc/docs/tonedata.

Este conjunto é resultado de uma experiéncia de Cohen (1980) e trata-se de dados de per-
cepcao de tons musicais, em que a taxa (ou razao) de sintonizagao do tom foi analisada por
um musico treinado. Os resultados de 150 ensaios realizados com um tnico misico estao
exibidos na figura 6.5, onde podemos observar que pelo menos duas retas sao evidentes. Em
situagoes como esta, uma mistura de modelos de regressao é apropriado, desde que nao se
tenha informacao sobre a associacao dos pontos para cada reta. Para fazermos uma breve
revisao da mistura de modelos de regressao, vamos considerar o caso em que se tem duas

componentes neste modelo,assim a mistura de modelo de regressao é dado por,

a1 + frx; + €;  com probabilidade w
a9 + Box; + €5;  com probabilidade 1 —w


http://www.inside-r.org/packages/cran/fpc/docs/tonedata
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Figura 6.5: Grafico de dispersao do valor sintonizado (variavel resposta y ) versus a taxa de

sintonizagao (variavel explicativa x).

em que €;; ~ N (0, (7]2-) para j = 1,2 e i = 1,...,n sao considerados independentes.

Vamos considerar aqui, uma matriz X cuja dimensao é n x 2 sendo que a primeira coluna
é formada apenas por 1’s e a segunda é formada por (xy, 29, ..., z,). Vamos supor também
que z;, para 1 < i < n, sdo tais que X’'X é positiva definida para todo n > 1. Condicionando

em x;, os y;’s tem funcao de densidade de probabilidade dada por,

flylz) = whi(ylr) + (1 —w) f2(ylz) (6.2)

em que f;(y|x) é a densidade da distribuigdo normal com média p; = a; + ;0; e variancia
0'j2», jJ =1,2. Vamos assumir que g1 > uo para se fazer a distincao das densidades f; e fs.
Agora faremos uma generalizacao da mistura de modelos de regressao vista até agora,

para o caso em que se tem um ntmero k£ > 1 de componentes nao vazias, em que k é
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desconhecido. Para isso basta tomar j = 1,....,k em vez de j = 1,2. Assim teremos

Fole) = 3w fy(wl) (6.3

em que Zle w;=1 com 0 < w; < 1, vamos considerar que cada f;(y|z) representa a den-
sidade da distribuigao normal com média p; = o + z;3; e variancia 0]2-, j=1,..,k. Com
isso, vamos considerar que nos dados de percepcao de tons, o nimero de componentes é
desconhecido, para aplicarmos o método estudado no Capitulo 4. A intencao aqui é obter
uma estimativa para o nimero de componentes da mistura de modelos de regressao e com
isso classificar os dados de percepgao de tons, procurando associar cada par ordenado (x;, ;)
a sua componente.

Vamos considerar para os dados de percepcao de tons, erros de medida nas variaveis

explicativas. Com isso vamos assumir para este conjunto o modelo dado por,

Y;'|$iaaia/8i70i7y ~ N(O‘iWinﬁiaUzy)
Xilpiz, Oi ~ N(Mia%’%ﬂ
(Hir Oiws i, B iy )IG ~ G
Gla,Gy ~ DP(a,Gy).

(6.4)

Aqui, cada X; ¢ assumido ter distribui¢do normal com vetor de parametro 0, ; = (pi, 0 )
e Y;|X; também tem distribuicdo normal com vetor de parametros 6;, = (a; + xiﬁi,azy).
Desta forma, assumimos que 6; = (6, ,,0;,) segue uma distribuicao G, com G seguindo uma

distribuicao que ¢ um processo de Dirichlet, cuja distribuicao base é dada por,

( Giy ~ Ga(%) aygby)>
a;  ~ N(mo, (¢iyco)™,)
Go—=q B ~ N(mu,(diye))™ ), (6.5)
Gig ™~ Ga(%w’ %)7
fiz ~ N(mg, (izc:)™),

\
Com Cy, Gy, Ay, by, by, co € ¢ sendo valores reais positivos, my = 0 e m,, my; € R. Além disso,

-2 2
temos que ¢;y =0, € iz =0, .
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A verossimilhanca dos dados é escrita da forma,

fi, ) = flyila, 9y,i>f<xi’9x,i)
= N(yil6y:) N (:]02,:)

(6.6)

com N(.|0) representando a densidade da distribui¢do normal com vetor de parametros 6.
As distribuicoes a posteriori para os parametros «;, 3;, ‘7@'2,7;7 i € aim, sao obtidas combinando
a verossimilhanga dos dados, dada pela equacao (6.6), com a distribuicao base Gy, dada pela
equagao (6.5), de forma analoga ao Capitulo 4.

A maginal dos dados, qg, é obtida por integracao, em duas etapas, ou seja,

Goy = [Ga(eiy|%, ) [ N(Bilma, (diyco)™t,) [ N(ailmo, (diyco) ™t )N (yil6y,i) by

ay+1

_ coc1 5 1 4 Q )

C T(%)y/2r(1+cotcor?) fqbivy exp{—¢iy 3 fddiy

(6.7)
em que
m c i —mox;))2
0 ap W= 2o )+ i - Ly ) o
= WOy 1 + Co '
Fazendo m = 0 em (6.8), esta expressdo se reduz a,

- )2

0 — ayb, + QW= mT)” (6.9)

1+ ¢ + coz?
Assim, obtemos o resultado da Expressao (6.7), utilizando o niicleo da distribui¢do gama,

com isso,
ay+1
_ I coa(§) T (6.10)
F(%!) \/27r(1+co+00:vf)

doy

Pelo que vimos no Capitulo (4),

Gox = [ Ga(gu|%, 220 [ N(wizli, (hinc) VN (yil0yi)d0y .
agt1 (6.11)

_oresh e\ emem?) T
= ey () (0 )

Com isso, obtemos,

9 = (904)-(0.2) (6.12)

Esta expressao, juntamente com o parametro «, fornece a probabilidade de que seja criado

um novo componente em cada ciclo do algoritmo.
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Para implementar o modelo (6.4) para os dados de percep¢ao de tons, consideramos
my, = —6, ¢, = 1/1000, a, =2/3, a, =1/3, b, =1/2, b,, co = 1/1000, ¢; = 1/1000, my =
0 e m; = 5, para a distribuico base Gy dada pela Equagao (6.5). Apds um periodo de
aquecimento de 5000 iteracoes, uma amostra de tamanho L = 1000 foi selecionada para
proceder a estimacao dos indicadores de componentes. A estimacdo de cada indicador foi
feita usando a moda da distribuicdo a posteriori , ou seja, se um ponto (x,y) foi alocado
maior quantidade de vezes no componente 1, entao ele serd alocado no componente 1 e assim

por diante.
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Figura 6.6: Grafico de dispersao do valor sintonizado (variavel resposta y ) versus a taxa de
sintonizacao (variavel explicativa x), apds a classificagdo dos dados em dois componentes,
sendo que os elementos do componente 1 sao os pontos representados por '+’ e os elementos

do componente 2 sao os pontos representados por ’o’.

Os componentes identificados pelo modelo foram distinguidos pela ordenacao das mé-
dias da distribuicdo de y|x, conforme especificado no inicio desta Secdo. O resultado desta
classificacao esta exposto na Figura 6.6, onde podemos observar dois componentes distintos

na amostra; a primeira componente é formada pelos pontos representados pelo simbolo -+’
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e o segundo componente é formando pelos pontos representados por 'o’. A estimativa dos
parametros do modelo requer uma anélise multivariada, pois teriamos que proceder as es-
timativas dos parametros dados os componentes distintos identificados pelo modelo. Esta
analise foge do escopo do nosso trabalho e nao sera apresentada aqui, ficando como proposta
de trabalho futuro. O conjunto de dados apresentado nesta Secao também foi analisado
por de Veaux (1989) e em sua anéalise, de Veaux (1989) estima dois componentes para esta
mistura de modelos de regressao.

Para mais informacoes a respeito da aplicacao do modelo DPM em modelos de regressao,

podem ser consultados, por exemplo, Shahbaba & Neal (2009) e Hannah et al. (2011).



Capitulo 7

Discussao

Apresentamos, neste trabalho, um estudo de desempenho para os modelos DPM relacio-
nados a dois aspectos praticos da estimativa de mistura de distribui¢cdes normais. A primeira
discussao considera a influéncia dos parametros da distribuicao base normal-gama sobre a
estimativa do nimero de componentes na mistura. O segundo aspecto refere-se as diferen-
cas entre as médias e variancias das distribuicoes dos componentes e da sua influéncia na
estimativa do nimero de componentes na populagao.

Com base nos valores das propor¢oes visto na Tabela 5.1, concluimos que os estudos de
simulacao discutidos no Capitulo 5.2 indicam que o parametro m da distribuicao de base
normal-gama-invertida ¢ relevante para a precisao do método, quando consideramos que os
dados observados seguem uma mistura de distribuicoes normais.

A primeira colula da Tabela 5.2 mostra que o modelo DPMN-N é sensivel a variabilidade
dos dados, ou seja, o modelo distingue componentes se suas variancias sao diferentes, mesmo
quando se tem médias iguais. Esse aspecto favorece a identificacao de componentes distintos
na amostra, pois ajuda a identificar a multimodalidade nos dados quando se tem valores de
médias proximos entre si. E claro que, quando se tem valores de médias bem afastados, uma
alta variabilidade dos dados em cada componente desfavorece o método, pois, neste caso,
variancias pequenas fazem com que os dados que compartilham a mesma média tenham
valores proximos entre si, e afastados em relacao aos demais valores de dados.

O Capitulo 6.3 mostra uma aplicacao do modelo DPMN-N em mistura de modelos de

regressao, em que o modelo identificou dois componentes na amostra e classificou os dados de

61



62

forma coerente, como mostra a Figura 6.6. A estimacao dos parametros, nesta aplicacao, foi
omitida. No entanto, é possivel estimar os parametros dada a classificagao dos dados. Como
proposta para trabalhos futuros, vamos deixar a estimagao dos parametros em modelos
deste tipo, além da atribuicao de uma distribuicao ao parametro m da distribuicao base
normal-gama, que aqui foi fixado em alguns valores, e também fornecer uma distribuicao ao
parametro « do processo de Dirichlet, que foi fixado igual a 1. Assim, iremos atribuir mais

um nivel ao modelo DPMN-N e analisar o seu desempenho nestas circunstancia.
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Apendice

Codigo do software R, que foram usados para gerar os dados usados para as analises

feitas no Capitulo 5.

n=100; k.s=2

set.seed(03062005) #semente

mu.s=c(40,60) #vetor de médias

sigma.s=c(4,9) #vetor de desvios padrdes

id=sample(1l:k.s, size=n, replace=TRUE, prob=rep(l,k.s)/k.s )
x=rnorm(n,mu.s[id],sigma.s[id])

Segue os comandos do software R usados para obtencao de estimativas de indicadores
de componentes e os demais parametros usando o modelo DPMN-N. Este cédigo foi usado
para os dados de acidez. O codigo para as demais simulacoes, com dados simulados e com

os dados de comprimento de peixes, sao similares a este e foram omitidos.

library (MASS)

library(coda)

library(lattice)library(MCMCpack)

library (msm)

library (mixAK) #===============================================================,
library("bayesmix")

data(Acidity)

x=Acidity

n.s=1000 # numero de iterag¢des sem periodo de burnig

bn=1000 # burning

sa=10 # salto

#chutes

n=length(x); mu=runif(n,min(x),max(x)); sig=1/runif(n,5,5.5);
g=seq(1l:n); mi=mu; phi=sig; gr=g; f=rep(l,n); ka=n; sq=seq(l:(n+1))

#Hiper-parametros;
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alfa=1; m=-5; c0 =1/100; n0=10; sigma0=1/40;
lambda=c0/((c0+1)*sigma0) # parametro da t de student
k=(gamma ((n0+1) /2) /gamma (n0/2) ) * (1/n0*pi)~(1/2)

#idefinindo matrizes
NR=0; KF=numeric(); KAF=numeric()

#Fung¢do para cdlculo da d. preditiva

yp=seq(0,15,0.01)

pre=function(yp,alfa,k,lambda,m,n0){

ee=numeric ()

for(r in 1:length(yp))

ee[r]= 1/(alfa+n)*(alfaxk*(1+(lambda)*1/n0*(yplr]-m)~2)~(-(n0+1)/2)+
sum(f[1:kal*dnorm(yp[r] ,mi[1:ka],1/sqrt(phill:kal))))

ee’

cat( file="P", append=FALSE);

cat( file="MU", append=FALSE);

cat( file="SIGMA", append=FALSE);

cat( file="G", append=FALSE);

cat( file="W", append=FALSE); gg=numeric ()
KA=numeric(50); KAA=numeric(50); Y=numeric() ; YY=numeric()
for(z in 1:n.s){

for(i in 1:n) {

flgr==gl[il]=f[gr==gl[il]-1

aux =f[1l:kal*dnorm(x[i],mi[1:ka],1/sqrt(phil[1l:kal))

aux[ka+1] = alfaxk*(1+(lambda)*1/n0*(x[i]-m)~2)~(-(n0+1)/2)

isa = sample(1l:(ka+l),size=1,prob=aux/sum(aux))

if (isa==(ka+1)){

sigli]=rgamma (1, (n0+1)/2,rate=(n0*sigma0/2+cO* ((x[i]-m)~2)/(c0+1)*2))

mu[i] = rnorm(1l, (cO*m+x[i])/(1+c0),sqrt(1/siglil*(1+c0)))

glil= max(g)+1

phi=unique(sig)

mi=unique (mu)

gr=unique(g) }else{

mul[i]=mi[isa]

sig[i]=philisa]

mi=unique (mu)

phi=unique(sig)

glil=grlisal

gr=unique(g)?}

ka=length(gr)

for(l in 1:ka){f[1]l=length(which(g==gr[11)); f=f[1:kal}}

for (j in 1:ka){

y = xl[g==grl[jl]
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nj = length(y)

phil[j] =

rgamma (1, (nj+n0) /2, (n0*sigmal/2+sum( (y-mean(y))~2)/2+
(cO*nj*(m-mean(y))~2)/(cO+nj)*2))

milj] =

rnorm(1l, (cO*m+nj*mean(y))/(cO+nj),sqrt(1/(phil[jl*(c0+nj))))
mu[g==gr[j]]=mi[j]

siglg==gr[j11=phil[j] }

Y=pre(yp,alfa,k,lambda,m,n0)

or=order(mi[1l:kal], decreasing=TRUE)

mi=mi [or]

phi=phi [or]

f=f [or]

zz=sort (unique (g))

for(l in 1:ka) {glg==zz[1]]1=1}

gr=unique(g)

gr=gr [or]

#==============3tualizagdo de w

delta=rep(l,ka)

n.z=numeric (ka)

for(1l in 1:ka){

n.z[1]=length(which(g==1)) }
w=rdirichlet(1,n.z+delta)

cat(c(Y),"\n",file="P", append=TRUE)

cat(c(mi,rep(0, (100-ka)) ),"\n",file="MU", append=TRUE)
cat(c(1/sqrt(phi) ,rep(0, (100-ka))) ,"\n",file="SIGMA", append=TRUE)
cat(g,"\n",file="G", append=TRUE)

cat(c(w,rep(0, (100-ka)) ),"\n",file="W", append=TRUE)}
#fim das 1000 iteragles para a amostra

PP=read.table("P") #Amostra estimada
M=read.table("MU") #médias
V=read.table("SIGMA")#Variancias
Z=read.table("G") # indicadores de grupo
W=read.table("W") # pesos
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