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Resumo

As proteinas sao moléculas importantes das células, pois
participam desde a construcdo das estruturas celulares até a
transmissao de informagdes genéticas entre geragoes.

Uma proteina pode ser caracterizada pela sua funcdo, sendo
que esta func¢do € determinada pela seqii€éncia de aminodcidos que
compoe a sua estrutura. Determinar a fung¢ao protéica € importante
quando, por exemplo, se pesquisa a cura de doencas ou se pesquisa a
fabricacdo de novos medicamentos.

Neste trabalho utilizamos uma metodologia bayesiana de
inferéncia estatistica para inferir sobre 0 modelo com mistura de
distribuicdes multinomiais e varidveis latentes para identificar
proteinas com fung¢des similares.

Verificamos a performance da modelagem proposta em separar
em grupos as proteinas com fungdes similares através de simulagdo.

Ao final fazemos uma aplicacao a um conjunto de dados reais.



Abstract

The proteins are important molecules from the cells, whereas
they take part since the construction of cell’s framing until the
transmission of the genetic information between the generations.

A protein can be characterized by its function and its function
is determined by the sequence of amino acids that determines its
structure.

To determine the protein’s function is important, for instance,
in a research about the cure of diseases or searching for new drugs.

In this research we use a bayesian statistical methodology with
mixture of multinomial and latent variables to identify proteins with
similar function.

We use simulations to verify the performance of the statistical
model for identifying the similar proteins.

At the end we apply the modeling to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

Modelos que utilizam mistura de distribuicoes tém sido empregados em diversas dreas
do conhecimento. Contudo, a primeira aplicagao documentada do que hoje é chamado
de misturas de distribui¢oes vem do inicio do século XIX. Em 1890, o Professor W.R.
Weldon levou ao estatistico Karl Pearson questoes sobre um experimento no qual estava
trabalhando. Os dados deste experimento eram oriundos de medidas corporais de siris,
onde estas medidas eram razoes entre tamanho da cabeca e comprimento do corpo inteiro
para 1000 siris. Observando graficamente os dados, Pearson notou um comportamento
nao usual, pois o gréafico sendo bimodal, sugeria uma uniao entre duas distribuigoes.
Weldon entao, sugeriu que a razao para esta assimetria poderia estar no fato que entre
os 1000 siris coletados havia duas espécies distintas, mas quando foi feita a coleta nao
se discriminou estas espécies. Pearson, analisando os dados, propos que a distribuicao
das medidas em questao poderiam ser modeladas através de uma soma ponderada de
duas distribuicoes normais, onde estas ponderacoes seriam as proporcoes de siris vindas
das duas espécies em questdao. Matematicamente, Pearson (1894), sugeriu a seguinte
distribuicao, f(x) = pN(u,,01)+ (1 —p)N(us, 02), sendo que p representa a proporgao de

individuos na populacao para uma das espécies de siris seguindo uma distribui¢ao normal



com média p, e desvio padrao o, e, (1 —p) é a proporcao de individuos na populagao para
a outra espécie de siris seguindo uma distribui¢cao normal com média p, e desvio padrao
09.

Um outro exemplo de aplicacao de misturas finitas de distribuicoes é encontrado
em estudos relacionados a esquizofrenia, que é uma doenca da personalidade. Levine
(1981), coletou uma amostra onde foi verificada a idade na qual a pessoa apresentou os
primeiros sintomas de esquizofrenia, e outra amostra onde foi verificada a idade da pes-
soa na primeira consulta a um médico devido a problemas esquizofrénicos. Neste estudo,
foram detectadas diferencas de comportamento entre pessoas do sexo masculino e do sexo
feminino sendo proposto um modelo utilizando misturas de distribui¢ées considerando o
sexo do individuo.

Existem aplicagoes de misturas de distribui¢oes, como nos casos citados acima onde se
conhece de antemao, o nimero de componentes da mistura, mas existem aplicagoes onde
este mimero é desconhecido. Um exemplo disto, citado em Titterington et al. (1987), esta
na sedimentologia, que é o estudo dos produtos dos processos fisicos, quimicos e biol6gicos
atuantes na superficie da terra. Para se modelar o tamanho dos graos de areia terfamos
uma distribuicao com mistura onde deverfamos levar em consideracao a constituicao e
a relacao entre os diferentes minerais que constituem a areia. Neste caso, temos uma
distribuicao com mistura onde o niimero de componentes é desconhecido.

Uma drea onde a modelagem com distribuicoes mistas apresenta resultados satis-
fatorios é na biologia molecular que pode ser visto nos trabalhos de Brown et al. (1993),
Karplus (1995), e Sjolander et al. (1996). Nesta drea, ao se modelar seqiiéncias de
aminodcidos, devemos levar em consideracao as caracteristicas quimicas inerentes & estas
moléculas e desta forma a utilizacao de modelagem com distribui¢oes mistas é bastante
conveniente.

Nos 1ltimos anos, o uso de mistura de distribuigoes utilizando inferéncia bayesiana

vem crescendo significativamente, como é relatado, por exemplo, em Robert e Soubiran

(1993), Diebolt e Robert (1994), Roeder e Wasserman (1995), Mengersen e Robert (1996),



Robert (1996), e isto, é devido em parte ao desenvolvimento tedrico de métodos eficientes

de simulacao estocdstica.

1.2 Proposta

Segundo Alberts et al.(2002), as proteinas sao os principais constituintes das células deter-
minando nao somente a estrutura das mesmas, mas também as suas funcoes. As proteinas
sao construidas a partir da uniao de aminodcidos sendo que normalmente sao encontra-
dos 20 tipos de aminodcidos em sua formacao. Os aminodcidos possuem caracteristicas
diversas e por conseqiiéncia produzem proteinas diversas. Por sua vez, os aminodcidos
sao codificados por 4 bases nitrogenadas durante o processo de traducao nos ribossomos
das células. Assim, podemos observar as proteinas através dos aminoacidos que as com-
poem e através das bases nitrogenadas que codificam estes aminodcidos. De uma forma
geral, quando proteinas sao compostas por aminodcidos similares elas possuem funcgoes
similares.

Nesta dissertacao fazemos uma aplicagao de mistura finita de distribuicoes utilizando
inferéncia bayesiana em proteinas. O nosso interesse é propor um modelo estatistico que
ao comparar duas ou mais protefnas seja capaz de agrupé-las em relagao as suas fungoes.
A aplicabilidade deste modelo é grande pois, em muitos casos, nao se sabe ou se sabe
pouco em relacao a funcao de uma proteina e este modelo poderd ser uma alternativa
para indicar esta funcao. Isto pode ser feito da seguinte forma: sao observadas, através
do modelo, grupos de protefnas que possuam caracteristicas conhecidas e que de antemao
jé se saiba qual ou quais sao suas fungoes. Agregada a esta amostra, estd a proteina cuja
funcao é desconhecida. Ao final deste processo, o grupo em que esta proteina for alocado

nos dard uma indicagao a respeito de sua funcao.



1.3 Apresentacao dos capitulos

Os capitulos desta dissertacao estao organizados de forma que, no capitulo 2, fazemos
uma breve explanacao sobre alguns aspectos relacionados a protefnas. Neste capitulo
abordamos de maneira sucinta como uma proteina pode ser vista através dos aminodci-
dos que a constitui e também, como esta proteina pode ser vista através das bases nitro-
genadas que codificam estes aminodcidos. No capitulo 3 exibimos um resumo contendo
defini¢oes e exemplos sobre o processo de Bernoulli, distribuicao binomial e distribuicao
multinomial. Neste capitulo adotamos uma abordagem elementar em funcao do cardter
interdisciplinar desta pesquisa. No quarto capitulo apresentamos o modelo proposto nesta
dissertagao, ou seja, o modelo com mistura de distribui¢oes multinomiais apresentando
suas caracterfsticas. No capitulo 5, considerando a presenca de duas componentes ou de
dois grupos protéicos no modelo, mostramos duas aplicacoes do modelo proposto com
dados simulados apresentando seus respectivos resultados. No capitulo 6 exibimos uma
andlise de performance onde verificamos a eficiéncia do modelo para diferentes compri-
mentos de seqiiéncias de aminodcidos e de bases nitrogenadas. Esta verificacao é feita
através de dados simulados sendo que, utilizamos nesta simulacao os dados do capitulo 5.
Para fazermos esta andlise, verificamos a proporcao de acertos com que o modelo separa
as protefnas em relagdo aos grupos protéicos. Apresentamos dois exemplos explicando
detalhadamente esta andlise. No capitulo 7, para detectarmos o niimero de componentes
no modelo de mistura, modelamos os dados simulados para varios nimeros de grupos
protéicos e utilizamos duas técnicas de selecao de modelos conhecidas como fator de bayes
e DIC, deviance information criterion. A selecao de modelos tem como objetivo identi-
ficar o nimero de componentes, ou de grupos funcionais protéicos presentes na amostra
analisada, e verificar se o0 modelo consegue captar a presenca deste nimero. Desta forma
generalizamos a utilizacao do método para mais de dois grupos funcionais de proteinas na
amostra. No capitulo 8 apresentamos os resultados obtidos, as discussoes e as conclusoes

deste trabalho.



Capitulo 2

Proteinas

2.1 Introducao

Apresentamos de maneira sucinta neste capitulo alguns aspectos relacionados as proteinas
citando alguns fundamentos bdsicos que sao importantes no entendimento do modelo
estatistico empregado na dissertacgao.

Protefnas sao caracterizadas como as moléculas trabalhadoras em uma célula, que
executam um programa de atividades codificadas pelos genes. Este programa, requer um
esforco coordenado de diferentes tipos de proteinas, como construcao de estruturas na
célula ou processamento de materiais através de reagoes quimicas intra e extracelulares.
Estas funcoes sao de tal maneira entrelagadas na fisiologia das células que seria dificil
encontrar alguma atividade celular que nao envolvesse proteinas. A palavra proteina é
derivada da palavra grega proteios que significa “primério” e foi dada por Jons J. Berzelius
em 1838 no sentido de enfatizar a importancia desta classe de moléculas. Em praticamente
todo processo biolégico as proteinas desempenham um papel chave.

As proteinas podem ser agrupadas em familias nas quais cada membro apresenta uma
conformacao tridimensional que é similar a todos os outros membros da familia. Esta
conformacao tridimensional fornece & proteina a sua funcao. Desta forma podemos dizer

que dentro de cada familia ou grupo protéico os membros possuem fungoes similares. As



estruturas exibidas na Figura 1 e 2 ilustram como o design e a funcao protéica estao

relacionados.

TFonte: Molecular Cell Biology

Figura 1: Complexo de Protefnas

A Figura 1 mostra um complexo de varias protefnas situadas na membrana do nicleo
celular que atuam como um canal pelo qual moléculas entram e saem do citoplasma para

o nucleo celular.

Tonte: Molecular Cell Biology

Figura 2: Cytoskeleton

Na Figura 2 temos a representacao da proteina cytoskeleton, que tem por funcao
reforcar a estrutura do citoplasma assim como o aco reforca a estrutura de um concreto.
Tanto na Figura 1 como na Figura 2, temos exemplos de como a estrutura tridimensional
e a funcao protéica sao interligadas.

Como o intuito desta dissertagao é propor um modelo estatistico que seja capaz de

identificar proteinas semelhantes através das moléculas que as formam, é importante que
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analizemos mais detalhadamente estas moléculas. Desta forma, vamos abordar sucinta-

mente o tema relacionado ao DNA e RNA.

2.2 DNA e RNA

O DNA é uma molécula que estd presente no micleo das células dos organismos vivos. Ela
é conhecida como “molécula da vida”, por entre outras coisas conseguir se auto-duplicar,
ou seja, essa molécula tem a capacidade de gerar uma cépia idéntica de si mesma. Para
isso ela utiliza recursos presentes na prépria célula, como proteinas, energia etc. O DNA é
formado de duas fitas de nucleotideos, ligadas uma a outra através de pontes de hidrogénio
entre as bases nitrogenadas de cada fita. Cada nucleotideo é composto por um actcar
que, no caso do DNA, é a desozirribose, um grupo fosfato e por uma base nitrogenada que
pode ser adenina, citosina, guanina ou timina que se unem em uma ordem determinada,

ou seja, adenina com timina, € citosina com guanina.
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Tonte: www.ib.usp.br/ evolucao/inic/dna2.jpg

Figura 3: Ligacoes no DNA



Na Figura 3 temos a representagao da molécula de DNA mostrando como as bases

nitrogenadas se ligam em uma seqiiéncia determinada.

2.2.1 Transcricao

Quando uma determinada proteina é necessitada pela célula, a seqiiéncia de nucleotideos
da parte apropriada da molécula de DNA é transcrita. De um modo geral, a transcricao
consiste em “copiar” a parte requerida da seqiiéncia de DNA em uma seqiiéncia de RNA.
Basicamente, o RNA ¢ formado por apenas uma fita de nucleotideos, sendo que ele possui
a ribose como acticar e suas bases nitrogenadas sao citosina, guanina, adenina e uracila.
Durante este processo, o pareamento dos nucleotideos de RNA na cadeia de DNA, segue
um padrao determinado. A adenina se pareia com uracila, € a citosina com guanina.
A grande maioria dos genes presentes no DNA das células determina a seqiiéncia de
aminodcidos das proteinas, e as moléculas de RNA, que sao copiadas a partir desses

genes, sao coletivamente chamadas de RNA mensageiro.

2.2.2 Traducao

Feita a transcricao, este RNA vai para o citoplasma da célula onde serd incorporado pelo
ribossomo. No ribossomo é feita a tradugao que consiste na sintese de uma proteina a
partir de informagoes contidas na molécula de RNA mensageiro. Neste processo, ocorre
que a cada grupo de 3 bases nitrogenadas, que sao chamadas de cddons, se ligard um
anticddon, que é uma trinca de bases que paream com o0s cddons, presente num RNA
que transporta aminodcidos. De uma forma geral, podemos dizer que os aminodcidos
sao codificados a partir de trés bases nitrogenadas, ou cddons, sendo que este sistema é
conhecido como cddigo genético. Por exemplo, o aminoacido Methionine é codificado por

atg, ou seja, adenina, timina e guanina.



2.2.3 Aminoéacidos e Bases Nitrogenadas

As proteinas sao construidas a partir de um repertério de 20 aminodcidos que sao as
unidades bdsicas estruturais das proteinas. Como letras em um alfabeto, que ao se unirem
formam palavras, proteinas sao construidas a partir de unides de aminodcidos.

As protefnas sao funcionalmente diversas pelo fato de suas unidades bédsicas serem
quimicamente diversas. Os aminodcidos podem ser classificados de acordo com suas carac-
teristicas quimicas em cinco grupos que sao denominados como: nao polares, aromdaticos,
polares, carregados negativamente e carreqgados positivamente. A Tabela 1 mostra esta

classificacao e mostra também os codons que codificam os respectivos aminodcidos.

Tabela 1: Classificacao dos aminodcidos e codigo genético

Classificagdo  |Aminoécido Nomes Abreviados Cdédons
Nao Polares Glycine Gly G GGT GGC GGA GGG
Alanine Ala A GCT GCC GCA GCG
Valine Val v GTT GTC GTA GTG
Leucine Leu L TTATTG CTT CTC CTA CTG
Isoleucine Ile I ATT ATC ATA
Proline Pro P CCT CCC CCA CCG
Arométicos Phenylalanine Phe F TTIT TTC
Tyrosine Tyr Y TAT TAC
Tryptophan Trp \ TGG
Polares Serine Ser S TCT TCC TCA TCG AGT AGC
Threonine Thr T ACT ACC ACA ACG
Cysteine Cys C TGT TGC
Methionine Met M ATG
Asparagine Asn N AAT AAC
Glutamine Gln Q CAA CAG
Carregados - Aspartane Asp D GAT GAC
Glutamate Glu E GAA GAG
Carregados +  |Lysine Lys K AAA AAG
Arginine Arg R CGT CGC CGA CGG AGA AGG
Histidine His H CAT CAC

Tonte: Principles of Biochemistry

Observando a Tabela 1 temos que mais de um cddon pode determinar o mesmo aminoé-

cido, sendo que apenas os aminodcidos Methionine e Tryptophan sao determinados por
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um nico codon.

Uma proteina pode entao ser observada através dos aminodcidos que a forma e através
das bases nitrogenadas que codificam estes aminoacidos. Como exemplo citamos a pro-
teina galactin encontrada na Drosophila melanogaster. Esta proteina quando observada
através dos aminodcidos que a compoe é dada por mlkltvllitllviaktgwtrekfsiqvneg-
ntfgalvkaepftkindgyyffgteslnw, onde cada letra, listada na Tabela 1, representa os
aminodcidos que juntamente formam a galactin. Quando esta mesma proteina é observada
através das bases ela é, em parte, dada por: atgctgaagcttacggttctactaattacattgctg-
gtcatagcaaaaac... . Temos que a representa adenina, t é timina, g representa guanina
e ¢ é citosina.

Analisar as seqiiéncias de aminodcidos traz ricas informacoes a respeito da relagao exis-
tente entre as proteinas. Uma seqiiéncia de aminodcidos de interesse pode ser comparada
com outras seqiiéncias conhecidas para verificacao de similaridades, ou seja, verificar se
estas protefnas pertencem a uma mesma familia e desta forma possuam fungoes similares.
Citamos como exemplo as protefnas mioglobina e hemoglobina que pertencem a familia
globina e possuem a funcgao de transportar oxigénio sendo que a primeira proteina trans-
porta oxigénio nos musculos e a segunda no sangue. Outro exemplo de proteinas que
pertencem a uma mesma familia sao as protefnas chymotripisina e a tripsina que sao da
familia protease serina, que sao tipos de proteinas chamadas de enzimas. Pode-se também
comparar a mesma protefna em diferentes espécies para tentar obter informagoes evolu-
ciondrias entre elas. Segundo Brown (1999), a comparagao da proteina serum albumins
em primatas indicou que os homens e os macacos africanos divergem evolucionariamente
entre si cerca de cinco milhoes de anos e nao trinta milhoes de anos como se pensava anteri-
ormente. Estas sao algumas das informagoes que o estudo entre seqiiéncias de aminoacidos
e de bases que codificam estes aminoacidos pode trazer.

Referéncias

Neste capitulo, para abordarmos os temas mencionados foram utilizados Lehninger

(1993), Stryer (1995), Brown (1999), e Alberts (2002) como referéncias bibliograficas.
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Capitulo 3

Modelo multinomial

3.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo alguns modelos probabilisticos que sao utilizados, entre ou-
tras coisas, para descrever virios fendmenos ou situacoes encontradas na natureza. Estes
modelos sao expressos por distribuicoes de probabilidade que dependem de um ou mais
parametros. Exibimos algumas destas distribuicoes considerando modelos em que as va-
ridveis aleatérias que os expressam sao discretas, ou seja, assumem um conjunto finito
ou infinito enumerédvel de valores. Inicialmente, definimos o processo de Bernoulli para
introduzirmos a distribuicao binomial e em seguida, apresentamos a sua generalizacao

para mais de dois eventos, ou seja, a distribuicao multinomial.

3.2 Processo de Bernoulli

Um experimento no qual se observa um entre dois possiveis resultados, ou eventos, é
chamado de ensaio de Bernoulli e um experimento consistindo de uma série de ensaios
independentes e idénticos de Bernoulli é conhecido como processo de Bernoulli, Winkler
e Hays (1975). Em geral, um dos dois eventos possiveis em um ensaio de Bernoulli é

chamado de sucesso e o outro de fracasso. Denotamos por 6 a probabilidade de sucesso e
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portanto 1 — 6 é a probabilidade de fracasso.

Um processo de Bernoulli é dito:

(a) dicotdmico: pois se observa um entre dois possiveis resultados

(b) independente: o experimento consiste de uma série de ensaios de Bernoulli in-
dependentes

(c) estaciondrio: a probabilidade de sucesso, 6, nao se altera de um ensaio para outro.

3.2.1 Exemplo

Suponha que uma moeda seja lancada n vezes. Desta maneira, para cada um destes n
lancamentos, temos dois possiveis eventos, face da moeda cara ou face da moeda coroa.
Seja 0 a probabilidade da face da moeda ser cara, que chamamos aqui de sucesso, e 1 — 0
a probabilidade da face da moeda ser coroa, que chamamos de fracasso. Seja X uma
funcao que associa a cada resultado possivel um nimero, X=1, correspondendo a cara
e, X=0 correspondendo a coroa. Portanto temos que X é uma varidvel aleatéria e sua

distribuicao de probabilidades é dada na Tabela 2.

Tabela 2: Distribuicao de probabilidade

Eventos | z | P(X=x)

cara 1 0

coroa 0 1-06

Considere que esta moeda seja langada 3 vezes e que haja o interesse em se encontrar
a probabilidade da seguinte seqiiéncia de eventos (cara,cara,coroa). A probabilidade de
que a primeira observacao seja cara ¢ 6, ou P(X=1) =6. Por defini¢do, temos que se A e
B s@o dois eventos quaisquer independentes, entao P(ANB)=P(A)P(B). Como o segundo
lancamento da moeda é independente do primeiro lancamento, a segunda observacao é

independente da primeira e desta forma, temos que P(cara N cara) = P(cara)P(cara)
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=00 = 0"

A suredeldgdgh gh txh d sulp hlud h d vhgxqgd revhuyd¢ohv vindp fdud h d vhufhlud
revhuydcar vhnd frurd é gdgr s ruP(fdudnfdudNfrurd, =P (fdud, P(fdud, P(frurd,= 6°(1 —
6).

Sh wiyéwhp rv Igvhuhwh qd s wredeldgdgh gd vht tieqfld grv hyhqw v (frurd,fdud,fdud, ,
vhuidp rv t xh hvwd s ure deldgdgh vhuld gdgd s ru P(frurdnfdudnfdud, = 6°(1 —6), rx vhnd,
lqghs hqghgvh gd rughp hp txhdsduhfhp dvidfhvgd p rhgd d suredeldgdghsdud r hyhqw
vhggr gxdv fdudv hxp d frurd vhus vhp s vh gdgd sru6”(1 — 6).

Irup ddzdqgr rv uhvxodgrv ylwrv qr hxhpsa 3.2.1 vhiprv txh, hp xp surfhvwr gh
Bhugrxal, d suwedeldgdgh gh t xda xhu vht tieqfld gh vxthvwrv h iudfdvwrv hp n lqghs hg-
ghgvhv hgvdlr v gh Bhugr xal ghs hqgh gr quip hur gh wthwrv, gr qip hur gh iudfdvwrv h gd
suredeldgdgh 6 d hdh dvwr fldgd vhqgr hwd s uredeldgdgh gdgd sru

0" (1— 0)", (3.1,

rqgh x uhs uhvhgwd r quip hur gh vxfhwrv.

3.3 Distribuicao binomial

Nd vhcar dgvhudru vhp rv r fdwr rqgh r renhwyr é ghvhup Igdu d suredeldgdgh gh xp d
vht ieqfld gh n hqvdlrv gh Bhuqrxal frp « vxthwrvhn — z iudfdwrv. Ep p xlwv fdwry,
sruwép , r lqvhuhwh gar hwé qd suredeldgdgh gh xp d s dufxalu vht tieqfld, p dv vlp , qd
suredeldgdgh gr quip hur gh vxthvwr v s uhvhgvhy, 1Iqghs hqghgvhp hqvh gd rughp frp txhdv
re vhuydcohv hwar glvs r vwdv ghwd vht tiéqfld.

3.3.1 Exemplo

Sxsrqgkd txh xp d p rhgd vhnd adqgdgd 5 yhzhv. Crqvighuh t xh 1 uhs uhvhgvh d idfh gd
p rhgd cara h O ubs uhvhgvh d idfh gd p rhgd coroa. Dhwd irup d vhuidp rv xp wwlo gh
27 = 32 vht iieqfldv gh 0’v h 1’vs rwiyhlv frp r s ruhxhp sa, 00001, 01011, 11110,... .
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Crqwgr, vxsrqgkd txh r qrvwr Igvhvhwh qar hwhnd hp wgrv rv hyhgqwv h vip qrv
hyhgw vrqgh ds duhgdp 2 fdudvfrpr p rvwd d Wiehal 3.

Wiehal 3: Eyhqw vsrwiyhlv frp 2 fdudv

Eyhgw 1:
Eyhgw 2:
Eyhgw 3:
Eyhgw 4: (1,0,0,0,1),

(1,1,0,0,0),
( )
( )
( )
Eyhqw 5: (0,1,0,0,1),
( )
( )
( )
( )

1,0,1,0,0),

1,0,0,1,0),

Eyhgw 6:
Eyhgw 7:
Eyhgw &:
Eyhgw 9: (0,0,1,0,1} h
Eyhgqw 10: (0,0,0,1,1).

0,1,1,0,0),

0,1,0,1,0),

0,0,1,1,0),

Dhwwd p dghlud vhuhp rv (2’) = _),%, = 10 hyhgw vs r wiyhlv. Prughfiglcar, vh grlv hyhqw v
A h B var p xwdp hqvh hxfaxkghgvhv, hqwar P(AUB,=P(A,. P(B,. Crpr ylprvhp (3.1,,
sdud fdgd xp grvhyhqwv gd Wlehal 3, d suredeldgdgh gd vht tieqfld frp hxdwdp hqvh 2
fdudv ¢ lgxdod #*(1 — 6)?. Crpr rvhyhqwv 1 d 10 var p xwdp hqvh hxfaxghqvhv, vhp rv
txh d suredeldgdgh gh 2 vxfhwrvhp 5 alqcdp hqwv é gdgr sru6*(1 —6)* +6°(1 — 0)3 +
01 =0)7 = ()07 (1—0)%

Ep dp rvwdv rulxqgdv gh xp surfhvwr gh Bhugqrxad frp suredeldgdgh gh vxfhwr 6,
d s uredeldgdgh gh vh re vhuydu hxdwdp hqvh X vxfhwrv hp 7 hqvdlrv Iqghs hqghqvhv vhgxh
xp d glwdlexlgar elqrp ldot xh, dgddwfdp hqvh é ghvfulwd frp r

P(X = z|n,0) = (n) 6c(1—0)"—, (3.2,
T
sdud 0 < z < n.
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Ep xp d glwalexlgar elqrp 1da r qip hur hvs hudgr gh vxfhvwr vs dud d ydudyhodchdvéuld
X é gdgr sru

h d ydulaqfld é gdgd sru

V(X) = nf(1 - 6). (3.4,

Nhwh hxhp sa, fdwr d p rhgd vhnd ndao viciada, v n = 5 vhuhp rv E(X) = 2,5 h
V(X) =1,25,rqgh X uhs uhvhqvd r quip hur ghfdudvhn é Igxdodr qup hur gh alqedp hqw v.

3.3.2 Exemplo
Nd dgkd ghsurgxcar gh xp d ideufd, hp frqglcohv qrup dlv ghixqflrqdp hqw fdgd xp d
gdvs hgdv s rgh vhu frqvighudgd frp r sur gxzlgd lqghs hqghqvh gdv ghp dlv. Sh uhwiudup rv
xp ddp rwad, frp ubs rvicar, gh n s hgdv gd dgkd gh sur gxgar h fkdp dup rvgh 6 d iudgar
gh s hedv ghihlwrvdv t xh var surgxzlgdv, hqvar X, r quip hur gh s h¢dv ghihlwrvdv qd
dp rwad, é xp d ydudyhodddwuld frp glwaexlcar elqrp ldofrp sduip hwrvn h 6.

Sxs rqkd t xhvhgkdp rvd Iqirup dgar ght xhxp diudgar gh0,2 gdvs hedvvar s ur gxzlgdv
frp xp ghihlw hvs hflfifr. Ar frcwdup rv 5 shedv frp uhsrvicar d suredeldgdgh gh t xh
vhgkdp rv 2 s hedv ghihlwrwdv é fddxadgd frp r

P(X=2n=50=0,2)= (g) (0,2)7(0,8)""* =0, 2.

Avadyév gh (3.3, h (3.4, vhp rvt xhdr frdwdup rv5 s hgdv dddw udp hqvh frp ubs r vigar

vhuidp rvhp p égld

E(X)=5x0,2=1,

rx vind, 1 s hed ghihlwrvd frp xp d ydulaqfld gh
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V(X)=5x0,2%0,8=0,8.

3.4 Dlvwlexlcar p xoqrp ldo

A distribuicao binomial pode ser generalizada para situacoes onde ocorram mais de dois
eventos. Esta generalizacao é conhecida como distribuicao multinomial.

Formalmente, para definirmos a distribuicao multinomial, considere k& eventos mutua-
mente exclusivos com probabilidades 0,60, ..., 8, de ocorrerem. Por definicao, dois eventos
A e B sao mutuamente exclusivos se ANB=0. Se n observacoes sao feitas de forma in-
dependente e aleatoria, entao a probabilidade de que ocorra exatamente x, eventos 1,
x> eventos 2, ..., x; eventos k segue uma distribuicao multinomial que analiticamente é

descrita como

! e
P(X = (21,29, ..,xr)|n, 0 = (0,05, ..., 0,)) ”—weflegﬂ...eﬁ =l ], (3.5)
Lt

N .Tl!.’L’Q! i xl!

k
onde ZLI T =n,e 291 = 1.
I

A seguir temos algumas propriedades da distribuicao multinomial.

Em n experimentos o niimero esperado para o componente [ o vetor aleatério X =
(X1, Xo,..., Xy), paral =1,2,.... k, &€ dado por
e a variancia associada a componente [ do vetor aleatério X = (X, X5,..., X}), para
l=1,2,...,k, é dado por

V(X/) = nﬁl(l — 91) (37)
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A covariancia entre as componentes de f ¢é dada por

Cou(f jcf ;) = —nwwc para, # j; ,¢j = 1c2c...ck e, (3.8)

a correlagao linear é dada por

B Cov(f jef ;)
T DT )

para i # j; ,¢j = 1c2¢...k (3.9)

onde 1,; ¢ o coeficiente de correlagao linear entre f ; e f .

Observe o exemplo ilustrando as informacoes dadas acima.

3.4.1 Exemplo

Através de uma pesquisa feita em uma cidade a respeito da preferéncia popular sobre
marcas de café sabe-se que 80% dos consumidores preferem a marca de café A, 18% dos
consumidores preferem a marca de café B, 1% preferem a marca de café C e 1% dos
consumidores preferem a marca de café D.

Suponha que se queira saber qual é a probabilidade em uma amostra aleatéria e com
reposicao de 11 consumidores de que 5 consumidores irao preferir a marca de café A, 3
irao preferir a marca B, 2 irao preferir a marca C e, 1 consumidor ira preferir a marca D.

Temos que a distribuigdo do vetor aleatério f = (f jcf scf 5cf ;)csegue uma dis-
tribuigdo multinomial com parametro n =11 e w= (w = 0c80cw, = 0cl8cw; = 0c0lcw, =
0c01) e através de (3.5) temos P(f = (f jcf ocf 5¢f 4)[n = 1llew= (W = 0c80cw =
Ocl8cw; = 0c0lew, = 0c01)) = 0c000053

Através de (3.6) e (3.7), caso tivéssemos uma amostra de 100 consumidores teriamos

. (f 1) = 100(0c80) = 80c

ou seja, 80 consumidores em média preferindo a marca A sendo que a variancia de f | é

dada por
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T(f |) = 100(0c80)(0c20) = 16¢

terfamos também uma esperanca para f » igual a

. (f ) =100(0c18) = 18¢

e uma variancia para f - igual a

100(0c18)(0c82) = 14¢76 2 15¢

e assim por diante.
Na Tabela 4, estao exibidas as covaridncias entre as componentes do vetor aleatorio

f , calculadas através de (3.8).

Tabela 4: Covariancia entre as componentes do vetor aleatério f

Componentes de f X, Xo X5 X,
X, - -14,40 | -0,80 | -0,80
X -14,40 - -0,18 | -0,18
X3 -0,80 | -0,18 - -0,01
X4 -0,80 | -0,18 | -0,01 -

Observando a Tabela 4 temos que entre as componentes do vetor aleatério f , para
f | ef ; existe uma covaridncia de -0,80, j4 entre f » e f ; existe uma covaridncia de -0,18.

Através de (3.9) temos que a correlacao entre as componentes do vetor aleatério f 4,
—14.40
(167(13)

< —0,15
correlagao 1,, = c(ljiwl) = —0c04.

f,efs,édadaporl,, = = —0c92ce entre f » e f ; temos um coeficiente de

Referéncias
Neste capitulo, para abordarmos os temas mencionados foram utilizados Winkler, et

al. (1975), e Casella et al. (1990) como referéncias bibliograficas.
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Capitulo 4

Modelo com mistura

4.1 Introducao

No primeiro capitulo apresentamos exemplos gerais de aplicacoes de modelos com dis-
tribuigoes mistas sem nos atermos a questoes tedricas que formulam estas distribuicoes.
Neste capitulo descrevemos o modelo com distribuicoes mistas, apresentamos a funcao de
verossimilhanca dos pardmetros e exibimos uma maneira para estes parametros serem esti-
mados utilizando uma abordagem bayesiana. Em seguida, mostramos uma estratégia para

se construir uma distribuicao a priori informativa partindo de informacoes disponiveis.

4.2 Fundamentos

Os modelos estatisticos formulados partindo de misturas de distribuicoes sao aplicados
quando as observacoes sao heterogéneas, ou seja, quando as observagoes sao provenientes
de uma populacao particionada em varios grupos ou componentes, sendo que, nao se sabe
a qual destas componentes pertence cada observacao em particular. Desta forma os mo-
delos com mistura apresentam caracteristicas que expressam tanto a heterogeneidade das
observacoes quanto a pluralidade expressa pelo nimero de componentes que particionam

a populacao.
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Para definirmos um modelo com mistura de distribuicoes, considere um vetor aleatério
f = (f jcf sc...cf 1) assumindo valores no conjunto dos numeros reais R*. Se a dis-
tribuicao de f cpode ser representada por uma funcao de densidade de probabilidade, no
caso do vetor f assumir valores continuos, ou funcao de probabilidade no caso do vetor

assumir valores discretos, da forma

S(.CE‘) :plsl(:ﬁ) +p2$2($>+...+p:\jsl\[(x)c (41)

onde Z/\ilp, =1cp; 7 Ocs;(.) > 0e [,s;(z)dzr =1 com j = 1c2c..c , entdao podemos
afirmar que f = (f jcf sc...cf ;) possui uma distribuigdo com mistura sendo que s (.),
definida em (4.1) é uma fungao densidade com mistura finita.

Por convengao temos que em (4.1) os pardmetro p,cpsc...cpaycsao chamados de pro-
porgoes da mistura e s(.)cso(.)c...csas(.) sdo chamadas densidades componentes da mis-
tura e representam quaisquer distribuicao.

Note que (4.1) define uma fungao densidade de probabilidade pois

s (xz) > 0c

pois p; 7 0 e s;(z) > 0 para j = 1c2c...c’ ce

/Rs(:z;)d:n =1.

Considerando s ;(x) = s ;(z|w;) para j = 1c2c...c’  cou seja, as densidades componentes
da mistura s ,;(z) pertencendo a uma mesma familia, temos que a funcao de densidade com

mistura finita é expressa como
s (|wep) = Zp, (4.2)

e podemos dizer que em (4.2) a funcao densidade é expressa como uma soma ponderada

das j densidades componentes sendo que, esta ponderacao é feita pelas proporgoes da
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mistura p;, onde Z,\i . p; = 1. Assim, podemos pensar nesta ponderacao feita por p;
como sendo a probabilidade associada a cada componente da mistura de produzir as
observagoes f = (f jcf sc...cf ;).

Neste trabalho, as observagoes sao as moléculas que compoem as proteinas, ou seja, 0s
aminodcidos e as bases que codificam estes aminodcidos. As componentes que particionam

a populacao sao as familias de proteinas chamadas também de grupos protéicos.

4.3 Funcao de verossimilhanca

Procuramos verificar como a modelagem estatistica com mistura de distribuigoes desem-
penha o papel de identificar e separar proteinas semelhantes observando-as através dos
aminodcidos que as constitui e também através das bases nitrogenadas que codificam estes
aminodcidos. Para observarmos uma proteina, verificamos e contamos o nimero de vezes
que cada molécula aparece na seqiiéncia que forma a proteina. Observe por exemplo 2

protefnas sendo vistas através da seqiiéncia de bases nitrogenadas como

proteina 1: atggtgcacctgactcctga e proteina 2: aacctcaagggcacctttgce,

neste caso, verificamos o nimero de vezes que apareceram as bases adenina (a), timina
(t), citosina (c) e guanina (g) e desta forma temos o vetor de observa¢oes como mostra a

Tabela 5.

Tabela 5: Proporgoes para cada base nitrogenada

adenina | timina | citosina | guanina

proteina 1 4 5 6 5)
proteina 2 5 4 7 4
Temos entao o seguinte vetor de observagoes: f = [(4chc6ch)c(bedcTcd)]
Dado que o vetor f ; = (x;)cxpnc...cx)cpara i = 1c2c...cn, foi observado a fungao de

verossimilhanga de we p, construida a partir do modelo (4.2), é dada por
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n M

u(weplz) = [[D_pss (ilw), (4.3)

i=1 j=1

e pode ser pensada como uma funcao dos parametros quando os dados estao fixos.

4.3.1 Variaveis latentes

Segundo Gelman et al. (1995), o procedimento bésico a ser feito quando se trabalha com
mistura de distribuicoes é utilizar um algoritmo baseado em uma amostra ampliada que
tem por objetivo classificar as observacoes em relagao as componentes. Para ampliar a
amostra, agrega-se ao vetor de observagoes f ; = (z;,cr;sc...cxyp)cpara ¢ = 1c2c...cncve-
tores Z; = (Z; cZ»c...cZ;nr) de varidveis aleatérias indicadoras nao observaveis, chamadas
de varidveis latentes. Estas varidveis se comportam da seguinte forma, Z;; = 1 se a i-ésima
observagao é proveniente da j-ésima componente da mistura e Z;; = 0 caso contrério ob-
servando a seguinte restricao, Z)i \ Zij = 1, que faz com que o vetor Z; indique que a
observacao f ; seja atribuida a somente uma das componentes da mistura.

Temos entao que o vetor Z; segue uma distribuicao multinomial

ZZ'|CE'CV\Cp ~’ U,t’iTLO3 Z:,(l,q! = (qilC(]iQC...CqM[))C (44)

sendo que segundo Gilks et al. (1996), cada componente ¢;, para i = 1c2c...cn, em (4.5) é

g = LS (2 w)
(/A Af
> ey DS (7] W)

para i = 1c2c...cn e 7 = 1c2c...C

c (4.5)

Segundo Diebolt et al. (1994), a classificagao feita das varidveis observaveis em relacao
as componentes com a inclusao das varidveis latentes, atua como uma estrutura oculta do
modelo que pode ser visto como dados perdidos. A inclusao das varidveis latentes Z;, para
1 = 1c2c...cn, além de classificar as observacoes contribui para simplificacao da funcao de

verossimilhanga, pois apés a inclusao de Z; a fungao de verossimilhanga(4.3) passa a ser
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descrita como

u (wep|xe2) = H H p;S : (4.6)

j=1 i=1

Vamos abordar dois aspectos relacionados aos parametros de interesse no modelo (4.6).

O primeiro aspecto diz respeito a quantidade de componentes que particionam a po-
pulagao. Quando existe a informacao a respeito da quantidade de componentes entao
nao existe problema em relacao a dimensionalidade do espaco paramétrico, mas quando
o nimero ° de componentes é desconhecido, devemos utilizar procedimentos como por
exemplo, técnicas de selecao de modelos para estimar o valor de > . Neste trabalho
consideramos o niimero de componentes desconhecido. Inicialmente propomos o método
considerando o nimero de componentes ° conhecido, posteriormente estimamos o valor
de’ mais adequado utilizando métodos de selecao de modelos.

O segundo aspecto é referente & questao da estimacao dos parametros desconhecidos
p e w Uma possivel abordagem é a utilizacao de um processo via mdxima verossimi-
lhanca para obter as estimativas dos parametros. Neste tipo de abordagem, o objetivo
é encontrar valores das estimativas dos pardmetros que maximizem a funcao de verossi-
milhanca. Freqiientemente, por facilidade analitica, tenta-se maximizar o logaritmo da
verossimilhanga, ou seja, tenta-se maximizar o log [u (wep|xc2)] . Dependendo da forma de
u (wep|ze2) o problema de maximizagao pode se tornar bastante complexo exigindo técni-
cas mais elaboradas. Uma destas técnicas ¢ o algoritmo EM, (Ezpectation-Mazimization).
O algoritmo EM é um método para encontrar estimadores de méxima verossimilhanga
dos parametros de modelos que possuem uma estrutura com varidveis latentes ou dados

MISSINgG.

4.4 Abordagem bayesiana

Uma alternativa é estimar os parametro através de métodos MCMC, (Markov Chain
Monte Carlo), utilizando uma abordagem bayesiana.

O procedimento padrao para modelagem bayesiana é feito combinando uma infor-

23



macao prévia sobre os pardmetro de interesse, chamada de distribuicao a priori, & uma
funcao de verossimilhanca produzindo desta forma, uma distribuicao a posteriori. O
mecanismo usado para combinar estas informacgoes é dado por um resultado que fornece
o relacionamento entre vdrias probabilidades condicionais chamada de teorema de Bayes.
A versao simples do teorema de Bayes para dois eventos A e B pertencentes a um espaco

amostral R é dado como

P(A)P(B|A) .
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|4)

P(A|B) = (4.7)

onde A representa o complemento de A, ou seja, sdo todos os pontos amostrais que estio
em R e nao estao em A.

Em (4.7) o teorema de Bayes ¢ visto em termos de eventos mas é possivel interpreta-lo
em termos de distribui¢oes condicionais de varidveis aleatérias discretas ou continuas.

Suponha que haja interesse em fazer inferéncias a respeito de um pardmetro w que
assume apenas a possiveis valores como w cwc...cw; e que as informagoes a respeito de
w possam ser sumarizadas através de uma distribuicdo de probabilidades P(w = w;).
Esta distribuicao de probabilidades é chamada de distribuicao a priori de we, através do
teorema de Bayes (4.7), combinamos esta distribuicao com a fungdo de verossimilhanga

u(w|z) obtendo a distribui¢do a posteriori como

(4.8)

Se o pardmetro de interesse wassume valores continuos as distribuicoes a prior: e a
posterior: sao representadas por funcoes de densidades e o teorema de Bayes é descrito

Ccomo

s (Wu (wz)
s (Wu (wWz)dw (4.9)

Utilizando esta abordagem podemos estimar os pardmetros através dos métodos de

S(V&{I‘) = f
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simulacao baseados em cadeias de Markov chamados de MCMC. A idéia béasica destes
métodos é obter amostras da distribuicao a posteriori. Estas amostras sao obtidas por
meio das distribuicoes a posterior: condicionais utilizando cadeias de Markov, cuja dis-
tribuicao estaciondria é a distribuicao a posterior: de interesse.

Metropolis et al (1953) desenvolveram um algoritmo que atendia esta idéia bésica,
sendo que, posteriormente, foi generalizado por Hastings (1970) e desta forma este al-
goritmo passou a ser conhecido na literatura como algoritmo Metropolis-Hastings. A
proposta do algoritmo Metropolis-Hastings é atingir a distribuicao estaciondria através
de simulacgoes sucessivas de uma distribuicao conveniente, aceitando ou rejeitando o valor
gerado segundo uma probabilidade especifica. Um caso particular de Metropolis- Hastings
é o algoritmo Gibbs-Sampling. Neste algoritmo, a probabilidade de aceitagao do valor
gerado é 1 e a distribuicao estaciondria é atingida através de simulagoes sucessivas feitas
diretamente das distribuicoes a posteriori condicionais.

Utilizamos nesta dissertacao uma abordagem bayesiana e para estimacao dos parame-

tros do modelo o algoritmo Gibbs-Sampling.

4.5 Algoritmo Gibbs-Sampling

O algoritmo Gibbs-Sampling foi proposto inicialmente por Geman e Geman (1984) com
o intuito de utilizd-lo em problemas de reconstrucao de imagens. Foram Gelfand e Smith
(1990) que mostraram como o algoritmo poderia ser utilizado para obter amostras de
distribuicoes a posteriori e como conseqiientemente ser usado para resolver problemas
inerentes a inferéncia bayesiana.

Segundo Besag (1974) este algoritmo é baseado no fato de que se a distribuicao
condicional P(wx) for positiva em O, x O, X ... x O;;conde ©; representa o espago
paramétrico da distribuicao de w; para j = 1lc2c...c , entao ela é unicamente deter-
minada pelas distribui¢bes condicionais completas P(w|xew_;y), 7 = 1c2c...c’ , onde

w= (W CW:C...CWy;) € W_, representa o vetor wsem a j-ésima componente, isto é, w_;, =
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(WcC...cw,— cW i c...cwi; ). Desta forma pode-se dizer que o algoritmo é um esquema marko-

viano que requer a amostragem destas distribuicoes condicionais.

Descrigao do algoritmo

Considere o vetor de parametros w= (W cwC...CWy) e as observagoes f = (f jcf sc...cf ;).
Considere também que se deseja estimar os pardmetros de uma distribui¢ao conjunta a
posteriori dada por P(wz) e que ’  seja conhecido.

Passo 1:

Seja o vetor w” = (W cw; c...cw, j,) de valores iniciais tais que P(w"'|z) 7 0.
Passo 2:

) )
CW, 'C...CW;; )C

Gerar W' de P(w|zcw!” oW, cw)
gerar w,'' de P(w|zew' o) cw owtc...ow ) )¢
gerar w, ' de P(w|zew' owsow et c...owh /)¢
gerar V&Zf " de P(M|£L‘CV&‘/ll]C\K(I>l]C\X§L‘] C\xg('\’ C... v&\(}))
gerar wh, de P(wi|zew ' o o ow c..owi ).

TR ~ e 0y {0 (0
Ao se completar a primeira iteracio se completa a transi¢ao de w''' = (W' cw,  c...cw, [) )

(1) b (1 (1
para W' = (W 'CW, C...CW, )

. , . (1] . . ..
O esquema anterior ¢ repetido com w'' anteriormente obtido, como um vetor inicial e
A (2y 2y ()
obtém-se um novo vetor w-' = (\)&5l CW, C...CW, 1)
Repete-se o Passo 2 A vezes descartando as 3 iteracoes iniciais chamadas de burn
in, produzindo assim um vetor w"'cw! cw? c...cw? .
A sucessao W' cw! ew?'c...cw!’ é uma reahza(;ao de uma cadeia de Markov sendo que
: . (T (T) (T) . . .~
quando T tende ao infinito, A — 00, 0 vetor (W' 'cw, 'c...cw;, ) converge em distribuicao

para um vetor aleatério cuja funcdo de densidade conjunta é P(wz).

™ . . .~ . L, . .
w, ¢ converge em distribuicao para uma quantidade aleatéria cuja

Em particular, w,

densidade é P(wi|x) que é a densidade marginal a posteriori de w; para j = 1c2c...c e
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T
Z (W) . [z(W]z] (quase certamente)c

quando A — ococpara qualquer fungao z(.)conde . [z(W)|z]| representa o valor esperado
de z(w em relacao a distribuicao a posteriori P(Wx).

Uma questao relevante a ser abordada diz respeito a convergéncia da cadeia de Markov
para o estado de equilibrio. Na literatura existem varios métodos propostos para verificar
esta convergéncia. Entre eles citamos Gelfand et al. (1990), Geweke (1992), Gelman e
Rubin (1992), Raftery e Lewis (1992) e Ritter e Tanner (1992). No entanto, segundo
Cowles e Carlin (1996) nao ha um método que se possa dizer ser o melhor ou o mais
eficiente que os outros.

Nesta dissertacao o método utilizado para verificar a convergéncia da cadeia de Markov
utilizando o algoritmo Gibbs-Sampling é o de Gelman e Rubin (1992). Neste método tra-
balhamos com muiltiplas cadeias partindo de pontos iniciais dispersos e, comparamos a
variancia dentro das seqiiéncias com a varidncia entre as seqiiéncias. No caso de con-
vergéncia, esperamos que a varidncia dentro das cadeias seja muito semelhante e que a

varidncia entre as cadeias seja muito pequena.

4.5.1 Algoritmo Gibbs Sampling com variaveis latentes

Nesta secao apresentamos o algoritmo Gibbs Sampling para modelos com mistura que
possuem a estrutura de verossimilhanca exibida em (4.6). Este algoritmo foi proposto por
Diebolt e Robert (1994), com o objetivo de estimar os pardmetros de interesse.

Seja w= (W CWC...cWi7) € p = (p)cpac...cpas) os parametros do modelo e as observagoes
f = (f cf sc..cf 1), considere W' = (w cw c...cwiy) e p = (p\" cpi”'c...cp ) vetores
de valores iniciais tais que P(W"'|zcpc2) 7 0 e P(p'®|zewc2) 7 0 e que’  seja conhecido.

Faca t = 0.

Passo 1:

Gerar Zf”l) de uma distribuicdo multinomial com parametros (1,q£f\") onde ¢; é dado
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(4.5) para i = 1c2c...cn.
Passo 2:
Gerar w' "™ de P(wi|zew ew! ew c...ewl ez epl U opPe...op))c
gerar pf ) de P(p|zcw . Véf’ ”) v&ﬁ’c cvs'/f[)chHl’cp'; C.. Cp(\i[))

(141 (t+1) th () -+ @+ m (t)
gerar w1 de P(ws|zew e ewc...c UcZ cpiepy c..opy;)c

gerar V\}ffl de P(ws|zcw HHrl’cvx‘zﬂﬂCV\%;H“UC C\x}ffll cZ‘HU p”“a’ cpgﬂrl\’c...cpg})c

gerarpu de P(W\[|xc (t4+1) “%fﬂ ct+l v&\tflch‘tH) pcl‘+l) p““’c..cpg;r_lf)

Facat=t+ 1.

Apés um grande nimero de iteracoes dos passos 1 e 2, descartadas as 3 iteragoes
iniciais e verificado a convergéncia da cadeia, os vetores gerados

(Véll‘ﬁ-llc C“}\tj_l)) e (p_(il“Fl)C Cp(\i[_H))

sao gerados da distribuigao desejada.

4.5.2 Algoritmo Gibbs Sampling para mistura de multinomiais

Nesta secao apresentamos o algoritmo Gibbs-Sampling sendo aplicado ao modelo com mis-
tura de multinomiais empregado nesta dissertagao. Substituindo em (4.6) s (x;|w;) pelo
modelo multinomial com pardmetro N e w, = (Wjc...cwy;) para j = lc2c...c  compo-

nentes,

u (wep|ae2) = H H p;s (@ w)]”

=1 =1
considerando N conhecido, passamos a ter a funcao de verossimilhanca de we p baseada

em uma amostra ampliada sendo dada por

T

u(weplze2) o [ [ [(or (W) (pa (Wi oW ) 2 (o (W Wi ) P07

=1
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_ Zi1 (1 Z N ANRNNAT WS S P-4 ST VAEY, ’iZ\I LirZing
= [pl (Wi w7 ) pe 7 (W) 7 W ) pa f (Wm LW )

_ Zig o Zio iad (ol il Z LiZi Y (writZin Lin Lo LilZ;ay NNASY,
_H[pl P (W W (W T W ) (W LW )

e desta forma obtemos

k
u (wep|ze2) och/ 2T szn Wi, (4.10)
Li=1

/
Distribuicao a prior: para p e w

Consideramos as distribuigoes a priori para os parametros do modelo (4.10) a distribuigao

Dirichlet. Desta forma, dados k;; 7 0 temos que a distribuicao a prior: para wcé dada

por
/l+k17+ +k/k ap— l
P(w = H H“fﬂ
=1
AT I k
F(Z = k i) g —1
P(w = =l s w/ ¢ (4.11)
E T(k;)T (ko). I(k ) ,Ul !
onde os pontos W CwC...cwy, sao tais que ZLD’Y;I = 1c0 < w;cwsc...cwy, < 1 para

j=1c2c..c e, =1c2c..ck.

De maneira anéloga, temos que a distribuigao a priori para p, sendo q; 7 0 é dada

por

T 1\£ , M B
(Z‘qu:) pi lC (412)

Plr) = (q M) S

BCHICEE

onde Zjilpj =1c0 < p; < 1 para j = 1c2c...c’
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Distribuicao a posterior: para p e w

b

Considerando, a priori, w, = (Wic...cwy) para j=1,2,..., e p independentes, a dis-

tribuicao a posteriori é dada por

P(\@P (p)u (wep|ze2)
Plweplze2) = [ P(w v&cp|xc2)dv&dpc

ou

P(weplzc2) o P(WP(p)u(wep|zce2). (4.13)

Substituindo em (4.13) a fungao de verossimilhanga baseada nos dados ampliados,

(4.10), e as distribuigoes a priori de w(4.11) e p (4.12) temos

s l Y‘H_ Z 71 yZ
AL | P 1§ 01 L 1) A
J=1 J=11=1 j=1l1=1
que pode se reescrita como
Mok
(7 Z]+0,1 i Zig] ey
P(weplzc2) 0<Hp/ - HVJ/ F T (4.14)

s=1 J=11=1

Distribuicoes condicionais

A distribuicao a posteriori condicional de w; é dada por

VY,|pCLL’C2 ~ DiOiHZ,@t ((Z LL’MZZ‘J') + kle...C(Z .CUZ‘,‘(;ZZ‘J) + kﬂ;) C (415)

para j = 1c2c...C

A distribuicao a posteriori condicional de p é

=1 =1

plwexc2 ~ Dioibh,et <Z Z;) + qlc...cz Zins + q\[> : (4.16)

A distribuicao a posteriori condicional de Z; ¢ dada por
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Zilzewep ~ 7 w,tinod i=(1;q; c...cqiar)c (4.17)

sendo que
P LI S P P (4.18)

S Lipes (| w)

Desta forma o algoritmo Gibbs-Sampling utilizado em distribui¢coes com mistura de

multinomiais considerando >’ conhecido é descrito como:
Passo 1:
Fazer ¢t = 0. Considerar valores iniciais W, = (W, c...cw,) e p' = (p}c...cp,).
Passo 2:
1l r+1))

Gerar Z/ ™' de uma distribuicio multinomial com parametros (1; ¢! 'cg'd'c...cqly;

para 7 = 1c2c...cn, onde

TN p}s ($2|Wi)t

M s (xfw)t

Passo 3:

Gerar V&Z+1|pfcf cZ'*! de uma distribuicao Dirichlet com parametro

( ZdeTH + ke Z:cnzf“ Zmlsz“ )+ k; )

e, gerar p' T |wWhlef ¢Z'* de uma distribuicdo Dirichlet com parametro

<ZZH1 +q,¢. CZ Zi ‘HIU) :

Passo 4: Fazert =1t + 1.
Repetir os passos 2 a 4 um nimero grande de vezes até que haja convergéncia. Descar-
tar os 3 valores iniciais e temos que os valores gerados de we p, podem ser considerados

como uma amostra das respectivas distribuicoes a posteriori.
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4.6 Escolha da distribuicao a prior: informativa

Em determinadas situagoes existem informagoes disponiveis sobre os parametro do mo-
delo. A questao é como esta informacao pode ser transformada em uma distribuicao a
priort para que seja devidamente utilizada.

Nesta secao, apresentamos uma maneira possivel de como estabelecer uma distribuicao
a priort partindo de informacoes prévias sobre os pardmetro do modelo.

Considere um caso onde as observacoes sao obtidas de uma populacao particionada em

componentes sendo que as observagoes f ; = (f ;i cf sc..cf 1), i = 1c2c...n, tenham
uma distribui¢do multinomial com parametro NV e w; = (W cwac...cWy), j = 1c2c...C
Considere também que saibamos qual é o nimero ° de componentes e que dispomos
de informacoes sobre algumas das componentes w; da mistura. Vamos supor que tenha-
mos a informacao de que algum elemento da amostra tenha vindo de um grupo onde as
proporc¢oes de cada componente da multinomial sao conhecidas. Sejam estas proporgoes
denotadas por, ; = (, ji¢ ,2C..c, ;i) para j = lc2c...C’

Supondo w; = (W, cw;»C...cW;;) independentes para j = 1c2c...c’ , com

W~ DZ‘O’Z.HI,Ct(kJ'lCkJ'QC...CkﬂC)C

a distribuicao a priori para os pardmetros w segue uma distribuicao Dirichlet definida

como

k

| | /1—|—ka—|— —f—k/I\) a1
V@ -'))...F(k/k) HWI? c (4.19)
- IS =1

para k;; 7 0 onde Z]k‘zl w; = 1c0 < wcwac...cwy < 1.

Na distribuigao Dirichlet a média de w; é dada por

k
— —C
Zl:l kjl

para j = 1c2c...c , e, a variancia é dada por

- (wy) = (4.20)

32



(o) = ki [(Zf—l k) — kﬂ} . (4.21)

(S k) [(Si k) +1]

para j = 1c2c...C
Desta maneira, podemos estabelecer uma distribuicao a prior: informativa da seguinte
forma, igualamos o valor esperado da propor¢ao a média (4.20) da distribuigdo Dirichlet
obtendo
ki
y o jil = =g € (4.22)
Zl:l kﬂ

para j = 1c2c...c . Dividindo em (4.21) tanto o numerador quanto o denominador por

S° ki e substituindo (4.22) em (4.21) obtemos

v=o(wy) =, i =, ) : (4.23)
Sk 1

Reescrevendo (4.23) temos

k

1—, i
Zkﬂ =, Jl—(v ) — 1. (4.24)
=1

=o(w;)

Através de (4.24) podemos controlar a precisao da informacao disponivel previamente

. 2 . : K . .
através de Y ,_, k ;, ou seja, quanto maior o valor de ) ;" k;; menor serd a variancia de
w; para , = 1c2c...ck e j = 1c2c...c’ . Para ilustrar esta estratégia propomos o seguinte

exemplo.

4.6.1 Exemplo

Suponha que uma populagao de interesse esteja particionada em duas componentes como
por exemplo pessoas do sexo masculino e pessoas do sexo feminino. Suponha também que
os dados seguem uma distribui¢do multinomial com parametros iguais a (Ncw)csendo

W, = (W cWacws)cj =1 e 2.
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Considere que previamente tenhamos uma expectativa de que as proporgoes amostrais

sejam

, 1 = (0c2;0c3; 0ch) (4.25)

para as observacgoes vindas da componente 1 e

, 2 = (0cl; 0c6; 0c3) (4.26)

para as observacgoes provenientes da componente 2, tendo uma variacao de Ocl em torno
de cada uma destas proporcoes.

Utilizando uma distribuigao DioiPh,et com parametro k; = (k;;ck j2ckj3) como dis-
tribuigdo a priori para wigualamos a média da distribuicao DioiPh,et (4.20) a cada

proporc¢ao (4.25) e (4.26) como,

k K k..
e = 002 = = 03; = = 0c5 (4.27)
=1 ki, 21:1 ky; 21:1 ky;
e
k. Ko Ko
2 —0cl; ——— = 0ch; ——— = 0c3. (4.28)

> ko > > ke

Como temos a informacao de que para cada proporcao a variacao é de Ocl, as pro-
porgoes esperadas exibidas em (4.27) estarao respectivamente nos intervalos [Ocl;0c3]c
[0c2; 0c4] e [0c4;0c6] e as proporgoes esperadas exibidas em (4.28) estardo respectiva-
mente nos intervalos|0; 0c2]c [0c5; 0c7] e [0c2;0c4]. Desta forma, a amplitude da variacao
esperada é de 0c2.

Fazendo o quociente % = 0c05 temos aproximadamente o valor do desvio padrao
amostral. E fazendo (0c05)* = 0c0025 temos aproximadamente o valor da a variancia

amostral. Substituindo o valor da varidncia amostral e os valores das proporcgoes dadas

em (4.27) e (4.28) em (4.23) e, reescrevendo com (4.24) obtemos
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0c2(1 — 0c2) 0c3(1 — 0c3) 0c5(1 — 0ch)

=63 — =gy —— 2 1-99;  (4.29)
0c0025 0c0025 0c0025
e
1(1 - Ocl 1 — 1 — 0c3
0cll —0cl) ) _ g5, 06U —0c6) ) _ g5 0831 =063) g3 (43)
0c0025 0c0025 0c0025

Em seguida, calculamos a média para os valores encontrados, ou seja (63+83+99)/3

que ¢ igual a 81,66 e (354+95+83)/3 que ¢ igual a 71. Fazemos

k; = (0c2;0c3;0c5) x 81c66 e obtemos (16¢33;24c49;40c83)

e?

k> = (0cl; 0c6; 0c3) x Tlobtendo(7cl;42c6;21c3).

Substituindo estes valores em (4.19) temos
Plw) = ['(16¢33 + 24¢49 + 40¢83 + Tcl + 42¢6 + 21¢3) "
~ T(16c33)T(24c49)T(4083)T(7cl )T (4206)I(21c3)
(16,33)—1_(24,49—1__(40,83)—1_(7,1)—1_{42,6)—1_(21,3)—1

Wi W2 Wi3 Wi o W W3 ¢

ou seja,
W ~ DioiPh, et (16¢33; 24c49; 40c83) (4.31)

e

wy ~ DioiPh,et (7cl; 42¢6; 21c3)

35



para , = 1c2c3.
Assim, estabelecemos uma distribuicao a priori para wpartindo de informagoes sobre

alguns dos pardmetros do modelo.
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Capitulo 5

Aplicacoes com dados simulados

5.1 Introducgao

Neste capitulo, fazemos aplicagoes do modelo proposto utilizando dados gerados por com-
putador que simulam o comportamento de proteinas. Como os dados sao gerados temos
condigoes de avaliar o desempenho do método em estimar os parametros de interesse.
Apresentamos dois exemplos. No primeiro aplicamos o modelo de mistura em dados
gerados que simulam o comportamento de proteinas sendo vistas através de bases nitro-
genadas. No segundo exemplo, o modelo é aplicado em dados que também simulam o
comportamento de protefnas mas, sendo vistos através de aminodcidos que formam as

proteinas.

5.2 Caracteristicas das observacoes

Apesar dos dados serem artificiais eles foram gerados a partir das proporgoes reais de
duas protefnas que pertencem a dois grupos protéicos distintos. A primeira proteina, é
a hemoglobina beta que possui a funcao de transporte de oxigénio no sangue e é encon-
trada nos seres humanos, a segunda, ¢ uma enzima que que atua na degradacao protéica

chamada de chymotrypsina encontrada no levedo de pao.
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Em cada exemplo geramos trés observagoes multinomiais sendo que, duas delas foram
geradas utilizando as proporcoes das moléculas contidas na proteina chymotrypsina e
a outra observacao foi gerada utilizando as proporcoes das moléculas contidas na pro-
teina hemoglobina beta. Estas proteinas estao disponiveis no site http://www.ncbi.nlm
nih.gov/.

Geramos estas observagoes simulando a presenca de duas componentes particionando
a populagao, sendo que, estas componentes representam os grupos protéicos a qual cada
proteina pertence.

Desta forma, as observagoes geradas sao representadas por

f,=(f ;jcf nccf 1) ~7 w,tinod is(N; W cwac...cwy)c

para ¢ = 1c2c3, e 7 = 1c2. Vale ressaltar que N representa o comprimento das seqiién-
cias de aminodcidos e de bases nitrogenadas e que estes comprimentos sao previamente

conhecidos.

5.3 Modelos

Fungao de verossimilhanca

Dado que f ;cpara i = 1c2ce 3, foi observado, a funcao de verossimilhanca utilizando

varidveis latentes é dada por

(5.1)

5.3.1 Abordagem bayesiana
Distribuicao a prior:

Nestes dois exemplos utilizamos uma abordagem bayesiana sendo que as distribuicoes a

priori para os parametro do modelo tém distribui¢oes Dirichlet nao informativas. Desta
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forma, a distribuicdo a priori para os pardmetro w, = (W CW2C...CW;;) cCOm W CW,..., Wiy

independentes onde w; ~ Dioibh,et(k; ck -c...ck ), é dada por

P(w;) ~ DioiPh,et(k; ck »c...ck )¢ (5.2)

com k ; = Icpara j = 1c2, e, = 1c2c...ck, e a distribuicao a priori para os pardmetros p
¢ dada por,

P(p) ~ DioiPh,et(q;)c (5.3)

comq; = 1. Substituindo em (4.11) e em (4.12) os valores dos parametros das distribuigdes

a priori para we p temos que

P(w) oc (W 'wy oW, )

P(w) x 1, (5.4)

para j = 1¢2 e também

Distribuicao a posterior:

A distribuigao a posteriori para w; = (W CW;2C...CW;;) com W CW,...,Wiy e p independentes
¢ obtida fazendo o produto da distribuigdo a priori de w(5.4) e p (5.5) pela fungao de
verossimilhanga (5.1). Desta maneira temos que a distribuicao a posteriori conjunta para

we p é dada por
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2
3

2 k
3 - : o T
P(weplee2) oc [T o= 7 T [T wi= """ (5.6)

j=1 j=1 1=l
Distribuicoes a posteriori condicionais

Dados pcxc2c temos que wc w,...,wy; sao independentes e a distribuicao a posteriori

condicional de w; ¢ dada por

3 3
V‘{,‘|pCLTfC2 ~ DiO’iHL,Ct (Z xilsz -+ 1C...CZ .CE'Q',‘L;Z?'J' + 1) Cc (57)

=1 i=1
para 7 = 1c2.

Dados wexc2 a distribuicao a posteriori condicional para o pardmetro p é

plwerc2 ~ Dioibh,et (4, + 1cds+ 1) ¢ (5.8)

onde 4, = ZZ; L E interessante notar que S; representa o total das observagoes que
pertencem a componente j para j = 1c2.

A distribuigao a posteriori condicional de Z; ¢ dada como mostra (4.17) e (4.18).

5.3.2 Exemplo

Neste exemplo, foram geradas trés observagoes multinomiais, como é explicado na secao
5.2, que simula o comportamento de proteinas observadas através das proporcoes de bases

nitrogenadas como

f,~" wtino3d i=(300; W cwaCcWisCWy)C (5.9)

onde ¢ = 1c2c3 e j = 1c2 e 300 representa o comprimento da seqiiéncia de bases nitro-
genadas. Utilizando as observagoes (5.9) geramos e estimamos os parametros através das
distribuigdes condicionais (5.7) e (5.8) utilizando o algoritmo Gibbs Sampling descrito na

secao 4.5.2. Foram feitas 50000 iteragoes com um descarte inicial de 500 valores e com
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saltos de 10 em 10 foram selecionados os valores restantes.

Os resultados obtidos sao exibidos nas Tabelas 6 e 7. Temos que na primeira coluna
da Tabela 6 estao representados os parametros que estimam as probabilidades wda dis-
tribuicao multinomial. Na segunda coluna temos as proporcoes com que estes dados foram
inicialmente gerados, ou seja, as proporc¢oes originais. Na coluna 3 e 4 temos respectiva-
mente a média e o desvio padrao e, nas colunas 5 a 9 temos os quantis de wde 2,5%, 25%,
50%, 75% e 97,5% respectivamente. Temos que as linhas 2 a 5 da Tabela 6 representam os
resumos a posteriori da primeira componente e, as linhas 6 a 10 representam os resumos

a posteriori da segunda componente.

Tabela 6: Resumos a posterior: dos pardmetro w

parametro | Originais | Média | Desvio | 2,5% | 25% 50% 5% | 97,5%
W 0,2941 | 0,2531 | 0,0177 | 0,2194 | 0,2409 | 0,2527 | 0,2650 | 0,2879
W2 0,2527 | 0,2633 | 0,0178 | 0,2294 | 0,2510 | 0,2628 | 0,2750 | 0,2994
W3 0,2826 | 0,2932 | 0,0187 | 0,2578 | 0,2802 | 0,2928 | 0,3058 | 0,3303
Wiy 0,1706 | 0,1905 | 0,0161 | 0,1599 | 0,1794 | 0,1900 | 0,2010 | 0,2228
W, 0,1905 | 0,1610 | 0,0213 | 0,1226 | 0,1465 | 0,1601 | 0,1743 | 0,2044
Vo 0,2413 | 0,1907 | 0,0228 | 0,1479 | 0,1750 | 0,1897 | 0,2057 | 0,2364
Wos 0,2476 | 0,2764 | 0,0256 | 0,2274 | 0,2590 | 0,2757 | 0,2934 | 0,3286
A 0,3206 | 0,3720 | 0,0276 | 0,3183 | 0,3529 | 0,3721 | 0,3907 | 0,4272

Através da Tabela 6 podemos notar que a média dos valores gerados estao préximas
das proporc¢oes originais, tanto as médias da primeira componente como as médias da
segunda. Notamos também que, de uma forma geral, o desvio padrao para a primeira
componente é menor que para a segunda e isto se deve ao fato de termos mais observagoes
provenientes da primeira componente.

Na Tabela 7 temos os resumos a posterior: para as estimativas dos pardmetros das
proporgoes da mistura do modelo (5.6). Na segunda linha temos os resumos da estimativa
para a primeira componente enquanto que na terceira linha temos os resumos da estima-

tiva para a segunda componente. Temos que na primeira coluna estao representados os
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pardmetros que estimam as ponderagoes p atribuidas a cada componente da mistura. Nas
colunas 2 e 3 estao a média e o desvio padrao de p. Nas colunas 4 a 8 estao representadas

respectivamente os quantis de 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97,5% dos parametros estimados.

Tabela 7: Resumos a posteriori dos pardametro p
parametro | Média | Desvio | 2,56% | 25% | 50% 5% | 97,5%
DI 0,5976 | 0,2007 | 0,1915 | 0,4501 | 0,6163 | 0,7560 | 0,9271
D2 0,4034 | 0,2007 | 0,0727 | 0,2440 | 0,3836 | 0,5498 | 0,8074

Através da Tabela 7 podemos ver que a média para a proporc¢ao da mistura p, foi maior
que p-. Este resultado é esperado pelo fato de termos duas observacoes sendo geradas da
primeira componente e uma observacao sendo gerada da segunda componente, ou seja, a
probabilidade de uma observacao ser proveniente da primeira componente é maior que a
probabilidade de ser proveniente da segunda. Notamos um desvio padrao idéntico para

os dois parametros estimados.

5.3.3 Resultados graficos do exemplo 5.3.2

Exibimos, nesta secao, os grificos de autocorrelacao, gréficos de densidades e graficos de
convergéncia para algumas das estimativas dos pardmetros do modelo sendo que as demais

apresentaram um comportamento semelhante.

LY
10

06 08
08

0

04
04

00

00

Figura 4: Autocorrelacao de wi»  Figura 5: Autocorrelacao de w-
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Nas Figuras 4 e 5 apresentamos os graficos de autocorrelacao de w> e w, respectiva-

mente.
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Figura 6: Autocorrelagao de w3 Figura 7: Autocorrelagao de wys

Nas Figuras 6 e 7 sao exibidos os graficos de autocorrelacao de wi; e w3 respectiva-

mente.
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Os gréficos das densidades das estimativas de wis e w» sao exibidos nas Figuras 8 e 9

respectivamente.

43



o8 &
et
o
5 £ <
red
w0
o - o e
T T T T T T T T T T
Qat [07] Qa3 04 05 06 020 05 0 053]

Figura 10: Densidade de wiz Figura 11: Densidade de w;

Nas Figuras 10 e 11 estao representadas as densidades das estimativas de wiz e ws.
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Figura 12: Convergéncia de w» Figura 13: Convergéncia de w»

Utilizando o critério de convergéncia de Gelman e Rubin (1992), apresentamos nas

Figura 12 e 13 respectivamente os graficos de convergéncia de ws e Wo.
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Nas Figuras 14 e 15, apresentamos respectivamente os graficos de convergéncia de ws
€ W3.

Notamos através das Figuras 4 a 15 resultados gréficos satisfatérios em relagao a

autocorrelagao, densidades e convergéncia dos pardmetros estimados.

5.3.4 Exemplo

Foram geradas trés observacoes multinomiais, segundo a se¢ao 5.2, que simula o compor-
tamento de protefnas observadas através das proporcoes de aminodcidos. Desta forma as

observacoes sao dadas como

f,~" wu,tino3d i=(1000; W) CW:2 CW:3C...CW] 15 CW: | CWiag ) € (5.10)

onde 7+ =1,2, 3, j=1,2 e 1000 representa o comprimento da seqiiéncia de aminoécidos.

Segundo as observagoes (5.10), utilizando o algoritmo Gibbs Sampling geramos e esti-
mamos os parametros através das distribuigoes condicionais (5.7) e (5.8). Para a geragao e
estimacao dos parametros foram realizadas 50000 iteragoes do algoritmo, com um descarte
inicial de 500 valores. Com saltos de 10 em 10, selecionamos os valores restantes.

Os resultados obtidos sao exibidos nas Tabela 8 e 9. Na primeira coluna da Tabela
8 estao os parametros que estimam as probabilidades wda distribuicao multinomial no
modelo de mistura. Na segunda coluna temos as proporcoes com que estes dados foram
inicialmente gerados e, na terceira coluna as médias para os parametros que estimam estas
proporcoes. Na coluna 4 temos o desvio padrao para cada parametro e, nas colunas 5 a

9 temos os quantis de wde 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97,5% respectivamente.
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Tabela 8: Resumos a posterior: dos parametro w

parametro | Originais | Média | Desvio | 2,5% 25% 50% 5% | 97,5%

W) 0c0462 | 0c0852 | 0c0209 | 0c0143 | 0c0776 | 0c0841 | 0c0907 | 0c1049
W2 0c1630 | 0c0333 | 0c0172 | 0c0116 | 0c0287 | 0c0330 | 0c0374 | 0c0740
W3 0c0332 | 00363 | 0c0169 | 0c0124 | 0c0318 | 0c0358 | 0c0405 | 0cO728
W4 0c2800 | 0c0745 | 0c0187 | 0c0127 | 0c0674 | 00736 | 0c0797 | 0c0946
W5 0c0104 | 0c0110 | 0c0223 | 0c0021 | 0c0043 | 0c0058 | 0c0080 | 0cO766
W 0c0553 | 0c0578 | 0c0170 | 0c0127 | 0c0525 | 0c0580 | 0c0635 | 0c0821

7 000215 | 0c0144 | 0c0227 | 0c0045 | 0c0077 | 0c0098 | 0c0125 | 0c0755

Wi 0c0612 | 0c0916 | 0c0231 | 0c0133 | 0c0884 | 0c0957 | 0c1026 | 0c1168
W 0c0033 | 0c0314 | 0c0191 | 0c0130 | 0c0271 | 0c0312 | 0c0356 | 0c0745
W10 0c0625 | 0c0063 | 0c0218 | 0c0000 | 0c0003 | 0c0008 | 0c0118 | 0cO744
Wi 0c0345 | 0c1179 | 0c0305 | 0c0140 | 0c1166 | 0c1250 | 0c1328 | 0c1480
W12 0c0124 | 00776 | 0c0194 | 0c0134 | 0c0737 | 0c0803 | 0c0866 | 0c1009
Wiis 0c0189 | 0c0231 | 0c0190 | 0c0101 | 0c0166 | 0c0197 | 0c0233 | 0cO773
W4 000234 | 0c0494 | 0c0168 | 0c0146 | 0c0436 | 00486 | 0c0537 | 0cO806
W5 0c0586 | 0c0558 | 0c0164 | 0c0130 | 0c0508 | 0c0562 | 0c0616 | 0cOT777
W6 0c1301 | 0c0367 | 0c0165 | 0c0107 | 0c0309 | 0c0351 | 0c0396 | 0c0701
Wit 0c2811 | 0c0629 | 0c0177 | 0c0132 | 0c0580 | 0c0637 | 0c0694 | 0c0862
W5 0c0163 | 0c0241 | 0c0193 | 0c0112 | 0c0175 | 0c0206 | 0c0242 | 0c0753
W9 0c0189 | 00178 | 0c0201 | 0c0069 | 0c0112 | 0c0137 | 0c0167 | 0cOT773
W20 0c0683 | 0c0938 | 00240 | 0cO138 | 0c0905 | 0c0978 | 0c1046 | 0c1213
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Continuacao da Tabela 8

parametro | Originais | Média | Desvio | 2.5% | 25% 50% 5% | 97.5%
Wy, 0,0849 | 0,0455 | 0,0047 | 0,0366 | 0,0423 | 0,0454 | 0,0484 | 0,0555
Woa 0,0283 | 0,0209 | 0,0032 | 0,0151 | 0,0187 | 0,0208 | 0,0230 | 0,0273
Wos 0,0377 | 0,0307 | 0,0039 | 0,0235 | 0,0281 | 0,0306 | 0,0332 | 0,0386
Way 0,0660 | 0,0247 | 0,0028 | 0,0184 | 0,0223 | 0,0245 | 0,0269 | 0,0321
Wa3 0,0091 | 0,0094 | 0,0021 | 0,0056 | 0,0074 | 0,0092 | 0,0107 | 0,0140
Wi 0,0566 | 0,0531 | 0,0049 | 0,0437 | 0,0476 | 0,0530 | 0,0563 | 0,0629
Wor 0,0094 | 0,0198 | 0,0031 | 0,0141 | 0,0154 | 0,0196 | 0,0218 | 0,0264
Wos 0,0943 | 0,0590 | 0,0052 | 0,0491 | 0,0554 | 0,0589 | 0,0624 | 0,0697
W 0,0472 | 0,0050 | 0,0017 | 0,0024 | 0,0038 | 0,0048 | 0,0059 | 0,0087
W10 0,0094 | 0,0674 | 0,0058 | 0,0564 | 0,0634 | 0,0673 | 0,0712 | 0,0788
Wy 0,1226 | 0,0347 | 0,0042 | 0,0272 | 0,0318 | 0,0345 | 0,0373 | 0,0431
W12 0,0755 | 0,0124 | 0,0027 | 0,0080 | 0,0107 | 0,0123 | 0,0139 | 0,0176
Wois 0,0189 | 0,0203 | 0,0031 | 0,0146 | 0,0181 | 0,0201 | 0,0222 | 0,0267
W4 0,0566 | 0,0238 | 0,0034 | 0,0176 | 0,0214 | 0,0236 | 0,0258 | 0,0312
W5 0,0472 | 0,0609 | 0,0053 | 0,0509 | 0,0574 | 0,0609 | 0,0644 | 0,0718
Wi 0,0443 | 0,1177 | 0,0074 | 0,1034 | 0,1128 | 0,1177 | 0,1226 | 0,1321
Wy~ 0,0566 | 0,2873 | 0,0107 | 0,2678 | 0,2806 | 0,2873 | 0,2943 | 0,3072
Wo s 0,0189 | 0,0179 | 0,0029 | 0,0127 | 0,0157 | 0,0177 | 0,0198 | 0,0242
10 0,0094 | 0,0164 | 0,0028 | 0,0114 | 0,0144 | 0,0162 | 0,0181 | 0,0223
Woa) 0,1038 | 0,0733 | 0,0058 | 0,0621 | 0,0694 | 0,0731 | 0,0770 | 0,0851

Temos que ocorrem resultados nas Tabelas 6 e 8 onde os vvalores originais dos paramet-
ros estao fora dos intervalos exibidos. A razao para isto é decorrente do pouco niimero de
observagoes feitas.

Na Tabela 9 temos os resumos a posterior: dos parametros que estimam as proporcoes
da mistura. Temos que na primeira coluna estao representados os pardmetros que esti-

mam as ponderacoes p atribuidas a cada componente da mistura. Nas colunas 2 e 3 estao
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descritos a média e o desvio padrao para estes pardmetros. Nas colunas 4 a 8 estao re-
spectivamente os quantis de 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97,5% dos parametros estimados. Na
segunda linha da Tabela 9 estao representados os resumos do parametro para a primeira
componente enquanto que na terceira linha estao os resumos do parametro relacionados

a segunda componente.

Tabela 9: Resumos a posteriori dos pardmetro p
Parametro | Média | Desvio | 2,5% | 25% 50% 5% | 97,5%
Dl 0,4031 | 0,2009 | 0,0632 | 0,2475 | 0,3869 | 0,5475 | 0,8061
Do 0,5969 | 0,2009 | 0,1907 | 0,4516 | 0,6131 | 0,7518 | 0,9365

Através da Tabela 9 temos que a média para o parametro que estima a ponderacao p,
da mistura é menor que a média para o parametro que estima a ponderacao de p-. Este
resultado é contrario ao que se esperava pois existem mais observagoes provenientes da

primeira componente da mistura do que da segunda componente.

5.3.5 Resultados graficos do exemplo 5.3.4

Exibimos nesta secao os gréficos de autocorrelacao, grédficos de densidade e grificos de
convergéncia para algumas das estimativas dos pardmetros obtidas no exemplo 5.2. As

demais estimativas apresentaram um comportamento gréfico semelhante.
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Figura 16: Autocorrelacao de wi»  Figura 17: Autocorrelacao de w»
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Nas Figuras 16 e 17 apresentamos os graficos de autocorrelagao de wi; e w» respecti-

vamente.
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Figura 18: Autocorrelacao de wiy  Figura 19: Autocorrelacao de wy

Os grificos de autocorrelacao de w4 e wyy sao exibidos nas Figuras 18 e 19 respectiva-

mente.
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Figura 20: Densidade de wi Figura 21: Densidade de w»

Os gréaficos de densidades das estimativas de W, e w» sao exibidos nas Figuras 20 e

21.
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Nas Figuras 22 e 23 temos as densidades das estimativas de w4 € Wy.
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Figura 24: Convergéncia de w>  Figura 25 Convergéncia de w»

Nas Figuras 24 e 25, exibimos os graficos de convergéncia de w> € Wo.
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Os gréficos de convergéncia de wiy e w4 estao respectivamente nas Figuras 26 e 27.
De maneira anédloga ao exemplo 5.3.2, através das Figuras 16 a 27 temos resultados gra-
ficos satisfatérios em relacao a autocorrelacao, densidades e convergéncias dos parametros

estimados.
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Capitulo 6

Analise de performance para dados

simulados

6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores expomos e exemplificamos um método estatistico que utiliza
mistura finita de distribui¢oes multinomiais, que ao verificar um grupo de proteinas seja
capaz de identificar e alocar em uma mesma componente proteinas similares e separar as
proteinas dissimilares em componentes distintas.

Neste capitulo, abordamos aspectos relacionados a eficiéncia do método empregado.
A proposta aqui é verificar em que condicoes o modelo atua corretamente e quando ele é
ineficiente. Esta verificacao é feita observando dois pontos. Primeiro, a performance do
método em manter juntas protefnas similares e a performance do método em separar as
dissimilares. No segundo ponto, abordamos a questao da similaridade entre proteinas, ou
seja, indicamos como medir quao préximas ou quao distantes duas ou mais proteinas estao
uma da outra. Como medida para esta verificacao propomos a divergéncia de Kullback-
Leibler.

Propomos neste capitulo uma estratégia de verificar a eficiéncia do modelo em separar

corretamente as observacoes em relagao as componentes utilizando dados simulados. Nesta
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estratégia, verificamos a propor¢ao de acertos do modelo na separacao das proteinas.

Apresentamos duas simulagoes para expormos esta andlise de performance.

6.2 Proporcao de acertos

Para verificarmos a performance do modelo em separar as observacoes em relagao as
componentes corretamente, introduzimos uma forma de indicar a eficiéncia do modelo
empregado. Esta verificagao é utilizada para dados gerados por computador considerando
a presenca de 2 componentes na mistura. Para estabelecermos a proporc¢ao de acertos do
modelo em separar as proteinas fazemos algumas consideracoes.

Vamos supor que ao gerarmos os dados especifiquemos & qual componente cada ob-
servacao pertence. Por exemplo, considere que tenhamos gerado 3 observacoes sendo
que duas delas pertencam a uma componente e uma delas pertenca a outra componente.

Podemos sumarizar estas informagoes em um matriz, que chamamos de matriz A, como

mostra a Tabela 10.

Tabela 10: Matriz A

Componente 1

Componente 2

Observagao 1 1 0
Observacao 2 1 0
Observagao 3 0 1

Na matriz A, exibida na Tabela 10, temos que as linhas representam as observacoes 1,
2 e 3 e as colunas as componentes 1 e 2. O nmimero 1 indica que a observacao foi gerada
daquela componente e 0 caso contrario.

No capitulo 4, mostramos que as varidveis latentes Z;, = (Z; cZ;sc...Z;a1), para i =
lc...cn, classificam cada observagao em relacao as componentes através de (4.17) e (4.18).
Como a proporcao de acertos é utilizada para dados gerados utilizando duas componentes,
definimos uma matriz Z com dimensao n linhas por 2 colunas, andloga & matriz A,

representando as varidveis latentes.
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Definidas as matrizes A e Z, vamos mostrar como se verifica a proporcao de acertos

do modelo.

6.2.1 Calculo da proporcao de acertos

Passo 1: Definimos previamente uma matriz A onde temos a procedéncia das obser-
vacoes em relacao as componentes como nos mostra a Tabela 10.
Passo 2: Conjuntamente ao algoritmo de estimacao dos pardmetros do modelo, para
cada uma das iteracoes utilizadas pelo algoritmo calculamos uma matriz Z de varidveis
latentes..

Utilizando a primeira coluna de A e a primeira coluna de Z fazemos os cédlculos
ng = Z |Au - Z-11|C (6-1>
i=1

tq = 3 =xi3 o(ng;n — ng)’ nc (6.2)

onde n é o numero de observagdes. Em (6.1) temos a soma dos valores absolutos das
diferencas da primeira coluna da matriz A com a primeira coluna da matriz Z, dada
por ny e, em (6.2) temos célculo de i; que é dado pelo méximo entre n,; e o nimero de
observacoes menos n, sendo que este méaximo é dividido pelo niimero de observacoes n.
Através de (6.1) e (6.2) temos a verificacdo do nimero de observagdes que foi separada
corretamente em relagao as componentes para cada iteragao do algoritmo.

E importante ressaltar que os célculos feitos em (6.1) e (6.2) sdo feitos desta forma
pois estamos interessados na separacao dos grupos e nao necessariamente no rétulo 0 ou
1 atribuido a cada grupo. Desta maneira, para o caso onde a componente verdadeira é
A, = [0clcl) as estimativas corretas poderiam ser Z;; = [Oclcl) ou Z; = [1c0c0]’, para
1 = 1c2c...cncpois ambas separam corretamente os grupos.

Passo 3: Finalizadas as iteracoes do algoritmo de estimacao dos parametros, obtemos
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a proporcao de acertos denominada por F, através de

R i
Z_: e (6.3)
onde R representa o niimero de iteracoes feitas pelo algoritmo ja descontados o descarte
inicial e os saltos. Através de (6.3) temos o cdlculo de P, que nos fornece a proporgao com
que o método consegue separar corretamente as observacoes em relagao as componentes
da mistura.

Na secao seguinte, apresentamos um exemplo detalhado da utilizacao da proporcao de

acertos.

6.2.2 Exemplo

Considere uma populacao particionada em 2 componentes. Considere também que sejam
geradas 3 observacoes tais que
f i = (f glcf gQC...Cf ik) ~’

u,tino3 i=(IN; W1 CWac...cWy)C

para ¢ = 1¢2c3, e 5 = 1c2 onde a observacao 1 é gerada de uma componente e as obser-
vagoes 2 e 3 sao geradas de outra componente.
Seguindo os passos dados na se¢ao 6.2.1 definimos na Tabela 11 uma matriz A indi-

cando a procedéncia das observacoes em relacao as componentes.

Tabela 11: Matriz de referéncia T
Componente 1 | Componente 2

Observagao 1 0 1

Observagao 2 1 0

Observagao 3 1 0

Definimos também uma matriz Zaeomo mostra a Tabela 12, com 3 linhas e 2 colu-

nas que contém as varidveis latentes relacionadas a cada observacao, que sao calculadas
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durante o processo de estimacao dos pardmetros.

Tabela 12: Matriz de varidveis latentes 7

Componente 1 | Componente 2
Observacao 1 21 215
Observacao 2 291 299
Observacao 3 231 232

Vamos considerar 4 situacoes onde em cada uma destas situagoes comparamos a matriz
A dada na Tabela 11 com cada um dos 4 possiveis resultados da matriz Z fornecidos pela

Tabela 13.

Tabela 13: Exemplos de matriz Z

Situacao 1 | Situacao 2 | Situacao 3 | Situacao 4

10 0 1 10 0 1
0 1 10 0 1 10
10 0 1 0 1 10

Através de (6.1) e (6.2) utilizando a primeira linha da matriz A dada na Tabela 11
e as primeiras linhas das matrizes Z dadas na Tabela 13 vamos descrever os resultados
obtidos para cada situagao.

Situagao 1:
ng=[0—-1D[+[(1-0)[+[(1-1)]=2

=i 2:3—-2 2
Z.dZS—mSO?E :3 )25:0066.

O valor de 74, = 0.66 representa que nesta iteracdo, o modelo separou corretamente 66%
das observacoes.

Situacao 2:

na =[0=-0)[+|(1-D[+[1-0) =1
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1 1:3—1 2
Z,d:?)—xzi’)o?g .3 ):§:Oc66.

Situagao 3:

ng = [0 =1+ [(1=0)+[(1-0)][=3

. 3 =3 0(3;3-3) 3
Zd: :—:1.
3 3

Note que o modelo separou corretamente todas as observagoes, pois separou a observacao
1 em uma componente e alocou as observacoes 2 e 3 na outra componente.

Situacao 4:
ng=[0=-0)|+[1-D[+|1-1)]=0

. 3=ri30(0;3—-0) 3
Zd: :—:1.
3 3

Nesta iteracao o modelo separou corretamente as observacoes em 100% dos casos.
Para calcular a proporcao de acertos do modelo, vamos considerar as quatro situacgoes

citadas. Através de (6.3), o valor de P, ¢é dado por

~0c66 + 0066 + 1 + 1

B,
4

= 0c83.

Assim, observando o valor dado por P, temos que o modelo separou corretamente as

observacoes em média em 83% das situagoes.

6.3 Divergéncia de Kullback-Leibler

Apresentamos uma maneira de medir a similaridade entre duas distribuigoes que simulam

o comportamento de proteinas. Esta medida é chamada de divergéncia de Kullback-
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Leibler.
A divergéncia de Kullback-Leibler pode ser usada para quantificar quao préximas estao
duas distribui¢des de probabilidades p,(z) e p2(z) sendo que, a divergéncia entre p,(x) e

p2(x) com respeito a p,(z) é definida como

g u(pi(z =Y pi(@)In(pi(2) ps()). (6.4)

todo z

Temos que a divergéncia de Kullback-Leibler dada em (6.4) nao é simétrica pois

g u(pi(z)epy(z)) # g u(p2(z)ep.(z))e

desta maneira, para termos uma divergéncia simétrica fazemos

g u.(p(@)ep(e)) = 58 v @) + g upep e)e (65)

sendo desta forma g u,(p,(x)cp2(x)) a divergéncia de Kullback-Leibler média entre
g u(pi(z)epa(z)) e g u(pa(z)epi(z)).

6.4 Aplicacoes da andlise de performance

Nesta secao, analisamos a performance em dados simulados para testar a eficiéncia do
método empregado. Nesta andlise, verificamos para qual comprimento de seqiiéncias de
moléculas o modelo identifica e separa corretamente as proteinas e, utilizando a divergén-
cia de Kullback Leibler, verificamos qual deve ser a medida de divergéncia entre as dis-
tribuicoes, que simulam proteinas, para que haja uma separacao correta das observacoes
em relacao as componentes..

Duas simulacoes sao feitas para testarmos a performance do método considerando,
nestas simulacoes duas componentes na mistura.

Verificamos a eficiéncia do modelo, usando o indice de referéncia proposto na se¢ao
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6.2.
Para executarmos esta andlise, procedemos da seguinte forma, geramos 3 observagoes

sendoque f jef s~ wtinod i5(NcT))ef 3 ~’ wu,tino3d i=(NcTs), onde

T, = k(W cwiac...cwy) + (1 — K) (W) cwpac...cwip,) (6.6)
C .
Ts = (1 — k) (W cwiac...cwig) + k(W cwac...cwyy)

para k € [0.5: 1.0].

Iniciamos a andlise com k = 0c5 e desta forma, T, # T, e as distribui¢bes em (6.6)
e (6.7) sao idénticas. Assim, as observagoes f jcf - e f ; podem ser vistas como sendo
observagoes geradas de uma mesma componente. Gradativamente, incrementamos o valor
de k até chegarmos em k = 1. Quando k = 1cas observacoes f | e f 5 sao geradas de uma
componente e f 5 é gerada de outra. Para cada incremento de k, geramos as observacoes
utilizando comprimentos diferentes de seqiiéncias e medimos as divergéncias de Kullback

Leibler entre as distribuicoes das observacoes geradas.

6.4.1 Caso 1: Bases nitrogenadas

Para o caso 1, as trés observacoes foram geradas como ¢é citada em 6.4 sendo que

T, = k(Wicwocwacwiy) + (1 — k) (W cwpocwscway) 6.7)
C .
Ty = (1 — k) (Wi cWiaCcWizcwiy) + K (W) CWoo CW3CWh4 )

para k € [0c5 : 1c0]conde os pardmetros (W CW2CW3CWiy) € (W) CWhoCWa3 CWy ) SA0 OS es-
mos utilizados no exemplo 5.3.2. Estas observacoes simulam o comportamento protéico
visto através das bases nitrogenadas.
Foram usados 6 diferentes comprimentos de seqiiéncias (50,100,200,500,1000,2000) e 9
divergéncias de Kullback-Leibler (0;0,001;0,004;0,009;0,016;0,025;0,037;0,060;0,066).
Combinando cada comprimento de seqiiéncia e cada divergéncia de Kullback-Leibler

Simulamos 2000 observagoes multinomiais calculando o indice de referéncia.
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Resultados para o caso 1

Executando a andlise de performance obtemos os resultados exibidos nas Figuras 28, 29

e 30.

Analise de Performance
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Figura 28: Comprimento das seqiiéncias versus indice de referéncia
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Analise de Performance
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Figura 29: Divergéncia de Kullback-Leibler versus indice de referéncia

Figura 30: Gréfico em Perspectiva
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Temos que a proporcao de acertos, que é citado nas Figuras 28, 29 e 30, varia entre
0,5el.

Quando o indice é préximo de 0,5, isto indica que o modelo nao separou as proteinas
corretamente em relagao as componentes da mistura.

O indice de referéncia proximo de 1, mostra que o método conseguiu identificar as
proteinas similares e dissimilares agrupando em uma mesma componente as proteinas
similares e, separando em componentes distintas as proteinas dissimilares.

Na Figura 28 temos que o modelo nao conseguiu separar de forma correta as proteinas
que possuam seqiiéncias de bases com comprimentos menores que 100. Para seqiiéncias de
tamanho 500, verificamos uma separacao satisfatéria apenas nas proteinas que possuam
uma divergéncia de Kullback-Leibler acima de 0,037, sendo que para uma divergéncia de
0,066 a separacao ocorre perfeitamente. A partir de um comprimento de tamanho 1000,
o método separa com 100% de eficiéncia as proteinas que possuam uma divergéncia igual
ou maior que 0,025 e, para comprimento igual a 2000 o método é eficiente em proteinas
que possuam uma divergéncia igual ou maior que 0,016. Temos a informagao, através da
Figura 28 que o método é ineficiente para comprimento de seqiiéncias de tamanho 2000
para proteinas que possuam uma divergéncia de Kullback-Leibler abaixo de 0,009.

Através da Figura 29, temos que o modelo s6 se mostra eficiente para proteinas que
possuam uma divergéncia de 0,015 quando o comprimento das seqiiéncias de bases nitro-
genadas é igual ou superior a 2000. Quando a divergéncia de Kullback-Leibler & 0,025,
é necessdrio um comprimento igual ou maior a 1000 para que o método seja eficiente.
Para observacoes com uma divergéncia de 0,035, com um comprimento de tamanho 500
atinge-se resultados satisfatérios sendo que, com este comprimento, o método separa com

100% de acerto quando a divergéncia é de 0,065.

6.4.2 Caso 2: Aminoacidos

Nesta secao as trés observacgoes foram geradas como no caso anterior sendo que
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T) = k(W CW2CW3...CW 19 CWan) + (1 — K) (W) CWoo CWa3 C... CWs 1 CWh20)

c (6.8)

Ty = (1 — k) (W, CWi2CW3...CW 19CW20) + K (W) CWoo CWa3 C... CW 1 CWh20)

para k € [0c5 : 1.0]. Temos que 0s pardmetro (W CWC...CWan) € (W) CWsoC...CWaag) SAO 0S

mesmos utilizados no exemplo 5.3.4. no capitulo 5. As observacoes geradas simulam o

comportamento de proteinas sendo vistas através dos aminoécidos.

Foram usados 6 diferentes comprimentos de seqiiéncias (50,100,200,500,1000,2000) e
9 divergéncias de Kullback-Leibler (0;0,006;0,026;0,060;0,108;0,174;0,259;0,372;0,538). Si-

mulamos 2000 observagoes multinomiais combinando cada comprimento de seqiiéncia com

cada divergéncia de Kullback-Leibler calculando o indice de referéncia para o modelo.

Resultados para o caso 2:

Nas Figuras 31, 32, e 33 exibimos os resultados gréficos obtidos.
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Figura 31: Comprimento das seqiiéncias versus indice de referéncia
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Figura 32: Divergéncia de Kullback-Leibler versus indice de referéncia
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Na Figura 31, podemos notar que, para um comprimento de seqiiéncias de aminoécidos
de tamanho menor que 50 o método se mostra eficiente apenas em proteinas com divergén-
cia de 0,538. O modelo ¢ eficiente para comprimento de tamanho 100 para proteinas com
uma divergéncia de Kullback-Leibler igual ou superior a 0,259. Para um comprimento de
tamanho 500, o método separa com 100% de acertos as protefnas que possuam uma di-
vergéncia igual ou maior que 0,174. Ao atingir um comprimento de tamanho 1000 para as
seqiiéncias de aminodcidos, a Figura 31 nos indica que o modelo é eficiente para proteinas
com divergéncia igual ou superior a 0,060. O método foi incapaz de separar as proteinas
com divergéncia de Kullbach-Leibler inferior a 0,026 em seqiiéncias de tamanho 2000.

Temos a informacao através da Figura 32 que, para proteinas que possuam uma di-
vergéncia inferior ou igual a 0,1 o modelo é eficiente para seqiiéncias de tamanhos maiores
ou iguais a 500. Quando as protefnas possuem uma divergéncia de 0,25, a Figura 32 nos
indica que o método proposto é eficiente para comprimentos iguais ou maiores a que 200.
Com 100% de acertos o método separa protefnas com divergéncia de 0,5 e com seqiiéncia

de aminodcidos de tamanho igual ou superior a 100.
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Capitulo 7

Selecao de modelos

7.1 Introducao

Neste trabalho, propomos uma metodologia que através de um modelo de mistura seja
capaz de separar proteinas dissimilares e agrupar as similares. Ao propormos o método,
consideramos que a populacao de onde provém as observagoes ¢ particionada em duas
componentes representando a presenca de dois grupos protéicos. Como o nosso interesse
¢ modelar protefnas sem limitar o nimero de grupos protéicos ou limitar o nimero de
componentes na populagao, faz-se necessario generalizarmos a metodologia proposta, ou
seja, trabalharmos com um valor > de componentes desconhecido.

Neste capitulo apresentamos dois métodos de selecao de modelos, utilizados por nés
a fim de estimar o valor de > e definir quantos grupos protéicos estao presentes em
nossas andlises. Os métodos estudados e aplicados sao o fator de Bayes e o DIC, deviance

information criterion.

7.2 Fator de Bayes

Em 1961, no livro Theory of Probability, Jefreys propoe um método estatistico que quan-

tifica a evidéncia de um modelo em relacao & outro através de um nimero. Este niimero

66



¢ conhecido como fator de Bayes.
O fator de Bayes é um instrumento utilizado na selecao de modelos e esta relacionado

ao teste de verossimilhanca.

7.2.1 Definicao do fator de Bayes

Suponha que um conjunto de observagoes t ondet = (tctc...ct,) seja produzido sob
um de dois modelos Mg ou M de acordo com a densidade de probabilidade p(t |Mg) ou
p(t [My).

Suponha também que sejam dadas as distribuigdes de probabilidade a priori w(M) e
m(M ). Assim, utilizando uma abordagem bayesiana, temos a producao das distribuigoes
a posteriori p(My|t ) e p(M ]t ).

Através do teorema de Bayes (4.8) temos para k = Ocl

, B p(t [ ) )
p( ot )_p(t " o)w(C o)+ pt | O)rC 1)

Fazendo o quociente entre p(’ ||t ) e p(" o[t ) temos

pC aft) _pt [ )w( l)C

pC ot ) pt ] o)7C o)

onde, o fator de Bayes ou FB g, é definido como

_ple ] )
5 B = e (7.1)

e pode ser interpretado como a evidéncia dos dados em favor de M, contra M,.
Segundo Kass e Raftery (1995), em casos onde p(t | ;) e p(t | ) s@o distribuigdes

sem pardmetros livres 5 B, é denotado simplesmente como razao de verossimilhancas.

Em casos onde existem parametros desconhecidos sob um ou sob os dois modelos, 5 B,

continua sendo uma razao de verossimilhancas mas a densidade p(t |" ), para k = Ocl,
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é obtido através de integracao sob o espago paramétrico. Assim, para k = Ocl temos

U ) = / Pt [we m(wl o)dwe (7.2)

onde w, é o parametro ou vetor de parametro sob ’ ., m(w,|" 1) é a distribuigao a priori
para’ ;e p(t |[w.C ) éa fungdo de verossimilhanca de w;.

Quando temos mais de dois modelos sendo verificados, podemos reescrever (7.1) como

para i # j.

As densidades continuas com espaco n-dimensional envolvidas no célculo do fator de
Bayes, freqiientemente, sao complexas para se calcular analiticamente e desta forma sao
utilizadas aproximacgoes.

Reescrevendo (7.2) temos

p(t ) = / p(t W (wdve (7.3)

que, segundo Raftery e Banfield (1990) pode ser aproximada através do método de Monte

Carlo fazendo

m

PO =3 plt W),

i=1
Segundo Geweke (1989), a precisao do método de Monte Carlo pode ser melhorada
pelo método Importance Sampling que consiste em gerar w 4 = 1c2c...c3 camostras de
uma densidade 7*(W) ponderada através de pesos. Desta forma p(t ) é aproximada por
— Y P W)
pi) = =5 ¢ (7.4)

i=1 Wit

(0
7.‘.-4:(’9(/)‘) ‘

onde w; =
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Temos que através dos métodos MCMC' obtemos uma amostra da densidade a poste-

7071

Plwt ) = W. (7.5)

P{Y|8)ym(0)

Substituindo 7*(w) por —5z=— em (7.4) obtemos

, Al
XL I P W)
p(t ) o Zm AR

=1 7-,-*-(:9(1)“‘,

; AICAITHS'S i)
L e P W)

Zm (0 Py -
i=L Py |et ) ymeth)

SRR 3P()
L i T ) Sa——

=1 Py ot

3 3

YLt L (P [WY))!

[?)i Z(P(t w’f“))l] c (7.6)

que ¢ o inverso da média da verossimilhanca invertida, ou seja, a média harmonica con-

siderada como uma estimativa para P(t ).

7.2.2 Aplicacoes do fator de Bayes

Fazemos duas aplicagoes do fator de Bayes. Para cada aplicacao utilizamos 4 modelos
com mistura de multinomiais sendo que a diferenca entre estes modelos estd no niimero de
componentes na mistura. O primeiro modelo,’ ;cconsidera a populacao sem particoes, ou
seja, > 1 € um modelo sem mistura de distribui¢oes multinomiais. O modelo’ > considera

a populacao particionada em duas componentes. No modelo ° ; temos mistura de trés
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componentes e no modelo ’ ; temos mistura de quatro componentes.

A funcao de verossimilhanca do modelo > | é dada por

u(wa) ol = e

e as demais fungoes de verossimilhanca sao dadas como (4.10).

Na primeira aplicacao, os dados sao gerados como no exemplo 5.3.2 ou seja,

f,~" wutinod 1=(300; W cW2CWCW)C

para ¢ = 1c2c3 e j = 1¢2 componentes, simulando o comportamento de proteinas ob-
servadas através de bases nitrogenadas. Temos que 300 representa o comprimento da
seqiiéncia de bases.

Na segunda aplicacao geramos os dados simulando o comportamento de proteinas

observadas através dos aminodcidos como no exemplo 5.3.4, ou seja,

f,~" wtinod i=(1000; W CW:2CW;3C...CW; 15 CW: 19 CWiag ) C

onde ¢ = 1c2c3¢cj = 1¢2 componentes, e 1000 representa o comprimento da seqiiéncia de
aminodcidos.

Tanto na primeira aplicacao quanto na segunda, duas observacoes foram geradas uti-
lizando as proporgoes das moléculas vindas de um grupo protéico e a outra observacao
foi gerada utilizando as proporgoes das moléculas vindas de outro grupo protéico como é
dito na secao 5.2. A aplicacao do fator de Bayes nos permite avaliar a precisao na identi-
ficagao do nimero de componentes nos modelos com mistura sendo que as componentes
representam os grupos protéicos presentes na populagao.

Os parametros sao gerados e estimados através das distribuigbes condicionais (5.7),
(5.8), (4.17) e (4.18) utilizando o algoritmo Gibbs Sampling descrito na segao 4.5.2. Sao
feitas 50000 iteracoes com um descarte inicial de 500 valores e com saltos de 10 em 10

foram selecionados os valores restantes.
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7.2.3 Resultados das aplicagcoes do fator de Bayes

Como ¢ dito na secao 7.2.2, o fator de Bayes é calculado como

B = [,C
j
onde’ ;= [p(([we Om(w] dwe’ ;= [p(|lwc ;)m(w| ;)dw paraicj = 1lc2c3cd
sendo que i # j.
Neste célculo, se o resultado for maior que 1, o modelo escolhido é o modelo’ ; e se

o resultado for menor que 1, o modelo escolhido é o modelo > ; .
Na Tabela 14 temos os resultados do célculo de * ; = [ p((|wc ;)m(w| ;)dw, sendo

1 = 1c2c3cdcepara as duas aplicacoes feitas.

Tabela 14: Resultados dos calculos de R;
Modelo | R; : Bases | R; : Aminodcidos
T 8,70 x10 12 2,08x10 2™

" 1,95 x10 7 7,69%x10 1+

> 5 1,59x 101+ 8,88x10 2™
L 2,50x10 | 1,32x 102

Os resultados dos cédlculos do fator de Bayes, sao exibidos na Tabela 15 para as duas

aplicacoes.
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Tabela 15: Resultados dos célculos do fator de Bayes

Modelo Bases Aminodcidos
B 4,45%x1077 | 2,70x10 %
B 0,00054 0,002
By 0,00034 0,001
B> 12,28 8,66x 107
By 7,81 5,82x 107
By 0,63 0,672

Segundo a Tabela 15, nas duas aplicacoes, temos que o modelo com duas compo-
nentes, ° - é sempre escolhido quando comparado aos demais e é o mais favorecido nu-
mericamente. Quando comparamos os modelos’ | e’ 3 o modelo’ 5 é o indicado como
melhor, quando comparamos os modelos > | e’ , temos que o modelo 4 é o melhor,
quando comparamos’ s e’ 4 temos que o modelo’ 3 éindicado como o melhor. Nota-se
que o modelo” | nao é apontado como melhor modelo em nenhuma das comparacoes.

Desta forma podemos afirmar que o fator de Bayes identificou o melhor modelo, ou

seja’ » com bastante precisao.

7.3 DIC: deviance information criterion

Uma forma de se comparar modelos é combinar uma medida de ajuste, que pode ser
a deviance, com uma medida de complexidade do modelo que pode ser o niimero de
parametros. Esta forma ocorre no AIC, Akaike informatiom criterion, Akaike (1973) e
no DIC, deviance information criterion, Spiegelhalter (2002), entre outros métodos de
selecao de modelos.

Apresentamos nesta secao uma proposta para selecao de modelos utilizando uma estru-
tura bayesiana através de um balanceamento entre as medidas de ajuste e de complexidade

que é o DIC.

72



7.3.1 Definicao do DIC

Dempster (1974), sugeriu que considerar a distribuigao a posteriori da log verossimilhancga

dos dados é equivalente a examinar a distribuicao a posterior: de

D (W = —2logP(( W + 2logs (( )c

onde s (( ) ¢ uma fungao apenas dos dados e D (w) é chamada de deviance bayesiana.

A distribuigao a posteriori de D (w) é baseada em P(w( ) onde

P P((IWP(W.

Segundo Spiegelhalter (2002), podemos verificar o ajuste de um modelo através da

esperanca a posteriorit da deviance,

D=.4,[DWc (7.7)

e a medida de complexidade de um modelo Py, que é o nimero de parametros efetivos
no modelo, é definido como sendo a esperanca a posteriori da deviance menos a deviance

calculada nos valores dos parametros estimados a posteriort,

Pp=. Q-y[D] - D( 9\;,[\’\2[) -

D — D(w). (7.8)

Utilizando estes conceitos, Spiegelhalter (2002), mostra que modelos podem ser com-

parados utilizado uma deviance information criterion definida como

DIC =D+ Pp = D(W + 2Pp. (7.9)

O DIC pode ser calculado durante o processo de estimacao dos parametros utilizando
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métodos MCMC monitorando os parametros estimados wsendo que, a cada iteracao do
processo calcula-se D(w. No final das iteragoes, basta tomar a média amostral dos valores
de D(w) menos a estimativa da deviance calculada usando as médias amostrais dos valores
simulados w

O modelo que possui o melhor ajuste é aquele que apresenta o menor valor de DIC.

7.3.2 Aplicagoes do DIC

Sao feitas duas aplicagoes do DIC. Os modelos e os dados foram os mesmos que os modelos
e os dados utilizados nas aplicagoes do fator de Bayes na secao 7.2.2.

Como na segao 7.2.2, sao feitas 50000 iteragoes com um descarte inicial de 500 valores e
com saltos de 10 em 10 foram selecionados os valores restantes. Os pardmetros sao gerados
e estimados através das distribuigoes condicionais (5.7), (5.8), (4.17) e (4.18) utilizando o

algoritmo Gibbs Sampling descrito na segao 4.5.2.

7.3.3 Resultados das aplicacoes do DIC

Utilizando (7.7), (7.8) e (7.9) obtemos os resultados expostos nas Tabelas 16 e 17.

Tabela 16: Resultados para aplicacao do DIC em bases nitrogenadas

Modelos | D | D(w | Pp | DIC
© 42,25 39,18 | 3,06 | 45,31
| 31,06 | 22,45 | 8,60 | 39,67

"3 35,72 | 30,43 | 5,29 | 41,01
T4 40,12 | 36,41 | 3,71 | 43,83

Na Tabela 16, temos na primeira coluna respectivamente os modelos sem mistura,
com duas componentes, com trés componentes e com quatro componentes. Na segunda
coluna temos as médias das deviances, a terceira coluna apresenta as deviances calculadas

para os valores médios estimados. Na quarta coluna temos o valor aproximado do niimero
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efetivo de pardmetros para cada modelo, e na quinta coluna temos os valores calculados
do DIC para cada um dos modelos.

Nesta Tabela temos os resultados do DIC' utilizando as proporgoes de bases nitroge-
nadas como observacoes. Temos que o melhor modelo é o modelo com duas componentes
pois é o que apresenta o menor valor de DIC, ou seja, 39,67 . Em seguida temos o modelo
com trés componentes com DIC igual a 41,01 seguido do modelo com quatro componentes
com um DIC igual a 43,83. O pior modelo é o modelo sem mistura apresentando um DIC

igual a 45,31.

Tabela 17: Resultados para aplicacao do DIC' em aminoéacidos

Modelos D D(w | Py | DIC
T 692,64 | 675,14 | 17,50 | 710,14
T 142,76 | 93,98 | 48,78 | 191,54

T 167,00 | 115,23 | 51,76 | 218,76
Ty 186,89 | 133,82 | 53,06 | 239,95

Na Tabela 17 temos os resultados do DIC utilizando as proporcoes de aminodcidos
como observacoes para os modelos utilizados. Temos que o melhor modelo é o modelo com
duas componentes, com DIC igual a 191,54. O segundo melhor modelo é o modelo com
trés componentes com um DIC igual a 218,76. Em seguida, com quatro componentes
temos um DIC igual a 239,95, e o pior modelo, com um DIC igual a 710,14, temos o
modelo sem mistura de distribuicoes.

Notamos que tanto na Tabela 16 quanto na Tabela 17, sem contar os modelos sem
mistura, obtivemos valores de Pp distante do nimero efetivo de pardmetros nos modelos.
Nos modelos sem mistura, e conseqiientemente sem varidveis latentes, a aproximacao de
Ppn é boa. A razao para isto pode estar na presenca das varidveis latentes no modelo
empregado.

Nesta dissertacao, todos os programas e graficos foram feitos no software estatistico

R que esta disponivel gratuitamente no site http://www.r-project.org/.
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Capitulo 8

Discussoes e Conclusoes

As proteinas sao componentes fundamentais para os seres vivos pois executam as mais
variadas funcoes que vao desde a formacao das estruturas celulares até o processamento
de materiais através de reacoes quimicas. Dada esta diversidade de fungoes, um aspecto
importante da pesquisa pés-genoma é identificar a funcao, ou funcoes, desempenhada
pelas proteinas. Esta funcao estd diretamente relacionada & forma estrutural da mesma,
que por sua vez estd relacionada a sua composicao. As proteinas sao compostas por
unidades bdsicas que sao os aminodcidos sendo que, estes aminodcidos sao codificados
pelas bases nitrogenadas. Temos que proteinas com composicao similar tendem a possuir
estruturas similares e, portanto, funcoes similares.

O foco da pesquisa aqui relatada é adaptar uma metodologia estatistica para identificar
proteinas com funcoes similares a partir de sua composi¢ao. A metodologia adapta o
modelo de mistura com varidveis latentes para usd-lo como identificacao de grupos de
proteinas similares.

No capitulo 6 desenvolvemos um estudo de simulacao para verificar a performance da
metodologia proposta. Neste estudo, medimos quao bem o modelo identifica proteinas
similares. Para tanto, propomos um indice de referéncia que mede a concordancia entre
a situagao real utilizada na geracao dos dados e a estimativa produzida pelo método.

Quando utilizamos seqiiéncias de bases nitrogenadas e, empregamos as proporgoes
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destas bases no modelo de mistura, os resultados obtidos sao bastante satisfatérios quando
temos seqiiéncias com comprimento igual ou maior que 1000 e com distribuicoes com
divergéncia igual ou maior que 0.04. Isto é comprovado no exemplo 5.1 na Tabela 7, onde
as estimativas encontradas para os parametros das distribui¢oes multinomiais do modelo
sao proximas das proporcoes com que as observacoes foram geradas. As estimativas das
ponderagoes exibidas na Tabela 8 expressam o fato de que uma componente que gere mais
observacoes tenha uma ponderacao maior. Com estes tipos de observacoes também temos
bons resultados na andlise de performance feitas no capitulo 6 exibida no caso 1.

Quando as proporg¢oes de aminodcidos que sao empregadas no modelo, os resultados
sao satisfatérios quando temos seqiiéncias com comprimento igual ou maior que 1000 e
com distribuicoes com divergéncia igual ou maior que 0.25. Na Tabela 9 do capitulo 5
temos que as estimativas dos parametros variam desde estimativas precisas até estima-
tivas nao tao boas, mas, de uma forma geral, nao apresentaram valores muito distantes
dos valores reais. Ja os valores das estimativas das ponderacoes exibidas na Tabela 10,
apresentaram resultados nao condizentes com o que se esperava, pois o método forneceu
uma ponderacao maior para a componente que gerou menos observacoes. Em relacao a
andlise de performance, os resultados obtidos foram semelhantes ao caso das seqiiéncias
de bases nitrogenadas sendo que, utilizando aminodcidos a separacao feita pelo modelo é
mais rdpida. Consideramos este resultado preliminar e estudos mais aprofundados devem
ser realizados no futuro para confirmar estes resultados e identificar suas causas.

No capitulo 7, aplicamos as técnicas de selecao de modelos fator de Bayes e DIC,
deviance information criterion, tanto para modelos onde as observagoes sao as proporgoes
de bases nitrogenadas quanto para modelos onde as observagoes sao as proporcgoes de
aminodcidos com o objetivo de estimar o nimero de componentes nos modelos. Nos
dois casos obtivemos resultados bastante satisfatérios nos modelos utilizados, ou seja, os
métodos de selecao de modelos conseguiram detectar o niimero de grupos funcionais de
proteinas na amostra submetida aos métodos.

O trabalho realizado nesta dissertacao tem como ponto positivo a aplicabilidade em
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situacoes reais. Em varios casos de pesquisas de curas para doencas ou de novos medica-
mentos as proteinas estao envolvidas. Existem situagoes onde nao se conhece a funcao
da proteina e se sabe apenas que determinado fragmento de sua estrutura é similar a
outra. Neste ambiente o modelo proposto pode ser um apoio relevante para encontrar
a funcao protéica. A idéia bésica é submeter um grupo de proteinas contendo proteinas
com funcoes desconhecidas juntamente a proteinas com fungoes conhecidas e estimar a

funcao das proteinas desconhecidas através do grupo a que sao atribuidas.
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