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Resumo

O objetivo deste trabalho foi investigar a quantidade mensal de dias desfavoráveis à dis-
persão de poluentes na atmosfera da região metropolitana de São Paulo (RMSP). Foram consi-
derados dois conjuntos de dados provenientes do monitoramento da qualidade do ar da RMSP:
(1) um contendo observações mensais das séries temporais do perı́odo anual e (2) outro con-
tendo observações mensais das séries temporais do perı́odo de maio a setembro. Foram uti-
lizadas duas classes de modelos: os Modelos Vetoriais Autorregressivos (VAR) e os Modelos
Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (GAMLSS), ressaltando que as técnicas
apresentadas nessa dissertação da classe VAR têm ênfase na modelagem de séries temporais
estacionárias e as da classe GAMLSS têm ênfase nos modelos para dados de contagem, sendo
eles: Delaporte (DEL), Binomial Negativa tipo I (NBI), Binomial Negativa tipo II (NBII), Pois-
son (PO), Poisson Inflacionada de Zeros (ZIP), Poisson Inversa Gaussiana (PIG) e Sichel (SI).
O modelo VAR foi utilizado apenas para o conjunto de dados (1), obtendo uma boa previsão
da quantidade mensal de dias desfavoráveis, apesar do ajuste ter apresentado resı́duos relati-
vamente grandes. Os GAMLSS foram utilizados em ambos conjuntos de dados, sendo que os
modelos NBII e ZIP melhor se ajustaram aos conjuntos de dados (1) e (2) respectivamente.
Além disso, realizou-se um estudo de simulação para compreender melhor os GAMLSS in-
vestigados. Os dados foram gerados de três diferentes distribuições Binomiais Negativas. Os
resultados obtidos mostraram que, tanto os modelos NBI e NBII como o modelo PIG, ajustaram
bem os dados gerados. As técnicas estatı́sticas utilizadas nessa dissertação foram importantes
para descrever e compreender o problema da qualidade do ar.

Palavras-chave: Modelo de séries temporais multivariado, modelos de regressão univariados
para dados de contagem, qualidade do ar, superdispersão.





Abstract

The aim of this study was to investigate the monthly amount of unfavourable days to pol-
lutant dispersion in the atmosphere on the metropolitan region of São Paulo (RMSP). It was
considered two data sets derived from the air quality monitoring on the RMSP: (1) monthly
observations of the times series of annual period and (2) monthly observations of the times
series of period form May to September. It was used two classes of models: the Vector Au-
toregressive models (VAR) and Generalized Additive Models for Location, Scale and Shape
(GAMLSS). The techniques presented in this dissertation was focus in: VAR class had empha-
sis on modelling stationary time series; and GAMLSS class had emphasis on models for count
data, like Delaporte (DEL), Negative Binomial type I (NBI), Negative Binomial type II (NBII),
Poisson (PO), inflated Poisson Zeros (ZIP), Inverse Poisson Gaussian (PIG) and Sichel (SI).
The VAR was used only for the data set (1) obtaining a good prediction of the monthly amount
of unfavourable days, although the adjustment had presented relatively large residues. The
GAMLSS were used in both data sets, and the NBII model had good performance to data set
(1), and ZIP model for data set (2). Also, it was made a simulation study to better understanding
of the GAMLSS class for count data. The data were generated from three different Negative
Binomial distributions. The results shows that the models NBI, NBII, and PIG adjusted well
the data generated. The statistic techniques used in this dissertation was important to describe
and understand the air quality problem.

Keywords: Multivariate time series model, univariate regression models for counting data, air
quality, over dispersion.
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3.1.2 Teste de raiz unitária . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 49

3.1.3 Teste de cointegração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50

3.1.4 Método de estimação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
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2.5 Decomposição da série dias com precipitação. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 30
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gressão NB. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 98

C.4 Resı́duos versus valores ajustados, resı́duos versus ı́ndices, estimativa do
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5.5 Valores do critério de informação - dados de maio a setembro, 2001 a 2010. . p. 71

5.6 Modelo de regressão NB estimado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 73

5.7 Modelo de regressão ZIP estimado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 74

5.8 Resumo dos quantis dos resı́duos para o ajuste do modelo de regressão NB. . p. 75

5.9 Resumo dos quantis dos resı́duos para o ajuste do modelo ZIP. . . . . . . . . p. 76

6.1 Resultado da simulação: dados 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 80



6.2 Resultado da simulação: dados 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 80

6.3 Resultado da simulação: dados 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 80

B.1 Valores dos critérios de informação - dados de jan/1999 a dez/2010. . . . . . p. 94
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Inversão (>500) quantidade mensal de inversão térmica com altitude (m)(>500).
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1 Introdução

A previsão da quantidade de dias por mês com alto nı́vel de poluição atmosférica é de

extrema importância para os órgãos públicos para adoção de medidas que ajudem a reduzi-la,

bem como medidas de proteção à saúde e o bem estar do Homem e do meio ambiente em geral.

Para determinar a concentração de poluentes presentes na atmosfera, a Companhia Ambien-

tal do Estado de São Paulo (CETESB) realiza um acompanhamento sistemático (um monitora-

mento) da qualidade do ar no Estado de São Paulo. Esse monitoramento viabiliza a elaboração

de diagnósticos da qualidade do ar e, consequentemente, de ações governamentais para o con-

trole das emissões de poluentes (CETESB, 2001-2012).

Em geral, as quantidades monitoradas pela CETESB relativas à qualidade do ar são

variáveis aleatórias discretas, as quais estão presentes em diversos problemas reais, sendo

possı́vel encontrar variáveis aleatórias discretas assimétricas com caracterı́sticas em co-

mum, tais como superdispersão, inflação de valores, longas caudas e truncamento (LORD;

WASHINGTON; IVAN, 2005). Em biologia, por exemplo, o número de uma determinada

espécie de planta que sofreu mutação em um perı́odo experimental é uma variável aleatória dis-

creta. Em educação, o número de educandos que melhoraram seu desempenho acadêmico em

um determinado perı́odo letivo é uma variável aleatória discreta. Um fator relevante presente

nesse tipo de estudo é o tempo. Para estas observações, a estrutura temporal deve ser levada em

conta.

Há diferentes propostas na literatura para a modelagem de séries temporais de contagem.

West, Harrison e Migon (1985) e Sims e Zha (1998) propuseram os Modelos Dinâmicos Baye-

sianos Generalizados para modelagem de dados de contagem com estrutura temporal. Até onde

se sabe, os primeiros trabalhos em modelagem de séries temporais periódicas são Jones e Brels-

ford (1967), Pagano (1978) e Troutman (1979), que analisaram as principais propriedades dos

Modelos Univariados Periódicos Autorregressivos (PAR).

A classe de Modelos Vetoriais Autorregressivos Clássica (VAR) foi introduzida por Sims

(1980). Desde então, essa classe de modelos passou a ser frequentemente utilizada para descre-
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ver o comportamento dinâmico de séries temporais econômicas e financeiras, por possibilitar a

incorporação da relação de cointegração1 entre duas ou mais séries integradas de mesma ordem

e pela boa previsão do comportamento futuro, a curto e a médio prazo, de séries temporais in-

terrelacionadas (HAMILTON, 1994; CHATFIELD, 2004). Segundo Ursu e Duchesne (2008), a

estrutura VAR é uma importante classe de modelos adequada para séries temporais de diferentes

áreas de pesquisa, como climatologia e hidrologia.

Um segundo fator relevante é a presença de superdispersão, também conhecida como extra-

variação. Em dados de contagens é usual a escolha da distribuição de probabilidade Poisson,

que tem média e variância iguais e considera que as observações da variável resposta tem taxa

constante de incidência entre unidades individuais. Todavia, em estudos envolvendo dados de

contagem, de diferentes áreas de pesquisa, é usual ter uma elevada superdispersão nos dados

quando comparado ao esperado em um modelo de Poisson.

A incidência de superdispersão pode, por exemplo, estar relacionada à área de estudo,

ao processo de coleta dos dados, à correlação entre respostas individuais, à presença de

observações discrepantes, às variáveis explicativas importantes e/ou a termos de interação omi-

tidos (CORDEIRO; DEMÉTRIO, 2008; MCELDUFF, 2012).

A distribuição de probabilidade Binomial Negativa tem sido amplamente utilizada para

a modelagem de dados de contagem superdispersos (LORD; MANNERING, 2010; LORD;

GEEDIPALLY, 2011; LEE et al., 2002; MCCULLAGH; NELDER, 1989; HILBE, 2011a). No

entanto, essa distribuição pode não ser apropriada para modelar dados com longas caudas e/ou

valores inflacionados. Uma alternativa são as distribuições de probabilidade Delaporte, Poisson

Inversa Gaussiana, Poisson Inflacionada de Zeros e Sichel. Em recentes trabalhos, diferentes

modelos foram propostos, fundamentados na estrutura dos Modelos Lineares Generalizados

(GLMs). Por exemplo, o Modelo Conway-Maxwell-Poisson é uma extensão da distribuição de

Poisson (CORDEIRO; RODRIGUES; CASTRO, 2012).

Um terceiro fator relevante é a inflação de valores, isto é, um excesso de um particular

valor, no qual o mais comum é o excesso de zeros. Usualmente não é adequado o uso de

distribuições discretas comuns para análise de dados de contagem com inflação de zeros. Desta

forma, foi proposta uma classe de Modelos Inflacionados de Zero. Entre os modelos perten-

centes a essa classe, está o Modelo de Poisson Inflacionado de Zero introduzido por Lambert

(1992). No entanto, essa estrutura vem sendo alvo de discussões e crı́ticas devido aos seus

problemas metodológicos (LEE et al., 2002; LORD; WASHINGTON; IVAN, 2005; HUDSON;

1As séries são cointegradas se duas ou mais séries são individualmente integradas, mas algumas das suas
combinações lineares tem uma ordem baixa de integração (MARGARIDO, 2004; HATEMI, 2008).
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KIM; KEATLEY, 2011; LORD; WASHINGTON; IVAN, 2007).

Para melhor compreender as distribuições de probabilidade Poisson, Binomial Negativa,

Delaporte, Poisson Inflacionada de Zeros, Poisson Inversa Gaussiana e Sichel, que perten-

cem aos GAMLSS, realizou-se um estudo de simulação com dados gerados de três diferentes

distribuições Binomiais Negativa por meio de três diferentes algoritmos.

A motivação deste trabalho surgiu do interesse em analisar a quantidade mensal de dias

desfavoráveis à dispersão de poluentes na atmosfera, que é uma série temporal discreta, com

excesso de zeros, monitorada pela CETESB. Utilizou-se os modelos das classes VAR com o

propósito de prever o comportamento futuro do evento e os modelos GAMLSS para verificar a

relação das covariáveis com a variável resposta de interesse.

1.1 Objetivos e justificativa

Busca-se neste trabalho identificar e compreender a natureza da série temporal referente à

qualidade do ar na região de São Paulo. Tal compreensão dos dados, poderá auxiliar a tomada de

decisões por órgãos públicos com intuito de melhorar a qualidade do ar. Além disso, pretende-

se entender melhor a caracterı́stica de cada um dos modelos mencionados das classes VAR e

GAMLSS, tentando identificar suas qualidades e ineficiências.

1.1.1 Objetivos Especı́ficos

(i) Apresentar, descrever e caracterizar as estruturas VAR e GAMLSS, destacando seus

métodos de estimação e análises de diagnóstico inerentes à análise de regressão.

(ii) Identificar a natureza das séries temporais estudadas provenientes do monitoramento da

qualidade do ar da RMSP mediante o emprego de técnicas estatı́sticas de análises descri-

tivas e de análises inferenciais;

(iii) Analisar as previsões do comportamento futuro da série temporal de contagem de inte-

resse, obtidas do ajuste do modelo de previsão da classe VAR;

(iv) Identificar e analisar o modelo que melhor se ajusta à série temporal de contagem de

interesse entre os modelos para dados de contagem da classe GAMLSS propostos;

(v) Avaliar os modelo GAMLSS propostos por meio de um estudo de simulação.
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1.2 Suporte computacional

As análises estatı́sticas realizadas neste trabalho, apresentações gráficas, medidas resumo,

testes de hipóteses e estimativas de parâmetros foram feitas no software estatı́stico (R Develop-

ment Core Team (2009)).

Os modelos VAR estão implementados nos pacotes MSBVAR e vars, os quais contém

funções para a estimação dos parâmetros dos Modelos Vetoriais Autorregressivos Clássicos

(VAR) e dos Modelos Vetoriais Autorregressivos Bayesianos (BVAR), além de outras funções

relacionadas aos modelos VAR e BVAR (Brandt e Appleby (2007)).

Os modelos GAMLSS estão disponı́veis em seis pacotes: gamlss, gamlss.cens,

gamlss.dist, gamlss.mx, gamlss.nl, gamlss.tr que possibilitam o ajuste de mais de cin-

quenta distribuições diferentes, tais como distribuições de misturas finitas, distribuições trunca-

das, modelos não lineares e distribuições para variável resposta censurada (RIGBY; STASINO-

POULOS, 2007).

1.3 Descrição geral da dissertação

Esta dissertação está dividida em sete capı́tulos.

No Capı́tulo 2 é introduzido o problema da qualidade do ar, são descritos dois conjuntos

de dados reais e são analisadas as medidas descritivas, os testes de hipóteses e os gráficos das

variáveis investigadas.

Nos capı́tulos 3 e 4 são abordadas as questões conceituais que dão suporte para modelagem

do evento de interesse, os métodos de estimação e de análises de diagnóstico referentes às

estruturas VAR e GAMLSS.

No Capı́tulo 5 é apresentado os resultados e análises das aplicações dos métodos descritos

nos capı́tulos 3 e 4 aos dados previamente apresentados no Capı́tulo 2.

No Capı́tulo 6 é descrito o estudo de simulação para os modelos estudados da classe

GAMLSS.

No Capı́tulo 7 são apresentadas as conclusões pertinentes e possibilidades de trabalhos

futuros.
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2 Apresentação do problema e análise
descritiva

2.1 Qualidade do ar

O problema da poluição atmosférica não é recente e nem de total responsabilidade do Ho-

mem. A própria natureza durante milhares de anos vem lançando gases e materiais particulados

originários de atividades vulcânicas e tempestades, dentre outras fontes naturais de poluição.

Normalmente a própria atmosfera é responsável pela dispersão dos poluentes, misturando-os

eficientemente num grande volume de ar, o que contribui para que a poluição fique em nı́veis

aceitáveis na maior parte do tempo. A dispersão dos poluentes atmosféricos depende tanto da

topografia quanto das condições meteorológicas locais.

Com o crescimento do número de frotas de veı́culos automotores e indústrias, principal-

mente nos grandes centros urbanos, os nı́veis de poluição atmosférica nas regiões metropolita-

nas aumentaram significativamente (JERRETT et al., 2005; CETESB, 2001-2012). O ozônio1,

por exemplo, destaca-se atualmente como o poluente com maior número de ultrapassagens do

padrão, por diversas vezes tendo ultrapassado o valor de 200 µg/m3, o que determina a má

qualidade do ar, sendo que o nı́vel máximo aceitável para esse poluente é de 160 µg/m3. Ele é

um gás que se encontra em boa parte da atmosfera, mas nas camadas mais baixas da atmosfera

(superfı́cie) ele é gerado a partir da formação de bolhas de poluição emitidas da superfı́cie que

reagem com a radiação solar. Para os nı́veis entre 101 µg/m3 a 150 µg/m3 (moderados) do

gás concentrado na atmosfera, é recomendado as pessoas a diminuição de exercı́cios fı́sicos pe-

sados ao ar livre ao amanhecer, principalmente para pessoas com doenças pulmonares, idosos

e crianças. O ozônio é capaz de modificar tanto o equilı́brio ambiental de ecossistemas como

a bioquı́mica das plantas, podendo provocar prejuı́zos econômicos significativos na produção

1O ozônio é um gás com efeitos tóxicos e altamente oxidante e é formado na atmosfera da reação entre os com-
postos orgânicos voláteis (COVs) e óxidos de nitrogênio (NOx) em presença de luz solar para x = {1,2}. Os NOx
são lançados na atmosfera por meio de processos de combustão (veicular e industrial) e os compostos orgânicos
voláteis são emitidos por meio de processos evaporativos, da queima incompleta de combustı́veis automotivos e
em processos industriais (CETESB, 2002)
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agrı́cola, reduzindo a safra de forma discreta. Devido a esses motivos, tem-se discutido medidas

para tentar evitar altas concentrações de ozônio na superfı́cie, apesar de o ozônio ser o único

poluente que apresenta suas maiores concentrações no perı́odo compreendido fora dos meses

de maio a setembro, devido a necessidade da luz solar para poder reagir. Nesse perı́odo do

ano há diminuição de ocorrência de inversões térmicas em baixas altitudes (Seção 2.3), ventos

com altas velocidades e altos ı́ndices de precipitação pluviométrica, fatores que favorecem a

dispersão dos poluentes atmosféricos (CETESB, 2002; LIRA et al., 2012).

A Tabela 2.1 mostra os ı́ndices e classificações dos poluente atmosféricos assim como os

ı́ndices de qualidade do ar adotados pela CETESB.

Tabela 2.1: Estrutura do ı́ndice da qualidade do ar. Fonte: http: // www. fepam. rs. gov.

br/ qualidade/ iqarpop. htm.

A modelagem da quantidade mensal de dias desfavoráveis à dispersão de poluentes na

atmosfera deve ser realizada de forma coerente, de modo que as experiencias de outros pesqui-

sadores na análise de eventos relacionados ao problema da qualidade do ar sirvam como guia na

escolha de métodos e de variáveis explicativas relevantes. Camalier, Cox e Dolwick (2007) uti-

lizaram as técnicas dos Modelos Lineares Generalizados (GLMs) para modelar a relação entre

parâmetros meteorológicos e o ozônio, Medeiros e Gouveia (2005) empregaram as técnicas de
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Regressão Linear e Regressão Logı́stica para analisar se há relação entre o efeito da exposição

materna à poluição do ar com o baixo peso dos bebês ao nascer e Jerrett et al. (2005) analisou

o efeito provocado em indivı́duos saudáveis expostos à poluição do ar da área urbana mediante

o emprego de seis diferentes modelos: (i) Modelos de Regressão para Superfı́cie2; (ii) Modelos

de Aproximação3; (iii) Modelos Estatı́sticos de Interpolação4; (iv) Modelos de Dispersão Li-

near5; (v) Modelos Meteorológicos de Emissão Integrada (IME), os Modelos Meteorológicos e

os Modulares Quı́micos6; e (vi) Modelos Hı́bridos7.

Na Figura 2.1 é ilustrado os totais de observações do perı́odo de maio a setembro dos anos

2002 a 2011 da variável dias desfavoráveis à dispersão de poluentes na atmosfera. Nota-se uma

tendência crescente a partir de 2005, em 2008 uma queda e um retorno do crescimento em 2009.

Em diversos momentos, nota-se que os valores observados estão acima da média dos últimos 10

anos. No ano de 2011, houve a ocorrência de 56 dias desfavoráveis no perı́odo, fato semelhante

ao ocorrido em 2008 e 2010, com 59 dias desfavoráveis. A maioria dos dias desfavoráveis ocor-

reram nos meses de junho e julho, em dias com ocorrências de altas porcentagens de calmaria8

e ausência de precipitação pluviométrica (CETESB, 2001-2012).

Figura 2.1: Número de dias desfavoráveis à dispersão de poluentes na RMSP (maio a setembro).

Fonte: CETESB (2001-2012).

Em 1986 o Governo Federal fundou o Programa de Controle de Poluição do Ar por

2Os modelos de regressão para superfı́cie procuram predizer a concentração de poluição do ar em uma região
próxima à superfı́cie e caracterizar o seu tráfico.

3Os modelos de aproximação utilizam de medidas de proximidade do indivı́duo em relação às fontes poluidoras.
Esses modelos auxiliam na identificação da relação entre a poluição do ar e a ocorrência de doenças em populações
expostas a fontes poluidoras.

4Os modelos estatı́stico de interpolação são baseados em técnicas estatı́sticas determinı́sticas e estocásticas.
5Os modelos de dispersão linear frequentemente consideram equações Gaussianas (BELLANDER et al., 2001).

Esses modelos admitem suposições sobre os processos determinı́sticos, utilizam de dados de emissão de poluentes,
de informações sobre as condições meteorológicas e sobre a topografia local para a estimação da concentração de
poluição do ar.

6IME são conjuntamente associados para simulação dinâmica de poluição atmosférica.
7Os modelos hı́bridos combinam o monitoramento pessoal ou local com métodos frequentemente utilizados

para estimar a exposição à poluição do ar.
8Calmaria é um fenômeno que ocorre nos dias com baixa velocidade média do vento, isto é, velocidade média

de aproximadamente 1,5 m/s.
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Veı́culos Automotores (Proconve). O Proconve estabelece um cronograma de redução gradual

de emissões de poluentes para veı́culos leves e pesados. Já a CETESB, além do monitoramento,

também procura medidas para a melhoria da qualidade do ar no estado de São Paulo, como

rodı́zio de veı́culos, incentivo do uso de bicicletas como meio de transporte e desenvolvimento

de novos combustı́veis menos tóxicos (CETESB, 2001-2012).

2.2 Monitoramento da qualidade do ar no estado de São
Paulo

O monitoramento da qualidade do ar no estado de São Paulo é realizado pela CETESB.

As observações das séries temporais provenientes desse monitoramento se encontram dis-

ponı́veis no endereço eletrônico http://www.cetesb.sp.gov.br/ar/qualidade-do-

ar/31-publicacoes-e-relatorios.

Os métodos selecionados para monitorar as variáveis relacionadas à qualidade do ar depen-

dem de diversos fatores, como (i) recursos disponı́veis, (ii) nı́veis de poluição e (iii) tipos de

poluentes.

2.3 Descrição das variáveis

Segue abaixo a descrição das variáveis utilizadas neste trabalho (CETESB, 2001-2012;

AHRENS, 2009):

Variável resposta:

Desfav: variável quantitativa discreta, quantidade mensal de dias desfavoráveis à dis-

persão de poluentes na atmosfera, segundo critérios adotados pela CETESB.

Variáveis meteorológicas:

Chuva: variável quantitativa contı́nua, quantidade mensal de precipitação pluviométrica

em milı́metros obtida pelo pluviômetro da estação Mirante de Santana.

Dias: variável quantitativa discreta, quantidade mensal de dias com precipitação plu-

viométrica.

Frentes frias: variável quantitativa discreta, quantidade mensal de sistemas frontais, ou

seja, quantidade de massa de ar frio que avançou sob uma massa de ar quente.
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Med.umid: variável quantitativa contı́nua, porcentagem de umidade relativa do ar, ou

seja, quantidade de água presente na parcela de ar pela quantidade de água que cabe

na parcela de ar. As observações foram medidas às 15 horas, horário do dia em que,

geralmente, a porcentagem de umidade relativa do ar apresenta seus valores mais

baixos.

Inversão térmica: variável quantitativa discreta, quantidade de inversão térmica para três

faixas de altitude em metros: IB: (0-200), IM:(201-500) e IA:(> 500). A inversão

térmica é caraterizada quando a temperatura do ar aumenta com a altitude e, como

o ar frio é mais denso do que o ar quente, os movimentos ascendentes não ocorrem

com facilidade e a poluição na superfı́cie não se dispersa, marcando assim uma

atmosfera estável. Esse fenômeno ocorre com maior frequência durante a noite e ao

amanhecer, isto é, perı́odos do dia em que a Terra não está bem aquecida pelo Sol.

A Figura 2.2 ilustra tal fenômeno.

Figura 2.2: Fenômeno natural da inversão térmica. Fonte: http: // ambiente. hsw. uol.

com. br/ inversao-termica. htm .

Variável poluente:

Dias O3: variável quantitativa discreta, quantidade mensal de dias com ultrapassagens do

padrão (160 µg/m3- uma hora) para ozônio estabelecido pela Lei Estadual 8.468,

de 1976. O tempo máximo médio de amostragem do poluente é de oito horas por

dia.
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2.4 Descrição dos conjuntos de dados

As caracterı́sticas dos dois conjuntos de dados usados neste trabalho são descritas nesta

seção. O motivo pelo o qual se analisou dois conjuntos de dados estava no interesse em in-

cluir no estudo a variável porcentagem de umidade relativa do ar disponı́vel diariamente nos

relatórios da CETESB no perı́odo de maio a setembro. No entanto, as demais variáveis ana-

lisadas estão disponı́veis mensalmente no perı́odo de janeiro a dezembro. Nesta dissertação a

maioria das variáveis são meteorológicas, pelo fato das observações da variável resposta e da

maioria das variáveis meteorológicas estarem disponı́veis mensalmente. Não foram incluı́das

neste estudo as observações dos poluentes pelo fato de estarem disponı́veis anualmente nos

relatórios da CETESB (CETESB, 2001-2012).

2.4.1 Conjunto de dados referente ao perı́odo de janeiro a dezembro

O primeiro conjunto de dados consiste de 144 observações mensais do perı́odo de janeiro

de 1999 a dezembro de 2010 de 8 das variáveis descritas na Seção 2.3 (todas as variáveis

descritas, excluindo a variável porcentagem de umidade relativa do ar). Nesse conjunto de

dados foram identificadas 25 observações faltantes na variável quantidade de inversões térmicas,

sendo que 24 delas pertenciam à faixa de (0-200) e uma à faixa de (201-500). Para conduzir

adequadamente a estimação dos dados faltantes, compreendeu-se o processo de modo a utilizar

um método de imputação de dados em que proporciona-se estimativas próximas aos valores

esperados. O método de imputação de dados foi o usualmente utilizado por pesquisadores da

área da Meteorologia, que consiste em fazer a média aritmética do respectivo mês anterior com

a do respectivo mês posterior ao mês faltante. No restante do texto este conjunto de dados é

referenciado por Dados 1.

2.4.2 Conjunto de dados referente ao perı́odo de maio a setembro

O segundo conjunto de dados contém 50 observações mensais do perı́odo de maio a setem-

bro de 2001 a 2010 de todas as variáveis descritas na Seção 2.3. Para incluir nesse conjunto

de dados a variável porcentagem de umidade relativa do ar, foram consideradas as suas media-

nas mensais e o ano de 2008 foi estimado utilizando o método de imputação de dados descrito

na Seção 2.4.1, ou seja, foi calculada a média aritmética das medianas dos respectivos meses

de 2007 com os respectivos meses de 2009. No restante do texto este conjunto de dados é
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referenciado por Dados 2.

2.5 Análise descritiva

Nesta seção são apresentadas as análises descritivas, gráficas e inferenciais das observações

das variáveis dos dois conjuntos de dados. Inicialmente foi realizada uma análise descritiva

unidimensional das séries com o intuito de caracterizar a amostra. Por meio de gráficos da

decomposição das séries, são ilustrados os comportamentos das séries ao longo do tempo para

identificar a presença de componente de tendencia e/ou de sazonalidade. A seguir, temos os

gráficos bidimensionais, os coeficientes de correlação linear de Pearson e os coeficientes de

correlação de postos de Spearman e de Kendall, para verificar a existência de relação linear e/ou

relação monótona entre duas variáveis (Seção A.4). Para verificar normalidade, não estaciona-

riedade devido à presença de raiz unitária e diagnosticar a multicolinearidade foram realizados

o teste de Shapiro-Wilk (SW), o teste Dickey-Fuller Aumentado (ADF) e o Fator de Inflação da

Variância (VIF), respectivamente.

2.5.1 Análise unidimensional

Para análise unidimensional das séries são desenhados três diferentes gráficos. Primeira-

mente observa-se as figuras 2.3 a 2.11, os gráficos das séries em questão. Para todos os gráficos

foram considerados o conjunto Dados 1, exceto para umidade relativa do ar que é disponı́vel

apenas no conjunto Dados 2.

Analisando-se os gráficos de decomposição das séries, figuras 2.3 a 2.11, descarta-se a

hipótese de existência de componente de tendência, por elas apresentarem comportamentos

aleatórios. No entanto, suspeita-se da existência de um componente sazonal associado ao ano.

Essa suspeita é confirmada pelos gráficos Boxplots, em que são agrupadas as observações men-

salmente, figuras 2.12 a 2.20.
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Figura 2.3: Decomposição da série dias desfavoráveis.

Figura 2.4: Decomposição da série precipitação pluviométrica.

Figura 2.5: Decomposição da série dias com precipitação.
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Figura 2.6: Decomposição da série frentes frias.

Figura 2.7: Decomposição da série inversão térmica (0-200) metros de altitude.

Figura 2.8: Decomposição da série inversão térmica (201-500) metros de altitude.
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Figura 2.9: Decomposição da série inversão térmica (> 500) metros de altitude.

Figura 2.10: Decomposição da série dias com ultrapassagem do padrão para O3.
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Figura 2.11: Decomposição da série porcentagem mediana de umidade relativa do ar.

Figura 2.12: Gráfico linear e Boxplot da série dias desfavoráveis.

Figura 2.13: Gráfico linear e Boxplot da série precipitação pluviométrica.
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Figura 2.14: Gráfico linear e Boxplot da série dias com precipitação.

Figura 2.15: Gráfico linear e Boxplot da série frente fria.

Figura 2.16: Gráfico linear e Boxplot da série inversão térmica (0-200) metros de altitude.

Figura 2.17: Gráfico linear e Boxplot da série inversão térmica (201-500) metros de altitude.
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Figura 2.18: Gráfico linear e Boxplot da série inversão térmica (> 500) metros de altitude.

Figura 2.19: Gráfico linear e Boxplot da série dias com ultrapassagem do padrão para O3.

Figura 2.20: Gráfico linear e Boxplot da série porcentagem mediana de umidade relativa do ar.

As figuras 2.3 a 2.11 podem ser obtidas no R através dos comandos:

R > variavel.ts <- ts(dados[,k], st=1999, fr=12)

R > variavel.decomp <- decompose(variavel.ts, type = c("additive",

"multiplicative"), filter = NULL)

R > plot(variavel.decomp)
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em que k é a k-ésima variável com k = 1, . . . ,9. Enquanto que as figuras 2.12 a 2.20 podem ser

obtidas no R através dos comandos:

R > par(mfrow=c(1, 2))

R > plot(aggregate(variavel.ts),xlab="Anos",ylab="variavel.ts")

R > boxplot(variavel.ts ~ cycle(variavel.ts), xlab="Meses",

ylab="variavel.ts")

O gráfico linear da variável resposta, Figura 2.12, descreve bem o problema do inverno de

2008 e 2010. Esses anos apresentaram as maiores quantidades de dias desfavoráveis à dispersão

de poluentes primários dos últimos 10 anos, com a ocorrência de 59 dias desfavoráveis somente

no perı́odo de maio a setembro.

Em alguns anos as séries tiveram uma variabilidade maior devido à presença de picos. Para

confirmar a presença de heterocedasticidade, desenhou-se um gráfico de dispersão da média

pelo desvio padrão de cada ano da variável resposta, identificando uma associação linear po-

sitiva que confirma a suposição descrita anteriormente, Figura 2.21. O código utilizado em R

foi

R > y <- matrix(dados[, k], 12)

R > medias <- apply(y, 2, mean)

R > desvios <- apply(y, 2, sd)

R > plot(medias,desvios)

Figura 2.21: Médias por desvio padrão anuais para quantidade de dias desfavoráveis.

A frequência do evento de interesse é significativamente maior nos meses de maio a se-

tembro comparado-se aos demais meses do ano, de maneira que a diferença entre a média do

perı́odo de maio a setembro com a média do perı́odo anual é de 141% (tabelas 2.2 e 2.3).
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Tabela 2.2: Medidas resumos do conjunto Dados 1.

Mı́nimo 1Q. Mediana Média 3Q. Máximo σ̂

Dias desfavoráveis 0 0 0 3.63 7 21 5.23

Chuva 0 50.02 107.70 135.59 189.78 607.90 110.70

Dias com chuva 0 7 11 11.01 16 26 5.54

Frentes frias 2 4 5 5.03 6 8 1.22

Inversão (0-200) 0 1 3 3.90 6 17 3.68

Inversão (201-500) 0 6 8 8.33 10 18 3.26

Inversão (>500) 3 11 15 16.30 21 36 7.03

Dias com ultr. O3 0 2 5 5.60 8.25 23 4.61

Tabela 2.3: Medidas resumos do conjunto Dados 2.
Mı́nimo 1Q. Mediana Média 3Q. Máximo σ̂

Dias desfavoráveis 0 6 9 8.78 12.5 21 5

Chuva 0 16.75 42.40 55.04 84.65 199 46.32

Dias com chuva 0 4 6.5 6.70 9 16 3.90

Frentes frias 3 4 5 4.74 5 7 1.05

Inversão (0-200) 1 4 6.5 6.84 9 17 3.91

Inversão (201-500) 5 7.25 10 9.92 12 16 2.79

Inversão (>500) 3 12 16 17.3 21.75 32 7.21

Dias com ultr. O3 0 0 2 2.88 4 17 3.71

Med.porc.umidade 39 45.25 51.25 51.76 55.88 70 7.80

Pelas figuras 2.22 e 2.23, vê-se que os dias desfavoráveis, chuva, inversão térmica com alti-

tude entre (0-200) em metros e dias com ultrapassagem do padrão para o ozônio são assimétricas

positivas. Nota-se que apenas a variável dias desfavoráveis e a variável inversão térmica com

altitude entre (0-200) em metros apresentaram diferenças significativas com relação às suas res-

pectivas distribuições para os conjunto Dados 1 e Dados 2. Com relação à variável porcentagem

de umidade relativa do ar não foi possı́vel a comparação devido a falta das suas observações para

o perı́odo de jan/1999 a dez/2010.
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Figura 2.22: Histogramas para as variáveis do conjunto Dados 1.

Figura 2.23: Histogramas para as variáveis do conjunto Dados 2.

O código R para obter as figuras 2.22 e 2.23 foi

R > dest <- density(dados$variável, na.rm = TRUE)

R > int <- hist(dados$variável, plot = FALSE)

R > hist(dados$variável, xlim = range(int$breaks, dest$x),

ylim = range(int$density,dest$y), xlab = "variável",

ylab = "densidade", freq = FALSE)

R > box()

2.5.2 Análise bidimensional

Para análise bidimensional das séries são interpretados os gráficos de dispersão e os coefi-

cientes de correlação linear de Pearson, de postos de Spearman e de Kendall. Nota-se que há

moderada relação linear entre a dias desfavoráveis versus dias com precipitação e entre a dias

desfavoráveis versus inversão térmica com altitude entre (0-200) em metros (figuras 2.24 e 2.25

e Tabela 2.4).
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Figura 2.24: Diagramas de dispersão para Dados 1.
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Figura 2.25: Diagramas de dispersão para Dados 2.

O código R para obter as figuras 2.24 e 2.25 foi

R > nomes <- c("Y", "Chuva", "Dias", "FF", "ITB",

"ITM", "ITA", "DiasO3", "Med_umidade")

R > pairs(dados, pch=16, labels = nomes, main="Matriz de dispersao")
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Tabela 2.4: Coeficientes de correlação de Pearson, Spearman e Kendall.

Pearson p-valor Spearman p-valor Kendall p-valor

Y versus Chuva -0.53 <0.01 -0.68 <0.01 -0.52 <0.01

Y versus Dias com chuva -0.69 <0.01 -0.74 <0.01 -0.58 <0.01

Y versus Frentes frias -0.20 0.02 -0.15 0.065 -0.13 0.059

Y versus Inversão (0-200) 0.82 <0.01 0.81 <0.01 0.69 <0.01

Y versus Inversão (201-500) 0.36 <0.01 0.44 <0.01 0.34 <0.01

Y versus Inversão (>500) 0.08 0.33 0.12 0.15 0.09 0.14

Y versus Dias com ultr. O3 -0.42 <0.01 -0.51 <0.01 -0.39 <0.01

Y versus Med.porc.umidade -0.008 0.95 -0.05 0.72 -0.03 0.79

O código R para obter os coeficientes de correlação de Pearson, Spearman e Kendall é

R > cat("\n Y x variável")

R > cor.test(dados[,i], dados[,k], method = "pearson")

R > cor.test(dados[,i], dados[,k], method = "kendall")

R > cor.test(dados[,i], dados[,k], method = "spearman")

em que, i,k = 1, . . . ,9.

Para a construção dos gráficos de efeito nas Figuras 2.26 a 2.28 foi considerado o ajuste do

modelo Binomial Negativo (mais detalhes são apresentados no Capı́tulo 5), o conjunto Dados

1 e a série umidade relativa do ar do conjunto Dados 2. Em particular, nota-se que as variáveis:

precipitação pluviométrica, dias com precipitação, frentes frias, inversão térmica(> 500) e dias

com ultrapassagem do padrão para o ozônio apresentam uma associação inversamente proporci-

onal com relação à variável dias desfavoráveis. Uma associação diretamente proporcional pode

ser vista entre a variável dias desfavoráveis e a variável inversão térmica com altitude entre (0-

200) em metros, e entre a variável dias desfavoráveis e a variável inversão térmica com altitude

entre (201-500) em metros.
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Figura 2.26: Efeito de precipitação, dias com precipitação e frentes frias, respectivamente,

versus dias desfavoráveis.

Figura 2.27: Efeito de inversão térmica (0-200), inversão térmica (201-500) e inversão térmica

(>500), respectivamente, versus dias desfavoráveis.

Figura 2.28: Efeito de dias com ultrapassagem do padrão para o ozônio e porcentagem de

umidade relativa do ar, respectivamente, versus dias desfavoráveis.

O código R para obter as figuras 2.26 a 2.28 foi

R > library(dismo)

R > library(effects)

R > library(pscl)
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R > modelo <- glm.nb(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, link = "log",

data=dados)

R > plot(effect("Xi", modelo, ylevels=list(Y = 0:20)), multiline=TRUE,

xlab= "Xi", ylab= "Y", rug=FALSE)

em que dados é o conjunto de dados, Y é a variável resposta e Xi é a i-ésima covariável, para

i = 1, . . . , p.

O ozônio apresenta seus maiores ı́ndices quando há maior frequência de luz solar (prima-

vera e verão). Porém, na primavera e no verão os fenômenos que auxiliam na dispersão de

poluentes ocorrem com maior frequência, o que justifica a associação inversamente proporci-

onal entre as variáveis dias desfavoráveis e dias com ultrapassagem do padrão para o ozônio,

Figura 2.28.

A variável resposta e a porcentagem de umidade relativa do ar possuem alguma associação

com a variável precipitação pluviométrica, mas não estão associadas entre si, Figura 2.28 (AH-

RENS, 2009).

2.5.3 Análise Inferencial

Para análise inferencial das séries realizou-se o teste de Shapiro-Wilk (SW), o teste Dickey-

Fuller Aumentado (ADF) e calculou-se o Fator de Inflação da Variância (VIF).

Segundo o SW, podemos concluir que há evidências para rejeitarmos a hipótese de nor-

malidade das séries (p− valor 6 0.03), com exceção da série inversão térmica com altitude

entre (201-500) em metros (valor-p = 0.23). Segundo o ADF, podemos concluir que não há

evidências para rejeitar a hipótese de estacionariedade das séries (p− valor < 0.01), Tabela

2.5.

Nota-se que em ambos os conjuntos de dados pelo menos uma das séries analisadas não

segue uma distribuição normal. No caso quando todas as séries analisadas são individualmente

normais, seguimos com um teste de normalidade multivariada. Neste caso, podemos afirmar

que nos conjuntos de dados Dados 1 e Dados 2 não há normalidade multivariada.

A estacionariedade das séries foi testada com o propósito de utilizar o modelo VAR para

séries estacionarias.
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Tabela 2.5: Teste de normalidade e teste de raiz unitária - Dados 1.
Teste Shapiro-Wilk p-valor Teste ADF p-valor

Dias desfavoráveis 0.73 <0.01 8.19 0.01

Chuva 0.91 <0.01 8.56 0.01

Dias com chuva 0.98 0.03 8.84 0.01

Frentes frias 0.93 <0.01 4.34 0.01

Inversão (0-200) 0.83 <0.01 8.01 0.01

Inversão (201-500) 0.99 0.23 6.12 0.01

Inversão (>500) 0.96 <0.01 5.4 0.01

Dias com ultr. O3 0.92 <0.01 5.98 0.01

No caso dos dados de maio a setembro, podemos concluir que não há evidências para re-

jeitarmos a hipótese de normalidade das séries (0.07 6 p− valor 6 0.97), com exceção da

série dias com ultrapassagem do padrão para o ozônio (valor− p = 0.02). Para quatro delas,

sendo: dias com precipitação, frentes frias, inversão térmica(> 500) e porcentagem mediana de

umidade relativa do ar, podemos concluir que há evidências para a rejeitar hipótese de estacio-

nariedade das séries (0.11 6 p− valor 6 0.9), Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Teste de normalidade e teste de raiz unitária - Dados 2.
Teste Shapiro-Wilk p-valor Teste ADF p-valor

Dias desfavoráveis 0.07 0.97 -4.2 0.01

Chuva 0.15 0.2 -3.9 0.02

Dias com chuva 0.13 0.4 -3.2 0.11

Frentes frias 0.18 0.07 -3.0 0.15

Inversão (0-200) 0.14 0.43 -3.9 0.02

Inversão (201-500) 0.13 0.35 -4.2 0.01

Inversão (>500) 0.12 0.42 -2.4 0.43

Dias com ultr. O3 0.22 0.02 -4.6 0.01

Med.porc.umidade 0.08 0.89 -1.2 0.9

O código R para obter os testes SW, ADF é

R > shapiro.test(variável)

R > library(tseries)

R > adf.test(variável)



45

Analisando os valores do VIF, podemos concluir que não há problema de multicolineari-

dade nos conjuntos Dados 1 e Dados 2, isto é, os valores obtidos do VIF são inferiores a dez

(tabelas 2.7 e 2.8).

Tabela 2.7: Diagnóstico de multicolinearidade - Dados 1.

Tolerância VIF

Intercepto . 0

Chuva 0.32 3.15

Dias com chuva 0.30 3.35

Frentes frias 0.80 1.25

Inversão (0-200) 0.63 1.60

Inversão (201-500) 0.70 1.43

Inversão (>500) 0.77 1.30

Dias com ultr. O3 0.68 1.47

Tabela 2.8: Diagnóstico de multicolinearidade - Dados 2.

Tolerância VIF

Intercepto . 0

Med.porc.umidade 0.87 1.15

Frentes frias 0.84 1.19

Chuva 0.45 2.24

Dias com chuva 0.40 2.49

Inversão (0-200) 0.75 1.33

Inversão (201-500) 0.88 1.14

Inversão (>500) 0.85 1.17

Dias com ultr. O3 0.77 1.3

O código R para obter o VIF é

R > library(car)

R > vif(modelo)

As análises realizadas neste capı́tulo viabilizam a identificação das caracterı́sticas dos da-

dos, de modo que se procure um modelo que melhor se ajuste aos dados. Por exemplo, uma

condição necessária para a utilização do modelo VAR é a estacionariedade das séries temporais,
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a qual essa hipótese supostamente foi atendida para o Dados 1. A estabilidade é uma importante

caracterı́stica desse processo.

A maioria das séries estudadas não seguem uma distribução normal, além de serem na

maioria de contagens. O modelo VAR é indicado para o ajuste de multivariadas séries temporais

contı́nuas estacionárias que segue uma distribuição normal multivariada.

Nesta dissertação foi analisado o desempenho do modelo VAR irrestrito para as multivaria-

das séries temporais com as caracterı́sticas descritas acima. No próximo capı́tulo é apresentado

uma visão geral da teória da classe VAR.
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3 Modelo VAR

3.1 Introdução

Os Modelos Vetoriais Autorregressivos Clássicos (VAR) foram introduzidos por Sims

(1980) como uma classe de modelos alternativa aos Modelos Macroeconômicos Estruturais

que, em sua maioria, eram formados por uma grande quantidade de equações que apresentavam

restrições teóricas difı́ceis de serem testadas e previsões imprecisas.

Os VAR tiveram boa aceitação tanto pela comunidade acadêmica como pelo Banco Central,

por possuı́rem funcionamento simples, previsões avaliadas como bem sucedidas e respeitarem

o processo de geração das séries. Porém, esses modelos apresentam algumas limitações, como

o grande número de parâmetros a serem estimados. O número de parâmetros cresce de forma

quadrática à medida que cada variável é incluı́da no modelo, podendo ocorrer multicolineari-

dade e perda de graus de liberdade. As estimativas dos parâmetros do modelo podem ser difı́ceis

de serem interpretadas, devido à existência de interações complexas entre as variáveis. Além

disso, seu ajuste pode fornecer um modelo não parcimonioso (DIEBOLD, 1998).

Para investigações empı́ricas na área de macroeconomia os modelos VAR estão entre os

modelos mais utilizados. Em outras áreas, como climatologia, hidrologia, meteorologia, enge-

nharia elétrica, o uso dessa classe de modelos não é frequente apesar de haver uma estrutura

adequada para modelar séries temporais multivariadas (URSU; DUCHESNE, 2008; CAVAL-

CANTI, 2010).

A estrutura VAR é uma generalização dos Modelos Autorregressivos de Médias Móveis

(ARMA) para séries multivariadas e consiste de sistemas de equações simultâneas. Essa estru-

tura é capaz de capturar a existência de interrelações entre variáveis a partir de restrições que

permitam identificar o componente exógeno1 de cada variável, tornando-se viável a estimação

do efeito de uma mudança na economia ou choque de uma variável sobre as demais. Além

disso, são impostas poucas restrições à sua estrutura, basicamente a seleção das defasagens.

1Variável(eis) explicativa(s) ou exógena(s) são compreendidas como variável(eis) independente(s) determi-
nada(s) por ocorrências exteriores à teoria de interesse e que apesar de externas ao sistema em causa, o influenciam.
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Na prática, a escolha das defasagens é feita com base em testes estatı́sticos. Os parâmetros

do modelo são usualmente estimados usando-se os métodos de máxima verossimilhança ou

de mı́nimos quadrados ordinários. No caso da presença do componente sazonal nas séries,

adiciona-se à estrutura do modelo as variáveis dicotômicas (dummy) sazonais e o modelo é de-

nominado Modelo Periódico Vetorial Autorregressivo (PVAR) (TROUTMAN, 1979; PFAFF,

2008).

Atualmente, com os avanços na capacidade computacional, o ajuste de modelos multivaria-

dos tornaram-se mais fáceis. Porém, no processo de construção, ainda há muito mais dificulda-

des nos modelos multivariados se comparados aos modelos univariados. Aparentemente os mo-

delos multivariados são mais vulneráveis à perda de especificação e possuem mais parâmetros

a serem estimados do que os modelos univariados. Além disso, a modelagem da dependência

serial dentro de cada série e interdependência entre as séries pode ser complexa. Nos modelos

multivariados é necessária uma quantidade suficiente de informação para entender o contexto e

identificar todas as variáveis explicativas relevantes (CHATFIELD, 2004).

Frequentemente em macroeconomia existe o interesse em estimar explicitamente o efeito de

uma variável exógena sobre as variáveis endógenas 2, ou seja, modelagem de interdependência

contemporânea entre as variáveis endógenas, na qual se emprega o modelo estruturado da classe

VAR denominado SVAR, sendo que o VAR é um caso particular do SVAR na ausência de efeito

contemporâneo da variável não observada sobre as variáveis endógenas. Para o ajuste do SVAR

podem ser necessárias restrições sobre aos parâmetros referentes aos valores passados e/ou aos

parâmetros referentes ao processo de resı́duos do modelo.

No ajuste de modelo SVAR, isto é, em análise estrutural, admite que a estrutura causal

dos dados sobre investigação, e os resultados impactos causais de choques inesperados para

variáveis especificas são usualmente resumidos com função de resposta impulsionada (IRF) e

decomposição da variância dos erros de previsão, as quais são baseados na decomposição de

médias móveis de Wold (PFAFF, 2008).

Análises utilizando de inferência causal podem ser também feitas a partir do ajuste da classe

VAR. Nesta dissertação, não foi empregada tal inferência devido uma discussão apresentada na

literatura referente a sua interpretação (??).

2Variáveis observadas que dependem do sistema e o condiciona.
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3.1.1 Definição

Seja YYY = (YYY ttt ,∀t ∈ N) um vetor aleatório periódico autorregressivo de um processo es-

tocástico de dimensão (d× 1). De forma geral, uma parametrização para o Modelo Periódico

Vetorial Autorregressivo (PVAR) é

YYY ns+ν =
p(ν)

∑
k=1

φk(ν)YYY ns+ν−k + εεεns+ν , (3.1)

em que YYY ns+ν é uma realização durante a ν-ésima sazonalidade no ano n, com ν = 1, . . . ,s, com

s e ν fixos. Os coeficientes do modelo autorregressivo de ordem p(ν) durante a sazonalidade ν

são definidos por φk(ν) = (φk,i j(ν)), i, j = 1, . . . ,d, k = 1, . . . , p(ν), d é o número de variáveis

endógenas e p(ν) = p é o número de defasagens.

O processo de erros periódico de dimensão (d×1) referente ao Modelo (3.1) é definido por

εεε = {εεε t ,∀t ∈ N} com vetor de médias iguais a zero e uma matriz de variâncias e covariâncias

predefinida não singular, denotados por E(εεε t) = 000 e E(εεεns+ν εεεT
ns+ν) = ΣΣΣεεε(((ννν))) = (σε,i j(ν)),

respectivamente, para i, j = 1, . . . ,d (URSU; DUCHESNE, 2008).

3.1.2 Teste de raiz unitária

Considere a estrutura geral do modelo VAR, definido por

Yt = φ1Yt−1 +φ2Yt−2 + . . .+φpYt−p + εt, (3.2)

em que YYY t é o vetor de variáveis aleatórias no instante t, φφφ i é o i-ésimo vetor de parâmetros para

i = 1, . . . , p.

No contexto de séries temporais, o Modelo (3.2) pode ser reescrito em função do operador

defasagem B, como segue

(Id−φ1B−φ2B2− . . .−φpBp)yt = εt . (3.3)

A operação à esquerda pode ser fatorada, como segue

(Id−φ1B−φ2B2− . . .−φpBp) = (Id−λ1B)(Id−λ2B) . . .(Id−λpB), (3.4)

em que (λ1, . . . ,λp) são os autovalores do polinômio caracterı́stico.
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A matriz FFF de parâmetros é definida,

FFF =


φ1 φ2 . . . φp

Id 0 . . . 0
...

...
...

...

0 . . . Id 0


Um processo VAR pode gerar séries temporais estacionárias, isto é, a média, a variância

e a estrutura de covariância do processo são invariantes no tempo. A estacionariedade das

séries pode ser verificada avaliando-se o determinante do polinômio caracterı́stico para |B| ≤ 1,

definido por

det(Id−φ1B−φ2B2− . . .−φpBp) 6= 0. (3.5)

As séries são estacionárias se os seus autovalores estão dentro do cı́rculo de raio unitário.

Se a solução do polinômio tem uma raiz unitária para B= 1, então algumas ou todas as variáveis

no processo VAR(p) são integradas de ordem um, podendo assim existir cointegração entre as

variáveis (HAMILTON, 1994; PFAFF, 2008; LÜTKEPOHL, 2006). No caso de séries não

estacionárias, é recomendado o uso do Modelo Vetorial de Correção de Erros (VECM) não

definido nesta dissertação.

Teste de Dickey-Fuller Aumentado - ADF

Considere o Modelo (3.1), reescrito como 4YYY ttt = φφφ
∗
k(ν)YYY ts+ν−k + εεε ts+ν , em que φφφ

∗
k =

∑
p
k=1 φφφ k− 1. O teste de hipóteses ADF tem a finalidade de testar se a solução do polinômio

caracterı́stico tem uma raiz unitária para o B = 1. As hipóteses do teste são definidas como,

(MORETTIN; TOLOI, 2006)

H0 : φφφ
∗
k = 0 e H1 : φφφ

∗
k < 0.

3.1.3 Teste de cointegração

Os testes de hipótese de cointegração são empregados em séries temporais não estacionárias

integradas de mesma ordem3, em que se testa a hipótese de presença de relação de longo prazo

entre as séries. Por exemplo, o teste de Johansen e Juselius (1990), que consiste na determinação

do número de vetores de cointegração existentes entre as séries. O método torna-se necessário

para determinar a ordem da defasagem do evento de interesse, pois esse procedimento tem como
3Séries integradas de mesma ordem são séries que necessitam do mesmo número de diferenciações para se

tornarem estacionárias.
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base a hipótese de que, ao introduzir um número suficiente de defasagens no modelo, é possı́vel

obter uma estrutura de resı́duos bem comportada (MARGARIDO, 2004).

Os testes de hipótese utilizados para identificar a presença de cointegração em séries não

estacionárias são ferramentas poderosas para amostras de séries econômicas. No entanto, es-

sas ferramentas não são totalmente aceitas, sendo alvo de crı́ticas (DAMGHANI et al., 2012;

HATEMI, 2008).

3.1.4 Método de estimação

As estimativas dos parâmetros do Modelo (3.1) podem ser obtidas pelo método dos

mı́nimos quadrados ordinários (OLS). OLS é uma técnica de otimização matemática que con-

siste em minimizar a soma dos quadrados das diferenças entre os valores preditos, ŷ, e o va-

lores observados, y, tais diferenças são denominadas resı́duos. Esse método permite que os

parâmetros de cada equação do modelo sejam estimados sem perda de sua relativa eficiência na

generalização.

Seja a matriz de dimensão (d×d p) de coeficientes estimados definida por

Π̂ΠΠ =


φ̂111 φ̂112 . . . φ̂11p(ν) . . . φ̂1d1 φ̂1d2 . . . φ̂1d p(ν)

...
...

...
...

φ̂d11 φ̂d12 . . . φ̂d p(ν) . . . φ̂dd1 φ̂dd2 . . . φ̂dd p(ν)

 ,

em que φ̂i jk é o parâmetro da i-ésima equação, j-ésima variável e k-ésima defasagem e

vec(Π̂ΠΠ)t = (φ̂φφ 1, . . . , φ̂φφ d) é o operador que empilha as colunas da matriz de dimensão (d× d p),

i, j = 1, . . . ,d, k = 1, . . . , p(ν).

Considerando o Modelo (3.1), tem-se que as estimativas da matriz de covariância assintótica

estacionário e ergódico e de vec(Π̂ΠΠ), que são consistentes e com distribuição assintótica dada

por uma distribuição normal (HAMILTON, 1994), são

Ĉov(vec(Π̂ΠΠ)) = ˆ
∑⊕ (ZZZT ZZZ)−1 (3.6)

e
ˆ
∑ =

1
n−d p

n

∑
t=1

ε̂ns+ν ε̂
T
ns+ν , (3.7)

em que ˆεεεns+ν = Yns+ν − Π̂ΠΠZZZttt é o resı́duo multivariado de mı́nimos quadrados no tempo t, para

ZZZT
ttt = (1,Y T

t−1, . . . ,Y
T

t−p).

Algumas das limitações do método OLS são descritas: (1) os resı́duos devem ser indepen-
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dentes e aleatórios; (2) o modelo deve ser linear nos parâmetros, ou seja, as variáveis devem

apresentar uma relação linear entre si.

Um modelo é linear quando pode ser escrito na forma matricial, como segue,

Y = Xβ + ε (3.8)

em que Y é o vetor (n x 1) de observações da variável resposta, X é a matriz (n x p) de

observações das p variáveis explicativas, β é o vetor de parâmetros do modelo e ε é o vetor (n

x 1) de resı́duos aleatórios.

3.1.5 Métodos de análise de diagnóstico

Para análise de diagnóstico são apresentados três testes de hipótese: o teste Jarque-Bera

(JB), o teste Portmanteau e o modelo autorregressivo condicional heterocedasticidade (ARCH).

O teste de hipótese de Portmanteau é utilizado para testar a existência de conjuntos de

resı́duos com autocorrelação diferentes de zero. Uma formulação do teste é dada por

Qh = T
h

∑
j=1

tr(ĈT
j Ĉ−1

0 Ĉ jĈ−1
0 ), (3.9)

em que Ĉi =
∑

T
t=i+1 ε̂t ε̂

T
t−i

T , tr(ĈT
j Ĉ−1

0 Ĉ jĈ−1
0 ) é o traço da matriz ĈT

j Ĉ−1
0 Ĉ jĈ−1

0 ) e T é o instante de

tempo.

A estatı́stica do teste tem distribuição aproximada χ2
(d2h−n∗), em que n∗ é o número de

coeficientes excluı́dos do termo determinı́stico do VAR. As distribuições limitadas são válidas

para h→ ∞.

O modelo ARCH é utilizado para modelar a variância e é aplicado frequentemente no es-

tudo de séries temporais financeiras que exibem perı́odos de oscilação seguidos por um perı́odo

de relativa calmaria. Uma parametrização do modelo ARCH é dada por

vech(ε̂t ε̂
T
t ) = β0 +A1vech(ε̂t

ˆ
εT

t−1)+ · · ·+Apvech( ˆεt−p
ˆ

εT
t−p)+ vvvttt , (3.10)

VARCH(p) =
1
2

T d(d +1)R2
m (3.11)

e

R2
m = 1− 2

d(d +1)
tr(Ω̂ ˆ

Ω
−1
0 ), (3.12)

em que Ai é uma matriz de coeficientes, vvvt é o processo de erros esféricos, d é o número de
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variáveis, Ω̂ é a matriz de covariância e vech é o operador para matrizes simétricas que empilha

a diagonal principal em colunas. A estatı́stica VARCH(p) tem distribuição χ( pd2(d+1)2

4 ).

A estatı́stica Jarque-Bera (JB) é baseada no terceiro e no quarto momento e tem distribuição

χ2
(2d). O teste univariado JB é definido por

JB =
n
6
(
A(Yt)

2 +
(K(Yt)−3)2

4
)
, (3.13)

em que n é o número de observações ou graus de liberdade, A(Yt) e K(Yt) são os coeficientes

de assimetria e curtoses respectivamente (Apêndice A.3).

O estimador de mı́nimos quadrados vai coincidir com o estimador de máxima

verossimilhança, quando o processo de resı́duos do modelo for normalmente distribuı́do, ad-

mitindo que os valores iniciais dados ao método numérico são adequados, ou seja, quando a

forma do estimador não é fechada, utiliza-se um método numérico, como o algoritmo Newton-

Rapson para se obter estimativas para os parâmetros do modelo (HAMILTON, 1994; PFAFF,

2008).

3.2 Método de previsão

As estimativas de previsões futuras de séries para horizontais h ≥ 1 podem ser obtidas

recursivamente, após ajuste do Modelo (3.1), dado que os resı́duos do modelo são não correla-

cionados. O vetor de previsões estimadas é definido por

ŷyyt+h/t = φ̂1yyyt+h−1/t + . . .+ φ̂pyyyt+h−p/t . (3.14)

O intervalo de confiança estimado para a série futura prevista é definido por

(ŷyyd,t+h/t− c1−γ/2σ̂d(h), ŷyyd,t+h/t + c1−γ/2σ̂d(h)), (3.15)

em que c1−γ/2 é o 1− γ/2 percentil da distribuição Normal e σ̂d(h) é a estimativa do desvio

padrão da d-ésima variável h passos a frente.

O intervalo de confiança é inferido da matriz de covariâncias empı́rica dos erros de previsão,

a qual à sua decomposição é baseada na matriz ortogonal estimada de coeficientes da variável

resposta Ψ̂n. A estimativa da variância dos erros de previsão é definida por

σ̂
2
d (h) =

h−1

∑
n=0

(Ψ̂2
d,1,n + · · ·+ Ψ̂

2
dd,n). (3.16)
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Neste capı́tulos nos restringimos à definição das ferramentas básicas para o ajuste de um

modelo VAR irrestrito. O interesse dessa dissertação está em analisar o desempenho das pre-

visões do modelo VAR estável para séries temporais de contagens.

No próximo capı́tulos, será dada uma visão geral da classe de modelos de regressão uni-

variada denominada modelos generalizados para locação, forma e escala (GAMLSS) e em par-

ticular dos modelos para dados de contagens: Delaporte, Binomial Negativa, Poisson Inversa

Gaussiana, Poisson Inflacionada de Zeros e Sichel.
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4 GAMLSS

4.1 Introdução

A presença da Estatı́stica é cada vez mais intensa na sociedade. Estudos nos mais variados

ramos de atividade frequentemente utilizam alguma técnica de estatı́stica para inferir a respeito

do evento de interesse. No entanto, muitas das técnicas de análise estatı́stica possuem fortes

suposições que, se violadas, podem gerar resultados duvidosos e irrealistas. Por este motivo,

novas técnicas estatı́sticas mais flexı́veis e menos restritivas tem sido desenvolvidas.

Dentre as técnicas de modelagem de regressão univariada, Rigby e Stasinopoulos (2007,

2005), Akantziliotou, Rigby e Stasinopoulos (2002) introduziram os Modelos Aditivos Genera-

lizados para Locação, Escala e Forma (GAMLSS). Estes são modelos estatı́sticos de regressão

(semi)paramétricos, pelo fato de permitirem o ajuste dos parâmetros da distribuição da variável

resposta, assim como a inclusão de funções de suavização não paramétricas.

Nos GAMLSS admite-se que a distribuição para a variável resposta é uma distribuição de

uma famı́lia geral, podendo ser uma distribuição com alta assimetria, com alta curtose, entre

outros. Nessa estrutura, a parte sistemática do modelo é ampliada para permitir a modelagem

de todos os parâmetros da distribuição da variável resposta como função paramétrica linear, não

linear, função não paramétrica aditiva de variáveis explicativas e efeitos aleatórios.

A classe GAMLSS foi especialmente desenvolvida com o propósito de superar algumas

das limitações associadas aos Modelos Lineares Generalizados (GLM) e aos Modelos Aditi-

vos Generalizados (GAM) introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972) e Hastie e Tibshirani

(1990), respectivamente, que são uma das classes de modelos mais importantes na literatura.

As limitações mais discutidas associadas às classes GLM e GAM são (i) que a distribuição da

variável resposta deve pertencer à famı́lia exponencial e (ii) que apenas o parâmetro de locação

(a média) da distribuição é modelado explicitamente a partir das variáveis explicativas.

Uma limitação da estrutura GAMLSS, por exemplo, é o fato de que seu método de

estimação utiliza a primeira e a segunda derivada da função de verossimilhança maximizada,
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sendo que há distribuições em que tais derivadas são difı́ceis de serem obtidas. Nesse caso,

os algoritmos numéricos disponı́veis no pacote gamlss implementados no software R utilizam

valores aproximados para as derivadas (RIGBY; STASINOPOULOS, 2006, 1996a).

4.2 Definição

Sejam yyyTTT = (y1, . . . ,yn) um vetor de n observações independentes da variável resposta,

Y com função de (densidade ou massa) de probabilidade f (yi | θθθ
iii) condicionada a um ve-

tor de p parâmetros θθθ
iiiT = (θ1, . . . ,θp) relacionado às variáveis explicativas e aos efeitos

aleatórios. Se as variáveis explicativas forem estocásticas ou dependerem de seus valores pas-

sados, compreende-se que f (yi | θθθ iii) é condicionada a esses valores. No entanto, yi é condicio-

nalmente independente do vetor de parâmetros θθθ
iii, para todo i = 1, . . . ,n (RIGBY; STASINO-

POULOS, 2005; FLORENCIO, 2010).

Para associar cada parâmetro θk da distribuição de Y às variáveis explicativas e aos efeitos

aleatórios é considerada uma função de ligação gk(.) (Seção 4.2.1).

A equação do modelo aditivo é definida por

gk(θθθ k) = ηηηk = XXXkβββ k +
Jk

∑
j=1

ZZZ jkγγγ jk, (4.1)

em que βββ
T
k = (β1k, . . . ,βJ′k

) é um vetor de parâmetros de dimensão J
′
k, XXXk e ZZZ jk são matrizes

de planejamento conhecidas com dimensões (n× J
′
k) e (n× q jk), respectivamente, γ jk é um

vetor de variáveis aleatórias de dimensão q jk com distribuição q jk-variada com vetor de médias

iguais a zero e a matriz de variâncias e covariâncias é denotada por GGG−1
jk (λ jk) de dimensão

(q jk× q jk), que depende de parâmetros de suavização λ jk. O vetor γ jk é denotado por γ jk ∼
Nq jk(000,GGG

−1
jk (λ jk)), em que k = 1, . . . , p.

O preditor linear ηηηkkk é constituı́do de uma componente paramétrica XXXkβββ k e de uma com-

ponente aditiva ZZZ jkγγγ jk para k = 1, . . . , p e j = 1, . . . ,Jk, sendo que a Equação (4.1) facilita

a incorporação de diferentes tipos de combinações de termos aditivos e de efeitos aleatórios,

além de ser apropriada no uso de algoritmos de retroajuste. Por exemplo, o método iterativo de

Newton-Raphson e o método iterativo de Scoring de Fisher.

Um caso especial da Equação (4.1) ocorre quando ZZZ jk = IIIn e γγγ jk = q jk(xxx jk), resultando em

um modelo contendo termos paramétricos, não paramétricos e efeitos aleatórios, em que IIIn é

a matriz identidade de dimensão (n× n) e as combinações de j e k são especı́ficas. Assim, a
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equação do modelo semiparamétrico aditivo linear é definida por

gk(θθθ k) = ηηηk = XXXkkkβββ kkk +
Jk

∑
j=1

q jk(xxx jk), (4.2)

em que q jk(xxx jk) é uma função não conhecida avaliada nas observações da variável explicativa

X jk para todo j = 1, . . . ,Jk.

A classe GAMLSS consiste de uma combinação de termos paramétricos lineares ou não

lineares, de modo que a Função paramétrica (4.1) pode ser estendida para permitir termos pa-

ramétricos não lineares. A equação do modelo semiparamétrico aditivo não linear é definida

por

gk(θθθ k) = ηηηk = hk(XXXkkkβββ kkk)+
Jk

∑
j=1

q jk(xxx jk), (4.3)

em que hk é uma função não linear.

Se não existirem termos aditivos associados aos parâmetros da distribuição (Jk = 0), então

são definidas as equações do modelo paramétrico linear simples e do modelo paramétrico não

linear simples, respectivamente, por

gk(θθθ kkk) = ηηηkkk = XXXkkkβββ kkk (4.4)

e

gk(θθθ kkk) = ηηηkkk = hk(XXXkkkβββ kkk). (4.5)

A estrutura GAMLSS pode ser aplicada aos parâmetros de qualquer distribuição populaci-

onal. No entanto, até onde se sabe, os pacotes disponı́veis no software R referentes à estrutura

GAMLSS se restringem a distribuições das famı́lias com no máximo quatro parâmetros, deno-

tados usualmente por θθθ
iiiT = (µ,σ ,ν ,τ) sendo que, os primeiros dois parâmetros, µ e σ , na

Equação (4.1), são caracterizados como parâmetro de locação e parâmetro de escala, respecti-

vamente. Os demais parâmetros, se existirem, são caracterizados como parâmetros de forma

(RIGBY; STASINOPOULOS, 2005, 2007).

4.2.1 Função de ligação

A escolha de uma função de ligação deve ser resultado de um exame intensivo dos dados e

deve ser compatı́vel com a distribuição proposta aos dados. A função de ligação é uma função

conhecida, bijetora, contı́nua e diferenciável pelo menos até a segunda ordem, que relaciona o

parâmetro com a componente sistemática, ηηηkkk = XXXkkkβββ kkk. No caso de observações de contagem,
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a função de ligação canônica é a log natural, pelo fato de restringir os valores esperados ao

intervalo (0,∞) (HILBE, 2011b).

Segue abaixo, a relação de funções de ligação utilizadas nos ajustes dos modelos de conta-

gem da subclasse GAMLSS paramétrica.

Tabela 4.1: Funções de ligação.

Distribuição g1(µ) g2(σ) g3(ν)

Delaporte log log logito

Binomial Negativa tipo I log log -

Binomial Negativa tipo II log log -

Poisson log - -

Poisson Inflacionada de zeros log logito -

Poisson Inversa gaussiana log log -

Sichel log log identidade

No software R, a função show.link() mostra as funções de ligação avaliadas para as

distribuições paramétricas de cada famı́lia disponı́vel na função gamlss().

4.2.2 Termos paramétricos direcionados a séries temporais e priori de ali-
samento

Sejam as estatı́sticas de ordem x(1) < .. . < x(n) observações equidistantes da variável expli-

cativa X , a qual X corresponde a uma unidade de tempo, como dias, meses ou anos. Considere-

se também o i-ésimo passeio aleatório definido por

h[x(i)] = h[x(i−1)]+ εi e h[x(i)] = 2h[x(i−1)]−h[x(i−2)]+ εi,

em que, εi são erros independentes distribuı́dos normalmente com parâmetros zero e λ−1 e i> 2,

denotado por εi ∼ N(0,λ−1) e com priores uniformes difundidas para os passeios aleatórios de

primeira e de segunda ordem. Esses são alguns dos termos que podem ser incorporados na

estrutura GAMLSS.

Um caso mais geral ocorre quando a variável aleatória X é contı́nua, suas estatı́sticas de

ordem não são equidistantes e a distribuição a priori para h(xxx) é denotada como uma função de

suavização, em que hhh = h(xxx) é uma função desconhecida com distribuição normal multivari-

ada com vetor de médias iguais a zero e uma matriz de variâncias e covariâncias denotada por

λ−1KKK−1. O vetor hhh é denotado por hhh ∼ Nn(000,λ−1KKK−1), em que KKK é uma matriz conhecida
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penalizada que depende apenas do vetor de observações xxx, conhecido, da(s) variável(eis) expli-

cativa(s) (RIGBY; STASINOPOULOS, 2005; FAHRMEIR; TUTZ, 2001; HARVEY, 1989).

4.3 Método de estimação

Considere o Modelo (4.1) e γγγ jk com distribuição normal a priori, denotado por γγγ jk ∼
Nq jk(000,GGG−1

jk ), em que GGG jk é uma matriz simétrica generalizada inversı́vel (q jk× q jk) que de-

pende do vetor de hiperparâmetros λ jk. Se GGG jk não tiver matriz inversa, então o λ jk é compre-

endida a priori como uma função de densidade imprópria proporcional a exp(−1
2 γγγ jk

T GGG jkγγγ jk)

(RIGBY; STASINOPOULOS, 2005; FLORENCIO, 2010).

Os parâmetros de suavização, λλλ
′

jks, os vetores de parâmetros, βββ
′

ks, os parâmetros de efeitos

aleatórios, γγγ
′
jks, são estimados da função de verossimilhança penalizada maximizada, definida

por

`p = `− 1
2

p

∑
k=1

Jk

∑
j=1

λ jkγ
T
jkG jkλ jk, (4.6)

em que `= ∑
n
i=1 log f (yi|θθθ iii) é a função de verossimilhança maximizada condicionada ao vetor

de parâmetros da distribuição θθθ
iii.

No caso, quando não há termos aditivos no modelo, os parâmetros βββ
′

kkks são estimados da

função de verossimilhança maximizada `, isto é, `p = `.

As estimativas de máxima verossimilhança de βββ , λλλ e γγγ são os valores βββ
′

ks, λλλ
′

jks e γγγ
′
jks que

maximizam a função de verossimilhança, `p.

O estimador de máxima verossimilhança (EMV) sob as condições de regularidade é um es-

timador aproximadamente não viciado nos casos assintóticos, converge em probabilidade para

o verdadeiro valor populacional, isto é, é um estimador consistente. É também eficiente, in-

variante e segue assintoticamente uma distribuição normal com média o valor do parâmetro

populacional e com variância o inverso da informação de Fisher do parâmetro.

Para algumas distribuições de probabilidade complexas e quando temos termos aditivos no

modelo o método de máxima verossimilhança não apresenta uma forma explı́cita para o EMV

exigindo assim o uso de métodos numéricos, como o algoritmo de Newton-Rapson. O algo-

ritmo de Newton-Rapson pode ser difı́cil de ser implementado, pois não utiliza de expressões

analı́ticas para estimar os parâmetros do modelo e além de necessitar de valores iniciais ade-

quados para à sua convergência (CORDEIRO; DEMÉTRIO, 2008).
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4.4 Métodos para a análise de diagnóstico

Os métodos para a análise de diagnósticos, as comparações de modelos e a detecção de

pontos discrepantes para os modelos de contagem paramétricos da classe GAMLSS têm sido

discutidos.

Os quantis dos resı́duos aleatórios normalizados de Dunn e Smyth (1996) e o gráfico de

envelope (worn plot) de Buuren e Fredriks (2001) são utilizados para verificar a adequabilidade

do modelo e as inadequações nas observações, respectivamente. Na estrutura GAMLSS, os

resı́duos são definidos

r̂i = φ
−1(ui), (4.7)

em que φ−1 é a inversa da função de distribuição acumulada da normal padrão e ui = (F(yi−1 |
θθθ

iii), F(yi | θθθ iii)), se yi é uma observação de contagem, então F(y|θθθ iii) é a função de distribuição

acumulada da variável resposta.

4.5 Algoritmos

Para maximizar a função de verossimilhança (penalizada), ` (`p), dois algoritmos numéricos

denominados por RS e CG estão implementados no software R na função gamlss() (COLE;

GREEN, 1992; RIGBY; STASINOPOULOS, 1996a).

Para obter as estimativas dos parâmetros dos modelos da famı́lia de dispersão é indicado

o uso do algoritmo RS, que é geralmente mais estável e mais rápido se comparado ao algo-

ritmo CG quando se trabalha com um número suficientemente grande de observações. O RS

não utiliza o valor esperado das derivadas cruzadas no ajuste do parâmetro de locação (da

média) e do parâmetro de dispersão (de escala) da Equação (4.1). Para muitas funções (den-

sidade ou massa) de probabilidade os parâmetros são informações ortogonais1. Em particular,

para as distribuições Binomial Negativa, Gama, Inversa Gaussiana, Logı́stica e Normal, seus

parâmetros são informações ortogonais completas.

O algoritmo CG é indicado para distribuições com alta correlação nas estimativas dos parâ-

metros e na falta de convergência do algoritmo RS. O CG usa o valor esperado ou aproximado

da primeira e segunda derivadas cruzadas da função de verossimilhança maximizada. Uma

terceira opção é o algoritmo mixed que consiste em uma mistura dos algoritmos CG e RS e pode

ser utilizado quando há efeitos aleatórios no ajuste do modelo.

1Quando os valores esperados das derivadas cruzadas da função de verossimilhança maximizada são iguais a
zero.
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As principais vantagens dos algoritmos são: (i) permitir diferentes modelos de diagnóstico

para cada parâmetro da distribuição, isto é, permitir o procedimento de ajuste modular; (ii)

facilitar a adição de termos aditivos extra e de distribuições extras, e (iii), em geral, são rápidos

e estáveis (RIGBY; STASINOPOULOS, 2005; FLORENCIO, 2010).

4.6 Modelos de regressão para dados de contagem

4.6.1 Modelo Poisson

Considere uma série temporal Yt e um processo de covariáveis ZT
t−p = (1,Xt ,Yt−p), em que

Xt é uma componente de tendência ou uma componente sazonal e Yt−p é a série no instante t− p

, ∀p ∈ N (KEDEM; FOKIANOS, 2002).

A distribuição de probabilidade da Poisson com parâmetro µt para séries temporais de con-

tagem é definida por

f (y) =
exp(−µt)µ

yt
t

yt!
, (4.8)

em que se supõe que a média e a variância da variável resposta são iguais, denotado por E(Yt) =

Var(Yt)=µt .

4.6.2 Algumas distribuições paramétricas baseadas no modelo de Poisson

Nesta seção, são apresentadas cinco distribuições discretas de mistura: Delaporte, Binomial

Negativa, Poisson Inflacionada de Zeros, Poisson Inversa Gaussiana e Sichel. As distribuições

investigadas neste trabalho pertencem à famı́lia dos modelos para dados de contagem com no

máximo três parâmetros.

As distribuições de mistura na estrutura GAMLSS e suas respectivas médias e variâncias

são apresentadas nas tabelas 4.2 e 4.3.
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Tabela 4.2: Distribuições de mistura para dados de contagem.

Distribuição Parâmetros Distribuição de mistura

Delaporte (µ;σ ;ν) Gama modificada, SG (1,σ ,ν)

Binomial Negativa tipo I (µ;σ) Gama, GA (1,σ)

Binomial Negativa tipo II (µ;σ) Gama, GA (1, σ

µ
)

Poisson (µ) -

Poisson Inflacionada de Zeros (µ;σ) Binomial, BI(1,1−σ)

Poisson Inversa Gaussiana (µ;σ) Inversa Gaussiana, IG(1,σ)

Sichel (µ;σ ;ν) Generalizada IG, GIG (1,σ ,ν)

Tabela 4.3: Médias e variâncias das distribuições de mistura.

Distribuição Média Variância

Delaporte µ µ +σ(1−ν)2µ2

Binomial Negativa tipo I µ µ +σ µ

Binomial Negativa tipo II µ µ +σ µ2

Poisson µ µ

Poisson Inflacionada de Zeros (1−σ)µ (1−σ)µ +σ(1−σ)µ2

Poisson Inversa Gaussiana µ µ +σ µ2

Sichel µ µ +h(σ ,ν)µ2

4.6.3 Distribuição Delaporte

A distribuição Delaporte (DEL) foi introduzida por Delaporte (1959). Os primeiros traba-

lhos realizados com o emprego da distribuição Delaporte foram na modelagem do número de

reivindicações de seguro de motor portfólio (WILLMOTA; SUNDTB, 1989). Atualmente, sua

maior utilidade é na área de ciência atuarial.

A DEL é uma composição da distribuição de Poisson com a distribuição Gama modificada,

denotada por Poisson(λ + Gama(α ,β )), em que λ é o parâmetro da Poisson e α e β são os

parâmetros da distribuição Gama. Se α e β forem ambos iguais a zero temos uma distribuição

de Poisson. Se λ for igual a zero temos uma distribuição Binomial Negativa.

Uma parametrização da função de distribuição de probabilidade da DEL é definida por

f (α,β ,λ ) =
k

∑
i=0

Γ(α + i)β iλ k−i exp−λ

Γ(α)i!(1+β )α+i(k− i)!
, (4.9)
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em que λ > 0, α > 0, β > 0 e k ∈ 0,1,2, . . . ,∞.

4.6.4 Distribuição Binomial Negativa

Nesta seção são descritas duas estruturas da distribuição de probabilidade Binomial Nega-

tiva: a generalizada e a canônica.

A distribuição de probabilidade Binomial Negativa generalizada (NB-P) foi introduzida por

Greene (1994). Nessa distribuição a variância é uma generalização da variância da distribuição

de probabilidade Binomial Negativa, definida por µ+ µ p

ν
, em que µ é a variância da distribuição

Poisson e µ p

ν
é a variância da distribuição Gama, ν é o parâmetro de dispersão e p é um

parâmetro a ser estimado (MCCULLAGH; NELDER, 1989; HILBE, 2011a).

Em particular, são definidas as funções de probabilidade das distribuições Binomial Nega-

tiva tipo I (NBI) e Binomial Negativa tipo II (NBII), respectivamente,

f (y;ν ,µ) =

(
ν + y−1

ν−1

)(
ν/µ

ν/µ +1

)y( 1
ν/µ +1

)ν

, (4.10)

em que ν > 1, µ > 0 e

f (y;ν ,µ) =

(
νµ + y−1

νµ

)(
ν

ν +1

)y( 1
ν +1

)νµ

, (4.11)

em que y = 1, . . . ,ν , ν > 0 e µ > 0.

De modo que a distribuição Binomial Negativa tipo I é denotada por NBI(Y ;ν , ν

µ
), com

parâmetros de forma ν e de escala ν

µ
e a distribuição Binomial Negativa tipo II é denotada por

NBII(Y ;νµ,ν), com parâmetros de forma νµ e de escala ν .

A distribuição de probabilidade Binomial Negativa Canônica (NB-C) é baseada na função

de probabilidade da Binomial Negativa com probabilidade 1
(1+νµ) e função de ligação

1
(exp(−η)−1)ν , em que η é o preditor linear. No software R, os parâmetros do modelo NB-C

podem ser estimados a partir da função ml.nbc do pacote COUNT. Ressalta-se que a construção

de um modelo de regressão Binomial Negativa exato deve ser baseado na parametrização do

modelo NB-C (HILBE, 2011a). Uma formulação para a função de máxima verossimilhança

maximizada do modelo NB-C é dada

`NB−C =
n

∑
i=1

yi(η)+
1
ν

ln(1− exp(η))+ lnΓ(yi +
1
ν
)− lnΓ(yi +1)− lnΓ(

1
ν
). (4.12)
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4.6.5 Distribuição Poisson Inflacionada de Zeros

Na classe de modelos inflacionados de zeros supõe-se que os dados são gerados de um

processo dual: um estágio de zero e um estágio de não zero. Usualmente a probabilidade da

ocorrência do estágio zero é estimada por meio de um modelo de regressão binário ou lógistico

e a probabilidade da ocorrência do estágio não zero é estimada por meio de um modelo de

regressão de contagem, sendo que os pesos atribuı́dos para cada distribuição devem ser com-

plementares.

No caso, da distribuição Poisson inflacionada de zeros (ZIP) temos uma mistura entre um

componente do modelo de contagem e um componente do modelo binário, por exemplo: a

função de probabilidade da ZIP pode ser composta da mistura entre a distribuição Logı́stica

binária e a distribuição de Poisson,(HILBE, 2011a).

Uma parametrização da função de probabilidade da ZIP é dada por

P(Y = k) =

{
w+(1−w)exp(−µ), se k = 0

(1−w)exp(−µ)µy

y! , se k > 0
,

em que w é a probabilidade de mistura e 0 ≤ σ ≤ 1. Neste caso, a contagem de observações

diferentes de zero tem distribuição de Poisson com parâmetro µ (MORGAN; PALMER; RI-

DOUT, 2007).

Em (LORD; WASHINGTON; IVAN, 2007) é discutido a respeito da lógica dessa classe

de modelos, as quais algumas questões são levantadas, por exemplo:(i) como se deve proceder

se as caracterı́sticas especı́ficas que classificam os dois estágios não são identificadas ? e (ii)

para analisar os dois estágios simultaneamente, poderı́amos utilizar apenas um modelo binário

ao em vez de analisar os estágios de forma independente, considerando as condições de divisão

apropriadas entre os estágios ? Além disso, o autor destaca que pelo que se conhece pouco se

discute com relação aos problemas lógicos dos modelos inflacionados de zeros na modelagem

de dados de seguros.

4.6.6 Distribuição Poisson Inversa Gaussiana

A distribuição de probabilidade Poisson Inversa Gaussiana (PIG) consiste em uma mistura

entre a distribuição de Poisson e a distribuição Inversa Gaussiana com parâmetros µ e σ , de-

notada por PIG(µ,σ). A PIG é uma apropriada distribuição para dados com alta assimetria

positiva (ATKINSON, 1982).
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Uma parametrização da função da PIG é definida por

fY (y; µ,σ) = (
2α

π
)

1
2

µyexp( 1
σ
)Ky− 1

2
(α)

(ασ)yy!
, (4.13)

em que Kλ (t) =
1
2
∫

∞

0 xλ−1exp(−1
2t(x+ x−1))dx é a função de Bessel modificada de terceiro

tipo, α2 = 1
σ2 +

2µ

σ
, y≥ 0, µ > 0 e σ > 0.

4.6.7 Distribuição Sichel

A distribuição Sichel foi introduzida por Sichel (1975) com o objetivo de modelar contagens

de palavras. Ela consiste em uma mistura entre a distribuição de Poisson e a distribuição Ge-

neralizada Inversa Gaussiana (GIG). A distribuição Sichel pertence à famı́lia de distribuições

para dados de contagem com três parâmetros com alta assimetria positiva e é denotada por

Y |Z ∼ PO(µZ), em que Z ∼ GIG(1,σ ,ν).

A PIG é um caso particular da SI quando o parâmetro de forma ν é igual a −1
2 . Uma

parametrização da distribuição Sichel, além de mais detalhes a respeito, estão descritos na Seção

(6.2).

No próximo capı́tulos são apresentados os procedimentos e resultados da aplicação das

técnicas descritas nos capı́tulos 3 e 4 aos Dados 1 e Dados 2.
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5 Aplicação

Neste capı́tulo, são apresentados os resultados da aplicação das técnicas descritas nos ca-

pı́tulos 3 e 4, ressaltando que as técnicas apresentadas no Capı́tulo 3 não foram empregadas ao

conjunto Dados 2, devido à presença de raiz unitária em algumas de suas séries, como mostrado

na Tabela 2.6. Já as técnicas apresentadas no Capı́tulo 4 foram empregadas aos conjuntos Dados

1 e Dados 2.

5.1 Estimação de modelo - VAR

Nesta seção são mostrados os resultados obtidos mediante o emprego do modelo VAR. A

seção foi dividida em quatro etapas. A primeira etapa consiste na seleção do número de defasa-

gens p, que foi usado posteriormente no ajuste do modelo. A segunda etapa consiste no ajuste

do modelo e na seleção das covariáveis. A terceira etapa consiste na análise de diagnóstico. A

quarta e última etapa consiste na análise do comportamento previsto das observações futuras da

variável resposta.

5.1.1 Escolha do número de defasagens

Para dar inı́cio à modelagem do problema proposto, foram calculados os valores de quatro

critérios de informação. Os menores valores apresentados dos critérios se referem ao número

ótimo de defasagens a ser considerado no ajuste do modelo, ou seja, será considerado que a

observação de cada variável no instante de tempo t depende da sua observação no instante de

tempo t−1 (Tabela 5.1).
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Tabela 5.1: Valores dos critérios para obtenção do número de defasagens.

p AIC HQ BIC FPE

1 2.37 2.44 2.54 1.94

2 2.38 2.50 2.69 2.12

3 2.38 2.56 2.82 2.23

4 2.37 2.61 2.96 2.23

R > library("vars")

R > library("urca")

R > library("MSBVAR")

R > VARselect(dados, lag.max = 8, type = "both")

5.1.2 Análise do ajuste do modelo

O modelo consiste em um VAR periódico, isto é, um PVAR devido à adição de uma com-

ponente sazonal com ciclo de doze meses no ajuste do modelo.

Analisando o gráfico da série original e o gráfico da série prevista pelo modelo PVAR (linha

tracejada), conclui-se que o ajuste do modelo em geral é satisfatório. Entretanto, os picos de

maior variabilidade da série original não foram previstos pelo modelo (Figura 5.1).

Para selecionar as covariáveis relevantes ao modelo, foi realizado um procedimento manual,

que consiste no ajuste do modelo com todas as covariáveis (modelo saturado). Em seguida

analisou-se o p-valor de cada covariável e retirou-se do modelo a covariável com p−valor >α ,

em que α é previamente fixado. Esse procedimento foi realizado até que todas as covariáveis

presentes no modelo fossem estatisticamente significativas a um nı́vel de significância α = 0.05,

ou seja, permaneceram no modelo apenas as covariáveis que ao final do processo apresentaram

p− valor < 0.05.

Em particular a quantidade mensal esperada de dias desfavoráveis à dispersão de poluentes

na atmosfera é 3.55 no instante t, se considerarmos que no instante t−1 ocorreu apenas um dia

desfavorável e uma inversão térmica com altitude entre (0-200) metros, Equação (5.2).
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Figura 5.1: Diagrama de ajuste e resı́duos do modelo.

Tabela 5.2: Ajuste do modelo PVAR.

Intercepto Yt1 Inversão(0-200)t1

Y 3.5 0.36 -0.31

Inversão(0-200) 2.38 2.50 2.69

p-valor <0.01

R > model <- VAR(dados, p = j, type = c("const", "trend",

"both", "none"), season = s, exogen = NULL,

lag.max = NULL,

ic = c("AIC", "HQ", "SC", "FPE"))

R > plot(model, names = "variável")

em que j é o número de defasagens e s é o perı́odo de sazonalidade da série.

5.1.3 Análise de diagnóstico

Para a análise de diagnóstico do modelo ajustado PVAR são interpretados o gráfico dos va-

lores esperados dos resı́duos, a função de densidade dos resı́duos, os gráficos de autocorrelações

versus defasagens (correlograma) e os três testes de hipótese: o teste Portmanteau, o teste Jarque

Bera e o modelo ARCH.

Com relação às hipóteses de não correlação (p−valor = 0.14) e de homoscedasticidade dos

resı́duos (p−valor = 1), podemos concluir que não há evidencias para rejeitar essas hipóteses.
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No entanto, com relação às hipóteses de normalidade, de ausência de curtoses e simetria (p−
valor < 0.001), podemos concluir que há evidências para rejeitar essas hipóteses (Tabela 5.3).

Tabela 5.3: Testes de normalidade, de homocedasticidade e de independencia dos resı́duos.

χ2 valor-p

Portmanteau 1007.6 0.14

JB 516.53 < 0.001

Skewness 77.95 < 0.001

Curtoses 438.6 < 0.001

ARCH 4968 1

R > ser <- serial.test(model, lags.pt = 16, type = "PT.asymptotic")

R > ser$serial

R > norm <- normality.test(model)

R > norm$jb.mul

R > arch <- arch.test(model, lags.multi = 5)

R > arch$arch.mul

Nos gráficos de diagnóstico dos resı́duos do modelo PVAR(1) observa-se que a fac (função

de autocorrelação) tem uma correlação não nula afastada (na defasagem doze) que no entanto

não apresenta grandes problemas. A suposição de normalidade dos resı́duos foi rejeitada de

modo que as estimativas dos parâmetros do modelo podem ser instáveis (Figura 5.2). Os

resı́duos do modelo PVAR(1) são relativamente grandes se encontram em torno de (-10,10).



71

Figura 5.2: Resı́duos do modelo.

R > plot(arch, names = "variável")

5.1.4 Análise da previsão

Para análise do comportamento estimado futuro da variável resposta, foram considerados

seis diferentes perı́odos de tempo.

Inicialmente se considerou as observações dos anos 1999 a 2009 para estimar o compor-

tamento do ano de 2010. As previsões obtidas para 2010 são subestimadas, devido o modelo

VAR utilizar de um método recursivo e temos que os anos 1999 a 2005 tiveram menos de 15

ocorrências do evento por mês. Já para os anos de 2006 a 2008 a frequência do evento aumen-

tou mostrando picos entre 15 a 23 dias por mês. No entanto quando se considerou os anos de

2006 a 2009, nota-se uma melhor aproximação do estimado com o previsto ver (figuras 5.3 a

5.5) e (CETESB, 2001-2012), destaca-se que usualmente a maior frequência do evento ocorre

nos meses de junho a agosto.

No geral, ao se comparar a série original com a série prevista tem-se que o modelo apre-

senta boas previsões para os próximos doze meses, isto é um ciclo, independente do número de

valores passados e do ano a qual se deseja estimar.
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Figura 5.3: Previsão para os dias desfavorável, de jan/1999 a dez/2009 e de jan/1999 a dez/2010.

Figura 5.4: Previsão para os dias desfavorável, de jan/2006 a dez/2009 e de jan/2006 a dez/2010.

Figura 5.5: Previsão para os dias desfavorável, de jan/1999 a dez/2002 e de jan/2003 a dez/2006.
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R > predictions <- predict(model, n.ahead = 60, ci = 0.95)

R > plot(predictions, names="variável resposta", xlab="Meses",

ylab="variável resposta", main= "Previs~ao da variavel",

ylim=c(0,22))

5.2 Estimação do modelo - GAMLSS

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos mediante o uso dos modelos da classe

GAMLSS aos dois conjuntos de dados investigados. A seção foi dividida em três etapas. A

primeira etapa consiste nos ajustes dos sete modelos e avaliação da qualidade dos ajustes. A

segunda etapa consiste na seleção das covariáveis e nas análises das estimativas dos parâmetros

dos modelos. A terceira e última etapa consiste nas análises de diagnóstico.

5.2.1 Seleção de modelos

Nesta seção são utilizados quatro critérios de informação: AIC, BIC, AICc e Deviance

(Seção A.1). Inicialmente foi realizada uma análise prévia do ajuste da variável resposta sem

covariáveis e foi observado que, dentre as sete distribuições analisadas, a que melhor se ajusta às

observações da variável resposta tanto do perı́odo anual quanto do perı́odo de maio a setembro é

a distribuição Binomial Negativa log linear, a qual apresentou menor valor nos critérios (tabelas

B.1 e C.1).

Com relação aos ajustes dos sete modelos de regressão a variável resposta, a distribuição

Binomial Negativa log linear melhor se ajustou às observações anuais. Para os dados de maio

a setembro o modelo de regressão Poisson Inflacionado de Zeros log linear apresentou menor

valor nos critérios (tabelas 5.4 e 5.5). Nesse caso, não ocorreu a convergência dos parâmetros do

modelo Sichel, possivelmente devido ao tamanho e ao número de variáveis do conjunto Dados

2.

Tabela 5.4: Valores dos critérios de informação - dados de jan/1999 a dez/2010.

DEL NBI NBII PO ZIP PIG SI

AIC 32.6 38.1 0.0 129.5 64.7 33.9 35.8

BIC 35.5 38.1 0.0 126.5 64.7 33.9 38.7

AICc 32.9 38.1 0.0 129.2 64.7 33.9 36.1

Deviance 480.7 488.2 450.1 581.6 514.8 484.0 483.9
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Tabela 5.5: Valores do critério de informação - dados de maio a setembro, 2001 a 2010.

DEL NBI NBII PO ZIP PIG

AIC 11.5 9.5 6.7 7.5 0.0 9.5

BIC 13.4 9.5 6.7 5.6 0.0 9.5

AICc 11.8 9.5 6.7 7.2 0.0 9.5

Deviance 264.2 264.2 261.4 264.2 254.7 264.2

R > library(gamlss)

R > con <- gamlss.control(trace = FALSE)

R > M1 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = PO,

link = c(log, log), method = RS(), control = con)

R > M2 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = NBI,

link = c(log, log), method = RS(), control = con)

R > M3 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = NBII,

link = c(log, log), method = RS(), control = con)

R > M4 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = PIG,

link = c(log, log), method = RS(), control = con)

R > M5 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = SICHEL,

link = c(log, log, identity), method = RS(),

control = con)

R > M6 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = DEL,

link = c(log, log, logit), method = RS(),

control = con)

R > M7 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = ZIP,

link = c(log, logit) , method = RS(),

control = con)

R > library(bbmle)

R > AIC <- ICtab (M1, M2,\ldots, Mj, type = c("AIC"), weights = TRUE,

delta = TRUE, sort = TRUE, nobs= n)

R > BIC <- ICtab (M1, M2,\ldots, Mj, type = c("BIC"), weights = TRUE,

delta = TRUE, sort = TRUE, nobs= n)

R > AICc <- ICtab (M1, M2,\ldots, Mj, type = c("AICc"),

weights = TRUE, delta=TRUE, sort=TRUE, nobs= n)
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em que Mj é o j-ésimo modelo, j é o número de modelos comparados e n é o número de

observações ou número total de linhas do conjunto de dados.

5.2.2 Análise do ajuste - conjunto de dados anual

Nesta seção são apresentadas e analisadas as estimativas do modelo de regressão Binomial

Negativa tipo II log linear. Para a seleção das covariáveis foram realizados os mesmos procedi-

mentos descritos na Seção 5.1.2.

Se considerarmos que em um mês não ocorreram dias com precipitação pluviométrica e

dias com ultrapassagem do padrão do ozônio e ocorreram uma inversão térmica com altitude

entre (0-200) e uma entre (201-500) em metros é esperado um acréscimo de 22% na média

estimada da variável resposta. Por outro lado, se considerarmos que em um mês ocorreram

um dia com precipitação pluviométrica e um dia com ultrapassagem do padrão do ozônio e

sem a ocorrência de inversão térmica com altitude entre (0-200) e entre (201-500) em metros é

esperado um decréscimo de 20% na média estimada da variável resposta (Tabela 5.6).

O valor do parâmetro de dispersão para o ajuste sem covariáveis é aproximadamente 3.18

vezes maior se comparado ao ajuste com covariáveis (tabelas B.3 e 5.6).

A relação entre a variável resposta e a quantidade de dias com ultrapassagem do padrão de

ozônio é inversamente proporcional, esta relação esta vinculada com o perı́odo do ano. Perı́odos

do ano com maior quantidade de radiação solar se têm maiores quantidades de ozônio devido ser

um poluente a qual é fruto de uma reação fotoquı́mica. No entanto, tem-se menores quantidades

de dias desfavoráveis, porque nestes perı́odos do ano a superfı́cie está mais aquecida, de modo

que as ocorrências de inversões térmicas com baixas altitude são menores, além dos fenômenos

que auxiliam na dispersão dos poluentes ocorrem com maior frequência, como a precipitação

pluviométrica.

Na terceira coluna das tabelas (5.6 e 5.7) a estimativa para a média da variável resposta é

dada, considerando um parâmetro significativo e os demais nulos.

log(µ̂) = 1.1−0.12Dias.chuva+0.12IB+0.08IM−0.1Dias.ozonio. (5.1)

ou
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µ̂ = exp(1.1−0.12Dias.chuva+0.12IB+0.08IM−0.1Dias.ozonio). (5.2)

Tabela 5.6: Modelo de regressão NB estimado.

Parâmetro Variável Estimativa Exp(estimativa) Erro p-valor

µ̂ Intercepto 1.1 3 0.53 0.04

Dias com chuva -0.12 0.89 0.03 < 0.001

Inversão (0-200) 0.12 1.13 0.02 < 0.001

Inversão (201-500) 0.08 1.09 0.04 0.03

Dias com ultr. O3 -0.1 0.9 0.03 0.002

σ̂ 1.36 3.89 0.2 < 0.001

R > library(gamlss)

R > con <- gamlss.control(trace = FALSE)

R > M3 <- gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = NBII,

link = c(log, log) , method = RS(), control = con)

em que Y é a variável resposta, Xp é a p-ésima covariável, p é o número de covariáveis no

modelo e dados é o conjunto de dados.

5.2.3 Análise do ajuste - conjunto de dados de maio a setembro

Nesta seção são apresentadas e analisadas as estimativas do modelo de regressão Poisson

Inflacionada de Zeros log linear. Para a seleção das covariáveis foram realizados os mesmos

procedimentos descritos na Seção 5.1.2.

Se ocorrer uma inversão térmica com altitude entre (0-200) em metros e não ocorrer dias

com precipitação pluviométrica e nem ocorrer inversão térmica com altitude ¿ 500 em um mês

é esperado um acréscimo de 6,4% na média estimada da variável resposta. Caso contrário, neste

caso é esperado um decréscimo de 4,7% na média estimada da variável resposta (Tabela 5.7).

O valor esperado de dias desfavoráveis do perı́odo de maio a setembro é aproximadamente

2.7 vezes maior se comparado ao valor esperado de dias desfavoráveis anual.

log(µ̂) = 2.4−0.03Dias.chuva+0.06IB−0.02IA. (5.3)
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ou

µ̂ = exp(2.4−0.03Dias.chuva+0.06IB−0.02IA). (5.4)

Tabela 5.7: Modelo de regressão ZIP estimado.

Parâmetro Variável Estimativa Exp(estimativa) Erro p-valor

µ̂ Intercepto 2.4 11 0.19 < 0.001

Dias com chuva -0.03 0.97 0.01 0.04

Inversão (0-200) 0.06 1.06 0.01 < 0.001

Inversão (>500) -0.02 0.98 0.007 0.001

( exp(estimativa)
1−exp(estimativa))

σ̂ -2.55 0.08 0.6 < 0.001

R > library(gamlss)

R > con <- gamlss.control(trace = FALSE)

R > M < gamlss(Y ~ X1 + X2 + ... + Xp, data=dados, family = ZIP,

link = c(log, logit), method = RS(), control = con)

em que Y é a variável resposta, Xp é a p-ésima covariável, p é o número de covariáveis no

modelo e dados é o conjunto de dados.

5.2.4 Análise de diagnóstico - conjunto de dados anual.

Nesta seção são analisados os gráficos de envelope, os gráficos QQ, os gráficos de resı́duos

versus valores ajustados, os gráficos de resı́duos versus ı́ndices, os gráficos das estimativas dos

núcleos das densidades, os testes de hipótese de Filliben, os valores esperados e as dispersões

dos resı́duos.

No gráfico de envelope (Figura 5.6) observa-se que não há grandes afastamentos dos resı́-

duos do zero e nenhum ponto se encontra fora da região de confiança; nos gráficos de resı́duos

versus valores ajustados e resı́duos versus ı́ndices, nota-se que os pontos estão distribuı́dos ale-

atoriamente. Além disso não há pontos afastados do intervalo (-2, 2), descartando-se assim a

possibilidade de qualquer comportamento e da presença de pontos aberrantes. No gráfico da

estimativa do núcleo da densidade, nota-se que os resı́duos aparentam estar distribuı́dos sime-

tricamente em torno do zero e no gráfico QQ os pontos estão distribuı́dos em uma reta (Figura



78

5.7). Contudo, os resı́duos se comportam bem para o modelo com estrutura de regressão. No

entanto o mesmo não se pode afirmar para o modelo sem covariáveis (figuras B.4 e B.5).

Analisando-se as medidas resumo podemos concluir que as médias estimadas dos resı́duos

estão próximas do zero com dispersão estimada próxima do um e com relação à assimetria e

à curtoses, as estatı́sticas de teste não apresentaram grandes afastamentos do zero e do três,

respectivamente. As estatı́sticas do teste de Filliben estão próximas do um, então há evidências

que os resı́duos são normalmente distribuı́dos (tabelas B.4 e 5.8).

Figura 5.6: Desvios versus quantis normalizados (gráfico de envelope) - modelo de regressão

NB.

Figura 5.7: Resı́duos versus valores ajustados, resı́duos versus ı́ndices, estimativa do núcleo da

densidade e quantis amostrais versus quantis teóricos (gráfico QQ) - modelo de regressão NB.

Tabela 5.8: Resumo dos quantis dos resı́duos para o ajuste do modelo de regressão NB.

µ̂ σ̂2 Â(Y ) K̂(Y ) Teste de Filliben

-0.12 1.04 0.006 2.4 1

R > wp(M)

R > plot(M)
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5.2.5 Análise de diagnóstico - conjunto de dados de maio a setembro

Nesta seção são analisados os gráficos de envelope, os gráficos QQ, os gráficos de resı́duos

versus valores ajustados, os gráficos de resı́duos versus ı́ndices, os gráficos das estimativas do

núcleo da densidade, os testes de hipótese de Filliben, os valores esperados e as dispersões dos

resı́duos.

As conclusões aqui são análogas às apresentadas na Seção 5.2.4, com exceção do gráfico

QQ que apresenta pontos na cauda inferior afastados da reta e o gráfico da estimativa do núcleo

da densidade, que apresenta uma deformação na cauda inferior (figuras C.3, C.4, 5.8 e 5.9 e

Tabela 5.9).

Figura 5.8: Desvios versus quantis normalizados (gráfico de envelope) - modelo de regressão

ZIP.

Figura 5.9: Resı́duos versus valores ajustados, resı́duos versus ı́ndices, estimativa do núcleo da

densidade e quantis amostrais versus quantis teóricos (gráfico QQ) - modelo de regressão ZIP.
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Tabela 5.9: Resumo dos quantis dos resı́duos para o ajuste do modelo ZIP.

µ̂ σ̂2 Â(Y ) K̂(Y ) Teste de Filliben

-0.02 1.17 -0.6 3.3 1

R > wp(M)

R > plot(M)

5.3 Comentários finais

O processo de busca pelo modelo que melhor se adéqua aos dados: análise dos dados,

seleção de modelos, estimativa de parâmetros, ajuste de tendências temporais, avaliação do

ajuste e previsão apresentados neste trabalho se remetem principalmente a análise de multivari-

adas séries temporais.

A análise dos resı́duos do modelo é uma etapa essencial para verificar se o modelo bem

representa os dados. No ajuste do modelo PVAR(1) temos altos resı́duos, isto é, resı́duos entre (-

10,10), mas são esperados resı́duos entre (-2,2), indicando mau ajuste. No entanto, as previsões

obtidas desse ajuste são boas, ou seja, são próximas aos valores reais.

O modelo Binomial Negativa é um modelo muito bem sucedido na literatura para modela-

gem de dados de contagem superdispersos e entre os modelos para dados de contagem estuda-

dos foi selecionado inicialmente de acordo com os critérios de seleção para a modelagem dos

Dados 1. A suposição de adequação foi confirmada na análise dos resı́duos, na qual se obteve

resı́duos pequenos e bem comportados. Já o ajuste do modelo Poisson Inflacionado de Zeros

aos Dados 2 os resı́duos apresentam uma leve assimetria a direita, isto é, apresenta valores mais

extremos na cauda inferior.

No próximo capı́tulos é apresentado o estudo de simulação, na qual procurou-se investigar

a relação entre os modelos para dados de contagem e identificar a qualidade do ajuste desses

modelos a dados gerados de três distribuições Binomial Negativa.
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6 Experimento de simulação

Neste capı́tulo é descrito o estudo de simulação. Para o ajuste dos modelos foram utilizadas

funções que se encontram implementadas no pacote gamlss do software R. A função com a qual

se obteve os resultados finais do estudo de simulação foi construı́da em linguagem C (Apêndice

D).

6.1 Descrição dos algoritmos de geração de dados

Nesta seção são descritos os três procedimentos utilizados para a construção dos códigos de

geração de dados da distribuição Binomial Negativa. Os códigos de geração de dados são base-

ados na geração de números pseudo aleatórios, por exemplo: na função runif(), rbinom() e

rpois().

(i) O primeiro algoritmo está disponı́vel no endereço eletrônico http://stats.

stackexchange.com/questions/9767/generating-over-dispersed-counts-

data-with-serial-correlationg. O algoritmo consiste na geração de dados de

uma variável aleatória Y que segue uma distribuição de Poisson com parâmetro λ , em

que λ também é uma variável aleatória que segue uma distribuição D. Se a distribuição

D for uma distribuição Gama, então Y segue uma distribuição Binomial Negativa com

parâmetros de locação µ e de escala σ , denotada por Y ∼ NB(µ,σ). A correlação serial

foi incorporada ao considerar que o parâmetro logλ segue um modelo autorregressivo

com uma defasagem, denotado por logλ ∼ AR(1) para um λ a priori normalmente

distribuı́do.

(ii) O segundo algoritmo foi obtido em Hilbe (2011a). Em geral, os conceitos adotados na

construção desse algoritmo são os mesmos conceitos adotados no algoritmo (i). No en-

tanto, nesta geração de dados não se considerou a correlação serial e o parâmetro λ é

obtido de um modelo de regressão linear com duas variáveis explicativas geradas de uma

distribuição Uniforme no intervalo de zero a um.
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(iii) O terceiro e último código consiste em uma função implementada no software R,

rnbinom(), que gera dados de uma distribuição Binomial Negativa Canônica.

6.2 Análise teórica dos modelos

Nesta seção são descritas as relações teóricas, caso existam, entre os modelos estudados da

classe GAMLSS. Como descrito na Seção 6.1, é esperado que os dados sejam gerados de uma

distribuição Binomial Negativa, então se espera que sejam dados superdispersos. No entanto,

em alguns casos esses dados podem apresentar uma quantidade de zeros e/ou uma quantidade

de valores extremos maior do que é esperado em uma distribuição Binomial Negativa. Apesar

dessa distribuição ser capaz de capturar bem a taxa de superdispersão, existem casos de dados

com excesso de zeros e/ou longas caudas, que ela não se ajusta bem. Por esta razão é que

foram consideradas as distribuições Delaporte, Poisson Inversa Gaussiana e Sichel que são

mais flexı́veis quando comparadas às distribuições Binomial Negativa e Poisson Inflacionada

de Zeros.

As distribuições Delaporte, Poisson Inversa Gaussiana e Sichel, assim como a distribuição

Binomial Negativa consistem, de certa forma, em uma mistura ou em uma composição da

distribuição de Poisson com a distribuição Generalizada Inversa Gaussiana. Ressaltando que na

definição original da distribuição Binomial Negativa é pressuposto que o número de ocorrências

de um determinado evento em sucessivos e iguais perı́odos de tempo é estacionário, indepen-

dente e tem distribuição de Poisson com média constante por unidade de tempo λ , em que λ

é uma variável aleatória com distribuição Gama. A distribuição Gama pode ser derivada da

distribuição Generalizada Inversa Gaussiana. Uma parametrização da GIG é definida por

f (λ ) =
[2(1−θ)

1
2

αθ
]γλ γ−1 exp−([ 1

θ
]−1)λ − (α2θ

4λ
))

2Kγ [α(1−θ)
1
2 ]

, (6.1)

em que −∞ < γ < ∞, 0 6 θ 6 1, α > 0, Kγ(z) é a função modificada de Bessel do segundo tipo

de ordem γ com argumento z, e λ é a curtoses da distribuição.

A distribuição Generalizada Inversa Gaussiana é um modelo encaixado, ou seja, outras

distribuições são derivadas como casos particulares dela fixado o domı́nio de variação de seus

parâmetros. Segue abaixo o intervalo de variação dos parâmetro, na qual obtêm algumas das

distribuições estudadas.

• Se α > 0 e −∞ < γ < ∞. Então, λ ∼ GIG(θ ,α,γ);
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• Se α → 0 e γ > 0. Então, λ ∼ Gama(α,γ);

• Se 0 < γ < 1 tem-se que λ ∼ Gama modificada(θ ,α,γ);

• Se α > 0 e γ = −1
2 . Então, λ ∼ Inversa Gaussiana(σ ,γ);

• Se γ < 0 e θ → 1 temos um grande número de distribuições contı́nuas de grande interesse

prático.

De acordo com (SICHEL, 1971), após reconstruir a teoria da distribuição Generalizada In-

versa Gaussiana e identificar a flexibilidade dessa distribuição e comparar com a teoria original

da distribuição Binomial Negativa, sugeriu que o parâmetro da distribuição Poisson fosse mode-

lado por uma distribuição GIG ao invés da distribuição Gama. A mistura entre as distribuições

foi denotada distribuição Sichel e uma parametrização para essa distribuição é definida por

φ(r|t) =
∫

∞

0
p(r|tλ ) f (λ )dλ =

(1−θt)
γ

2 (αtθt
2 )rKr+γ(αt)

Kγ(αt(1−θt)
1
2 )r!

, (6.2)

αt = α[1+(t−1)θ ]
1
2 , (6.3)

θt =
tθ

1+(t−1)θ
. (6.4)

Analogamente, se considerarmos os mesmos domı́nios de variação para os parâmetros

adotados para a distribuição GIG, obtêm-se diferentes distribuições discretas, a partir da

distribuição Sichel.

• Se γ > 0 e α → 0 tem-se uma distribuição Binomial Negativa;

• Se 0 < γ < 1 tem-se uma distribuição Delaporte;

• Se α > 0 e γ = −1
2 tem-se uma distribuição Poisson Inversa Gaussiana;

• Se γ < 0 e θ → 1 temos um grande número de distribuições discretas de grande interesse

prático.
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Ressaltando que a Função (6.2) se aproxima da distribuição Binomial Negativa se λ >

0 e α → 0. Se λ < 0 a Função (6.2) difere totalmente da distribuição Binomial Negativa.

Os modelos dados em (6.2) a (6.4) são válidos apenas quando se trabalha com fenômenos

estacionários.

Um caso particular obtido da Função (6.2) fixados t = 1 e γ =−1
2 , é o Modelo (6.5) que é

muito discutido na literatura, pelo fato de ser um modelo que na prática é muito bem sucedido

quando a distribuição Binomial Negativa não se ajusta bem aos dados (SICHEL, 1982), a qual

foi denominado distribuição Poisson Inversa Gaussiana (PIG). Uma parametrização para essa

distribuição é definida por

φ(r) =
(2α

π
)

1
2 exp(α(1−θ)

1
2 )(αθ

2 )rKr− 1
2
(α)

r!
. (6.5)

No caso, do modelo Poisson Inflacionado de Zeros à sua metodologia segue uma lógica

diferente dos demais modelos para dados de contagens analisados. Nesse modelo supõe que

os dados são gerados de um processo dual e a modelagem consiste no ajuste de dois estágios:

um estágio zero e um estágio não zero, em que os pesos atribuı́dos para a ocorrência de cada

estágio são complementares, Seção (??).

6.3 Análise dos resultados da simulação

Nesta seção são descritos os procedimentos e são apresentados os resultados do experi-

mento de simulação. Inicialmente foram geradas amostras da distribuição Binomial Negativa

com seis diferentes tamanhos, n = (10, 20, 30, 50, 100 e 500), sendo que cada amostra de tama-

nho n foi replicada 1000 vezes. Esses procedimentos foram realizados usando três diferentes

algoritmos para geração de observações aleatórias de uma distribuição Binomial Negativa. Para

cada amostra de cada um dos três algoritmos de geração de dados foram comparados os ajustes

dos sete modelos utilizando o critério de informação AIC e ao final das 1000 iterações de cada

experimento obteve-se a quantidade de vezes que cada modelo bem se ajustou aos dados.

O algoritmo de geração dos dados da distribuição Binomial Negativa não influenciou nos

resultados, sendo que para os três experimentos prevaleceram as distribuições Binomial Ne-

gativa tipo I e tipo II e a distribuição de Poisson Inversa Gaussiana como modelos que bem se

ajustaram aos dados simulados (tabelas 6.1 a 6.3). Porém, para os dados gerados dos algoritmos

(ii) e (iii) não foi possı́vel obter as estimativas dos parâmetros da distribuição Sichel, porque à
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sua distribuição marginal, a distribuição GIG, é difı́cil de convergir.

Tabela 6.1: Resultado da simulação: dados 1.
N mPO mNBI mNBII mPIG mDEL mZIP mSichel
10 0 570 11 403 15 1 0
20 0 208 0 777 15 0 0
30 0 55 566 320 59 0 0
50 0 105 5 661 229 0 0

100 0 137 0 811 51 0 1
500 0 0 0 732 0 0 268

Tabela 6.2: Resultado da simulação: dados 2.
N mPO mNBI mNBII mPIG mDEL mZIP
10 0 116 417 173 02 291
20 0 129 225 601 41 04
30 0 529 37 394 19 21
50 0 536 92 317 06 49

100 0 614 36 331 05 13
500 0 419 0 529 52 0

Tabela 6.3: Resultado da simulação: dados 3.
N mPO mNBI mNBII mPIG mDEL mZIP
10 2 122 413 403 22 38
20 0 155 448 351 35 11
30 0 144 467 351 26 12
50 0 535 31 426 08 49

100 0 0 0 874 126 0
500 0 144 677 177 02 0
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7 Considerações finais

7.1 Conclusões e Discussão

Nesta dissertação foram abordadas as principais caracterı́sticas e propriedades da classe

de modelos para análise multivariada de séries temporais (VAR) proposta por Sims (1980) e

da classe de modelos de regressão univariado (GAMLSS) proposta por Rigby e Stasinopoulos

(2005). De modo geral, foram apresentados os métodos para estimação dos parâmetros e de

diagnóstico de cada classe, buscando enfatizar as técnicas e os procedimentos apropriados para

a modelagem de séries temporais de contagem.

Foram realizadas análises descritivas e inferenciais das séries temporais, bem como uma

breve revisão dos conceitos básicos e fundamentais de regressão e de inferência estatı́stica,

verificando as principais suposições dos modelos antes de sua aplicação aos dados.

Esta pesquisa surgiu do interesse em estimar a variável quantidade mensal de dias des-

favoráveis à dispersão de poluentes na atmosfera, que é uma série temporal de contagem e,

analisando suas principais caracterı́sticas, procuraram-se modelos que bem descrevam o seu

comportamento, além de procurar identificar as variáveis que lhe influenciam. Buscaram-se na

classe de modelos de séries temporais os modelos VAR devido à sua boa capacidade de pre-

visão do comportamento de séries futuras, além de serem modelos os quais permitem analisar

as interrelações entre múltiplas séries. Em seguida, se considerou o fato de estarmos tratando

com observações de contagem, então se buscou os modelos para dados de contagem e se optou

pela classe GAMLSS, por ela ser uma classe de modelos mais flexı́vel se comparada aos GLMs.

Comparou-se os conjuntos Dados 1 e Dados 2 e pode-se afirmar que há significativa

diferença do comportamento do evento estudado com relação ao perı́odo do ano. Mostra-se,

além disso, a importância de se analisar não somente o evento em si, mas também as demais

variáveis que estão fortemente relacionadas a ele, informações já afirmadas nos relatórios da

CETESB (2001-2012).

A abordagem do modelo de previsão VAR para as séries estacionárias e periódicas analisa-
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das, contudo, se mostrou uma proeminente ferramenta quando se deseja obter o comportamento

previsto de uma série temporal para um perı́odo máximo de doze meses à frente, ressaltando

que é relativamente grande a margem de erro de previsão apresentada por esse modelo para

séries temporais de contagem. Destaca-se na literatura o problema de identificação apresentado

nessa classe de modelos que pode ser identificado pelo teste de casualidade de Granger. No

entanto, em (CAVALCANTI, 2010) chama-se a atenção a proliferação de erros na interpretação

desse teste.

Com relação aos modelos estimados da classe GAMLSS: NBII e ZIP pode-se concluir que

ambos são proeminentes modelos para a modelagem do evento estudado. As covariáveis con-

sideradas como significativas foram, no geral, a quantidade de dias com precipitação e a quan-

tidade de inversões térmicas com altitude entre (0-200) em metros. No entanto, uma variável

que poderia ser incluı́da aos modelos é a variável quantidade mensal de frentes frias, na falta

da variável quantidade mensal de dias com precipitação pluviométrica, pelo fato da maioria das

ocorrências de precipitação pluviométrica e de ventos com alta velocidade serem consequências

diretas da passagem de uma frente fria.

De acordo com Sichel (1975), uma sugestão para a modelagem do parâmetro do modelo

de Poisson λ é a distribuição GIG, por possuir grande relevância do âmbito prático, devido à

sua flexibilidade de modo que podemos a partir dela obter uma grande famı́lia de distribuições

contı́nuas. A mistura das distribuições de Poisson e GIG é denominada distribuição Sichel,

analogamente a partir da mistura pode obter uma grande famı́lia de distribuições discretas.

Destaca-se na literatura, o caso particular da distribuição Sichel, a distribuição PIG, para o ajuste

de dados de contagem superdispersos com uma longa cauda positiva. A PIG é considerada como

uma alternativa nos casos que a distribuição Binomial Negativa não bem se ajusta, demonstrado

no estudo de simulação (tabelas 6.1 a 6.3). No entanto, as razões do bom desempenho da PIG

pelo que se conhece são desconhecidas (SICHEL, 1982).

Nos últimos anos o emprego da classe GAMLSS em diversas áreas de pesquisa, como em

medicina teve um aumento significativo. E de acordo com (BOHL et al., 2013) a eficiência

do estimador não foi avaliada, ao analisar 14 trabalhos da (pubmed) e 34 trabalhos da (web

of Science). Diante de tal fato (BOHL et al., 2013) realizou estudos com dados gerados de

uma distribuição Gama e de uma distribuição GIG, além de utilizar dados reais contı́nuos

com alta assimetria positiva para comparar o viés, a precisão e a cobertura dos estimadores da

distribuição Gama dos GLM com os estimadores das distribuições Gama e GIG dos GAMLSS.

No caso de dados seguindo uma distribuição Gama os desempenhos dos estimadores se mos-

traram similares. No entanto, no caso de dados seguindo uma distribuição GIG em certas cir-
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cunstâncias as estimativas da distribuição GIG se mostraram imprecisas ou errôneas e além

disso, a distribuição GIG não bem se ajustou a dados gerados de uma distribuição GIG. Destaca-

se que a principal função da distribuição GIG não é a modelagem de dados, mas a simulação

de demais distribuição a partir de sua função de distribuição (ATKINSON, 1982). No geral,

(BOHL et al., 2013) identificou que os estimadores da distribuição Gama dos GLM se man-

tiveram robustos em todos os momentos o que não ocorreu com os estimadores distribuição

GIG do GAMLSS. Remetendo ao presente trabalho as conclusões apresentadas referentes ao

modelo NB do GAMLSS são similares as obtidas com o ajuste de um modelo NB do GLM,

com a vantagem de que os GAMLSS forneceu também a estimativa do parâmetro de dispersão.

No estudo realizado por (BOHL et al., 2013) são analisados apenas os estimadores das

distribuições Gama e GIG dos GAMLSS, no entanto o autor destaca que diante da flexibilidade

dessa classe de modelos pode existir outros modelos que bem se ajustam a dados contı́nuos com

alta assimetria positiva e que tenham desempenhos melhores que os estimadores da distribuição

Gama do GLM. Uma opção seria a comparação entre as distribuições Inversa Gaussiana e

Gama, destacando que a distribuição Inversa Gaussiana é a distribuição marginal da PIG.

Contudo, se o interesse de um pesquisador for prever o comportamento da variável quanti-

dade mensal de dias desfavoráveis à dispersão de poluentes na atmosfera para os próximos doze

meses o modelo PVAR(p) é um proeminente candidato. Por outro lado, se o interesse de um

pesquisador for identificar covariáveis que influenciam no evento de interesse e interpretação

do modelo, o ajuste da distribuição Binomial Negativa é mais recomenda.

Vale salientar que o uso da classe de modelos VAR e da classe de modelos GAMLSS na

modelagem das séries provenientes do monitoramento da qualidade do ar são promissoras, por

serem poderosas metodologias estatı́sticas para a análise de dados multivariados/univariados

com estrutura de regressão.

7.2 Sugestões para pesquisas futuras

Este trabalho apresentou algumas possibilidades para a modelagem de séries temporais

de contagem, sendo estas pertencentes as classes VAR e GAMLSS. Como discutido, existem

outras inúmeras possibilidades que são objeto de estudo de pesquisadores. Algumas opções de

trabalhos futuros, incluem, mas não são limitadas a:

• Aplicar as técnicas da classe VAR para séries temporais não estacionárias, por exemplo

o conjunto Dados 2, podendo ser possı́vel, assim, comparar o desempenho do comporta-
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mento previsto para a série temporal de contagem futura mediante o emprego dos modelos

VAR e VEC;

• Incorporar um termo correspondente a uma unidade de tempo no ajuste do GAMLSS para

representar que estamos modelando uma série temporal;

• Utilizar a classe de Modelos Univariados Periódicos Autorregressivos (PAR), que ajusta

um modelo para cada mês, podendo, assim, ser analisado cada mês individualmente;

• Comparar o viés e a eficiência do modelo Poisson Inversa Gaussiana do GAMLSS com

do modelo Binomial Negativa do GLM no ajuste de séries temporais de contagens as-

simétricas positivas.



91

APÊNDICE A -- Alguns conceitos básicos de
regressão e inferência

A.1 Critérios de seleção de modelo

A seleção de modelos é uma importante etapa, pois quando selecionado o modelo mais

adequado ao conjunto de dados, mais informações podem ser extraı́das dos dados. Alguns dos

métodos usualmente utilizados para essa etapa são apresentados a seguir.

A.1.1 Desvio

Para avaliar a qualidade do ajuste de um modelo pode-se utilizar uma medida de dis-

crepância, como a função Deviance, definida por

D(yyy;β ) = 2[`(β̂n)− `(β̂p)], (A.1)

em que `(β̂n) e `(β̂p) são as funções de verossimilhança maximizada para o modelo com-

pleto (ou saturado) e para o modelo sob pesquisa, em que p e n são os números de parâmetros

desses modelos, respectivamente.

A vantagem do método deviance é que pode ser utilizado na comparação de dois modelos

no teste da razão de verossimilhança e é aditivo para conjuntos aninhados de modelos (MC-

CULLAGH; NELDER, 1989; MCELDUFF, 2012).

A.1.2 Critérios de informação

Os critérios de informação Akaike (AIC), Bayesiano (BIC) e Akaike corrigido (AICc) in-

troduzidos por Akaike (1974), Schwarz (1978), Hurvich e Tsai (1989) respectivamente, quan-

tificam a redução de variância dos resı́duos do modelo com relação ao aumento do número de
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parâmetros do modelo e ao mesmo tempo penalizam a inclusão de cada termo no modelo. Eles

estão intimamente relacionados entre si e entre outros critérios, como o critério HQ introduzido

por Quinn (1980) e o critério Erro Preditivo Final (FPE) (LIRA et al., 2012).

Os critérios AIC, BIC e AICc são amplamente utilizados principalmente na comparação

de modelos de séries temporais e de regressão linear que utilizam o método de estimação de

máxima verossimilhança. As funções dos critérios AIC, BIC, AICc, HQ e FPE são definidas

por

AIC =−2logL(β̂ )+2p∗, (A.2)

BIC =−2logL(β̂ )+ p∗log(n), (A.3)

AICc = AIC+
2p∗(p∗+1)
n− p∗−1

, (A.4)

HQ(p) = log(det(∑
ε

(p)))+
2(log(log(n)))

n
pd2 (A.5)

e

FPE(p) = (
n+ p∗

n− p∗
)ddet(∑

ε

(p)), (A.6)

em que L(.) é a função de verossimilhança, ∑ε(p)) = n−1
∑

n
i=1 ε̂εε ttt ε̂εε

ttt
ttt , p∗ é o número total de

parâmetos no modelo, p é a ordem ótima para o número de defasagens, n é o número de

observações da variável de interesse e d é o conjunto de variáveis endógenas.

A.2 Análise de Multicolinearidade

Quando se trabalha com modelos de regressão multivariados é relevante verificar se as

variáveis explicativas são correlacionadas. No caso de não haver qualquer relação entre elas,
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conclui-se que são ortogonais.

Em estudos com dados reais é frequente a presença de não ortogonalidade. Se as variáveis

forem muito correlacionadas, as inferências do modelo de regressão multivariado podem ser

errôneas ou pouco confiáveis, isto é, podemos obter estimativas instáveis com altos erros

padrões.

Quando uma ou mais variáveis explicativas são combinações lineares de outras, há presença

de multicolinearidade e não existe um único estimador para os parâmetros do modelo. Então a

matriz XT X é singular, em que XXX é a matriz de planejamento e XXXT é a transposta da matriz XXX .

A matriz XXX é definida por

XXX =


1 x11 x12 . . . x1p

1 x21 x22 . . . x2p
...

...
...

...
...

1 xn1 xn2 . . . xnp



A.2.1 Fator de Inflação da Variância - VIF

A presença de multicolinearidade pode ser identificada analisando-se o VIF, que mede a

correlação de uma variável com todas as outras do modelo. A tolerância para a estimativa dos

parâmetros é dada pelo inverso do VIF. O VIF é definido por

V IFj =
1

1−R2
j
, (A.7)

em que R2
j é o R2 da regressão da j-ésima variável explicativa sobre as demais variáveis expli-

cativas do modelo.

Não há critério formal de decisão na análise do VIF. Usualmente considera-se indicativo de

problemas de multicolinearidade se o valor do VIF for maior que dez.

A.3 Assimetria e Curtoses

É esperado que as observações de uma variável sejam distribuı́das normalmente, no entanto

na prática a assimetria e/ou quantidades de valores extremos não equiparáveis às esperadas da

distribuição Normal são frequentes.
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Sejam yyyttt = (yt1, . . . ,ytn), ∀n ∈ N e n < ∞ uma amostra aleatória com média e variância

estimadas (ou estimativa do momento centrado de segundo ordem), denotada por E(YYY ttt) = µ̂t e

Var(YYY ttt) = σ̂2
t , respectivamente. é definido o coeficiente de assimetria e seus critérios

Â(YYY ttt) =
Σn

t=1(Yt− µ̂t)
3

(n−1)σ̂3
t

. (A.8)

A interpretação do Â(YYY ttt) é dada

• Se Â(YYY ttt)> 0, indica uma distribuição com uma longa cauda à direita;

• Se Â(YYY ttt)< 0, indica uma distribuição com uma longa cauda à esquerda;

• Se Â(YYY ttt)' 0, indica distribuição simétrica.

Analogamente, é definido o coeficiente de curtoses e seus critérios

K̂(YYY ttt) =
Σn

t=1(Yt− µ̂t)
4

(n−1)σ̂4
t

. (A.9)

A interpretação do K̂(YYY ttt) é dada por

• Se K(YYY ttt) > 3, os dados têm caudas pesadas ou longas se comparadas às caudas da

distribuição Normal, então os dados são leptocúrticos;

• Se K(YYY ttt) < 3, os dados têm caudas leves ou curtas se comparadas às caudas da

distribuição Normal, então os dados são platicúrticos;

• Se K(YYY ttt)' 3, os dados têm caudas comparáveis às caudas da distribuição Normal, então

os dados são mesocúrticos.

O desvio padrão da estimativa amostral k é
√

24
n para um ruı́do branco Gaussiano (GROE-

NEVELD; MEEDEN, 1984; RIGBY; STASINOPOULOS, 2006).

A.4 Medidas de correlação entre duas variáveis

Em aplicações que envolvem duas ou mais variáveis é comum o interesse em conhecer se

existe uma relação entre elas. Inicialmente, é prudente a análise de um diagrama de dispersão

das variáveis antes da análise de qualquer medida de correlação.
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Nesta seção são apresentadas três medidas de dependência entre duas variáveis: o coefi-

ciente de correlação linear de Pearson, o coeficiente de correlação de postos de Spearman e o

coeficiente de correlação de postos de Kendall.

A.4.1 Coeficiente de correlação linear de Pearson

O coeficiente de correlação linear de Pearson é um método paramétrico frequentemente

utilizado para medir a correlação entre duas variáveis. Ele é um método paramétrico no sentido

que supõe que a distribuição teórica da variável é conhecida. Esse método admite que (i) as

variáveis são aleatórias, (ii) a relação entre elas é linear e (iii) a distribuição conjunta delas é

uma distribuição Normal Bivariada (BUNCHAFT; KELLNER, 1999).

Sejam X1 e X2 duas variáveis as quais as suposições (i) a (iii) são válidas. A formulação do

coeficiente de correlação linear de Pearson é dada por

ρ(X1,X2) =
cov(X1,X2)√

σ2
X1

σ2
X2

, (A.10)

em que−1 < ρ(X1,X2)< 1, cov(X1,X2) = E[(X1−µX1)(X2−µX2)], σ2
X = ∑

n
i=1

(xi−µX )
2

n e µX =

∑
n
i=1

xi
n .

A interpretação do ρ(X1,X2) é dada por

(i) Se ρ(X1,X2) = 1 existe relação linear perfeita positiva entre X1 e X2;

(ii) Se ρ(X1,X2) =−1 existe relação linear perfeita negativa entre X1 e X2;

(iii) Se −1 < ρ(X1,X2)> 1 o coeficiente de correlação pode ser avaliado qualitativamente;

(iv) Se ρ(X1,X2) = 0 não existe uma relação linear entre X1 e X2.

Ressaltando que a hipótese de normalidade bivariada é imprescindı́vel para amostras consi-

deradas pequenas. Porém à medida que aumenta o tamanho da amostra essa hipótese tem a sua

importância minimizada, de acordo com o Teorema do Limite Central (TLC) para distribuição

multivariadas (JOHNSON; WICHERN, 1988).
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A.4.2 Coeficientes de correlação de postos de Spearman e de Kendall

Os coeficientes de correlação de postos de Spearman e de Kendall são métodos não pa-

ramétricos, no sentido de que não há suposições formuladas sobre a forma da distribuição das

variáveis. São denominados por ρS e τ , respectivamente (SPRENT, 2007).

Sejam (X1,Y1), . . . ,(Xn,Yn) pares independentes de uma amostra aleatória de uma

população bivariada e Ri = posto(Xi) e Si = posto(Yi), para i = 1,. . . ,n. A formulação do ρS e

do τ são dadas, respectivamente por

ρS = 1− 6∑
n
i=1 d2

i
n(n2−1)

, (A.11)

em que −1 < ρS < 1, di = (Ri− Si) é a diferença entre os postos e n é o número de pares

ordenados, para i = 1,. . . , n. A formulação ρS é baseada na formulação do ρ .

τ =
nc−nd
n(n−1)

2

, (A.12)

em que −1 < τ < 1, n(n−1)
2 é o número total de pares de postos, nc é o número de pares concor-

dantes e nd é o número de pares discordantes.

A interpretação do τ é dada por

(i) Se τ = 1 todos os pares de postos são concordantes, então, nc =
n(n−1)

2 e nd = 0;

(ii) Se τ =−1 todos os pares de postos são discordantes, então, nc = 0 e nd = n(n−1)
2 ;

(iii) Se τ = 0, espera-se uma mistura de concordantes e discordantes.

O ρS e o τ são medidas de correlação utilizadas para observações ordinais, de forma que

seja possı́vel atribuir postos a cada uma das observações.

As medidas de correlação ordinal, ρS e τ , não podem ser interpretadas da mesma forma que

o coeficiente de correlação linear de Pearson ρ . Pelo fato de ρS e τ não serem coeficientes que

representam necessariamente a tendência linear. Nesse caso são considerados como ı́ndices de

monotonicidade (LIRA, 2004).

As relações entre as observações das variáveis podem ser interpretadas por
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(i) Se xi < x j sempre que yi < y j ou xi > x j sempre que yi > y j é interpretado como uma

relação direta e perfeita, com coeficiente igual a 1;

(ii) Se xi < x j sempre que yi > y j ou xi > x j sempre que yi < y j é interpretado como uma

relação indireta e perfeita, com coeficiente igual a -1;

(iii) Se não ocorrer nem (i) e nem (ii), o coeficiente estará entre -1 e 1;

(iv) Se o coeficiente for nulo, então X e Y são independentes.

A.4.3 Teste de Filliben

O teste de Filliben (1975) é utilizado para identificar a normalidade dos dados. Esse teste

consiste em calcular a correlação entre as estatı́sticas de ordem e as medianas ordenadas da

distribuição normal padrão. As hipóteses testadas são:

H0: os dados seguem uma distribuição normal.

H1: os dados não seguem uma distribuição normal.

A estatı́stica de teste é dada por,

corr(X ,M) =
∑(Xi−Xm)(Mi−Mm)√

∑(Xi−Xm)2 ∑(Mi−Mm)2
, (A.13)

em que Xi e Xm é a i-ésima e m-ésima observação de uma amostra ordenada e Mi e Mm é

a i-ésima e m-ésima mediana ordenada de uma população seguindo uma distribuição normal

padrão.

Quanto mais próximo de um for o valor da estatı́stica de teste, mais garantia se tem da

normalidade dos dados, sendo que se o valor tabelado R for maior do que a estatı́stica de teste

corr(X,M), há evidências para rejeitarmos a hipótese de normalidade dos dados para um nı́vel

de significância α .
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APÊNDICE B -- Ajustes sem covariáveis - Dados de
jan/1999 a dez/2010

Figura B.1: Ajuste PO, NBI e NBII para os dados da variável dias desfavoráveis.

Figura B.2: Ajuste PIG e DEL para os dados da variável dias desfavoráveis.
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Figura B.3: Ajuste ZIP e SI para os dados da variável dias desfavoráveis.

Tabela B.1: Valores dos critérios de informação - dados de jan/1999 a dez/2010.

DEL NBI NBII PO ZIP PIG SICHEL

AIC 611.7 609.7 609.7 1296.5 615.6 660.2 611.7

BIC 620.6 615.6 615.6 1299.5 621.5 666.2 620.6

Tabela B.2: Média e variância dos dias desfavoráveis e o intervalo de confiança para o coefici-

ente estimado.
µ̂ σ̂2 Intervalo de confiança

3.6 214.6 1.28 ± 1.96(0.18)=(0.9,1.6)

Tabela B.3: Modelo NB estimado.
Parâmetro Estimativa Exp(estimativa) Erro p-valor

µ̂ 1.28 3.6 0.18 < 0.001

σ̂ 2.79 16.28 0.25 < 0.001
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Figura B.4: Desvios versus quantis normalizados (gráfico de envelope) - modelo sem regressão

NB.

Figura B.5: Resı́duos versus valores ajustados, resı́duos versus ı́ndices, estimativa do núcleo da

densidade e quantis amostrais versus quantis teóricos (gráfico QQ) - modelo sem regressão NB.

Tabela B.4: Resumo dos quantis dos resı́duos para o ajuste do modelo sem regressão NB.

µ̂ σ̂2 Â(Y ) K̂(Y ) Teste de Filliben

-0.0003 1.08 -0.2 2.17 1

R > library(gamlss)

R > library(gamlss.dist)

R > par(mfrow = c(1, 3))

R > mPO <- histDist(Y, "PO", main ="Poisson")

R > mNBI <- histDist(Y, "NBI", main ="Binomial Negativa tipo I")

R > mNBII <- histDist(Y, "NBII", main ="Binomial Negativa tipo II")

R > par(mfrow = c(1, 2))

R > mPIG <- histDist(Y, "PIG", main ="Gaussiana Inversa Poisson")

R > mDEL <- histDist(Y, "DEL", main ="Delaporte")

R > par(mfrow = c(1, 2))

R > mZIP <- histDist(Y, "ZIP", main ="Poisson Inflacionada de Zeros")

R > mSichel <- histDist(Y,"SICHEL", main ="Sichel")

R > summary(mNBII)
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APÊNDICE C -- Ajustes sem covariáveis - Dados de
maio a setembro, 2001 a 2010

Figura C.1: Ajuste PO, NBI e NBII para os dados da variável dias desfavoráveis.

Figura C.2: Ajuste PIG, DEL e SI para os dados da variável dias desfavoráveis.

Tabela C.1: Valores dos critérios de informação - dados de maio a setembro, 2001 a 2010.

DEL NBI NBII PO ZIP PIG

AIC 312.6 310.6 310.6 354.5 311.2 316.0

BIC 318.4 314.4 314.4 356.4 315.0 319.9
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Tabela C.2: Média e variância dos dias desfavoráveis e do intervalo de confiança para o inter-

cepto.

µ̂ σ̂2 Intervalo de confiança para µ

8.8 32.1 2.17 ± 1.96(0.09)=(2.0,2.3)

Tabela C.3: Modelo NB estimado.
Parâmetro Estimativa Exp(estimativa) Erro p-valor

µ̂ 2.17 8.8 0.09 < 0.001

σ̂ -1.20 0.3 0.31 < 0.001

Figura C.3: Desvios versus quantis normalizados (gráfico de envelope) - modelo sem regressão

NB.

Figura C.4: Resı́duos versus valores ajustados, resı́duos versus ı́ndices, estimativa do núcleo da

densidade e quantis amostrais versus quantis teóricos (gráfico QQ) - modelo sem regressão NB.

Tabela C.4: Resumo dos quantis dos resı́duos para o modelo NB.

µ̂ σ̂2 Â(Y ) K̂(Y ) Teste de Filliben

-0.015 1.15 -0.9 3.5 0.96
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APÊNDICE D -- Simulação

Dados 1

# numero de observacoes da amostra

N <- n

# parametro pre fixado do modelo AR(1)

rho <- 0.6

# ajuste de um AR(1)

log.lambda <- 1 + arima.sim(model=list(ar=rho),n)

# gera dados de uma NB

y <- rpois(n, lambda=exp(log.lambda))

Dados 2

library(COUNT)

nobs <- n # numero de observacoes da amostra

x1 <- runif(nobs) # gera dados da distribuicao Uniforme (0,1)

x2 <- runif(nobs) # gera dados da distribuicao Uniforme (0,1)

xb <- 0.5 +0.75*x1 -1.25*x2 # preditor linear

a <- 0.75 # parametro Alpha

ia <- 1/a # inversa do parametro Alpha

exb <- exp(xb) # inversa do ajuste do preditor linear

xg <- rgamma(nobs,a,a,ia) # gera de dados de uma distribuiç~ao Gama(GA)

xbg <- exb*xg # mistura das PO e GA

y <- rpois(nobs, xbg) # gera dados de uma NBII
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Dados 3

N <- n # numero de observacoes da amostra

y <- rnbinom(n, sigma=5, media = 8.78) # gera dados de uma NB-C

Algoritmo para simulação usando a geração de dados 1

library(gamlss)

library(tseries)

simula <- function(n) {

pos <- 1 # inicializacao da posicao

min <- integer(7) # vetor de AIC

vetfunc <- integer(7) # contador

N <- m # quantidade de numeros aleatorios gerados

rho <- 0.6 # parametro pre fixado do modelo AR(1)

# ajuste de um AR(1)

log.lambda <- 1 + arima.sim(model=list(ar=rho), n=N)

for (i in 1:n) {

# gera dados de uma NB

y <- rpois(N, lambda=exp(log.lambda))

# Ajuste dos modelos

mPO <- histDist(y, "PO", main ="Poisson")

mNBI <- histDist(y, "NBI", main ="Binomial Negativa tipo I")

mNBII <- histDist(y, "NBII", main ="Binomial Negativa tipo II")

mPIG <- histDist(y, "PIG", main ="Gaussiana Inv. Poisson")

mDEL <- histDist(y, "DEL", main ="Delaporte")

mZIP <- histDist(y, "ZIP", main ="Poisson Inflacionada de Zeros")

mSichel <- histDist(y,"SICHEL", main ="Sichel")

print(AIC(mPO, mNBI,mNBII, mPIG,mDEL,mZIP, mSichel)) /* imprimi os AIC */

min[1] = AIC(mPO)
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min[2] = AIC(mNBI)

min[3] = AIC(mNBII)

min[4] = AIC(mPIG)

min[5] = AIC(mDEL)

min[6] = AIC(mZIP)

min[7] = AIC(mSichel)

# percorre os sete valores obtidos de AIC

for(k in 1:7) {

if(min[1] > min[k]) {

min[1] = min[k] # identifica o menor AIC

pos = k # obtem a posicao do menor

}

}

vetfunc[pos] = vetfunc[pos] + 1

print(vetfunc) # imprimi a quantidade de vezes que

# cada modelo obteve menor AIC

print(min) # imprimi os menores valores AIC

}

}

simula(1000)
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