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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado nés trabalhamos com o processo de Cox-Ingersoll-
Ross, que foi originalmente proposto por John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll Jr. e
Stephen A. Ross em 1985. Este processo é amplamente utilizado em modelagem
financeira, por exemplo, para descrever a evolucao de taxas de juros ou como o
processo de volatilidade no modelo de Heston. A equacao diferencial estocastica que
define este processo nao possui solucao fechada, logo faz-se necesséria a aproximacgao
do processo via algum método numérico. Na literatura diversos trabalhos propoem
aproximacoes baseadas em esquemas de discretizacao intervalar. Nos aproximamos
o processo de Cox-Ingersoll-Ross através de um método numérico do tipo Euler-
Maruyama baseado na discretizacao aleatéria proposta por Leao e Ohashi (2013)
sob a condicao de Feller. Neste contexto, mostramos que esta aproximac¢ao possui
uma ordem de convergéncia exponencial e utilizamos técnicas de simulagao Monte

Carlo para comparar resultados numéricos com valores tedricos.

Palavras-chave: Processo de Cox-Ingersoll-Ross, aproximagao do tipo Euler-

Maruyama e simulagao Monte Carlo.
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Abstract

In this master’s thesis we work with Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process. This
process was originally proposed by John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll Jr. and
Stephen A. Ross in 1985. Nowadays, this process is widely used in financial
modeling, e.g. as a model for short-time interest rates or as volatility process in
the Heston model. The stochastic differential equation (SDE) which defines this
model does not have closed form solution, so we need to approximate the process
by some numerical method. In the literature, several numerical approximations
has been proposed based in interval discretization. We approximate the CIR
process by Euler-Maruyama-type method based in random discretization proposed
by Leao ¢ Ohashi (2013) under Feller condition. In this context, we obtain an
exponential convergence order for this approximation and we use Monte Carlo

techniques to compare the numerical results with theoretical values.

Keywords: Cox-Ingersoll-Ross process, Euler-Maruyama-type method and Monte

Carlo simulation.
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CAPITULO

Introducao

Os modelos de equagoes diferenciais estocasticas (EDEs) sdo extremamente importantes
e assumem um papel fundamental em diversas areas de aplicacao incluindo quimica, biologia,
mecanica, economia e finangas. Na area financeira a incerteza do mercado e o grande ntimero de
variaveis envolvidas tornam as atividades financeiras arriscadas e a predi¢ao do mercado incerta.
Neste contexto, a maioria dos modelos financeiros existentes buscam ajudar os investidores
no gerenciamento do risco e utilizam as EDEs para descrever a evolugao de certas variaveis
financeiras como o prego do ativo, a taxa de juros ou a volatilidade das acoes.

Os modelos de taxa de juros e de volatilidade estocastica sao amplamente populares no
mercado financeiro e muitos foram os modelos desenvolvidos ao longo do tempo. E neste
sentido que listamos na tabela 1.1 alguns dos principais modelos de taxa de juros e as equagoes

diferenciais estocasticas que os definem.

Modelos de taxa de juros Equacao Diferencial Estocastica
Vasicek (1977) dX; =k (0 — Xy) dt + edW;
Dothan (1978) dX; = kX dt + edW;

Rendleman (1980) dX, = kX dt + o X, dW,
Courtadon (1982) dX; =k (0 — Xy) dt + o X dW,
Cox et al. (1985) dX; = k(0 — X;) dt + o/ X dW,;

Vasicek exponencial dX; = Xy (0 — klog (X)) dt + o X, dW,

Tabela 1.1: Modelos de taxa de juros.



1 Introdugao

Na tabela anterior o processo X := {X;:0 <t < T} representa o valor da taxa de juros
ao longo do tempo e sem perda de generalidade definimos este processo em um intervalo finito
[0, T, podendo este ser infinito. Observamos que os parametros k, 6 sdo estritamente positivos,
e>0eW :={W,:0<t<T}éum movimento Browniano unidimensional.

Hull e White (1987) desenvolveram um dos primeiros modelos de volatilidade estocastica o
qual assumia que as dinamicas de preco e de volatilidade eram dadas por processos estocasticos
independentes. As principais desvantagens deste modelo sao a suposicao de independéncia
e a falta de um componente de reversao a média na dinamica de volatilidade. Esta tultima
deficiéncia foi superada mais tarde quando Stein e Stein (1991) propuseram um modelo com
estrutura de reversao a média. Porém, o problema de independéncia ainda permaneceu, s6 mais
tarde quando os modelos de Heston (veja, Heston (1993)) e 3/2 (veja, por exemplo, Ahn e Gao
(1999)) foram propostos, esta dificuldade foi superada. Neste contexto, listamos na tabela 1.2
os modelos de volatilidade estocéastica supracitados junto com os sistemas estocasticos que os

definem.

Modelos de volatilidade estocastica Sistema estocastico

dS, = pS,dt + V,Sdw Y

AV, = yVidt + 2V, dWw,?

S, = pS,dt + V;S,dwV

AV = k(0 — V;) dt + e2dW®

dS, = pSydt + VS, dWw !

AV, = k(0 — V;) dt + €2/ VidW”
S, = pS,dt + VS dw !

AV, = k(0 — V) dt + € (V;)2 dW®

Hull e White (1987)

Stein e Stein (1991)

Heston (1993)

Modelo 3/2

Tabela 1.2: Modelos de volatilidade estocéastica.

Na tabela anterior o processo S := {S; : 0 <t < T'} representa o pre¢o do ativo no instante
t €10,T], V:={V,:0<t<T} representa a volatilidade do preco do ativo neste instante,
{Wt(l) 0<t< T} e {Wt(z) 0<t< T} sao dois movimentos Brownianos possivelmente
correlacionados com coeficiente de correlagao p € [—1,1]. Os parametros p, k, 6 sdo constantes
pertencentes ao intervalo [0,00) e € é uma constante estritamente positiva.

Neste trabalho nds estudamos o processo de Cox-Ingersoll-Ross que foi originalmente
proposto por Cox et al. (1985) e é utilizado tanto como um modelo de taxa de juros quanto
como o processo de volatilidade no modelo de Heston. Diferente do modelo de Black-Scholes
(veja, Black e Scholes (1973)) cuja a EDE possui solugao fechada e desta forma a simulagao
via Monte de Carlo é facilmente obtida através da geracao de nuimeros pseudo-aleatérios da
distribuicao do processo estocastico resultante, a EDE que define o modelo de Cox-Ingersoll-
Ross nao segue esta representacao simples. Para este modelo podemos aproximar sua solucao

via algum método numérico segunda uma certa discretizagdo. Em Andersen et al. (2002),



Andersen e Lund (1997), Bacinello (2000), Barone-Adesi e Sorwar (2002), Broadie e Kaya
(2006) e Gkamas (2001), por exemplo, os autores discretizam o processo de Cox-Ingersoll-Ross
via um método do tipo Euler-Maruyamma (veja, por exemplo, Kloeden e Platen (1992) e

Glasserman (2004)) sobre uma discretiza¢ado deterministica.

Uma das motivagoes para se estudar modelos como o de Cox-Ingersoll-Ross é que eles
possuem uma estrutura nao linear, cujos coeficientes nao satisfazem a condi¢ao global de
Lipschitz, impossibilitando o uso da analise de convergéncia de métodos numéricos para
EDEs convencional (veja, por exemplo, Kloeden e Platen (1992) e Milstein (1995)). O
estudo de convergéncia deste tipo de EDE, com ou sem a ordem de convergéncia, tem sido
estabelecido em diversos artigos, como por exemplo em Alfonsi (2005), Bossy e Diop (2004),
Deelstra e Delbaen (1998), Gyongy e Rasonyi (2011), Higham e Mao (2005) e Bossy e Diop
(2004). Neste sentido, Higham ¢ Mao (2005) apresentam um estudo onde mostram que um
método do tipo Euler-Maruyama sobre uma discretizacao deterministica fornece aproximagoes
para o primeiro e o segundo momento do processo resultante da equacao que define o modelo
de Cox-Ingersoll-Ross e ainda mostram a convergéncia forte de tal aproximagao. Em Alfonsi
(2005) um ambiente de trabalho para analisar aproximagcoes do processo de Cox-Ingersoll-Ross
¢é apresentado juntamente com um extenso estudo de simulacao. No entanto, somente em

Bossy e Diop (2004) uma ordem de convergéncia nao logaritmica é obtida.

Assumindo a condicao de Feller sobre os parametros do processo de Cox-Ingersoll-Ross,
Dereich et al. (2011) utilizam uma aproximagao do tipo Euler-Maruyama baseada em uma
discretizagao deterministica e mostram que a convergéncia da aproximagao é de ordem 1/2; no

caso

(IEJ { sup | X, —Yﬂ); < Cpy/log (A)VA

0<t<T

em que, X := {X;:0<¢<T} é um processo de Cox-Ingersoll-Ross, X = {Yt 0<t< T}
¢ a aproximacao do tipo Euler-Maruyama do processo X, C, > 0 é uma constante e A > 0
representa o comprimento dos incrementos da particao. Em Alfonsi (2013) o autor baseia-se

no trabalho de Dereich et al. (2011) e prova que a convergéncia ocorre com ordem 1, no caso

1
J— p
(E { sup |Xt — Xt|p}) < CLA.

0<t<T
Inspirados pelo trabalho de Dereich et al. (2011) é que apresentamos nesta dissertagdo um
estudo de convergéncia de uma aproximacao do tipo Euler-Maruyama do processo de Cox-
Ingersoll-Ross considerando a discretizagdo aleatéria proposta por Ledao e Ohashi (2013) e

mostramos que a ordem de convergéncia é exponencial.

Mais precisamente, dada uma base estocastica (2, F,F,P) e o movimento browniano
unidimensional W = {W; : 0 <t < T'} definimos para todo k € N os tempos de parada Ty = 0



1 Introdugao

T = inf{:rjj,1 <t<oo: ’Wt—WTsil) :2—’f}, n>1. (1.1)

A partir do qual derivamos o processo de saltos A* := {Af 0<t< T} tal que

Ayi=) 2l 0SEST, (1.2)
n=1
em que,
I se Wrp —Wpe  =2"FeT) < oo;
Uﬁ =9 —L seWpm — WTk_l =-2"%eTF < o0; (1.3)
0; se TF = cc.

Na sequéncia, nés utilizamos a transformacao de Lamparti do processo de Cox-Ingersoll-
Ross, isto é, nds consideramos o processo Y := {Y; : 0 <t < T} tal que Y; = v/X; para todo
t € [0, 7], que pela férmula de It6 satisfaz

dy, = (% +5Yt> dt + 1AW, Yo = /o,
t

2
a::(ie—i>, 6::—E e 7::5

com

2 8 2

Consideramos entao, a particao T gerada por todos os tempos de parada definidos em (1.1)

e definimos a aproximacao do tipo Euler-Maruyama para o processo Y da seguinte forma:

«
Vh =Yho4 | o
Ty T Yj’fk

n+1

+ BY:%H) ATy +9AAg | VT eT e n>0, (1.4)

em que, ATF =Tk  — Tk AAT;g+1 = ATkH — Api e Y = /xq.
Assim, a aproximacao do tipo Euler-Maruyama X* para o processo X de Cox-Ingersoll-Ross
¢é dada por
2
Xk, = (Yj’fk> , VTFeT.

A partir da qual consideramos a fungao

Xk = ZX;T,S]I[TMLI[@&), vt € (0,17,

n=0

que torna X* um processo de saltos. E entdo estabelecemos o seguinte teorema:



Teorema: Seja 2k0 > €2

Cp, > 0 tal ge

2k0
el < oco. Entao, para todo 1 < p < — existe uma constante
€

kP —pk
E | sup |Xpr — Xpi| | < Cp277

TkeT

E assim,
P

P | lim [ sup ‘Xéfk—XTﬁ =0| =1.

koo \ TheT

Nos apresentamos também um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de tempos
de parada {Tff 1 Tff} para simular a aproximacdo X* do processo X e utilizamos técnicas
de simulacao Monte Carlo para calcular um estimador fi; para p; := E (X;) e avaliamos que o
vicio |fi; — | é menor que 27% o que concorda com o teorema supracitado.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos uma revisao
de célculo estocastico e algumas defini¢oes necessarias para a compreensao do texto. No capitulo
3 definimos o processo de Cox-Ingersoll-Ross e exibimos algumas de suas propriedades. No
capitulo 4 usamos uma abordagem do tipo Euler-Maruyama para aproximar o processo de
Cox-Ingersoll-Ross baseado em um método de discretizagao aleatério e por fim mostramos que
este método numérico converge a uma taxa de ordem exponencial. No capitulo 5 apresentamos
um estudo de simulacao em que, utilizamos técnicas de simulagao Monte Carlo para estudar os
momentos tedricos via resultados numéricos. Por fim, no capitulo 6 apresentamos uma conclusao

a respeito do trabalho desenvolvido nesta dissertacao e as intengoes de pesquisa futura.






CAPITULO

2

Preliminares

A primeira EDE que surgiu na literatura buscava explicar o movimento irregular de pequenas
particulas imersas numa solugao, observado pioneiramente em 1823 pelo botanico inglés Robert
Brown, ele notou que as particulas em suspensao numa solucao adquiriam uma espécie de
movimento aleatério que posteriormente ficou conhecido como movimento Browniano. Einstein
em sua tese de doutorado propoem uma explicagao matematica para esta dinamica e em
1930 surge uma modelagem via EDE que trata-se do modelo de Ornstein-Uhlenbeck para o
movimento browniano (veja, Uhlenbeck e Ornstein (1930)). Neste capitulo, apresentamos um
definicao tedrica para o movimento browniano em seguida introduzimos a teoria de equagoes

diferenciais estocastica, onde formalizamos o conceito de integral estocéstica.

2.1 Definicoes

Sejam (§2, F,P) um espaco de probabilidade qualquer e [0, 7] um intervalo real finito. Um
processo estocdstico é uma fungao mensuravel X (¢,w) definida no espago produto [0, 7] x Q2 em
que, para cada t € [0,7T] a fungao X (t,-) é uma varidvel aleatéria e para cada w € 2, X (-,w) é
uma fun¢ao mensuravel denominada caminho aleatério. Buscando simplificar a notagao iremos
denotar a varidvel aleatéria X(t,-) simplesmente por X; reduzindo também a forma com a
qual indicaremos o processo estocdstico {X(t,w):t € [0,T] e w € 2} que serd escrito como
{X;:te0,T]}.

Apresentamos a seguir as defini¢oes de filtragem e de processo adaptado a filtragem

que sao fundamentais para o compreensao desta dissertacao.

Defini¢ao 2.1.1 Uma filtragem definida em [0,T] €é wuma familia crescente F :=
{Fi:0<t<T} de o—dlgebras, isto é, Fs C Fy para 0 < s <t <T.



2 Preliminares

Definicao 2.1.2 Uma base estocastica (2, F,F,P) € dita satisfazer as condigoes usuais se
(1) Fo contém todos os conjuntos P — nulos de F;

(it) Fr = (Nyss Fus Vt €[0,TY, isto € F € continua a direita.

Neste trabalho assumimos que as condicoes usuais sao sempre satisfeitas e que todo processo

estocastico é adaptado a filtragem.

Definigao 2.1.3 Um processo estocdstico {X; : 0 <t < T} € dito ser adaptado a filtragem
F:={F :0<t<T} separa cadat € [0,T], a varidvel aleatoria X; € F;-mensurdvel.

No decorrer deste trabalho nos deparamos também com o conceito de tempo de parada cuja

definicao é dada a seguir:

Definigao 2.1.4 A varidvel aleatoria T : Q — [0,T] é denominada tempo de parada com
respeito a filtragem F:={F; : 0 <t < T} se {w: 1(w) <t} € F; para todo t € [0,T].

Observamos que podemos substituir na definicao T por oo. Intuitivamente falando, nés
podemos pensar em 7 como o tempo que se para de jogar um jogo. A condi¢ao para 7 ser um
tempo de parada significa que a decisao de parar de jogar o jogo antes ou no tempo t deve ser
determinada pela informacao fornecida por F;.

O espaco vetorial sobre o qual definimos a integral estocastica é um espaco de Hilbert,
¢é neste sentido que expomos na proxima secao uma revisao deste conceito. Apresentamos,
também, algumas desigualdades que serao uteis para as demonstragoes dos resultados que serao

estabelecidos no capitulo 4.

2.2 Espaco de Hilbert

Definicao 2.2.1 Dado um espaco vetorial H sobre um corpo K, uma aplica¢ao
(w):HxH—=K
diz-se um produto interno se para cada x,y,z € H e cada X € K se tem

(i) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2);

(11) (Ax,z) = Nz, 2);

(iii) (z,y) = (y, x);
(v) (x,x) >0;

(v) (x,2) =02 =0.



2.2 Espaco de Hilbert

Aqui, (y,x) designa o conjugado de (y, ).
Um espaco vetorial com produto interno diz-se um espago com produto interno. E a
partir deste podemos definir um espago normado, que trata-se de um par (H, | - ||) em que

H é um espaco vetorial e || - || é uma norma em H.

Definicao 2.2.2 Seja H um espaco vetorial sobre K. Uma norma H ¢ uma aplicacdo que a

cada vetor x € H faz corresponder um nimero real ||x|| com as sequintes propriedades:
(@) [[z]] =0 & = = 0;
(77) ||\x|| = |A|||z||, para cada x € H e para cada X € K;

(i17) ||z +yll < |z + |lyllpara cada z,y € H.

Exemplo 2.2.1 Em R ou em C o valor absoluto | - | € um norma, ou seja, (R,|-1]) e (C,|-])

sao espagos normados.

Exemplo 2.2.2 Em R"™ e C" podemos definir as sequintes normas:

(0, )7, se 1< p < oo,
|z, =

SUpP<icy |Til,  sep = o0.

Estes espagos generalizam os do exemplo 2.2.1. Usa-se £ para denotar o espago normado
(K™, || - [). Observamos que quando tomamos n = 0o, o espaco £;° continua sendo um espago

normado.

Exemplo 2.2.3 Em Cla,bl, espago das fung¢des continuas definidas no intervalo [a,b], podemos

definir a sequinte norma:

1
(ff |az(t)|pdt>p , sel<p<oo,
lll, =
SUP,<i<p | (1], sep = 0o0.
Dado um espago normado (H, || - ||) podemos definir um espago métrico, isto é, um espaco

H que estd munido com uma métrica

Defini¢ao 2.2.3 Dado o espaco normado (H,| -||), definimos a métrica d como sendo a

fungao

d:Hx H—>R
(z,y) = d(z,y) == |lz —y|

tal que
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(1) d(z,y) =0z =y,
(1) d(z,y) = d(y, z);

(13i) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para quaisquer z,y,z € H.

O conceito de isometria entre espagos métricos é fundamental para a discussao sobre integral

estocastica que é realizada na segao 2.4. Neste contexto apresentamos a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2.4 Sejam (Hy,dy) e (Hy,dy) dois espagos métricos e f: Hy — Hy uma aplicagao

entre espagos métricos. Dizemos que f € uma isometria se

d2 (f(w)7f(y)) = dl(w7y)

quaisquer que sejam x,y € Hy.

Os espago com produto interno cujas sequéncias de Cauchy (veja, por exemplo, Lima
(1970)) sdo convergente em relacio a métrica induzida pelo produto interno designam-se
espacos de Hilbert. Neste contexto, estabelecemos na proposicao seguinte as desigualdade

de Young, Holder e Minkowski, cuja demonstragdo pode ser encontrada em Kreyszig (1989).

Proposicao 2.2.1 Dado p € (1,00) escolha-se q € (1,00) tal que % + % = 1. FE estabelecemos:
a? b
(1) Desigualdade de Young: ab < — + —, Va,b > 0;
p q
(i7) Desigualdade de Hélder ||zy| < |z|,llylly, =,y € R

(i1i) Destgualdade de Minkowski: |z +y|, < |z|, + |yl =z,y€R",

em que || - ||, € como foi definido em 2.2.2 e 2.2.5.

2.3 Movimento Browniano

Os resultados obtidos com este trabalho tem principalmente influéncia na area financeira e
durante o decorrer desta obra o leitor se depararda com muitas entidades definidas via processos
estocasticos que sao dados em funcao do movimento browniano, neste sentido, decidimos
por definir este processo que assume um papel importante na estruturacao de nossa teoria.
Assumiremos no decorrer deste capitulo que toda atividade econémica ocorre em um intervalo

finito I = [0, 7).

Definigao 2.3.1 Um processo estocdstico {W(t,w):0<t<T} é chamado movimento

browniano se satisfaz as sequintes condigoes:

10
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1. P{w: W(0,w) =0} = 1.

2. Para qualquer 0 < s <t, a varidvel aleatoria Wy — Wy tem distribuicao normal com média

0 e variancia t — s.

3. W (t,w) tem incrementos independentes, isto é, para qualquer 0 < t; <ty < -+ <t,, as

variavets aleatorias Wy, Wy, — Wy, -+, Wy, — Wy, |, sao independentes.

4. Os caminhos aleatorios do processo W (t,w) sdo continuos quase certamente.

Em Lévy (1948), o autor usa o método de interpolagdo para construir o movimento
Browniano. Neste sentido, nés apresentamos a seguir um esboco desta construcao. Para mais
detalhes, sugerimos a leitura de Hida (1980).

Seja ¢ := {¢, : n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com média 0 e

variancia 1. Defina a sequéncia X := {X,,(t) : n > 1} de processos estocdsticos para ¢t € [0, 1]

X, (t) = 0, set =0;
' ¢1a set= 1a

de forma que:

e utilize interpolacao linear para obter X (t) para os outros valor de t € [0,7]. De X; (), defina

X (), set=0out=1;
Xo(t) = 1 1
Xq(t) + 5(;52, set = 3

e novamente utilize interpolagao linear para obter Xs(t) para os outros valores de t € [0,T].
Note que X,(t) mantem o valor de X;(t) parat = 0. J& quando ¢ = 3 nés utilizamos ¢, e X (¢)

para definir X5 (t) e entdo obtemos que a variancia de X,(t) ¢ 2 o que concorda com a variéncia

de um movimento browniano no ponto ¢t = 1. Usando indugdo podemos definir X,,;1(¢) em

fungao de X,,(t) da seguinte forma:

k
Xn(t), Set:2—n,k:O,2,...,2”;
Xn—i-l(t) = 1 nit k
Xrn(t)+ (5) ¢2n—1+%7 Set:2_n7 ]{::1,3’...,2”_17

e utilizamos a interpolacao linear para obter os valores de X,,11(t) para outros valores de t.

Seja D o conjunto dos niimeros racionais diddicos, assim para cada t € D segue da definicao
de X, (t) que existe um nimero N = N(t,w) tal que X, () = Xn(t) para todo n > N. Entao
para cada t € D, o seguinte limite existe

lim X,(t) = X (t).

n—oo

11



2 Preliminares

Hida (1980) demonstra que as propriedades de 1 & 4 da defini¢ao 2.3.1 sao satisfeitas para
o processo X (t). Portanto este processo é um movimento Browniano.

Mostrada a existéncia de um movimento browniano podemos estabelecer algumas
propriedades simples que seguem direto da definicao. Por exemplo, para um movimento

browniano {W; : 0 < ¢t < T} fixo seguem as seguintes proposicoes:

Proposicao 2.3.1 Para qualquer 0 < t < T, W; € uma varidvel aleatoria com distribui¢cao

normal com médio 0 e varianciat. Para qualquer 0 < s,t < T nds temos E [W; W] = min {s, t}.

Demonstracgao:

Pela condigao (1) nés temos que W, = W, — W, e entao pela condigao (2) concluimos que W
tem distribuicao normal com média 0 e variancia t. Agora, assuma sem perda de generalidade

que s < t assim,
E[W,W,] = E [W, (W, — Wy) + W] = E[W,JE(W, - W,) + E (W2?) = s.
[

Proposicao 2.3.2 Para 0 <ty <T e A > 0 fixos, os processos estocdsticos th = Wi, — Wi

e W2 =W (At)/VX sdo também movimentos brownianos.

A demonstracao desta proposicao é uma simples verificacao das condigoes enunciadas na
Definic¢ao 2.3.1 (veja, por exemplo, Kuo (2006) para detalhes).

O Movimento Browniano nao é diferencidvel em nenhum ponto de sua trajetéria (veja,
Mérters e Peres (2010)) isso porque as trajetdrias nao sao suficientemente suaves para que as
derivadas a esquerda e a direita em determinado ponto sejam iguais e além disso este processo é
de variacao ilimitada, isto é, para P = {0 = to, 1, -+ ,t, = T} uma partigao do intervalo [0, T

verifica-se que
n

lim > (Wi, —W,,)" =T,

[|At]|—0 <
=1

em que, |[|At|| := sup, (t; —t;—1) com i € {1,2,--- ,n} (veja, Kuo (2006)). Estas duas
razoes fazem com que os métodos classicos de integracao nao sejam aplicaveis as trajetorias

do movimento browniano. Precisamos, entao, dar sentido a integrais da forma

/OT f(t)dWs, (2.1)

em que f é uma fungao deterministica ou uma trajetoria de um processo estocastico. A
formalizacao desta integral foi realizada pelo matematico Kyoshi It6. A seguir, apresentamos

uma construcao para este tipo de integral baseada no trabalho de Oksendal (2003).

12
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2.4 Integral Estocéstica

Primeiramente, suponha que estamos interessados em modelar o preco de um ativo financeiro
representado pelo processo estocastico {S; : 0 <t < T'}. Suponha ainda que a dindmica deste
processo possa ser modelada através de uma equagao que soma um termo deterministico a um

fator aleatorio

s,
dt

em que b e o sao fungoes dadas e ay representa o termo aleatério. Podemos reescrever (2.2) da

= b(t, S;) + o (t, Sp)ow (2.2)

seguinte forma

dSt == b(t, St)dt + U(t, St)Oétdt (23)
= b(t, St)dt + O'(t, St>th, (24)
em que, {W;:0<t<T} é um processo estocastico tal que dW; = a;dt. Denominamos

a equagao (2.4) de equagao diferencial estocdstica. N&s consideraremos um modelo de
mercado browniano entao utilizaremos o processo {W; : 0 <t < T} como sendo um movimento

browniano.

Considere a seguinte particdo P = {tg,t1,...,t,} C [0,7] de modo que 0 =ty < t; < ... <
t, = T. O intervalo [t;_1,t;] de comprimento t; — t;_; serd chamado de i-ésimo intervalo da

particdo P. Evidentemente, " | (t; —t;—1) = T. Considere a versao discretizada de (2.4):

A‘S’tk = b(tk, Stk)Atk —|— U(tk, Stk)AWtk
= Stk — Stk—l = b(tk, Stk)Atk + U(tk-, Stk)AWtk.a

em que, Aty =1t —tp_1 e AW, =W, — W, _,. Logo, pela recursividade obtemos

St =So+ Y b(te, Si ) Aty + Y ot Sp, ) AW, . (2.5)

k=1 k=1

Observe que se aplicarmos o limite na equagao acima com At; — 0, seria natural utilizar a
definigao usual de integral para reescrever (2.5) como uma equacao dada por integrais, porém
nao sabemos se o limite do lado direito aplicado a (2.5) realmente existe. Caso esse limite

exista, obteriamos:

T T
Sp = So+ / b(u, Sy)du + / o(u, S,)dW,”. (2.6)
0 0

Note que precisamos tomar cuidado com a passagem de (2.5) para (2.6), primeiro porque

13
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ainda nao conseguimos garantir a existéncia do limite e segundo porque a integral

T
“/ o(u, Sy)dW,”, (2.7)
0

em que, W; é o movimento browniano unidimensional, ainda nao faz sentido. Para dar sentido

a (2.7), vamos considerar a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.1 Um processo estocdstico f:[0,T] x Q@ — R é dito simples se for constante

por partes na varidvel t, isto é, se existir uma particao 0 =ty <ty < ... <t, =T do intervalo
[0,T7] tal que

f(t7w> = Z f (tiflﬂ w) H[ti—hti)(t)’ (2'8>

em que () denota a fungdo caracteristica do intervalo [t;—q,t;) C [0,T] e n € N.

Para definir a integral
T
“/ f(u,w)dW,”, (2.9)
0

vamos considerar primeiramente f como sendo um processo estocastico simples definido em

[0, 7] como na equacgao (2.8).

E natural definirmos,

/0 Ft,w)dW, = Z Fti,w) (Wy, =W, ). (2.10)

O préximo exemplo que pode ser encontrado em Oksendal (2003) indica a dificuldade que
surge quando tentamos estender esta definicao para processos mais gerais. Esta dificuldade esta

relacionada com o fato das trajetorias do movimento browniano terem variagao ilimitada.

Dado um movimento Browniano {W; : 0 < ¢ < T} e um intervalo [0, 7] consideremos, para

cada n € N, os seguintes processos simples:

m—1
m m+1
(pn(t): ;Wﬁﬂ[%,g@l)(t)+W2771]I[27?1,T}<t) se 2—n <T< on
s m m+ 1
’an(t) = - W%]I[QL”/;#)@) + WT]I[Q%,T} (t) se 2_n S T S on
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Entao, de acordo com (2.10), temos:

E(/OT%(t)th) — mz:;E[W (W%— #)]+E[W2ﬂn (Wr —Wa)]

pela independéncia dos incrementos do movimento browniano, os quais tem média zero. Por

outro lado,

E (/OT¢n(t)th> - Tilh: (Wen (Wagg =W )| +E [Wr (Wr - W)

_ Zo [E (Wi) _E(W%W%ﬂﬂ —E(WiWs) +E (W3)
_ m‘l{iH_L] m

P I TT 2

_

onde usamos a Proposi¢do 2.1 e notamos que o somatério é telescépico (veja a definigao, por
exemplo, em Lima (1970)).

Podemos perceber com esse exemplo que, embora os processos simples ¢,, e 1, aparentem
ambos serem boas aproximagoes para o processo {W; : 0 <t < T}, suas integrais de acordo
com (2.10) ndo sdao préximas entre si, ndo importando quao grande n seja escolhido. Com
isso, podemos perceber que é razodvel aproximar uma dada f(¢,w) considerando-se processos
simples » 37 f(7_1, W)l ,.1,)(t) onde P, = {0 =1, < ... <t, =T} é uma particdo de [0,7] e
54 € [tj_1,t;) e entdo podemos definir fOT f(t,w)dW; como um limite (num certo sentido) das
integrais destes processos simples quando a norma da particao ||At|| := sup (t? — t;’_l) tende a
zero. Porém, com o exemplo supracitado, podemos observar que este limite vai depender dos
pontos ¢3’s escolhidos.

Logo, diferentemente do que ocorre com a Integral de Riemann, os pontos ¢} influenciam no

valor da integral. Se tomarmos

L t; =1, (o primeiro ponto do intervalo) teremos a integral de 1t6, denotada por

T
/ F(tw)di,,
0

15
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G+t

2ty ==

por

(o ponto médio do intervalo) teremos a integral de Stratonovich, denotada

T
/ f(t,w> ©) th
0

Nesta dissertagao nos depararemos apenas com a integral de It6 e nos preocuparemos, entao,
em discutir para qual classe de processos estocasticos iremos definir esta integral estocéstica.
Aqui, assumimos que f(¢;,w) depende apenas do comportamento do movimento browniano até
o tempo t;, na verdade f(¢;,w) poderd depender também de outras informacoes, mas nao do
comportamento futuro do movimento browniano. Esta idéia intuitiva é formalizada em termos
de o-algebras.

Dado o movimento browniano {W; : 0 <t < T} definido em um espaco de probabilidade
(Q, F,P) consideremos uma filtragem F := {F; : 0 < ¢ < T} do espago (2, F,P) tal que

(1) c(Ws,0< s <t)CF, Vt>0,
(17) o(Win — Wi, A > 0) é independente de F; ¥Vt > 0.

Com isso, podemos definir a classe L? ([0,7] x Q) e em seguida apresentaremos a defini¢do

formal da Integral de Ito6.

Defini¢ao 2.4.2 Sejam o intervalo [0,T] com T > 0 e um espago de probabilidade (0, F,P),
em que € definido o movimento browniano {W;: 0 <t < T} e uma filtracio {F, : 0 <t < T}
satisfazendo (1) e (ii), definimos LP ([0,T] x Q) como a classe dos processos estocdsticos f(t,w)

que satisfazem

(1) {f(t,w):t €0, T)} € um processo mensurdvel, isto €, a fungao (t,w) — f(t,w) é B(R) x

F-mensurdvel, em que B(R) denota a o-dlgebra de Borel do intervalo [0,T];

(i) {f(t,w):t €[0,T]} € adaptado a filtragem {F, : 0 <t < T}, ou seja, para cadat € [0,T],

a varidvel aleatoria f(t,-) € Fi-mensurdvel;
(ii) E (fOT | f(tw) |? dt) < .

Concluimos assim que a classe L* ([0, T] x Q) € um espago de Hilbert com relagio ao produto

interno definido no item (iit).
Definigao 2.4.3 Chamaremos de elementares todos os processos simples de L? ([0,T] x Q).

Definicao 2.4.4 Seja f um processo elementar entao a integral de Ité de f ¢é definida pela

equagao (2.10).

O Lema abaixo apresenta as principais propriedades relacionadas com a Integral de It para

processos elementares:
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Lema 2.4.1 Sejam ¢ e ¥ processos elementares, a e b nimeros reais, entao:

/Tw(t) b (£, = a/T gp(t)ther/Tz/z(t)th; (2.11)

E (/OTw(t)th) = 0; (2.12)

(/OT so(t)th)2 =FE (/OT 902(t)dt> . (2.13)

Observe que a propriedade (2.11) é andloga a propriedade operacional da Integral de

E

Riemann, além disso, ela garante que as Integrais de [t6 geram um espago vetorial. A igualdade
(2.13) é chamada de Isometria de Ito, e é uma propriedade fundamental para a extensao do
conceito de Integral de It6 para toda a classe L? ([0, 7] x €2). A descri¢ao tedrica dessa extensao
pode ser vista em (Oksendal (2003) ou em Kuo (2006), mas é importante destacarmos trés
pontos principais: o lema que permite realizar a extensao; a definicao da Integral de It6 em
processo estocasticos mais gerais e o comportamento das propriedades da Integral de It6 nesses

tipos de processos.

Lema 2.4.2 Seja {X;:0 <t <T} um processo estocdstico em L*([0,T] x Q). FEntdo existe

uma sequéncia {p,}22 | de processos elementares tais que

T
lim E (/ | X; — on(t) |2 dt) = 0.
n—oo 0

Definigao 2.4.5 Seja {X;:0 <t < T} um processo estocdstico em L? ([0,T] x Q). Fizemos

uma sequéncia {p,}°2, de processos elementares tal que

T
lim E (/ X, — ot 2 dt) —o.
n—oo 0

e definimos

T T
/ Xtth = lim ©n (t)th
0

n—oo 0

como um limite em L?*(€2).

Teorema 2.4.1 Sejam {X;:0<t<T} e {Y;:0<t<T} processos estocdsticos em

L2 ([0,T] x ), a e b nimeros reais, entdo:

T T T
/ (aX; + bY;) dW, = a/ X dW, + b/ Y, dW; (2.14)
0 0 0
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E (/OT Xtth) = 0; (2.15)
(/OT Xtth>2 =FE (/OT det) . (2.16)
E K/OT Xthth)} =" (/OT Xthdt) : (2.17)

A demonstracao dos lemas e dos teoremas apresentados nesta secao sao facilmente
encontrados na literatura (veja, por exemplo, Kuo (2006), Protter (2004) ou Oksendal (2003))

e desta forma decidimos por nao expo-las neste texto.

E

Portanto, fornecemos um sentido para a integral estocastica (2.9) e consequentemente para a
EDE (2.4). As solugbes de equagoes como (2.4) sdo em geral desconhecidas, entao necessitamos
de métodos numéricos para encontrar aproximagcoes razoaveis para elas. Estes métodos simulam
as trajetérias de Sy(w) e sdo baseados em discretizagoes intervalares.

A analise de convergéncia tradicional para métodos numéricos para EDEs assume que os

coeficientes que compdem a equagao (2.4) satisfazem a condigao global de Lipschitz, isto é

[6(z) = o)l +[lo(z) —oW)l < Ll -y, z,yeR

No entanto, os coeficientes de algumas EDEs nao satisfazem esta condigao, o que dificulta
a andlise de convergéencia de EDEs desta natureza. O processo de Cox-Ingersoll-Ross, por
exemplo, é definido por uma EDE de carater nao linear que nao satisfaz a condicao global de
Lipchtiz. Neste sentido é que nos motivamos em estuda-la nesta dissertacao.

Um importante resultado que nos permite estudar a solucao de EDEs, ¢ a Férmula de Ito
(veja por exemplo Protter (2004)), que é o andlogo estocastico da regra da cadeia convencional

do célculo de Leibniz-Newton.

Teorema 2.4.2 Seja X um processo de Ito, isto é
t t
X = Xo +/ f(s)dWs +/ g(s)ds, 0<t<T, (2.18)
0 0

em que, Xy é Fo—mensurdvel, f € L?([0,T] x Q) e g € L' ([0,T] x Q). Suponha que F seja

~ . . .. 2 - ~ g -
uma fungao continua com deriwadas parciais %—f, g—i € 8ax’f continuas. Entdao F (t, X;) € também

um processo de Ito e

Fx) - P () = [ S,

‘ t 92
aF(Xu)qu+1/ TEXD y1x x),. (219
o 0

o 0Xu 2 0X?2
em que [-, -] denota a varia¢ao quadrdtica do processo (veja definigao em Protter (2004)).

18



2.4 Integral Estocastica

O modelo de Black-Scholes é um modelo para a precificacao de opcoes e foi proposto
independentemente por Black Scholes e Merton. Este modelo é dado via uma equacao diferencial
estocastica e possui solucao analitica que é facilmente determinada pela Formula de Ito, cuja

demonstragao ¢é realizada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.1 Para uma base estocdstica (2, F,F,P) e [0,T] um intervalo finito firo nds

definimos o modelo de Black-Scholes através da sequinte equacao diferencial estocdstica
dSt = IUStdt + O'Stth, (220)

em que S :={S;: 0 <t <T} é um processo estocdstico que representa o pre¢o descontado de
um ativo, W := {W,; : 0 <t < T} € um movimento Browniano, p representa o retorno esperado
do preco descontado, o representa a volatilidade do ativo e assumimos que sy € uma constante

positiva que expressa a condigao inicial de S. Vamos mostrar que

1
St = spexp { (,u - 502> t+ O'Wt} : (2.21)

para todo t € [0,T.

Podemos reescrever a equagao (2.20) como sendo um processo de Itd
t t
S = so + ,u/ S,du + a/ S dW,, 0<t<T, (2.22)
0 0

em que, {S; : t > 0} é um processo estocastico adapatado a filtragem I tal que

T
E(/ |St\2dt><oo
0

Entao, consideramos o movimento Browniano geométrico

Sy = F(Y;) = spexp {Y;}, (2.23)

1
e utilizando a equacao (2.19) para o processo {Y; : 0 <t < T} tal que Y; = (,u - §a2> t+oW;

temos que

1 1 t t
F(Y,) =F (Yo) + (u — 502 + 502) / spexp {Y,} du + 0/ spexp {Y, } dW,,
0 0
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o que implica em

t t
S = so —i—,u/ Syudu + 0/ S, dW,.
0 0
Portanto, a solugao da equacao (2.20) é dado pelo movimento browniano geométrico (2.23).

Agora, utilizamos a teoria exposta neste capitulo para realizarmos o estudo numérico a

respeito do processo de Cox-Ingersoll-Ross.
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CAPITULO

3

Processo de Cox-Ingersoll-Ross

No decorrer desta dissertacao assumimos estar em um modelo de mercado Browniano a
tempo finito 0 < T' < oo equipado com a base estocéstica (Q,F, F,P) gerada pelo movimento
Browniano unidimensional W := {W, : 0 < ¢ < T} com instante inicial ¢ = 0, em que {2 :=
C(Ri,R) :={f:R; — R continuas : f(0) =0}, F é a c—élgebra completa de Borel, P é a
medida de Wiener em Q e F := {F;: 0 <t < T} é o P—completamento da filtragem natural
gerada por W.

O processo de Cox-Ingersoll-Ross foi originalmente proposto por John C. Cox, Jonathan E.
Ingersoll e Stephen A. Ross em 1985 e é amplamente utilizado em modelagem financeira, por
exemplo, para descrever a evolugao de taxas de juros ou como o processo de volatilidade do
modelo de Heston. Neste capitulo, apresentamos o processo de Cox-Ingersoll-Ross e exibimos

algumas de suas propriedades.

3.1 O processo e suas propriedades

Dadas as constantes Kk > 0, 8 > 0 e € > 0, o processo de Cox-Ingersoll-Ross X :=

{X;:0 <t <T} é definido através da seguinte dinamica estocastica
dXt = :‘i(e—Xt) dt+€\/ Xtth, XO = 2y (31)

em que W := {W;:0<t<T} é um movimento Browniano unidimensional e z, é uma
constante estritamente positiva.

Nesta dissertacao, nés focamos em um ambiente de trabalho no qual

P(X;>0para0<t<T)=1,
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3 Processo de Cox-Ingersoll-Ross

uma suposicao frequentemente utilizada quando estamos interessados em modelar a evolucao
de taxas de juros. Pelo teste de Feller esta afirmacao é verdadeira se, e somente se, 2k > €2
(veja o Capitulo 5 de Shreve e Karatzas (1991)).

A equagao (3.1) ndo possui solugao fechada, porém é conhecido que esta equagao admite uma
unica solucao forte ndo negativa (veja, por exemplo o Capitulo 5 de Shreve e Karatzas (1991)).
O primeiro e o segundo momento do processo X também pode ser calculado explicitamente.

Neste sentido,a equagao (3.1) pode ser vista como um processo de It6

t t
Xt::z:o—i—/@/ (Q—Xu)du—i-e/ v X dW,,
0 0

e consideramos a funcao F (X;,t) := e X, para todo 0 < ¢ < T. Note que

OF (X,,1)
ot

OF (X, t O*F (X, t
:Kleth, ( ty ):ent e ( ts ) :07

0x, OX2

sao funcoes continuas entao podemos aplicar a formula de It6. Assim,

LOF (X, u) LOF (X, u) 1 [Y0°F (X,,u)
F (X, t)— F(Xy,0) = — 2 7d —— Y dX,+ - | ——dX, X
(Xe,t) = F(Xo,0) /0 o “+/0 X, +2/0 axz XA
t t t t
= /-a/ e’“‘Xudu—l—f@@/ em‘du—/ﬁ/ e”“Xudu+e/ e/ X, dW,
0 0 0 0
t t
= /{9/ e’“‘“du—l—e/ e/ X, dW,
0 0

t
= fe — 0 + e/ e/ X, dW,.
0

Portanto,

t
X =0+ (xg—0)e ™ + ee“t/ ™/ X, dW,,.
0
Tomando o valor esperado e utilizando a propriedade 2.15 nés concluimos que
E (Xt) =60+ (1’0 — 9) 67"“.

Para o cédlculo do segundo momento, vamos considerar S; := F'(X;) para todo 0 <t < T.

Assim,

dS, = ke dt + ee® \/S,dW,.
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3.1 O processo e suas propriedades

Como a funcao G (S;) = S? é tal que

AG(S) _ e, PGIS)

i Sl V)
as, dS? ’

sao funcoes continuas, podemos novamente aplicar a férmula de It6. Logo,

LdG (S,) 1 [t d?G(S,)
GS—GS:/ udSu+—/—udS,Su
(80 -GS0 = | T 3| s 1SS

t t
- / 25,dS, + / d[s.S),
0 0

t t , t
= 2/{0/ e™S,du + 26/ e (Su)% aw,, + 62/ e™S,du

0 t 0 - 3 0

= (2/-@9 + 62) / ™S, du + 26/ ez (S,)2dW,.

0 0
Portanto,
¢ ¢ ,
X7 =e?"af + (266 + €2) 62’”/ e X du + 2562”t/ e (X,)2 dW,,.
0 0

Tomando o valor esperado e utilizando a propriedade 2.15 nés temos que

ok 20 €2 (zg — 0)
E[(Xt)Q] =€ 2nt |:$g—92—ﬂ—20($0—9)—+:|
2 p—
N (2k0 + €°) 0 N (2/<at9+62) (xo 0)6_’“.
2K K

Como Var (X;) = E(X?) — E* (X;) nés concluimos que a variancia do processo de Cox-

Ingersoll-Ross é dada por

Var (X)) = im (e —e) + i (1—2e " + e
VTR 2K '

Em Broadie e Kaya (2004) e Broadie e Kaya (2006) os autores mostram que o processo X

tem distribuicao qui-quadrado nao central:

X, e (1—e") , [ 4re "t xg

0<t<T
4k X 62(1—€”t):|7 -

em que x2(a) é uma varidvel aleatéria qui-quadrado nao central com v graus de liberdade e
parametro de nao centralidade o. Os graus de liberdades sdo iguais a v = 4kfe 2.
Desta forma, podemos extrair resultados acerca do p-ésimo momento do processo X, como

pode ser observado nos lemas 3.1.1 a seguir.

23



3 Processo de Cox-Ingersoll-Ross

2k0
Lema 3.1.1 Seja 2k0 > €%, T < 00 e p > —ig. Entao,
€

sup E[(X})"] < oc.

0<t<T

Lema 3.1.2 Seja 2k0 > €%, T < oo e ¢ > 0. Entao,

EK/OTX;Ids)q} < .

A demonstracao do lema 3.1.1 pode ser encontrada em Abramowitz e Stegun (1972) e a
prova do lema 3.1.2 é uma consequéncia do teorema 3.1 de Hurd e Kuznetsov (2008) e do
lema A.2 de Bossy e Diop (2004). Estes resultados sdo fundamentais na demonstragdo da

convergéncia do método numérico que serd proposto no préximo capitulo.
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CAPITULO

4

Aproximacao do tipo Euler-Maruyama

Neste capitulo, nds apresentamos o esquema de discretizacao proposto por Leao e Ohashi
(2013) e o utilizamos para definir um método do tipo Euler-Maruyama para simular o processo
de Cox-Ingersoll-Ross definido no capitulo anterior.

A partir de agora vamos utilizar N := {1,2,...} para indicar o conjunto dos nimeros
naturais e para todo a,b € N, nds escrevemos a V b e a A b para indicar o maximo e
o minimo entre a e b, respectivamente. Além disso, se S e J sao tempos de parada
entao [[S,J]] = {(w,t) : S(w) <t < J(w)}, [[S,J[[i= {(w,t): S(w) <t < J(w)}, ]S, J]] =
{(w,t) : S(w) <t < J(w)} e |[[9]] := {(w, 1) : S(w) =t} denotam os intervalos estocdsticos.

4.1 Transformacao do processo de Cox-Ingersoll-Ross

Consideramos X := {X; : 0 <t < T} um processo de Cox-Ingersoll-Ross dado conforme a

seguinte dinamica estocastica:
dXt =K (9 - Xt) dt + €/ Xtth, XO = Xy, 0 S t S T, (41)

em que W :={W;:0 <t <T} é um movimento Browniano unidimensional, x,0 > 0, ¢ > 0 e
o > 0.

Noé6s nao trabalhamos diretamente com o processo de Cox-Ingersoll-Ross, mas com a
trasformagao Y := {Y;: 0 <t < T} tal que V; = /X, para todo 0 < t < T. Uma vez
que

dY; 1 _ d?y, 1 _
_tzé(Xt> 1/2 e t:__<Xt) 3/2

X, ax? 4
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

sao fungoes continuas para todo ¢ € [0, 7], a féormula de It6 nos garante que

Lay. 1 ["d?Y,
Y, — Yy = —2dX, + = “dX, X
t 0 /Ov dXs + 2/0 dXSQ [ ’ ]s

_ /t Lixyve [KXS (0 — X,)ds + e (X)) dWs}

Tomando,

segue que

dY; = <% + 5Y;> dt + ~dW;.
t

2

A condicao de Feller assegura que para 2k > €° a variavel aleatéria Y; é estritamente

positiva para todo 0 < ¢ <T'. Entao podemos afirmar que a funcao f : R, — R tal que
a
flz):=—+ Pz,

satisfaz para a > 0 e 8 € R a condigao unilateral de Lipschitz

(@=yf (@)~ fWI<Br—y)?® 0<s<t<T (4.2)

E facil mostrar que a afirmagao (4.2) é verdadeira, basta observar que pela condi¢ao de

Feller ) )
2/{0>e2:>/1—9>—6—:>a: /{_9_5_ >0
- 2 — 8 2 8

assim,

(@ =) 0) = )] = =) |2+ o= % = o]

Esta propriedade é fundamental para demonstrar os resultados a respeito da convergéncia
do método numérico que serd proposto neste capitulo. Estes resultados dependem também de
propriedades a cerca do g-ésimo momento da transformacao Y que estao sumarizadas no lema

seguinte que extraimos de Dereich et al. (2011).
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4.1 Transformacao do processo de Cox-Ingersoll-Ross

Lema 4.1.1 Seja 2k0 > ¢ ¢ T < oco. Entdo, para todo ¢ > 1 nds temos que

E[lY; = Ys|?] <clt — s|%, para s,t € [0,T],

E| sup |V, —Y|"| <c(log(A)A)?, para A€ (0,1/2],
iy

E [ sup |Yt|q} < 0.
0<t<T
Demonstracao: Para 0 < s < ¢, nés temos que

t t
Yt—YS:/ %dw/ﬁnduﬂ(wt—ws).

s

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1 T o2 : 1 T e :
Vvl <o We- Wil st ([ ) -t ([ pvia) . s
0 u 0

Tomando o valor esperado e aplicando a desiguladade de Minkowski vem que

([ gy}

S

{E(IY; - Y[} <y {E[[W; — Wol]}7 + |t — {E

(=) ]y

Uma vez que Y, = X, para todo 0 < u < T podemos aplicar os lemas 3.1.1 e 3.1.2 na

+]t—s|é {]E

desigualdade anterior, o que nos fornece

1 1
SAH{E[W: = Wel T} + et — 52, (4.4)

Q=

{E[IY: — Y|}

em que ¢; ¢ uma constante real positiva.
Como |W, — W,|? ~ |t—s|® (veja, por exemplo, o Capitulo 1 de Kuo (2006)) nés
concluimos que
E[Y, - Vil <clt—s|?,

0 que prova a primeira afirmacao.
Para mostrar a veracidade da segunda afirmagao, basta observamos que a desigualdade (4.3)

somada ao fato de que

E| sup |[W,—W| < e (|log(A)] A)Y/?

0<s<t<T
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

para A € (0,1/2] e ¢ uma constante real positiva (veja, por exemplo Fischer e Nappo (2009))

. g
e com a propriedade |W; — Wi|? = |t — s|2, nos temos que

E| sup [V —Yi|"| <clflog(A)| A%
0<s<t<T
lt—s|<A

A terceira afirmacao segue do fato de

) T 2 ) T 1
Y| <o+ |Wy|+1t2 (/ ﬁdu) +t2 (/ BQYquu)
0 u 0

somada aos lemas 3.1.1 e 3.1.2 e ao fato de que

< 00.

o,

0<t<T

Agora vamos fixar uma discretizagdo aleatéria para o intervalo finito [0,7] e em seguida
definir um método do tipo Euler-Maruyama para aproximar o processo Y.
4.2  Discretizacao Aleatoria

Dado um movimento Browniano W := {W; : 0 < ¢t < T'}. Para cada nimero inteiro positivo

k, nés definimos Ty := 0 e

TF .= inf {Tf_l <t<oo: ‘Wt — Wre

n—1

- Q—k} , n> 1 (4.5)

Nos observamos que {T ki > O} ¢ uma sequéncia de F—tempos de parada para todo k fixo
em que {Tf o =TF:in> O} é uma sequéncia i.i.d com a mesma distribuicio que TF (veja,
Burq e Jones (2008)). Em Burq e Jones (2008) os autores mostram uma férmula explicita para
a funcio geradora de momentos de 1%, a partir da qual concluimos que existe uma constante
c > 0 tal que

E[(ATF,)"] =c27* VgeNeVIFeT, (4.6)

em que ATF  :=TF, —TF T :={TF:n>0} éa particao gerada pelos tempos de parada
definidos por (4.5).

Com base na sequéncia de tempos de paradas {T?iC ‘n > 0}, podemos definir para cada
k € N o processo de saltos unidimensional A* := {A,’f 0<t< T} tal que

A= 2*’“77’;]1[[%00) (t), 0<t<T, (4.7)
n=1
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4.2 Discretizacao Aleatodria

em que,
L seWp —Wpe  =27"e TH < o0,
mei=19 —1; se Wy — Wre = —=2""e T < oo, (4.8)
0; se TF = o,

e I() representa a funcdo indicadora.

Na Figura 4.1 nés consideramos uma trajetéria de um movimento Browniano W e fixamos
um nivel de discretizagao £ € N. Ilustramos, desta forma, o comportamento do processo de
saltos A* relativo a W.

A

3@

220

. Movimento Browniano . Processo de Saltos

Figura 4.1: Processo de saltos relativo a uma trajetoria do movimento Browniano.

Observando a Figura 4.1 percebemos que o processo de saltos A*¥ é uma aproximacao do
movimento Browniano W, no sentido que para um nivel de discretizacao suficientemente grande
esperamos que o processo A¥ e o processo W tornem-se suficientemente préximos. Neste

contexto, Leao e Ohashi (2013) estabelecem o seguinte resultado:

Lema 4.2.1 Para cada k € N o processo AF := {A,’f 0<t<L T} € tal que para todo 0 < T <

00
sup W, — A <2
0<t<T

em que ||-|| denota a norma usual do espago L™ (IP).

Definimos, ainda, para cada ntiimero inteiro positivo k a filtragem F¥ := {]—}k 0<t <L T}
gerada pelos processos de saltos A¥. Notamos que F¥ é uma filtragem do tipo discreta (veja

por exemplo a pagina 321 de He et al. (1992)) no sentido que

o0

F=UJ@n{rf<t<1f,}), t>0 (4.9)

=0
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

em que, G5 :={Q,0}eGF =Fr, =0 (le, oL TR ok ,UZ). Além disso, uma vez que Fr, =
o <A];/\Tk s € Z+>, nés concluimos que Fr, = FF quase certamente em {TF <t <TF . }.
Portanto, é possivel definir, para cada k& € N a base estocastica (Q,Fk,}"k,ﬁ”) gerada pelo

processo de saltos A%, em que € e P sdo tais como foram especificados no capitulo anterior.

4.3 Aproximacao do tipo Euler-Maruyama

Para a andlise numérica do processo X de Cox-Ingersoll-Ross nds consideramos,
primeiramente, a aproximacao Y* do tipo Euler-Maruyama relativa ao processo Y. E definimos
para cada k € N

Ypi =Y (Yk + BY) )AT’“1+7AATk , VIFET e n>0, (4.10)
n+l

em que, ATY | :=TF  —TF AAT];H = ATff+1 — Aqr e Y = \/Zo.
Portanto para k € N fixo a aproximacao do tipo Euler-Maruyama X* para o processo X de

Cox-Ingersoll-Ross ¢ dada por
2

concluimos entdo que X* é uma aproximacio estritamente positiva do processo X. Buscando
manter esta caracteristica, podemos definir o processo X* := {th 0<t< T} da seguinte

forma:

ZX@,CJI rire,, (D, VEE,T],

nrrn+41

isto é X* é um processo de saltos.

Com isso estabelecemos o principal resultado deste trabalho:

2k0
Teorema 4.3.1 Seja 2k0 > €2, T < oo e k €N fizro. Entdo, paral < p < LQ, temos que
€

E < Cp27P,

)

A fim de mostrar este teorema, estipulamos alguns lemas essenciais. O primeiro resultado

P
k

sup | Xqx — XTT’f

TkeT

em que C, > 0 € uma constante positiva e

P llim <sup ‘Xé?k — Xow

k=00 \ pkeT

designa um limitante para o ¢—ésimo momento dos incrementos Yrx — Yo« ¥ VTt eT.
o
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4.3 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

Lema 4.3.1 Seja 250 > ¢, T < 0 e k € N fizo. Entao, para todo q > 1 nds temos

E sup ’YTJf — Yu‘q <27 vTFeT.

Tk | <u<Tk

n

Demonstragao: Para todo 7% € T, nés temos

Ty
Yri — Y, :/ (%erfs) ds + v (Wyr — W)

S

Tk o Tk
:/ 7ds+ BYds +y (Wrx — W) .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

Yy — Y| < - e (0N et (] sveas)
Tk u|_ﬂWT7z§ Wu|—|—(Tn u) des —I—(Tn u) B7Y 7 ds
0 0

Pelas desigualdades de Minkowski e de Holder, segue que

- {]E (ATH)? (/OT 523/3013)3”
<ot ieny (e]( [ Ga) ]}

v gefaryn {s]( [ o) ]

0

q

E sup Yo — Yu|q
T <u<Th "

N
Q=

< 27k

— Y

em que ¢ é uma constante positiva.

Para cada k € N e n > 0 definimos E, := Yy — YT’?k como sendo o erro da aproximacao do
tipo Euler-Maruyama avaliada no ponto T% € T. E neste sentido que o lema seguinte estabelece

um limitante para o p—ésimo momento de |E,|.

Lema 4.3.2 Seja 2k0 > ¢, T < oo ek €N fizro. Paral <p < 26—’29 , existe Cp, > 0 tal que

E < G2,

P
k

sup ‘Ymc — YTJf

TkeT
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

Demonstragao:

Para cada w € €2 e k£ um numero inteiro positivo fixo, nés definimos
En = YTk YT’“’ n Z 0,
como o erro avaliado nos tempos de parada T* € 7. Entao,

Eo =Yg =Y =Y =Y = (20)/% = (z0)* =0

(Y’“ + BY}; )ATH—l—’yAA

n+1

Tn+1 [e%
" /Tk (Vu - BY“) dutry <WT5+1 N WTr’f> ‘

Observamos que definimos para todo TF € T, AA = Ak — Ak 7r UMA VeZ que AA =

+1 n+1 n+1

AWijH = VVTJf+1 — Wy e assim segue que,

Epi1—E, = (Yk + 5YT’§§+I> ATE, | + /TZ’Z (% + BYU> du
( ) +1+/ Hf(Yu)du
1 (vh ) AT, + / - () +f (Yo, )~ £ (Vi) )
() 8 [ 1 (0

- /T T L (Yag,) = f V)] du

[f (YTffH) —f (Y%Hﬂ ATrlfH /T::EH [f (YTJfH) —f (Yu)] du.

Noés definimos,



4.3 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

e desta forma podemos escrever
Eo = B, + [ f (YT5H> _f (Yﬂ)] AT + 7,
Multiplicando ambos os lados por E, . nés obtemos

EZ+1 = En+1En + En+1 [f (YTS+1) - f (Y’Ilf71f+1)i| AT71;+1 + En—l—lrn

1 1
< §E2+1 +3 S [f (YT;;H) —f (Yz%“)} Ty + Enearn.

Pela condigao unilateral de Lipschitz nds temos que
Eni [f <YT§+1> —f (YT%H)} ATTI:+1 < BEZ+1AT:+1 <0. (4.11)
Logo,
B2 < E242E, 17,

Aplicando recursividade e o fato de Ey = 0 segue que

n—1
0<E2<2) Eiary, Vn>1

=0

Entao,
[71-1

sup E2 <2 sup [E,| Y |ril, (4.12)

TkeT TkeT i—0

em que |T| é uma varidvel aleatdria que representa o nimero de elementos do conjunto 7.

Desde que supgrcr |En| # 0 nés concluimos que

IT1-1
sup |E,| <2 |74 (4.13)
TkeT iz_;

Para todo 0 <4 < |7T| — 1 nés temos que

/T::ZIEH [f (YTi'%) —f (Yu)] du

7

Til:» 1
<
Tk

7

73| =

f (YT,k

1+1

) 1)
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

Note que se
o

ab(b—a), a,b>0.

fla) = f(b) = Bla—0b) +
Entao,

1(a) = )] < Ry (1 ; %) a— 1|

em que k; > 0 é uma constante real. Assim, para todo 0 <7 < |T|— 1.

k k
TF<u<Ti, YTszrl

Tik+1 1
|7’Z'| Skl 14 +—— YT.’“ —Yu du.
Tik YUYTk B
i+1
T 1
<k; sup YT_kl—Yu/ 1+ —— | du
T <u<Tf v Tk Y, YTZZ. 1
i Tik+1 1
=k sup Yy =Y |ATE, + / —du
<k sup |Yp =Y, |AT7,+——AT7, sup
i+1 ‘ TikSUSTik_'.l |Yu|

Logo, para 1 < p < o Lema 4.3.2 e as desigualdades de Minkowski e de Hélder

€’
garantem que

1
p p

3 =

(B {|r:["])

<k {E ( sup ‘YT;CH—Y“

k k
Ty <u<sTy,

p
1
AT + AT —  sup vl
+1

i

1

i

<k |E

pq Pq

MY = 1 1
elem ]y e | (st L
‘YT’“ TF<u<TF, |Yu’
i+1
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4.3 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama
1

i

1 1 2
% {IE [(Aﬂﬁ_l)pq’] }W i {E [(ATZ]L)?M’] }w/ E ;zpq/ ( sup |;u‘> Pq

k k
Yox TP<usT,
i+1

’ 2pq’

2pq
1 1
§k1012*k 022*2]“—1—032*2]C E 5 sup
- TF<u<TF Ve

Y,
’ Tz’i 1

em que, E + E =1 com ¢q,¢ > 1 e ¢; é uma constante real positiva para ¢ = 1,2,3. Uma vez

que,

1 1 2pq 1 1 . 4pq
E 2pq’ (kSupk |Y|) §§ E —4W +]E ( kSUpk m)
’YT.’“ TisusTiy, 170 ’YT.’“ TP<usTi,; 17w
i+l i1
- , 4pq’]
< L E <X >_2pq ] +E sup !
=5 ke
2 i T1+1 leSUSle_H |Y1L|
i 4pq’
1 —2pq’ 1
<< | sup E |:(Xt) ] +E sup
<L

em que L > 0 é uma constante positiva.

Tomando M := kycice + kicic3L constante positiva, nds concluimos que
1
(E[lr:])? < M27%*,

Uma consequéncia da igualdade (4.6) é o fato de que E[|T|"] = TP2%* entao, a partir da

2
desigualdade (4.13) segue para todo 1 < p < LQ e k € N fixo que
€
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

IT1-1

2 I

E | sup Y — Y, Tk < 2PE

TkeT

7|1 P
= 2'E Zm T|—1=n

7|1 P

E Z|n| TI=n+1|P(T|=n+1)

- (5+1) ]

{P(|T|:n+1)E
<Z{ (1T =n+1) ZEP |r|P]}

< MPZ—BPkE H7'|p]
= (MT)" 27"

Portanto, para C), := (T M)?,

k[P —pk
E | sup |Ye — Y| | < Cp2777

TkeT

Lembrando que Y; = v/ X; para todo 0 <t < T e utilizando o lema anterior nés derivamos
o seguinte resultado:
Teorema 4.3.1 - Parte 1: Seja 2k0 > ¢, T < oo e k € N fivzo. Entdao para todo

2K0
1<p< 2 existe uma contante C, > 0 tal que

K |P —pk
E | sup XTJf_XT,’f < Cp27P7,

TkeT

Demonstragao: Para k € N fixo e para todo T € T nés observamos que

(YTk— Tk) (,/XTk ,/X§k> = Xpp + Xhy — 20/ X XE,.

Se min (XTT;LC, Xéik> = X7+ entdo

Xpr < Xjo = =24/ X XE, > —2X7F,.
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4.3 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

Logo,
2
(YT/; - Yj’fk) > X — X5,

Por outro lado se min <XTTIS,X§1;€> = X%k segue que

X < Xpw = =24/ X XB > —2X 7.

2
(YTJ: - Yy’%) > Xpy — Xy

e assim,

Portanto,

k P K\
‘XT,,If - XT'rIf S (YTrlf - YTr’f) y

2k0
para qualquer 1 < p < —-.

Entao a partir do lema 4.3.2 concluimos que

E < C27P

p
k

sup | Xgr — XT,’;

TkeT

com k € N fixo.

Explorando os resultados anteriores nés estabelecemos o seguinte teorema:

2k0
Teorema 4.3.1 - Parte 2: Seja 2k0 > €2, T < 0o e k €N fizo. Entdo para 1 < p < iQ
€

p>:0

Demonstragao: Para qualquer ¢ > 0, a desigualdade de Markov garante que
p 1 P
b

Logo, a partir do Teorema 4.3.1 - parte 1, segue que

p) ] e
>e| < ,
=7

= 1.

P [lim <sup X — Xéik

k=00 \ pkeT

P

(sup X — X%f

TkeT

k
sup ’XTTIf — XT,’f
TkeT

2K0
emque 1 <p< —-
€

P [(sup Xk — Xé?k

TheT "
em que C), ¢ uma constante positiva.
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4 Aproximagao do tipo Euler-Maruyama

Como,
(o]
> oy <o
2rkep ’
k=1

nos obtemos, pelo segundo teste da comparagao, que

[e.9]

p
Z]P’ sup ’XTylf — Xé?k > €| < o0,
k=1

TkeT

Portanto, pelo critério da convergéncia quase certa, nés concluimos que

=0| =1

p
P | lim | sup ‘Xﬂf — Xk,

k—oo \ TkeT
[ ]

Demonstrada a convergéncia do método numérico proposto, apresentamos no préximo
capitulo um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de tempos de parada definidos

em (4.5) com o objetivo de comparar valores tedricos a resultados numéricos.
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CAPITULO

D

Simulacao

Neste capitulo, nés apresentamos um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de
tempos de parada {T k =1 kin > 0} para simular a aproximacao X* do tipo Euler-Maruyama
para o processo de Cox-Ingersoll-Ross X e utilizamos técnicas de simulacao Monte Carlo para

comparar o estimador fi; com o parametro p,; := E (X;) com t € [0, T].

5.1 O Algoritmo

Seja k € N um nivel de discretizagao fixo. O algoritmo para a simulagao do processo de

Cox-Ingersoll-Ross é dado através dos seguintes passos:

Passo 1: Simulacao dos tempos de parada {Tf > 1} e do processo de saltos
Ak,

(1) Geramos os incrementos {1}, — T} : £ >0} de acordo com o algoritmo descrito por
Burq e Jones (2008) e, consequentemente, os F*—tempos de parada {Tg’“ > 1}, de

forma que todos os F*—tempos de parada sao tais que T < T

(2) Geramos a familia ii.d n* = {5} : ¢ > 1} independente de {T} : ¢ > 1}, de acordo com
a varidvel aleatéria nf que possui distribuigao Bernoulli com parametro 1/2 tal que nf €

{—1,1}. Isto simula o processo de saltos A*.
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5 Simulagao

Algorithm 1: Pseudocédigo dos tempos de parada T* e dos processos de saltos A*.
Data: Tempo de Maturidade T, Nivel de discretizacao k

Result: Vetores de tempos de parada T%, familia n*, processo de saltos A*.

T < Burq and Jones (k,T) Vetor de F*—tempos de parada gerado pelo

[uny

algortimo descrito por Burq e Jones (2008)
n < Length(7) mn é o tamanho de T

ng < 0.0

4 Ay« 0.0

for 1 < 1 to d do

N

w

[S)]

=]

Aj = Ay + 270,

3

L 7; < Amostra de um elemento gerado a partir de uma distribuigdo Bernoulli (0.5)

Passo 2: Simulagao da aproximacao do tipo Euler-Maruyama X* para o processo

de Cox-Ingersoll-Ross

Com o Passo 1, obtemos a particao 7% := {Tgk > 1}, a familia n* e os processos de saltos

AF para k € N. O préximo passo mostra como calcular aproximacoes para o processo X.

(1) Nos consideramos a estatistica de ordem 7 gerada por todos os tempos de parada definidos
por (4.5).

(2) Para a particao T, nds aplicamos um método do tipo Euler-Maruyama para avaliar a

aproximacao X* de X.

Algorithm 2: Pseudocédigo a aproximacao X* do processo de Cox-Ingersoll-Ross X .

Data: Particoes 7%, Familias n* e processos de saltos A*. Nivel de discretizacao k
Result: Aproximagao do processo de Cox-Ingersoll-Ross X[
1 n < Length(7) n é o tamanho de T*
2 for / < 1 to n do
3 Simulagdo de X* na partigdo 7 utilizando uma aproximagdo do tipo
Euler-Maruyama.
4 X7} < Euler-Maruyama ('T, nk, Ak)

5.2 Resultados

Para o estudo de simulacao nés tomamos k = 7.26, 0 = 0.04, ¢ = 0.6 e g = 0.09. Utilizamos
os niveis de discretizacao k = 3,k =4,k =5 e k = 6 em um intervalo fixo [0,T] com T = 1. E,
realizamos 5.000 simulagoes, cujos resultados estao sumarizados na tabela 5.1.

Na Tabela 5.1 nés apresentamos os resultados associados ao método do tipo Euler-Maruyama

considerando uma discretizagao aleatéria como a proposta por Ledo e Ohashi (2013). Para
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5.2 Resultados

cada nivel de discretizagao nos fixamos os tempos t =0, ¢t =0.25,t=05,t=0.7T5et =1 a
partir dos quais nés calculamos p; e comparamos com o estimador fif. Apresentamos, entdo,
o vicio, o erro quadrético médio (EQM) e um intervalo de confianga para o vicio |pu; — fi;| com

95% de confianga, que denotamos por IC(|u; — fiz|, 95%).

Tabela 5.1: Simulacao associada a um método do tipo Euler-Maruyama considerando uma

discretizacao aleatoria.

k Tempos Mt fu |1 — EQM 1C(|pe — fue], 95%).
0.25 0.04814 0.04905 0.00091 8.28 x 10~ (-0.00102, 0.00102)

0.5 0.04133 0.04218 0.00086 7.34 x 10~7 (-0.00093, 0.00093)

k=3 0.75 0.04022 0.03954 0.00067 4.54 x 10~7 (-0.00087, 0.00088)
1 0.04004 0.03984 0.00020 3.81 x 10~% (-0.00088, 0.00088)

0.25 0.04814 0.04906 0.00092 9.42 x 10~ (-0.00102, 0.00102)

0.5 0.04133 0.04189 0.00056 3.18 x 10~7 (-0.00093, 0.00091)

k=4 0.75 0.04022 0.04009 0.00012 1.48 x 10~% (-0.00090, 0.00091)
1 0.04004 0.03997  0.00007 4.90 x 1072 (-0.00088, 0.00087)

0.25 0.04814 0.04741 0.00074 5.43 x 1077 (-0.00100, 0.00148)

0.5 0.04133 0.04107 0.00026 6.74 x 10~®  (-0.00090, 0.00089)

k=5 0.75 0.04022 0.04016  0.00005 2.60 x 1072 (-0.00087, 0.00088)
1 0.04004 0.03956 0.00048 2.26 x 10~7 (-0.00086, 0.00086)

0.25 0.04814 0.04790 0.00024 5.82 x 107® (-0.00099, 0.00099)

0.5 0.04133 0.04085 0.00048 2.30 x 10~7 (-0.00086, 0.00086)

k=6 0.75 0.04022 0.03938 0.00083 6.95 x 10~7 (-0.00087, 0.00087)
1 0.04004 0.03979 0.00024 5.99 x 10~%  (-0.00087, 0.00088)

Analisando a Tabela 5.1 observamos que o vicio |u; — fi;| é sempre menor que 2% para
qualquer valor de t e de k. Isto concorda com o fato da aproximacao do tipo Euler-Maruyama
proposta neste trabalho possuir uma taxa de convergéncia exponencial. Além disso, o intervalo
de confianca para o vicio sempre contém o zero, o que é um indicativo de que o estimador seja
nao viesado.

Por fim, apresentamos no préximo capitulo uma conclusao em relacao ao trabalho

desenvolvido nesta dissertacao e as intengoes de pesquisa futura.
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CAPITULO

§

Conclusao

Nesta dissertacao, propomos uma aproximacao do tipo Euler-Maruyama para o processo de
Cox-Ingersoll-Ross baseada no esquema de discretizagao aleatdria proposto por Leao e Ohashi
(2013) e mostramos que esta aproximagao converge a uma taxa de ordem exponencial.
Apresentamos um algoritmo completamente baseado na informacao gerada pelos tempos de
parada definidos em (4.5) e utilizamos técnicas de simulacdo Monte Carlo para comparar
resultados numéricos com valores tedricos.

O modelo de Heston é composto por duas equacoes diferenciais estocasticas, uma que
especifica a dinamica de preco e outra relativa a dinamica de volatilidade, esta tltima
¢ dada através de um processo de Cox-Ingersoll-Ross, cuja aproximagao possui ordem de
convergéncia exponencial quando consideramos um ambiente de trabalho como o estabelecido
nesta dissertacao. O proximo passo deste trabalho é buscar argumentos mateméticos que
formalizem este tipo de convergéncia para a dinamica de preco que compoem o modelo de

Heston.
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