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Resumo

Nesta tese estudamos o comportamento da Discérdia Quantica nos con-
textos de sistemas quanticos abertos e cadeias de spins. Além disso, inves-
tigamos também o processo de termalizagao de uma cadeia de spins sujeita a
interagao com o meio-ambiente. Primeiramente, apresentamos uma revisao do
conceito de correlacao quantica, partindo das ideias iniciais sobre nao-localidade
e tendo como ponto final a medida de correlagoes quanticas denominada Discordia
Quantica. Posteriormente, estudamos a dinamica das correlagoes quanticas entre
dois qubits nao-interagentes acoplados a reservatérios térmicos markovianos e
nao-markovianos. No contexto de cadeias de spins, investigamos o compor-
tamento das correlagoes quanticas a temperaturas finitas, comecando com um
sistema formado por dois spins interagentes, descrito pelo modelo XYZ para, em
seguida, generalizar este estudo para o caso de cadeias de spins unidimensionais
infinitas, descritas pelos modelos XY e XXZ. Neste contexto, investigamos a
relacao entre as correlagoes quanticas e as transicoes de fase quanticas presentes
nestes dois modelos. Finalizamos esta tese com um estudo sobre o processo
de termalizacao de dois spins interagentes fracamente acoplados a reservatorios
térmicos bosonicos independentes ou um tunico reservatério coletivo, além de
apresentar alguns resultados referentes a sistemas maiores, formados por um

nimero arbitrario de spins.

Palavras-chave: Correlacoes Quanticas, Sistemas Quanticos Abertos, Transicao de

Fase Quantica, Termalizacao



Abstract

In this thesis, we study the behavior of Quantum Discord in the contexts
of open quantum systems and spin chains. Furthermore, we investigate the
thermalization process of a spin chain due to interaction with the environment.
First, we present a review on the concept of quantum correlation, beginning with
the first ideas on non-locality, and leading to the measure of quantum correlations
called Quantum Discord. Afterwards, we study the dynamics of the quantum
correlations between two non-interacting qubits coupled to Markovian and non-
Markovian thermal reservoirs. In the context of spin chains, we investigate the
behavior of quantum correlations at finite temperatures, starting with a system
composed of two interacting spins, described by XYZ model, in order to generalize
this study to the case of infinite unidimensional spin chains, described by XY and
XXZ models. In this context, we investigate the relationship between quantum
correlations and quantum phase transitions present in these two models. We
conclude this thesis with a study of the thermalization process of two interacting
spins weakly coupled to independent bosonic thermal reservoirs, or to a single
collective reservoir, besides presenting some results for larger systems, composed

of an arbitrary number of spins.

Keywords: Quantum Correlations, Open Quantum Systems, Quantum Phase Tran-

sitions, Thermalization
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Capitulo 1

Introducao

Desde o trabalho seminal de John S. Bell [1], que trouxe para o ambito
da fisica experimental as ideias de Einstein, Podolsky, e Rosen [2] sobre os
aspectos nao-locais da Mecanica Quantica, ficou claro que as correlagoes entre
os constituintes de sistemas quanticos compostos poderiam exibir caracteristicas
incompativeis com uma descrigao classica. Os estados que descrevem tais sistemas
pertencem a classe dos estados emaranhados que violam alguma desigualdade de
Bell [3]. No entanto, a nao-localidade! nao é necessdria para a existéncia de

2

correlagoes com caracteristicas nao-classicas®. Como demonstrado por Werner

[3], existem estados mistos emaranhados locais.

Um dos objetivos da Teoria de Informagao Quantica é construir medidas
que possam determinar qual a componente quantica das correlagoes presentes no
estado de um sistema quantico composto. Em 2001, H. Ollivier e W. H. Zurek
[4] apresentaram uma medida, denominada Discérdia Quantica, utilizada para
quantificar as correlagbes quanticas presentes no estado de um sistema quantico
bipartido®. Esta medida é construida através da diferenca entre duas versoes
classicamente equivalentes da informacao mutua*, mas que apresentam carac-

teristicas distintas no dominio da Mecanica Quantica. Definida dessa maneira,

INesta tese, o termo “nao-localidade” refere-se a violacdo de alguma desigualdade de Bell.
2No caso de estados puros a nao-localidade é uma condicdo necessiria.

3No entanto, ainda ndo hd um consenso na comunidade cientifica quanto a capacidade de
Discérdia Quéantica em quantificar as correlagoes quanticas [5]

4Uma funcdo definida na Teoria de Informacdo Classica que permite calcular as correlacoes
entre duas varidveis aleatérias.
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a Discordia Quantica é equivalente a uma medida de emaranhamento no caso
de estados puros, mas oferece uma nocao mais geral de correlagao quantica no
contexto de estados mistos, mostrando que mesmo estados mistos separaveis
podem apresentar correlacbes de natureza nao-classica. Além do seu papel con-
ceitual, resultados recentes [6-10] sugerem que as correlagoes quanticas de estados
separaveis seriam as responsaveis pela eficiéncia de certos algoritmos quanticos
baseados na computacao quantica com estados mistos [11]. A possibilidade de
utilizar estas correlagoes quanticas como uma fonte de recursos computacionais

tem gerado um interesse crescente no estudo da Discérdia Quantica.

Como discutido ao longo das tltimas décadas [12], um dos problemas
para o desenvolvimento de um computador quantico eficiente é a ocorréncia de
erros durante o processo computacional devido a interagao com o meio-ambiente.
Esta interacao ¢ particularmente danosa para as correlacoes quanticas, pois ela
tende a destruir as coeréncias presentes no estado do sistema, responsaveis pela
existéncia destas correlagoes [13]. Por exemplo, como observado por Yu e Eberly
[14], o emaranhamento inicial entre dois qubits ndo-interagentes pode desapare-
cer subitamente® quando os qubits estao acoplados com o meio-ambiente a sua
volta. Este resultado desencadeou uma série de trabalhos sobre a dinamica do
emaranhamento no contexto de sistemas quanticos abertos [15-19]. O papel da
Discérdia neste contexto comegou a ser investigado a partir de 2009 quando A.
Shabani e D. A. Lidar [20] demonstraram que a dindmica de um sistema aberto
é equivalente a um mapa completamente positivo se, e somente se, o estado
inicial do sistema-reservatorio possui Discérdia Quantica igual a zero. Neste
mesmo ano, nés apresentamos o primeiro trabalho contendo um estudo sobre a
dinamica da Discérdia Quantica entre dois qubits nao-interagentes acoplados ao

meio-ambiente [21].

Além das possiveis aplicacoes no desenvolvimento de protocolos de com-
putacao e comunicagao quantica, a Discordia Quantica também tem despertado
o interesse entre aqueles que investigam a interface entre a Teoria de Informagcao
Quantica e o comportamento critico de sistemas de muitas particulas. No regime

de temperatura absoluta igual a zero (1" = 0K), certos sistemas exibem transigoes

SEste comportamento ser4 discutido em detalhes no Capitulo 2.
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de fases, denominadas transicoes de fase quantica, conforme um determinado
parametro do Hamiltoniano que descreve o sistema é alterado. No ponto em que
ocorre a transicao de fase, chamado ponto critico quantico, pode ocorrer também
o aparacimento de correlagoes de longo alcance entre os constituintes do sistema.
Segundo J. Preskill [22], correlagbes quanticas presentes no estado fundamental
do sistema poderiam ser a origem destas correlagoes de longo alcance. Enquanto
a relagao entre o emaranhamento e as transicoes de fase quanticas comecou a
ser investigada a partir do ano de 2002 por T. J. Osborne e M. A. Nielsen
[23; 24] e por A. Osterloh e colaboradores [25], a Discérdia Quantica teve o
seu ingresso neste campo de estudo apenas no final de 2008, através de trabalho

de R. Dillenschneider [26].

A primeira parte desta tese tem como objetivo investigar o papel das
correlacoes quanticas em dois contextos distintos. Inicialmente nos dedicamos ao
estudo da dinamica das correlagoes quanticas no contexto de sistemas quanticos
abertos. O ponto central nesta etapa do trabalho é analisar o comportamento
da Discoérdia Quantica nas situacoes em que o emaranhamento desparece subita-
mente. O préximo passo foi realizar um estudo sobre as correlagoes quanticas
no contexto de cadeias de spins quanticas unidimensionais. Esta etapa tinha
como objetivo comparar as diferencas entre as correlacoes quanticas quantificadas
através Discérdia Quantica e do Emaranhamento de Formacao® no regime de
temperaturas finitas. Os Capitulos da tese referentes a esta primeira parte foram

organizados da seguinte maneira:

No Capitulo 2 é apresentada uma introducao ao conceito de correlacao
quantica. Nosso objetivo é mostrar como este conceito evoluiu a partir da nogao
de nao-localidade até a formulacao atual que envolve a definicao da Discordia

Quantica.

No Capitulo 3 apresentamos alguns resultados pioneiros referentes ao
estudo do comportamento dinamico da Discordia Quantica entre dois qubits
nao-interagentes, tanto no regime markoviano quanto nao-markoviano. Estes

resultados mostram pela primeira vez que a Discordia Quantica possui uma

6Esta medida de emaranhamento é apresentada no Capitulo 2.
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maior resisténcia aos efeitos nocivos do meio-ambiente quando comparada ao

emaranhamento.

O Capitulo 4 oferece uma breve introducao a teoria de transicoes de fase,
servindo como base para o Capitulo 5, onde foi desenvolvido um estudo sobre
o comportamento da correlacoes quanticas em sistemas de spins interagentes em
equilibrio térmico com um reservatoério a temperatura 7. Inicialmente considerou-
se um sistema formado por apenas dois spins e, posteriormente, investigou-se o
comportamento das correlagoes quanticas no limite termodinamico, principal-
mente nas vizinhancas dos pontos criticos quanticos. Neste cendrio, procurou-se
analisar como a Discordia Quantica e o Emaranhamento de Formacao sao afetados
pelo aumento de temperatura e como isso influéncia a capacidade” destas medidas

em detectar os pontos criticos quanticos.

Para realizar o estudo apresentado no Capitulo 5 foi necesséario supor que
o estado de um sistema em equilibrio térmico com um reservatorio a temperatura
T pode ser descrito através do ensemble de Gibbs [27]. Recentemente, uma série
de trabalhos tem retomado a discussao a respeito das condigoes que asseguram
essa descrigao [28-35], um tema que permeia a Mecanica Estatistica desde os
seus primordios [36; 37]. Tendo em vista essa recente discussdo, o trabalho
desenvolvido na segunda parte da tese tem como objetivo investigar o processo
de termalizacao no ambito de sistemas quanticos abertos. Em outras palavras,
considera-se um sistema quantico composto acoplado fracamente a um ou mais
reservatorios térmicos, todos a mesma temperatura T, e procura-se determinar
quando o estado estacionario do sistema coincide com o estado previsto pelo
ensemble de Gibbs. Os resultados referentes a esta parte estao contemplados no

Capitulo 6.

TAté o trabalho desenvolvido neste Capitulo, o uso de medidas de correlacoes quantica como
detectores de pontos criticos quanticos estava restrito ao caso T'= 0K.



Capitulo 2

Correlacoes Quanticas

A Mecanica Quantica oferece uma estrutura matemaética e conceitual -
introduzida mediante um conjunto de postulados - que serve como base para o
desenvolvimento de teorias fisicas. Segundo o primeiro postulado [12], a todo
sistema fisico isolado corresponde um espaco de Hilbert! denominado espaco de
estados. Além disso, o estado de um sistema fisico é descrito completamente por
meio de um vetor pertencente ao espaco de estados. E importante ressaltar que
a Mecanica Quantica apenas afirma a existéncia do espaco de estados, mas nao
fornece uma regra para obter o espago de estados de um dado sistema fisico. O
fato do espaco de estados ser um espaco de Hilbert destaca uma importante carac-
teristica da Mecanica Quantica, a superposigao de estados. Se [¢)) e |¢p) pertencem
ao espago de estados, entao a superposigao a |[¢) + 3 |¢), onde « e [ sdo niimeros
complexos satisfazendo |a|* + |8]> = 1, pertence ao mesmo espaco de estados.
Geralmente essa importante propriedade é denominada principio de superposicao.
Embora o principio de superposicao também esteja presente na fisica classica, por
exemplo na teoria classica do eletromagnetismo, a combinagao deste principio
com a natureza tensorial? presente na descricao de sistemas quanticos compostos

leva a resultados intrigantes. Uma consequéncia direta dessa combinagao é o

1'Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos dotado de um produto
interno e uma norma derivada deste, onde toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento
do espago.

20 espaco de Hilbert associado a um sistema quéntico formado por N subsistemas é H; ®...®
Hy, onde H; denota o espago de Hilbert associado ao i-ésimo subsistema [12].
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emaranhamento de estados®. Este termo apareceu pela primeira vez em 1935 num
trabalho de Erwin Schrédinger [38], onde foram investigadas as consequéncias do
principio de superposicao em um mundo macroscopico descrito pela Mecanica
Quantica. O emaranhamento é um tipo de correlacao de natureza puramente
quantica, cujas consequéncias levaram A. Einstein, B. Podolsky, e N. Rosen a
questionar se a Mecanica Quantica seria uma teoria completa capaz de descrever

a Natureza [2].

Para ilustrar este importante conceito considera-se um sistema quantico
formado por duas partes, denotadas por A e B. Um estado puro emaranhado
14) € Ha ® Hp é aquele que nao pode ser escrito como [1)) = [¢4) ® [1p) com
‘@/JA(B)> € Ha(p) onde H(p) ¢ o espaco de Hilbert do sistema A(B). Dito de outra,
forma, um estado puro é emaranhado quando é impossivel associar um vetor de
estado a cada parte, embora seja possivel associar um operador densidade? a cada

parte. Um exemplo de estado puro emaranhado é o estado de singleto:

1
) = E(|T>A|i>B =0 alls) (2.1)

que descreve o estado de spin de duas particulas de spin-1/2. Se uma medida do
spin na direcao z da particula A ou B for realizada, havera igual probabilidade
(= 1/2) de medir o spin para cima ou para baixo. Agora, digamos que seja feita
uma medida sobre a particula A e o resultado foi spin para cima. Logo, segundo
o postulado da projegao da Mecanica Quantica [12], o estado do sistema apds a
medida serd |T),||)p. Com isso, o resultado de uma medida sobre a particula
B torna-se completamente previsivel (spin para baixo). Caso a medida sobre a
particula A fornega um spin para baixo, a particula B teria o spin para cima. Este
resultado mostra a existéncia de uma correlacao perfeita entre as componentes z

dos spins das duas particulas®.

3Como serd explicado no decorrer deste capitulo o emaranhamento é um tipo de correlacao
quéntica, mas nao o tnico.

4Um operador p é um operador densidade se p! = p, Tr(p) = 1, e p > 0, ou seja, se os
autovalores forem nao-negativos. O operador densidade p deve ser utilizado, por exemplo,
quando a preparagao do sistema é incerta. Se um estado |v¢;) é preparado com probabilidade
p; entdo a mistura estatistica de estados {p;, |1;)} é representada pelo operador densidade
p = Y, pi|ti) (¥i|. Entretanto, pode ocorrer de duas misturas distintas de estados puros
{pi, Vi) } e {pl,|4i)} levarem a um mesmo operador densidade. Isso ocorre se, e somente se,
existe uma transformacdo unitdria U tal que \/]7; |oi) = Zj Uij\/pi|¥j). Logo, o operador
densidade nao informa como o sistema foi preparado.

®Note que esta discussdo foi desenvolvida no contexto de estados puros.
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Um resultado semelhante a este foi utilizado por A. Einstein, B. Podolsky;,
e N. Rosen [2] para questionar a completude da Mecéanica Quantica. Neste
trabalho os autores fizeram duas suposigoes: 1) as propriedades de uma particula
nao sao afetadas por operacgoes locais realizadas em uma segunda particula a uma
grande distancia da primeira® e 2) uma propriedade corresponde a um elemento
de realidade quando ela pode ser predita com certeza absoluta sem perturbar o
sistema. A primeira suposicao é conhecida como localidade e a segunda como
realismo. Do ponto de vista cldssico ambas suposi¢oes sao intuitivas. Por exem-
plo, é razoavel supor que a existéncia de um objeto independa da sua observagao,
ou seja, que uma medida simplesmente revele as propriedades fisicas deste ob-
jeto. Segundo EPR [2], toda teoria fisica completa deve conseguir representar
um elemento de realidade. Logo, provando que existem elementos de realidade
que nao sao contemplados pela teoria quantica eles estariam demonstrando a
incompletude da teoria. Agora, observando o exemplo acima, nota-se que uma
medida feita na particula A determina o spin da particula B instantaneamente!
Portanto, como um observador atuando sobre A pode prever com absolta certeza
o resultado da medida em B, aquela propriedade fisica deve corresponder a um
elemento de realidade. Mas, antes de fazer qualquer medida o estado do sistema
nao permite afirmar com absoluta certeza qual o spin da particula B e, além
disso, nao héd um vetor de estado associado a particula B. Estes argumentos

foram usados por EPR [2] para justificar a incompletude da Mecanica Quantica.

Como consequéncia desses argumentos fomentou-se a ideia de que para
a Mecanica Quantica tornar-se uma teoria completa era preciso incluir novas
variaveis. Essa possibilidade gerou uma busca por teorias de variaveis ocultas
que cumprissem esse papel. Porém, um dos problemas encontrados era a im-
possibilidade de investigar essa questao de um ponto de vista experimental, o
que acabou restringindo as discussoes acerca do realismo e da nao-localidade ao
campo da filosofia. Este cenario atingiu um novo patamar a partir do trabalho
de John Bell de 1964 [1]. Neste famoso trabalho Bell deduziu uma desigualdade,

sem fazer uso da Mecanica Quantica, que poderia ser testada experimentalmente

5Do ponto de vista da Teoria da Relatividade, a particula B deve estar fora do cone de luz da
particula A.
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e, cuja violagao, responderia de forma satisfatéria se a Natureza é realista ou

local.

A
53 )

g -1
91 >I<_._>I< @+1 ,
@ -1 b

FIGURA 2.1: Esquema da montagem experimental para as desigualdades de Bell. O observador
A pode escolher uma determinada configuracdo do seu aparto de medida, identificada por a,
enquanto que o observador B também escolhe a configuragao b do seu aparato. Ainda, A e B
estao separados por uma distancia tal que o resultado de uma medida em A(B) nao interfere

no resultado da medida em B(A).

Para entender os argumentos de Bell” considere o esquema experimental
ilustrado na Figura (2.1), onde uma fonte prepara e envia um par de particulas,
uma para A e outra para B. Tanto o aparato de medida em A quanto em B
podem ser ajustados de acordo com os parametros a e b, respectivamente. Se
as particulas forem fétons, os parametros a e b representam as orientagoes dos
polarizadores. As medidas de A e B assumem os valores £1. Supondo que
as medidas dependam da escolha das orientagoes (a e b) e de um conjunto de
parametros incontroldveis®, representados por A, pode-se especificar os resultados

das medidas da seguinte forma:
A(a,b,\) =+1 e B(a,b,\) =41, (2.2)

onde os possfveis valores de A\ sao representados pela distribuicao de probabil-
idades f()), com [ f(A = 1, fornecida por uma teoria de variavel oculta.
Assumindo a hipotese de localidade, ou seja, uma medida em A independe da

configuracao do aparato em B, segue que

Aa,\)=A, =£1 e B(b,\) =B, ==l (2.3)

TA demonstracio que serd feita é baseada nas Refs. [12; 39] e difere daquela feita originalmente
por J. Bell [1].

8A impossibilidade de controlar estes pardmetros pode ter origem em alguma dificuldade
experimental ou por uma imposi¢ao da Natureza.
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Vamos supor que as medidas em A (B) sejam realizadas usando duas
configuragoes diferentes, a e a’ (b e b’), escolhidas aleatoriamente. Para calcular

as correlagoes entre A e B faz-se uso da funcao de correlacao definida por:

Puy = / A,Byf (VA (2.4)

Como A, Ay = £1 segue que (A, + Aw) By = 0 ou (Ay — A,) By = 0. Para

qualquer um dos casos tem-se que
AyBy+ AwBy + Ay By — AuBy = (Aa + Aw) By + (Ay — Ay) By = £2. (2.5)
Portanto,
Pab+ Pun + Pay — Pary = / A,Byf(\)dA + / Ay Byf(A)dA
[ AuBr s~ [ AuBu()ax
_ / (AuBy+ AwBy + Ay By — A,By) F(N)dA,
e como A,By + Ay By + Ay By — A,By < 2, obtém-se a desigualdade de Bell:

Pa,b + Pa/,b + Pa/,b/ - Pa,b/ S 2 (26)

Esta nao é a tinica desigualdade de Bell, na verdade existe um conjunto de
desigualdades que recebem o nome de desigualdades de Bell, tendo em vista que
a primeira foi obtida por J. Bell [1]. O ponto crucial nesta dedugao refere-se ao
fato de nao utilizarmos em nenhum momento a Mecanica Quantica. Os primeiros
experimentos visando verificar a violagao ou nao destas desigualdades ocorreram
no inicio da década de 80, Alan Aspect e colaboradores [40; 41] forneceram fortes
indicios experimentais da violacao destas desigualdades e, consequentemente,
do cardter nao-local da Natureza. Embora os resultados sejam animadores,
nao héd uma comprovacao experimental definitiva da nao-localidade, pois ela
exige condigoes experimentais muito ideais. Um teste experimental rigoroso deve
satisfazer duas condigdes: 1) a duragao de uma medida deve ser répida o suficiente
para que nenhuma informacao viajando a velocidade da luz possa propagar-se
entre A e B durante o tempo de medida, e 2) as medidas devem ser muito
eficientes de forma tal que seja impossivel reproduzir uma violacao devido uma

pos-selecao apropriada dos resultados medidos.



2. Correlacoes Quanticas 10

Na Ref. [42], os autores mostraram que tais imperfeigdes experimentais
podem realmente implicar na violacao das desigualdades de Bell. Experimentos
envolvendo fétons [41; 43] conseguem suplantar a condi¢ao (1), dado que os
fétons viajam por longas distancias e o tempo de deteccao é muito curto, mas a
eficiéncia de detecgao nao é suficiente para assegurar a condigao (2). Por outro
lado, a condigao (2) pode ser alcangada em experimentos com fons aprisionados
[44], mas neste caso a distancia entre dois fons (representando A e B) nao
é suficiente para garantir (1). Em 2008, D. N. Matsukevich e colaboradores
[45], realizaram um experimento combinando fétons e fons aprisionados. Nesta
ocasiao, eles conseguiram observar a violagao das desigualdades de Bell entre
dois fons separados por uma distancia de 1 m com uma eficiéncia de deteccao em
torno 95%. No entanto, mesmo neste caso nao é possivel assegurar a validade da
condigao (1). Ainda segundo D. N. Matsukevich e colaboradores [45], tal condicao

estaria assegurada para distancias em torno de 15 km.

2.1 Emaranhamento

Durante muitas décadas apds o nascimento da Mecanica Quantica pensou-
se que a existéncia de correlagoes quanticas estava necessariamente ligada a
nao-localidade, ou seja, a violacao de alguma desigualdade de Bell. Nao é dificil
compreender esse ponto de vista dado que a violagao de uma desigualdade de Bell
implica que as correlagoes nao podem ser explicadas por meio de uma teoria de
variaveis oculta local. Isso gerou a nocao de que um estado que nao violasse as
desigualdades de Bell seria um estado classico. Essa situacao mudou a partir do
trabalho de R.F. Werner [3], que mostrou a existéncia de estados emaranhados
mistos que nao violavam as desigualdades de Bell. Portanto, segundo o paradigma
de Bell, mesmo com a existéncia de emaranhamento estes estados seriam exemplos
de “estados classicos”. Esta situacao nao era satisfatoria e buscou-se entao uma
nocao mais adequada de estados cldssicos. Um estado classico passou a ser
definido como qualquer estado que pode ser criado com operacoes locais atuando

em cada subsistemas e comunicagao cldssica entre os subsistemas (LOCC?). Uma

9Esta sigla refere-se a expressao em inglés “Local Operations and Classical Communication”.
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operacao local é qualquer operagao permitida pela Mecanica Quantica realizada
por um observador no seu subsistema. O termo comunicagao classica refere-se
a comunicacao entre duas partes por meio de dispositivos classicos como, por
exemplo, telefone e email. Partindo de estados produto!®, a forma mais geral de
um estado misto pa,. ay € Ha, ® ... ® Ha,, onde 4; (i = 1,...,N) denota o
1-ésimo subsistema de um sistema quantico composto, que pode ser gerado através

de operacgoes locais e comunicagao classica é dada pela seguinte expressao:
_ Aq AN
PA.. Ay = E pip; @ ... p;", (2.7)
J

N A . C .
onde p; > 0, Zj pj = 1 e p;* é o operador densidade referente ao i-ésimo
subsistema. Um estado emaranhado é entao definido como um estado que nao
pode escrito dessa forma, caso contrario ele é chamado de estado separdvel. Um

importante exemplo de estado misto é o estado Werner [3]:

_ _ l—a
Pw :OZW ><77Z) ’ +<4—)17 ac [071] (28)
onde ™) = % (]10) — |01)) é um estado puro emaranhado e 1 é a matriz

identidade. Embora este estado seja emaranhado para o > 1/3, ele é nao-local

(viola as desigualdades de Bell) apenas para a > 1/+/2 [46].

O interesse no estudo do emaranhamento nao se restringe apenas aos
fundamentos da Mecanica Quantica, mas também como uma alternativa para
suplantar certos limites tecnologicos impostos pela Fisica Classica. A partir da
década de 90 diversos trabalhos mostraram que o emaranhamento poderia ser
tratado como um recurso para a execucao de diversas tarefas [12]. Por exemplo,
duas aplicagbes diretas do emaranhamento sdo a codifica¢io superdensa [47],
onde dois bits de informacao cldssica podem ser transportados por um unico
bit quantico (qubit!') e o teletransporte qudantico [48], um processo que envolve

a transferéncia de um estado entre dois qubits!?. Essa maneira de encarar

0Fstados dado forma p = pA* ®@ ... ® pA~, onde A4; (i = 1,...,N) denota o i-ésimo subsistema
de um sistema quantico composto.

HUEnquanto um bit classico é descrito pelos estados 0 ou 1, o bit quantico é um estado |¢)
pertencente ao espago de Hilbert gerado pela base ortonormal {|0),|1}}, ou seja, |¢p) = o |0) +
B11) com af2 + |32 = 1.

12Este processo nio envolve a a transferéncia de um sistema fisico, mas a transferéncia do estado
deste sistema de um lugar a outro.
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o emaranhamento gerou a necessidade de determinar quando um estado estd

emaranhando e, além disso, qual a quantidade de emaranhamento que ele possui.

2.1.1 Quantificando o Emaranhamento

A tarefa de determinar se um dado operador densidade p representa
um estado quantico emaranhado nao é nada trivial. Para sistemas bipartites!3
existem condigcoes necessarias e suficientes que nos permitem dizer se hd emara-
nhamento. Entretanto, apenas no caso em que o estado do sistema pertence a um
espacgo de Hilbert de dimensao 2 x 2 ou 2 x 3 ha um procedimento operacional
para verificar se o operador densidade que descreve o sistema é emaranhado.
Ja no caso de sistemas multipartidos a situacao é bem mais complicada. Neste
capitulo, o estudo do emaranhamento e das demais correlagoes quanticas estara

sempre restrito a sistemas bipartites discretos.

No caso de estados puros o emaranhamento estd intimamente relacionado
a questao da nao-localidade, ou seja, todo estado puro emaranhado viola alguma
desigualdade de Bell [46]. Como afirmado acima isso nao é verdade para estados
mistos. Por exemplo, o estado de Werner dado pela eq. (2.8) é emaranhado
a > 1/3, mas ele ndo viola nenhuma desigualdade de Bell para a@ < 1/+/2 [46].
Para valores de a neste intervalo as correlacoes existentes nesse estado podem
ser explicadas através de uma teoria de variavel oculta local [3]. Uma condicao
necessaria e suficiente que nos permite dizer se um dado estado (puro ou misto)
¢ emaranhado é o critério de separabilidade de Peres-Horodecki ou critério PPT
(positive partial transpose) [49; 50]. Entretanto, esse critério fornece uma condigao
necessaria e suficiente para verificar a separabilidade de um estado apenas para
sistemas com baixa dimensionalidade (2 x 2 ou 2 x 3). Vale mencionar que o
critério PPT, como demonstrado por R. Simon [51], também pode ser utilizado
na identificacao de estados continuos bipartidos emaranhados, fornecendo um
condi¢ao necessaria. Além disso, no caso de estados gaussianos o critério PPT

torna-se uma condicao necessaria e suficiente de separabilidade. O critério PPT,

13Um sistema quantico formado por duas partes como, por exemplo, um sistema de duas
particulas.
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tendo em vista os sistemas que serao tratados nesta tese, pode ser enunciado da

seguinte forma:

s

Teorema 2.1 Um estado p atuando sobre os espagos C? @ C? ou C* @ C3 ¢

l14

separdvel se, e somente se, sua transposicao parcial® € um operador positivo

semi-definido®®.

O fato do critério PPT ser mais eficiente que as desigualdades de Bell
na identificacao de estados emaranhados pode ser entendida da seguinte maneira:
no caso das desigualdades o operador densidade foi utilizado apenas no calculo
de probabilidades, onde apenas as propriedades estatisticas do operador sao
consideradas. No caso do critério PPT a estrutura matematica do operador
densidade como um todo é levada em consideracao. Entretanto, até agora é
possivel dizer apenas quando um estado esta emaranhado, mas nao a quanti-
dade de emaranhamento do estado. O préximo passo é introduzir medidas que

identifiquem e quantifiquem o emaranhamento.

2.1.1.1 Estado Puros Bipartidos

No caso dos estados puros bipartites, Bennett et al. [52] mostraram
que a entropia de von-Neumann'® poderia ser utilizada como uma medida de
emaranhamento. Como discutido anteriormente, quando um estado global é
emaranhado é impossivel associar um estado a cada uma das partes. Dito de
outra forma, a informagcao sobre as partes nao fornece toda a informacao sobre o

estado composto. Portanto, se p = |¢) (| é o operador densidade que representa

4 Considere a matriz densidade p dada por:

P = Z pijkl ‘27.7> <kal| .

.3,k

Enquanto a operagdo de transposicao troca os indices das linhas pelas colunas, (pijk — Priij),
na operagao de transposi¢do parcial apenas dois indices sdo trocado, (p;jri — pikj). Dessa
forma, dados dois sistemas, a transposicao parcial ird afetar apenas um dos sistemas.

15Um operador 0 positivo semi-definido se Tr(OP) > 0, onde P é um projetor qualquer.
16Seja p um operador densidade puro ou misto. A entropia de von-Neumann associada a p é
definida como S(p) = —Trplog, p [12].
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o estado puro [¢), entdo a quantidade de emaranhamento de p serd dada por:

E(p) = S(p1) = —Trpilogy pr (2.9)
= S(p2) = —Trpslog, pa (2.10)

onde p; = Trap e po = Trip sao os operadores densidades reduzidos do sistema
bipartite. Tal medida recebe o nome de entropia de emaranhamento. Se p for
separavel entao p = |¢1) (1] & |19) (o] Dessa forma, o trago parcial de p com
relagao a qualquer um dos dois subsistemas resultara em um estado puro, ou
seja, S(p1) = S(p2) = 0. Isso mostra que para estados separdveis a quantidade
de emaranhamento é nula. No caso de estados maximamente emaranhados como,
por exemplo, [p~) = \/Li (|10) —101)), a quantidade de emaranhamento é igual a
1. Se dy ¢ a dimensao do subsistema entao 0 < E(¢) < log, ds. Dessa forma, para
estados puros, a entropia de von-Neumann pode ser utilizada para quantificar o

emaranhamento para sistemas de qualquer dimensao!

2.1.1.2 Estado Mistos Bipartidos

Para estados mistos a situagao se torna mais complicada. Dois pontos que
devem ser destacados sdo: 1) nao existe uma unica medida de emaranhamento
e 2) ndao ha expressoes analiticas que nos permitam determinar a quantidade
de emaranhamento para um operador densidade qualquer. Além disso, algumas
medidas como o Emaranhamento de Formacao e a Entropia relativa fazem uso
de processos de minimizagao muito complicados, e mesmo numericamente tais
processos nao sao executados facilmente. Felizmente, os problemas que serao
tratados nesta tese envolvem o cédlculo do emaranhamento para sistema bipartites
de dimensao 2 x 2. Neste caso uma boa medida é o Emaranhamento de Formacao
[53]. Além de possuir uma expressao analitica, essa medida serd importante na

proxima secao, quando estudarmos a Discérdia Quantica.

Um estado misto p pode ter distintas decomposicoes em termos de ensem-
bles de estados puros {p;, [¢;)}, onde p; > 0 com } , p; = 1. A cada decomposigao

pode-se associar um valor médio de emaranhamento dado pela expressao:

ZPz’E(%)a (2.11)
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onde E(1;) é a entropia de emaranhamento associada ao estado puro [¢y).
Emaranhamento de Formagao (EoF) ¢ definido como o minimo com relagdo a
todas as misturas de estados puros {p;, |¢;)} que geram o estado p [53]:

EoF( min i i 2.12
p {puw’z Zp 1/} ( )

Para sistemas com dimensao 2 x 2 é possivel obter uma solucao fechada
para o processo de minimizac¢do da equagao (2.12). Esta solugao foi obtida em
1997 por Hill e Wooters [54] utilizando uma grandeza também introduzida por

eles, a Concorréncia C(p), definida da seguinte forma:
C(p) = Imax {0, )\1 - )\2 - )\3 - )\4} s (213)

onde \; ¢ a raiz quadrada dos autovalores de R = pp em ordem decrescente com
p=0'®a¥p*c? ®ag¥. p* denota o complexo conjudado de p. A relagao entre o

Emaranhamento de Formacgao e a Concorréncia é dada pela expressao:
EoF(p) = —xlogy z — (1 — ) logy(1 — z), (2.14)

com r = (1 + 41— C’(p)2> /2. Como EoF ¢é uma fungao monotonicamente
crescente de C' é comum utilizar diretamente a Concorréncia para calcular o
emaranhamento de um estado. A Concorréncia pode ser simplificada se p per-
tence a classe especial de operadores da forma “X”. A forma matricial destes

operadores é dada por:

puu 0 0 puy

0 0
P P22 P23 . (2.15)

0 p23 psz O
pis 0 0 pu

Neste caso a Concorréncia (2.13) é reescrita como:

C(p) =2max{0,1'},T2}, (2.16)

onde I'y = !p14\ — 4/ P22pP33 € I'y = ’/323’ — 4/ P11P44-
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2.2 Discordia Quantica

Como discutido acima, as correlagoes presentes em estados que nao vi-
olam as desigualdades de Bell podem ser explicadas através de uma teoria local
de variaveis ocultas. Além disso, para estados puros a violagao destas desigual-
dades implica que o estado é emaranhado. Ja no caso de estados mistos, as
desigualdades de Bell nao podem ser utilizadas para determinar se um estado é
emaranhado, ou seja, mesmo estados cujas correlacoes sao explicadas por meio
de uma teoria local de varidveis ocultas podem apresentar um certo grau de
emaranhamento. Este resultado é de grande importancia, pois mostra que a
localidade nao inviabiliza a existéncia de correlagoes de natureza quantica entre

os constituintes de um sistema quantico composto.

Seguindo a linha de raciocinio tragada até o momento, parece razodavel
fazer o seguinte questionamento: existem correlagoes quanticas em estados sepa-
raveis? Seria a separabilidade a fronteira entre as correlacoes classicas e quan-
ticas? Ha alguns anos atras, a resposta usual seria afirmar que nao ha cor-
relagoes quanticas em estados separaveis. Atualmente, existe o consenso de que
tal afirmacao é valida para estados puros. Por outro lado, como observado por
H. Ollivier e W. H. Zurek [4] em 2001, e de forma independente por L. Henderson
e V. Vedral [55], estados mistos separdveis, que possuem a forma da eq. (2.7),
podem apresentar correlacoes com caracteristicas nao-classicas. H. Ollivier e
W. H. Zurek introduziram uma medida para calcular estas correlagoes quanticas
denominada Discordia Quantica. Embora seja um resultado intrigante, ambos
os trabalhos nao receberam inicialmente muita atencao da comunidade cientifica,
possivelmente por nao existir nenhuma aplicacao destes estados no contexto da

Teoria de Informacao e Computacao Quantica.

A situacao comecgou a mudar a partir de 2008, quando, em um trabalho
experimental realizado por B. P. Lanyon e colaboradores [6], investigou-se a

eficiéncia do modelo de computacao quantica com estados mistos DQC1'7 no

I7Esta sigla se refere & expressdo em inglés Deterministic quantum computation with one pure
qubit. Este modelo de computagao quantica foi introduzido por Knill e Laflamme [11] e envolve
um conjunto de qubits descritos por um estado misto acoplado a um tnico estado puro. Embora
este modelo nao seja universal - nao se pode implementar um algoritmo arbitrario - ele permite
resolver de forma eficiente algumas tarefas computacionais que sao intrataveis classicamente
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calculo do traco de uma matriz unitaria. Os resultados obtidos pelos autores
mostraram que embora nao existisse emaranhamento algum envolvido no decorrer
deste processo computacional'®, foi possivel observar a existéncia de correlacoes
quanticas de outra natureza, calculadas através da Discordia Quantica. Além
disso, apenas no caso em que a Discérdia Quantica era nao-nula o algoritmo
quantico foi mais eficiente que o melhor algoritmo cldssico conhecido. A con-
clusao dos autores foi que as correlagoes quanticas de estados separaveis seriam
responsaveis pela eficiéencia da abordagem quantica. Embora o emaranhamento
desempenhe um papel fundamental em alguns protocolos da computagao quantica
baseada em estados puros [56], 0 mesmo nao se pode afirmar sobre o seu papel na
computagao quantica com estados mistos. O funcao das correlacoes quanticas no
modelo DQCT1 foi investigado tanto teoricamente [7; 8; 57] quanto experimental-
mente [9; 10], mas como observado na Ref. [5], ainda ndo hd um consenso sobre

o papel destas correlacoes na Teoria de Informacao e Computacao Quantica.

A introducao da Discérdia Quantica nos permite ir além do paradigma
do emaranhamento, estabelecendo uma nova maneira de abordar o conceito de
correlagao quantica. Antes de introduzir a definicao formal da Discordia vamos
apresentar algumas ideias que nos permitiram entender melhor essa nova nocao
de nao-classicalidade. Um estado emaranhado foi definido como aquele que nao
pode ser preparado via LOCC. Porém, usando LOCC pode-se gerar a partir de
bits quanticos dois estados localmente indistinguiveis, por exemplo |0) e |+) =
(1/v/2)(|1) + |0)), enquanto que o mesmo ndo ocorre quando nos restringimos
a manipulacao de bits cldssicos!?, onde a tnica operacao local possivel é o bit-
flip*°[58]. Essa observacio levou os autores das Refs. [4; 55; 58] a estender a nogao
de estado classico como aquele que pode ser gerado via comunicacao classica e
operagoes locais classicas sobre bits classicos. Um estado bipartido p4p preparado

dessa maneira pode ser escrito da seguinte foma:

pap = Zp” )4 Gl @ 15) g (1 (2.17)

[11].
8Neste caso, trata-se do emaranhamento entre o estado puro e o estado misto.

195 importante lembrar que um bit é descrito por um entre dois estados localmente distinguiveis.
20A operacao de bit-flip transforma os bits 0 e 1 nos bits 1 e 0, respectivamente.



2. Correlacoes Quanticas 18

onde [i), e |7) 5 geram dois conjuntos de estados ortonormais. Os estados de-
scritos pela eq.(2.17) formam um subconjunto dos estados definidos pela eq.(2.7),
gerados através da mistura de estados localmente distinguiveis [58]. Intuitiva-
mente, estados nao-classicos sao aqueles em que o principio de superposicao se
manifesta no ambito de diferentes espagos de Hilbert (emaranhamento) ou no
ambito de espacgos de Hilbert individuais. Entretanto, deve-se ter em mente
o seguinte ponto: a nao-classicalidade s6 ira se manifestar quando o principio
de superposicao aplicado a cada subsistema gerar um conjunto de estados nao-

ortogonais. Por exemplo, o operador densidade

o= DO+ I o k) 218

descreve um sistema bipartite em que ambas as partes sao descritas por esta-
dos ortogonais. Mesmo que os estados |[+) e |—) = (1/v/2)(|1) — |0)) sejam
superposigoes, p é considerado um estado classico por ter a forma (2.17). Por
serem ortogonais, os estados |[+) e |—) poderiam ser mapeados nos bits 0 e 1.
Estados que possuem a forma da eq.(2.17) possuem Discérdia Quantica igual a
zero e portanto nao apresentam nenhuma correlagdo quantica [59]. Para definir
a Discordia Quantica é necesséario introduzir alguns conceitos-chave da Teoria de

Informagcao Classica. A préoxima secao atende a essa necessidade.

2.2.1 Elementos da Teoria de Informacao Classica

O principal conceito da Teoria de Informacao é a entropia de Shannon.
Seja X uma variavel aleatéria que assume o valor x com probabilidade p,. A

entropia de Shannon H associada a variavel aleatoria X é definida como:
H(X) =H(pa) = — Y palogpa, (2.19)

e pode ser interpretada como a quantidade de incerteza sobre X antes de sua
medida [12]. Se X assume valores no conjunto {zi,zs,...,x,} a entropia de
Shannon serda maxima quando os resultados forem igualmente provaveis, ou seja,
quando p,, = 1/n [12]. Caso um dos resultados z; ocorra com probabilidade
1, tem-se entdo que H(X) = 0. Vale lembrar que embora log0 é indefinido,

o termo 0Olog0 = 0 devido a existéncia do limite lim, .gxlogz = 0. Agora,
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sejam X e Y duas varidveis aleatérias com distribuigoes de probabilidade p, e p,,
respectivamente. A entropia conjunta com relacao as variaveis X e Y é definida
por:

HX,Y) == paylogpay, (2.20)

x?y

onde p,, é a distribui¢do de probabilidade conjunta'. Se X e Y forem varidveis
aleatdrias independentes entao p(z,y) = pyp,. Para varidveis independentes®
H(X,Y) = H(X) + H(Y). Se a independéncia nao existir, ou seja, se existir
alguma correlagao entre X e Y, entdo H(X,Y) < H(X)+H(Y). Essa propriedade
¢ conhecida como subaditividade da entropia de Shannon [12]. A subaditividade
da entropia possibilita a definicao de uma medida de correlagoes entre as variaveis

aleatorias X e Y da seguinte forma:
(X Y)=H(X)+HY) -H(X,Y), (2.21)

pois Z.(X : Y) = 0 apenas se X e Y forem descorrelacionadas. A func¢ao Z.(X :

Y’) é conhecida como Informag¢do Mitua.

Expressando a probabilidade conjunta p,, em termos da probabilidade

condicional [12] p(x|y) = pay/py € possivel reescrever a eq.(2.21) como:
Z.(X:Y) = HX)+HY)-H(X,Y)
= =) palogps — Y pylogpy + Y Paylog pay
T Y Y

= =) palogp, — Y pylogp, + Y plaly)p, log(p(z(y)p,)
x Yy Y

= = pologp. — > pylogp, + Y p(ly)p, logp,

Y T,y

+ > plaly)pylog p(xly),

z,y

como py =3, Pay = >, P(2|y)p, temos que > p(z|y)p,logp, = —H(Y), logo
Z(X:Y) = — me log p + Z Zpyp(ﬂy) log p(zly),
T Y T

= H(X) =Y pHEX|Y =y), (2.22)

21 As distribui¢oes marginais p, e p, sdo obtidas através de p(z,y) da seguinte maneira: p, =
>y P(@,y) e py =3, p(x,y).

22Ge X e Y sdo varidveis aleatérias independentes entdio H(X,Y) = _Zmypzy logpey =
= py Papy(log ps +logpy) = =37, papylogps — 3, papylogpy = H(X) +H(Y).
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onde H(X|Y = y) = >, p(z|ly)logp(z|y) mede a incerteza de X dado que Y
assumiu o valor y. A entropia condicional é definida como a médiade H(X|Y = y)

com relagao a y, ou seja:
H(X|Y) = Zpy (XY =) (2.23)

¢ uma medida da incerteza média sobre X quando Y é conhecida. Com isso, a
segunda versao da informacao (2.21), escrita em termos de H(X|Y) e denotada

por J.(X :Y), é dada por:
J(X :Y)=H(X)—-H(X]|Y). (2.24)

Embora a entropia condicional nao seja necessariamente simétrica, ou seja, pode
acontecer de H(X|Y) # H(Y|X), a informacao mutua é sempre simétrica. A
eq. (2.24) admite uma segunda interpretagao, J.(X : Y) fornece a quantidade
de informagao obtida de X devido o conhecimento de Y. No contexto classico a
igualdade Z.(X : Y) = J.(X : Y) é perfeitamente justificivel, mas no caso caso

quantico, como seré discutido posteriormente, tal igualdade nem sempre é valida.

2.2.2 Informacao Quantica

A generalizacao dos conceitos da Teoria de Informacao no contexto da
Mecanica Quantica comeca com a introducao da versao quantica da entropia
de Shannon, conhecida como entropia de von Neumann. Se p é um operador
densidade entao a entropia de von Neumann S associada a p é definida como

[12]:
S(p) = —Tr(plogp) = Z)\ log A\, (2.25)

onde \; denota o i-ésimo autovalor de p. A entropia & quantifica o grau de
mistura do estado p. Para construir o analogo quantico da informacao mutua
(2.21) considera~se um sistema quantico bipartido AB descrito pelo operador
densidade pag. A informacao mutua quantica Z é obtida usando a entropia de

von Neumann no lugar da entropia de Shannon. Isso leva a seguinte definicao:

T(A: B) = S(A) + S(B) — S(A, B), (2.26)
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onde S(A, B) = S(pap) é a entropia conjunta. As entropias dos subsistemas A e
B sao calculadas usando os operadores densidade reduzidos de cada subsistema,
respectivamente, pa = Trppap € pp = Trapap. A eq. (2.26) é sempre positiva
pois a entropia de von Neumann é subaditiva [12], ou seja, S(A, B) < S(A4) +
S(B). A igualdade é valida apenas se os estados forem descorrelacionados,
paB = pa ® pp. Para ilustrar isso considere as decomposigoes espectrais py =
SN i) G € = S AP ) 5 4l 100 pap = Sy M (i) (1] @ 1) (1, onde
)\f‘)\f sao os autovalores de pap. Aplicando a definicdo de entropia (2.25) e

observado que Y7, At =30 AP =1

S(pap) = S(pa®@pp)

= =) A"\ log (A7)
ij

= =) AWM log At =D AN log AP
i i

= S(A)+8(B).

Esse resultado mostra que quando a informacao mutua Z = 0, o estado conjunto
pap ¢ descorrelacionado. Nao existem correlacoes de nenhuma natureza, cléssica

ou quantica.

Por outro lado, o analogo quantico da segunda versao da informacao
mutua cldssica, eq. (2.24), nao é obtido tao diretamente. Para ver isso ob-
serve que, usando Z.(X : Y) = J.(X : Y), a entropia condicional cldssica
pode ser escrita como H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y). Isso sugere uma defini¢ao
quantica da entropia condicional simplesmente trocando a entropia de Shannon
pela entropia von Neumann, isto é, S(A|B) = S(4, B) — S(B). Mas, supondo
que o sistema esteja no estado puro e emaranhado |¢) = (|00) + |11)) /v/2,
tem-se que S(A,B) = 0 e S(B) = 1. Logo, a entropia condicional S(A|B) é
negativa?! Isso inviabiliza uma interpretacao da entropia condicional quantica
que coincida com aquela da Teoria de Informacao Cléassica. Para construir um
andlogo quantico da entropia condicional, deve ser ter em mente que diferente do

caso classico, o processo de medida de um sistema quantico pode ser realizado de

23Para estados puros, a entropia condicional quantica definida dessa maneira atua como uma
medida de emaranhamento. Se [¢ap) for puro entdo S(A|B) < 0 se, e somente se, o estado
|ap) for emaranhado [12].
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diferentes maneiras e, além disso, as medidas geralmente perturbam o estado do
sistema. No universo quantico o objeto é redefinido pela medida. Uma medida
sobre um sistema quantico B ¢ descrita por um POVM?#, ou seja, um conjunto
formado pelos operadores de medida?® M, representado por {Eb M Mb}, com
> s Ev = 1. Se pap € o estado inicial de um sistema quantico bipartido, entdo o
estado do sistema apds a medida p¥l; (com resultado desconhecido) é dado por

[60]:
P = Z MypapMy, (2.27)
b

onde o resultado b ocorre com probabilidade p, = Tr(Eypap) e o estado do

subsistema A é dado pelo operador densidade condicional [60]:

Tey (E
pap = W' (2.28)
b

Com isso, a versao quantica da entropia condicional com relacao ao POVM {E,}

¢ definida da seguinte forma [4]:

S (A[{Ep}) Zpbs PAb) - (2.29)

Como aeq. (2.29) depende do POVM utlhzado, nao se pode interpretar S (A| {Ep})
como a quantidade de incerteza com relacdo a A dado o conhecimento de B.
Portanto, para construir uma versao quantica analoga a entropia condicional
classica (2.23) é necessério achar o POVM que resulte na menor incerteza possivel

com relacao a A, ou seja, a entropia condicional quantica deve ser definida por:
S(A|B) =minS (A|{E,}) = min S . 2.30
(AIB) = pin (A1) = i S (o) (2:30

Usando a entropia condicional quantica definida dessa maneira pode-se definir a

versao quantica da informacdo mutua (2.24) como:
JA:B) = S(A)—-S(AlB)
= S(4) - glgingPbS (pap)
b
b

= max <S(PA) - ZPbS (PA|b)> (2.31)

24 A sigla POVM refere-se a expressdo em inglés “Positive Operator-Valued Measure” .

250s operadores {M;} atuam sobre o espago de estados do sistema e satisfazem as condigdes:
MJMb >0e), MJM;, = 1. Se |[¢) descreve o estado do sistema, entdo uma medida sobre o
sistema resultard no valor b com probabilidade p(b) = (9| MJ My |[¢p). Consultar o Apéndice A
para maiores detalhes.
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2.2.2.1 Informacao Acessivel

A Teoria de Informacao Quantica nos permite obter uma interpretacao
para a expressao (2.31). Vamos supor dois personagens ficticios, Alice e Bob,
e uma fonte de informacao classica representada pela varidvel aleatéria X com
distribuicao de probabilidade p,. Essa informagao pode ser codificada no ensemble
de estados quanticos {p,, p.}. Agora, Alice escolhe um estado py, pertencente
ao ensemble, e envia para Bob. Realizando medidas descritas por elementos
POVM {E,} ={E\,..., E,}, Bob deseja determinar qual estado foi enviado por
Alice. Os resultados das medidas sao representados pela variavel aleatéria Y e a
quantidade de informacao que Bob adquiriu sobre X como resultado da medida
Y ¢é dado pela informagao mitua cléssica J.(X :Y) = H(X) — H(X|Y). A
eficiéencia com que Bob pode inferir o estado preparado por Alice é determinada
pela Informagao Acessivel J*(X :Y), definida como o méximo da informacao

mutua com relacao a todas as estratégias possiveis de medida [12], ou seja:
JHX:Y)= r&aii (H(X) —H(X]Y)). (2.32)
b

A estratégia étima é tal que a quantidade de correlagoes (classicas) entre X e Y

seja maxima?®,

Um importante resultado da teoria de informacao chama-se limite de

Holevo x [12], que estabelece um limite para a informacao acessivel:

THX 1Y) <8(p) = paS(ps) = x(p), (2.33)

onde p = Y p.p,. Por outro lado [12], S(p) — >, p.S(p.) < H(X), sendo
a igualdade valida se, e somente se, os estados p, tiverem suporte ortogonal®’.
Portanto, se o ensemble utilizado para codificar a informacao classica for for-
mado por estados nao-ortogonais é impossivel inferir X com base nas medidas
realizadas, Y. Além disso, se Alice gerar dois estados ortogonais com distribuicoes
de probabilidades (p,1 — p) ou (q,1 — q), Bob seréd capaz de identificar qual das

duas distribuigoes foi usada por Alice. O mesmo nao acontece se os dois estados

Z6Lembre que se X e Y forem descorrelacionado entdo H(X|Y) = H(X). Logo, J¢(X : Y) = 0.
270 suporte de um operador Hermitiano é o espaco vetorial gerado pelos autovetores associados
aos autovalores nao-nulos.
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forem nao-ortogonais [12]|. Fazendo uma analogia com a expressao (2.32) pode-se
interpretar a informagao mitua quantica J(A : B) como a informagao acessivel
sobre A extraida localmente através da melhor estratégia de medidas sobre B.
A melhor estratégia sera aquela que extraia a maior quantidade de informacao
causando a menor perturbacio possivel sobre o estado pA”. Vamos considerar
um exemplo que explora o melhor dos cenarios, quando a medida nao introduz

nenhuma perturbacao. Considere o operador densidade:
PAB = ijpf ® 107, (2.34)
J

onde pi' sio operadores densidade quaisquer e IIP = |j) (j|, sendo {|5)} um
conjunto de estados ortogonais. Nao é dificil ver que uma medida usando o

conjunto completo de projetores {IIf = |k) (k|} nao afeta pap:

D TP paplly =Y pip) @ IFTIPTIY = pap. (2.35)
- .

j
Portanto, pa = >_; pjpf e paj = pj‘, mostrando que J(A : B) coincide com o
limite de Holevo x(pa). Além disso, como [12] S(pap) = H(p;) + >, 0;S(p}),

tem-se que:

J(A:B) = S(pa)= > piS(e])

= S(pa)+H(p;) —S(pas)
= S(pa) +S(ps) — S(paB)
= ZI(A:B),

as duas versoes quanticas da informagao mitua coincidem! Neste caso, a quanti-
dade de informagao que A e B possuem em comum, devido a correlagao entre eles,
¢é igual a informacao classica, isto é, pode ser obtida localmente sem perturbar
o sistema [4]. O estado (2.35) é geralmente chamado de estado cldssico-quantico

[61].

E importante ressaltar que J (A : B) nao é uma quantidade simétrica,
pois a entropia condicional quantica (2.30) depende de qual subsistema esté
sendo medido. Caso o subsistema A também fosse descrito por uma mistura

de estados ortogonais, entao J(A : B) = J(B : A). Nesta condi¢ao o limite
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de Holevo x(pa) ¢é igual a entropia de Shannon associada a distribuigao de
probabilidades p;, x(pa) = H(p,). Logo, se a informacao classica fosse codificada
no ensemble {pj,pjx ®Hf }, a distribuicao p; poderia ser inferida através da
informacao extraida localmente. Como ocorre na Teoria Informacao Cléssica,

a informacao acessivel seria a mesma que a entropia de preparacao do ensemble

H(p;)-

2.2.3 Quantificando as Correlacoes Quanticas

Na Teoria de Informagao Quantica, pode ocorrer de Z(A : B) > J(A :
B), ou seja, o estado conjunto psp possui mais informagao do que aquela que
pode ser obtida localmente. Isso motivou H. Ollivier e W. H. Zurek [4] a definirem
uma medida de correlagoes quanticas, denominada Discordia Quantica, como a

diferenca entre as duas versoes quanticas da informacao mutua:

D(A|B)

I(A:B)—J(A: B)

= S(B)—S8(4,B) + min > S (pap) - (2.36)
Ty

onde a notacdo D(A|B) indica que a medida esta sendo realizada sobre o sub-
sistema B. Dessa forma, a Discordia seria a medida da informacao que nao
pode ser extraida localmente (sem medidas conjuntas). Existe uma diferenca
entre a definigdo (2.36) e aquela proposta inicialmente [4]. Na versao original
foi utilizado um conjunto completo de medidas projetivas ortogonais® (medidas
de von Neumann) ao invés de POVMs no céalculo da expressao (2.36). Essa
restricao foi adotada pois, na ocasiao, os autores estavam preocupados em estudar
as correlagoes entre um sistema quantico e um aparato de medida, e estab-
elecer um critério para determinar quando a informacao acessivel seria obtida
através de um conjunto de estados ortogonais, denominados estados ponteiros
[62; 63]. O procedimento de minimizagdo da eq. (2.36) impoe uma grande
dificuldade no célculo da Discordia Quantica, tanto na tentativa de realiza-lo
analiticamente quanto numericamente. Praticamente todos os trabalhos que

envolveram o calculo da Discérdia até o momento, inclusive os que compoe essa

**Neste caso o conjunto {E;} deve ser tal que E} = Ej e E;Ey = 01 E;.
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tese, realizaram a minimizacao com relagdo a medidas projetivas [61]. O préximo

passo € investigar as limitagoes impostas por essa restrigao.

Teorema 2.2 A Discordia Quantica D(A|B) € uma fungdo concava com relagao

ao conjunto de todos os POV Ms.

Demonstracao: Para estudar a concavidade da Discordia considera-se um estado
bipartido pap e um POVM £ = {E,}. O estado do sistema A apds a medida
sera:

TI'B (EijB) TI‘B (EijB)
— _ , 2.37
PAIE; PE Tr(Ejpas) (237

o qual é completamente determinado pelo POVM £ = {E;}. Definimos agora o
funcional F(pa,{E;}) como:

Fpa {E;}) ZPJ (Pa17) (2.38)

Se C = {C;} e R = {R;} sao dois POVMs entao & = X\C + (1 — \)R, com
0 < A < 1, também é um POVM, pois o conjunto dos POVMs é convexo [64].

Os elementos dos POV Ms se relacionam da seguinte forma:
E; =XC; + (1 - \)R;. (2.39)

Usando essa relagao na eq. (2.37) temos que:

Trp (EjPAB) _ )\pcjpfﬂcj +(1- /\)IM (2.40)

pEj pEj pEj

PAIE; =

onde pg, = Apc; + (1 — A)pg,. Portanto, substituindo (2.40) na expressao (2.38)

e usando o fato que a entropia de von Neumann ¢ uma funcao concava?’:

F(pa,{Ej}) = ij pA|]

> Z [/\pch (IOA\CJ) + (1 - /\)pRjS (pA\Rj)}
J
= AF(pa, {C5}) + (1 = N F(pa, {R;}).
Esse resultado mostra que F'(pa,{E;}) é concava e como D(A|B) = S(B) —
S(A, B) +mingg,y F(pa, {E;}) isso garante que a Discérdia Quantica também ¢é

uma fungao concava com relagao ao conjunto dos POV Ms.

298e p1 e py sdo dois operadores densidade e 0 < A < 1 entdo S(Apy + (1 — N)p2) > AS(p1) +
(1 =)S(p2) [12].
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Como os minimos de uma func¢ao concava definida sobre um conjunto
convexo sao os pontos extremos deste conjunto®, o POVM que minimiza a
Discérdia é um ponto extremo® do conjunto de todos os POVMs. Na Ref.
[64], G. M. D’Ariano e colaboradores realizaram um estudo detalhado sobre
o conjunto dos POVMs e mostraram que um ponto extremo deste conjunto,
para um sistema de dimensdo d, possui no maximo d? elementos. Além disso,
eles mostraram também que os extremos de um sistema de dois qubits sao
medidas projetivas, isto é, o POVM {E;} que minimiza a Discérdia tem no
maximo 4 elementos e E]2 = E;. Entretanto, as medidas projetivas nao seriam
necessariamente ortogonais. Recentemente foi demonstrado que para operadores
densidade de rank®?-2 bastariam dois projetores ortogonais para minimizar a
Discérdia [66], enquanto que para operadores densidade de rank-3 ou -4 o minimo
pode ser atingido por um POVM de trés ou quatro elementos nao-ortogonais.
Porém, segundo resultados numéricos, além de serem improvaveis, os valores
da Discérdia seriam muito proximos daqueles obtidos através da minimizagao
com dois projetores ortogonais®® [66]. Outros indicios numéricos apontando a
eficiéncia no uso de projetores ortogonais foram obtidos na Ref. [67]. No caso de

operadores densidade na forma X [veja eq. (2.15)] com p;; reais®

, & minimizagao
acontece apenas para projetores ortogonais ou POVMs com trés elementos [67].
Embora nao sejam resultados definitivos, eles fornecem uma boa perspectiva para
o calculo da Discérdia através de projetores ortogonais em sistemas bipartidos de

dimensao 2.

O objetivo agora é determinar a forma dos operadores densidade com
Discérdia Quantica nula. Para tanto, primeiramente vamos demonstrar que a

Discérdia é uma funcao nao-negativa.

30Ver o Teorema 32.3 e o Coroldrio 32.3.1 da Ref. [65].

31Um conjunto convexo C é um conjunto fechado com relacdo a combinacdes lineares convexas,
ou seja, se 0 < A< 1eCq,Cy € C entao ACy + (1 — A)Cy € C. Um ponto extremo C, € C é um
ponto que nao pode ser escrito como combinacao linear convexa de outros dois elementos de C.
320 rank de um operador corresponde ao nimero de autovalores nao-nulos.

330s autores realizaram simulacdes com matrizes aleatérias de rank-3 e -4 e observaram que os
desvios mais significativos eram da ordem de 107°.

34Todos os operadores densidade presentes nesta tese satisfazem essa condicéo.
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Teorema 2.3 Se pap é um operador densidade de um sistema quantico bipartido,

entio D(A|B)(pag) > 0.

Demonstragdao: Seja pap um operador densidade e {II; = |e;) (e;|} um conjunto
completo de projetores ortogonais atuando sobre o sistema B. Vamos considerar
um subsistema adicional C' que interage com o subsistema B através do operador
unitdrio U definido como U le;) ® [0) = |e;) ® |¢;), onde |0) e |¢;) denotam
estados de C. O uso de projetores ortogonais nao limita a demonstracao, tendo
em vista que o Teorema de Neumark [68] permite representar um POVM atuando
sobre um sistema de dimensao d por meio de projetores ortogonais atuando em
um sistema de dimensao N > d. O estado inicial do sistema ABC é dado por
pasc = pas @ 10) (0]. O estado apés a ac¢ao da transformagao unitéria é:

Pape = _(eil paslex) @ lej) (ex| @ £3) (ful. (2.41)

j.k

Como a entropia associada a um operador densidade depende apenas dos seus au-

tovalores e os autovalores nao sao afetados por uma transformagao unitaria

35 (ape-

nas os autovetores), tem-se que S(py50) = S(papc). Por outro lado, S(papc) =

S(pap) [12], portanto S(pypc) = S(pap). Ainda, da equagao (2.41) sao obtidas

as seguintes expressoes:

Pap = ijpAlj ® lej) (el = S(plap) = H(p;) + ijS(PAu)v (2.42)

Ppc = Z lej) (ejl ps lex) (ex] = S(ppe) = S(pB), (2.43)
pp = ij lej) (el = S(pp) = H(p)), (2.44)

j
lembrando que p;pa;; = Trp(pasll;) = (| pan le;) e pj = Trp(ppll;). O ponto
chave desta demonstragao é a propriedade de subaditividade forte [12] da entropia

de von Neumann, que implica na seguinte desigualdade:

S(Papc) +S(pp) < S(Pag) +S(Pse), (2.45)

que pode ser reescrita usando as equagoes acima:

S(pap) < ZPjS(PAU) +S(pB), (2.46)

J

35Geja A um operador e U uma transformagao unitdria. Se |v) é um autovetor de A associado
ao autovalor A, ou seja, A[v) = A[v), entdo AUU [v) = A |v) = UAUTU |v) = AU |v). Logo,
U |v) é um autovetor de UAUT associado ao mesmo autovalor \.
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que implica na desigualdade:

S(ps) — S(pap) = ijs(pAlj)- (2.47)

J
Como essa desigualdade ¢ satisfeita para qualquer medida, ela permanece valida

para a medida que minimiza  ; p;S(paj;). Logo, tem-se que D(A|B)(par) = 0.
O

Note que segundo esse Teorema, a condigcao para que Discordia Quantica seja
nula é a validade da igualdade na expressao (2.47). Dito de outra forma, termos
D(A|B)(pag) = 0 se, e somente se, existir uma medida que transforme a subadi-
tividade forte (eq. (2.45)) numa igualdade. A forma dos estados que garantem
a igualdade da subaditividade forte é obtida através de um Lema, demonstrado
por Hayden e colaboradores [69]. Usando esse Lema, A. Datta [70] demonstrou

o seguinte Teorema:

Teorema 2.4 Se pap € um operador densidade de um sistema quantico bipartido,

entao D(A|B)(pag) = 0 se, e somente se,
pas =Y _pip} @5y (il (2.48)
J

onde p;‘ sio operadores densidade e |j) 5 formam um conjunto de estados ortog-

onais.

Anteriormente ja haviamos mostrado que estados dessa forma satisfazem Z(A :
B) = J(A : B) (Discérdia nula), mas com o resultado de A. Datta [70] pode-se
concluir que todos os estados com Discordia nula terao essa forma. Analogamente,
se as medidas forem realizadas no sistema A ao invés do sistema B entao os

estados com discordia nula poderao ser escritos como:
pas =Y pili)alil®pf. (2.49)
J

Portanto, se D(A|B) = D(B|A) = 0 o estado pap terd a forma da equacio
(2.17). Nesta tese todos os estados satisfazem a condicdo D(A|B) = D(BJ|A) e

portanto vamos denotar a Discérdia Quantica associada ao operador densidade
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pap simplesmente por D(pap). Ainda, para operadores densidade da forma X

[veja eq. 2.15], a Discérdia serd nula [71] quando i) p14 = pog = 0 ou 1) |p14] =

’pz3|, P11 = P22, € P33 = P44-

Os resultados apresentados até aqui nos mostraram que existem cor-
relacoes quanticas mesmo para estados separaveis. Embora isso seja verdade
para estados mistos, o mesmo nao acontece no caso de estados puros. Para ver
isso vamos usar o fato de que todo estado puro |¢)) de um sistema AB pode ser

escrito como?°:

¥) = Z Ajlia) ® i), (2.50)

onde |j(p)) sdo estados ortogonais de sistema A(B) e A; > 0 com oA =1
Portanto, para minimizar a expressao ), ppS (pA|b) basta realizar as medidas
com o conjunto completo de projetores {|jg) (jp|}. Neste caso pap serd um
estado puro, logo >, ppS (pA|b) = 0. Ainda, como |¢) é puro tem-se também
que S(A, B) = 0. Aplicando estes resultados na equagao (2.36), conclui-se que
D(A|B) = S(B), ou seja, para estados puros a Discérdia Quantica coincide com

a entropia de emaranhamento.

A forma dos estados com Dicérdia nula, egs. (2.48) e (2.49), deixa claro
o papel fundamental do principio de superposicao na existéncia de correlagoes
quanticas. Ele nos permite entender também porque a maioria dos estados
bipartidos exibird correlagoes com caracteristicas nao-classicas. Com base na
equagao (2.48), um estado com Discérdia igual a zero exige que pelo menos
um dos subsistemas seja descrito por um ensemble de estados ortogonais {|j)}.
Assumindo um sistema de dimensao 2, cada elemento do ensemble pode ser
escrito na base computacional como |j) = «;]0) + §;|1) com |oy|* + |3, = 1.
Portanto, nao é dificil ver que ortogonalidade entre os estados impoe fortes
restri¢oes sobre os parametros a; e 3;. Além disso, qualquer perturbacao em
um destes parametros pode invalidar a condicao de ortogonalidade, levando a

criacao de correlacoes quanticas.

36Essa resultado chama-se Decomposigao de Schmidt [12].



Capitulo 3

Dinamica de Correlacoes

Quanticas em Sistemas Quanticos

Abertos

Sistemas isolados representam uma idealizacao de sistemas reais'. Em
geral, os sistemas fisicos nao estao isolados dos efeitos do meio-ambiente resul-
tando, por exemplo, na troca de energia e particulas. Um exemplo deste fato
é a onipresenca do vacuo quantico. Mesmo quando é possivel isolar um tnico
atomo das excitagoes a sua volta, a energia de ponto-zero associada ao vacuo
quantico, inexistente no vacuo cldssico, ird induzir um processo dissipativo no
atomo - a emissdo espontanea [13]. O vdcuo quéntico atua como um reser-
vatorio térmico a temperatura 7' = 0K e a sua interacao com o atomo induz
uma dinamica de relaxacao que leva o atomo para o seu estado fundamental.
A interagdo entre o sistema de interesse e o meio-ambiente (ou reservatoério)
impoe um grande obstdculo para a computacao e informacao quantica, pois esta
interacao introduz uma perda de coeréncia quantica, responsavel pela eficiéncia
de muitos protocolos desenvolvidos nestas dreas [12]. Devido a decoeréncia esta

interagao exerce uma grande influéncia sobre um poderoso recurso computacional:

INa prética, sistemas isolados sdo apenas uma idealizacdo que fornecem uma boa aproximacao
quando as escalas de tempo dos processos de dissipagao e decoeréncia, perda de coeréncia
quantica, sao muito longos quando comparados com a escala de tempo da dindmica unitaria do
sistema.

31
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as correlagoes quanticas. Um exemplo dréastico dos efeitos do meio-ambiente sobre
as correlagoes quanticas é a morte subita do emaranhamento (ESD), ilustrado por
Yu e Eberly [14] e observado experimentalmente, por exemplo, por M. P. Almeida
et al. [18]. Como demonstrado na Ref. [14], o emaranhamento entre dois qubits
nao-interagentes acoplados a banhos dissipativos independentes pode desaparecer
subitamente, diferente da decoeréncia associada a cada qubit, cujo decaimento
é exponencial. A ocorréncia deste fenomeno depende tanto da condigao inicial

quanto do tipo de interagao entre o sistema e o reservatério [15-17; 19)].

O objetivo deste capitulo é investigar como a dinamica da Discérdia
Quantica e do Emaranhamento de dois qubits nao-interagentes é afetada pelos
distintos tipos de erros introduzidos pela interacao com o meio-ambiente. Neste
contexto, o nosso principal objetivo consiste em verificar o que ocorre com a
Discérdia Quantica nos casos em que observa-se a morte subita do emaran-
hamento. Nosso estudo sera dividido em duas partes: dinamicas markovianas

e nao-markovianas.

3.1 Dinamica Markoviana

No caso markoviano, a dinamica do operador densidade do sistema p(t) é
obtida através de uma equacao diferencial de primeira-ordem denominada equac¢ao
mestra. Esta equagao é deduzida no Apéndice B mediante a aprorimacao de Born,
que ¢ valida quando a interacao entre o sistema e o reservatoério é suficientemente
fraca. Além disso, no regime markoviano, o tempo caracteristico do sistema
¢ muito maior que o tempo associado ao decaimento das correlagoes entre as
variaveis do reservatério. Dessa forma, toda a informacao transferida para o
meio-ambiente é rapidamente distribuida entre os seus graus de liberdade, ou
seja, a informacao nao retorna para o sistema. Como demonstrado no Apéndice
B, a equagao mestra associada a um tunico qubit, descrito pelo Hamiltoniano
H g = %wo&z, interagindo com Np reservatorios térmicos independentes descritos

pelo Hamiltoniano Hp = Z;V:Rl fIRj = Zjvjl Dok Wk,jgl,ji)k,ja ¢ dada pela seguinte
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expressao:

%p(t)

—i |15, p(1)] (3.1)
R )| Ap0A0 - § {4040.00)]

1
2
+ 2wy S @) [+ Ny >1[}<w>p<t>A§<w>—%{A}wmj(w),p(w}}

j w>0

b2 S N |04 - 5 {Awae.pn}]

j w>0
onde f;(w) é a densidade espectral, v,;(0) é a taxa de defasagem, N;(w) é o
nimero médio de excitagoes do j-ésimo reservatorio e A;(w) sdo os operadores
que descrevem a interacao entre o sistema e o j-ésimo reservatério, representada

pelo Hamiltoniano:
HSR]- =4 ® Z(gk:,j[;k:,j + g;:,jlaz,j)v (3.2)
k

com gy, ; denotando o acoplamento entre o sistema e o k-ésimo oscilador do j-ésimo

reservatério. O operador A;(w) é definido como:
Aw) = 3 TMOATE), (33)

onde Hg |e) = €|e) e II(€) é o projetor associado a autoenergia €. No caso de um

unico qubit, tem-se que:

A;j(0) = 10) {0l A; J0) (O] + [1) (L] A; [1) (1], (3.4)
Ajlwo) = [0) (0] A; [1) (1] = (0] 4; 1) &, (3:5)

pois Hg |0) = —1wy [0) e Hg|1) = Lup [1).

3.1.1 Defasagem

O primeiro tipo de erro que sera estudado é a defasagem. Neste caso,
observa-se a perda de coeréncia quantica sem dissipacao de energia, ou seja,
enquanto as coeréncias do operador densidade (na base de autoestados de H s)
tentem a zero as populagoes permanecem inalteradas durante a evolucao tempo-

ral. Este efeito pode ser modelado através do reservatério de fase, descrito pelo
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Hamiltoniano (3.2) com A = 4,. Portanto, como A(0) = 6, ¢ A(wy) = 0, a

equagao mestra (3.1) na representacao de interacao assume a forma:

d

—e() =7 [F:p(t)5 = p(1)] (3.6)

onde 7 = v(0) denota a taxa de defasagem (ver secdo B.4 do Apéndice B). A

solucao desta equacao é obtida facilmente:

pra(t) = p1(0),
poo(t) = poo(0), (3.7)
pro(t) = pro(0)e™™",
com p1o(t) = pg1(t). Como mencionado acima, embora as populagoes nao sejam
afetadas pela interagao com o reservatorio, as coeréncias tendem a zero exponen-

cialmente. No apéndice B mostramos que a dinamica do operador densidade do

sistema pode ser escrita na representacao de Kraus [13]:
o) = 3 Kapl(O)KL, (3.5)

onde K, sao os operadores de Kraus. Para a defasagem os operadores de Kraus

sao dados por [12]:

—_
(e

Ko =

(@) (@)
e}
=]
T‘
S

K = , (3.9)
0

onde p = 1 — e727" é uma parametrizacao do tempo, com p = 0 correspondendo
at=0ep=1 representando o limite t — oo. Basta um calculo simples para
mostrar que a equagao (3.8) com os operadores de Kraus (3.9) é equivalente ao

sistema de equagoes (3.7).

O uso dos operadores de Kraus facilita a generalizacao destes resultados
para o caso de dois qubits nao-interagentes acoplados a reservatérios indepen-
dentes?. O operador densidade destes dois qubits é determinado através da

equacao:

p(t) = Kapp(0)K! 4, (3.10)
a,f

2Para maiores detalhes consulte a tltima seciio do Apéndice B.
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com K, 3 = K, ® g, onde K, sao os operadores de Kraus associados a um tinico
qubit. Portanto, no caso em que cada qubit esta acoplado a um reservatorio de

fase a equacao (3.10) pode ser escrita em termos dos operadores de Kraus (3.9):
p(t) = Ki1p(0)K] | + K1 op(0)KT o + Ko1p(0)K 1 + Ko0p(0)K] 5.

Considerando como estado inicial dos dois qubits o estado de Werner:
(1—-a)

p(0) = T1+a‘w’><w", (3.11)

(|01) — |10))/v/2, a equacdo anterior passa a ser dada

com « € [0,1] e [¢p7)

por:
-« 0 0 0
1 0 1+« —2a(l—p) 0
o) =+ S @)
0 —2a(l-p) 1+« 0
0 0 0 -«

lembrando que p = 1 — ¢=27%. Para este estado, a concorréncia, equagao (2.16),

Clp) :maX{O,a (;—p) —%} (3.13)

Para o < 1/3 o estado inicial é separavel, logo C(p) = 0 independente do valor

assume a forma:

de p. Quando o estado inicial é maximamente emaranhado, o = 1, tem-se que
C(p) = 1 —p = e 2" mostrando que o emaranhamento tende a zero apenas
assintoticamente. Agora, se 1/3 < a < 1 a Concorréncia (3.13) atinge o valor
zero para um tempo finito p. = (3o — 1)/2a, caracterizando a morte sibita do

emaranhamento, como ilustrado na Figura (3.1a).

A Discérdia Quantica referente ao operador densidade (3.12) é calculada

analiticamente através do resultado obtido por S. Luo [72]:

D(p):F(cH—b)ZF(a—b)_F;a)7 (3.14)

onde F(z) = zlogyz, a = 1 —«, e b = 2a(1 — p). Conforme a Figura (3.1b),
a Discordia atinge o valor zero apenas assintoticamente, para todo a > 0. Este
resultado mostra que a Discérdia resiste aos efeitos do reservatério de fase, en-
quanto o emaranhamento desaparece completamente para um tempo finito. Neste
caso, D(p) = 0 somente quando as coeréncias do operador densidade (3.12) sao

iguais a zero, ou seja, quando a =0oua #0ep=1.
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(b)

FIGURA 3.1: Dinadmica das correlagoes quanticas entre dois qubits nao-interagentes sujeitos a
agao de reservatérios de fase independentes. (a) Concorréncia C' e (b) Discérdia Quantica D
em funcao do parametro o e do tempo parametrizado p. O estado inicial adotado foi o estado

de Werner p(0) = (1 —a)1/4+ a =) (7|, com a € [0,1] e |1p~) = (|01) — [10))/v/2.
3.1.2 Atenuacgao de Amplitude Generalizada

No caso anterior investigamos como a decoeréncia afeta as correlagoes
quanticas quando nao ha uma troca de energia entre o sistema e o reservatério
térmico. Esta troca de energia pode ser introduzida na dinamica de um tnico
qubit se adotarmos A = 6, tendo em vista que [lf[g, 7] # 0. Com isso, 121(0) =0
e Alwg) = 6_ = |0) (1], logo a equacao mestra (3.1) na representacao de interacéo

pode ser escrita como:

Doty = 2mf(en) L+ M) [&_p@)m—%{m_,p(w}}
2 f(wo) V(o) [mp(t)&_ s p(t)}] , (3.15)
N(wp) = ﬁ, (3.16)

onde T é a temperatura do reservatério e k a constante de Bolztmann. Esta
equagao mestra descreve a transicdo |1) — |0), proporcional a 1 + N(wyp), e
a transigao |0) — |1), proporcional a N(wp). Observa-se assim que em T =
0K (N(wp) = 0) apenas as emissoes espontaneas sao permitidas, ou seja, o
reservatorio introduz um efeito dissipativo no sistema. Por outro lado, paraT > 0

o sistema pode tanto fornecer quanto absorver energia do reservatério térmico. O
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tipo de erro introduzido no qubit por esta interagao é conhecido como Atenuac¢ao

de Amplitude Generalizada [12].

Na base {]|0),[1)}, a equagdo mestra (3.15) é descrita em termos do

seguinte conjunto de equacoes diferenciais acopladas:

d

%pl,l(t) = —I(1+ N)p11(t) + TNpoo(t),
d

aﬂo,o(t) = T+ N)p1i(t) =T Npoo(t),
d I

4 — (2N +1

dtp°’1<t> 2(2 + 1)poa(t),

onde I' = 27 f(wp) e N = N(wp). A solugao deste sistema de equagoes é dada
por:

N 67F(2N+1)t

pri(t) = N 1 + ON T 1 [(N +1)p1,1(0) = Npo,o(0)],

Poo(t) —
2N +1 2N +1
r
por(t) = e 2Nt (0).

(N +1)p11(0) = Npoo(0)],  (3.17)

Note que no regime estacionario (¢ — 00) a coeréncia pgi(t) tende a zero,
enquanto que as populagoes do estado fundamental pgo(t) e do estado excitado
p1.1(t) sdo determinadas apenas pela temperatura do reservatério, sendo inde-
pendentes do estado inicial do qubit. Para T"= 0K o tnico estado populado no

regime estaciondrio é o estado fundamental |0).

Novamente, pode-se representar a dinamica do operador densidade p(t),
descrita pela equagdo mestra (3.15), em termos dos operadores de Kraus (3.8).

Para tanto sdo necessarios quatro operadores de Kraus [12]:

10 0 P
Ko = /@ L Ki=va O 318)
0 VI—p 0 0
JI=p 0 0 0
]CZZ\/l_q ) ]C3:\/1_q )
0 1 VP 0

onde p=1—e TNVt 6 ¢ = (N +1)/(2N +1). O caso T = 0K (N = 0)
corresponde a ¢ = 1, enquanto que o regime 7' — oo é obtido usando ¢ =
1/2. Aplicando o mesmo procedimento do segao anterior, podemos utilizar estes

operadores de Kraus e a equacao (3.10) para determinar a dinamica de dois
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qubits nao-interagentes em que cada qubit esta sujeito a atenuacao de amplitude

generalizada. Portanto, utilizando a condi¢ao inicial p(0) = |¢) (¢| com:
|¢) = V1 —al00) + Ve |11), «a€[0,1], (3.19)

os elementos nao-nulos do operador densidade p(t) obtidos através da equacao

(3.10), na base {|1) = |00),|2) = |01),|3) = |10),|4) = |11)}, sdo:

) = pa(0){1—p2(1 —q) —p(1 —29)]} +P*¢,

) = p33(t) =p{p11(0)(1 —2¢)(1 —p) +q(1 —pg)},

) = 1—=p1a(t) = 2pa2(t), (3.20)
)

= pa1(t) = p14(0)(1 —p).

O comportamento das correlacoes quanticas em funcao do parametro o e do
tempo parametrizado p estd contemplado na Figura (3.2). Nesta figura foram
escolhidos dois regimes de temperatura: ¢ = 1, correspondendo ao caso T' = 0K,

eq=2/3.

FIGURA 3.2: Dinamica das correlagées quéanticas entre dois qubits ndo-interagentes sujeitos
a acdo da atenuagdo de amplitude generalizada. Concorréncia C' em fungéo de « e p para (a)
g=1e (c) ¢ =2/3. Discérdia Quantica D em funcido de v e p para (b) g=1¢e (d) ¢ =2/3.
Utilizou-se o estado inicial p(0) = |¢) (¢| com |¢) = /1 — ' |00) + y/a |11) onde « € [0, 1].



3. Dinamica de Correlacoes Quanticas em Sistemas Quanticos Abertos 39

Como py 3(t) = 0, a Concorréncia associada ao operador densidade p(t),

definido pelos elementos (3.20), é dada por C(p) = 2max {0,I';} com:
I=val-a)l-p) —p[l-a)1-2¢)(1—-p)+p(l-pg]. (3.21)

Para ¢ = 1 tem-se que C(p) > 0 para todo ¢ > 0 (p < 1) desde
que 0 < a < 1/2, como pode ser observado na Figura (3.2a). Entretanto,
se a« > 1/2 a Concorréncia assume o valor zero para valores finitos de p, ou
seja, o emaranhamento desaparece para t finito. Note também que conforme
aumentamos « a Concorréncia vai a zero mais rapidamente. Agora, levando em
conta os efeitos térmicos, a acao do meio-ambiente torna-se mais drastica, por
exemplo, para ¢ = 2/3 [Fig. (3.2c)] o emaranhamento tende a zero para algum
valor finito de p independente da condi¢ao inicial, determinada pelo parametro a.
Em ambos os casos a Concorréncia apresenta um decaimento monotonico para
qualquer estado de superposicao inicial, ou seja, para valores de « diferentes de 0
e 1. Este comportamento é uma caracteristica proveniente do aspecto markoviano

da dindmica do sistema [73].

Como constatado na secao anterior, a Discordia Quantica nao desaparece
subitamente, mesmo quando a temperatura do reservatério é maior que zero.
Segundo as Figs. (3.2b) e (3.2d), a Discérdia exibe um decaimento monotonico
para todo a # 0,1 e para ¢ = 1,2/3, anulando-se apenas assintoticamente.
Quanto o = 0 ou a = 1 o estado inicial é puro e separavel, logo D(p) = 0
independente de p. Para gerar os graficos da Discérdia presentes na Figura (3.2),
fez-se uso de cédlculo numérico para executar o procedimento de minimizacgao

definido na equagao (2.36).

3.1.3 Despolarizagao

A interacao com o meio-ambiente pode introduzir na dinamica de um
qubit um importante tipo de ruido quantico conhecido como despolarizacdo. A
acao deste ruido consiste em levar o estado do qubit para o estado de mistura
estatistica méxima p = 1/2, onde 1 é a matriz identidade. Se p(0) denota o

estado inicial do qubit, o operador densidade em fungao do tempo parametrizado
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p é dado pela seguinte expressao:

p(p) = p% + (1 —p)p(0). (3.22)

Entretanto, para um operador densidade arbitrario p:

1 1 . A . A A
5=1 (p+ Gupoy + Gypoy + 6.p0), (3.23)

onde 0,,. sao as matrizes de Pauli. Substituindo este resultado na equacao

(3.22):

) = (1= 2 50) + 2 G010, + 000003, + 0.p0)5), (320

permitindo utilizar a representacao de Kraus (3.8) para caracterizar o efeito de

despolarizacao:

3
p(p) = Kap(0)K], (3.25)
a=0
onde os operadores de Kraus sao:

3
’Co = 1-— —p 1 y lCl - i&x 5 ,CQ - ﬁ&y 5 ICg - £6Z (326)
4 2 2 2
Para determinar a dinamica de dois qubits nao-interagentes quando ambos os
qubits estao sujeitos a despolarizacao basta substituir os operadores de Kraus

(3.26) na equagao (3.10). Usando a condicao inicial da se¢ao anterior, equagao

(3.19), os elementos nao-nulos do operador densidade (3.25) sao:

p2

pra(t) = (1—04)(1—P)+Za
p22(t) = p3s(t) = g (1 - g) :
p2

paat) = all—p)+ 7, (3.27)

pra(t) = pai(t) = va(l —a)(l—p).

A Concorréncia associada ao operador densidade p definido a partir do

sistema de equagoes (3.27) ¢ C'(p) = 2max {0,I'1} com:

I = a(l—oz)(l—p)—g(l—g). (3.28)

Novamente, como pode ser observado na Figura (3.3), a morte stubita do
emaranhamento acontece independente do valor de «, enquanto que a Discoérdia

Quantica tende a zero apenas assintoticamente, para todo o # 0, 1.
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FIGURA 3.3: Dinamica das correlagbes quanticas entre dois qubits ndo-interagentes sujeitos a
despolarizacdo. (a) Concorréncia C e (b) Discérdia Quantica D em fungdo do pardmetro « e
do tempo parametrizado p. Utilizou-se o estado inicial p(0) = |¢) (¢| com |¢) = /1 — a |00) +
va|11l) onde « € [0, 1].

3.1.4 Defasagem e Atenuagao de Amplitude

Como demonstrado na Figura (3.2a), o emaranhamento entre dois qubits
nao-interagentes sujeitos a atenuac¢do de amplitude com ¢ = 1 (7' = 0K), néo
desaparece subitamente para estados iniciais com 0 < o < 1/2. Vamos analisar
agora a dinamica destes dois qubits acoplados apenas a reservatérios de fase
para condicoes iniciais da forma (3.19). Usando a equagao (3.10), os elementos

nao-nulos do operador densidade que descreve a dinamica dos dois qubits sao:

pl,l(t) = 1—04,
paa(t) = a, (3.29)

pra(t) = pai(t) = va(l —a)(l—p).

Neste caso, a Concorréncia associada a p é C(p) = y/a(l — a)(1 — p), mostrando
que o emaranhamento inicial entre os qubits torna-se nulo apenas assintotica-
mente, quando p = 1. Desta forma, fica claro que nao ha morte subita do
emaranhamento para 0 < o < 1/2 quando a dinamica dos qubits é afetada pela
defasagem ou pela atenuacao de amplitude. Por outro lado, como constatado na
Ref. [16], se cada qubit for submetido a a¢ao conjunta da atenuacao de amplitude
(com ¢ = 1) e da defasagem, o emaranhamento pode desaparecer subitamente
para estados inciais que nao apresentavam este comportamento quando submeti-

dos a acao de apenas um destes reservatorios. Para finalizar a nossa analise
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da dinamica markoviana das correlacoes quanticas vamos investigar o comporta-

mento da Concorréncia e da Discérdia Quantica neste novo cenario.

A equacao mestra referente a dinamica de um unico qubit sujeito a acao
conjunta dos reservatorios de fase e atenuacao de amplitude é obtida através da
equagao (3.1) utilizando A =6.e Ay = 6,. Como Al(O) =0, e Al(wo) =0e
ainda A5(0) = 0 e Ay(wy) = 6_, a equacio (3.1) na representacdo de interacio

pode ser reescrita da seguinte forma:

G0 = 2[00, ~ (0] +T (60006 — 5 02590} ) . (330

onde v =7(0) e I' = 27 f(wp). A solugao desta equagao é apresentada abaixo:

poo(t) = poo(0)+p11(0) (1—e ),
prLi(t) = pia(0)e™, (3.31)

Po,l(t) = Po,1(0)€_<g+27)t7

onde observa-se que a taxa de decoeréncia do qubit com relacao aos reservatorios
de fase e atenuagao de amplitude, atuando ao mesmo tempo, é a soma das taxas

de decoeréncia de cada reservatério: I'/2 + 2.

Segundo a equagao (B.67), presente no Apéndice B, é possivel representar

a dinamica do operador densidade como:

Pppr (8) = Z M v (8) e (0), (3.32)

1LI'=0,1
onde
Moo o(t) =1 ; Moo i (t) =1—e 1, (3.33)
Munt)=e™ | Moo(t) = Migo(t) = ef(gny)t,

e com os termos M., ;y(t) restantes iguais a zero. Assumindo que ambos os
qubits apresentam a mesma dinamica, oriunda da equagao (3.30), com taxas de
decaimento e defasagem idénticas, pode-se determinar a dinamica do operador

densidade do sistema constituido pelos dois qubits através da equagao (B.69):

pppﬂqq’(t): Z Mqul’(t)Mp’q’,rr’(t)Plr,l’r’(O)a (3-34)

LU, ror'=0,1
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com M ;(t) definidos pelas egs. (3.33). Usando este resultado e adotando a base
{|1) =100),|2) = |01),|3) = |10),|4) = |11)}, o operador densidade do sistema

para a condicao inicial (3.19) é determinado pelas seguintes expressoes:

- 1—06(1—]?2)7

)

) = p33(t) =ap(l—p),

) = a(l-p)? (3.35)
)

= paa(t) = Va(l—a)(1-p)*,

assumindo v = I'/4 e usando o tempo parametrizado p = 1 — e~ !

. Na Figura
(3.4) estao apresentados os gréficos da Concorréncia e da Discérdia Quantica em

funcao do parametro « e do tempo parametrizado p.

FIGURA 3.4: Dinamica das correlagoes quanticas entre dois qubits nao-interagentes sujeitos a
agao conjunta dos reservatérios de fase e da atenuagao de amplitude (¢ = 1). (a) Concorréncia C

e (b) Discérdia Quantica D em fungéo do pardmetro « e do tempo parametrizado p. Utilizou-se

o estado inicial p(0) = |@) (¢| com |¢) = /1 — «|00) + v/« |11) onde « € [0, 1].

A Figura (3.4a) mostra que a agao conjunta de dois reservatdrios pode
induzir a morte stibita do emaranhamento para 0 < o < 1/2, quando a acéo
individual de cada reservatorio nao possibilita a existéncia deste comportamento.
Como mencionado acima, este resultado ja havia sido observado por T. Yu e J.
H. Eberly [16] para estados iniciais diferentes daquele usando em nossa anélise.
Por outro lado, a adicao de dois reservatérios nao foi suficiente para levar a um
desaparecimento subito da Discordia Quantica, como pode ser visto na Figura

(3.4b).
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3.2 Dinamica nao-Markoviana

Nosso préximo passo é estudar o comportamento dinamico da Discordia
Quantica quando a interagdo com o reservatorio apresenta aspectos nao-mar-
kovianos. Conforme a deducao da equacao mestra desenvolvida no Apéndice
B, para obter uma equacao markoviana foi necessario assumir um acoplamento
fraco entre o sistema e o reservatorio. Portanto, em situagoes onde essa hipdtese
nao pode ser aplicada, a dinamica do sistema pode apresentar caracteristicas
nao-markovianas [13; 74]. Como observado anteriormente, a evolugado markoviana
do emaranhamento entre dois sistemas nao-interagentes acoplados a reservatorios
térmicos independentes apresenta uma dependéncia temporal monotonica. En-
tretanto, B. Bellomo et al. [75] mostraram que este comportamento monotonico
do emaranhamento é violado na presenca de efeitos nao-markovianos. Além do
emaranhamento apresentar um comportamento oscilatorio e amortecido, ele pode
ressurgir subitamente apds ter desaparecido completamente. Este fenomeno é

conhecido como nascimento sibito do emaranhamento [76; 77).

Outro tépico que sera abordado nesta secao refere-se ao caso em que
os dois qubits nao-interagentes estao acoplados ao mesmo reservatério térmico.
Como discutido na Ref. [78], este reservatério coletivo induz uma interacao
efetiva entre os qubits, responsavel por afetar consideravelmente a dinamica do

emaranhamento.

3.2.1 Reservatoérios Independentes

Para determinar a dinamica nao-markoviana de dois qubits nao-intera-
gentes acoplados a reservatorios térmicos independentes vamos adotar o mesmo
procedimento da secao 3.1.4. Primeiro vamos obter a dinamica de um unico
qubit?, escrita na forma da equagao (3.61). Feito isso, basta utilizar a equagao

(3.34) para determinar a dinamica no caso de dois qubits. Nosso ponto de partida

3Para obter a dindmica exata de um tinico qubit vamos adotar o modelo resolvido no capitulo
10 da Ref. [13] - um sistema de dois niveis com emissdo esponténea.
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¢ o Hamiltoniano:
H = Hg+ Hp + Hgp, (3.36)

onde Hg = wy640_ e Hp = Y, wkbltbk sao os Hamiltonianos do qubit e do
reservatorio, respectivamente. A interacao entre o qubit e o reservatério é descrita

pelo Hamiltoniano:
I:ISR:&+®B+6_®§T com B:ngl;k, (3.37)
k

com g, descrevendo o acoplamento entre o qubit e o k-ésimo modo do reservatorio.
Este modelo é utilizado na Ref. [13] para descrever a emissao espontanea de um

atomo de dois niveis.

Agora, vamos introduzir os estados ortonormais [13]:

WO> = ‘O>S®‘O>R>
1) = Dg®|[0)g, (3.38)
k) = 10)s @ k),

onde |0)4 e |1)4 denotam, respectivamente, os estados fundamental e excitado
do qubit, com |0)g = 6_|1)4, enquanto que |0), denota o estado de vacuo do
reservatorio. O estado com uma excitacdo no modo k é representado por k), =

b1 10) -

Na representagao de interacao, a dinamica da fungao de onda do sistema

global ¢(t) é obtida através da equagao:

d -
£¢(t) = —iH;(t)p(1), (3.39)
onde
Hi(t) =6.(t) ® B(t) +6_(t) ® B (t), (3.40)

¢ o Hamiltoniano (3.36) na representacao de interac¢ao, com:

6-:|: (t) = 6’i€iiw0t € B(t) = ngi)ke_iwkt. (341)
k
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Como o nimero de excitacoes, N = G100+, IA)LIA);C, é uma quantidade
conservada, ou seja, []\7 , H | =0, a fun¢ao de onda no instante de tempo ¢, para

um estado inicial ¢(0) na forma:

16(0)) = coltho) + c1 [1hr) + > cx[Wn) (3.42)
k
pode ser escrita como:
|6(1)) = coltho) + er(t) [vn) + Y enlt) [n) (3.43)
k
onde ¢y é uma constante tendo em vista que H;(t)|¢o) = 0. Substituindo a

equagao (3.43) na equagao (3.39) e usando a ortogonalidade dos estados (3.38),

determina-se as equagoes de movimento para os coeficientes ¢;(t) e ¢ (t):
at) = —iy gee oWl (t), (3.44)
k
e(t) = —igre i@om@rlte (1), (3.45)

Assumindo que o reservatoério encontra-se inicialmente no estado de vacuo, ¢x(0) =

0, a solucao formal da equagao (3.44) é dada por:
c(t) = —ig; /t e~ womwt e (1) dty . (3.46)
0
Substituindo este resultado na equacao (3.44):
b)) = — / t > |gilPet o t=te (1) dt,. (3.47)
0k
Podemos reescrever esta equagao observando que:

Z‘ngei(“’O_“’“)(t_“) = Trg <B(t)BT(t1)PR> ot
%

F(t—t),

onde pr = |0), (0] é o estado de vécuo do reservatério. Neste caso,

a) = — /DtdtlF(t—tl)cl(tl). (3.48)

No limite do continuo, a fungao de correlacdo F'(t — t;) pode ser expressa em

termos da densidade espectral do reservatério f(w):

Flt—t)) = / o f (w)ei(0)(t=11) (3.49)
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O operador densidade p(t) associado ao qubit é obtido através da equagao

(3.43) mediante o trago parcial com relagao as varidveis do reservatoério:

_ | Na@P gelt)
p(t) = Trr(|o(t)) (o(t)]) = : (3.50)
coci(t) 1—la(t)

Derivando esta equagao com relacao a t e usando ¢y = 0:

d Fla®P  cel)
=1 " o (3.51)
wii(t)  —ea(t)
Podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira:
d i L. . . 1 ..
5Pt = =55 (oo, p(t)] +T(¢) (Up(t)0+—§{0+0,p(t)}) (3.52)

com

S(t) = —2Im (él(t)>, (3.53)
I'(t) = —2Re (Zi(t)), (3.54)

onde S(t) desempenha o papel do Lamb-Shift ¢ I'(t) a taxa de decaimento do

sistema, sendo que ambas quantidades dependem do tempo.

Portanto, para determinar a dinamica do qubit é necessario resolver a
equagao (3.48). Para realizar esta tarefa, vamos adotar a seguinte densidade

espectral:

. 1 ’70)\2
N 21 (WO —W)Q —|—)\2’

f(w) (3.55)

onde o parametro A define a largura espectral em torno da frequéncia wy, associada
com o tempo de correlagao do reservatério 7g o« 1/A. O parametro v, estd
relacionado com o tempo de relaxac¢ao do qubit, 7, o< 1/79. Substituindo esta

densidade espectral na equagao (4.14) e resolvendo a integral [79]:

1
F(t — t1> = 5’70)\67)\@77&1), (356)
com t > t;. Usando este resultado e derivando a equagao (3.48) com relagao a t:
1 . d !
Gt) = —=vA— M/dt Miey(t
) = g ([ aneam),

1 t
— _570)‘ (_Aem/ dtyeM ey (tr) + Cl(t)) ’
0

) 1
= —)\Cl — 5’}/0)\61(75)
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Resolvendo esta equacao diferencial de segunda ordem e aplicando a condicao

¢1(0) = 0, consequéncia direta da equacao (3.48), tem-se que:
A dt
)}, (3.57)

dt
_ —Xt/2 A
c(t) c1(0)e |:COSh ( 5 ) + y sinh ( 5

onde d = /A2 — 2y A. Substituindo este resultado nas equagoes (3.53) e (3.54)

tem-se que S(t) =0 e
2790 A sinh(dt/2) (3.58)

L) = dcosh(dt/2) + Asinh(dt/2)

O regime markoviano é atingido quando a taxa de relaxacao do qubit

¢ muito maior que o tempo de correlagao do reservatério, ou seja, 7, > T (ou

A > 7). Neste caso,
d = /A2 =29\ = \/1 =29/ A= )\

logo
290 A sinh(At/2) N 270
cosh(At/2)

I'(t) ~ ~
(t) Acosh(At/2) + Asinh(At/2) 1 4+ Sh(NE/2)

implicando em I'(¢) &~ = para A — oco. Com isso, mostra-se que neste limite, a

equagao (3.52) é equivalente a equacdo markoviana (3.15), com N = 0 e 7

27 f (wo)-
A dinamica do operador densidade que descreve o estado do qubit é

obtida substituindo a equagao (3.57) na equagcao (3.50):
p11(0) P pl,O(O)\/ﬁt 7 (3.59)

p(t) =
0,1(0)vV'Pr poo(0) + p1,1(0)(1 — P)

(%)] g (3.60)

com
A

dt
P, =e¢*|cosh [ — | + = sinh
! { 2 d
Para determinar a dinamica de dois qubits idénticos nao-interagentes

acoplados a reservatérios independentes basta utilizar a equacdo (3.34), obser-

vando que os elementos do operador densidade (3.59) podem ser expressos da

seguinte maneira:
(3.61)

Py (1) = Z My (1) prr (0),

1,I'=0,1
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onde p,p’ =0,1¢

Moooo(t) =1 ,  Mou(t)=1- P, (3.62)
Miu(t) =P ’ Mor,01(t) = Mig10(t) = \/Ft

Portanto, assumindo o estado inicial:
[) = «]00) + V1 —a?|11), (3.63)

com « € [0, 1], o operador densidade associado aos dois qubits ¢ definido através

das expressoes abaixo:

prit) = (1-a*)P?,

paa(t) = paa(t) = (1—a)P(1 -~ P),

pua(t) = o>+ (1—a®)(1—-P)? (3.64)
pra(t) = pii(t) =avl—a2P,.

Na Figura (3.5) pode-se observar a dinamica nao-markoviana das cor-
relagoes quanticas, referentes ao operador densidade (3.64), em func¢ao do tempo
t para diferentes estados iniciais e para A = 0.01,. Neste caso, o emaranhamento
entre os qubits foi calculado através do Emaranhamento de Formagao (eq. (2.14)).
Como discutido na Ref. [75], o comportamento do emaranhamento pode ser
dividido em dois regimes, um quando o > 1/v/2 e outro quando a < 1/v/2.
Paraa > 1/ v/2 0 emaranhamento descreve uma oscilagao amortecida anulando-se
apenas para valores discretos de ¢, que coincidem com os zeros da fungao (3.60), ou
seja, t, = 2[nm — arctan(d/\)]/d com d = /27 — A2 [75]. Este comportamento
¢ ilustrado? na Fig. (3.5c) onde usamos o = 1/ V2. Note também que neste
caso, o emaranhamento nao apresenta uma dependéncia temporal monotonica,

caracteristica da dinamica markoviana.

Para a < 1/v/2 existem também dois regimes de parametros que car-
acterizam o comportamento do emaranhamento. Para alguns valores de a o
emaranhamento pode sofrer uma morte stibita como no caso markoviano, por

exemplo para oo = 1/4/10 (veja Fig. (3.5a)). Em outros casos, o emaranhamento

40s valores do Emaranhamento de Formacdo nas vizinhancas de ¢,, sd0 muito préximos de zero
(mas sempre positivos), dificultando a visualizagdo deste comportamento.
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FIGURA 3.5: Dinamica das correlagoes quanticas entre dois qubits ndo-interagentes acoplados a

reservatérios nao-markovianos independentes para diferentes estados iniciais [determinados pela
eq. (3.63)]: (a) a =1/4/10, (b) @ = 1/v/3 e (c) a = 1/4/2. A Discérdia Quantica é caracterizada
pela linha sélida/azul e o Emaranhamento de Formacao pela linha tracejada/vermelha . Para
gerar estes resultados adotamos A = 0.01vyy. O gréfico inserido no painel (a) representa um

zoom em torno do ponto t; ~ 23.27.
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exibe um novo fenémeno, conhecido como nascimento siubito do emaranhamento
[76; 77]: o emaranhamento entre os qubits desaparece subitamente e ressurge
ap6s um intervalo de tempo finito, como ilustrado na Fig. (3.5b), onde utilizou-se
o = 1/4/3. Este ressurgimento é uma consequéncia da memdria do reservatério,
devido a sua natureza nao-markoviana, pois nao ha qualquer interacao entre os
qubits. Diferente do caso markoviano, a informacgao e energia transferida do

sistema para o reservatério pode eventualmente retornar ao sistema [13].

A Discordia Quantica, por outro lado, nao sofre um desaparecimento
subito, anulando-se apenas para valores discretos de t, determinados pela relagao
tn = 2[nm —arctan(d/\)]/d, quando o estado dos qubits torna-se puro e separdvel.
Este comportamento, apresentado na Fig. 3.5, acontece para qualquer estado
inicial com « entre 0 e 1, ou seja, para estados iniciais quanticamente cor-
relacionados.No entanto, nas regioes onde nao ha emaranhamento a Discordia
assume valores muito proximos de zero, como ilustrado no grafico inserido na
Fig. (3.5)a. Além disso, como constatado na Fig. (3.5), a Discérdia apresenta

qualitativamente o mesmo comportamento para os distintos valores de .

3.2.2 Reservatdrio Coletivo

Nosso proximo passo é estudar a dinamica das correlacoes quanticas
quando dois qubits idénticos estao acoplados ao mesmo reservatério térmico.

Neste caso, o Hamiltoniano que descreve o sistema é dado por:
2
H=wy Y 616" +> wiblbe+ (61 +67) @ B+ (6! +6°)@ BT, (3.65)
i=1 k

com B = doe gkl;k. Este Hamiltoniano pode ser reescrito na base:
1

NG (110) —jon)), [2) = 11),

1
0) =100, +) = = (10) + on)), |-
assumindo a forma:

H = 200 |2) (2| +wo(|+) (+] 4 =) (=) + D wnblbx + Hsr,  (3.66)
k

onde

Hsp =Y V2gbe(|+) (0] + [2) (+]) + h.c., (3.67)
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com h.c. denotando o hermitiano conjugado. As equagoes (3.66) e (3.67) mostram
que a interagao com o reservatério induz as transigoes |+) «— [0) e |[+) «— |2),
enquanto que o estado |—) nao é afetado pelo reservatério. Portanto, a dinamica
do sistema é constituida de duas partes: 1) a dinamica livre do estado |—) e 2)
a dindmica de um sistema de trés niveis {|0),|+),|2)} na configuragao escada,

representada na Figura (3.6).

n 12)
(00

A I+)
(DO

Ll 10)

FIGURA 3.6: Sistema de trés niveis na configuracdo escada. As transigdes |+) «— |0) e

|+) < |2) possuem a mesma frequéncia de transi¢do wy.

Se a densidade espectral associada ao reservatorio térmico é definida pela
equagao (3.55), a dinamica do sistema, oriunda do Hamiltoniano (3.66), pode ser

obtida através da seguinte equagao mestra® (na representagio de interagao) [78]:

d

i —i[V, p] + M2apa' — atap — pata), (3.68)
com
V=0 (a+) (0] +a2) (+| +at [0) (+] +a' [+) (2]) (3.69)

onde os operadores de aniquilacio e criacdo, a e af, estdo associados a um pseudo-
modo definido a partir das propriedades da densidade espectral do reservatoério,
equagao (3.55), como demonstrado nas Refs. [79-81]. O operador densidade
p representa o estado do sistema formado pelo pseudo-modo bosonico e pelos
dois qubits. Logo, a dinamica dos dois qubits é obtida através de p mediante o
trago parcial com rela¢do ao pseudo-modo. A solugao da equagao (3.68) é obtida

numericamente assumindo que os dois qubtis encontram-se inicialmente no estado

®Neste caso, esta equacdo mestra corresponde & dinadmica exata do sistema, ou seja, as
aproximagoes de Born e Markov nao foram utilizadas na sua deducgao.
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(3.63) e que o estado inicial do pseudo-modo é o estado de vacuo (correspondendo
ao caso T' = 0K). Com isso, foi possivel calcular tanto o Emaranhamento de
Formagao quanto a Discérdia Quantica em funcao do estado inicial, definido pelo
parametro «, e do grau de nao-markovianidade do reservatério, A. Como no caso

anterior, o comportamento markoviano torna-se mais evidente para A > v, [78].

0.36

(a)

O 0.24 +

0.12 1

FIGURA 3.7: Dindmica das correlagbes quanticas (CQ) entre dois qubits nado-interagentes
acoplados ao mesmo reservatério térmico (com 7' = 0K) em fungao do tempo ¢, para A =
0.17 e para: (a) @ = 0, (b) @ = 1/3/10, (¢) a = 1/v/5 e (d) a = 1/v/2. A Discérdia
Quéantica é caracterizada pela linha sélida/azul e o0 Emaranhamento de Formagcao pela linha

tracejada/vermelha.

O comportamento dinamico do Emaranhamento de Formacao e da Dis-
cordia Quantica em fungao do tempo para A = 0.1, e diferentes estados iniciais
é apresentado na Figura (3.7). A dinamica do emaranhamento pode ser separada

em dois regimes [78]: para a® 2 1/4 observa-se oscilagoes amortecidas (veja Fig.
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(3.7d), linha tracejada), e para a* < 1/4 nota-se que o emaranhamento desaparece
durante um intervalo de tempo finito, ressurgindo num momento posterior, como
mostrado nas Figs. (3.7b) e (3.7¢). Este comportamento se repete algumas vezes
até o sistema atingir o regime estaciondrio, quando o emaranhamento desaparece

completamente.

Embora no caso de reservatério independentes o comportamento da Dis-
coérdia Quantica é qualitativamente o mesmo para diferentes valores de a (veja
Figura (3.5)), o acoplamento com o mesmo reservatério faz com que a dinamica
da Discérdia entre os dois qubits seja fortemente afetada pelo estado inicial, como
mostrado na Figura (3.7). Para a = 1/4/2 a Discérdia e o Emaranhamento de
Formacao apresentam um comportamento semelhante mas, conforme o valor de
a diminui, a Discordia comega a exibir um comportamento oscilatério mais com-
plicado, apresentado inclusive alguns bicos. Nestes pontos especiais, a primeira
derivada da Discérdia com relagao a t é descontinua e, como discutido na Ref. [82],
caracterizam os pontos onde os projetores que minimizam a entropia condicional
quantica (2.30) sao alterados®. Tal comportamento é denominado mudanca sibita

e foi observado experimentalmente, por exemplo, por R. Auccaise et al [83].

A diferenca entre a Discérdia e o EoF é mais drastica para o = 0, quando
o estado inicial é o estado separavel |11) (veja Fig. (3.7a)). Neste caso, embora
a interacao entre os qubits induzida pelo acoplamento com o mesmo reservatorio
nao seja suficiente para emaranhar os dois qubtis, ainda assim ¢é possivel gerar
correlagoes quanticas entre eles. Por outro lado, para a = 1, nenhuma correlagao
quantica ¢ criada, tendo em vista que o sistema global encontra-se inicialmente
no estado fundamental, com os qubits no estado |00) e o reservatério no estado
de vacuo. Note também que em algumas regioes enquanto o emaranhamento

diminui a Discérdia aumenta.

Na Figura (3.8) apresentamos o comportamento da Discérdia Quantica e
do EoF em fungao do tempo para diferentes graus de nao-markovianidade: (a) A =
0.170, (b) A =9 e (¢) A = 107p. O estado inicial utilizado corresponde a equagao

(3.63) com @ = 1/+/3. Como observado na Figura (3.8c), o emaranhamento exibe

SEntre dois “bicos” consecutivos a entropia condicional quantica (2.30) é minimizada pelo
mesmo conjunto de projetores.



3. Dinamica de Correlacoes Quanticas em Sistemas Quanticos Abertos 55

FIGURA 3.8: Dinamica das correlagbes quanticas (CQ) entre dois qubits nado-interagentes
acoplados ao mesmo reservatério térmico (com T = 0K) em fungdo do tempo ¢, para (a)
A =0.17p, (b) A =~ e (¢) A = 107p. O estado inicial utilizado é dado pela equagao (3.63) com
a = 1/4/3. A Discérdia Quantica é caracterizada pela linha sélida/preta e o Emaranhamento

de Formagéo pela linha tracejada/vermelha.

um decaimento praticamente exponencial para A = 107v,. Este comportamento
¢é esperado pois para A > 7, o acoplamento com o reservatorio torna-se fraco,
evidenciando o seu cardter markoviano. Neste regime, a Discordia apresenta
caracteristicas similares e conforme o valor de A aumenta os pontos onde ocorrem
as mudancas subitas comecam a desaparecer. Além disso, como a interacao efetiva
entre os qubits é devido ao acoplamento com o reservatorio coletivo, as correlagoes
quanticas tendem a zero mais rapidamente a medida que o regime de acoplamento

fraco faz-se presente.

3.3 Consideracoes Finais

Os resultados apresentados neste Capitulo mostram que a Discérdia
Quantica é mais robusta a morte stibita, mesmo quando os qubits estao acoplados
a reservatorios térmicos independentes com temperaturas finitas. Esta resisténcia

sugere que os protocolos de Computacao e Informacao Quantica baseados em
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correlacoes quanticas de estados separaveis sao mais robustos com relacao as
perturbacoes externas. Os resultados referentes a secao 3.1 foram publicados em
agosto de 2009 no peridédico Physical Review A e constituem o primeiro estudo
sobre a dinamica da Discérdia Quantica no contexto de sistemas quanticos aber-

tos”.

Diversos trabalhos posteriores comprovaram esta resisténcia da Discordia
aos efeitos do meio-ambiente como, por exemplo, a Ref. [84], onde foi demon-
strado que a acao de reservatérios markovianos nao acarreta na morte stubita da
Discérdia. Embora nao exista uma prova geral, os resultados da se¢ao 3.2 indicam
que mesmo no caso de reservatérios nao-markovianos a Discordia nao desaparece
completamente durante um intervalo de tempo finito. Embora a Discérdia seja
nula apenas quando para alguns valores especificos de t ou para t — oo, ela pode
atingir valores muito baixos para tempos finitos. Portanto, futuras aplicacoes

destas correlagoes quanticas podem exigir um certo valor minimo de Discérdia e

nao apenas a sua existéncia.

"T. Werlang, S. Souza, F. F. Fanchini, and C. J. Villas Boas. Physical Review A 80, 024103
(2009).



Capitulo 4

Transicoes de Fase Quanticas

4.1 Aspectos Basicos das Transicoes de Fase

A fase de um sistema Termodinamico é qualquer porcao homogénea
deste, ou seja, quando as propriedades macroscépicas observadas sao idénticas.
A 4gua, por exemplo, pode exibir trés fases distintas em condi¢oes normais:
solida, liquida e gasosa. A passagem de uma fase a outra ocorre conforme
os parametros externos, como a pressao P e a temperatura T, sao alterados.
No caso da dgua, é possivel observar uma transigao da fase sélida (que possui
simetria discreta, definida pela simetria da rede cristalina) para a fase gasosa
(invariante por translagoes arbitrarias) com o aumento da temperatura. Do ponto
de vista microscépico, esse aumento da temperatura gera um aumento da agitacao
térmica das moléculas da dgua que, em um dado momento, destroem a estrutura
cristalina. Dessa forma, a ordem de longo alcance é destruida pelas flutuagoes
térmicas. Essa transicao apresenta uma coexisténcias de fases, a temperatura e a
pressao permanecem constantes enquanto que toda energia envolvida no processo,
chamada de calor latente, é usada para converter uma fase em outra. As transicoes
que envolvem calor latente sao denominadas de transicoes de primeira ordem. Por
outro lado, uma transicao de fase pode correr de forma suave sem que duas ou mais
fases coexistam. Tais transi¢oes, que nao envolvem calor latente, sao denominadas
de transicoes de segunda ordem ou continuas. O ponto que separa as duas fases

neste caso recebe o nome de ponto critico. Um exemplo tipico desse tipo de

o7
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transicao acontece com o ferro. Para baixas temperaturas existe um ordem de
longo alcance entre os spins dos elétrons, caracterizando uma fase ferromagnética,
enquanto que para altas temperaturas o ferro torna-se paramagnético. No caso
da transicao continua entre as fases ferromagnética e paramagnética existe uma
grandeza termodinamica que caracteriza as duas fases, a magnetizacao. Na fase
ferromagnética (fase ordenada) existe uma magnetizagao diferente de zero mas,
conforme a temperatura aumenta, a magnetizagao diminui, anulando-se na fase
paramagnética (fase desordenada) para temperaturas maiores que a temperatura

critica T, (a temperatura de Curie).

A grandeza termodinamica com a propriedade de ser nula na fase desor-
denada e finita na fase ordenada é denominada parametro de ordem. Este conceito
foi introduzido por Landau na sua teoria fenomenolégica das transicoes de fase.
Com o intuito de ilustrar algumas das ideias da teoria de Landau vamos continuar
examinando a transicao magnética. Inicialmente, assume-se que a energia livre de
Gibbs G é funcao apenas de P, T e do parametro de ordem! ¢. Como no equilibrio
a energia livre de Gibbs é determinada por P e T tem-se que ( = ((P,T). A
primeira consideracao de Landau consiste em assumir que a energia livre de Gibbs

pode ser expandida em poténcias do parametro de ordem? (:
G(T, P,¢) = Go(T, P) + a1 ¢ + aaC® + a3 + au* + . . .. (4.1)

A segunda condicao é a que minimiza G, ou seja

oG 0?°G
¢ | e—g ¢ | =g

Para a condicao % = 0 ser satisfeita deve-se ter a; = 0. Um valor finito
¢=0

para ag leva a uma transi¢ao de fase de primeira ordem e uma descontinuidade

3. Desprezando

em (, enquanto que az = 0 caracteriza uma transicao continua
os termos de ordens superiores (e assumindo ag = 0), a energia livre assume a

forma:

G(T, P, C) = G()(T, P) + O[QC2 + a4C4, (43)

Lembrando que na fase ordenada (T' < T.) tem-se ( > 0 enquanto que na fase desordenada
(T>T.) ¢=0.

2No caso de uma transicio de segunda ordem esta hipdtese parece razoavel, pois ¢ tende a zero
de maneira continua nas vizinhancas do ponto critico.

3Na transi¢do magnética ¢ = M é um vetor (¢ = 5 5), logo a3 = 0 pois nao é possivel formar
um escalar a partir de ¢3.
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onde ay > 0 para garantir a existéncia do equilibrio. A energia livre de Gibbs para
um sistema magnético onde as variagoes de volume sao desprezadas é G(T, H, M) =
F(T,M), onde F(T,M) é a energia livre de Helmholtz e M a magnetizacao.

Portanto:
G(T,H, M) = Fy(T) + ao(T)M? + ay(T) M*. (4.4)

Aplicando a condigao de minimizagao (4.2):

oG
= 2000 (T)M + 4y (T)M? = 0,
8_C2 = 2062(T) + 120(4(T)M > 0.
A primeira equacao ¢é satisfeita para M = 0 ou M? = —ay/2ay4. Agora, usando a

segunda equacao nota-se que:
M=0 = ay;>0 e M?>=——2 = ay<0.

Portanto, para as > 0 o tnico minimo da eq. (4.3) é M = 0 enquanto que para
as < 0 existem dois minimos. Para garantir a continuidade de as é necessario que
as(T.) = 0. A forma mais simples que satisfaz tal condigao é as(T.) = a(T —T¢).

Com isso, as duas solucoes para o parametro de ordem sao:
M =0 , T >T,

M = +

Note que a magnetizagdo se anula segundo uma lei de poténcia M o« (T, —
T)%. O expoente 1/2 é conhecido como expoente critico e desempenha um papel
importante no estudo de transicoes de fase. Além do parametro de ordem, outras
grandezas fisicas, tais como o calor especifico e a susceptibilidade magnética,
apresentam também um comportamento descrito por expoentes criticos. De uma
maneira geral, na vizinhanca do ponto critico todas as fungoes termodinamicas

podem ser expressas como [85]:
f(t) = AM1+ Bt" +...)

onde A, B, A e z sdo constantes com z > 0et = (T.—T1) /T, é a distancia ao ponto

critico T, (definida dessa forma apenas se T, # 0). O expoente A é o expoente
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critico associado a f cuja definicao é:

I f()
A=lim——=.
t—0 ln(t)
Os expoentes criticos possuem um carater universal, ou seja, sao 0s
mesmos para distintos materiais e mesmo para distintos sistemas fisicos. Por
exemplo, o expoente critico do parametro de ordem da transicao liquido-gas

4 ¢ 0 mesmo da transicio ferromagnética para sistemas com

de segunda ordem
simetria Ising®. Entretanto, os valores dos expoentes criticos preditos pela teoria
de Landau geralmente nao correspondem aqueles obtidos experimentalmente.
Essa discrepancia surge pois a teoria de Landau nao leva em conta as flutuagoes do
parametro de ordem®. Embora o valor médio de ¢ seja zero na fase desordenada,
as suas flutuacoes nao sao necessariamente zero. Portanto, segundo o critério de

Ginzburg, a teoria de Landau é satisfatoria desde que as flutuagoes do parametro

de ordem com relacao ao seu valor médio sejam pequenas.

Na préxima segao o famoso modelo de Ising é introduzido. Este modelo
foi proposto por Lenz e resolvido por Ising, seu aluno, em uma dimensao e por
Omnsager, em duas dimensoes [85]. Com este modelo busca-se ilustrar alguns

aspectos importantes da teoria de transicao de fase.

4.2 Cadeias de Spins

Os fenomenos magnéticos despertam a curiosidade do homem desde os
primérdios da Humanidade”. Embora o magnetismo venha sendo estudado ao
longo de varios séculos, sua origem ainda nao ¢ completamente entendida. No

caso dos materiais isolantes (ou semicondutores), o alinhamento dos momentos

4Neste caso o parametro de ordem é a diferenca entre as densidades de liquido e gés.

50s expoentes criticos dependem de poucos parametros. Se as interacoes forem de curto alcance
os expoentes serao determinados pela dimensionalidade do espaco e pela simetria do parametro
de ordem.

6Tal discrepancia entre teoria e experimento foi entendida na década de 1970 com o surgimento
da teoria do grupo de renormalizacao. Uma discussao a respeito do grupo de renormalizacao
esté fora do escopo dessa tese.

7Os primeiros relatos de experimentos envolvendo o magnetismo datam de 800 a.c. e sdo
atribuidos aos gregos. Segundo uma lenda, o termo magnetismo tem como origem o nome de
um pastor de ovelhas, Magnes. Ele teria observado a ponta de ferro de seu cajado ser atraida
por uma certa pedra, a magnetita.
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magnéticos dos elétrons localizados préximos aos sitios da rede cristalina é re-
sponsavel pelos efeitos magnéticos. Entretanto, no caso dos metais, a tarefa de
estudar a origem do magnetismo ¢ mais complexa, pois ¢ necessario levar em

conta os efeitos dos momentos magnéticos associados aos elétrons de conducao.

Para sistemas com elétron localizados pode-se descrever o magnetismo a
partir de Hamiltonianos de spins [86; 87]. Um dos modelos mais importantes a

incorporar tal descricdo é o modelo de Heisenberg [86; 87]:

1

H=-Y J;é6-6; 6&=(760,6), (4.5)
,J

k

onde J;; ¢ a constante de troca que descreve a interagao entre os spins i e j e 0;
(k = z,y, 2) sdo as matrizes de Pauli atuando sobre o i—ésimo spin. Se J;; > 0 a
interagao favorece elétrons com spins paralelos, resultando no ferromagnetismo.
O anti-ferromagnetismo ¢ obtido para J;; < 0, onde uma configuracao formada
por elétrons com spins anti-paralelos é favorecida. O modelo de Heisenberg
pode ser obtido como um limite do modelo de Hubbard® [86; 87]. Em algumas
situagoes, devido a interacao spin-orbita o sistema pode apresentar uma direcao

preferencial’. Denotando tal direcao por z o modelo de Heisenberg simplifica-se

da seguinte forma:
Hp = — Z Jij07073, (4.6)
.3

conhecido como modelo de Ising. A versao bidimensional deste modelo apresenta
uma transicao de fase: para T < T, o sistema apresenta uma magnetizacao
espontanea M = ). (67), enquanto que para T' > T, as flutuagoes tendem a
destruir o alinhamento dos spins, implicando em M = 0. No entanto, existe
um ponto que deve ser mencionado. O Hamiltoniano (4.6) é invariante em
z

relagao a operacao 67 — —0;

7, portanto (67) = —(d67), ou seja, (67) = 0.

(2 (2 7

Logo, nao deveriamos observar uma magnetizacao finita. Porém, o que ocorre
aqui é uma quebra espontanea de simetria [88], em outras palavras, devido a
alguma perturbac¢ao (um campo externo, por exemplo) o estado termodinamico

do sistema para T < T, “colapsa” num estado que nao apresenta a simetria do

8Este é o modelo mais simples para elétrons interagentes em um sélido cristalino.
91sso ocorre, por exemplo, com os compostos YFeOs, CrBrz e LiHoFy.
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Hamiltoniano, permanecendo neste estado mesmo apds o desaparecimento desta
perturbacao, dando origem a magnetizacao'®. Outros dois importantes modelos'!

derivados do Hamiltoniano (4.5) sdo o modelo XY, cujo Hamiltoniano ¢ dado por:
ZJ““Z’JFJ;; 6Y6 (4.7)
e o modelo XXZ, descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

Hypo = — ZJU”“ + Jy6YeY + +J56767 (4.8)

No que segue considera-se um sistema unidimensional de N spins—%
sujeito a condices de contorno periédicas (63, = 0f) com interacoes apenas
entre os primeiros vizinhos (j =i + 1). A solugao encontrada por Ising refere-se
a versao classica do Hamiltoniano (4.6), a qual é obtida impondo que 67 = o7 =
+1. Além disso, cada spin é submetido a acdo de um campo magnético h na
direcao z. Neste momento vamos nos restringir ao caso J;; = J. Para calcular
as propriedades fisicas de interesse é necessario inicialmente determinar a funcao
de particao Z = Z{aiz:il} exp(—(GH;), onde § = 1/kT é definido em termos da
temperatura 71" e da constante de Bolztmann k. A expressao para H; é dada por:

N

= —JZU O — Zaf. (4.9)

i=1

A funcao de particao é portanto

N N
Z exp JﬁZafafHﬂLhﬁZUf
oF=+1 i=1 =1
N hﬁ
5~ o (st 211,

of==x11i=1

Z Mgl 103 ‘727‘73 ce MG]ZV,Uf7 (410)
o7==+1

onde

0Para maiores detalhes, consulte a Ref. [88].
U Estes modelos serao analisados com mais cuidado no préximo Capitulo.
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pode ser tratada como a matriz:

M My _ exp (JB+h exp (—J
M — 1,41 +1,-1 _ p(JB B) p(—JB) . (4.11)
M oy 1 Moy exp (—J3) exp (J B — hp)
conhecida como matriz de transferéncia. Agora, se A, B, e C sao matrizes e
A =B:-Centao Ay, = > ; BijCjk. Aplicando essa propriedade na equagao (4.10)

e escrevendo M na forma diagonal D = UAU !, a funcao de particao passa a ser

dada por:

Z=3 M(oi,0)" = Te(M)V = T (U'DU)" = Te(D)N =AY + A)(4.12)
==+1

onde A\; e Ay s2o os autovalores da matriz de transferéncia:

Ao = e’ cosh(RB) £ /€279 sink®(h3) + e275. (4.13)

Procedendo de forma andloga, a fungao de correlagao G;; entre dois spins

iej (i <j)éobtida da seguinte formal? (para o caso h = 0):

Gij = <Uz"z‘7§> —{77) <UJZ'> = <UZ'ZUJZ'
1
= 7 > exp(=BH))oj0;

o7=%1

1
_ E z z
= 7 Mo"f,dg oMy 07,07 ,05 « - M, UzMgJZ,Jz aj ... M‘jjz\rv"f

i—1:94 i+1 ¢ =17 Jj+1
o7=%1

- %Tr (M6 M'6* M),

onde 6% é uma matriz de Pauli. O trago pode ser calculado usando a base
que diagonaliza M. Tal base ¢ formada pelos autovetores [1) = 3 (|T) +|])) e
2) = 3 (|1) — |1)) associados aos autovalores A; = 2cosh(J3) e Ay = 2sinh(J[3),
respectivamente. Agora, usando a eq. (4.12) e as relagoes (1| 0% |1) = (2|07 |2) =
0Oe (1|0%]2) = (2|0 |1) = 1:
)\{V—j-l—l)\jé—i + )\é\f—j-i-l)\jl'—i

AN 4+ AV

z z\ __

No limite termodinamico (N — oo) a fungao de correlagdo assume a

seguinte forma:

(o707) = (tanh(J )y . (4.14)

2Neste caso é importante observar que se A, B, C, e D sdo matrizese A =B -D - C onde D
é diagonal entao A;, = Zj B;;CjikDj;.
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Note que a funcao de correlacao depende apenas da distancia entre os spins 7 e
j. Se os spins estiverem em uma rede cuja distancia entre os sitios vizinhos é a

pode-se entdo reescrever a eq. (4.14) usando 0*(7) = o} com T = ja:
(0*(r)0*(0)) = 71TV, (4.15)
onde o comprimento de correlagao & é dado por

1 1
¢ = In coth(J3). (4.16)

O comprimento de correlagao nos diz que dois spins estarao descorrela-
cionados se eles estiverem separados por uma distancia muito maior que €. E
importante lembrar que as eqs. (4.15) e (4.16) sao validas para h = 0, sendo estas
expressoes alteradas na presenca do campo externo h. Quando o comprimento do
sistema, definido como L, = Na, for muito menor que &, o sistema como um todo
pode ser afetado por uma pequena flutuagao. Esse comportamento é semelhante
ao obtido nas vizinhancas de um ponto critico, mesmo o sistema sendo finito. A
eq. (4.16) mostra que tal situacao é atingida, por exemplo, no limite de baixas
temperaturas, desde que Incoth(J3) — 0 para T'— 0(5 — 00), ou seja, & — 0.
Por outro lado, uma flutuagao teria seu efeito limitado a uma dada regiao para

L. > &. Estes resultados serao utilizados na préoxima segao.

4.3 Transicoes de Fase Quanticas

Até o momento falamos de transigoes de fase a temperatura finita. Se-
gundo S. Sachdev [89], a Mecanica Quantica nao desempenha nenhum papel
na descricao de tais transigoes, embora ela possa ser importante na descrigao
das distintas fases do sistema fisico em questdao®. Uma possivel justificativa
para tal afirmacao baseia-se no fato de que nas transicoes de segunda ordem,

o comprimento de correlacao diverge na vizinhanca do ponto critico, com tal

divergéncia obedecendo a seguinte relagao:

&~ It

3Por exemplo, para explicar a fase supercondutora.
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onde v é um expoente critico. Dessa forma, as escalas de comprimento que
determinam o comportamento termodinamico sao muito maiores que as escalas
microscépicas onde os efeitos quanticos sao relevantes. Ja no caso das transigoes
de primeira ordem, como o comprimento de correlacao é finito, pode acontecer
da Mecanica Quantica desempenhar algum papel, embora nao se conheca uma
situagdo onde isso realmente ocorra (veja a segdo 2.14.2 da Ref. [90]). Uma
maneira mais adequada de abordar essa questao consiste em comparar a en-
ergia associada as flutuagoes térmicas, kT, e a energia associada as flutuagoes
quanticas, iw,., cuja origem é frequentemente atribuida ao principio de Incerteza
de Heisenberg. A frequéncia w. estd associada ao comprimento de correlagao
temporal 7., que descreve o comportamento temporal das flutuacoes do parametro
de ordem. O comprimento 7. também é chamado de tempo de equilibracdo, o
tempo necessario para o sistema retornar ao estado de equilibrio apds sofrer uma
perturbagao. Portanto, o comportamento critico sera influenciado pela Mecanica

Quantica se a seguinte condigao for satisfeita:
hw. > ET. (4.17)

Como nas transicoes continuas o tempo de equilibracao diverge conforme se

aproxima do ponto critico:
T~ 8~ [t (4.18)

onde z é o expoente critico dinamico, os efeitos quanticos serao irrelevantes sempre
1 f s

que [t| < t, ~ T¢ /#” Isso mostra que o comportamento critico assintotico perto

da transicao sera classico para qualquer temperatura finita, mesmo que muito

baixa.

Esta situacao é alterada quando se considera uma transicao de fase a
temperatura nula. Neste caso, a transicao é obtida variando-se um parametro
nao-térmico B como, por exemplo, um campo externo. As fases sdo entao
separadas pelo ponto critico B, sendo a distancia com relagao ao mesmo definida
agora por t = (B — B.)/B., pois como T, = 0 a definicdo de ¢ dada acima
torna-se inaplicavel. Observa-se com isso que t, = 0, mostrando que a condigao

|t| < t, nunca é satisfeita e que a Mecanica Quantica teria um papel importante
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FIGURA 4.1: (i) Diagrama de fase no caso onde a fase ordenada se mantém a temperatura
finita. A fronteira entre as fases ordenada e desordenada é representada pela linha sélida que
termina no ponto critico quantico B.. A regiao hachurada em torno da linha sélida indica onde
o comportamento critico pode ser explicado classicamente. A fase ordenada encontra-se abaixo
da linha sélida (B < B.). A fase desordenada é dividida em trés regides, sendo a regido entre
as linhas tracejadas chamada de regiao critica quantica onde as flutuacoes térmicas e quanticas
exercem um papel importante. Para B > B, e baixas temperaturas a ordem é destruida pelas
flutuagoes quanticas enquanto que na regiao chamada “thermally disordered” as flutuagoes
térmicas sdo responsdveis por destruir a ordem. (ii) Diagrama de fase onde a fase ordenada

existe apenas para T = 0. (Essa figura foi retirada da Ref. [91]

na descrigao do comportamento critico. Ainda, como em 7" = 0 nao hé flutuagoes
térmicas, atribui-se as flutuacoes quanticas a responsabilidade da quebra da
ordem de longo alcance. Uma transi¢ao de fase dessa natureza é denominada
transicao de fase quantica. Como a temperatura é nula o comportamento da
energia livre é determinado pela energia do estado fundamental Ey(B). Uma
nao-analiticidade em Ey(B) pode ocorrer devido ao um cruzamento de niveis,
ou seja, quando um estado excitado torna-se fundamental, anulando o gap A,
entre os dois estados. Tal comportamento caracteriza uma transicao de primeira
ordem!. Outra possibilidade consiste na existéncia de um gap A4, que se anula
no ponto critico B, apenas no limite termodinamico, sem a necessidade de um
cruzamento de niveis. Nessa situacao a nao-analiticidade esta associada a uma
transicao de segunda ordem. Além disso, a escala de energia definida por w,

coincide com A, isto é:

Agap ~ f_z- (419)

MEmbora os cruzamentos de niveis ocorram em sistema finitos, apenas aqueles que sobrevivem
no limite termodinamico caracterizam uma transicao de primeira ordem.
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No intuito de esclarecer um pouco mais os conceitos apresentados até
aqui, vamos analisar os diagramas de fase da figura (4.1), discutidos na Ref.
[91]. Na figura (4.1)-(i) nota-se a existéncia de uma fase ordenada para B < B,
que se mantém até uma temperatura critica definida pela linha sélida T.(B).
Conforme a temperatura aumenta o sistema ird sofrer uma transicao de fase
continua em 7T.(B) atingindo assim uma fase desordenada onde as flutuagoes
térmicas irao prevalecer. Por outro lado, para T' < T,(B) fixo a transi¢ao também
pode ser obtida variando-se o parametro B. A transicao da fase ordenada para
a fase desordenada neste caso ocorre para algum B = B(T) < B.. Dentro
da regiao hachurada o comportamento critico pode ser descrito em termos da
Fisica Classica, mas conforme a temperatura diminui essa regiao também diminui.
Entretanto, apenas assintoticamente perto de B = B. e T' = 0 as propriedades
criticas serao dominadas pelas flutuagoes quanticas. Um comportamento intri-
gante ocorre na regiao entre as linhas tracejadas, conhecida como regiao critica
quantica, onde tanto as flutuacoes térmicas quanto as quanticas sao importantes.
Esta regiao esta localizada em torno do ponto critico B, e surpreendentemente
resiste aos efeitos térmicos!®. Para temperaturas finitas existe um outro com-
primento caracteristico, o comprimento de onda de de Broglie térmico, hc/kT.
Na regiao quantica critica, £ > he/kT, a dinamica do sistema nao admite uma

descri¢ao em termos de particulas ou ondas classicas [89].

Como dito acima, a Mecanica Quantica nao é necessaria na descri¢ao
de um transicao de fase a temperatura finita. No caso T = 0 observa-se que
a condigao (4.17) é violada e espera-se portanto que a Mecanica Quantica seja
necessaria na explicacao das transi¢oes de fases. Entretanto, mesmo no caso
T = 0, ainda é possivel obter uma abordagem classica das transigoes. Uma
maneira simples de verificar isso consiste em observar que a funcao de particao
de um sistema quantico d-dimensional pode ser vista como a fun¢ao de particao
de um sistema classico de dimensao d + 1 no limite de 7" — 0. Antes de discutir
tal correspondéncia é importante notar que na mecanica estatistica classica a

energia cinética Hx comuta com a energia potencial Hy, logo a fun¢ao de particao

5 . . 7’ 77 . ’ . 7 . .
150 diagrama de fase apresentado aqui é valido quando a energia térmica é inferior ao
acoplamento entre os spins J.
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Z pode ser fatorada'® como Z = Tre #HxTre=#Hv  Como geralmente a parte
cinética da energia livre é bem comportada (envolvendo integrais gaussianas), as
singularidades na energia livre surgem devido a energia potencial e o estudo do
comportamento pode ser feito usando teorias independentes do tempo. O mesmo
nao ocorre no caso quantico pois os termos cinético e potencial do Hamiltoniano
geralmente nao comutam. Agora, para entender melhor a correspondéncia acima
note que a fungao de particao associada ao Hamiltoniano H:

Z = Tre PH = Z (n| e P |n), (4.20)

n

iHt/h g6 {dentificarmos ¢ como o

é equivalente ao operador de evolucao temporal e~
tempo imaginario t = —ihB. Portanto, calcular as propriedades termodinamicas
de um sistema quantico é equivalente a calcular a dinamica no tempo imaginario.
Se 6t é um intervalo de tempo (imagindrio) pequeno com relagdo as escalas
relevantes e N > 1 um inteiro tal que Nt = A3, entao e PH = (e_5tH/h)N.
Inserido um base completa de estados {|my)} de um operador que nao comuta

com H entre os termos da eq.(4.20):

Z = Z Z (n| e /M \my) (my| e PP my) L (miy| e TR R L (4.21)

n Mi,....,mN
Esta expressao da funcao de particao quantica possui a mesma forma da funcao de
particio cldssica se o termo e~/ for identificado como a matriz de transferéncia

M, ou seja:

Z=Y"" MymMu My - My (4.22)

no Mmi,..,my

O tempo da evolugao temporal é determinado pelo intervalo [0, A3]. No limite de
T tendendo a zero este intervalo é reescrito como [0, 00). Essa dimensao temporal
extra corresponde a uma dimensao espacial adicional no sistema classico, resul-
tando numa dimensao total igual a d 4+ 1. Esta correspondéncia nao implica que
o sistema quantico se comporta classicamente, mas que é possivel encontrar um
modelo classico que nos permite estudar uma transicao de fase quantica usando

as mesmas ferramentas das transigoes “classicas”.

16Pois 0s momentos e posicoes das particulas comutam entre si.
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Como um exemplo desta correspondéncia considera-se o modelo de Ising
unidimensional classico introduzido na secao 1.2, cuja matriz de transferéncia é
dada pela eq.(4.11):

M — exp (JB+hB)  exp(—Jp) — e/7 (14727557 eahe* (4.23)

exp (—J3)  exp(JB —hp)
onde 6% e 67 sdo as matrizes de Pauli e h = h/a é o campo magnético por
unidade de comprimento. Ao invés de imaginar uma rede unidimensional em
que a matriz de transferéncia M leva informacao de um sitio para outro, pode-se
imaginar a evolugao temporal de um tnico spin onde cada sitio da rede representa
um instante de tempo e a distancia entre os sitios a um passo de tempo. Para
J finito e para T" — 0 tem-se que o comprimento de correlagao (4.16) pode ser
aproximado por ¢ ~ ae?’?/2. Usando isso e assumindo também que a — 0 a

eq.(4.23) pode ser reescrita da seguinte formal?:

M = P (1 4 ¢206%) 7" w P (1 + %0I> e n (o Fot 30T Hh) (4 oy)
onde Fy = —Jf3/a é a energia do estado fundamental por unidade de comprimento

na auseéncia do campo h. Com isso é facil obter a fungao de particao:
Z = Te(M)N ~ Tre Ha/T, (4.25)

onde o Hamiltoniano de um tnico spin é dado por:

Ho=Ey— %&I — hé*, (4.26)
com T =1/L, e Ay = 1/€. Note que o comprimento de correlagio é o inverso
do gap Ay, entre os estados fundamental e excitado do Hamiltoniano Hg, como
mencionado anteriormente e, além disso, que a “temperatura” 1 corresponde
ao inverso do comprimento da cadeia de spins classica. Este exemplo mostra
explicitamente como um sistema cléssico de dimensao d + 1 (neste caso d = 0) é

mapeado em um sistema quantico de dimensao d(= 0).

A possibilidade de construir um correspondente classico de um sistema

quantico, possibilitando o uso das técnicas desenvolvidas no estudo de transicoes

17Utiliza-se também a relacio 01202 = ¢2(01102)(1 4 O(a?))
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classicas para investigar as transicoes de fase quanticas levanta um importante
questao: existe a necessidade de desenvolver uma teoria destinada exclusivamente
ao estudo das transi¢oes de fase quanticas? Como discutido em [89], embora
tal correspondéncia seja sempre possivel, pode ocorrer do modelo classico ser
desconhecido ou com fatores de Boltzmann complexos. Além disso, existe um
grande interesse no estudo da criticalidade quantica, que envolve a andlise das
funcoes de correlagao temporal. No entanto, as funcoes de correlagao obtidas
através deste mapeamento sao para tempos imaginarios, e muitas vezes nao é
possivel obter as funcoes correspondentes a dinamica em tempo real. Outros
pontos que justificam o desenvolvimento de uma teoria para as transigoes de fase

quéanticas sao encontrados na Ref. [89)].



Capitulo 5

Transicoes de Fase Quanticas e
Correlacoes Quanticas a

Temperatura Finita

O objetivo deste Capitulo é estudar o comportamento das correlacoes
quanticas em cadeias de spins a temperatura finita, principalmente nas vizin-
hancas de um ponto critico quantico. Com isso, pretendemos investigar a relacao

entre as correlagoes quanticas e as transicoes de fase quanticas.

5.1 Introducao

No Capitulo anterior introduziu-se o conceito de transicao de fase quan-
tica (TFQ) - uma transigao entre diferentes fases que ocorre em 7' = 0K devido
a variacao de algum parametro de controle, presente no Hamiltoniano que de-
screve o sistema fisico. Neste regime de temperatura zero, um sistema de muitas
particulas encontra-se no seu estado fundamental’ que, em algumas situacoes,
é descrito por uma funcao de onda nao-trivial, exibindo correlagoes de longo
alcance entre os constituintes do sistema. Na Ref. [22], J. Preskill observou

que o emaranhamento presente no estado fundamental poderia ser responsavel

!Estamos assumindo que o sistema estd em equilibrio com um reservatério térmico a
temperatura T e que seu estado é descrito pelo ensemble de Gibbs.

71
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por estas correlagoes. Dessa forma, os métodos desenvolvidos pela Teoria de
Informacao Quantica poderiam ser utilizados no estudo do comportamento critico
de sistemas de muitas particulas. Além disso, estes sistemas poderiam servir
de plataformas para a implementacao de protocolos associados a Computagao e

Informacao Quantica.

Um dos primeiros trabalhos referente ao estudo do emaranhamento no
ambito da Matéria Condensada foi realizado por M. A. Nielsen, através da analise
do emaranhamento do modelo de Heisenberg para dois spins [12]. Este trabalho
foi generalizado em 2001 por M. C. Arnesen e colaboradores [92] que, através
de métodos numéricos, investigaram o comportamento do emaranhamento para
o modelo de Heisenberg com um niumero pequeno de spins, dispostos em uma
cadeia unidimensional. Neste trabalho eles mostraram que na presenca de um
campo externo o emaranhamento poderia aumentar mediante um aumento da

temperatura. Tal resultado também foi observado para o modelo de Ising [93].

A relacao entre o emaranhamento e as transicoes de fase quanticas comegou
a ser estabelecida nos trabalhos realizados por T. J. Osborne e M. A. Nielsen [23;
24] e por A. Osterloh e colaboradores [25], através da andlise do comportamento
critico do modelo XY unidimensional em um campo magnético transverso. Como
discutido no Capitulo 4 da Ref. [88], dois importantes resultados foram obtidos
nestes trabalhos?: 1) o emaranhamento bipartido entre dois spins primeiros viz-
inhos nao era méximo no ponto critico e 2) o emaranhamento entre dois spins era
nulo no modelo de Ising se os dois spins estivessem separados por dois ou mais
sitios. Apesar do emaranhamento nao ser maximo no ponto critico, A. Osterloh
e colaboradores [25] mostraram que a primeira derivada da Concorréncia entre
primeiros vizinhos divergia no ponto critico de forma logaritmica, sugerindo que
o comportamento critico do emaranhamento poderia ser utilizado para indicar a
transicao de fase quantica. Outra interessante conclusao diz respeito a natureza
das correlagoes, segundo (2) a parte nao-local das correlagoes é de curto alcance,
mesmo no ponto critico, quando as correlacoes entre os spins se estendem por

toda a cadeia.

2A Ref. [88] é uma 6tima sugestao de leitura pois oferece uma revisao detalhada sobre a conexao
entre o emaranhamento e as transicoes de fase quanticas.
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A influéncia da temperatura no comportamento do emaranhamento para
uma cadeia infinita foi investigado por T. J. Osborne e M. A. Nielsen [23; 24].
Como no caso de cadeias de spins finitas [12; 92|, existem regides do espaco
de parametros onde o emaranhamento aumenta com a temperatura®. Além
disso, eles mostraram que a Entropia de Emaranhamento, utilizada para medir o
emaranhamento entre um spin e o resto da cadeia, era maxima no ponto critico.
Porém, diferente do resultado anterior obtido por A. Osterloh e colaboradores
[25] para a Concorréncia, neste caso nao foi possivel determinar como o emaran-
hamento estava distribuido, ou seja, se o spin estd emaranhando com toda a

cadeia ou apenas com o seu primeiro vizinho.

A partir destes trabalhos, estudos desenvolvidos no intuito de entender
o papel do emaranhamento na fisica de sistemas de muitas particulas comecaram
a receber uma grande atengao da comunidade cientifica. Uma boa revisao sobre
o assunto é encontrada na Ref. [94]. Dentre os inimeros trabalhos sobre este
assunto, vamos destacar alguns resultados. Por exemplo, estudando o modelo
XXZ unidimensional, Gu e colaboradores [95; 96] mostraram que a Concorréncia
¢ maxima no ponto isotropico, ou seja, quando o sistema é descrito pelo mo-
delo XXX. Uma relagao mais geral entre o emaranhamento bipartido, calculado
através da Concorréncia ou Negatividade [97], e as transi¢oes de fase quanticas foi
estabelecida no final de 2004 por Wu e colaboradores [98]. Sob algumas condigoes
especiais e T = 0K, eles mostraram que uma descontinuidade na Concorréncia
¢ uma condicdo necessaria e suficiente de uma transicao de primeira-ordem,
enquanto que uma descontinuidade na sua derivada caracteriza uma transicao
de segunda-ordem. As transicoes caracterizadas desta maneira estao associadas a
nao-analiticidades no espectro de energias. Isso acontece pois Wu e colaboradores
[98] utilizaram o fato de que a energia de sistemas com interagoes de dois corpos é
uma fungao dos elementos da matriz densidade reduzida de dois spins, assim como
a Concorréncia. Logo, é possivel estabelecer uma relagao entre a Concorréncia e
a nao-analiticidade da energia do estado fundamental, utilizada para caracterizar

as TFQ de primeira e segunda-ordem. Como demonstrado nas Refs. [99-101],

3E importante mencionar que esse aumento do emaranhamento com a temperatura, foi observado
apenas na presenca de um campo externo.
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este resultado também pode ser estendido para o emaranhamento multipartido.

A busca por uma conexao entre o emaranhamento e as TFQ’s levou a uma
importante questao: qualquer medida de emaranhamento poderia ser usada para
caracterizar um ponto critico? A resposta para esta pergunta foi dada novamente
por Wu e colaboradores [102], usando o formalismo de funcional densidade. Eles
demonstraram que qualquer medida de emaranhamento pode ser expressa através
de um tnico funcional*, escrito em termos das primeiras derivadas da energia do
estado fundamental, ou seja, as nao-analiticidades das derivadas da energia sao
herdadas pelas medidas de emaranhamento. Entretanto, nas situacoes onde a
TFQ nao esta relacionada com uma nao-analiticidade na energia os resultados
acima nao podem ser aplicados. Isso ocorre, por exemplo, no modelo XX7 anti-
ferromagnético [103], onde ha uma TFQ e todas as derivadas da energia sao
continuas®. Esta transicio é denominada de transicao de Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless. Além disso, medidas de emaranhamento como a Concorréncia, que
envolvem um processo de maximizagao [veja eq. (2.13)], podem apresentar nao-
analiticidades que nao estao relacionadas com nenhuma TFQ. Por exemplo, na
Ref. [104] observa-se uma descontinuidade na primeira derivada da Concorréncia

na auséncia de um ponto critico.

Como discutido no Capitulo 1, existem correlacoes quanticas que nao
estao associadas necessariamente ao emaranhamento. Logo, é natural questionar
o papel destas correlacoes no comportamento de sistemas de muitas particulas,
principalmente no que se refere a transicoes de fase quanticas. O primeiro trabalho
a abordar esta questao foi desenvolvido por R. Dillenschneider e publicado no
final de 2008 [26]. Primeiramente, R. Dillenschneider mostrou que os argumentos
apresentados por Wu e colaboradores [98] para a Concorréncia (e Negatividade),
também poderiam ser aplicados a Discérdia Quantica. Em outras palavras,
sob as condi¢bes mencionadas em [98], pode-se caracterizar uma transigao de
primeira-ordem através de uma descontinuidade na Discordia Quantica e uma
transicao de segunda-ordem por uma descontinuidade ou divergéncia na primeira

derivada da Discérdia. Este resultado foi ilustrado através da andlise do modelo

4Entretanto, na maioria dos casos nao é possivel obter uma forma explicita para o funcional.
STransicoes em que todas as derivadas da energia do estado fundamental sdo continuas sdo
denominadas transicoes de ordem infinita.



5. Transicoes de Fase Quanticas e Correlagoes Quanticas a Temperatura Finita75

de Ising unidimensional (1D) no campo transverso e no regime de temperatura
nula, envolvendo o cédlculo da Discérdia para primeiros e segundos vizinhos. Ainda
neste trabalho, R. Dillenschneider mostrou que o méaximo da Discérdia coincide

com o ponto critico associado a transicao de ordem infinita presente no modelo

XXZ68.

Em 2009, M. S. Sarandy [105] apresentou uma anélise da Discérdia para
o modelo de Ising 1D no campo transverso em funcao do comprimento da cadeia
L para T'= 0K, mostrando que a segunda derivada da Discordia apresenta uma
divergéncia logaritmica no ponto critico para L — oo (limite termodinamico).
Neste mesmo trabalho ele mostrou que as duas TFQ do modelo XXZ e a transicao
de segunda-ordem do modelo LMG [106] sdo bem caracterizadas pela Discérdia’.
Na Ref. [107], J. Maziero e colaboradores investigaram o comportamento da
Discordia no modelo XY 1D no campo transverso entre dois spins separados
por mais de um sitio. Diferente do emaranhamento, que torna-se nulo quando
a distancia entre os spins ¢ superior a um sitio [23-25|, a Discérdia permanece
diferente de zero mesmo quando os spins estao separados por trés sitios. Além
disso, mesmo neste caso, a Discordia ainda é capaz de assinalar o ponto critico.
Portanto, embora a parte nao-local das correlacoes seja de curto alcance, existe
uma componente quantica que pode ser responsavel pelas correlacoes de longo

alcance.

Em [108] observamos também uma vantagem da Discérdia Quantica per-
ante o emaranhamento na caracterizacao das TFQ. Neste trabalho, Zhao-Yu Sun
e colaboradores mostram que embora tanto a Discordia quanto a Concorréncia

identifiquem a transi¢ao de primeira-ordem (em g = 0) presente no Hamiltoniano

N
H=3" 206> - )66, — (1 +9)%6% + (1 — 9)°676%,6%,,) . (5.1)

=1
que descreve o modelo de Ising transverso com a adi¢ao de uma interacao de trés

corpos®, a Concorréncia exibe uma segunda singularidade no ponto ndao-critico

5Como demonstrado por Gu e colaboradores [95; 96], a Concorréncia também exibe um maximo
neste ponto critico.

70O modelo LMG pode ser visto como um anel unidimensional de particulas com spin-1/2 cuja
interacao entre duas particulas possui um alcance infinito.

8 Assumindo condicdes de contorno periédicas.
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FIGURA 5.1: (Retirada da Ref. [108]) Discérdia Quéantica (a) e Negatividade (b) entre segundos

vizinhos em fung¢ao do parametro g para distintos valores de N.

g = 1. Investigando o modelo XYZ descrito pelo Hamiltoniano

N
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os autores mostraram também que a Discordia e a Negatividade possuem de-
pendéncias distintas com relagdo a N [veja a Figura (5.1)]. Note que a Discérdia
Quantica, Fig. (5.1a), apresenta praticamente o mesmo comportamento, inde-
pendente do valor de N, enquanto que a Negatividade, Fig. (5.1b), tende a zero
conforme o sistema se aproxima do limite termodinamico® (N — oo). Neste caso,

o ponto critico g = 0 é determinado apenas pela Discordia Quantica.

5.1.1 Discordia Quantica num Sistema Térmico

Os estudos tedricos mencionados até este momento, envolvendo o uso de
correlacoes quanticas no intuito de determinar uma transicao de fase quantica, sao
restritos ao caso T'= 0K. No entanto, este regime de temperatura nula nao pode
ser atingido experimentalmente pois, segundo a Terceira Lei da Termodinamica,
é impossivel resfriar um sistema até o zero absoluto através de um numero
finito de operagoes termodinamicas [109]. Portanto, esta limitacdo inviabiliza
uma comparacao entre os resultados teodricos e os dados experimentais, obtidos
para temperaturas finitas. Para contornar este problema é necessario investigar

o comportamento das correlagoes quanticas num sistema em equilibrio térmico

9A Concorréncia também tende a zero para N — oo [108].
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com um reservatério a temperatura 7" finita. Segundo a prescricao da Mecanica

Estatistica, o estado do sistema ¢ descrito pelo ensemble de Gibbs [27; 37]:

€_BH

onde Z = Tr (e_ﬁﬁ > ¢ a funcao de particao, H ¢ o Hamiltoniano do sistema e

B =1/kT. O parametro k denota a constante de Boltzmann.

O emaranhamento associado aos operadores densidade da forma (5.3),
denominado emaranhamento térmico, foi estudado pela primeira vez por M. C.
Arnesen e colaboradores [92] para uma cadeia de Heisenberg unidimensional e
finita. Posteriormente, outros trabalhos investigaram como o emaranhamento era
afetado pelos efeitos térmicos ainda no contexto de cadeias de spins, tanto para
cadeias finitas [110-113] quanto infinitas [114]. Entretanto, o foco destes trabalhos
nao estava voltado ao estudo da capacidade do emaranhamento na deteccao de
pontos criticos quanticos para 7" > 0. Em 2010, eu e o Prof. Gustavo G. Rigolin
introduzimos a Discordia Quantica Térmica (TQD) [115], um conceito andlogo ao
emaranhamento térmico, e estudamos o comportamento desta quantidade num
sistema constituido de dois spins, descrito pelo modelo XYZ na presenca de um
campo magnético externo. Neste trabalho nds observamos pela primeira vez um
indicativo de que a TQD poderia ser utilizada na deteccao de uma TFQ para
T >0 E importante deixar claro que embora a TFQ ocorra em T = 0K,
como discutido no Capitulo anterior, seus efeitos podem ser observados para
temperaturas finitas. O que o nosso resultado sugere é que a TQD calculada

para T" > 0, poderia assinalar um ponto critico quantico em 7" = 0K.

Para investigar essa possibilidade, nds estudamos o modelo XXZ no limite
termodinamico para diferentes temperaturas [116]. Dessa forma, analisando uma
cadeia de spins infinita, foi possivel mostrar pela primeira vez que a TQD é
capaz de detectar os dois pontos criticos presentes neste modelo mesmo para
T # 0, enquanto que o emaranhamento e outras quantidades termodinamicas nao
apresentam a mesma eficiéncia. Este resultado foi generalizado em 2011, através
da inclusao de um campo externo ao modelo XXZ e da analise do modelo XY
também na presenca de um campo externo [117]. Recentemente, nds escrevemos

um review contendo os nossos principais resultados [118].
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5.2 Dois Spins Interagentes: Modelo XYZ

O primeiro sistema estudado neste capitulo consiste de dois spins in-
teragentes submetidos a a¢do de um campo magnético externo B, descrito pelo

Hamiltoniano (assumindo & = 1) [115]

cwnz  Jyaya enz B o
Hyy» Zxa‘fag + Zya%ag + Zaifag + ) (67 +073), (5.4)
onde o7 (¢ = z,y,z) sdo as matrizes de Pauli que atuam sobre o j-ésimo

spin. Este Hamiltoniano corresponde ao modelo XYZ. O operador densidade
que descreve o estado térmico deste sistema é obtido através da equacao (5.3) e

pode ser escrito da seguinte forma:

An 0 0 Ap
1 0 By Bz 0
P = 7 ) (55)
0 B2 B O

A 0 0 Ay

onde
Ay = e *(cosh(§) — 4Bsinh(€)/n),
Ay = —Ae “sinh(§)/n,
Agy = e *(cosh(§) +4Bsinh(€)/n),
By = e%cosh(y),
By, = —e“sinh(y),
com
Z = 2[exp (—a) cosh(&) + exp («) cosh(7)],
onde
L o _
=W T @ 0 T @Ry
e
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O primeiro resultado importante aparece na auséncia do campo externo.
Segundo a Ref. [113], quando B = 0, o emaranhamento nao cresce com o aumento
da temperatura. Por outro lado, como visto na Figura (5.2), para o modelo XXZ
(Jo=J,=JeJ, #0),aTQD comega com um valor ndo-nulo em 7" = 0 e cresce
com T até atingir um valor maximo, quando comega a decrescer, tendendo a zero
para T" — oo. Neste caso, o emaranhamento ¢é igual a zero para qualquer valor
de kT, inclusive para kT = 0 [113]. Note que este comportamento ocorre para

distintos valores das constantes de acoplamento J e J..

0.20f ™, (a) iy (b)

FIGURA 5.2: TQD em funcao da temperatura absoluta kT para o modelo XXZ com B =0 e
diferentes constantes de acoplamento. No painel (a) tem-se: J, = —0.5 ¢ J = 0.1 (linha sélida),
0.2 (linha tracejada), 0.3 (linha pontilhada), 0.4 (linha traco-pontilhada). No painel (b) tem-se:
J =04e J, = —0.8 (linha sdlida), —0.7 (linha tracejada), —0.6 (linha pontilhada), —0.5 (linha
trago-pontilhada).

A possibilidade de utilizar a TQD na deteccao de uma TFQ mesmo
quando o sistema encontra-se com uma temperatura finita surgiu do estudo do
modelo XXX (J, = J, = J, = J) para dois qubits. Quando J — oo o operador
densidade (5.5) adquire a forma p = |¢) (/| independente do valor de T, onde o
estado |¢) é o estado de Bell [¢) = \/Li (|01) — |10)). No limite oposto, J — —o0, 0
operador densidade torna-se o estado misto p = 3 (|00) (00] + [11) (11| 4 |¢) (¢])
com |¢) = \% (|01) 4 |10)). Neste caso, o EoF é igual a zero enquanto que a TQD
assume o valor 1/3. No limite termodindmico, este modelo apresenta uma TFQ
em J = 0, ou seja, ele exibe uma fase ferromagnética para J < 0 e uma fase
anti-ferromagnética para J > 0. Como pode ser visto na Figura (5.3), o EoF é

zero na fase ferromagnética (J < 0) e diferente de zero na fase anti-ferromagnética



5. Transicoes de Fase Quanticas e Correlagoes Quanticas a Temperatura Finita80

(J > 0) apenas para temperatura proximas de 7" = 0K. Para T" > 0, o EoF
assume valores positivos somente quando J > J.(T') = kT In(3). Logo, neste
caso o comportamento do EoF é o mesmo para J < 0 (fase ferromagnética)
e 0 < J < J(T) (fase anti-ferromagnética). Por outro lado, a TQD ¢ nula
apenas no ponto critico J = 0, inclusive para T" > 0. Portanto, embora tenha-se
considerado apenas um sistema constituido de dois spins, este resultado oferece
um indicio quanto a habilidade da TQD em assinalar a TFQ que ocorre em 7" = 0

(quando o sistema passa da fase anti-ferromagnética para a fase ferromagnética

através da variagao de J) mesmo para temperaturas finitas.

1.0 (a) ¢ / (b) I I I 'I - "/

0.8

TQD

EoF

0.2

0.2 - \

-3 -2 -1 0 1

FIGURA 5.3: (a) TQD e (b) EoF em func¢ao da constante de acoplamento J para o modelo XXX
(Jy = Jy = J, = J) na auséncia de campo externo (B = 0) para diferentes temperaturas: kT =

0.05 (linha sélida), 0.1 (linha tracejada), 0.5 (linha pontilhada), 1.0 (linha trago-pontilhada).

Nosso proximo passo ¢ investigar o comportamento da TQD em funcao
das constantes de acoplamento para diferentes temperaturas. A dependéncia da
TQD e do EoF com relagao ao parametro A = J, — J, para J, fixo ¢ ilustrada na
Figura (5.4). Note que para kT = 0.6 e kT = 1.0 a TQD apresenta um “bico” no
ponto A = 0, caracterizando uma descontinuidade na primeira derivada da TQD.
Esta descontinuidade é andloga aquela observada no Capitulo anterior [Fig. (3.7)],
quando estudamos a dinamica da Discérdia Quantica oriunda da interacao com
um reservatorio térmico. Entretanto, naquela ocasiao, o bico estava associado
a dinamica do sistemal!’, enquanto que aqui ele aparece quando variamos os

parametros do Hamiltoniano. Porém, em ambos os casos, a origem desta mudanca

stubita da Discérdia Quantica é a mesma, ou seja, uma troca nos projetores que

10As descontinuidades na primeira derivada da Discérdia Quantica dependiam de valores

especificos do tempo de evolugao do sistema.
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minimizam a entropia condicional quantica (2.30). Note também que o EoF nao
apresenta este comportamento peculiar [veja a Fig. (5.4b)]. Para k7" = 0.6 o bico
da TQD coincide com um méximo local do EoF, enquanto que para k7 = 1.0 o
EoF ¢ zero nesta regido. A Figura (5.4c) mostra que a TQD também apresenta
um bico conforme variamos o acoplamento J,, mantendo A fixo. Novamente, tal

comportamento nao é apresentado pelo EoF.

TQD

EoF

FIGURA 5.4: (a) TQD e (b) EoF em funcdo do parametro A = J, — J, para J, + J, = 2
e J.=1. (c) TQD e (d) EoF em funcao da constante de acoplamento J, para J, + J, = 1
e A = 7. Utilizou-se diferentes valores de temperatura absoluta: kT = 1.0 (linha sélida), 0.6

(linha traco-pontilhada), 0.1 (linha tracejada), 0.01 (linha pontilhada).

Até o momento nao levamos em conta a acao do campo magnético externo
B. Para investigar a sua influéncia vamos considerar inicialmente o modelo de
Ising (J, = J e J, = J, = 0). Segundo a Figura (5.5), a TQD e o EoF apresentam
comportamentos similares. Embora o EoF seja zero numa regiao consideravel do
plano B x kT, a TQD, apesar de positiva, assume valores muito pequenos nesta
regiao. Além disso, assim como o EoF [110], a TQD sofre um crescimento inicial
conforme B aumenta, mas tende a zero para B — oco. Neste limite o estado do
sistema é puro e separdvel para qualquer valor de temperatura, p = [11) (11].

Por outro lado, como veremos a seguir, para outros modelos o comportamento
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da TQD e do EoF na presenca de um campo externo pode exibir caracteristicas

distintas.

FIGURA 5.5: (a) TQD e (b) EoF em fungao da temperatura absoluta k7" e do campo magnético
externo B para o modelo de Ising (J, =J e J, =J, =0) com J = 1.

Para o modelo XY (J,,J, # 0 e J, = 0) com um campo transverso
(B #0), a TQD apresenta um comportamento bem distinto daquele obtido para
o modelo de Ising. Primeiramente, observe na Figura (5.6b) que a TQD decresce
conforme T aumenta até que a temperatura alcance um valor critico T,, a partir
do qual a TQD comeca a crescer novamente. Diferente do EoF, que sofre uma
morte subita para entao voltar a crescer [110], a TQD nao precisa atingir o valor
zero para tornar a aumentar. Este novo efeito recebeu o nome de regrowth da
Discérdia Quanticall. Este fenomeno nao é observado no EoF de um sistema de
dois spins'?. Analisando as curvas das Figs. (5.6a) e (5.6¢), nota-se que a TQD
torna-se diferente de zero antes do EoF e, além disso, permanece nao-nula mesmo
ap6s o EoF atingir o valor zero. Agora, observe nas Figs. (5.6b) e (5.6d) que,
para os trés valores de B testados, existem regioes onde um aumento da TQD é
seguido por uma reducao no valor do EoF. Este resultado ilustra bem os diferentes
aspectos destas duas medidas de correlacoes quanticas. Recentemente, X. Rong

e colaboradores [119] verificaram experimentalmente alguns dos comportamentos

HEste termo apareceu pela primeira vez no meu trabalho de 2010 [115], desenvolvido em parceria
com o Prof. Gustavo G. Rigolin.

12Entretanto, quando estudamos o limite termodinamico deste modelo na Ref. [117], mostramos
que o EoF também pode exibir este efeito. Este resultado serd apresentado na préxima secao.
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TQD

EoF

0.0 05 10 1.5 0.0 05 10 15

FIGURA 5.6: TQD (aeb) e EoF (c e d) em funcdo da temperatura absoluta kT para o modelo
XY (Jz, Jy # 0 e J, =0) no campo transverso B. Para (a) e (b) usamos J, = J, = 1 enquanto
que para (b) e (d) usamos J, = 1.3 e J, = 0.7. O valores de B utilizados foram: B = 1.1 (linha
sélida), 2.0 (linha tracejada), 2.5 (linha pontilhada)

preditos nesta secao, inclusive a mudanca sibita da Discérdia Quantica através

da variagao do acoplamento entre os spins no regime de temperaturas finitas.

5.3 Modelo XXZ

O primeiro modelo a ser estudado no limite termodinamico é o modelo

XXZ na presenca de um campo magnético h na direcao z, dado pelo seguinte
Hamiltoniano:

h
Hze = JZ 076741 + 6707 + AGT55,) — 5 pat (5:6)
j=1

onde N é o nimero total de spins, J a constante de acoplamento (assumimos

J = 1) e A o parametro que controla a anisotropia do sistema. Dessa forma,

podemos definir um Hamiltoniano adimensional ]:Im /J que coincide com ]:Imz

para J = 1. Vamos assumir também condicoes de contorno periddicas, o3, =

o, tornado o sistema invariante por translacoes. Além disso, este Hamiltoniano

possui tanto a simetria Zs, ou seja, ¢ invariante por uma rotacao global de 7
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em torno do eixo z ([I:Im, 1, &f} = 0>, quanto a simetria U(1), caracterizada
pela relacao []:Im, sz\il 65} = (. Para investigar as transicoes de fase quanticas
é necessario compreender o comportamento do estado fundamental. Por exemplo,
no limite de A — —oo 0 estado fundamental do Hamiltoniano (5.6) é duplamente

degenerado e determinado pelo operador densidade!®:

P = T AT A+ 5 1L DL, (5.7)

com todos os spins alinhados na mesma direcao, caracterizando uma fase fer-
romagnética. No entanto, como observado no Capitulo anterior, a presenca de
perturbacgoes externas leva a numa quebra espontanea desta simetria, favorecendo

a existéncia de apenas um destes estados'?.

Isso justifica a observacao de uma
magnetizacao diferente de zero na fase ferromagnétical®. Por outro lado, no limite

oposto, A — 00, 0 estado fundamental é representado pelo operador densidade:

paee = 1L AL U D UT L 6

caracterizando uma fase anti-ferromagnética, com os spins alinhados em dire¢oes
opostas. Um descrigao detalhada do diagrama de fases do modelo XXZ é encon-
trada na Ref. [103]. O modelo XXZ apresenta dois pontos criticos, que dependem
do valor do campo magnético h. Um deles, denotado por A;,¢, é determinado
pela equagao:

h = 4.J sinh(n) Z =D

=—00

cosh(nn)’ (5.9)

com 7 = cosh™ ' (Ay.f), e descreve uma TFQ de ordem infinita, conhecida como
transicao de Kosterlitz-Thouless, para h = 0 e uma transicao de segunda-ordem
para h > 0. O outro ponto critico, denotado por A, estd associado a uma TFQ
de primeira-ordem, sendo obtido através da seguinte equacao:

h

130 estado fundamental do sistema py é obtido da seguinte maneira:

e—BH

— 1
o= Jim =7

14 Nesta Tese os efeitos sobre as correlacdes quanticas da quebra espontanea de simetria nio serio
considerados. No caso do emaranhamento, estes efeitos foram estudados nas Refs. [88; 101; 120]
e, no caso da Discérdia Quantica, na Ref. [121].

5Note que a magnteizagao calculada a partir do operador densidade (5.7) é nula.
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Nesta secao vamos estudar a TQD e o EoF entre dois spins primeiros
vizinhos, para tanto é necessario calcular o operador densidade referente a estes
dois spins. Isso é feito tomando o trago parcial com relacao aos demais spins
da rede, ou seja, p12 = Try_2(p), onde p é determinado pela equacao (5.3) ao
utilizarmos o Hamiltoniano (5.6). Utilizando as simetrias do sistema é possivel

mostrar que o operador densidade reduzido p; » pode ser escrito como [24; 122]:

pn 0 0 O
1 0 pa2 pa3 O

Pr2 =y ; (5.11)
0 paz p2 O

00 0 pu

onde

pu = 1+2(6%) +(5763),
p2 = 1-(0163),
pu = 1-2(5%) +(6763),
p2s = 2(0703).

A magnetizagdo (%) e as fungoes de correlacao de dois pontos (6763) e (6563)
z

In

sao expressas em termos das derivadas da energia livre, f = _%th—wo o

[123; 124]:

— —20,f, (5.12)

= Oaf/J, (5.13)

)

)

(o707,)) = U B0aSFhio) (5.14)
)

2J ’
u+h u+h{c*)

= <0’ j+1> = , A=1, (5.15)
onde u = Jz(ff) é a energia interna. O célculo da energia livre f nao é
uma tarefa trivial e envolve tanto o uso de técnicas analiticas quanto métodos
computacionais'®. Por questdao de completeza vou expor abaixo as equacoes que

devem ser resolvidas para determinar f. A energia livre, obtida através da técnica

16Esta etapa do trabalho foi desenvolvida pelo Prof. Giuliano A. P. Ribeiro (DF/UFSCAR,
Sao Carlos, Brasil) com a colaboragao de Christian Trippe (Bergische Universitat Wuppertal,
Wuppertal, Alemanha).
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de Bethe ansatz, pode ser escrita como [125]:
f=e-7 L v «m BB) (0), (5.16)

onde a energia do estado fundamental ey é dada por

sinh (X

€o cosy — 2s1n'y f . ﬁdk 0<ALI,
7 — Sin COSs (517)
cosh'y—ZsinhﬂkazfoO%, A>1,
e
cosﬁwx’ 0< A S 17
V(z) = (5.18)
121@1
Zkf—oo 2cosh vk’ A>T
O simbolo * denota a convolugao f x g(x f flx —y)g(y)dy, onde a — oo

para 0 < A < 1ea = 7/2 para A > 1. As funcdes auxiliares b(z), b(z), e as
funcdes correlatas B(x) = b(z) + 1 e B(x) = b(x) + 1 sdo solugdes do seguinte
conjunto de equagoes integrais nao-lineares[125; 126]:
Inb(z) = di(z)+ (KxlnB)(z) — (K+lnB)(z + iy), (5.19)
Inb(z) = d_(z)+ (K*InB)(z) — (KxIn B)(z — iy). (5.20)

O termo d.(z) ¢ dado por

—oJjpsy___r 4 bhom 0<A<I,
di(l’) _ ~v  cosh (mx/7) 2 m—y (521)

12kx

—2JfFsinhy ) 2 € ok T ﬂh, A>1,

enquanto que a funcao K (z) é calculada da seguinte maneira

00 sinh (71— 27
I dk, 0<A<I1,
K(l’) _ 00 2sinh (m1—7) G k’y cosh & k (522)
SR € AL

Primeiramente vamos investigar o comportamento da TQD e do EoF em
fungao da anisotropia A na auséncia de campo externo (h = 0). Neste caso, os
pontos criticos do modelo XXZ, egs. (5.9) e (5.10), sdo A,y = 1e A; = —1. Para
A < —1 o sistema exibe uma fase ferromagnética [103], ou seja, hd uma quebra da
simetria Zs e um alinhamento dos spins ao longo da direcao z, produzindo uma

magnetizacao espontanea . Para —1 < A < 1 o sistema exibe uma fase sem gap'”

"Para A < —1 e A > 1 existe um gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado
excitado. Este gap tende a zero para —1 < A < 1.
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com uma ordem de quase longo alcance!®. Além disso, nesta fase, as simetrias do
Hamiltoniano sao preservadas [103]. Uma fase anti-ferromagnética é obtida para
A > 1, onde observa-se a quebra das simetrias Z, e de translagao [103]. Para
h = 0, tanto o EoF quanto a TQD podem ser calculadas analiticamente. O EoF
do operador densidade (5.11) é dado pela equacdo (2.14), onde:

C = max{0,[(6703) | — [1 4 (6703) |/2}, (5.23)

¢ a Concorréncia. Como o operador densidade (5.11) possui a forma X com
P11 = P4 € P22 = p33, podemos utilizar o resultado obtido por S. Luo [72] e assim

determinar a TQD em termos da funcao g(f) = flog, f:

1
TQRD = Z[g(l —2d, —d,)+29(1+d,) + g(1 + 2d, — d.)]

_ %[9(1 + D)+ g(1 = Dy, (5.24)

onde d, = (6763) e d, = (6765). O parametro D,, corresponde ao processo de

escolha dos projetores no calculo da Discordia Quantica:

Dy, = max {[(6763) |, (6703) [} - (5.25)

Nosso primeiro resultado encontra-se na Figura (5.7), onde aparecem os
graficos da TQD e do EoF em funcao do parametro A para o modelo XXZ no
limite termodinamico com h = 0 e para diferentes valores de kKT'. Observa-se
que para T = 0K tanto o EoF quando a TQD apresentam um maximo global
no ponto critico A;,y = 1. Entretanto, além de assumir um valor maximo, a
TQD sofre uma mudanga subita neste ponto, devido a uma mudanca na func¢ao
que maximiza a equacdo (5.25). Para —1 < A < 1 tem-se D,, = |(6753) |
enquanto que para A > 1 a fungao D,, assume o valor | (6765) |. Esta mudanca
subita da TQD também é observada no ponto critico A; = —1, onde a TQD
torna-se descontinua. O EoF, por outro lado, destaca a transicao em A; de
maneira diferente, exibindo um crescimento repentino, mas suave, a partir de
A > —1. Agora, conforme a temperatura aumenta, o ponto de maximo do EoF

se desloca para a direita, assim como o primeiro valor de A tal que EoF > 0,

a

!8Neste caso, as correlagdes decaem como uma lei de poténcia: (6F6% ) ~ r=®, onde r denota

a distancia entre dois spins.
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impossibilitando a caracterizacao dos dois pontos criticos. Porém, o mesmo nao
ocorre com a TQD. As duas mudancas subitas continuam ocorrendo nos pontos
criticos e 0 maximo global nao sofre nenhum deslocamento. Portanto, para T > 0
as duas TFQ’s sao assinaladas por uma descontinuidade na primeira derivada
da TQD. Na Figura (5.8) nés calculamos algumas grandezas termodinamicas em
funcao do parametro'® A > 0. Como demonstrado nesta Figura, a tinica grandeza
que consegue detectar o ponto critico A;,; = 1 é a Susceptibilidade Magnética
(descontinua em A, r), mas apenas para 1" = 0K, como observado anteriormente
por C. N. Yang e C. P. Yang [127]. Portanto, para T' > 0 apenas a TQD estd

apta a caracterizar este ponto critico.

044 (a) §A1 ' A

—kT=0
—kT=0.1
——kT=05
—kT=1.0
kT=20 A

0.3

0.24

0.0

TQD
EoF

FIGURA 5.7: (a) TQD e (b) EoF em fungao do parametro A para o modelo XXZ no limite
termodinamico com h = 0 e diferentes valores de k7. Os valores de kT utilizados foram: kT = 0
(linha preta), 0.1 (linha vermelha), 0.5 (linha azul), 1.0 (linha verde), 2.0 (linha laranja). Estas
curvas podem ser organizadas da seguinte forma: de cima para baixo, na regido —1 < A < 1,

kT = 0,0.1,0.5,1.0,2.0. As linhas verticais tracejadas indicam os pontos criticos A,y = 1 e

A =-—1

O efeito da acao do campo externo h, descrito pelas eqs. (5.9) e (5.10),
é deslocar os pontos criticos A = —1 e A = 1 para a direita. Para estudar o
comportamento das correlagoes quanticas sob a agao do campo externo vamos
considerar trés valores de h: 2.0, 6.0, 12.0. Os pontos criticos para estes valores
de h estao expostos na Tabela (5.1). Os graficos da TQD e do EoF em funcao do
parametro A para T'= 0K e diferentes valores de h (= 2,6, 12) encontram-se na

Figura (5.9).

19Estamos considerando apenas A > 0, pois para A < 0 surgem dificuldades técnicas envolvendo
o calculo numérico.
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h=2 h=6 h=12
A; (primeira-ordem) -0.50 0.50  2.00
A, (segunda-ordem)  2.15  3.30  4.88

TABELA 5.1: Pontos Criticos associados as TFQ de primeira-ordem (A;) e segunda-ordem

(Ag) do modelo XXZ no limite termodindmico para diferentes valores do campo externo h.
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FIGURA 5.8: (a) Fungdes de Correlagdo, (b) Entropia, (c) Calor Especifico e (d)
Susceptibilidade Magnética em fungdo do parametro A para o modelo XXZ no limite
termodindmico com h = 0 e diferentes temperaturas. Os valores de kT utilizados foram:
kT = 0 (linha verde), 0.1 (linha preta), 0.5 (linha azul), 1.0 (linha vermelha), 2.5 (linha azul).

As curvas das Fungoes de Correlagao referentes a kT = 0 e kKT = 0.1 sdo indistinguiveis.
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Para h = 0 constatamos a existéncia de um méximo global no ponto
critico Ay, associado a TQD e ao EoF no regime de temperatura nula. No
entanto, para h > 0 nota-se na Figura (5.9) que o méximo global nao estd mais
associado com nenhum dos dois pontos criticos. Embora o ponto critico A, nao
seja indicado por um maximo ou minimo global das correlagoes quanticas (TQD
ou EoF'), note que este ponto é muito bem caracterizado por uma descontinuidade
na primeira derivada das correlagdes quanticas (TQD ou EoF'). No caso da TFQ de
primeira-ordem para h > 0, o ponto critico A; é determinado da mesma maneira
tanto pela TQD quanto pelo EoF: ambas medidas sao nulas para A < A; e
diferentes de zero para A > A;. Em A = A; a primeira derivada das correlagoes
quanticas (TQD ou EoF) exibe uma divergéncia. Entre os dois pontos criticos
existe um maximo global do EoF e da TQD que, no ponto de maximo, sofre
uma mudanca stibita?’. Entretanto, este ponto de maximo nao estd relacionado
com nenhuma TFQ conhecida ou com algum comportamento fisico especifico.
Portanto, uma mudanca sibita da TQD nao fornece uma condicao suficiente
para assegurar a existéncia de uma TFQ. Dessa forma, uma questao importante,
que serd abordada em trabalhos futuros, consiste em compreender quando uma

mudanca stbita estd associada a um ponto critico quantico.

0.4

(a)

0.3
0.2

0.1

Correlagdes Quanticas

0.0O

FIGURA 5.9: TQD (linha solida/preta) e EoF (linha tracejada/vermelha) em funcao do
parametro A para o modelo XXZ no limite termodindmico com h # 0 e T' = 0K. Os valores

de h utilizados foram: (a) h =2, (b) h =6, (c) h = 12.

Os efeitos da temperatura no caso h > 0 estao contemplados nas Figuras

(5.10) e (5.11). Em ambas figuras consideramos a dependéncia das correlagoes

2ONovamente associada com a troca dos projetores que minimizam a entropia condicional
quéantica (2.30)
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quanticas (TQD e EoF) com relacdo ao parametro A para diferentes tempera-
turas. Na Fig. (5.10) utilizamos h = 6 enquanto que na Fig. (5.11) fixamos
h = 12. Nota-se que conforme a temperatura aumenta o méaximo da TQD/EoF
diminui e o bico em A, é suavizado. Além disso, para T" > 0 as correlagoes
quanticas assumem valores positivos na vizinhanca de A;. Logo, a caracterizagao
deste ponto critico através da observacao de duas regioes distintas, uma com EoF
> 0 e outra com EoF < 0, é perdida. Embora no caso h = 0 a TQD e o EoF
nao apresentavam comportamentos semelhantes, principalmente para T > 0, a
adicao de um campo externo ao modelo XXZ faz com que estas duas medidas
de correlacoes quanticas desenvolvam comportamentos muito parecidos. Além
disso, diferente do caso h = 0, algumas funcoes Termodinamicas também podem
ser utilizadas para detectar os pontos criticos no regime de baixas temperaturas
quando h > 0, como mostrado na Figura (5.12). Neste cendrio surge a seguinte
questao: ainda existe alguma vantagem no uso da TQD ao invés do EoF na
tentativa de estimar os pontos criticos? Para responder esta questao vamos
inicialmente determinar um critério para calcular os pontos criticos no regime

de temperaturas finitas.

As derivadas das correlagoes quanticas (EoF e TQD) exibem nao-ana-
liticidades, divergéncias ou descontinuidades, no regime de temperatura nula.
Um aumento na temperatura do sistema implica numa suavizagao das curvas
associadas as correlagoes quanticas, inibindo o aparecimento de nao-analiticidades
nas suas derivadas. Entretanto, se a temperatura do sistema for suficientemente
baixa, ainda ¢é possivel observar alguma evidéncia desta nao-analiticidade pro-
duzidaem T' = 0K. Este argumento é ilustrado na Figura (5.13), onde calculamos
as derivadas de primeira e segunda-ordem da TQD em funcao de A para diferentes
temperaturas. As curvas da derivadas foram normalizadas, ou seja, cada curva foi
dividida pelo valor maximo da respectiva derivada. Em 7" = 0K uma divergéncia
na derivada de primeira-ordem da TQD (ou EoF) caracteriza o ponto critico Ay,
enquanto que o ponto critico Ay estd associado a uma divergéncia na derivada
de segunda-ordem. Como observado na Figura (5.13), embora as divergéncias
nos pontos criticos desaparecam para 1" > 0, as derivadas atingem seus valores

maximos nas vizinhancgas destes pontos. Estas valores maximos sao utilizados
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TQD

EoF

0.0 r T T T T

FIGURA 5.10: (a) TQD e (b) EoF em funcéo do pardmetro A para o modelo XXZ no limite
termodindmico com h = 6 e diferentes temperaturas: k7" = 0.02,0.1,0.5, 1.0, 2.0, ordenadas de

cima para baixo tendo como referéncia A = 2.
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FIGURA 5.11: (a) TQD e (b) EoF em fungéo do pardmetro A para o modelo XXZ no limite
termodindmico com h = 12 e diferentes temperaturas: k7 = 0.02,0.1,0.5,1.0,2.0, ordenadas

de cima para baixo tendo como referéncia A ~ 3.
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para estimar os pontos criticos quando a temperatura é finita. A mesma andlise

pode ser aplicada se considerarmos o EoF no lugar da TQD?!.
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FIGURA 5.12: Fungbes Termodinamicas para o modelo XXZ no limite termodindmico com
h =12 e kT = 0.02 (linha preta), kT = 0.1 (linha vermelha), ¥T" = 0.5 (linha azul), kT = 1.0
(linha verde), e kT = 2.0 (linha laranja). A temperatura nas curvas da magnetizagio e das
fungoes de correlagdo, (676%) e (6565), esta ordenada de cima para baixo na regiao com A < 1,

enquanto que nas demais curvas o ordenamento ocorre no sentido contrario.

Embora a TQD nao seja a unica grandeza capaz de assinalar as TFQ do
modelo XXZ com h > 0, mesmo para T finita, ela fornece a melhor estimativa
dos pontos criticos entre as grandezas testadas. Este fato é constatado analisado
a Figura (5.14), onde comparamos a diferenca entre o valor correto do ponto
critico A, e o valor estimado através do nosso método A., para h = 6 e h =
12. Conforme aumentamos a temperatura essa diferenca aumenta mas, mesmo

para kT = 1.0, o valor do ponto critico estimado pela TQD apresenta uma

21Utilizamos este mesmo procedimento para estimar os pontos criticos através das funcoes de
correlagao (676%) e (6563).
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FIGURA 5.13: (a) Derivada de primeira-ordem e (b) de segunda-ordem da TQD em funcao
do parametro A para o modelo XXZ no limite termodindmico com h = 12 e kT = 0.02 (linha
solida), kT = 0.1 (linha tracejada), e kT' = 0.5 (linha pontilhada). As derivadas calculadas aqui
foram normalizadas, ou seja, cada curva foi dividida pelo valor maximo da respectiva derivada.
Os maximos das derivadas de primeira-ordem e de segunda-ordem estao muito préximos dos

pontos criticos A; = 2 e Ag = 4.88, respectivamente.

boa concordancia com o valor correto. No caso das TFQ’s de primeira-ordem,
Figs. (5.14a) e (5.14c), o EoF apresenta a pior estimativa, enquanto que nas
TFQ’s de segunda-ordem, Figs. (5.14b) e (5.14d), este papel é desempenhado
pela fungao de correlagao (67d35). Embora possamos utilizar essa abordagem
para estimar os pontos criticos para temperaturas proximas a T = 0K, para
temperaturas muito altas as assinaturas das nao-analiticidades em 7" = 0K
tornam-se menos evidentes. Enquanto que para T ~ 0K os pontos extremos
das derivadas das correlacoes quanticas destacam-se nas vizinhancas dos pontos
criticos, para temperaturas elevadas os méximos/minimos locais nao aparecem
de maneira efetiva, logo ndo hd como afirmar que este maximo/minimo estd

associado a um ponto critico.

Para finalizar esta secao calculamos as correlagoes quanticas em funcao
da temperatura absoluta kKT para h = 0 e diferentes valores de A. A Figura
(5.15) mostra que o EoF tende a desaparecer subitamente a medida que a tem-
peratura cresce, enquanto que a TQD anula-se apenas no limite de T" — oo. Este
desparecimento stubito pode ser retardado aumentando o valor de A. Os insets na
Figura (5.15) destacam o regrowth das correlagoes quanticas com a temperatura.

Como visto na secao anterior, apenas a TQD exibiu este comportamento no
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FIGURA 5.14: A diferenca entre o valor correto do ponto critico A, e o valor estimado A,
pela TQD (quadrado), EoF (circulo), (676%) (seta para cima), e (6765) (seta para baixo) em
fungdo da temperatura absoluta kT para h = 6 [(a) e (b)] e h = 12 [(c) e (d)]. Em (a) e (c)
tem-se os pontos criticos das TFQ’s de primeira-ordem, enquanto que em (b) e (d) tem-se os

pontos criticos das TFQ’s de segunda-ordem.
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caso de dois spins interagentes. No entanto, este resultado mostra que no limite
termodinamico, o EoF também pode apresentar um regrowth. Note também que
para A < 1 (linhas sélidas) a TQD e o EoF aumentam conforme A cresce. Por
outro lado, para A > 1 (linhas tracejadas) isso s6 acontece com o EoF, a partir

de um certo valor kT
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FIGURA 5.15: TQD (painel inferior) e EoF (painel superior) em funcao da temperatura
absoluta kT para h = 0 e diferentes valores de A. Os insets mostram o regrowth da TQD

e do EoF.

5.4 Modelo XY

Nesta secao vamos estudar o comportamento das correlagoes quanticas
no modelo XY unidimensional na presenca de um campo magnético transverso,

dado pelo seguinte Hamiltoniano:

A al AT AT ~Y 5%
Hyy = D) Z (14765650 + (1 =7)6767,] — J (5.26)
j=1

onde A determina o inverso do campo magnético transverso e 7 o grau de ani-
sotropia (0 < 4 < 1). Assumimos novamente condig¢oes de contorno periddicas,

O modelo de Ising no campo transverso é obtido para v = =41,
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enquanto que v = 0 corresponde ao modelo XX no campo transverso [128-130].
O modelo XY sofre uma TFQ de segunda-ordem no ponto critico A\, = 1, que
separa as fases ferromagnética e paramagnética. Outra TFQ de segunda-ordem ¢é
observada para A > 1 no ponto critico 7, = 0 [128-131]. Esta transigao é obtida
variando o parametro v e separa duas fases ferromagnéticas: uma ordenada ao
longo da direcao = e outra ao longo da direcao y. Embora estas duas transi¢oes
possuam a mesma ordem, elas pertencem a distintas classes de universalidade

[128-131].

A transicao entre as fases paramagnética e ferromagnética pode ser ilustrada
através do modelo de Ising (y = 1) [88]. Para A — 0 o estado fundamental

serd [0) = [, |T);, onde [T), é o auto-estado do operador &;

7 com auto-valor

positivo. Como 1), = (]—=), + [<),)/V2, onde | =), e |<), sdo auto-estados de
67, tem-se que (0] 6767 |0) = d;;. Logo, os valores de 67 para sitios diferentes sdo
descorrelacionados. Entretanto, correcoes de ordem A tendem a alinhar os spins
proximos na direcao x, gerando correlacoes. No entanto, estas correlacoes sao de
curto alcance mesmo para valores grandes de A. Por outro lado, no limite oposto,
A > 1, o estado fundamental é duplamente degenerado, ou seja, os spins estao
alinhados em uma das duas direcoes de x: |— 0) =[], |—), ou [« 0) =[], |<),-
Conforme adicionamos um campo magnético na direcao transversa, alguns dos
spins serao invertidos. No entanto, como o Hamiltoniano (5.26) apresenta a
simetria Zy, a acao deste campo nao levara a uma quebra da degenerescéncia,
mesmo no limite termodinamico [89]. Portanto, os estados fundamentais nos
limites A > 1 e A — 0 possuem caracteristicas distintas, indicando que deve

haver uma transi¢ao de fase entre eles para algum valor de .

O Hamiltoniano (5.26) admite uma soluc¢ao exata no limite termodinamico
N — o0 [129; 130]. O ponto crucial para se determinar esta solucdo consiste em
mapear os graus de liberdade de spin 1/2 em férmions sem spin. Este procedi-
mento é conhecido como transformacao de Jordan-Wigner. Desta forma, uma
cadeia de spins com um spin 1/2 por sitio pode ser tratada como um sistema de
férmions sem spins transicionando entre os sitios, onde o spin para cima representa
um sitio ocupado e o spin para baixo um sitio desocupado. O hamiltoniano

resultante desta transformacao é diagonalizado através das transformadas de
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Fourier e Bogoliubov [129; 130]. Além da diagonalizacao do modelo XY, é possivel
obter também a magnetizacao e as fungoes de correlagao [129; 130]. No que segue
apresentamos o operador densidade reduzido p; ;, referente aos sitios 7 e j. Devido
a invariancia translacional, este operador densidade depende apenas da distancia
k = |j —i| entre os sitios, ou seja, p; ; = po . Portanto, o operador densidade po

para o modelo XY em equilibrio térmico é dado por [24]:

Lok + (%) (05 +07)+ Y (oGof)agop|,

a=T,Y,z

1
Pok = é_l

onde Iy ¢ a matriz identidade de dimensao 4 x 4. A magnetizacao transversa
(o7) = (0%) ¢

(0%) = — /Ow(l + A cos ¢) tanh (Swy) d¢ ) (5.27)

2wy

com wg = 1/ (yAsin )2 + (1 + Acos $)2/2. As fungdes de correlagio sio determi-

nadas pelas expressoes:

G, G, - G,
T _x Go G - G
(og0%) = : : N : : (5.28)
Gr—2 Gr-3 -+ G4
Gi1 Go G_jt2
G, Gy - G-
(oboty = | ‘ e (5.29)
Gr Gr G
(o507) = (07)" = GGy, (5.30)
com
Gr = [ tanh (6) cos (k) (1 + Acos )
¢ = | tanh(fuy)cos cos S
" : : d
— »y)\/o tanh(ﬁw@sm(k¢)sm¢2m}¢.

Tanto o EoF quanto a TQD sao capazes de detectar os pontos criticos
deste modelo para T" = 0K, como observado na Ref. [107]. Neste trabalho os

autores calcularam a TQD e o EoF para diferentes valores de k (a distancia
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entre dois spins), mostrando que a TQD é capaz de assinalar o ponto critico
inclusive para k = 3 e kK = 4, quando nem sempre € possivel utilizar o EoF para
detectar a TFQ. Os autores apresentaram também alguns resultados com relagao
ao comportamento das correlagoes quanticas para 7' > 0, mas nao analisaram o
papel destas quantidades na detec¢do dos pontos criticos. Nas Figuras (5.16) e
(5.17), sao apresentados os graficos da TQD e do EoF para primeiros e segundos
vizinhos, respectivamente, em funcao do parametro A, para k7" = 0.01,0.1,0.5
e v = 0,0.5,1.0. Primeiro, observe que a TQD ¢é mais robusta que o EoF com
respeito aos efeitos térmicos. Por exemplo, para kT = 0.5 o valor do EoF entre
primeiros vizinhos é zero ou muito préximo de zero para quase?? todos os valores
de v testados, enquanto que a TQD ¢é sempre diferente de zero. Para segundos
vizinhos a situacao é mais drastica, o EoF é sempre igual a zero para kT = 0.5.
Como discutido ao longo da Tese, este resultado mostra também a diferenca entre

os comportamentos do EoF e da TQD, principalmente para v = 0.5.

As TFQ apresentadas pelo modelo XY sao transicoes de segunda ordem,
logo o ponto critico em T" = 0K ¢ caracterizado por uma divergéncia ou des-
continuidade na primeira derivada da TQD ou do EoF [26; 98]. Ainda, se a
primeira derivada é descontinua, entao o ponto critico é detectado também por
uma divergéncia na segunda derivada. Dessa forma, podemos adotar a mesma
estratégia da secao anterior para investigar a habilidade das correlagoes quanticas
na detecgao dos pontos criticos do modelo XY no regime de temperaturas finitas.
Em outras palavras, se a primeira derivada da TQD/EoF é divergente em T =
0K, entao o ponto critico é obtido analisando os maximos/minimos locais da
TQD/EoF para T > 0; se a primeira derivada é divergente, entdo podemos
analisar os maximos/minimos locais da segunda derivada. Os resultados obtidos
através desta andlise estdo expostos na Figura (5.18), contendo os gréficos dos
pontos criticos estimados através da TDQ (quadrados pretos) e do EoF (circulos
vermelhos) para primeiros e segundos vizinhos em fungao de k7T para v = 0, 0.5,
e 1.0. Note que nesta figura estamos considerando apenas a TFQ obtida devido a

variacao do parametro A, ou seja, a transi¢ao que ocorre no ponto critico A\, = 1.

22Este comportamento foi observado para outros valores de v além daqueles apresentados na
Figura (5.16).
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FIGURA 5.16: (a)-(c) TQD e (d)-(f) EoF fungdo do pardmetro A para kT = 0.01 (linha
preta/sdlida), kT = 0.1 (linha vermelha/tracejada), e kT = 0.5 (linha azul/pontilhada) entre

primeiros vizinhos. Os valores de « estao indicados nos graficos.
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FIGURA 5.17: (a)-(c) TQD e (d)-(f) EoF funcao do parametro A para kT = 0.01 (linha
preta/sélida), kT' = 0.1 (linha vermelha/tracejada), e k" = 0.5 (linha azul/pontilhada) entre

segundos vizinhos. Os valores de y estao indicados nos graficos.
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FIGURA 5.18: Pontos criticos (PC) estimados através da TDQ (quadrados pretos) e do EoF
(circulos vermelhos) para (a)-(c) primeiros e (d)-(f) segundos vizinhos em funcao de kT para
v =10,0.5, e 1.0. A linha tracejada indica o valor correto do ponto critico, A, = 1. Utilizou-se os
seguintes valores de y: 0, 0.5, e 1.0 (indicados nos graficos). No painel (b), os valores dos pontos
criticos estimamos pela TQD e pelo EoF coincidem. Nos painéis (d) e (f) existem apenas dois

pontos estimados pelo EoF, pois para valores superiores de kT tem-se EoF(pg2) = 0.

Como constatado na Figura (5.18), quando comparada com o EoF, a
TQD apresenta-se como a melhor alternativa para estimar o ponto critico A\, = 1
para temperaturas finitas. Enquanto que paray = 0.5e vy = 0.1 a TQD calculada
para primeiros vizinhos fornece uma valor para A, apenas um pouco melhor do que
aquele obtido através do EoF, para v = 0 o resultado da TQD e significativamente
melhor. Além disso, note que para v = 0 o ponto critico pode ser estimado para
valores de temperatura superiores aqueles obtidos paray = 0.5 e~y = 1.0. Quando

olhamos para as correlacoes quanticas calculadas para segundo vizinhos, observa-
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se que a TQD continua sendo mais vantajosa do que o EoF. Em particular, para
v = 1 o EoF ¢é util apenas para temperaturas muito baixas, enquanto que a
TQD consegue uma estimativa relativamente boa para temperaturas maiores.
No entanto, segundo a secao anterior, para o modelo XXZ foi possivel estimar os
pontos criticos, com boa precisao, para temperaturas superiores aquelas utilizadas
na Fig. (5.18). A justificativa para esta diferenca nao foi obtida até entao, sendo
portanto uma questao importante a ser trabalhada futuramente. Uma possivel
diferenca poderia estar associada a ordem das TFQ. No caso do modelo XXZ
as transicoes sao de primeira ordem ou de ordem infinita no caso h = 0, por
exemplo, enquanto que a transicao do modelo XY em A, = 1 ¢é de segunda
ordem. Entretanto, o proximo resultado mostra que esta diferenga nao fornece,
aparentemente, uma justificativa. Como discutido acima, para A > 1 o modelo
XY exibe uma TFQ de segunda em ~. = 0. Para estudar o comportamento das
correlagoes quanticas neste caso, adotamos A = 1.5. Na Figura (5.19) encontram-
se os graficos da TQD e do EoF para primeiros e segundos vizinhos em func¢ao

do parametro v para diferentes valores de kT

Observa-se na Figura (5.19) que tanto a TQD quanto o EoF para primeiros
e segundos vizinhos atingem um méaximo no ponto critico 7. = 0. Além disso,
as caracteristicas do comportamento em 7' = 0K sao mantidas conforme a
temperatura aumenta. Note também que embora os comportamentos da TQD
e do EoF sejam similares, apenas a TQD apresenta um “bico” no ponto critico,
caracterizado por uma descontinuidade na sua primeira derivada. Como esperado,
perante as analises anteriores, a TQD continua sendo mais resistente aos efeitos
térmicos, estando apta a detectar o ponto critico 7. = 0 com grande precisao
mesmo com o desaparecimento do emaranhamento. Neste caso, assim como
constatado no modelo XXZ com h = 0, a descontinuidade da primeira derivada
da TQD esta associada a uma mudanca nos projetores que minimizam a entropia

condicional quantica (2.30).
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FIGURA 5.19: TDQ (painéis superiores) e do EoF (painéis inferiores) para (a)-(b) primeiros
e (¢)-(d) segundos vizinhos em funcdo do pardmetro v. Adotamos A = 1.5. Os valores de kT

utilizados (curvas ordenadas de cima para baixo) foram: 0.001, 0.1, 0.5, 1.0, e 2.0.
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5.5 Consideracoes Finais

Os resultados presentes neste Capitulo constituem o primeiro estudo
com o objetivo de investigar o comportamento das correlagoes quanticas (TQD
e EoF) e a sua relagdo com as transigdes de fase quanticas presentes em um
sistema fisico que encontra-se a temperatura finita. Para tanto, adotamos dois
modelos de spins conhecidos: o modelo XXZ e o modelo XY, ambos sujeitos
a acao de um campo externo. Segundo os resultados obtidos para estes mode-
los, a Discordia Quantica foi a grandeza que melhor estimou os pontos criticos
quanticos no regime de temperatura finita. E importante ressaltar que para
estimar os pontos criticos através das correlagoes quanticas nao foi necessario
conhecer o parametro de ordem associado a TFQ. Dessa forma, podemos utilizar
os valores da Discérdia Quantica obtidos a baixas temperaturas para estimar
um ponto critico em T = 0K. Portanto, como resultado final deste estudo,
acredito que conseguimos fornecer fortes indicios de que as correlagoes quanticas,
principalmente a Discordia Quantica, sao uma importante ferramenta no estudo

das transicoes de fase quanticas.



Capitulo 6

Termalizacao em Sistemas de

Spins Interagentes

Se colocarmos um copo de café quente em cima da mesa, a medida que
o tempo passa 0 copo comeca a esfriar até que a sua temperatura se iguala a
temperatura do ambiente a sua volta. Nao apenas o copo de café, mas distintos
sistemas fisicos & nossa volta sofrem este processo de termalizacao! - a evolucio
para o equilibrio térmico. Este fato cotidiano esconde um dos mais intrigantes
desafios da Fisica Tedrica: como deduzir o processo de termalizacao a partir das
leis bésicas da dinamica, cldssica ou quantica? Esta questao estd intimamente
ligada ao problema de relacionar uma dinamica microscopica reversivel com a
aparente natureza irreversivel dos fenomenos macroscopicos, o problema da seta
do tempo [132]. Outro problema de igual importancia refere-se a justificativa
das hipdteses da Mecanica Estatistica necessarias para a descrigao do equilibrio
Termodinamico. Em outras palavras, como justificar o uso dos ensembles de
equilibrio da Mecanica Estatistica? Apesar destas duas questoes terem sido
estudadas desde o desenvolvimento da Mecéanica Estatistica no século 19, os
mecanismos fisicos subjacentes a estas questoes ainda nao sao completamente

entendidos.

No ambito da Mecanica Estatistica Classica, evoca-se a hipdtese Ergodica

I Atualmente, mesmo quando um sistema fisico nio estd em contato com um reservatério
térmico, o processo que descreve a evolugao para o estado de equilibrio recebe o nome de
termalizacao [28; 32; 33].

106
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[36; 133; 134] para justificar o uso do ensemble micro-canonico na descrigao do
estado de equilibrio de um sistema isolado. Essa hipotese afirma que uma tra-
jetoria no espaco de fase do sistema tem acesso a todos os microestados possiveis
e que todos sdo igualmente acessados?. Para sistemas em equilibrio, assumir
essa hipdtese é equivalente a afirmar que todos os microestados sao igualmente
provéaveis (postulado de igual probabilidades). Em alguns casos a ergodicidade
¢ deduzida de primeiros principios. Um dos modelos mais interessantes onde a
ergodicidade é demonstrada consiste de um gas de N > 2 particulas® colidindo
elasticamente em uma caixa d-dimensional com condicoes de contorno periodicas
[135]. Embora a hip6tese Ergddica justifique o uso dos ensembles da Mecanica
Estatistica Cléssica na descricao do equilibrio, ela nao fornece uma condicao
suficiente para garantir a evolugao do sistema até o estado de equilibrio. Uma
propriedade necessaria para que tal evolucao ocorra chama-se mizing e refere-se ao
fato do volume do espaco de fases se distorcer durante a evolugao na tentativa de

acessar o maior nimero possivel de microestados. Para maiores detalhes consulte

a Ref. [132].

O uso do ensemble micro-canonico na Mecanica Estatistica Quantica
também pode ser justificado por meio do postulado de igual probabilidade [37].
Como no caso cléssico, a deducao do ensemble canonico de um sistema quantico
S segue da interagao deste com um reservatorio térmico R a temperatura T,
considerando o sistema composto S + R isolado. Devido ao isolamento de S + R
pode-se utilizar o postulado de igual probabilidade para mostrar que o estado de
equilibrio do sistema S serd descrito pelo ensemble canénico [27]. Em 2006, S.
Popescu et al. [136] sugeriram uma justificativa alternativa para os ensembles
da Mecanica Estatistica. Eles mostram que se o estado do sistema composto
S + R, sujeito a um vinculo V' (por exemplo, a conservagao de energia), for puro
|#), entdo o estado do subsistema S, p§ = Trg(|@) (¢]), serd descrito aproxi-
madamente pelo operador densidade Qg = Trr(psr), onde psg é o estado de
S+ R sujeito ao vinculo V' deduzido através do postulado de igual probabilidade.

Segundo os autores o resultado é valido para quase todo estado puro |¢), desde

2Isso quer dizer que a trajetéria permanecers o mesmo tempo em dois sub-conjuntos do espaco
de fase desde que eles tenham o mesmo volume [134].
3A particulas sdo representadas por esferas rigidas de mesmo raio e massas arbitrarias.
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que S e R estejam emaranhados [136]. Segundo a discussdo apresentada no
Capitulo 2, pode-se entender o papel do emaranhamento na deducao apresentada
em [136] da seguinte maneira: os postulados da Mecanica Estatistica dependem
da falta de conhecimento sobre o sistema que, do ponto de vista classico, é
atribuida ao observador. No caso quantico, mesmo que o estado do sistema
composto seja totalmente conhecido, representado por um estado puro, se houver
algum emaranhamento entre S e R, o estado do subsistema S serd uma mistura
estatistica. Como argumentado em [137], a falta de conhecimento na Mecanica
Classica possui um carater subjetivo enquanto que na Mecanica Quantica ela

adquire um carater objetivo.

Atualmente hd um interesse crescente no estudo do processo de termal-
izagao de sistemas quanticos [28-35; 138], motivado principalmente pelo recente
desenvolvimento experimental nas dreas de atomos frios [139], {fons aprisionados
[140], e qubits supercondutores [141]. Tais sistemas possuem um alto grau de con-
trole experimental e oferecem um excelente playground para investigar questoes
fundamentais ligadas a Mecanica Quantica e a estatistica de sistemas de muitos
corpos. Um exemplo intrigante neste contexto experimental foi apresentado por
T. Kinoshita et al. [138], onde verificou-se a auséncia de termalizagdo em um

condensado de Bose-Einstein aprisionado em um arranjo unidimensional.

A grande maioria dos trabalhos sobre a termalizacao de sistemas quanticos
se concentra no estudo de sistemas isolados. Embora no caso classico a termal-
izacao de sistemas isolados seja justificada através das caracteristicas nao-lineares
e cadticas da dinamica cldssica [132; 142], devido a natureza linear da dinamica
quantica uma abordagem analoga nao pode ser empregada. Apesar da auséncia
da dinamica cadtica sugerir que o comportamento quantico pudesse ser menos
“rico” do que o classico, a analise de alguns sistemas quanticos tem indicado o
contrario [28; 33], proporcionando diferentes maneiras de abordar o problema da
termalizagao. Por exemplo, na abordagem empregada por M. Rigol et al. [28]
a termalizacao é estudada através da analise dos valores médios dos observaveis
com relagao a funcao de onda do sistema global. Para uma dada condigao inicial
[9(0)) = >_;¢ild5), ¢j = (9;¥(0)), a fungdo de onda no tempo ¢ é dada por
(1)) = e~ [p(0)) = > cie Pt g;), onde Ej e |¢;) sdo, respectivamente, as
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autoenergias e autoestados do Hamiltoniano H. Segundo a Mecanica Quantica o

valor médio de um observavel O no tempo t é
(OW) = Wm0 () =3 depm B0, (6.1)

onde O;; = (1] O |¢;). Procedendo de maneira andloga ao caso cldssico, calcula-

se a média temporal de <O(t)>

<<O(t)>>t = lim ' <O(t)> dt =3l Ox (6.2)

0

Espera-se entao que essa média corresponda ao valor do observavel A estimado
pela Mecanica Estatistica?. Entretanto, segundo a Ref. [143], para sistemas
unidimensionais integraveis isso nem sempre acontece. Para estes sistemas exis-
tem outros vinculos além da energia, por exemplo os projetores P; = |¢;) (¢;],
e portanto o sistema nao relaxaria necessariamente para o ensemble de Gibbs
usual. Para o modelo estudado em [143] o estado de equilibrio é uma versao
generalizada do ensemble de Gibbs, definida como p, = exp (Zle )\jOj>, onde
{O;} é um conjunto de constantes de movimento independentes. Os coeficientes
A; sao multiplicadores de Lagrange determinados através da maximizacao da
entropia S = —kgpyInp,. O uso da maximizacao da entropia para determinar
o estado de equilibrio do sistema é baseado no fato da entropia de um sistema

termodinamico isolado ser maxima no equilibrio [27].

Por outro lado, no modelo nao-integravel estudado na Ref. [28], uma
rede bidimensional com cinco hard-core® bésons propagando no tempo, os autores
mostram que a média temporal (6.2) realmente concorda com os valores fornecidos

~

pelo ensemble micro-canonico <A> , Ou seja,
m

3 I 0i = <O>m (Ey) = NEIAE >0, (6.3)

onde Eyp =3, |c;|*E; é a energia média e N, ap é 0 nimero de autoestados com

energias no intervalo [Ey — AFE, Ey + AE], com (AE)? =37 |¢;|* (Ej — Ey)*. O

Wk

simbolo indica que a condigao |Ey — F;| < AE deve ser satisfeita. Embora o

4A igualdade presente na equacio (6.2) pode nao ser vélida se o espectro do Hamiltoniano for
degenerado.
5Bésons que ndo podem ocupar o mesmo estado quintico.
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lado direito da igualdade seja independente da condicao inicial, o lado esquerdo
carrega tal dependéncia nos coeficientes |c;|?. Uma maneira para justificar essa
independéncia do estado inicial parte da condi¢ao de que a distribuicao associada
a |¢|* é muito estreita, ie., (AE)? < Ep. Segundo [144] isso seria verdade
para estados macroscopicos fisicamente possiveis®, pois para tais estados terfamos
AFE o« N-Y2E,. O passo seguinte consiste em assumir a hipétese introduzida
por Deutsch e Srednicki [145; 146|, “The Eigenstate Thermalization Hypothesis”
(ETH). Tal hipdtese faz uso de duas suposigoes: 1) a varigao de O;; com relagao
ao estado é muito suave, com (Oz1511 — Oi) x eV, e 2) O;; < e para i # j.
Dessa forma O(E) seria uma func¢ao suave da energia E. Com isso, Oy seria
praticamente uma constante no intervalo [Ey — AE, Fy + AE], logo a igualdade
acima seria verdadeira no limite termodinamico N — oo. Como observado por M.

Rigol et al. [28], segundo ETH a termalizacao se daria no nivel dos autoestados,

ou seja,

(Wil Oy = (0) (B, (6.4

e portanto a dinamica nao “construiria” o estado de equilibrio, apenas o revelaria,
ou seja, o estado de equilibrio ja existe em ¢ = 0, mas é “escondido” pelas
coeréncias. Embora nao existam argumentos gerais a favor dessa hipdtese, é

possivel verificar a sua validade para alguns modelos, integraveis e nao-integraveis

[145-147).

Ainda no contexto de sistemas nao-integraveis, M. Banuls el al. [33]
abordaram o problema da termalizacao sobre outro ponto de vista. Eles estu-
daram a dinamica dos valores médios de observaveis locais e como estas médias
convergem para os valores estimados pelas Mecanica Estatistica. O estudo foi
baseado na analise numérica do modelo de Ising unidimensional com interacao de
primeiros vizinhos sujeito a dois campos externos, h, e h., descrito pelo seguinte

Hamiltoniano (nao-integravel se h, # 0 e h, # 0 [148]):

[:[:—ZO';-O';_,’_l—thO';?—hZZO';. (6.5)
J J J

6 Aqueles que poderiam ser preparados em um laboratério
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Para cada condigao inicial [1/(0)) associou-se uma temperatura 7', deter-
minada através da equacao:
Tr (H e >

Bo=—7—

onde = 1/kT e Ey é a energia do estado inicial. Porém, ao invés de calcular a
média de um observével local” O com relacio ao estado global evoluido [ (t)) =
e~ |1(0)), como feito acima, eles calcularam a média com relacio ao operador
densidade reduzido pg(t) = Trr(|1(t)) (¥(t)]) de um pequeno subsistema S do
sistema global® SR. O préximo passo foi comparar? este estado reduzido com
aquele obtido do ensemble de Gibbs pr = Trg (e‘B(EO)ﬁ) /Z. Distintos regimes
de termalizacao foi observado, dependendo da condicao inicial. Os autores de-
nominaram termaliza¢do forte quando pg(t) converge para pr, e termalizagdo
fraca quando (pg(t)) converge para pr, onde (ps(t)) é a média temporal [andloga
aeq. (6.2)]:
1 t
st) =175 | pstryin (6.6
t/2
usada para eliminar a influéncia inicial da dinamica. Para algumas condigoes
iniciais nenhum destes regimes foram observados durante o tempo de simulacao e
portanto nao se pode afirmar se havera algum tipo de convergéncia. Entretanto,
¢ importante notar que a convergéncia depende da condicao inicial, ou seja, nem
sempre os valores preditos pela dinamica microscopica estarao de acordo com as

previsoes da Mecanica Estatistica.

6.1 Termalizacao de Sistemas Abertos

O objetivo deste capitulo é investigar a dinamica de um sistema em con-

tato com um reservatério térmico a temperatura 7', tendo como foco principal o

"Um operador com suporte em um subespaco com dimensdo inferior a dimensdo do espaco de
Hilbert total.

8A cadeia de N spins é dividida em duas partes, uma com N; (sistema S) e outra com N — Ny
spins (sistema R), com N; < N. O operador densidade reduzido se refere a cadeia com Ny
spins.

9Para comparar os dois operadores densidade os autores usaram a medida de distancia definida
por d(p1,p2) = |lp1 — p2||0p, que coincide com o modulo do maior autovalor de p; — p2. Tem-se
p1 = p2 se, e somente se, d(p1,p2) = 0.
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processo de termalizacao - determinar se o estado estacionario do sistema coincide
com o ensemble de Gibbs. A motivacao inicial surgiu com o estudo da relagao
entre as correlagoes quanticas e as transicoes de fase quanticas, desenvolvido no
capitulo anterior. Naquela ocasiao foi necessario assumir que o sistema estava
em equilibrio com um reservatério térmico a temperatura 7' e, além disso, que o

estado de equilibrio do sistema era descrito pelo ensemble de Gibbs:

e‘ﬁH
Pr = 7 (67)

onde Z é a funcao de particao. Porém, diferente do que se discutiu até aqui,
a nossa abordagem serd baseada na teoria de sistema quanticos abertos [13],
introduzida no Capitulo 3, quando estudamos a influéncia dos efeitos do meio-
ambiente na dinamica das correlacoes quanticas. Vamos relembrar agora as ideias

centrais desta teoria e como elas se aplicam ao estudo da termalizagao.

Dado um sistema fisico S, cujo espaco de Hilbert é Hg, desejamos de-
terminar qual a equagdo de movimento do estado deste sistema, p(t), quando S
interage com um reservatério térmico’® R, associado ao espaco de Hilbert Hp.

Nosso ponto de partida é o Hamiltoniano:
H=Hgs+ Hgr + Hgp, (6.8)

onde Hg e Hp sao, respectivamente, os Hamiltonianos do sistema e do reser-
vatorio, enquanto que Hgpr descreve a interacao entre o sistema e o reservatorio.
Até o momento, a dinamica de sistemas abertos foi empregada apenas no trata-
mento de sistemas nao-interagentes. Entretanto, como estamos interessados em
investigar quando a Mecanica Estatistica pode ser empregada e, principalmente,
quando os resultados do capitulo anterior fornecem uma descricao correta da fisica

dos modelos de spins, a andlise de sistemas interagentes faz-se imprescindivel.

Na Figura (6.1) sao apresentados dois possiveis cendrios neste contexto
de sistemas abertos interagentes. Um sistema unidimensional S é dividido em
subsistemas S; com interacao de primeiros vizinhos, onde cada subsistema inter-

age com um reservatério térmico (Fig. (6.1a)). Neste caso os reservatérios sao

0Relembre que, como R é um reservatério, se dg e dp sdo as dimensoes de Hg e Hg,
respectivamente, entao dg < dg.
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independentes, isto é, o operador densidade pertencente a Hr tem a forma pp, ®
PR, ® ... ®pry € Hpr, onde pr; € 0 estado do reservatorio que interage com o sub-
sistema j. A temperatura de cada reservatério nao precisa ser necessariamente a
mesma. Isso abre a possibilidade de usar essa modelagem no estudo de fenomenos
de transporte como, por exemplo, o transporte de calor [149; 150]. Em alguns
trabalhos isso é feito assumindo que o primeiro e o ultimo subsistema da cadeia
estao em contato com reservatérios a temperaturas distintas, enquanto os demais
subsistemas nao interagem com nenhum reservatorio, formando um gradiente de
temperatura [149]. Como o nosso interesse repousa no problema da termalizacao,
¢é necessario que todos os reservatorios estejam a mesma temperatura. Neste caso,
outra possibilidade é assumir que todos os subsistemas interajam com o mesmo

reservatorio térmico a temperatura 7', como ilustrado na Fig. (6.1b).

((a) (b) A

T T T

Reservoir Reservoir Reservoir Reservoir

00

- i j Sz
< J

-
5
—
-
-

FIGURA 6.1: O sistema S ¢ dividido em subsistemas S; cuja interagao entre eles ¢ mediada
pelo pardametro J. (a) Cada subsistema interage com um reservatério térmico a temperatura
T onde os reservatérios sdo independentes. (b) Todos os subsistemas interagem com o mesmo

reservatorio.

Assumindo que o sistema global Hg ® Hp ¢é isolado, pode-se utilizar
a equagao de Liouville-von Neumann para descrever a dinamica do operador

densidade total psg € Hs ® Hg:

dpsr
dt

— i [H pSR] . (6.9)

Como estamos interessados na dinamica do sistema .S, precisamos encontrar uma

equagao de movimento para o operador densidade reduzido p(t), que descreve o
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estado do sistema S. Este operador densidade é obtido mediante o traco parcial
do operador densidade total pgr com relagao as variaveis do reservatério, p(t) =
Trr (psr(t)). Conforme a deducao apresentada no Apéndice B, a equagao de
movimento para o operador densidade p(t) no regime de acoplamento fraco'! ¢
dada pela equacao mestra:

Lplt) = olt) = —i [fs,p] + £(o), (6.10)

onde o primeiro termo do lado direito da igualdade da conta da dinamica unitaria

(reversivel) do sistema, enquanto que o segundo termo:

L) = D (0 [24,0p()A0) ~ { A}(0)4;(0). (1)} (6.11)

S ) A AL — (A d 0]

j—l w>0

b3 ) A0 - {A A0}

7j=1 w>0

é responsavel pela dinamica ndo-unitaria (irreversivel) oriunda da intera¢do com o
reservatério térmico. O parametro Ny representa o nimero de reservatorios. Por
exemplo, nos exemplos da Figura (6.1) tem-se que (a) Ng é igual ao nimero de
subsistemas de S ou (b) Nz = 1. Os operadores A;(w) sio definidos da seguinte

forma:

Ajw) = Y TH(e)ATI(), (6.12)

€ —e=w

onde ¢ denota uma dada autoenergia do Hamiltoniano Hg e II(¢) o projetor
iad t do pel toestad iad 12 iad
associado ao autoespago gerado pelos autoestados associados a €~ associado a e.
A frequéncia w refere-se ao gap de energia entre os niveis de energia ¢ e e. O
operador hermitiano A; atua sobre Hg e descreve a interagao com o reservatorio

através do Hamiltoniano de interacao:

Ngr
FISR:ZA]'@R]': (613)
j=1

Este acoplamento se refere ao acoplamento entre o sistema S e o reservatério R
2E fundamental supor que o espectro de Hg seja discreto.
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onde }A%j ¢ um operador hermitiano atuando sobre Hg. Note que flj (w) é con-
struido a partir dos autoestados de Ifls, que dependem da interacao entre os

subsistemas.

A questao central a ser investigada neste capitulo diz respeito aos estados
estacionérios da equagao mestra (6.10), ou seja, os operadores densidade pgs que

satisfazem a condigao:
Lipss = 0. (6.14)

Como demonstrado na se¢ao B3 do Apéndice B o estado térmico pr = e—PHs /Z
sempre satisfaz esta condicao para qualquer Aj. Em outras palavras, o estado
térmico é um estado estacionario da equacao mestra (6.10), embora ele nao seja
necessariamente o tunico estado estacionario. Tendo em vista essa observagao,
note também que se p; e py sdo estados estaciondrios da equagao (6.10), entao
a combinagao convexa destes estados, Ap; + (1 — A)ps, também serd um estado
estaciondrio'®. Neste caso o parametro \ é determinado pelas condicdes iniciais.
Dessa forma, afirmar que um sistema termaliza é equivalente a afirmar que a
equagao mestra (6.10) possui um unico estado estaciondrio pss, pois como o estado
térmico é necessariamente um estado estaciondrio, a unicidade assegura que pss =
pr. Recentemente, A. Rivas e S. Huelga [74] demonstraram um teorema que
estabelece uma condi¢ao necesséria e suficiente para que a equagao mestra (6.10)

tenha um unico estado estacionério:

Teorema 6.1 A equagdo mestra (6.10) possui um unico estado estaciondrio se,
e somente se, o autovalor zero do superoperador L; for nao-degenerado e se a

parte real dos demais autovalores for negativa.

Este Teorema pode ser entendido da seguinte maneira: sejam \; os
autovalores do superoperador L. Cada autovalor pode ter associado a ele um
ou mais operadores p; satisfazendo a equacao de autovalor ﬁtpj = Ajp;. Todo
operador densidade pode ser expresso como uma combinagao linear dos p;, logo,
se p(0) é uma condigao inicial da equagdo mestra (6.10) entao p(0) = >_,c;p;.

Usando isso pode-se escrever a solu¢ao formal da equagao (6.10) em termos de

13Para ver isso observe que ﬁt(Apl +(1=XN)p2) = )\ﬁtpl +(1- A)ﬁtpg =0
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E
Lip(t) = —p(t) = p(t) = p(0),

plt) = Y eetp;,
J

plt) = D ey,
J

Decompondo A; em termos das suas componentes imaginaria e real, A\; = )\f+i)\§ ,

podemos reescrever p(t) como:

Vi R
p(t) = g cjpieitelt, (6.15)
J

Portanto, os termos do somatéria acima se anularao assintoticamente!* (t — oo)
sempre que )\f < 0, restando assim apenas os termos com )\f‘ = 0, que podem
. . i .
oscilar no tempo devido ao fator ei’. Logo, para que se tenha uma solucio
estacionaria, sempre que /\f = 0 deve-se ter também /\]I- = 0, ou seja, A\; = 0.

Como dito acima, para evitar que a solucao estacionaria dependa da condicao

inicial € necessario que A; = 0 nao seja degenerado.

Para investigar a termalizacao no contexto de sistemas abertos vamos
utilizar dois modelos introduzidos no Capitulo 5: o modelo de Ising e o modelo
XXZ. Ambos modelos descrevem uma cadeia de spins-1/2 unidimensional e sao

obtidos através do Hamiltoniano:

N-1 N
7 5L 5% AY A ~Z Az 1 ~T ~z
Hg = Z (Jxaj 67+ Jyoiod, + Aajajﬂ) ~3 Z (hxaj + hzaj) , (6.16)
Jj=1 =1

J
onde h, e h, sao campos externos atuando nas direcoes x e z. O reservatorio
térmico é modelado através de um conjunto infinito de osciladores harmonicos
[13], uma descrigao que tem se mostrado satisfatéria tanto no dominio de ()ptica
Quantica [13; 151] quanto da Matéria Condensada [152; 153]. Portanto, se ZA)L éo
operador que descreve a criagao de um quanta de energia hw;, no modo bosonico
k, entdo o Hamiltoniano Hp que descreve o conjunto de osciladores harmonicos

quanticos é dado por [13]:
Ngr

Nr
f{R = Z Zu)kji)};j[;kj = Zﬁé, (617)
1 k j=1

j=

14Como estamos considerando o regime de acoplamento fraco, tem-se que “t — oo” representa
um valor de t tal que % Lt K g%. Para t > 4 os efeitos de segundo ordem com relacdo g
devem ser considerados, ou seja, a equagao mestra pode nao fornecer uma descricdo adequada
da dinamica do sistema.
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onde H }{ descreve o j-ésimo reservatorio (assumimos & = 1). Neste ponto estamos
considerando que cada spin esta acoplado a um reservatério térmico. No caso em
que todos os spins interagem com o mesmo reservatério, a somatéria em j deve
ser desconsiderada. A interagao do sistema S com o reservatério R é modelada

da seguinte forma:
N
Hgp = ZA] ngj (b;rw + bm) , (618)
j=1 k

onde A]‘ = Aj (6;”,&?,6;) e grj ¢ o parametro que define o acoplamento entre
0 j-ésimo spin e o modo k do j-ésimo oscilador. No que segue vamos adotar
/1]- = 07 Isso nos permite descrever uma troca de energia entre os reservatorios
térmicos e as cadeias de spins, descritas pelo Hamiltoniano Hg, tendo em vista

que Hg, [65] # 0 [13; 153]. Portanto, o Hamiltoniano que descreve o sistema e o

reservatério térmico pode ser escrito como:

Ngr N
= s+ wnblybeg + 355> g (B, + b ) (6.19)
=1 k J=1 k

No caso de reservatérios térmicos mostramos no Apéndice B que v;(w) e vj(—w)
sdo fungbes da densidade espectral do reservatoério fj(w) e do nimero médio de

excitagoes com energia fuw, N(w):

(W) = fi(w) 1+ NWw)) e 7(-w) = f(w)N(w), (6.20)

-1 N

onde N(w) = (™ —1)"" com 3 = 1/kT. Note que a dependéncia com a
temperatura aparece apenas no nimero médio de excitagoes N(w). A partir
de agora vamos assumir que todos os reservatorios sejam descritos pela mesma

densidade espectral f;(w) = f(w), para todo j.

6.1.1 Modelo de Ising

O Hamiltoniano do modelo de Ising H; sujeito a campos externos nas

diregoes x e z é obtido a partir de Hg fazendo J, = Jy = 0:

) N-1 1 N
Hy =AY 65650 — 5 ) (hatf + h:67) (6.21)
i=1 =1
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Inicialmente vamos nos restringir ao estudo de dois spins interagentes
(N = 2) acoplados a dois reservatérios térmicos (Np = 2) com a mesma tem-
peratura T'. Posteriormente abordaremos o caso Np = 1 (reservatério comum)
e apresentaremos alguns resultados relativos a N arbitrario. O primeiro passo
para analisar o caso N = 2 é achar uma expressao analitica para a equacgao
mestra (6.10) em termos dos autoestados do Hamiltoniano (6.21), utilizados na
construcao dos operadores Aj(w). Observe que o somatdério com relacao a w na
equagao (6.11) envolve apenas frequéncias positivas, uma condigao que dificulta
muito o cdlculo da equagao mestra (6.10) dado um Hamiltoniano qualquer, tanto
analiticamente quanto numericamente. Felizmente nés conseguimos desenvolver
um algoritmo em Matlab que permite obter e resolver a equagao mestra dado um
Hamiltoniano qualquer e a forma da interacao entre o sistema e o reservatorio,

definida pelos operadores flj.

No entanto, como é comum nos problemas computacionais envolvendo a
Mecanica Quantica, a eficiéncia do algoritmo depende fortemente da dimensao
do espaco de Hilbert do sistema!®, denotada por M. A primeira dificuldade surge
quando se tenta calcular os operadores flj (w), que dependem da diagonalizagao
do Hamiltoniano do sistema, i.e., a diagonalizacao de uma matriz M x M. Mesmo
quando tal diagonalizacao é viavel, surge um segundo problema, a diagonalizagao
do superoperador ﬁt, cuja representacao matricial possui dimensao M? x M?2.
Alguns dos problemas tratados neste capitulo serao resolvidos analiticamente,

quando isso nao for possivel faremos uso de métodos numéricos.

6.1.1.1 Caso N =2 com Np arbitrario

Antes de abordar o caso h, # 0 e h, # 0 vamos discutir o que acontece
quando h, = h, = 0. Nesta situagao é possivel mostrar que existe uma constante
de movimento'® associada ao Hamiltoniano total (6.19) com Hs = H;. Esta
constante de movimento é definida pelo operador ¢{5. Para verificar isso note

que [6%6%,]:[53} = 0, pois [6{”65,6}”} = (0 para todo j, logo [6{&%,]:1] =

15Para um sistema de N spins-1/2 tem-se que M = N2.
6Um operador que comuta com o Hamiltoniano que descreve o sistema.
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[&f&%, H g] Por outro lado,

AT AT T AT AT AZAZ
[01027}]5} = A|[6{03,0105]

_ AZAX [AX AZ ~AX AZ| AT AZ

= Ad6io7 [03,03] + Aoy, 61] 6363 (6.22)
= —2iAoi676Y — 2iAc55507

= 2A6Y6Y — 2A676%

= 0.

Logo, [6“{’"&%, H } = 0, mostrando que o7{03 é uma constante de movimento.
Portanto, neste caso nao havera termalizacao, pois dadas duas condigoes iniciais
p1(0) e p2(0), com'™ (636%), # (6765),, o sistema evoluird para dois estados esta-
ciondrios distintos, desde que a quantidade (676%) deve ser conservada durante a
evolugao. Note que isso acontece independente do niimero de reservatorios e dos

estados dos mesmos, isto é, independente da temperatura do reservatorio.

Vamos analisar agora a influéncia dos campos externos h, e h.. O argu-
mento anterior continua verdadeiro para h, = 0 e h, # 0, pois |6763, h, Z;VZI 0| =
0. Isso ja era esperado tendo em vista que 6765 comuta com o Hamiltoniano de
interagao sistema-reservatorio Hgp = Zjvzl 0; ® ]:2]-, definido em termos de &7.
Por outro lado, a presenca de um campo na dire¢ao z com intensidade arbitréaria
invalida esse argumento, tendo em vista que [6f&§ , &ﬂ # 0. A inexisténcia de

uma constante de movimento para h, # 0 e h, # 0 nao serd um surpresa tendo

em vista que neste caso o modelo de Ising é nao-integravel [148].

6.1.1.2 Reservatodrios Térmicos Independentes: N = N = 2

Impondo as condicoes N = 2, Np = 2 e h, = 0 a diagonalizacao do

Hamiltoniano (6.21) resulta nas autoenergias e autoestados apresentados abaixo:

a=-A  com [T) e [IT),
e =A—h, com T, (6.23)
€5 =A+h, com 111D,
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com h, > 0. Para 2A > h, vale a relagao €; < €5 < €3 e o estado fundamental
é degenerado, enquanto que para 2A < h, tem-se €5 < €; < €3 e 0 primeiro
estado excitado torna-se degenerado. Como os operadores flj (w) dependem do
ordenamento do espectro de energia, a equacao mestra que governa a dinamica
do sistema para 2A > h, é diferente daquela obtida para 2A < h.. Ainda, para
o caso 2A = h, teremos uma terceira equacao mestra, pois o sistema terd um

estado fundamental triplamente degenerado.
Equacao Mestra para h, < 2A:

Agora, vamos voltar a nossa atencao para o caso h, < 2A. Os autoesta-

dos (6.23) definem uma base para o espago de Hilbert dos dois spins:

{1 =110,12) =11, 13) =111, 14) = L1} - (6.24)

Nesta base os operadores A; assumem a seguinte forma matricial:

0 001 0010

. 0010 . 0001

A1 = (§ AQ = (625)
0100 1 000
1 000 0100

Como €; < €5 < €3, nao € dificil ver que as tnicas frequéncias positivas sao:
wig=2A—h, , wig=2A+h, , we=2h,,

com w;; = €; —¢;. Usando a definicdo (6.12) e a representacao matricial dos

operadores A; acima, podemos determinar os operadores A;(w):

A~

Alwi) = 203 . Aiwin) =114 Ai(wa) =0,

~

Ag(wi) = 1) B As(wis) =12) (4],  As(ws) =0.

A

Além disso, tem-se que A;(0) = 0. Substituindo esses operadores na equacao
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(6.10) chegamos & seguinte equacao mestra para o modelo de Ising com h, < 2A:
Lop(t) = —i [ﬁr], ,0]

Y(wi2) (212) 3] p13) (2] = I3) Bl p — p13) (3])

wi2) (23) (2 p|2) (3] = 12) 2| p — p12) (2])

Y(wis) (2[1) (4] p|4) (1] = |4) (4] p — p[4) (4])

wiz) (2[4) (1| p[1) (4] = [1) ([ p = p[1) (1)) (6.26)

(
(=
(
(-
Y(wiz) (211) (3] p13) (1] = 13) (3] p — p3) (3])
(-
(
(=

o~

wiz) (213) (L[ p[1) 3] = 1) (1] p = p|1) (1))
v(wis) (212) (4] p[4) (2 = [4) (4] p = p[4) (4])

wig) (214) (2 p[2) (4] = 12) 2 p = p[2) (2]) -

g

+ O+ o+ o+ o+ o+ o+

~

Na secao B6 do Apéndice B nés discutimos como obter uma representacao
matricial do superoperador L. Através da escolha adequada de base podemos
escrever o superoperador L; na forma de uma matriz bloco-diagonal de dimensao

16 x 16:

R D 0
i 12x12 | (6.27)
0 Mixa 16x16
onde Dioxio = diag(Ay, ..., A12) é uma matriz diagonal com:
M= —2y(-wiz) — 2y(—wis),

Ao = iwig — 2y(wi2) — 2v(~wi3),

A3 = dwiz — 2y(wiz) — v(~wiz) — v(—wi2),
AL = dwip — 2y wlz) -7 —wlz) - 7(—6013),
)

)

(

(
As = dwiz — 29(wis

(

Ae = idwag — 2y(wia2) — y(wi3),

A= =2y(—wiz) — 29(—wis),

Ag = —iwig — 27(wiz) — 27(~wi3),

Ao = —iwiz — 2y(wiz) — Y(—wiz) — y(—wi2),
Ao = —iwrg — 2y(wi2) — y(—wiz) — y(—w13),
Al = —iwig — 27(0013) 7( w13) - 7(—@012),
A2 = —iwgz — 27(0012) ’Y<W13>7



6. Termalizacao em Sistemas de Spins Interagentes 122

enquanto que a matriz Myy4 é dada por:

—y(~wiz) — Y(~wi3) 0 Y(wiz2) v(wi3)
Mo 0 —y(—wi2) = v(~wiz)  Y(wi2)  Y(wis)
Y(—wiz) Y(—wiz) —27(w12) 0
7(—0113) 7(—w13) 0 —27(0013)

Para verificar qual a influéncia do campo externo h, < 2A na termal-
izagdo do modelo de Ising vamos aplicar o Teorema (6.1). Para tanto, o primeiro
passo ¢ diagonalizar o superoperador ﬁt, ou seja, diagonalizar as matrizes Diox12
e Myyy. A matriz Disy2 ja se encontra na forma diagonal e como (d+w) > 0,
a parte real dos autovalores é sempre Re();) < 0. Como f(w) > 0 para todo w,
tem-se que Re(\;) < 0 para T > 0. Para ver isso note que segundo (6.20) a fungao
v(w) > 0 paraT > 0, enquanto que y(—w) > 0 apenas para T' > 0, pois no regime
de temperatura nula y(—w) = 0, tendo em vista que N(w) — 0 para T — 0.
Portanto, como os autovalores A\ = A7 = 0 para T' = 0K, segundo o Teorema
(6.1) o sistema ndo ird termalizar, pois o autovalor nulo é degenerado. Para o
caso T' > 0 tem-se Re();) < 0 e portanto precisamos calcular os autovalores de

My4 para determinar se havera ou nao termalizacao. Os autovalores de My, 4

sa0:
Az = 0,
Ay = —2y(-wiz) — 2y(—w3),
Ais = n+a,
Mg = n—
com
n = —2y(wi2) — 2y(wis) — y(—wi2) — 7(—wi3),
a = V(v(wi2) +7(wis))? + 4(v(wis) — ¥(—wi2))? + ¢,
onde

¢ = 4[y(wi2) = y(—wi3)) (Y (—wi2) — y(wi3)]

Para T' > 0 temos A4, A5, Mg < 0 e A3 = 0, ou seja, o autovalor nulo

nao é degenerado e Re();) < 0 para todo j # 13. Sempre haverd pelo menos
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um autovalor nulo, pois o estado térmico sempre serd um estado estacionario do
sistema. Isso mostra que a aplicacao de um campo externo na dire¢cao z garante
a termalizacao do sistema para 7" > 0. J& no caso T' = 0K o autovalor nulo sera

degenerado Ay = A7 = A3 = A4 = 0, inviabilizando a termalizacao do sistema.

Embora a termalizacao sempre ocorra para T > 0, é importante determi-
nar o tempo necessario para a termalizacao do sistema 7 e, principalmente, qual
a dependéncia com a temperatura. Segundo a equagao (6.15), a solugao formal

da equacao mestra para o modelo de Ising pode ser expressa como:

p(t) = Nopm | c13p13 + Z ¢jpie" + Z cipie |, (6.28)

j=1,7,14 j#1,7,13,14

onde N, é o fator de normalizacdo. Para T > 0 temos que p(t) — ci3p13
quando ¢t — oco. Entretanto, conforme T" — 0 os autovalores Aq, A7 e A4 também
tendem a zero, enquanto os demais autovalores permanecem diferentes de zero,
i.e., a degenerescéncia do autovalor nulo surge destes autovalores a medida que T'
diminui. Isso nos permite definir um tempo caracteristico da dinamica do sistema
denominado tempo de termalizagao'® como 7 = 1/|\,|, onde |\,,| é médulo da
parte real do autovalor de £; que estiver mais préximo de zero. Como Re();) <
0 o autovalor \,, serd aquele que estiver mais préximo de zero. No caso dos
autovalores acima note que A\ = A7 = A4 tendem a zero conforme T se aproxima
de zero. Em um regime de baixas temperaturas estes autovalores serao muito
pequenos tornando a evolugao até o estado estaciondrio muito lenta. Portanto, o

tempo de termalizacao associado a equacgao mestra acima serd dado por:

= A = 2y(~wi2) + 2y(~w13),

_ 2( f(wi2) n fwis) ))’ (6.29)

Ny

eUJlQ/kT _ 1 ew13/kT _ 1

onde usamos a equagao (6.20). Definimos o regime de altas temperaturas como

w/kT' 21 e o tempo de termalizacio

aquele em que kT > wi9,wi3. Neste regime e
serd muito rapido, 7 < 1. Como wys = 2A — h, (gap entre o estado fundamental
e o primeiro estado excitado) e wis = 2A + h, (gap entre o estado fundamental

e o estado |]])) tornam-se maiores conforme h aumenta, a temperatura exigida

18Como estamos usando Hamiltonianos adimensionais o tempo de termalizacio também serd
adimensional.
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para garantir a termalizacao do sistema também aumenta. Porém, esse aumento
de h, nao pode ser arbitrario tendo em vista que a condicao h, < 2A deve ser
respeitada. No limite oposto, denominado regime de baizas temperaturas, quando

w/kT

kT < wya,w13, pode-se fazer a aproximacao e > 1. Neste caso, o tempo de

termalizacao é aproximadamente:

~ (f(cm) ACIE) )) ’ (6.30)

6W12/kT ewlg/kT

L

T

usando W12 = 2A — hz € Wiz = 2A + hz,

2€2A/kT

~ . 6.31
T Fwi2)en=/FT + f(wyz)e h=/FT ( )

Podemos avangar essa analise assumindo k7' — 0, neste cenario o tempo de

termalizagao ird divergir, como demonstrado pela seguinte expressao:

2 w12

T R ———€kl

flw) 7

que depende do gap entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado wys.

(6.32)

Portanto, embora o sistema sempre alcance o estado de equilibrio para 7" > 0,
o tempo para atingir tal estado pode ser muito longo. Isso tem implicagoes
interessantes no que se refere aos estudos do capitulo anterior, pois o estudo de

transicoes de fase quanticas necessita de um regime de baixas temperaturas.

O tempo de termalizagao refere-se ao tempo necessario para o sistema
atingir o estado estacionario independente da condicao inicial. Entretanto, para
algumas condigoes iniciais, o sistema pode atingir o estado estaciondrio para
algum ¢t < 7. Para entender este ponto observe a equagao (6.28). Os coefi-
cientes ¢; sao determinados a partir da condigao inicial p(0) = ) ; Cipj, logo se a
componente p; associada ao autovalor )\, que define 7, nao estiver presente na
condigao inicial (¢, = 0), entao a dinamica serd determinada por outro autovalor
Ai, cuja componente real satisfaz [Re(Ag)| < |Re()\;)|. Dessa forma, para algumas
condicoes iniciais o estado estacionario pode ser atingido para valores de ¢ tais

que 7 >t > 1/|Re(\)].

Para investigar a dinamica do sistema em 7" = 0K vamos determinar
o operador densidade do sistema p(t) na base (6.24). Nesta base as populagoes

do operador densidade, p;;(t) = (i|p(t)]i), com i = 1,...,4, s@o calculadas
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resolvendo o seguinte sistema de equacoes diferenciais acopladas!®:

/71,1 0 0 f(wu) f(wls) P1,1

) 0 0 w w

P22 _9 f( 12) f( 13) P2,2 , (6.33)
P33 0 0 —2f(w2) 0 03,3

P4 0 0 0 —2f(w13) P44

cuja solucao ¢é apresentada abaixo:

1 1

p1,1<t) = pu1 (O) + 5 (1 . €f4f(w12)t) 10373(()) + 5 (1 N 674f(w13)t) p4’4<0)’
1 1

p22(t) = p22(0) + 3 (1 — e M2 py(0) + B

pss(t) = 6_4f(w12)tp3,3(0)7

pra(t) = e My (0).

A dinamica das coeréncias é obtida através dos autovalores da matriz
Disx12. Como discutido acima, com excegao dos autovalores A; e A7, todos os
demais autovalores possuem parte real negativa. Como A; = A; = 0 no regime
de temperatura nula e p(t);2 = A\ip12(t), as coeréncias permanecem constantes

durante a evolucao do sistema:
p12(t) = p12(0) e p21(t) = p2,:1(0).

Dessa forma, os elementos do operador densidade p(t) que podem con-

tribuir no regime assintoético sao:

1

pra(t —o0) = p1a(0) + 5 (p3,3(0) + pa.4(0)),
praft = 00) = p2a(0) + 5 (psa(0) + pra(0)). (6:34)

pra(t = 00) = p1(0).

Com isso mostra-se que a dinamica tende a popular apenas os dois estados
fundamentais do Hamiltoniano, |1) e |2), conforme o sistema se aproxima do
regime estacionario. Além disso, note que o estado estacionario depende das
condigoes inicias, inclusive das populacoes iniciais dos estados excitados |3) e

|4). Para comparar este estado estaciondrio com aquele previsto pelo ensemble

19Para maiores detalhes consultar o Apéndice B.
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de Gibbs vamos calcular o limite da equacao (6.7) para T — 0. A fungao de

particao ¢ dada pela seguinte expressao:

7 = Tre™” ZTr( ﬁH\ |>
T (D) 1]+ [2) 20) 4 P [3) 3]+ ey )

— ¢ Pa (2 + e Plea—e1) + 6—5(63—61)) )

Logo,

e P ((|1) (1] + |2) (2]) + e P27 [3) (3] + el |3) (3])
pr = A
1)