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Resumo

Nesta tese nós estudamos alguns aspectos dos processos de relaxação e de decoerência utilizando
as álgebras deformadas do oscilador harmônico, particularmente a álgebra deformada general-
izada (GDA álgebra) e álgebra tipo Kerr. Para este estudo consideramos duas situações: (a)
O sistema de interesse é descrito como um oscilador harmônico quântico não-linear interagindo
com ummeio dissipativo (reservatório térmico), e (b) O sistema de interesse (oscilador harmôni-
co quântico sem deformação) interage com um reservatório térmico descrito por um conjunto
de osciladores harmônicos quânticos não-lineares. Resultado interessante foi encontrado para
as duas situações estudadas, onde observamos que a equação mestra e as expressões obtidas,
mostram forte dependência da não-linearidade introduzida pela álgebra deformada. Para o caso
(b) as equações obtidas possuem forma idêntica as equações sem deformação, mas apresentam
novos coeficientes não-lineares ainda não obtidos na literatura. A influência da não-linearidade
do reservatório é observada nos coeficientes encontrados. Também estudamos o fenômeno da
decoerência considerando o reservatório térmico não-linear e o reservatório comprimido não-
linear. Obtemos a equação mestra que rege a dinâmica do sistema e estimamos o tempo de
decoerência, onde obtemos um resultado importante. Para o tempo de decoerência observamos
um crescimento do tempo a medida que os parâmetros de não-lineridade da álgebra crescem,
mostrando que não-linearidade contida no reservatório age de maneira significativa sobre o
tempo de decoerência do sistema.



Abstract

On this thesis some aspects of relaxation processes and decoherence processes using deformed
algebras of the harmonic oscillator, particularly the generalized deformed algebra (GDA al-
gebra) and Kerr algebra were studied.Two situations were considered for this study: a) The
system of interest is described as a non-linear harmonic oscillator interacting with a dissipative
environment (thermal reservoir), b) the system of interest ( non deformed harmonic oscillator)
interacts with a thermal reservoir described by a group of nonlinear quantum harmonic oscilla-
tors. An interesting result was found for the two situations , where we notice that the master
equation and the expressions found, show the strong dependence of the nonlinearity introduced
by the deformed algebra. On case (b) the obtained equations have a form identical to the
nondeformed equations, but show new nonlinear coefficients not obtained in the reading.The
influence of the reservoirs’ nonlinearity is noticed in the coefficients found. The phenomenon of
decoherence, considered the thermal nonlinear reservoir and the compressed air reservoir that
were studied. The master equation that rules the dynamics of the system and an estimated a
time of decoherence were obtained , along with important results. It was observed that when
there is an increase on the deformed parameter there is also an increase on the decoherence
time, showing the nonlinearity contained in the reservoir acts in a significant way over the time
of decoherence of the system.
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Capítulo 1

Introdução

Processos de relaxação são de fundamental interesse em várias áreas da física como em

sistemas fora do equilíbrio e óptica (1). Nos processos de relaxação o sistema, que está

inicialmente num estado de equilíbrio, dissipa sua energia até alcançar outro estado de

equilíbrio ou estacionário ditado pelas condições externas. Como exemplo, podemos citar

particularmente um sistema formado por um átomo de dois níveis interagindo com um

modo de radiação eletromagnética em uma cavidade (2): neste caso o estado de equilíbrio

inicial do átomo dissipa sua energia devido as condições externas impostas pelo modo

do campo eletromagnético na cavidade. Vários modelos foram apresentados tentando

explicar estes processos. O modelo mais simples para explicar processos de relaxação e as

propriedades de absorção e dispersão de radiação por um material é o modelo de Drude-

Lorentz (3). Neste modelo os elétrons localizados nos átomos do material são tratados

como osciladores harmônicos amortecidos e que são forçados a vibrar pela ação da onda

eletromagnética incidente. O deslocamento medido a partir da posição de equilíbrio do

elétron, x(t), é descrito pela equação

d2x

dt2
+ Γ

dx

dt
+ ω2ox = Re(Foe

iωt) (1.1)

em que Fo = eEo/m, (m e e representam a massa e a carga do elétron, respectivamente),

ωo é a freqüência natural de oscilação, Γ é a constante de amortecimento, ω é freqüência do

campo externo incidente e Eo sua amplitude. Já em um tratamento quântico as energias

dos átomos assumem valores discretos e por simplicidade considera-se que a radiação
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incidente sobre o átomo é monocromática e que coincide com a freqüência de transição

entre dois níveis de energia. O resultado dessa hipótese é o modelo atômico de dois níveis

(2) já citado anteriormente.

O que há de comum nesses modelos é a presença de uma constante de amortecimento

ou decaimento, implicando que o sistema em questão sofre um processo de relaxação.

Em muitos tratamentos e modelos de processos de relaxação, a dissipação é introduzida

fenomenologicamente nas equações que descrevem o sistema em estudo (4). Um tratamen-

to mais rigoroso supõe que a relaxação se manisfesta devido ao acoplamento do sistema

com o meio ambiente ao seu redor, como por exemplo um reservatório térmico (1,5,6),

responsável pela dissipação de energia. Como exemplos citamos: 1) a relaxação de spin

de átomos num cristal onde os fônons ou então os momentos magnéticos da rede atuam

como um reservatório térmico (7); 2) numa cavidade, onde a radiação eletromagnética age

como reservatório térmico para um átomo de 2-níveis ali presente (8). Esta hipótese reside

no fato que em geral sistemas físicos não são sistemas isolados, ou dito fechados, mas sim

abertos e interagem com o meio ambiente. Assim o meio ambiente em volta do sistema

de interesse pode agir como um mecanismo de dissipação de energia e nos tratamentos

teóricos ele é geralmente modelado por uma coleção de osciladores harmônicos acoplados

ao sistema de interesse (6).

Nesta forma de tratamento como sistema+reservatório, a descrição dos processos físi-

cos requer a dedução de uma equação de movimento (equação mestra) para o operador

densidade do sistema de interesse, que conterá informação sobre os efeitos do reservatório

por meio das funções de correlação de suas variáveis (5). Como o comportamento do sis-

tema é influenciado pelo reservatório, uma grande simplificação na solução das equações

que governam a dinâmica do sistema é obtida quando existem escalas de tempo distintas

dos movimentos do sistema e do reservatório. Quando o tempo característico de evolução

do sistema Γ−1 (tempo de relaxação ou tempo de decaimento) é muito maior que o tempo

de correlação (ou tempo de memória) Tc entre as variáveis do reservatório, pode-se fazer a

aproximação de Markov (5), na qual o sistema perde informação sobre seu estado inicial

com o decorrer do tempo. Quando a aproximação de Markov é válida, técnicas conhecidas

(equação de Langevin, expansão de cumulantes, projeções no espaço de Liouville, etc.)
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levam a equações relativamente simples, usadas em vários problemas associados a relax-

ação de spin (9), em óptica quântica (6), etc. As funções de correlação entre as variáveis

do reservatório dependem do acoplamento entre sistema e reservatório e a aproximação

de Markov é obtida considerando que o acoplamento é independente das freqüências do

reservatório (6). Esta hipótese leva a funções de correlação que são delta-correlacionadas,

nas quais Tc = 0.

A utilização de equações mestras do operador densidade na aproximação de Markov

tem sido de fundamental importância na descrição e no modelamento de processos e fenô-

menos que ocorrem em sistemas quânticos abertos, como exemplos podemos citar não só

processos de relaxação, mas também fenômenos como decoerência (10-12) e biestabilidade

óptica (13).

A busca por novas formas de representação e generalização de modelos, é tópico de

constantes estudos e pesquisas ao longo dos tempos. Neste sentido temos visto nas últimas

décadas um grande interesse no estudo e na utilização de álgebras deformadas em várias

áreas da física (14-33) onde, em particular as álgebras deformadas do oscilador harmônico

tem sido intensamente pesquisada e utilizada em vários sistemas (17,21,23,29-38). Em

geral as álgebras deformadas são usadas na generalização de modelos e na introdução de

não-linearidade em sistemas. Mas o que são as álgebras deformadas ? Podemos considerar

que álgebras deformadas são deformações das álgebras de Lie, definidas também como uma

generalização das mesmas. Um fato interessante é que elas aparecem naturalmente como

blocos básicos da estrutura das teorias de sistemas completamente integráveis. Associado

com cada solução da equação de Yang-Baxter há uma álgebra matricial gerada a partir dos

elementos de matrizes do operador de Lax. Um exemplo simples e não-trivial da matriz

R1 conduz a uma algebra matricial de SUq(2) (deformação do grupo de Lie SU(2)),

[SZ ,S±] = ±S±

[S+,S−] =
q2SZ − q−2SZ
q − q−1 = [2SZ ]q .

Especificamente falando de álgebras deformadas do oscilador harmônico, Jannussis

e colaboradores (19,39) desenvolveram uma realização para os operadores A e A† do

1 A matriz R é também denotada como operador de Lax.
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oscilador deformado escrevendo-os em termos dos usuais operadores bosônicos do oscilador

a e a† por meio de um operador não-linear f(N), como

A ≡ af(N) A† ≡ f∗(N)a† e N ≡ a†a,

sendo f(N) específica para cada tipo de não-linearidade. Assim podemos denotar de

uma maneira mais adequada as álgebras deformadas do oscilador harmônico que iremos

trabalhar, chamando-as de álgebras de operadores não-lineares.

A utilização de álgebras deformadas em processos de relaxação e modelos quânticos

dissipativos teve inicio com o trabalho de Iorio e Vitiello (29), no qual discutem o papel

da deformação da álgebra de Heisenberg-Weyl em sistemas dissipativos e em sistemas

com temperaturas finitas. Iorio e Vitiello expressaram o gerador da evolução temporal do

oscilador harmônico amortecido e o gerador da transformação de Bogoliubov térmica em

termos dos operadores da álgebra deformada de Heisenberg-Weyl. Posteriormente, Manci-

ni (30) introduziu a deformação ou não-linearidade através dos operadores bosônicos do

sistema que é representado por um oscilador harmônico quântico deformado (com oper-

adores descrito pela álgebra deformada) no qual interage com um conjunto de osciladores

harmônicos que representam o reservatório. A dinâmica do sistema é estudada através

da obtenção de uma equação mestra para o operador densidade que descreve o sistema

na aproximação de Markov. Similarmente, Isar e colaboradores (31-33) desenvolveram

um estudo constituido de três trabalhos onde abordaram vários aspectos da utilização de

álgebras deformadas nos processos de relaxação via equação mestra. No primeiro trabalho

(31) consideraram um sistema semelhante ao utilizado por Mancini, mas agora descreven-

do uma equação mestra mais geral em termos de coeficientes de difusão e dos operadores

momentum p e posição q. Em seu segundo estudo (32), eles propuseram um estudo

onde a não-linearidade é introduzida diretamente na parte irreverssível da equação mes-

tra através dos operadores A e A†, obtendo assim uma ‘dissipação deformada’. Por fim,

em seu último trabalho (33), também consideraram um estudo da dissipação introduzindo

a não-linearidade através dos operadores A e A† no termo de interação do hamiltoniano

total.

A nossa proposta neste trabalho é estudar alguns aspectos dos processos de relaxação
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utilizando as álgebras de operadores não-lineares do oscilador harmônico. Para isso con-

sideraramos duas situações: (a) Descrevemos o sistema de interesse, no caso o oscilador

harmônico como um oscilador harmônico quântico não linear interagindo com ummeio dis-

sipativo (reservatório térmico); (b) o sistema de interesse interage com um reservatório tér-

mico descrito por um conjunto de osciladores harmônicos quânticos não-lineares. Dentro

dessas duas situações que iremos trabalhar, se faz necessário uma descrição das definições

e conceitos que envolvem as álgebras deformadas do oscilador harmônico. Assim, no capí-

tulo 2 desta tese apresentamos algumas definições e conceitos de álgebras “deformadas”

do oscilador, e também uma possível generalização destas álgebras, além de obtermos

alguns resultados estabelecendo conecções entre os conceitos de oscilador-f e a álgebra

GDA (Generalized Deformed Algebra). Outros resultados obtidos e descritos neste capí-

tulo é a obtenção das expressões para o potencial e a função inércia (massa dependente da

posição), escrevendo o hamiltoniano livre do oscilador-f em termos dos usuais operadores

posição e momentum, a partir de relações derivadas entre osciladores-q e osciladores-f

. Atendendo as necessidades dentro do estudo proposto, desenvolvemos no capítulo 3

a teoria de processos quânticos de relaxação, deduzindo uma equação mestra na aprox-

imação de Markov para o operador densidade reduzido de um sistema acoplado a um

reservatório. Como exemplo, nós deduzimos equações mestras para dois reservatórios

específicos: os reservatórios térmico e comprimido. Após desenvolvermos os elementos

fundamentais para nosso estudo, como as definições e conceitos de algebras deformadas

no capitulo 2 e a teoria quântica dos processos de relaxação no capítulo 3, no capítulo 4

iniciamos nosso estudo de forma particular, considerando a primeira situação (a) citada

anteriormente. Neste capítulo estudamos alguns aspectos de processos de relaxação em

sistemas quânticos representados pela álgebra de operadores não-lineares mais especifi-

camente, consideramos um oscilador harmônico quântico não-linear interagindo com um

meio dissipativo. A equação mestra na aproximação Markoviana é obtida e um resultado

interessante é encontrado, quando comparamos com outros trabalhos passados já realiza-

dos (30,31). Também obtemos neste capítulo as equações para os elementos diagonais

e não-diagonais do operador densidade da equação mestra, cálculamos o valor médio do

operador número N, a equação que descreve a dinâmica para o valor médio de N e sua
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solução é obtida. Dando continuidade ao estudo, no capítulo 5 consideramos a situação

(b) no qual estudamos processos de relaxação em sistemas quânticos acoplados a um meio

dissipativo não-linear (reservatórios não-lineares). Em particularmente nós abordamos

um sistema constituído de um oscilador harmônico interagindo com um reservatório de

osciladores não-lineares descrito em termos de operadores deformados estudados no capí-

tulo 2, obtendo assim uma equação mestra na aproximação de Markov. Aqui novamente

obtemos um resultado interessante e diferenciado de outros trabalhos (30-33): a equação

mestra obtida possui a mesma forma de uma equação mestra usual, mas agora com a

diferença de ter coeficientes “deformados” ou não-lineares com características totalmente

diferentes daqueles coeficientes obtidos em (30-33). Neste mesmo capítulo, obtemos as

equações para os elementos diagonais e não-diagonais do operador densidade da equação

mestra e a dinâmica para o valor médio do operador número N, obtendo a equação que

descreve a dinâmica e sua solução. Ainda considerando a situação (b), estudamos no

capítulo 6 o fenômeno da decoerência de um oscilador harmônico quântico interagindo

com reservatórios não-lineares, a dinâmica e a decoerência é estudada para o reservatório

térmico não-linear e o reservatório comprimido não-linear. Para estado inicial do sistema

consideramos o estado do gato de Schrödinger. Alem disso obtemos a equação mestra

que rege a dinâmica do sistema e estimamos os tempos de decoerência, e um resultado

interessante foi obtido: observamos que a coerência do sistema se mantém a medida que

os parâmetros de não-lineridade crescem. Por fim alguns detalhes dos cálculos executados

estão nos apêndices A, B e C.



Capítulo 2

Álgebras Deformadas do Oscilador
Harmônico

2.1 Introdução

A idéia de deformação é antiga, já tendo sido utilizada em conceitos na física. Por

exemplo, a mecânica quântica pode ser interpretada como uma deformação da mecânica

clássica desde que consideramos q = e e no limite formal → 0 (q → 1), a mecânica

quântica recupera a mecânica clássica. Além disso, grupos quânticos, álgebras quânti-

cas ou ainda álgebras deformadas, do ponto de vista matemático, são as deformações

das álgebras de Lie. A primeira álgebra deformada a ser escrita foi a álgebra do grupo

SUq(2) em (40), usando o método de espalhamento inverso (41) para estudar estruturas

de sistemas integraveis em teoria quântica de campos e mecânica estatística. A partir

de então as álgebras deformadas passaram a ser objetos de intenso estudo em várias

áreas da matemática e da física (40-44). A realização de álgebras deformadas associ-

adas a osciladores harmônicos deformados, representando quanta de bósons deformados

(osciladores-q), foram introduzidos independentemente por Biedenharn (34) e Macfarlane

(35). Uma interpretação física de osciladores deformados como um oscilador-f não-linear,

em que a frequência depende da intensidade, foi proposto pelos autores da por Man’ko

e colaboradores (36) no qual esses osciladores-f foram definidos como uma generalização

dos osciladores-q. Várias aplicações e generalizações dessas idéias foram consideradas por

um grande número de autores na década passada (14-33). Particularmente Chung et al

(37) propuseram uma álgebra deformada generalizada do oscilador harmônico, no qual ad-

9
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mitem a álgebra de Heisenberg-Weyl q-deformada e a álgebra de Tamm-Dacoff como casos

especiais dessa generalização. De maneira similar, Borzov e colaboradores (38) introduzi-

ram uma álgebra deformada U (α,β,γ)q (h4) de quatro parâmetros (GDA), onde generalizam

a álgebra de Heisenberg-Weyl q-deformada Uq(h4). Recentemente, nós consideramos a

álgebra de Heisenberg-Weyl q-deformada generalizada associada a operadores abstratos

com o então chamados operadores do oscilador-f , estabelecendo assim conecções entre os

conceitos de oscilador-f e álgebra GDA.1 Neste capítulo iremos introduzir alguns con-

ceitos de álgebras deformadas bem como também generalizações das mesmas, sendo estas

de suma importancia no estudo e desenvolvimento dos capítulos posteriores. Ainda neste

capítulo, na seção 2.3, a partir de relações derivadas entre osciladores-q e osciladores-f

obtemos o hamiltoniano e o espectro de energia em termos do operador número de quan-

ta N. Na seção 2.4, escreveremos o hamiltoniano livre do oscilador-f em termos dos

usuais operadores posição e momentum P e Q, obteremos expressões para o potencial e

a função inércia (massa dependente da posição). Por fim, na última seção apresentamos

uma discusão dos resultados.

2.2 Álgebras Deformadas do Oscilador Harmônico:
Conceitos e Definições

A álgebra associada ao oscildor harmônico (OH) em mecânica quântica (MQ), usual-

mente chamada álgebra de Heisenberg-Weyl, é a álgebra de Lie constituida de três ele-

mentos (ou geradores) a,a†, I definidos a partir das relações de comutação

a,a† = aa† − a†a = I [a, I] = a†, I = 0,

nos quais I é o operador identidade, a e a† são operadores que aniquilam e criam um

único quanta nas bases do estado de Fock ou seja,

a |n =
√
n |n− 1 a† |n =

√
n+ 1 |n+ 1

1 Os resultados deste capítulo referem-se ao artigo: ‘Energy spectrum, potential and inertia functions of
a generalized f -oscillator, S. S. Mizrahi, J. P. Camargo Lima and V. V. Dodonov, J. Phys. A: Math.
Gen. 37 (2004), 3707-3724.’
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e

|n =
a†

n

√
n!
|0 n = 0, 1, 2, 3, ...

|0 sendo o estado de vácuo. O operador númeroN = a†a satisfaz as relações de comutação

[N, a] = −a N,a† = a†

e seus auto-estados são os estados de Fock

N |n = n |n .

Note que N não é um gerador da álgebra de Heisenberg-Weyl, desde que a álgebra foi

definida em termos de geradores básicos. Agora, se a relaçãoN = a†a não é imposta, e ao

em vez disso, N é introduzido como um novo gerador da álgebra, temos a álgebra de Lie

caracterizada pelos elementos A,A†,N conhecida como álgebra de bósons ou álgebra

do oscilador (OH), satisfazendo as mesmas, mas agora postuladas, relações de comutação

A,A† = I [N,A] = −A N,A† = A†,

com a identidade I comutando com todos os três generadores da álgebra. Esta construção

foi realizada a partir do trabalho de Wigner (45) 2 , e relacionou o grupo/álgebra de Lie,

frequentemente chamado o grupo/álgebra do oscilador, e foi estudado por muitos autores

(46-50). Exemplos de álgebras de osciladores com apenas um parâmetro de deformação é

que descreveremos a seguir.

A álgebra do OH deformado (oscilador-q) é a álgebra de Lie de três elementos A,A†,N

adicionada de um parâmetro q, no qual modifica as relações de comutação. Para um único

parâmetro existem diferentes modificações. Listaremos abaixo algumas dessas álgebras.

1. Historicamente, a primeira relação de comutação deformada foi introduzida inde-

pendentemente por Iwata (51), Arik e Coon (52) e Kuryshkin (53),( também designada

por álgebra de Iwata—Arik-Coon—Kuryshkin (IACK)) através das relações

AA† − qA†A = I, [N,A] = −A, N,A† = A†.

2. Feinsilver (54) considerou a álgebra

A,A† = q−2N, [N,A] = −A, N,A† = A†.

2 Wigner usou os operadores Q e P no lugar de A e A†
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3. Um dos mais frequentes exemplos considerados ao lado da álgebra IACK, é a álgebra

proposta por Biedenharn e Macfarlane (34,35) (álgebra BM)

AA† − qA†A = q−N, [N,A] = −A, N,A† = A†, (2.1)

cuja proposta inicial foi generalizar a realização bosônica de Schwinger dos operadores

momentum angular em termos do análogo deformado das álgebras SU(2) e SU(1,1). A

partir de (2.1) e das relações de comutação

N,A†A = 0 e N,AA† = 0

resulta a relação

A A† m − qA† m
A = [m] A† m−1

q−N

em que

[m] ≡ q
m − q−m
q − q−1 =

sinh (mτ)

sinh (τ)
q = eτ .

Portanto, esta álgebra é simétrica sob a mudança q ↔ q−1 or τ ↔−τ , τ e q são chamados

parâmetros de deformação.

4. O último exemplo é a então chamada álgebra Tamm—Dancoff (37,48,49,55), carac-

terizada pelas relações de comutação

AA† − qA†A = qN [N,A] = −A N,A† = A†.

O nome é explicado pelo fato que neste caso o espectro de energia tem um limite superior

(ver também (56)), semelhante a idéia de altas energias limitadas ou cortadas no modelo

Tamm—Dancoff de teoria quântica de campos. Para outros exemplos consultar as referêcias

(23,25,27).

Uma álgebra quântica de dois parâmetros supq(2) foi introduzido em (57) com base

na definição

[x]pq = qx − p−x / q − p−1 .

Uma construção similar, caracterizada a partir de deformações na forma

aa† = q21a
†a+ q2N2 = q22a

†a+ q2N1 [m] = q2m1 − q2m2 / q21 − q22

tem sido estudado sobre o nome de oscilador de Fibonacci (58).
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Os autores de (38) proposeram a álgebra deformada generalizada de quatro parâmetros

(GDA) caracterizada pelas relações matemáticas

AA† − qγA†A = qαN+β [N,A] = −A N,A† = A†, (2.2)

em que α, β e γ são parâmetros reais. Fazendo γ = 1 nós recuperamos a álgebra com

3 parâmetros introduzida em (37). De fato, ambas as álgebras tornam-se equivalentes se

redefinirmos τγ = τ , α/γ = α e β/γ = β . As consequências de (2.2) são as relações

A A† m − qmγ A† m
= A† m−1

qαN+β
qmα − qmγ

qα − qγ ,

A |n = F γ
α,β (n; q) |n− 1 A† |n = F γ

α,β (n+ 1; q) |n+ 1 , (2.3)

com o estado de Fock dado por

|n = F γ
α,β (n; q)!

−1/2
A† n |0 n = 1, 2, 3, . . . (2.4)

no qual

F γ
α,β (n; q) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
qβ

qnα − qnγ
qα − qγ para α = γ

nqβ+γ(n−1) para α = γ

(2.5)

e

F γ
α,β (n; q)! ≡ F

γ
α,β (n; q)F

γ
α,β (n− 1; q) · · ·F

γ
α,β (2; q)F

γ
α,β (1; q) . (2.6)

2.3 Osciladores-f

Os autores de (36) introduziram uma realização para o operador A e seu adjunto

A† em termos dos chamados osciladores-f , definidos como uma expansão não-linear dos

usuais operadores do oscilador harmônico a and a†, isto é,

A ≡ af(N) A† ≡ f∗(N)a† e N ≡ a†a, (2.7)

com, Nd = A
†A = N. Semelhante realização foi desenvolvida anteriormente em (19,39),

mas os autores de (36) deram uma explícita interpretação física de A como um oper-

ador que descreve um oscilador anarmônico com frequência dependente da intensidade.

A função f(N) é específica para cada álgebra q-deformada e assim, levando em conta
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isto, podemos ir para um tratamento com a álgebra GDA, pois esta função irá também

depender de quatro parâmetros, q (ou τ), α, β e γ.

Uma relação de comutação pode ser estabelecida por intermédio de (2.7),

A,A† = φ(N), (2.8)

no qual φ(N) é uma função de N conforme demonstra a relação

φ(N) = |f(N+ 1)|2 (N+ 1)− |f(N)|2N. (2.9)

Portanto, cada função específica f(N) implica numa particular relação de comutação. Se

f(N) = 1, então φ(N) = 1 e a álgebra do OH é recuperada. Devido a esta condição,

a equação de movimento de Heisenberg para A (ou A†), Ȧ + i[A,H(A,A†,N)] = 0,

irá depender necessariamente do hamiltoniano particular H(A,A†,N) e a relação de

comutação (2.8). Para H(A,A†,N) = H(N), a equação de movimento para A é

Ȧ+ iω+(N)A = 0 (2.10)

sendo o operador frequência não-linear ω+(N) definida por

[A,H(N)] = ω+(N)A, (2.11)

de acordo com a relação de comutação (2.2); alem disso, H(N) e ω+(N) encontram-se

conectados pela relação

H(N+ 1)−H(N) = ω+(N). (2.12)

Como exemplo, consideramos o hamiltoniano para o oscilador-f livre

H(N) =
ω0
2
A†A+AA† =

ω0
2
|f(N+ 1)|2 (N+ 1) + |f(N)|2N , (2.13)

no qualN é uma constante de movimento, e a frequência também pode ser expressa como

ω+(N) =
ω0
2
[φ (N+ 1) + φ (N)] (2.14)

=
ω0
2
|f(N+ 2)|2 (N+ 2)− |f(N)|2N . (2.15)

A solução para (2.10) pode ser escrita como

A(t) = e−iω+(N)(t−t0)A(t0), (2.16)
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ou em termos do operador evolução U(t) = e−iH(N)t,

A(t) = eiH(N)(t−t0)A(t0)e
−iH(N)(t−t0) = e−i(H(N+1)−H(N))(t−t0)A(t0). (2.17)

Nós podemos também escrever como

A(t) = A(t0)e
−iω−(N)(t−t0) (2.18)

em que

ω−(N) =
ω0
2
[φ (N) + φ (N− 1)] = [H(N)−H(N− 1)]

=
ω0
2
|f(N+ 1)|2 (N+ 1)− |f(N− 1)|2 (N− 1) . (2.19)

A definição para a frequência é ambígua, porque, desde que ela seja função de N, ela irá

depender de como a equação de movimento é escrita: se é escrita na forma Ȧ+iω+(N)A =

0 ou como Ȧ+iAω−(N) = 0. Esta condição de ambiguidade é validada quando o operador

a divide a mesma frequência associada a A, desde que a equação de movimento seja a

mesma, ȧ+ iω+(N)a = 0 (ou ȧ+ iaω−(N) = 0).

Sobre esta discusão podemos relatar, conforme foi demonstrado em (36), que para um

sistema quântico o vetor campo associado com as equações de movimento pode admi-

tir descrições hamiltonianas alternativas, em ambas as representações de Schrödinger e

Heisenberg. Uma equação de movimento não define unicamente as relação de comutação

quântica, no qual é conhecido como problema de Wigner. Assim, ao considerarmos a

equação de movimento para o oscilador linear com o operador amplitude a,

ȧ+ iω0a = 0, (2.20)

podemos verificar que a relação de comutação [a, a†] = 1 e o hamiltoniano H0 = ω0(a
†a+

1/2) são compativeis. Agora, desde que o operador número N = a†a é uma constante de

movimento, o operador amplitude não-linear A = af(N), com f(N) sendo uma função

que nos leva a mesma equação de movimento para A,

Ȧ+ iω0A = 0. (2.21)

Além disso, a relação de comutação muda para (2.8) e (2.9), e o hamiltoniano ainda

satisfaz [A,H0(N)] = ω0A. Na próxima seção derivaremos as relações (2.3)-(2.5) usando

a decomposição (2.7).



16

2.4 Uma Realização Não-Linear para q-Algebra GDA

Considerando a definição (2.7) é trivial verificar que

af(N) = f(N+ 1)a e f∗(N)a† = a†f∗(N+ 1). (2.22)

Introduzindo a equação (2.22) nas relações (2.2), obtem-se a equação

(N+ 1) |f (N+ 1)|2 − qγN |f(N)|2 = qαN+β. (2.23)

Em seguida, fazendo a substituição f(N) = qαN/2h(N)/
√
N, ficamos com

qα−β |h (N+ 1)|2 − qγ−β |h (N)|2 = 1 (2.24)

o qual sugestiona olharmos para uma solução na forma

|h (N)|2 = A1 (q) +A2 (q) eu(q)N. (2.25)

Para uma dada função A2 (q) = 0, as funções A1(q) e u(q) podem ser encontradas a partir

da substituição de (2.25) em (2.24) e igualando os termos com mesma potência de e0 e

eu(q)N. Então adotando tal procedimento obtem-seA1 (q) = qβ/(qα − qγ) e u (q) = ln qγ−α.

Logo, a função

|f(N)|2 = 1

N

qβ+αN

qα − qγ +A2 (q) q
γN

é prontamente determinada e expressa em termos da função c-number A2 (q). A fim

de evitar uma singularidade incoveniente em f(N) para α = γ, nós fixamos A2 (q) =

−qβ/ (qα − qγ), levando-nos a escrever

|f(N)|2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
qβ

N

qαN − qγN
qα − qγ para α = γ

qβ+γ(N−1) para α = γ

(2.26)

O lado direito de (2.26) é positivo, se todos os parâmetros q, α, β e γ são reais (e, além

disso, q é positivo). Neste caso podemos escolher (suprimindo uma fase não essencial)

f(N) = |f(N)|2. O estado de Fock q-deformado obedece as relações (2.3) e (2.4 ) com

F (n; q) = n|f(n; q)|2 3 .
3 Nós usamos a letra maiúscula N em negrito para o operador número e a letra minúscula n para seus
auto-valores
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É conveniente introduzirmos novos parâmetros de deformação de acordo com a relação

q = eτ , α = ρ+ µ, γ = ρ− µ

Com isso, a equação (2.26) é reescrita como

|f(N)|2 = sinh(τµN)

N sinh(τµ)
exp {τ [β + ρ (N− 1)]} , (2.27)

enquanto que (2.9) torna-se

φ(N) =
eτβ+τρ(N−1) [eτρ sinh(τµ(N+ 1))− sinh(τµN)]

sinh(τµ)
. (2.28)

Além disso o hamiltoniano do oscilador-f livre (2.13) pode ser escrito explicitamente como

H =
ω0
2
eτ(β+ρN)

sinh (τµ[N+ 1])

sinh(τµ)
+ e−τρ

sinh(τµN)

sinh(τµ)
. (2.29)

Neste caso, os autovalores En são obtidos substituindo o operador N em (2.29) pelos

respectivos autovalores n ∈ ℵ. Note que {En}n∈ℵ permanece inalterado pela troca de

sinal de µ, embora não tenham uma simetria definida sobre a mudança de sinal de ρ.

Obviamente, limτ→0En = ω (n+ 1/2). O número de níveis (discreto) de energia é in-

finito, e o comportamento asintótico do espectro para n → ∞ e τ = 0 é governado pelo

fator exponencial exp [τn(ρ+ |µ|)]. Se τ(ρ + |µ|) > 0, a energia cresce sem limite com o

aumento de n. Por outro lado, se ρ + |µ| = 0, isto é, α = 0 ou γ = 0, então En tende

monotonamente para o “upperbound”

Emax =
ω0
2

exp[τ(β − ρ)]

sinh(τ |µ|) . (2.30)

Quando τ(ρ+ |µ|) < 0, o espectro de energia exibe um aumento inicial, mas com cresci-

mento de n ele atinge um valor máximo em seguida vai a zero para n → ∞. No caso

especial µ = 0 (α = γ) e β = 0 obtem-se

En =
ω0
2
eτρn 1 + n 1 + e−τρ ,

com a frequência não-linear expressa por

ω+(n) = ω0e
τρn [eτρ + n sinh (τρ)] . (2.31)
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Nós podemos ganhar uma melhor compreensão dos efeitos da deformação em En assu-

mindo τ = 1, ρn 1 e mantendo os termos até n2. Para esta aproximação,

En ≈
ω0
2

1 + n 1 + ρ+ e−ρ + n2ρ 1 + e−ρ (2.32)

que é característica de um espectro tipo Kerr, com

ω+(n) ≈ ω0 e
ρ + nρ (1 + eρ) + n2ρ3 . (2.33)

Então, para pequenas não-linearidades, energia e frequencia não são proporcionais.

2.4.1 O meio Kerr

Como um exemplo físico prático a partir da óptica, nós consideramos ummeio Kerr, no

qual o hamiltoniano do campo monocromático contém um termo não-linear proporcional

a N(N− 1) [?, ?],

Hkerr(N) =
ω0
2
(2N+ 1) +

κ

2
N (N− 1) . (2.34)

Assumindo pequenos valores de ρ e µ2 em (2.13) o hamiltoniano HN pode ser expandido

como segue:

HN =
ω0
2

(2N+ 1) +
1

6
µ2 N+

1

2
µ2 + 2ρ N2 +O ρ2, ρµ2, µ4

≈ ω0
2

(2N+ 1) +
2

3
µ2 + 2ρ N+

1

2
µ2 + 2ρ N(N− 1) . (2.35)

Note que o termo não-linear no hamiltoniano (2.34) contém somente um parâmetro. Dessa

forma o hamiltoniano (2.35) reproduz (2.34) pela substituição µ2 = −3ρ e ρ = 2κ/ω0.

Alternativamente, nós podemos considerar o conjunto, ab initio, em (2.13)

f(N) = 1 +
κ(N− 1)2
2ω0N

1/2

(2.36)

para obter (2.34). Então, os parâmetros da álgebra GDA estão relacionados com κ, o

qual é proporcional ao parâmetro de susceptibilidade do meio não-linear.

2.4.2 O espectro de energia

Na figura 2.1 nós apresentamos o espectro para quatro conjunto de valores dos parâmet-

ros de deformação: quando (α, γ): (0, 0) temos o espectro usual do oscilador harmônico
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com os níveis de energia igualmente espaçados. Os outros conjuntos de valores resultam

no espectro não-linear: para (0.2, 0) o espectro sofre uma dilatação, os “gaps” entre os

níveis sucessivos de energia aumentam com n; enquanto que para (0,−0.2), o espectro

de energia é compacto, os “gaps” entre os níveis sucessivos de energia diminuem e no

limite n → ∞ eventualmente vai a zero, com “upperbound” de energia (2.30). Para

(−0.05,−0.35), além de compacto, o espectro de energia também se enclina, com a en-

ergia atingindo o valor máximo para n = 6 e depois diminuindo com o aumento de n.

Quando {α, γ} < 0, o nível mais alto de energia ocorre para n inteiro, que é próximo a

n̄ =
1

α− γ
ln

1 + eγ

1 + eα
γ

α
(2.37)

obtido a partir de dEn/dn = 0, com

d2En
dn2 n=n̄

= −αγEn̄.

Nós notamos que o lado direito de (2.26) e (2.27) permanece real e par se o parâmetro

µ for um número imaginário puro (de modo que α = γ∗). Todavia, em cada caso, µ

não pode assumir valores arbitrários. Afim de assegurar a positividade de |f(N)|2, nós

consideramos τµ = iπ/p com p um inteiro positivo. Desta maneira, chegamos a função

|fp(N; β, ρ, τ)|2 =
sin (πN/p)

N sin (π/p)
exp {τ [β + ρ (N− 1)]} (2.38)

no qual resulta num truncamento nos estados de Fock deformados, havendo somente p

estados {|n }n=0,1,...,p−1, desde que fp(p;β, ρ, τ) = 0. O hamiltoniano (2.29) assume então

a forma

Hp =
ω

2
eτ(β+ρN)

sin [π (N+ 1)/p]

sin (π/p)
+ e−τρ

sin (πN/p)

sin (π/p)
(2.39)

e uma vez que há um hamiltoniano para cada valor inteiro de p, nós designamos Hp uma

classe hamiltonianos p ou p-hamiltonianos. Outrora, como em todos os casos o parâmetro

β é um mero fator de escala, nós consideramos β = 0 em uma análise posterior.( Uma

física interessante surge a partir da interação entre os parâmetros α and γ. Uma análise

interessante considerando β = 0 é realizado em (60))

Tanto na figura 2.1 como em 2.2 nós apresentamos o espectro de energia para p = 16

e ρ = 0.05, 0.1, 0.3, respectivamente. No lado esquerdo nós temos o espectro do OH para
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servir de comparação, e para ρ = 0.3 repare que o espéctro de energia está em uma escala

diferente. Deixamos de ter espaçamento regulares entre os níveis de energia Ep,n e todo

o espectro é compacto, isto é eles se enclinam depois de atingir um valor máximo, (a

sequência de energias pode ser melhor vista na inserção) tendo em vista que

d2Ep,n
dn2 n=n̄

= − π

p

2

+ ρ2 Ep,n̄.

O ponto máximo n̄ é determinado por dEp,n/dn = 0, sendo

n̄ =
p

π
π + arctan

(π/pρ) (cos (π/p) + e−ρ) + sin (π/p)

(π/pρ) sin (π/p)− (cos (π/p) + e−ρ) (2.40)

o valor de n para o maior nível de energia Ep,n, sendo que para determinados espectros

este valor será próximo a um inteiro positivo.

Figura 2.1. Nivies de energia do hamiltoniano (2.32) para vários valores de α e γ.
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Figura 2.2. Nivies de energia do hamiltoniano (2.42) com p = 16 para vários valores de ρ.

2.5 Potencial e função inércia

Uma vez que nós obtemos os hamiltonianos e seus respectivos níveis de energia, iremos

tentar agora entender o significado do comportamento do espectro de energia através

do limite clássico dos hamiltonianos ( os hamiltonianos são expressados em termos dos

operadores posição e momentum, P e Q). Mais precisamente, nós iremos determinar

a energia potencial e a função inércia (ou massa efetiva) em termos de Q. Assumindo

pequenos valores para os parâmetros e mantendo os termos de ordem mais baixa com

relação ao momentum P em (2.29) e (2.39), nós podemos escreve-los na forma

H(P,Q) = V (Q) +
1

2
PM−1(Q)P+P2W (Q)P2 + · · · . (2.41)

A forma quadrática simétrica Q2 + P2, apresentada nos hamiltonianos exatos é desfeita

quando a expansão (2.41) é, até alguma determinada ordem, truncada. Lembrando a

definição (2.7), nós expressamos os operadores usuais não-hermitianos a e a† em termos
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de Q̃ e P̃

a =
√
mωQ̃+ iP̃/

√
mω /

√
2 , a† =

√
mωQ̃− iP̃/

√
mω /

√
2 .

Assim

N = a†a =
1

ω

mω2

2
Q̃2 +

1

2m
P̃2 − 1

2
=
1

2
Q2 +P2 − 1 (2.42)

em que Q = (mω/ )1/2 Q̃ e P = (mω )−1/2 P̃. Agora desde que os hamiltonianos (2.29)

e (2.39) contêm termos como exp(xN), sendo x um número real ou imaginário, nós es-

crevemos exp(xN) = exp(−x/2) exp(aQ2 + bP2) com a = b = x/2. Portanto, para os

termos lineares em bP2, nós temos (consultar apêndice A)

Lb exN = e−x/2Lb exp x Q2 +P2 /2 = e−x/2 [Pu1(Q)P+ u2(Q)] (2.43)

onde

u1(Q;x) =
x

2
exQ

2/2 u2(Q;x) = 1− x
2

4
1 +

2x

3
Q2 exQ

2/2 (2.44)

e o simbolo Lb {f(b)} significa considerar somente os termos de ordem b0 e b1 na expansão

da função f(b)

2.5.1 Parâmetros Contínuos: conjunto infinito de níveis de en-
ergia contáveis

No cálculo dos dois primeiros termos em (2.41), o uso da parametrização α − γ nos

leva a uma forma mais simples que com o uso dos parâmetros ρ e µ. Além disso, des-

de que o parâmetro τ em (2.29) sempre aparece multiplicando α e γ (ou ρ e µ), nós

podemos absorvê-lo daqui por diante fazendo a substituição τα → α e τγ → γ. Para

escrever o hamiltoniano (2.29) sob o termo quadratico em P , nós temos que expressar as

funções hiperbólicas na forma exponencial e calcular os termos lineares em b da combi-

nação (1 + eα)Lb eαN − (1 + eγ)Lb eγN . Usando as equações (2.43) e (2.44), depois

de alguns cálculos algébricos, nós obtemos as seguintes funções potencial e massa efetiva

inversa:

M−1(Q;α, γ) = (eα−eγ)−1 α eαQ
2/2 cosh

α

2
− γ eγQ

2/2 cosh
γ

2
(2.45)
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V (Q;α, γ) = (eα−eγ)−1 1− α2

4
1 +

2α

3
Q2 eαQ

2/2cosh
α

2

− 1− γ2

4
1 +

2γ

3
Q2 eγQ

2/2cosh
γ

2
(2.46)

No caso α = γ (ou µ = 0) ficamos com

M−1(Q; γ, γ) = e−γ
γ

2
sinh

γ

2
+ cosh

γ

2
+

γQ2

2
cosh

γ

2
eγQ

2/2, (2.47)

V (Q; γ, γ) =
e−γ

2
1− γ2

4
sinh

γ

2
− γ cosh

γ

2
+ 1− 5

4
γ2 cosh

γ

2

−γ3

6
sinh

γ

2
Q2 − γ3

6
Q4 cosh

γ

2
eγQ

2/2., (2.48)

Para α = γ = 0, M(Q; 0, 0) = 1 e V (Q; 0, 0) = Q2/2, como é imediato verificar. Um

termo quártico em Q está adicionalmente presente em (2.48), embora ausente em (2.46).

2.5.2 classe p-hamiltoniana : número finito de níveis de energia

No caso dos hamiltonianos de classe p, ver Eq.(2.39), os cálculos realizados são similares

aos desenvolvidos na subseção anterior, fornecendo as seguintes expressões:

M−1
p (Q; ρ) =

exp [ρ (Q2 − 1) /2]
2 sin (π/p)

ρ sin
π

2p
1 +Q2 − e−ρ sin π

2p
1−Q2

+
π

p
cos

π

2p
1 +Q2 + e−ρ cos

π

2p
1−Q2 , (2.49)

Vp(Q; ρ) =
exp [ρ (Q2−1) /2]

2 sin (π/p)
1− ρ2

4
+

π2

4p2
− ρ

ρ2

6
− π2

p2
Q2

× sin
π

2p
1+Q2 − e−ρ sin π

2p
1−Q2 − π

2p
ρ+ ρ2 − 2π

2

p2
Q2

× cos
π

2p
1+Q2 + e−ρ cos

π

2p
1−Q2 . (2.50)

Para ρ = 0 e 1 ≤ p <∞, as equações (2.49) e (2.50) resultam em

M−1
p (Q; 0) =

π/(2p)

sin [π/(2p)]
cos

π

2p
Q2 , (2.51)

Vp(Q; 0) =
1

2 sin [π/(2p)]
1 +

π2

4p2
sin

πQ2

2p
+

π

p

3

Q2 cos
πQ2

2p
. (2.52)
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Devido a Eq. (2.51), a massa efetiva torna-se infinita nos pontos Q = ±√p e a partícula

não pode ir por meio desses pontos (na aproximação semiclássica). Então, o módulo dos

valores da coordenada clássica Q é mais restrito dentro do intervalo aberto −√p,√p .

Finitude do parâmetro p implica numa massa infinita em algumas localizações do espaço,

e a inércia assume valores infinitos porque a partícula tem seu movimento confinado a

uma região espacial, onde a função massa não é negativa . Sob estas restrições, a função

potencial é também espacialmente limitada, oscilações não aparecem apesar da presença

das funções sin e cos de Q2.

Para ρ = 0 e p→∞, obtemos

M−1
∞ (Q; ρ) =

1

2
exp ρ Q2−1 /2 ρ

2
1−e−ρ + 1+e−ρ 1+

ρ

2
Q2 , (2.53)

V∞(Q; ρ) =
1

4
exp ρ Q2−1 /2 1− ρ2

4
− ρ3

6
Q2 1−e−ρ (2.54)

− ρ− 1− 5
4
ρ2 Q2 +

ρ3

6
Q4 1+e−ρ

e o alcance permitido para Q torna-se irrestrito. Assim para ρ = 0, M∞(Q; 0) = 1 e

V∞(Q; 0) = Q
2/2, como esperado.

2.5.3 Discussão das figuras

Nas figuras 2.3a, 2.3b e 2.3c nós construímos o gráfico do potencial deformado V (Q)

(linha sólida) para três valores dos parâmetros (α, γ): (a) (0.2, 0), (b) (0, -0.2) e (c) (-0.05,

-0.35). A linha tracejada representa o potencial do OH (oscilador harmônico). No lado

esquerdo de cada figura colocamos alguns níveis de energia do espectro exato, enquanto

que do lado direito, por motivo de comparação, colocamos alguns níveis do espectro de

energia do OH. Nas figuras 2.4a, 2.4b, e 2.4c a massa efetiva é ‘plotada’; relembrando

que para o OH, M(Q) = 1. Três diferentes conjuntos de pequenos parâmetros demonstra

situações físicas completamente diferentes. Na figura 2.3a temos o potencial em Q = 0,

que demonstra uma menor curvatura que o potencial para o OH e é ilimitado (os valores

crescem indefinidamente com o aumento dos valores de |Q|) tanto quanto o OH. Para a

função massa na figura 2.4a, embora seja ligeiramente maior que 1 em Q = 0, ela tem

forma de sino, indo para 0 assintóticamente. Estas características são compartilhadas
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com o espectro dilatado (comparado com o OH), onde os ‘gaps’ entre os níveis de energia

sucessivos aumentam com o crescimento de n.

Figura 2.3. A energia potencial do hamiltoniano (2.32) em função da variável Q é plotada (linha

sólida) para vários valores de α e γ.

Na figura 2.3b, o potencial aparece com uma inclinação superficial (raza) cuja curvatu-

ra em Q = 0 é maior que no OH; indo para alguns valores assintóticos quando |Q|→∞.

A função massa na figura 2.4b é muito próximo de 1 em Q = 0, e ela aumenta facilmente

com o crescimento de |Q| (note qua a escala da massa é muito maior que a demonstrada

na figura 2.3a); portanto ela demonstra um aumento súbito próximo aos pontos onde

M(Q∞) → ∞(a inércia da partícula aumenta drasticamente). Embora haja um número

infinito de níveis de energia, o espectro é limitado, e o “upperbound” de energia é dado

em Eq. (2.30). A direita podemos ver alguns níveis de energia do OH.

Na figura 2.3c o potencial demonstra um formato de dupla corcova com grande cur-
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vatura em Q = 0, quando comparado ao formato do potencial do OH; a medida que

|Q|→∞, o potencial vai a zero. Em analogia com a figura 2.4b, na figura 2.4c a massa

vai a infinito nos pontos onde o potencial atinge seu valor máximo. Este comportamento

é refletido no espectro de energia: para valores pequenos de n o espectro é comprimido

em seu espaçamento, os níveis de energia atingem seu valor máximo, quase abaixo do

máximo do potencial e portanto decrescem monotonamente com o aumento de n. Este

fato ocorre devido a inércia da partícula: com o aumento de n, a massa tende a aumentar

e a partícula volta quase a parar (sua energia diminui consideravelmente). O movimento

é confinado dentro de poço, embora a partícula possa tunelar através da barreira.

Figura 2.4. Gráfico da função massa efetiva para o hamiltoniano (2.32) em função de Q é plotada pa

vários valores de α e γ.

Nas figuras 2.5a, 2.5b e 2.5c, nós ‘plotamos’ a função energia potencial e os níveis de
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energia para o hamiltoniano de classe p, com p = 16 e verificamos que para (a) ρ = 0.05,

(b) ρ = 0.1 e (c) ρ = 0.3, todos os potenciais (linha sólida) apresentam formato com dupla

concavidade e assume valores negativos acima (fora) dos pontos onde V (Q) = 0. A linha

tracejada representa o potencial quadrático do OH. Em todos os três casos espectro de

energia sófre uma inclinação, atingindo um valor máximo em um n inteiro que é próximo

a (2.40), no qual é devido ao crescimento da inércia, como demonstra as figuras 2.6a, 2.6b

e 2.6c, no qual ‘plotamos’ as massas efetivas. O valor das massas é nulo acima (fora) dos

pontos ±Q∞, sendo

Q2∞ =
2p

π
π − arctan ρ (1− e−ρ) sin (π/(2p)) + (π/p) (1 + e−ρ) cos (π/(2p))

ρ (1 + e−ρ) cos (π/(2p))− (π/p)) (1− e−ρ) sin (π/(2p))
nesses pontos nós temos M(±Q∞) =∞ uma vez que M(Q) assume valores negativos.

Figura 2.5. A energia potencial do hamiltoniano (2.42) em função da variável Q é plotada (linha

sólida) com p = 16 para vários valores de ρ.
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Figura 2.6. Gráfico da função massa efetiva para o hamiltoniano (2.42), com p = 16, em função

de Q é plotada (linha sólida) para vários valores de ρ.
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2.6 Conclusões

Nós consideramos a álgebra GDA proposta em (38) e associamos estas aos oper-

adores abstratos do então oscilador-f , relacionado com os usuais operadores do grupo

de Heisenberg-Weyl. Nós escrevemos o hamiltoniano de uma suposta partícula represen-

tada pela álgebra GDA com duas possíveis parametrizações: (a) todos parâmetros reais

ou (b) parâmetros com valores complexos, obtendo assim, duas classes de hamiltonianos

cujo espectro de energia é não-linear no número quântico n.

Para o caso (a) nós verificamos que para pequenas alterações dos valores dos parâmet-

ros, o espectro de energia sofre mudanças bruscas, obtendo espectros dilatados e não

limitados (em comparação com os níveis equidistantes do OH), espectros compactos ou

limitados, lineares ou inclinados. Uma idéia desses comportamentos foi obtido olhando

para o correspondente clássico do hamiltoniano. Para o limite de pequenos valores dos

parâmetros nós obtemos as funções energia potencial e massa efetiva demonstrando difer-

entes comportamentos para ínfimas mudanças dos parâmetros. O potenciais podem ser

côncavo como o do OH, embora com diferentes curvaturas, ou demonstrar formato com

dupla corcova. A massa efetiva, dependente da coordenada posição, pode ser limitada ou

ilimitada, mas sempre positiva. Para o caso (b) todos os p-hamiltonianos demonstram

espectro compacto e inclinado, ocorrendo inclinação quando a massa vai para o infinito

em alguns pontos do espaço. Todos os potenciais apresentam comportamento com dupla

corcova, embora nós acreditamos que o tunelamento é proibido devido a singularidade das

massas. Desde que massas negativas não estão fora de regra, partículas de sinais opostos

deve repelir cada outra.



Capítulo 3

Teoria Quântica dos Processos de
Relaxação

3.1 Introdução

Neste capítulo iremos desenvolver uma teoria que descreve aproximadamente um

processo quântico de relaxação, deduzindo para tanto uma equação mestra na aproxi-

mação de Markov para o operador densidade reduzido de um sistema acoplado a um

reservatório (o reservatório representa o meio ambiente). Posteriormente, deduziremos as

equações mestras especificando um reservatório térmico e comprimido1

3.2 O Operador Matriz Densidade

Na Mecânica Quântica existem sistemas que podem ser caracterizados por um único

vetor de estado (ou função de onda)e neste caso dizemos que tais sistemas se encontram

em um estado puro, cuja evolução obedece à equação de Schrödinger. Esses sistemas são

preparados de forma específica, ou seja, seu vetor de estado é obtido conhecendo-se os

autovalores de um conjunto completo de operadores (observáveis) que comutam entre si

(5).

Entretanto, em muitos casos, medidas feitas sobre um sistema não fornecem toda a

informação para caracterizar completamente o seu estado. Por exemplo, um feixe de

partículas pode ser preparado de forma que certos números quânticos são conhecidos

1 Este capítulo foi escrito com base na tese de doutorado de Gilberto Prataviera entitulada: ‘Efeitos
Não-Markovianos Na Interação entre Radiação e Matéria’.

30
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apenas pela sua distribuição de probabilidades. Tais sistemas, que não podem ser descritos

por um único vetor de estado encontram-se em um estado chamado misto (5). A descrição

destes sistemas é feita com o uso do formalismo do operador densidade, cuja evolução

obedece à equação de von Neumann-Liouville. Este método tem a vantagem de tratar

igualmente tanto estados puros quanto estados mistos.

Vamos considerar um “ensemble” constituído de uma grande quantidade de réplicas

do sistema físico de interesse e supor que cada réplica se encontra em um estado puro

{|ψα }α=1,2,...,N . Este estado pode ser expandido numa base ortonormal de autovetores

|n de algum conjunto completo de operadores, isto é,

|ψα =
n

c(α)n |n , (3.1)

com a condição de normalização

n

|c(α)n |2 = 1 . (3.2)

O valor esperado de uma grandeza física representada pelo operador O no estado |ψα >

é dado por

O α = ψα |O|ψα =
n n

c
(α)∗
n c(α)n n |O |n . (3.3)

Mas se apenas sabemos que o sistema se encontra no estado |ψα com probabilidade Pα,

então seu valor médio no ensemble é

O = lim
N→∞

N

α=1

Pα O α , (3.4)

no qual Pα é o peso estatístico associado ao estado representando um elemento do ensemble

|ψα , com

0 ≤ Pα ≤ 1,
N

α=1

Pα = 1 . (3.5)

Introduzindo (3.3) em (3.4) temos

O = lim
N→∞

N

α=1 n n

Pαc
(α)∗
n c(α)n n |O |n . (3.6)
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Definindo o operador densidade como a média para cada projetor do ensemble 2

ρ = lim
N→∞

N

α=1

|ψα Pα ψα| (3.7)

e com elementos de matriz dados por

ρnn = n |O|n = lim
N→∞

N

α=1

Pα c
(α)∗
n c(α)n , (3.8)

podemos reescrever a expressão (3.6) como

O = Tr(ρO) (3.9)

em que Tr denota a operação traço, isto é, a soma dos elementos diagonais. Então,

conhecendo-se o operador densidade de um sistema, podemos calcular o valor médio ou

momentos de qualquer grandeza física deste. Nesse sentido dizemos que toda a informação

sobre o sistema está contida no operador densidade. O elemento diagonal

ρnn = lim
N→∞

N

α=1

Pα|c(α)n |2 (3.10)

corresponde à probabilidade de encontrar o sistema no estado |n , também chamado de

população do estado |n .

O operador densidade tem as seguintes propriedades (61):

(i) i|ρ |i ≥ 0, ∀ |i (positividade) (3.11)

(ii) Tr (ρ) =
n

ρn,n = 1 (normalizaccão) (3.12)

(iii) ρ = ρ† (hermitiano) (3.13)

(iv) Tr ρ2 ≤ 1 . (3.14)

A igualdade em (3.14) ocorre quando o sistema se encontra em um estado puro. Assim a

relação (3.14) é útil para distinguir entre estados puros e mistos.

O estado puro de um sistema tem evolução temporal governada pela equação de

Schrödinger, dessa constatação segue que o operador densidade satisfaz a equação de

Liouville-von Neumann

i
∂ρ(t)

∂t
= [H,ρ(t)], (3.15)

2 Definimos a letra grega ρ em negrito para indicar o operador densidade, diferenciando de ρ normal
definido como um parâmetro de deformação no capítulo 2.



33

onde H é o hamiltoniano do sistema.

3.3 A Equação Mestra na Aproximação Markoviana

Vimos na seção anterior, que o valor médio de um operador O, representando uma

grandeza física e que caracteriza o estado de um sistema isolado com hamiltoniano H é

dado pela expressão

O(t) = Tr [ρ(t)O] (3.16)

onde ρ(t) é o operador densidade que é solução da equação de Liouville-von Neumann

i
∂ρ(t)

∂t
= Lρ(t), (3.17)

no qual definimos o operador de Liouville Lρ ≡ [H,ρ] e fizemos = 1. Em geral, sistemas

físicos não são isolados, mas interagem com outros sistemas, podendo trocar partículas,

energia, etc. Tais sistemas são chamados sistemas abertos e apresentam em geral um

comportamento evolutivo irreversível. Se inicialmente um sistema aberto encontra-se em

um estado de fora de equilíbrio ou não-estacionário, este irá para um estado de equilíbrio

ou estacionário determinado por condições externas tais como temperatura, pressão, cam-

pos externos, etc. Essa evolução para um estado de equilíbrio ou estacionário é chamado

de processo de relaxação. Consideremos um sistema que pode ser decomposto em dois

subsistemas, S e R, que interagem entre si. O operador densidade ρ(t) do sistema S +R

satizfaz a Eq. (3.17), mas se estivermos interessados apenas na dinâmica de S devemos

obter o operador densidade reduzido ρS(t), obtido tomando-se o traço sobre os graus de

liberdade do sistema R (5), isto é,

ρS(t) = TrR ρ(t) . (3.18)

Supondo que antes de se iniciar a interação (t = 0) S e R não estavam correlacionados

temos

ρ(0) = ρR(0)ρS(0) (3.19)

no qual ρR é o operador densidade do sistema R.

O acoplamento entre os dois sub-sistemas pode ocasionar uma troca reversível de

energia, partículas, etc., sendo então necessário fazer algumas hipóteses sobre R para
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garantir que S nunca retorne ao seu estado inicial. Para isso vamos impor a hipótese

do caos molecular (62) introduzida por Boltzmann na sua famosa equação cinética para

gases não ideais: “Se o sistema R possui infinitos graus de liberdade, e sua interação com

S não é muito forte, podemos desprezar a reação de R sobre S. Assim, o estado de R fica

descrito por uma distribuição de equilíbrio termodinâmico.” Em outras palavras, R atua

como um reservatório e R e S permanecem não-correlacionados, o que permite escrever

ρ(t) = ρR(0)ρS(t). (3.20)

Com essas considerações vamos encontrar a equação que descreve a evolução dinâmica

de S e, por questão de generalidade, supor que este sub-sistema pode estar submetido à

ação de uma força externa dependente do tempo, por exemplo, um campo de radiação

eletromagnética.

O hamiltoniano do sistema total é dado por

H(t) = HS +W(t) +HR +V, (3.21)

em que HS e HR são os hamiltonianos dos sub-sistemas S e R, respectivamente, V

representa a interação entre S e R, eW(t) é uma perturbação dependente do tempo que

atua somente sobre S. Substituindo (3.21) em (3.17) ficamos com

i
∂ρ(t)

∂t
= [HS,ρ(t)] + [HR,ρ(t)] + [W(t),ρ(t)] + [V,ρ(t)]

= LS ρ(t) + LR ρ(t) + LW ρ(t) + LV ρ(t) (3.22)

que pode ser reescrita na representação de interação fazendo a seguinte transformação

unitária

ρI(t) = e
iH0tρ(t)e−iH0t ≡ eiL0tρ(t) (3.23)

sendo H0 = HS +HR. Com isto, obtemos

i
∂ρI(t)

∂t
= [LWI

(t) + LVI (t)]ρI(t) (3.24)

com

VI(t) = eiL0tV

WI(t) = eiLStW(t). (3.25)
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Integrando formalmente a equação (3.24), obtemos

iρI(t) = iρI(0) +
t

0

dt LWI
(t )ρI(t ) +

t

0

dt LVI (t )ρI(t ) (3.26)

e, analogamente, chamando t (t ) de t (t ) temos

iρI(t ) = iρI(0) +
t

0

dt LWI
(t )ρI(t ) +

t

0

dt LVI (t )ρI(t ) . (3.27)

Substituindo ρI(t ) de (3.27) na segunda integral de (3.26), tomando em seguida o traço

sobre as variáveis do reservatório e derivando em relação ao tempo vamos obter

i
∂ρSI(t)

∂t
= TrR [LVI (t)ρI(0)] + LWI

(t)ρSI(t)− iTrR
t

0

dt LVI (t)LVI (t )ρI(t )

+TrR
t

0

dt LVI (t)LWI
(t )ρI(t ) , (3.28)

que é uma equação exata pois não foi feita nenhuma aproximação para obtê-la.

Introduzindo a hipótese (3.20) ficamos com

i
∂ρSI(t)

∂t
= TrR{LVI(t) ρRI(0)ρSI(0)}+ LWI(t) ρRI(0)ρSI(t)

− i
t

0

dt TrR{LVI (t)LVI (t )ρRI(0)ρSI(t )}

− i
t

0

dt TrR{LVI (t) ,LWI
(t )ρRI(0)ρSI(t )}. (3.29)

Agora, considerando que V só possua elementos não-diagonais na representação em que

ρR é diagonal, o primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (3.29) anula-se,

TrR{LVI (t)ρRI(0)ρSI(0)} = 0 . (3.30)

Além disso, verifica-se também que o terceiro termo se anula após usar a propriedade

cíclica do traço

TrR{LVI (t)LWI
(t )ρRI(0)ρSI(t )} = 0. (3.31)

Assim, a equação para o operador densidade reduzido para o sub-sistema S resulta em

i
∂ρSI(t)

∂t
= LWI

(t)ρSI(t)− i
t

0

dt TrR{LVI (t)LVI (t )ρRI(0)ρSI(t )} . (3.32)

Podemos retornar para a representação de Schrödinger utilizando a transformação unitária

inversa, equação (3.23), resultando em

i
∂ρS(t)

∂t
= (LS + LW )ρS(t)− ie−iLSt

t

0

dt TrR{LVI(t)LVI(t ) ρRI(0)ρSI(t ). (3.33)
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O primeiro termo do lado direito de (3.33) pode ser escrito como

[LS + LW (t)] ρS(t) = LS+W ρS(t) (3.34)

em que LS+W ρS(t) ≡ [HS +W(t),ρS(t)] . Como ρR representa um estado de equilíbrio

temos que

ρR(0) = e
iLRt ρR(0) (3.35)

e o integrando da equação (3.33) pode ser escrito como

TrRe
iLRt{LV e−iL0(t−t )LV ρR(0)ρS(t )} = TrR{LV e−iL0(t−t )LV ρR(0)ρS(t )} (3.36)

no qual usamos a propriedade o cíclica do traço e L0 ≡ LS + LR.

Assim, obtemos a equação para o operador densidade reduzido do sub-sistema S,

i
∂ρS(t)

∂t
= LS+W ρS(t)− i

t

0

dt K(t− t )ρS(t ) (3.37)

sendo K(t − t ) = TrR{LV e−iL0(t−t )LV ρR(0)} um super operador 3 chamado kernel

de memória. A equação acima é conhecida na literatura como “Equação Mestra Gen-

eralizada”, pois trata-se de uma equação integro-diferencial, com o primeiro termo do

lado direito representando a evolução reversível de S e o termo da integral respon-

dendo pelo comportamento irreversível, que depende do kernel de memória. Usando a

definição do operador de Liouville LS+W ρS(t) ≡ [HS +W(t),ρS(t)] e o super operador

K(t− t ) = TrR{LV e−iL0(t−t )LV ρR(0)}, a equação (3.37), pode também ser escrita como

∂ρS(t)

∂t
= −i [HOS,ρS(t)]−

t

0

dt TrR [VI (t) [VI (t ) ,ρR(0)⊗ ρS (t )]] , (3.38)

sendo HOS = HS +W(t).

Fazendo a mudança de variável t− t = T podemos escrever a Eq. (3.37) como

i
∂ρS(t)

∂t
= LS+W ρS(t)− i

t

0

dTK(T )ρS(t− T ). (3.39)

Esta equação é não-Markoviana pois o operador densidade de S no instante t depende de

seu valor no instante anterior t − T . O tratamento convencional (1,5,6) assume K(T )

diferente de zero em um intervalo T c, chamado de tempo de correlação, e que o tempo

3 Pois atua no espaço de operadores.
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característico Γ−1 (tempo de relaxação) para que ρS(t−T ) sofra uma mudança apreciável

é muito maior que o tempo de correlação, isto é, TcΓ 1. Nestas condições

ρS(t− T ) ≈ ρS(t) . (3.40)

A aproximação (3.40) é conhecida como aproximação de Markov (AM) de ruído colorido

e dizemos que o sistema sofre uma relaxação markoviana, isto é, seu estado futuro só

depende de seu estado presente e não de seu passado. Na AM a Eq. (3.39) reduz-se a

uma equação diferencial,

i
∂ρS(t)

∂t
= LS+W ρS(t)− i

t

0

dT K(T ) ρS(t) (3.41)

e se K(T ) = Γδ(T ) (Tc = 0) temos a Aproximação de Markov de ruído branco.

A argumentação acima é qualitativa, pois K(t − t ) é um operador, mas ficará clara

quando resolvermos a Eq. (3.39) para um modelo específico. Como exemplo, veremos

a seguir a equação mestra para reservatórios específicos, no caso reservatório térmico e

reservatório comprimido.

3.3.1 O Reservatório Térmico

Iremos consirar um sistema quântico interagindo com um conjunto de osciladores har-

mônicos que representam o reservatório. Dessa forma, o hamiltoniano total do sistema é

dado por

H = HS +HR +V (3.42)

em que HS e HR são os respectivos hamiltonianos dos sistemas S e R (S representa o

sistema quântico e R o reservatório) e V representa a interação entre S e R. Os termos

HS, HR e V são espressos respectivamente como

HS = ω0a
†a,

HR =
j

ωjb
†
jbj, (3.43)

V =
j

gja
†bj + g

∗
jab

†
j ,

sendo a e a† os operadores bosônicos de destruição e criação referente ao oscilador do

sistema quântico, e bj e b
†
j os operadores de destruição e criação do conjunto de osciladores
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que representam o reservatório.

Por questão de generalidade anteriormente consideramos que o sistema S pode estar

submetido a ação de uma força externa dependente do tempo, por isso a presença o termo

de perturbação dependente do tempoW(t). Para o caso em questão desconsideramos o

termo de perturbação e a partir de (3.38) temos a seguinte equação

∂ρS(t)

∂t
= −i [HS,ρS(t)]−

t

0

dt TrR [VI (t) [VI (t ) ,ρR(0)⊗ ρS (t )]] , (3.44)

nos quais ρS(t) é o operador densidade para o sistema quântico na representação de

Schrödinger, HS o hamiltoniano do subsistema quântico S, VI (t) é o termo de interação

ρR(0) é o operador densidade do reservatório o qual iremos especificar. O termo de

interação VI (t), em particular pode ser escrito da seguinte forma,

VI (t) =
j

gja
† exp (iω0t)bj exp (−iωjt) + g∗ja exp (−iω0t)b†j exp (iωjt) . (3.45)

Considerando então os termos da interação (3.45) e aqueles advindos dos comutadores, a

equação mestra (3.44) é dada por

∂ρS(t)

∂t
= −i [HS,ρS (t)]−

t

0

dt G11(t, t ) a
† a†,ρS (t )

+ G12(t, t ) a,a
†ρS (t ) +G21(t, t ) a

†, aρS (t ) +H.c. , (3.46)

onde

G11(t, t ) =
jj

gjgj e
iωjt+iωj t eiω0(t+t ) bjbj

G12(t, t ) =
jj

g∗j gj e
iωjt−iωj t e−iω0(t−t ) b†jbj (3.47)

G21(t, t ) =
jj

gjg
∗
j e
−iωjt+iωj t eiω0(t−t ) bjb

†
j

com bjbj = TrR [bjbj ρR(0)] e o mesmo para os outros valores médios. Ao consider-

armos o reservatório como sendo um reservatório térmico, o operador densidade ρR(0) é

escrito na forma

ρR(0) =
exp − HR

KBT

TrR exp − HR

KBT

(3.48)
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podendo também ser representado como

ρR(0) =
j

1− exp − ωj
KBT

exp −
ωjb

†
jbj

KBT
, (3.49)

em que KB é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta do reservatório. Para

o reservatório térmico em particular os valores médios são

b†j = bj = 0

b†jb
†
j = bjbj = 0

b†jbj = n(ωj)δjj

bjb
†
j = (n(ωj) + 1) δjj ,

sendo n(ωj) = exp
ωj
KBT

− 1
−1
o número médio de fótons térmicos. Assim, a equação

(3.46) é escrita como

∂ρS(t)

∂t
= −i [HS,ρS (t)]−

t

0

dt G12(t, t ) a,a
†ρS (t ) (3.50)

+ G21(t, t ) a
†, aρS (t ) +H.c.

Para efeitos de simplicidade denotaremos a partir de agora ρS(t) = ρ(t). Nosso próximo

passo é considerarmos a aproximação Markoviana na Eq. (3.50) e para isso, a título de

exemplificação lidaremos somente o primeiro termo dentro da integral da equação (3.50),

I1(t) =
t

0

dt G12(t, t ) aa
†ρ (t )− a†ρ (t )a

ou ainda

I1(t) =
t

0

dt
j

|gj|2 ei(ωj−ω0)(t−t )n(ωj) aa†ρ (t )− a†ρ (t )a .

Fazendo mudança de variável t− t = T e levando em conta a aproximação Markoviana,

que consiste em t→∞ no limite superior das integrais e ρ (t− T ) ∼= ρ (t), obtemos

I1 =
j

|gj|2 n(ωj)
∞

0

dT ei(ωj−ω0)T aa†ρ (t)− a†ρ (t)a .

Tal procedimento nos leva a reescrever I1(t) na forma

I1(t) =
j

|gj|2 n(ωj)Ij aa†ρ (t)− a†ρ (t)a ,
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em que

Ij =
∞

0

dT ei(ωj−ω0)T . (3.51)

Agora utilizando a propriedade da função delta de Dirac em (3.51) obtem-se

∞

0

dT ei(ωj−ω0)T = πδ (ωj − ω0)− i
P.V.

(ωj − ω0)
, (3.52)

onde P.V. é o valor principal de Cauchy. Considerando a Eq. (3.52), podemos escrever I1

como

I1 = π
j

|gj|2 n(ωj)δ (ωj − ω0) aa
†ρ (t)− a†ρ (t)a

−i
j

|gj|2 n(ωj)
P.V.

(ωj − ω0)
aa†ρ (t)− a†ρ (t)a (3.53)

Considerando os modos discretos no limite do contínuo,

j

{}→
∞

0

dω |g (ω)|2D (ω) ,

no qual D (ω) é densidade de frequências por intervalo de frequência, a equação (3.53)

terá a forma

I1(t) = π
∞

0

dω |(ω)|2D (ω)n(ω)δ (ω − ω0) aa
†ρ (t)− a†ρ (t)a

−i∆ω aa†ρ (t)− a†ρ (t)a . (3.54)

O termo ∆ω é chamado shift dinâmico (59) e é descrito como

∆ω = i
∞

0

dω
|g (ω)|2D (ω)n(ω)P.V.

(ω − ω0)
.

Levando em conta outra propriedade da função Delta

∞

0

dω |g (ω)|2D (ω)n(ω)δ (ω − ω0) = |g (ω0)|2D (ω0)n(ω0),

a solução para I1(t) a menos do shift dinâmico é

I1 = n
Γ

2
aa†ρ (t)− a†ρ (t)a , (3.55)

onde

Γ = 2π |g (ω0)|2D (ω0)
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é o coeficiente de relaxação e

n =
1

exp ω0
KBT

− 1

o número médio de fótons. Adotando o mesmo procedimento para com os outros termos

da equação (3.50), obtemos finalmente

∂ρ(t)

∂t
= −i [HS,ρ (t)]− n

Γ

2
a,a†ρ (t) + (n+ 1)

Γ

2
a†,aρ (t) +H.c. (3.56)

ou

∂ρ(t)

∂t
= −i [HS,ρ (t)] + (n+ 1)

Γ

2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a (3.57)

+n
Γ

2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† .

Portanto a equação (3.57) representa a equação mestra na representação de Schrödinger

para um sistema quântico interagindo com um reservatório térmico à temperatura T na

aproximação de Markov. Para obter a mesma equação na representação de interação,

basta aplicar a transformação unitária inversa da equação (3.23) e teremos

∂ρI(t)

∂t
= (n+ 1)

Γ

2
2aρI(t)a

† − a†aρI(t)− ρI(t)a
†a (3.58)

+n
Γ

2
2a†ρI(t)a− aa†ρI(t)− ρI(t)aa

† .

Por completeza ao considerarmos T = 0, (n = 0), esta se reduz a

∂ρI(t)

∂t
=

Γ

2
2aρI(t)a

† − a†aρI(t)− ρI(t)a
†a , (3.59)

a equação (3.58) é a equação mestra na representação de interação para um sistema

quântico interagindo com um reservatório térmico à temperatura zero na aproximação de

Markov.
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3.3.2 O Reservatório Comprimido

Agora iremos considerar um sistema quântico S interagindo com um reservatório tér-

mico comprimido. O operador densidade que descreve o reservatório é representado nesta

ocasião por

ρR = |ξ ξ| =
k

Sk(ξ)ρthS
†
k(ξ), (3.60)

no qual Sk(ξ) é chamado operador de compressão e descrito como

Sk(ξ) = exp ξ∗bkbk − ξb†kb
†
k . (3.61)

O parâmetro ξ = r exp (iθ) é um parâmetro de compressão complexo, sendo r é fator de

compressão e θ o ângulo associado a direção de compressão. Os operadores bk e b
†
k são

respectivamente operadores de destruição e criação do reservatório. Alem disso o operador

ρth refere-se ao operador densidade para o banho térmico descrito em (3.48).

A evolução temporal do sistema S pode ser descrita pela Eq. (3.46), onde para o

reservatório térmico comprimido os valores médios são dados por

b†j = bj = 0

b†kb
†
k = (2nk + 1) e

−iθ cosh (r) sinh (r) δkk

bkbk = (2nk + 1) e
iθ cosh (r) sinh (r) δkk (3.62)

b†kbk = (nk + 1) sinh
2 (r) + nk cosh

2 (r) δkk

bkb
†
k = (nk + 1) cosh

2 (r) + nk sinh
2 (r) δkk ,

em que nk refere-se ao número médio de fótons. Agora levaremos em conta a aproximação

Markoviana de forma análoga a realizada na seção anterior. Para tanto consideraremos

como exemplo somente o segundo termo da integral em (3.46),

I1(t) = −
t

0

dt G12(t, t ) aa
†ρ (t )− a†ρ (t )a (3.63)

Substituindo a expressão para G12(t, t ) dada em (3.47) e usando o valor médio descrito

em (3.62), I1(t) terá como expressão

I1(t) = −
t

0

dt
k

|gk|2 ei(ωk−ω0)(t−t ) (nk + 1) sinh2 (r) + nk cosh2 (r) aa†ρ (t )− a†ρ (t )a .
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Fazendo mudança de variável t − t = T , e novamente considerando a aproximação de

Markov, obtemos

I1(t) =
j

|gj|2 (nk + 1) sinh2 (r) + nk cosh2 (r)
∞

0

dT ei(ωj−ω0)T aa†ρ (t)− a†ρ (t)a .

Escrevendo I1(t) na forma

I1 =
j

|gj|2 (nk + 1) sinh2 (r) + nk cosh2 (r) Ik aa†ρ (t)− a†ρ (t)a , (3.64)

com

Ik =
∞

0

dT ei(ωk−ω0)T .

e adotando o mesmo procedimento matemático já delineado anteriormente, ficamos com

I1(t) =
Γ

2
(n+ 1) sinh2 (r) + n cosh2 (r) aa†ρ (t)− a†ρ (t)a , (3.65)

De maneira análoga, usando os mesmo procedimentos para todos os termos da expressão

(3.46), obtemos

dρ (t)

dt
= −i [HS, ρ (t)]

+
Γ

2
(n+ 1) cosh2 (r) + n sinh2 (r) 2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a

+
Γ

2
(n+ 1) sinh2 (r) + n cosh2 (r) 2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† (3.66)

+
Γ

2
(2n+ 1) eiθ cosh (r) sinh (r) 2a†ρ(t)a† − a†a†ρ(t)− ρ(t)a†a†

+
Γ

2
(2n+ 1) e−iθ cosh (r) sinh (r) [2aρ(t)a− aaρ(t)− ρ(t)aa] ,

a equação mestra descreve um sistema quântico interagindo com um reservatório térmico

comprimido. Se fizermos a temperatura T = 0 ( n = 0) obtemos a equação mestra para

o reservatório de vácuo comprimido,

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]

+
Γ

2
cosh2 (r) 2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a

+
Γ

2
sinh2 (r) 2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† (3.67)

+
Γ

2
eiθ cosh (r) sinh (r) 2a†ρ(t)a† − a†a†ρ(t)− ρ(t)a†a†

+
Γ

2
e−iθ cosh (r) sinh (r) (2aρ(t)a− aaρ(t)− ρ(t)aa)
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As equações mestras obtidas neste capítulo para os reservatórios específicos, no caso reser-

vatório térmico e reservatório comprimido, já são conhecidas e são amplamente utilizadas

na literatura (19,59). Nos capítulos que seguem obteremos equações mestras para reser-

vatórios similares, mas descritos por operadores que obdecem regras de comutação difer-

enciadas dos operadores de destruição e criação utilizados aqui, dessa forma poderemos

comparar com as equações já obtidas.



Capítulo 4

Processos de Relaxação em Sistemas
Quânticos Representados por
Álgebras de Operadores
Não-Lineares

4.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos alguns aspectos de processos dos relaxação em sistemas

quânticos descritos por álgebras associadas a operadores não-lineares, ou seja, operadores

que satisfazem as regras de comutação de álgebras deformadas (ou álgebras não-triviais)

em particular, consideraremos como sistema físico um oscilador harmônico quântico não-

linear, interagindo com um meio dissipativo (reservatório térmico), no qual derivaremos

uma equação mestra na aproximação de Markoviana. Para tanto, iremos considerar um

sistema constituído de um oscilador harmônico não-linear interagindo com um conjunto

de osciladores harmônicos que representa o reservatório. O operador hamiltoniano do

sistema total é descrito como

H = HS +HR +V, (4.1)

em que

HS =
1

2
ω0 A

†A+AA† (4.2)

45
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corresponde o oscilador harmônico deformado, sendo A† e A os operadores de levanta-

mento e abaixamento não-lineares definidos no capítulo 2. O hamiltoniano

HR =
j

ωjb
†
jbj (4.3)

representa um conjunto de osciladores que simulam o reservatório térmico, e o termo de

interação sistema-reservatório é dado por

V =
j

gjA
†bj + g

∗
jAb

†
j , (4.4)

com b†j e bj os operadores bosônicos usuais do reservatório.

De forma semelhante ao sistema abordado anteriormente, alguns autores também es-

tudaram a dinâmica para o amortecimento do oscilador harmônico quântico deformado

(30,31). Nesses trabalhos a deformação ou não-linearidade é introduzida somente nos

operadores do oscilador do sistema HS, enquanto que os operadores referentes ao reser-

vatório, bem como o termo de interação sistema-reservatório V, não possuem deformação

como podemos observar nas equações abaixo descritas por Mancini (30):

H = HS +HR +V

em que

HS =
ω0
2
A†A+AA† (4.5)

HR =
j

ωjb
†
jbj (4.6)

V = aΥ† + a†Υ, (4.7)

com Υ = j gjbj, e a,a† = 1. É importante notar que o hamiltoniano utilizado em

(30,31) [?, ?], difere nos termos de interação, na expressão (4.4) usamos os operadores

A e A† que obedecem às relações de comutação não-triviais dadas em (2.8); enquanto

que Mancini (30) obteve uma equação mestra com mesmo formato e operadores de uma

equação mestra usual na aproximação de Markov, mas agora com coeficiêntes deformados,

como podemos ver na equação que segue:

.
ρ (t) = −i [HS,ρ(t)] +

i

2π
P.V. dΩ (n)χ(Ω (n))
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× (1 +N(Ω (n))) (Ω(n)−Ω (n))−1 aρ(t),a†

+N(Ω (n)) a†,ρ(t) (Ω(n)−Ω (n))−1 a

+M(Ω (n)) a†ρ(t),a† (Ω(n)−Ω (n))−1 (4.8)

+M†(Ω (n)) aρ(t), (Ω(n)−Ω (n))−1 a −H.c.

+
1

2
(1 +N(Ω(n)))χ(Ω(n))aρ(t), a†

+ a†,ρ(t)N(Ω(n))χ(Ω(n))a + a†ρ(t),a†M(Ω(n))χ(Ω(n))

+ a†ρ(t),M(Ω(n))χ(Ω(n))a +H.c. .

Aqui, P.V. denota o valor principal de Cauchy, Ω(n) e Ω (n) são funções do operador

número n = a†a, bem como também os parâmetros N(Ω(n)), M(Ω(n)) e χ(Ω(n)) 1 ,

sendo a frequência Ω(n) descrita como Ω (n) = 1
2
(n+ 2) |f (n+ 2)|2 − n |f (n)|2 . Para

o reservatório térmico o autor assume M(Ω(n)) = 0 e N(Ω(n)) = exp(Ω(n)
KBT

)− 1
−1
,

em que KB é constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta e χ(Ω(n)) é a “função

relaxação” ou “função decaimento”. Note que a frequência e os parâmetros são operadores

devido a dependência com o operador número n. Uma simplificação pode ser feita se

desconsiderarmos os termos envolvendo o valor principal de Cauchy eM(Ω(n)) = 0, isto

é

.
ρ (t) = −i [HS,ρ(t)] +

1

2
(1 +N(Ω(n)))χ(Ω(n))aρ(t),a† (4.9)

+ a†,ρ(t)N(Ω(n))χ(Ω(n))a +H.c. .

Já Isar e Scheid (31) realizaram o mesmo procedimento de Mancini, mas agora es-

crevendo uma equação mais geral em termos de parâmetros de difusão e os usuais oper-

adores momentum p e posição q, como vemos a seguir na equação abaixo:

dρ

dt
= − i [HS,ρ] +

1

2 2
{Dpp(Ω(N)),q}+

i

mω
[Dpp(Ω(N)),p] ρ,q

+ [({Dqq(Ω(N)),p}− imω [Dqq(Ω(N)),q])ρ,p]

+ mω iDpq(Ω(N)) +
2
λ, q − Dpq(Ω(N))−

i

2
λ,p ρ,q

− 1

mω
iDpq(Ω(N))−

2
λ,p − Dpq(Ω(N)) +

i

2
λ,q ρ,p H.c. ,

1 Mantemos a notação utilizada em (30), onde o autor utiliza n = a†a para o operador número e não
N = a†a como definimos no capítulo 2.
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nos quais Dpp(Ω(N)), Dqq(Ω(N)) e Dpq(Ω(N)) são coeficientes de difusão deformados

definidos como

Dpp(Ω(N)) =
∞

0

dt C11(t )E+ =
∞

0

dt C∗11(t )E+;

Dqq(Ω(N)) =
∞

0

dt C22(t )E+ =
∞

0

dt C∗22(t )E+;

Dpq(Ω(N)) =
∞

0

dt C12(t )E+ =
∞

0

dt C∗21(t )E+,

com os coeficientes C11, C∗11, C22, C
∗
22, C12,e C

∗
21 designando funções de correlação dos

operadores do reservatório, E+ sendo definido como

E+ = exp [iΩ(N)t] .

A função de relaxação λ é também uma função do operador númeroN = a†a e a frequên-

cia Ω(N) é a mesma obtida por Mancini, Ω (N) = 1
2
(N+ 2) |f (N+ 2)|2 −N |f (N)|2 .

Expressando os operadores p e q em termos dos operadores a e a†, ou seja,

p = i
mω

2
a† + a

e

q =
2mω

a† − a ,

e definindo novos coeficientes de difusão com λ constante, teremos

dρ

dt
= − i [HS,ρ] + [D+(Ω(N))a,ρ] ,a

† (4.10)

− a† D−(Ω(N)) +
i
Dpq(Ω(N)) ,ρ ,a† − λ

2
a† {a,ρ} +H.c.

sendo

D+(Ω(N)) ≡
1

2
mωDqq(Ω(N)) +

Dpp(Ω(N))

mω
(4.11)

e

D−(Ω(N)) ≡
1

2
mωDqq(Ω(N))−

Dpp(Ω(N))

mω
. (4.12)

Chamando

D+(Ω(N)) = γ N(Ω(N)) +
1

2
,
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D−(Ω(N)) +
i
Dpq(Ω(N)) =M(Ω(N))

e

λ = γ = constante

obtemos a equação (4.8) de Mancini a menos dos termos envolvendo o P.V.. Já para o caso

particular de equilíbrio térmico do reservatório em que D−(Ω(N)) + iDpq(Ω(N)) = 0, a

equação (4.10) assume a forma simplificada

dρ

dt
= − i [HS,ρ] + [D+(Ω(N))a,ρ] ,a

†

− λ

2
a† {a,ρ} +H.c. .

O fato de Mancini, Isar e Scheid (30,31) considerarem a deformação somente no termo

HS referente ao sistema de interesse é decisivo no resultado final da equação mestra obti-

da, acarretando assim consideráveis diferenças em relação a equação que iremos obter,

conforme veremos nas próximas seções. Este capítulo está organizado da seguinte forma:

na seção 4.2 derivamos a equação mestra na aproximação de Markov para um sistema

quântico descrito por operadores não-lineares interagindo com um ambiente dissipativo

(reservatório térmico sem deformação). Na seção 4.3 obtemos as equações para os elemen-

tos diagonais e não diagonais da matriz densidade da equação mestra, enquanto que na

seção 4.4 obtemos uma equação que descreve a dinâmica para o valor médio de N e sua

solução. Finalmente na última seção apresentamos as conclusões e discusões dos cálculos

realizados.

4.2 Equação Mestra para Sistemas Quânticos Repre-
sentados por Álgebras de Operadores Não-Lineares

A dinâmica do sistema total descrito por (4.1) obedece à equação de Liouville-von

Neumann

i
∂ρ (t)

∂t
= [H,ρ (t)] .
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Desta equação obtemos a equação mestra para o sistema na representação de Schrödinger2

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]−

t

0

dt TrR [V (t) [V (t ) ,ρR ⊗ ρ (t )]] , (4.13)

em que o termo de interação é dado por

V (t) =
j

gjA
†(t)bj(t) + g

∗
jA(t)b

†
j(t) (4.14)

com

A†(t) = A† exp (iΩ(N)t) ;

A(t) = exp (−iΩ(N)t)A; (4.15)

b†j(t) = b†j exp (iωjt) ;

bj(t) = bj exp (−iωjt) ;

com Ω (N) = ω0
2
(N+ 2) |f (N+ 2)|2 −N |f (N)|2 sendo o operador frequência, N é o

operador número definido na capítulo 2.

Introduzindo o termo de interação (4.14) na equação (4.13), e denotando os novos

operadores E†(N, t) = exp (iΩ(N)t) e E(N, t) = exp (−iΩ(N)t), obtemos

dρ (t)

dt
= −i [HS, ρ (t)]−

t

0

dt G11(t, t ) A
†E†(N, t) A†E†(N, t ),ρ (t )

+G12(t, t ) E(N, t)A,A
†E†(N, t )ρ (t ) (4.16)

+G21(t, t ) A
†E†(N, t),E(N, t )Aρ (N, t ) + Hc

com

G11(t, t ) =
jj

gjgj e
iωjt+iωj t bjbj

G12(t, t ) =
jj

g∗j gj e
iωjt−iωj t b†jbj

G21(t, t ) =
jj

gjg
∗
j e
−iωjt+iωj t bjb

†
j

sendo bjbj = TrR (bjbj ρR) e o mesmo para os outros valores médios. Como estamos

considerando o reservatório como um reservatório térmico, o operador densidade ρR pode

2 Para maiores detalhes da dedução de equação (4.13), ver capítulo 3.
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ser representado por

ρR =
j

1− exp − ωj
KBT

exp −
ωjb

†
jbj

KBT
, (4.17)

enquanto que os valores médios associados aos operadores do reservatório são definidos

como

b†j = bj = 0

b†jb
†
j = bjbj = 0

b†jbj = n(ωj)δjj

bjb
†
j = [n(ωj) + 1] δjj ,

sendo n(ωj) = exp
ωj
KBT

− 1
−1
o número médio de quanta. Desta forma a equação

(4.16) é escrita como

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)] −

t

0

dt G12(t, t ) E(N, t)A,A
†E†(N, t )ρ (t ) (4.18)

+ G21(t, t ) A
†E†(N, t),E(N, t )Aρ (t ) +H.c.

A equação (4.18) pode ser reescrita considerando a aproximação Markoviana. Para ex-

emplificar, consideraremos somente o primeiro termo dentro do símbolo de integração da

equação (4.18), isto é,

I1(t) =
t

0

dt
j

|gj|2 eiωj(t−t )n(ωj)E(N, t)AA†E†(N, t )ρ (t )

−
t

0

dt
j

|gj|2 eiωj(t−t )n(ωj)A†E†(N, t )ρ (t )AE(N, t),

para fazermos em seguida a mudança de variável t−t = T , além de também levarmos em

conta a aproximação Markoviana que consiste em considerar t → ∞ no limite superior

das integrais e ρ (t− T ) ∼= ρ (t). Tal procedimento faz com que I1(t) possa ser escrito

como

I1(t) =
j

|gj|2 n(ωj)AA†
∞

0

dT eiωjTE(N, t)E†(N, t− T )ρ (t)

−
j

|gj|2 n(ωj)A†
∞

0

dT eiωjTE†(N, t− T )ρ (t)E(N, t) A.
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Agora, utilizando as expressões E†(N, t) = exp (iΩ(N)t) e E(N, t) = exp (−iΩ(N)t), as

integrais adquirem a forma

I1(t) =
j

|gj|2 n(ωj)AA†
∞

0

dT eiωjT exp (−iΩ(N)t) exp (iΩ(N)(t− T ))ρ (t)

−
j

|gj|2 n(ωj)A†
∞

0

dT eiωjT exp (iΩ(N)(t− T ))ρ (t) exp (−iΩ(N)t) A.

Com isso, unindo os termos eiωjT e e−iΩ(N)T nos integrandos de I1(t), teremos

I1(t) =
j

|gj|2 n(ωj)IjAA†ρ (t)−
j

|gj|2 n(ωj)A†IjE
†(N, t)ρ (t)E(N, t)A (4.19)

no qual

Ij =
∞

0

dT e−i(ωj−Ω(N))T . (4.20)

Usando a propriedade

∞

0

dT e−i(ωj−Ω(N))T = πδ (ωj −Ω (N))− i
P.V.

(ωj −Ω (N))
,

podemos reescrever a expressão (4.19) como

I1(t) = π
j

|gj|2 n(ωj) δ [ωj −Ω (N)]− i
P.V.

(ωj −Ω (N))
AA†ρ (t) (4.21)

−A†π
j

|gj|2 n(ωj) δ [ωj −Ω (N)]− i
P.V.

(ωj −Ω (N))
E†(N, t)ρ (t)E(N, t)A

No limite do contínuo tal expressão escreve-se como

I1 = π
∞

0

dω |g (ω)|2D (ω)n(ω)δ [ω −Ω (N)]−∆ω AA†ρ (t)

−A† π
∞

0

dω |g (ω)|2D (ω)n(ω)δ [ω −Ω (N)]−∆ω E†(N, t)ρ (t)E(N, t)A.

O termo ∆ω denominamos shift dinâmico (59) e é dado por

∆ω = i
∞

0

dω |g (ω)|2D (ω)n(ω) P.V.

(ω −Ω (N)) .

Em seguida, designando

F (ω) = 2 |g (ω)|2D (ω)n(ω) (4.22)
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e levando em conta a propriedade da função delta de Dirac

∞

0

F (ω) δ (ω −Ω (N)) dω = 1

2
F (Ω (N)) , (4.23)

a solução para I1(t) a menos do shift dinâmico pode ser prontamente obtida

I1 =
Γ(N)

2
n (Ω (N))AA†ρ (t)

−Γ(N− 1)
2

n (Ω (N− 1))E†(N− 1, t)A†ρ (t)AE(N− 1, t)

onde

Γ(N) = 2π |g (Ω (N))|2D (Ω (N))

e

n(Ω (N)) = exp
Ω (N)

KBT
− 1

−1
.

Observe que Ω (N) é um operador pois apresenta dependência do operador número de

quanta N, além disso Ω (N) pode ser considerada uma frequência não-linear com uma

certa não-linearidade específica na qual depende da função f (N), que é particular para

cada tipo de deformação ou não-linearidade. Assim, os coeficientes que denotamos por

operador “taxa de relaxação” Γ(N) e operador “número médio de quanta” n(Ω (N)), pos-

suem as mesmas características de não-linearidade, e são coeficientes deformados. Outro

aspecto interessante observado é que o operador taxa de relaxação mostra dependência

não só na deformação, mas também no número de quanta.

De maneira análoga, realizando o mesmo procedimento para os demais termos da

equação (4.16) podemos obter a equação mestra

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]− C (Ω (N))AA†ρ (t) + ρ (t)AA†C (Ω (N))

−C (Ω (N− 1))E† (N− 1, t)A†ρ (t)AE (N− 1, t)

−E† (N− 1, t)A†ρ (t)AE (N− 1, t)C (Ω (N− 1)) (4.24)

+J (Ω (N− 1))A†Aρ (t) + ρ (t)A†AJ (Ω (N− 1))

−J (Ω (N))E (N, t)Aρ (t)A†E† (N, t)

− E (N, t)Aρ (t)A†E† (N, t)J (Ω (N))
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no qual denotamos

C (Ω (N)) =
Γ(N)

2
n (Ω (N))

e

J (Ω (N)) =
Γ(N)

2
[n (Ω (N)) + 1] .

A equação mestra (4.24) descreve o oscilador harmônico deformado interagindo com um

reservatório térmico na aproximação de Markov. É uma equação análoga a equação usu-

al, mas com operadores e coeficientes que dependem do operador número N de forma

não trivial. Como citamos anteriormente, Γ(N) e n (Ω (N)) dependem da função f (N)

que é específica para cada não-linearidade adotada. A não-linearidade está presente no

comutador [HS,ρ (t)], como também na parte dissipativa descrita pelos anti-comutadores

restantes. Uma forte não-linearidade é observada na equação mestra devido a intro-

dução da deformação. A equação (4.24) contém também novos operadores: E (N, t) e

E† (N, t) com dependência temporal e do operador número N, e os operadores C (Ω (N))

e J (Ω (N)), estes últimos definidos a partir dos operadores Γ(N) e n (Ω (N)). Observe

que se fizermos, f (N) = 1, Ω (N) = 1, restauramos a equação mestra usual (1,6,12).

A equação obtida em (4.24) demonstra algumas diferenças e semelhanças com os re-

sultados obtidos por Mancini (30), Isar e Scheid (31). A semelhança está nos parâmetros

Γ(N) e n(Ω(N)), que são idênticos aos parâmetros χ(Ω) e N(Ω) obtidos em (30). Já

a diferença está na parte da equação mestra que caracteriza a dissipação, onde em nos-

sa equação (4.24) os operadores A† e A são operadores deformados, enquanto que nos

trabalhos de Mancini (30), Isar e Scheid (31) são os operadores de criação e destruição

usuais a e a†, não deformação. Uma característica que observamos na equação (4.24) é

a presença da deformação tanto nos operadores como nos coeficientes, em concordância

com os resultados de (33), onde a deformação é introduzida no termo de interação do

hamiltoniano.

Apesar de Mancini (30), Isar e Schied (31), e nós estarmos tratando situações semel-

hantes, observamos resultados bem diferentes. Uma explicação para essa diferença pode

estar ligada a dois fatores. O primeiro é que sabemos que as funções de correlação definidas

a partir do traço da equação (4.13) dependem do acoplamento, ou seja da interação entre
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sistema e reservatório. No caso de Mancini, Isar e Scheid não há presença da “defor-

mação”, ou melhor dos operadores não-lineares A e A† no termo de interação. Por isso

não surgem os operadores deformados na parte irreverssível (dissipativa) das equações

mestras obtidas. Mas também observamos no caso de Mancini, Isar e Scheid, a pre-

sença da deformação nos coeficientes da equação mestra, seja na constante de relaxação

χ (Ω(N)), como no número médio de partículas N (Ω(N)). Este fato ocorre porque

na aproximação de Markov o acoplamento não depende das frequências do reservatório,

levando as funções de correlação à funções delta correlacionadas como podemos observar

nas equações (4.20) e (4.21).

Apesar do acoplamento não apresentar operadores ou coeficientes deformados, a de-

formação (não-linearidade) aparece nos coeficientes da equação mestra como influência

das frequências do sistema formado pelo oscilador deformado. Note que os coeficientes

da equação dependem da frequência deformada Ω (N) do sistema, sendo uma consequên-

cia da própria aproximação Markoviana e observado nas relações (4.20), (4.22) e (4.23).

Portanto, independentemente de Mancini, Isar e Scheid, não utilizarem operadores de-

formados no termo de interação, há a presença da deformação nos coeficientes da parte

da equação mestra referente irreverssibilidade ou dissipação, devido a dependência da

frequência não-linear Ω (N).

Os dois fatores citados anteriormente para explicar os resultados de Mancini, Isar e

Scheid, corroboram também os nossos resultados. A dependência da interação nas funções

de correlação são explicitamente observados nos resultados obtidos na equação mestra

(4.24): uma equação mestra deformada, com operadores deformados (não-lineraes), que é

uma consequência da forma como foi escrita a interação, com operadores não-lineares A† e

A representando o sistema e operadores usuais sem deformação do conjunto de osciladores

que representam o reservatório.

Novamente assim como nas equações obtidas por Mancini, Isar e Scheid, em nossos

resultados os coeficientes da equação mestra dependem da frequência não-linear Ω (N) do

sistema, demonstrando assim uma característica da aproximação Markoviana para o caso

em questão, onde o acoplamento não depende das frequências do reservatório.

Nas seções seguintes iremos obter as equações para o elemento de matriz do operador
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densidade da equação (4.24) e obter a dinâmica dos valores médios para o operador

número.

4.3 Equações para o Elemento de Matriz do Oper-
ador Densidade

Escrevendo a equação mestra (4.24) na representação de estados de Fock e utilizando

a abreviação m |ρ (t)|n = ρmn, obtemos

dρmn
dt

= −iω0
2
{[m] + [m+ 1]− ([n] + [n+ 1])} ρmn

+ (J(m) + J(n))E(m, t)E∗(n, t) [m+ 1] [n+ 1] ρm+1,n+1

− (C(m) [m+ 1] + C(n) [n+ 1]) ρmn (4.25)

+ (C(m− 1) + C(n− 1))E∗(m− 1, t)E(n− 1, t) [m] [n] ρm−1,n−1

− (J(m− 1) [m] + J(n− 1) [n]) ρmn,

sendo [n] = n |f(n)|2, n o autovalor do operador N, e as grandezas E(n, t), E∗(n, t), C(n)

e J(n) definidas como

E(n, t) = exp [−iΩ(n)t] ,

E∗(n, t) = exp [iΩ(n)t] ,

C(n) =
Γ(n)

2
n (Ω (n)) ,

J(n) =
Γ(n)

2
[n (Ω (n)) + 1] .

Vamos nos ater em princípio aos termos diagonais da equação (4.25),

dPn
dt

= −2 [C(n) [n+ 1] + J(n− 1) [n]]Pn + 2J(n) [n+ 1]Pn+1 + 2C(n− 1) [n]Pn−1,

(4.26)

com Pn = n |ρ|n . Tal equação pode ser escrita como

dPn
dt

= [ +(n) + −(n)]Pn − −(n+ 1)Pn+1 − +(n− 1)Pn−1, (4.27)

nos quais definimos as probabilidades de transição

+(n) = −2C(n) [n+ 1] e −(n) = −2J(n− 1) [n] . (4.28)
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A equação (4.26) é chamada equação de balanço detalhado, sua solução estacionária já é

conhecida na literatura (59,63) e ocorre para condição de balanço detalhado

−(n)Pn = − +(n− 1)Pn−1. (4.29)

A partir de (4.26) e (4.29) a solução estacionária é obtida pela iteração da equação

abaixo

J(n− 1) [n]Pn = C(n− 1) [n]Pn−1, (4.30)

levando-nos ao resultado,

Pn =
n (Ω (n− 1))

(n (Ω (n− 1)) + 1)Pn−1. (4.31)

Por exemplo considerando n = 1, teremos a partir de (4.31),

P1 =
n (Ω (0))

(n (Ω (0)) + 1)
P0.

Repetindo o mesmo procedimento, agora considerando n = 2, ficamos com

P2 =
n (Ω (1))

[n (Ω (1)) + 1]

n (Ω (0))

[n (Ω (0)) + 1]
P0.

Fazendo isso sucessivamente obtemos finalmente o resultado desejado:

Pn =
n

k=1

n (Ω (k − 1))
[n (Ω (k − 1)) + 1]P0. (4.32)

Para o caso particular do estado térmico, teremos

Pn =
n

k=1

exp −Ω (k − 1)
KBT

P0 (4.33)

com P0 determinado através da condição de normalização
∞
n=0 Pn = 1, ou seja,

P0 =
∞

n=0

n

k=1

exp −Ω (k − 1)
KBT

−1

. (4.34)

Neste ponto é importante lembrarmos que Ω (n) = ω0
2
(n+ 2) |f (n+ 2)|2 − n |f (n)|2 ,

f (n) é específica para cada deformação e a solução estacionária para Pn dependerá da não-

linearidade contida em f (n). A solução Pn dada em (4.32) pode ser facilmente verificada

como solução de (4.26). Em particular se considerarmos a deformação nula, f (n) = 1,

readiquirimos a solução usual sem deformação (1,6,12,59,63).
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4.4 Valor Esperado do Operador N

No capítulo 3 vimos que o valor médio de um observável O é definido como

O = Tr (Oρ) , (4.35)

no qual ρ é o operador matriz densidade que descreve o estado do sistema. A dinâmica

para o valor médio do observável O satisfaz a equação

d O

dt
= Tr O

dρ

dt
, (4.36)

desde que O não dependa da variável temporal. Portanto, considerando O ≡ N e substi-

tuindo (4.24) na equação acima, obtemos

d N

dt
= −iTr (N [HS, ρ (t)])

−Tr N C (Ω (N))AA†,ρ (t)

+Tr NA†E† (N, t) {C (Ω (N)) ,ρ (t)}E (N, t)A (4.37)

−Tr N A†J (Ω (N))A,ρ (t)

+Tr N J (Ω (N)) ,E (N, t)Aρ (t)A†E† (N, t) .

Agora, levando em consideração que o operador N comuta com os termos HS, C (Ω (N)),

J (Ω (N)), AA†, E (N, t) e E† (N, t), além da propriedade cíclica do traço, ficamos com

d N

dt
= −2Tr NC (Ω (N))AA†ρ (t)

+2Tr (N+ 1)C (Ω (N))AA†ρ (t)

−2Tr NJ (Ω (N− 1))A†Aρ (t) (4.38)

+2Tr (N− 1)J (Ω (N− 1))A†Aρ (t) .

Ao definirmos a funçãoY(N) = 2 C (Ω (N)) (N+ 1) |f(N+ 1)|2 − J (Ω (N− 1))N |f(N)|2 ,

está equação assume a forma simplificada

d N

dt
= Y(N) (4.39)

É importante notar que para a deformação nula, restauramos prontamente a equação

usual encontrada na literatura (1,59), ou seja, d N
dt
= Γn( N + 1)− Γ (n+ 1) N .
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Para temperatura T = 0, a equação (4.39) reduz-se a

d N

dt
= − Γ(N)N |f(N)|2 (4.40)

e para Γ(N) = Γ = cte obtemos

d N

dt
= −Γ N |f(N)|2 , (4.41)

resultado semelhante ao obtido em (33). É importante mencionarmos nesse ponto que

o valor médio para o operador N depende da deformação ou não-linearidade, diferente

do resultado de Isar e Scheid para um sistema quântico dito deformado interagindo com

meio dissipativo (reservatório térmico) (31).

4.5 Conclusão

Nós estudamos a dinâmica de um sistema formado por um oscilador harmônico quânti-

co deformado (descrito por álgebras de operadores não-lineares) interagindo com um meio

dissipativo no caso um reservatório térmico. Para tanto, obtivemos a equação mestra na

aproximação de Markov para o operador densidade reduzido do oscilador amortecido

deformado, e como consequência observamos que os coeficientes da equação mestra que

decorrem da influência do meio dissipativo, isto é, coeficiente de relaxação e número médio

de quanta, assumem forte não-lineridade devido à dependência da frequência não-linear

Ω (N) do sistema. A equação obtida apresenta uma nova estrutura com novos oper-

adores descritos em termos da função deformada f(N) e com dependência temporal como

podemos observar na Eq. (4.24). Os coeficientes da equação agora são operadores com

dependência do operador frequência não-linear Ω (N). Quando consideramos o limite da

deformação indo a zero, f(N) = 1, a equação mestra readiquire a forma usual do oscilador

harmônico quântico interagindo com um reservatório térmico. Os resultados apresentam

uma analogia com aqueles obtidos anteriormente por outros autores (30,31) para o mesmo

problema abordado (existe uma diferença na estrutura da interação sistema-reservatório).

Podemos observar que nos trabalhos anteriores (30,31), onde a proposta também é descr-

ever a dinâmica de um oscilador quântico deformado interagindo com ummeio dissipativo,

o resultado apresenta uma diferença na estrutura da equação mestra. Em (30) e (31) a



60

estrutura da equação mestra é idêntica a de um oscilador harmônico sem deformação

interagindo com um meio dissipativo, mas com coeficientes que dependem da frequên-

cia não-linear Ω (N). Neste aspecto no qual observamos a dependência dos coeficientes

da equação com relação a frequência não-linear Ω (N), nossos resultados são iguais. Os

nossos resultados assemelhan-se aos resultados obtidos em (32) e (33), onde a propos-

ta é de se obter uma dissipação deformada e uma interação deformada respectivamente.

Também obtivemos uma equação para o elemento de matriz diagonal do operador den-

sidade e encontramos a solução estacionária, que apresenta uma dependência não-linear

com dependência de Ω (N). A equação de movimento para o operador N, observamos

uma não-linearidade devido as funções presentes na equação. Como perspectiva futura

temos a possibilidade tentar descrever a dinâmica do sistema via formalismo de espaço

de fase deduzindo a equação de Fokker-Planck para funções quase probabilidades como a

função de Wigner, como também calcularmos as variancias para um estudo da estatística

do sistema em questão, utilizando formas específicas para a função f(N).



Capítulo 5

Processos de Relaxação em Sistemas
Quânticos Acoplados a Reservatórios
Representados por Álgebras de
Operadores Não-Lineares

5.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos processos de relaxação em sistemas quânticos que ocorrem

devido ao acoplamento com um reservatório descrito por operadores não-lineares que obe-

decem a uma álgebra não-trivial ou dita deformada. Particularmente iremos considerar

um sistema constituído de um oscilador harmônico interagindo com um conjunto de os-

ciladores não-lineares os quais representam um reservatório, cuja dinâmica é descrita por

uma equação mestra na aproximação de Markov. O operador hamiltoniano do sistema

total é dado por

H = HS +HR + V, (5.1)

no qual

HS = ω0a
†a (5.2)

descreve o operador hamiltoniano do sistema S, sendo a e a† são os operadores que

satisfazem a relação de comutação a,a† = 1,

HR =
j

ωj
2

B†jBj +BjB
†
j (5.3)

61
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é o hamiltoniano do conjunto de osciladores não-lineares que simulam o reservatório,

com Bj = bjf(Nj) e B
†
j = f(Nj)b

†
j, sendo f(Nj) uma função do operador número Nj,

bj e b
†
j são os operadores que obedecem as relações de comutação, bi,b

†
j = δij e

[bi,bj] = b†i ,b
†
j = 0. O termo de interação sistema-reservatório é dado por

V =
j

gja
†Bj + g

∗
jaB

†
j . (5.4)

Outras propostas para obter uma “dissipação deformada” surgiram recentemente em

(32,33).

A primeira propõe um modelo onde se introduz a não-linearidade somente no termo da

equação mestra que caracteriza a irreversibilidade ou dissipação. A deformação ou não-

linearidade é obtida pela substituição direta na equação mestra, dos operadores bosônicos

usuais a e a† por operadores não-lineares A e A† definidos em (2.7). Desta forma a

equação mestra obtida em (32) é

dρ

dt
= −iω [N,ρ]

+
1

2
D1 f(N+ 1)f(N)a†a†ρ+ ρa†a†f(N+ 1)f(N+ 2)− 2f(N)a†ρa†f(N+ 1)

+
1

2
D∗1 {f(N+ 1)f(N)aaρ+ ρaaf(N− 1)f(N)− 2f(N+ 1)aρaf(N)} (5.5)

−1
2
(D2 + λ) Nf2(N)ρ+ ρNf2(N)− 2f(N+ 1)aρa†f(N+ 1)

−1
2
(D2 − λ) (N+ 1) f2(N+ 1)ρ+ ρ (N+ 1) f2(N+ 1)− 2f(N)aρa†f(N) ,

sendo D1 e D2 os coeficientes de difusão, λ a constante de decaimento, e N = a†a. É

importante notar que se compararmos a Eq. (5.5) com a Eq. (4.24) obtida por nós

no capítulo anterior, podemos observar algumas diferenças, por exemplo: a Eq. (5.5)

apresenta a deformação somente na parte que caracteriza a dissipação, enquanto que em

(4.24) a deformação surge também no termo do oscilador livre. A estrutura das duas

equações são semelhante, exceto pelos operadores E† (N, t) e E (N, t) que aparecem em

(4.24). Outra diferença significativa é com relação aos coeficientes das equações, na Eq.

(4.24) os coficientes da equação mestra obtida dependem da deformação (os coficientes

são operadores), ao contrário de (5.5) onde essa dependência não aparece. Para o caso
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particular de equilibrio térmico do reservatório em (5.5), obtemos

dρ

dt
= −iω [N,ρ]

−1
2
(D2 + λ) Nf2(N)ρ+ ρNf2(N)− 2f(N+ 1)aρa†f(N+ 1) (5.6)

−1
2
(D2 − λ) (N+ 1) f2(N+ 1)ρ+ ρ (N+ 1) f2(N+ 1)− 2f(N)aρa†f(N) ,

com D2 = λ coth ω
2KBT

e quando T = 0, esta se reduz a

dρ

dt
= −iω [N,ρ]− λ Nf2(N)ρ+ ρNf2(N)− 2f(N+ 1)aρa†f(N+ 1) . (5.7)

Na segunda proposta (33), obtem-se a “dissipação deformada” considerando somente

os termos HS e V descritos por operadores não-lineares, como veremos nas equações que

seguem:

HS =
1

2
A†A+AA†

HR =
j

ωjb
†
jbj (5.8)

V = AΥ† +A†Υ.

Nesta descrição, Υ = j kjBj, kj é a constante de acoplamento, A e A† são operadores

não-lineares do sistema S que obedecem as relações de comutação A,A† = φ(N),

[N,A] = −A e N,A† = A†, sendo φ(N) descrito em (2.9). Assim, Isar e Scheid

obtiveram em (33) a equação

dρ

dt
= − i [HS,ρ]

+ [D+(Ω(N))af(N),ρ] , f(N)a
† (5.9)

− a†f(N) D−(Ω(N)) +
i
Dpq(Ω(N)) , f(N)a†

− λ

2
f(n)a†, {af(N),ρ}+H.c. ,

nos quais D±(Ω(N)) e Dpq(Ω(N)) são coeficientes de difusão deformados definidos como

D+(Ω(N)) ≡
1

2
mωDqq(Ω(N)) +

Dpp(Ω(N))

mω
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com

Dpp(Ω(N)) =
∞

0

dt C11(t )E± =
∞

0

dt C∗11(t )E±,

Dqq(Ω(N)) =
∞

0

dt C22(t )E± =
∞

0

dt C∗22(t )E±,

Dpq(Ω(N)) +
i

2
λ(Ω(N)) =

∞

0

dt C12(t )E± =
∞

0

dt C∗21(t )E±.

Os coeficientes C11, C∗11, C22, C
∗
22, C12,e C

∗
21 são funções de correlação dos operadores do

reservatório, sendo E± = exp [±iΩ(N)t]. Em (33), a função de relaxação λ(Ω(N)) e a

frequência Ω(N) é a mesma obtida por Mancini, ou seja,

Ω (N) =
1

2
(N+ 2) |f (N+ 2)|2 −N |f (N)|2 .

Nas duas propostas descritas anteriormente, podemos observar que a equação mestra

obtida apresenta operadores não-lineares na parte da equação mestra que caracteriza a

dissipação. Já na segunda proposta, observa-se a não-linearidade também na parte da

equação referente ao oscilador livre. Nestá última proposta os resultados são praticamente

idênticos aos obtidos por nós no cápitulo anterior apresentados em (4.24). Iremos apresen-

tar nas seções seguintes uma proposta diferente se comparada com aquelas apresentadas

em (32,33). A partir da consideração feita no início do capítulo, onde assumimos um

sistema S descrito por um oscilador harmônico não deformado acoplado a um conjunto

de osciladores harmônicos quânticos não-lineares, iremos deduzir uma equação mestra na

aproximação de Markov, com estrutura idêntica a equação mestra usual para o oscilador

harmônico encontrada na literatura (1,6,12,59), mas agora com coeficientes e parâmetros

não-lineares. Nós organizamos este capítulo da seguinte forma: na seção 5.2 nós deduzi-

mos a equação mestra na aproximação de Markov para o oscilador harmônico interagindo

com um conjunto de osciladores que obedecem a álgebra de operadores não-lineares de-

scrita no capítulo 2. Na seção 5.3 obtemos as equações para os elementos diagonais e

não-diagonais do operador densidade reduzido e sua respectiva solução estacionária para

equação dos elementos diagonais. Na seção 5.4 a equação que descreve a dinâmica para

o valor médio de N é obtida bem como sua solução. Por fim, na seção 5.5 apresentamos

algumas conclusões e discusões.
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5.2 Equação Mestra para Sistemas Quânticos acopla-
dos a Reservatórios Descritos por Álgebras de
Operadores Não-Lineares.

A dinâmica do sistema total obedece a equação de Liouville-von Neumann

i
∂ρ (t)

∂t
= [H,ρ (t)] .

A partir desta equação obtemos a equação mestra para o sistema S na representação de

Schrödinger

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]−

t

0

dt TrR [V (t) [V (t ) ,ρR ⊗ ρ (t)]] , (5.10)

sendo HS, definido pela equação (5.2) e o termo de interação V (t) escrito como

V(t) =
j

gja
†(t)Bj(t) + g

∗
ja(t)B

†
j(t) , (5.11)

nos quais

a†(t) = a† exp (iω0t) ,

a(t) = a exp (−iω0t) ,

B†j(t) = B†j exp (iΩj(Nj)t) , (5.12)

Bj(t) = exp (−iΩj(Nj)t)Bj,

e

Ωj (Nj) =
ωj
2
(Nj + 2) |f (Nj + 2)|2 −Nj |f (Nj)|2 . (5.13)

Ao introduzirmos o termo de interação (5.11) em (5.10) e ainda considerarmos as ex-

pressões para os operadores dadas em (5.12), temos que

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]−

t

0

dt G11(t, t ) a
† a†,ρ (t ) (5.14)

+G12(t, t ) a,a
†ρ (t ) +G21(t, t ) a

†, aρ (t ) +H.c. ,

com

G11(t, t ) =
jj

gjgj e
iω0(t+t ) BjBj ,
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G12(t, t ) =
jj

g∗j gj e
−iω0(t−t ) B†jBj ,

G21(t, t ) =
jj

gjg
∗
j e

iω0(t−t ) BjB
†
j , (5.15)

G22(t, t ) =
jj

gjgj e
−iω0(t+t ) B†jB

†
j .

Os valores médios descritos em (5.15) podem ser obtidos através da operação traço sobre

as variávies do reservatório conforme podemos observar nas expressões seguintes:

BjBj = TrR e−iΩj(Nj)tBje
−iΩj (Nj )t Bj ρR ,

B†jBj = TrR B†je
iΩj(Nj)te−iΩj (Nj )t Bj ρR ,

BjB
†
j = TrR e−iΩj(Nj)tBjB

†
j e

iΩj (Nj )t ρR , (5.16)

B†jB
†
j = TrR B†je

iΩj(Nj)tB†j e
−iΩj (Nj )t ρR .

Para um reservatório térmico descrito por

ρR =
e
− 1
KBT

HR

TrR e
− 1
KBT

HR
, (5.17)

no qualHR é dado em (5.3),KB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta,

os valores médios têm como expressões

B†j = Bj = 0

BjBj = 0

B†jBj =
1

Zj

∞

nj=1

eiΩj(nj−1)te−iΩj (nj −1)t S(nj)δjj (5.18)

BjB
†
j =

1

Zj

∞

nj=0

e−iΩj(nj)teiΩj (nj )t R(nj)δjj

B†jB
†
j = 0,

sendo

S(nj) = (nj) |f(nj)|2 exp − ωj
2KBT

(nj + 1) |f(nj + 1)|2 + (nj) |f(nj)|2 , (5.19)

R(nj) = (nj + 1) |f(nj + 1)|2 exp − ωj
2KBT

(nj + 1) |f(nj + 1)|2 + (nj) |f(nj)|2 ,

(5.20)
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e

Zj =
∞

nj=0

exp − ωj
2KBT

(nj + 1) |f(nj + 1)|2 + (nj) |f(nj)|2 . (5.21)

a função partição deformada. Consequentemente a equação (5.14) pode ser escrita na

forma

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]−

t

0

dt G12(t, t ) a,a
†ρ (t ) (5.22)

+ G21(t, t ) a
†,aρ (t ) +H.c. .

De maneira análoga aos capítulos anteriores, iremos em seguida fazer a aproximação de

Markov na equação (5.22). Para tanto, consideraremos somente o segundo termo dentro

da integral de (5.22), ou seja, levaremos em conta

I1(t) =
t

0

dt

⎧⎨⎩
j

∞

nj=0

1

Zj
|gj|2 e−iΩj(nj)(t−t )eiω0(t−t )R(nj) a†,aρ (t )

⎫⎬⎭ . (5.23)

Fazendo a mudança de variável t − t = T , e considerando a aproximação de Markov, a

expressão (5.23) adquire o seguinte aspecto:

I1(t) =
∞

0

dT

⎧⎨⎩
j

∞

nj=0

1

Zj
|gj|2 e−i(Ωj(nj)−ω0)TR(nj) a†,aρ (t)

⎫⎬⎭
Para simplificar, reescrevemos I1(t) como

I1(t) =
j

∞

nj=0

1

Zj
|gj|2R(nj)Ij a†,aρ (t) , (5.24)

no qual

Ij =
∞

0

e−i(Ωj(nj)−ω0)T dT . (5.25)

Usando a propriedade da função delta de Dirac,

∞

0

e−i(Ωj(nj)−ω0)T dT =πδ [Ωj (nj)− ω0]− i
P.V.

(Ωj (nj)− ω0)
,

a integral (5.24) simplifica-se em

I1 =
∞

nj=0 j

|gj|2
1

Zj
R(nj) πδ [Ωj (nj)− ω0]− i

P.V.

(Ωj (nj)− ω0)
a†, aρ (t) . (5.26)
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Note que somas em nj podem ser reescritas como somas em n sem nenhuma perda nas

expressões e nos cálculos que estão sendo realizados

Agora, considerando o limite do contínuo,

j

{}→
∞

0

|g (ω)|2D (ω) dω

no qual D (ω) é densidade de frequências por intervalo de frequência, a expressão (5.26)

é escrita como

I1 = π
∞

n=0

∞

0

dΩ |g (Ω (n))|2D (Ω (n)) 1
Z
R(n) {δ (Ω (n)− ω0)−∆Ω} a†, aρ (t) .

(5.27)

O termo ∆Ω denominamos shift dinâmico (59) e é descrito por

∞

0

dΩ |g (Ω (n))|2D (Ω (n)) 1
Z
R(n)P.V

Ω (n)− ω0
.

Dando continuidade ao procedimento, devemos recorrer agora a seguinte propriedade da

função delta de Dirac:

∞

0

F (Ω (n)) δ (Ω (n)− ω0) dω = F (ω0) , (5.28)

sendo F (Ω (n)) uma função arbitrária qualquer dependente de Ω (n). Interessante no-

tar que as funções descritas em (5.27) dependem da frequência não-linear Ω (n), ou seja,

dependem de frequência que é função do número de partículas n. Por exemplo, ao con-

siderarmos que Ω (n) possa ser escrita como um produto de uma frequência ω por uma

função de n, isto é, Ω (n) = ωu(n), com u(n) = 1
2
(n+ 2) |f (n+ 2)|2 − n |f (n)|2 , abri-

mos a possibilidade de duas considerações para os cálculos: a primeira é considerarmos

a integral sobre uma densidade de modos da frequência efetiva Ω (n) = ωu (n), enquanto

que a segunda refere-se a integral sobre uma densidade de modos da frequência do reser-

vatório ω. Diante dessas duas possibilidades iremos agora calcular separadamente cada

caso.

(a) Frequência efetiva

Considerando a equação (5.27) a menos do shift dinâmico

I1 = π
∞

n=0

∞

0

1

Z
R(n) |g (Ω)|2D (Ω) δ (Ω− ω0) dΩ a†,aρ (t)
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e usando a propriedade da função delta dada em (5.28), obtemos

I1 = πR|g (ω0)|2D (ω0) a†,aρ (t) (5.29)

com

R = 1

Z1

∞

n=0

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 exp − 1

2KBT

ω0
u (n)

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 + (n) |f(n)|2 ,

(5.30)

sendo Z1 a função partição não-linear descrita em (5.21). Em seguida, denotando Γ por

Γ = 2π |g (ω0)|2D (ω0) , (5.31)

temos a solução

I1 =
Γ

2
R a†, aρ (t) . (5.32)

Usando procedimento análogo para os termos restantes de (5.22), obtemos a seguinte

equação mestra

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]+R

Γ

2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a +SΓ

2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa†

(5.33)

com

S = 1

Z2

∞

n=1

n |f(n)|2 exp − 1

2KBT

ω0
v (n)

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 + (n) |f(n)|2 , (5.34)

sendo

v (n) =
1

2
(n+ 1) |f (n+ 1)|2 − (n− 1) |f (n− 1)|2

e Z2 uma função partição não-linear cuja expressão é dada por

Z2 =
∞

n=0

exp − 1

KBT

ω0
2v (n)

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 + (n) |f(n)|2 .

A expressão (5.33) é a equação mestra na representação de Schrödinger para um oscilador

harmônico interagindo com um reservatótio térmico deformado (descrito por operadores

não lineares) a temperatura T .

(b) Frequência do reservatório



70

A partir da integral

I1(t) = π
∞

n=0

∞

0

1

Z
R(n) |g (ω)|2D (ω) δ (ωu (n)− ω0) dω a†, aρ (t) (5.35)

podemos utilizar neste caso a propriedade da função delta de Dirac

δ (ax) =
1

|a|δ (x) .

Aplicando esta propriedade na função delta contida em (5.35), obtemos como expressão

I1(t) = π
∞

n=0

∞

0

1

Z
R(n) |g (ω)|

2D (ω)

|u (n)| δ ω − ω0
u (n)

dω a†,aρ (t) (5.36)

A integral pode ser prontamente realizada com o auxílio da propriedade (5.28), levando-

nos assim a escrever (5.36) na forma condensada

I1(t) = π
1

Z

∞

n=0

R(n)
g ω0

u(n)

2

D ω0
u(n)

|u (n)| a†,aρ (t) , (5.37)

com

R(n) = (n+ 1) |f(n+ 1)|2 exp − 1

2KBT

ω0
u (n)

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 + (n) |f(n)|2 .

(5.38)

Agora, denotando

Γ(n) = 2π g
ω0
u (n)

2

D
ω0
u (n)

(5.39)

e definindo um novo coeficiente dado por

Γ =
1

Z1

∞

n=0

R(n)Γ(n)
u (n)

, (5.40)

a solução para I1(t) é escrita como segue:

I1(t) =
Γ

2
a†,aρ (t) (5.41)

Repetindo o procedimento para os demais termos da equação (5.22), obtemos finalmente

dρ (t)

dt
= −i [HS,ρ (t)]+

Γ

2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a +

Γ

2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† ,

(5.42)
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no qual

Γ =
1

Z2

∞

n=0

S(n)Γ(n)
v (n)

e

S(n) = n |f(n)|2 exp − 1

2KBT

ω0
v (n)

(n+ 1) |f(n+ 1)|2 + (n) |f(n)|2 (5.43)

A expressão (5.42) é a equação mestra na representação de Schrödinger para um oscilador

harmônico interagindo com um reservatório térmico deformado a temperatura T semel-

hante a equação (5.33), mas agora com coeficientes diferentes.

Em ambos os casos obtemos uma equação mestra análoga a equação usual, mas com

coeficientes deformados, demonstrando assim a influência do meio dissipativo, no caso

um reservatório térmico não-linear (deformado) descrito a partir de um conjunto de os-

ciladores harmônicos que obedecem a álgebra descrita por operadores não-lineares. Os

coeficientes dependem da função não-linear f(n) que é específica para cada não-linearidade

adotada. Interessante observar que a relaxação do sistema agora depende de uma não-

linearidade, ditada pela função f(n). Temos assim uma dissipação não-linear em função

de um reservatório não-linear, portanto o comportamento do sistema devido a ação do

meio não-linear dependerá da especificidade da álgebra utilizada em f(n).

5.3 Equações para a Matriz Densidade Diagonal e
Não-Diagonal

Para calcular os elementos não-diagonais da matriz densidade (5.33), por exemplo,

devemos escrevê-la em princípio na representação de estados de Fock, com o auxílio da

abreviação m |ρ (t)|n = ρmn,

dρmn
dt

= −iω0
2
(m− n) ρmn +R

Γ

2
2 (m+ 1) (n+ 1)ρm+1,n+1 − (n+m) ρmn

+SΓ
2
2
√
mnρm−1,n−1 − [(m+ 1) + (n+ 1)] ρmn , (5.44)

Resultado semelhante também pode ser obtido para (5.42) com diferença somente nos

coeficientes, onde RΓ
2
e S Γ

2
devem ser substituídos por Γ(n)

2
e Γ(n)

2
respectivamente.

Para os termos diagonais da equação (5.44), teremos

dPn
dt

= −Γ S (n+ 1)Pn +RnPn + Γ R (n+ 1)Pn+1 + SnPn−1 , (5.45)
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com Pn = ρnn = n |ρ (t)|n . Também podemos reescrever a equação (5.45) como

dPn
dt

= ( +(n) + −(n))Pn + −(n+ 1)Pn+1 + +(n− 1)Pn−1, (5.46)

em que definimos as probabilidades de transição

+(n) = S (n+ 1) e −(n) = Rn.

A equação (5.46) é a equação de balanço detalhado, cuja solução estacionária ocorre para

condição (59,63)

−(n)Pn = +(n− 1)Pn−1. (5.47)

A solução estacionária de (5.46) é obtida por iteração a partir de (5.45) e (5.47), levando-

nos ao resultado formal

Pn =
S
R

n

P0. (5.48)

em que P0 pode ser determinado utilizando a condição de normalização
∞
n=0 Pn = 1, ou

seja,

P0 =
∞

n=0

S
R

n −1

A solução mostra uma certa dependência da deformação através dos coeficientes deforma-

dos S e R, ou dos coeficientes Γ e Γ quando partimos da equação (5.42). Fazendo o limite

da deformação indo a zero, isto é f(n) = 1, obtemos a solução usual sem deformação

(1,6,12,59).

5.4 Valor Esperado do Operador Número

A dinâmica associada ao valor esperado N é obtida neste caso com o auxílio das

equações (5.33) e (4.36), conforme demonstra a equação

d N

dt
= −iTr (N [HS,ρ (t)]) +R

Γ

2
Tr N 2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a

+SΓ
2
Tr N

Γ

2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† . (5.49)

Utilizando a propriedade cíclica do traço e a relação de comutação a,a† = 1 obtemos

após alguns cálculos, a equação diferencial

d N

dt
+ R− S Γ N = SΓ. (5.50)
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A solução de (5.50) é dada por

N (t) =
S

R− S
+ exp −Γ R− S t , (5.51)

sendo R e S coeficientes que dependem específicamente da forma de f(n). Ao considerar-

mos os cálculos a partir da equação (5.42) obtem-se uma solução idêntica apenas trocando

os coeficientes R por Γ e S por Γ.

5.5 Conclusão

Na nossa proposta estudamos a dinâmica do oscilador harmônico quântico interagindo

com um meio dissipativo não-linear representado por um reservatório térmico não-linear,

e descrito por um conjunto de osciladores quânticos que obedecem a uma álgebra de op-

eradores não-lineares. Nós obtemos a equação mestra na aproximação Markoviana para

o operador densidade reduzido do oscilador harmônico quântico. Resultado interessante

foi encontrado para equação mestra, onde a equação obtida é uma equação idêntica a

usual (sem deformação), mas com o diferencial de que agora os coeficientes da equação

mestra são funções não-lineares e dependem da função f(n) que é específica para cada

tipo de não-linearidade adotada. A influência do reservatório não-linear é explicítamente

observado na forma dos coeficientes da equação mestra. A equação para o elemento de

matriz diagonal do operador densidade foi deduzida, assim como também sua solução esta-

cionária, na qual novamente observa-se uma dependência da não-linearidade nas funções

que descrevem a solução. A equação de movimento para o operadorN e sua solução foram

determinadas, assim como nos resultados anteriores há a presença da não-linearidade nas

funções encontradas na solução, aqui também há a dependência da função f(n) e nova-

mente a não-linearidade dependerá especificamente da deformação. Quando comparamos

nossos resultados com outras propostas anteriores para obtenção de um modelo para dis-

sipação com deformação (32,33), vemos que um ponto importante, é o fato de que em

nossos resultados a equação mestra permanece inalterada na sua estrutura e a presença

da deformação está somente nos coeficientes da equação. De forma contrária os resultados

obtidos em (32,33), a não-linearidade aparece também nos operadores da equação mestra,
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mudando assim sua estrutura. Este resultado obtido por Isar e colaboradores (32,33), é

semelhante ao que obtemos no capítulo 4, onde propomos introduzir a deformação através

dos operadores não-lineares do oscilador que descreve o sistema. Outro ponto a ser obser-

vado é o fato de que a forma dos coeficientes das equações obtidas por nós são diferentes

dos coeficientes obtidos em trabalhos anteriores de outros autores (30-33). A principio a

função f(n) presente nos coeficientes das equações pode assumir várias formas, levando-

nos a possibilidade de utilizarmos a deformação contida em f(n) para descrevermos e

estudarmos vários graus de não-linearidade e outros possíveis efeitos a partir das formas

específicas que f(n) poderá assumir.

Os resultados encontrados são originais e interessantes, abrem a possibilidade de uma

forma de introdução de não-linearidade no sistema estudado, como a “deformação” é

específica para cada forma de f(n), então podemos numa perspectiva futura utilizarmos

a deformação para descrever novas formas de interação sistema-reservatório. Apesar da

mecânica quântica ser em sua essência uma teoria linear, acreditamos que a deformação

possa em alguns casos específicos ser utilizada com o fim de descrever melhor interações

não-lineares e outras formas possíveis de interação dos sistemas encontrados, como já se

tem observado em trabalhos recentes (64,65).



Capítulo 6

Decoerência em Sistemas Quânticos
Acoplados a Reservatórios
Representados por Álgebras de
Operadores Não-Lineares

6.1 Introdução

O princípio da superposição de estados é uma das propriedades fundamentais da

mecânica quântica, fenômeno inexistente no mundo clássico (66). O estudo da estabili-

dade de superposições quânticas sob a influência do meio ambiente, tem sido recentemente

alvo de intensa pesquisa (10-12,67). Os elementos de matriz não-diagonais do operador

densidade dependente do tempo perdem coerência, de modo que o operador densidade é

reduzido a uma mistura estatística (10). Isto é conhecido como processo de decoerência.

A decoerência é uma perda de informação do operador densidade devido a interação do

sistema com o meio ambiente. Em geral o meio ambiente é simulado por um reservatório

térmico constituído de osciladores harmônicos.

A decoerência de estados quânticos acoplados a uma diversidade de tipos de reser-

vatórios tem sido abordados na teoria (10-12) e em experimentos (68,69) (também foram

feitas propostas para a construção de reservatórios em íons armadilhados (70,71)).

O estudo da decoerência tem se mostrado relevante no contexto da transição clássico-

quântica, que é uma questão fundamental na teoria de medição quântica (72,73).

Do ponto de vista prático, o estudo da decoêrencia é importante na busca de mecanis-

75
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mos para preservar as superposições quânticas por tempos apreciáveis, o que é fundamen-

tal para aplicações em criptografia e computação quântica (74). Este estudo associado

a técnicas experimentais para manipulação de íons armadilhados, átomos de Rydberg

em eletrodinâmica quântica de cavidades, e campos propagantes, tem resultado em uma

variedade de fenômenos quânticos fundamentais, cujo objetivo é o desenvolvimento de

tecnologias em comunicacão (75) e computação (76).

Como já foi citado no capítulo 2, álgebras deformadas são utilizadas no estudo de

equações mestras para representar um oscilador harmônico deformado interagindo com

meio dissipativo (reservatório térmico) (30-33) 1 , e também no estudo da decoerência de

superposições de estados quânticos com deformação (77) 2 .

A proposta neste capítulo é estudar a decoerência usando o oscilador harmônico de-

formado ou não-linear. Como vimos em capítulos anteriores, os osciladores deformados

obedecem a uma álgebra não trivial, descrita por operadores não-lineares definidos em

(2.7), os quais seguem as relações (2.8) e (2.9). Iremos considerar um oscilador harmônico

quântico central sem deformação que representa o sistema, acoplado a um reservatório de

osciladores não-lineares. O sistema pode representar um campo em uma cavidade ou um

íon oscilando em uma armadilha. A decoerência de estados quânticos é estudada quando o

oscilador é acoplado com os reservatórios térmico não-linear e comprimido não-linear. Ire-

mos considerar como estado inicial do sistema um estado representado pela superposição

de dois estados coerentes (tipo “gato de Schrödinger”). Um resultado interessante que

encontramos, em que observa-se um ganho no tempo de decoerência do estado do sistema

com o aumento da não-linearidade. Na seção 6.2 estudamos a dinâmica do sistema e a

decoerência para o reservatório térmico não-linear e reservatório comprimido não-linear,

por fim na seção 6.3, apresentamos as conclusões dos resultados obtidos.

1 Ver capítulos 4 e 5.
2 Observou-se neste estudo que estados tipo gato de Schrödinger deformados, descritos a partir de os-
ciladores “deformados” são mais robustos à perda de coêrencia do sistema.
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6.2 Dinâmica e Decoerência

6.2.1 Reservatório Térmico Não-Linear

Nós vamos deduzir a equação mestra que rege a dinâmica do sistema, na aproximação

de Markov, para analisar o processo de decoerência. O sistema é descrito pelo hamiltoni-

ano

HS = ω0a
†a, (6.1)

sendo a e a† os operadores bosônicos os quais satisfazem a relação de comutação a, a† =

1. O sistema é acoplado a um reservatório térmico não-linear, representado por um

conjunto de osciladores harmônicos não-lineares descrito pelo hamiltoniano HR,

HR =
j

ωj
2

B†jBj +BjB
†
j , (6.2)

com Bj = bjf(Nj) , B
†
j = f(Nj)b

†
j e f(Nj) uma função do operador número Nj. Os

operadores bj e b
†
j são os operadores bosônicos que obedecem as relações, bi,b

†
j = δij

e [bi,bj] = b†i ,b
†
j = 0. O hamiltoniano de interação é dado por

V =
j

gja
†Bj + g

∗
jaB

†
j (6.3)

onde gj e g∗j são constantes de acoplamento e o hamiltoniano total é escrito como

H = HS +HR + V.

Partindo da equação de Liouville-von Neumann (3.15), e repetindo o mesmo procedi-

mento seguido na seção 5.2, obtemos a equação mestra que descreve a evolução temporal

do sistema, na representação de interação

dρ(t)

dt
= RΓ

2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a (6.4)

+SΓ
2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† ,

nos quais Γ é a constante de decaimento (relaxação) do sistema, R e S são coeficientes

dados pelas expressões (5.30) e (5.34).

A equação mestra (6.4) é praticamente idêntica a equação mestra usual (sem “defor-

mação”) na representação de interação para o oscilador harmônico interagindo com um
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reservatório térmico. De fato, ao considerarmos a equação (6.4) para f(n) = 1, obtemos

a equação usual (3.58) para o oscilador harmônico acoplado a um reservatório térmico

dρ(t)

dt
= (n+ 1)

Γ

2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a

+n
Γ

2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† ,

com R = n + 1, S = n, sendo n o número médio de quanta do reservatório. Então,

o estudo dos processos de relaxação e decoerência se resume neste caso na análise dos

coeficientes da equação (6.4), pois a diferença entre as equações (3.58) e (6.4) está somente

nos coeficientes, assim pode-se utilizar os resultados já conhecidos na literatura, ou seja,

basta substituir os termos n + 1 por R e n por S e usar as expressões já conhecidas.

Esta é uma característica observada quando consideramos um conjunto de osciladores

que simulam o reservatório descritos por operadores não-lineares.

Considerando o estado do gato de Schrödinger par (|Ψ+ = 1
C
(|z + |−z )) como

estado inicial do sistema, podemos qualitativamente determinar o decaimento da coerência

quântica. Kim e Buzek (67) estudaram estados tipo gato de Schrödinger sob a ação

de reservatórios. Usando o fato de que a taxa de coerência quântica da superposição

de estados quânticos sob a ação de reservatórios a temperatura zero é igual a Γ |z|2,

e combinando com o fato de que o coeficiente (ou taxa) de relaxação a temperatura

diferente de zero é dado por Γ (n+ 1), Kim e Buzek (67) estimaram a taxa de coerência

quântica como sendo Γ (n+ 1) |z|2. Para obterem este resultado usaram o formalismo de

espaço de fase, fazendo uso das funções de Husimi e Wigner. Levando em conta esses

resultados podemos estimar a taxa de coerência quântica para o caso da equação (6.4),

onde temos uma equação análoga a equação para o reservatório a temperatura T , mas

com coeficientes deformados. Neste caso,

ΓR|z|2 (6.5)

é a taxa de coerência do sistema sob a influência do reservatório térmico deformado e o

tempo de decoerência é definido como

tD ∼ 2 |z|2 ΓR
−1
. (6.6)
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Note que R, é uma função de f(n), que é por sua vez específica para diferentes tipos de

não-linearidade. O comportamento do tempo de decoerência em função dos parâmetros de

deformação é apresentado nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3. Utilizamos três formas para f(n): (1)

álgebra GDA descrita em (2.26), (2) o meio Kerr (2.36) e (3) deformação-L (77,78). Em

todos os cálculos consideramos os valores β = 0, ω0
KBT

= 1 e |z|2 = 1. Para deformação-L

a função f(n) é descrita na forma

f(n) =
L1n(χ

2)

(n+ 1)L0n(χ
2)
, (6.7)

em que L(m)(n) (χ
2) indica o polinômio de Laguerre associado. É importante citar que a

deformação-L surge naturalmente em sistemas de íons aprisionados (78), onde neste caso

o parâmetro não-linear χ é associado ao parâmetro de Lamb-Dicke.

Figura 6.1. Tempo de decoerência em função dos parâmetros α, γ e β, para f(n) da álgebra GDA.
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Figura 6.2. Tempo de decoerência em função do parâmetro κ, para a função f(n) da álgebra Kerr.

Apesar de ser uma análise quantitativa, a influência da não-linearidade do reser-

vatório afeta de forma significativa a coerência do sistema, levando a um aumento no

tempo de decoerência com o crescimento dos parâmetros de não-linearidade presentes nas

equações (6.5) e (6.6). Isto é observado quando usamos a função f(n) para álgebra GDA

e deformação-L. No caso da função para álgebra GDA, o tempo de decoerência cresce

com o aumento de α e se mantém constante em relação ao parâmetro γ (Fig. 6.1). Para

deformação-L surge um comportamento curioso, o tempo de decoerência tem um cresci-

mento com o aumento de χ, mas também oscila tanto para valores maiores quanto para

valores menores de χ (tal comportamento pode ser observado na Fig. 6.3). Para a função

f(n) referente ao meio Kerr observa-se um comportamente contrário, onde há uma queda

no tempo de decoerência em função do aumento do parâmetro de não-linearidade.
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Figura 6.3. Tempo de decoerência em função do parâmetro χ, para f(n) da álgebra deformação-L.

6.2.2 Reservatório Comprimido Não-Linear

Nós consideramos a situação onde o Sistema é acoplado a um reservatório comprimido

não-linear. O hamiltoniano total sistema-reservatório é descrito como H = HS +HR+V,

os termos são definidos pelas equações (6.1), (6.2) e (6.3) respectivamente. O operador

densidade reduzido do reservatório é dado por

ρR =
k

Sk(ξ, r)ρthS
†
k(ξ, r) (6.8)

onde operador de compressão não-linear3 (deformado) é

Sk(ξ, r) = exp
r

2
ξ∗BkBk − ξB†kB

†
k , (6.9)

com ξ = exp (iθ), θ é a fase referente ao campo comprimido, r é o parâmetro de compressão

e B†k, Bk, são operadores não lineares. O operador ρth é operador densidade para o

reservatório térmico não-linear descrito em (5.17) Seguindo o procedimento análogo ao

da seção anterior, obtemos a equação mestra para o operador densidade reduzido na

representação de interação

dρ(t)

dt
=

N
2
2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a

3 A definição e descrição do operador de compressão não-linear estão detalhadas no apêndice B.
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+
N
2
2a†ρ(t)a− aa†ρ(t)− ρ(t)aa† (6.10)

+
M
2

2a†ρ(t)a† − a†a†ρ(t)− ρ(t)a†a†

M
2
(2aρ(t)a− aaρ(t)− ρ(t)aa) ,

onde

N =
∞

n=0

Γ R cosh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) cosh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r)

+S sinh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) sinh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r) ;

N =
∞

n=0

Γ S cosh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) cosh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r)

+R sinh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) sinh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r) ; (6.11)

M = −
∞

n=0

Γ R+ S eiθ cosh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) sinh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r) ;

M = −
∞

n=0

Γ R+ S e−iθ cosh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r) sinh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) ,

onde

ζ(n) =
ξ

2
(φ(n) + φ(n− 1))

e é descrita pela equação (2.9). A equação (6.10) tem forma idêntica a uma equação

mestra usual sem deformação, mas com coeficientes diferentes, compatível com o modelo.

Para f(n) = 1 temos que

N → N , N → N

e

M→M , M→M,

onde

N =
Γ

2
(n+ 1) cosh2 (r) + n sinh2 (r)

e

M =
Γ

2
(2n+ 1) eiθ cosh (r) sinh (r) .
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N e M são os coeficientes da equação mestra sem deformação descrita na Eq.(3.66). Se

fizermos r = 0 obtemos a equação para o reservatório térmico não-linear dada em (6.4).

Partindo das Eqs. (6.1), (6.2), (6.3) e (6.8), com T = 0, verifica-se que

N → Nvac =
Γ

2
cosh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) cosh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r)

N → Nvac =
Γ

2
sinh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) sinh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r)

(6.12)

M → Mvac =
Γ

2
eiθ cosh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) sinh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r)

M → Mvac =
Γ

2
e−iθ cosh (ζ∗(n+ 2)ζ(n+ 1)r) sinh (ζ∗(n+ 1)ζ(n)r) .

Iremos agora determinar o tempo de decoerência para o caso do reservatório de com-

primido não-linear em questão. Para determinar o tempo de decoerência iremos usar o

procedimento adotado em (79), onde a partir da equação de Fokker-Planck geral obtemos

a função de Wigner e estimamos o tempo de decoerência. A função de Wigner obtida tem

a seguinte forma

W (η, η∗, t) =
m

l=1

m

k=1

Wlk(η, η
∗, t) (6.13)

onde

Wlk(η, η
∗, t) =

CN zl| |zk
F (t)

exp − 1

F (t)
[2B(t) (zk − η) (z∗l − η∗)

+A(t) (zk − η)2 +A(t) (zl − η∗)2 ,

com

B(t) =
1

2
Nvac +Nvac e(Nvac−Nvac) − 1

−1
,

A(t) = Mvac e(Nvac−Nvac) − 1
−1
,

A(t) = Mvac e(Nvac−Nvac) − 1
−1
,

e

F (t) =
1

2
Nvac +Nvac − 4MvacMvac e(Nvac−Nvac) − 1

−2
.

Considerando f(n) = 1, os coeficientes B(t), A(t), A(t) e F (t) da Eq. (6.13) retomam a

forma dos coeficientes sem deformação dados em (79). A Eq. (6.13) é a função de Wigner



84

para um estado inicial sendo uma superposição de m estados coerentes, para o nosso caso

onde consideramos um estado do gato de Schrödinger par, os indices da soma em (6.13)

serão de k = 1 à 2 e l = 1 à 2. O tempo de decoerência pode ser estimado tomando a

derivada logarítimica de cada componente deWlk(η, η
∗, t) em relação ao tempo no instante

t = 0 (79). Para k = l e η = zk, a expressão obtida a partir da derivada logarítimica

de cada componente de Wlk(η, η
∗, t) depende apenas de Nvac e Nvac. De forma diferente,

para k = l temos forte relação de dependência com η, zk e zl. Portanto podemos definir

o tempo de decoerência entre dois quaisquer estados coerentes como o inverso da parte

real da derivada logarítimica temporal da função de Wigner componente no ponto médio

entre as posições iniciais dos estados coerentes no plano de fase:

tkl = (Υkl +Υ∗kl)
−1 |η=zkl,

onde

Υkl = −
1

2

∂ lnWlk(η, η
∗, t)

∂t
|t=0 .

Denotando a distância inicial entre dois estados coerentes por |z| ≡ |zl − zl| a expressão

para o tempo de decoerência será

tD =

Nvac +Nvac

2

− 4MvacMvac

Nvac −Nvac 2Nvac + Nvac +Nvac

2

|z|2 − Mvac +Mvac |z|2 .

(6.14)

Nas figuras 6.4 e 6.5 podemos observar o comportamento dos tempos de decoerência em

função dos parâmentros de deformação. Em todos os cálculos realizados consideramos

β = 0 e angulo da fase θ = 0, também consideramos nos cálculos Γ = 1, |z|2 = 1 e
ω0
KBT

= 1. O tempo de decoerência foi cálculado para duas sitações da forma de f(n):

para álgebra deformada generalizada descrita em (2.26) e para o meio Kerr dada na Eq.

(2.36). Na figura 6.4 temos o tempo de decoerência em função de α, γ e β, para o caso

da álgebra deformada generalizada. Neste caso observamos um aumento no tempo de

decoerência com o crescimento dos parâmetros de deformação α e γ atingindo o valor

máximo para α = γ = 0.276 e decaindo posteriormente.O comportamento observado nos

tempos iniciais do tempo de decoerência, isto é, até para valores α = γ = 0.276, é análogo

ao que foi observado para o caso do reservatório térmico não-linear descrito na seção
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anterior. Quando consideramos f(n) para o o caso da álgebra tipo kerr, encontramos

um comportamento contrário ao caso da álgebra deformada generalizada da Fig. 6.4,

isto pode ser observado na Fig. 6.5 onde tempos o tempo de decoerência em função do

parâmetro κ. Aqui vemos uma diminuição do tempo de decoerência a medida que κ, o

mesmo é observado na seção anterior para o caso do reservatório térmico não-linear como

vemos na figura 6.2.

Figura 6.4. Tempo de decoerência em função dos parâmetros α, γ e β, para f(n) da álgebra GDA.
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Figura 6.2. Tempo de decoerência em função do parâmetro κ, para f(n) da álgebra Kerr.

6.3 Conclusão

Para estudar a decoerência obtemos as equações mestras que descrevem a dinâmica

para o reservatório térmico não-linear e o reservatório comprimido não-linear. Resultados

interessantes foram encontrados. Observa-se que quando consideramos o hamiltoniano que

representa o reservatório descrito por operadores não-lineares que obedecem as chamadas

álgebras deformadas, as equações obtidas para descrever a evolução temporal permanecem

inalteradas na sua estrutura, sofrendo somente alterações nos coeficientes presentes nestas

equacões. Esta característica permite então, fazer a análise através dos coeficientes, pois

a estrutura das equações permanece inalterada. A partir das equações mestras estimamos

o tempo de decoerência para um estado inicial do tipo estado do gato de Schrödinger par.

Para o reservatório térmico não-linear observamos um aumento no tempo de decoerência

em função do crescimento dos parâmetros não-lineares. Isto foi observado para o caso

das funções f(n) descritas pela álgebra GDA e “deformação L”. Tem se intensificado

últimamente a busca por mecanismos para preservação de superposições quânticas por

tempos apreciáveis, o resultado obtido é um resultado significativo, interessante e vai de
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encontro com os estudos nessa busca por formas de preservar tais superposições quânti-

cas. Do ponto vista teórico, mecanismos e técnicas utilizadas para possiveis construções

de reservatórios (70,71), abrem a possibilidade de que no futuro, reservatórios com cer-

tas características de não-linearidade aqui utilizados, possam ser implementados tanto do

ponto de vista teórico como em experimentos. O caso onde a forma da função f(n) é

descrita pela deformação L, seria uma possivel realização futura, pelo fato da função f(n)

para deformação L surgir naturalmente em sistemas de íons aprisionados (78). Um resul-

tado semelhante foi obtido em (77), onde observou-se que estados do gato de Schrödinger

deformados são mais robustos a perda de coerência. Outro ponto positivo observamos

que a função f(n) é específica para cada tipo de não-linearidade, dessa maneira podemos

utilizar a deformação como uma forma de construir e reproduzir interações fenomenológi-

camente, pois f(n) pode assumir os mais variados tipos. Para o reservatório comprimido

não-linear, nós observamos que quando consideramos os valores iniciais do tempo de de-

coerência, o comportamento observado é análogo ao que obtemos no reservatório térmico

não-linear, ou seja, um aumento no tempo de decoerência em função do crescimento dos

parâmetros não-lineares, no qual atinge seu máximo para determinados valores de α e γ,

no caso α = γ = 0.276, e decaindo posteriormente. Para o caso da função meio Kerr en-

contramos comportamento contrário, isto é, há uma diminuição do tempo de decoerência

em função do aumento do parâmetro não-linear κ. Como perspectiva podemos dizer que

em geral os resultados abrem caminho para um estudo mais aprofundado da utilização de

álgebras de operadores não-lineares na descrição de outros sistemas e fenômenos como:

modelo de Dicke, estudo do espectro de moléculas e interações bosons-fermions. Ainda

dentro do estudo da decoerência de superposição de estados quânticos, temos a possibil-

idade da utlização das álgebras deformadas em situações mais dentro da realidade dos

experimentos atuais, onde a função f(n) atuaria fenomenológicamente reproduzindo in-

terações átomo-campo eletromagnético, ou íon-campo eletromagnético de forma a atenuar

o efeito da perda de coerência nos sistemas.



Apêndice A

Expansão do Operador
exp aQ2 + bP2

A expansão em série de Taylor do operador exponencial

exp aQ2 + bP2 =
∞

n=0

1

n!
aQ2 + bP2

n
, (A.1)

nos leva a escrever o fator binomial como uma série de potencias em bP 2 através do

seguinte procedimento matemático:

aQ2 + bP2
n
= aQ2 n

+
n−1

l,m=0

aQ2 m
bP2 aQ2 l

δm+l,n−1

+
n−2

k,l,m=0

aQ2 m
bP2 aQ2 l

bP2 aQ2 k
δm+l+k,n−2 + · · · .

Consequentemente, a expansão (A.1) pode ser reescrita como

exp aQ2 + bP2 = eaQ
2

+ b
∞

n=1

an−1

n!

n−1

m=0

Q2mP2Q2(n−m−1) +O b2P4 . (A.2)

Agora, mantendo somente os termos lineares em bP2, nós reescrevemos (A.2) mediante a

notação

Lb eaQ
2+bP2 = eaQ

2

+ b
∞

n=1

an−1

n!

n−1

m=0

Q2mP PQ2(n−m−1)

= eaQ
2

+ b
∞

n=1

an−1

n!

n−1

m=0

PQ2m + 2imQ2m−1

× Q2(n−m−1)P− 2i (n−m− 1)Q2(n−m−3/2) .
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Note que a segunda igualdade, a relação de comutação da álgebra de Weyl-Heisenberg,

[Q,P] = i ( = 1), foi utilizada. Depois de algumas manipulações algébricas, nós podemos

escrever

Lb eaQ
2+bP2 = Pu1(Q)P+ u2(Q), (A.3)

com

u1(Q) = be
aQ2

u2(Q) = 1− ab 1 +
4

3
aQ2 eaQ

2

(A.4)



Apêndice B

O Operador de Compressão
Não-Linear

O operador de compressão deformado é descrito como

Sk(ξ, r) = exp
r

2
ξ∗BkBk − ξB†kB

†
k , (B.1)

sendo ξ = exp (iθ), θ é a fase referente ao campo comprimido, r o parâmetro de compressão

eB†k,Bk, são operadores bosônicos “deformados” de criação e aniquilação respectivamente,

e são definidos pelas relações

Bk = bkf(Nk) e B
†
k = f(Nk)b

†
k,

onde f(Nk) uma função do operador número Nk, bk e b
†
k são os operadores de destruição

e criação sem deformação. Considerando as transformações

S†k(ξ, r)BkSk(ξ, r),

(B.2)

S†k(ξ, r)B
†
kSk(ξ, r)

e diferenciando (B.2), é possivel verificar que Bk e B
†
k obedecem as equações acopladas,

dB†k(r)

dr
= −ζ(n)Bk(r)

dBk(r)

dr
= ζ(n)B†k(r).
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O sistema é de facil solução (80), assim obtemos

Bk(r) = S†k(ξ, r)BkSk(ξ, r) = cosh ζ(n)ζ(n)r Bk − eiθ sinh ζ(n)ζ(n)r B†k

B†k(r) = S†k(ξ, r)B
†
kSk(ξ, r) = cosh ζ(n)ζ(n)r B†k − e−iθ sinh ζ(n)ζ(n)r Bk

com

ζ(n) =
ξ

2
(φ(n) + φ(n− 1))

ζ(n) =
ξ∗

2
(φ(n) + φ(n+ 1))

e φ(n) é descrita pela equação (2.9) como φ(n) = |f(n+ 1)|2 (n+ 1)− |f(n)|2 n.



Apêndice C

Cálculo da Função de Wigner

Para transformar a equação mestra (6.10) em uma equação de Fokker-Planck para

uma função de distribuição Φ(z, s) “geral”, usamos as expressões

aρ ↔ z − s− 1
2

∂

∂z∗
Φ(z, s), a†ρ↔ z∗ − s+ 1

2

∂

∂z
Φ(α, z) (C.1)

(C.2)

ρa ↔ z − s+ 1
2

∂

∂z∗
Φ(α, z), ρa† ↔ z∗ − s− 1

2

∂

∂z
Φ(z, s),

onde

Φ(z, s) é P (s = 1), Q(s = −1) e W (s = 0),

sendo P (s = 1) a distribuição na representação de Glauber, Q(s = −1) Husimi eW (s = 0)

Wigner. Para função distribuição de Wigner a nossa equação de Fokker-Planck obtida a

partir de (6.10) e usando (C.2) será

∂W (z, z∗, t)

∂t
=

N
2
− N
2

z

2

∂

∂z
+
z∗

2

∂

∂z∗
W (z, z∗, t)

+
N
2
+
N
2

1

2

∂2

∂z∂z∗
W (z, z∗, t) (C.3)

+
M
2

1

2

∂2

∂z2
+
M
2

1

2

∂2

∂ (z∗)2
W (z, z∗, t),

observe se f(n) = 1 (deformação nula),

N = N + 1 Γ, N = NΓ

M = MΓ, M =M∗Γ,
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com, N = Γ
2
cosh2 (r) e M = Γ

2
(2n+ 1) eiθ cosh (r) sinh (r), a Eq. (C.3) passa a ser a

equação de Fokker-Planck na representação de Wigner para o reservatório comprimido

sem deformação.

Introduzindo as novas coordenadas

z =
1√
2ω0

(ω0q + ip) , (C.4)

z∗ =
1√
2ω0

(ω0q + ip) ,

e considerando ω0 = 1, a Eq. (C.3) em termos de q e p será,

∂W (q, p, t)

∂t
=

N
2
− N
2

q
∂

∂q
+ p

∂

∂p
+ 2 W (q, p, t)

+
N
2
+
N
2
− M

2
+
M
2

ω0
∂2

∂q2
+

∂2

∂p2
W (q, p, t)

− M
2
−M
2

∂2

∂q∂p
W (q, p, t).

A equação de Fokker-Planck para W pode ser escrita de uma forma geral como

∂W

∂t
= − ∂2

∂Qi
[(AQ)iW ] +Dij

∂2

∂Qi∂Qj
, (C.5)

onde Q = (q, p), sendo A e D matrizes, a solução é

W (Q, t) = G(Q,Q , t)W (Q , 0)dQ (C.6)

com

G(Q,Q , t) = 2π
√
detM

−1
exp −1

2
Q−RQ M−1 Q−RQ . (C.7)

A matriz M pode ser determinada utilizando a equação

∂M

∂t
= 2D +AM +AT , (C.8)

sendo AT a transposta de A e R a solução a solução de Q(t) = RQ(0) em termos do

momento canônico.

Para o nosso caso D é

D =

⎛⎝ N
2
+ N

2
− M

2
+ M

2
i M

2
− M

2

i M
2
− M

2
N
2
+ N

2
− M

2
+ M

2

⎞⎠ , (C.9)
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A =

⎛⎝ N
2
+ N

2
− M

2
+ M

2
0

0 N
2
+ N

2
+ M

2
+ M

2

⎞⎠ (C.10)

M =

⎛⎜⎜⎝
2 N

2
+N

2
+ M

2
+M

2
+ N

2
−N

2

N
2
−N

2

+ e
N
2
−N

2
t
i M

2
− M

2

i M
2
− M

2

2 N
2
+N

2
+ M

2
+M

2
+ N

2
−N

2

N
2
−N

2

+ e
N
2
−N

2
t

⎞⎟⎟⎠
(C.11)

O termo dentro da exponencial do propagador dado na Eq. (C.7) é descrito como

Q−RQ M−1 Q−RQ = N −N exp N −N − 1
−1
×

1

4
N +N − 4MM

−1
×

1

2
N +N +M+M q − e

N
2
−N

2
t
q

−2i M
2
−M
2

q − e
N
2
−N

2
t
q p − e

N
2
−N

2
t
p

+
1

2
N +N +M+M p − e

N
2
−N

2
t
p

A partir da solução dada na Eq.(C.6) e utilizando as Eqs. (C.9), (C.10) e (C.11), e

novamente usando as coordenadas descritas em (C.4), é possivel escrever a função de

Wigner na forma

W (η, η∗, t) =
m

l=1

m

k=1

Wlk(η, η
∗, t)

onde

Wlk(η, η
∗, t) =

CN zl| |zk
F (t)

exp − 1

F (t)
[2B(t) (zk − η) (z∗l − η∗)

+A(t) (zk − η)2 +A(t) (zl − η∗)2 ,

com

B(t) =
1

2
Nvac +Nvac e(Nvac−Nvac) − 1

−1
,

A(t) = Mvac e(Nvac−Nvac) − 1
−1
,

A(t) = Mvac e(Nvac−Nvac) − 1
−1
,
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e

F (t) =
1

2
Nvac +Nvac − 4MvacMvac e(Nvac−Nvac) − 1

−2
.
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