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Resumo

Nesta dissertacao estudamos as possiveis solucoes da equagao de Yang-Baxter para
modelos de dezenove vértices invariantes por simetria de paridade e reversao temporal
do ponto de vista da geometria algébrica. Determinamos a forma das curvas algébricas
que vinculam os respectivos pesos de Boltzmann e descobrimos que suas estruturas sao
universais. Com tal observagao foi possivel classificar, de uma maneira unificada, as
variedades algébricas integraveis em quatro diferentes familias, trés delas ja conhecidas
e uma delas correspondendo a um novo modelo de dezenove vértices. A introdugao
de um parametro espectral nos pesos de Boltzmann é feita através da parametrizacao
da curva algébrica fundamental, que é uma conica. A diagonalizacdo da matriz de
transferéncia do novo modelo de vértices bem como suas propriedades no limite ter-
modinamico sao discutidas. Mencionamos ainda uma curiosa conexao entre a forma
da curva principal e a natureza das excitacoes das Hamiltonianas de spin-1 associadas

aos modelos de vértices.

Palavras-chave: Equacao de Yang-Baxter; Modelos Integraveis na Rede; Ansatz de

Bethe



Abstract

In this work we study the solutions of the Yang-Baxter equation associated to nineteen
vertex models invariant by the parity-time symmetry from the perspective of algebraic
geometry. We determine the form of the algebraic curves constraining the respective
Boltzmann weights and found that they possess a universal structure. This allows us
to classify the integrable manifolds in four different families reproducing three known
models besides uncovering a novel nineteen vertex model in a unified way. The intro-
duction of the spectral parameter on the weights is made via the parameterization of
the fundamental algebraic curve which is a conic. The diagonalization of the transfer
matrix of the new vertex model and its thermodynamic limit properties are discussed.
We point out a connection between the form of the main curve and the nature of the

excitations of the corresponding spin-1 chains.

Keywords: Yang-Baxter Equation; Lattice Integrable Models; Bethe Ansatz
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Introducao

O estudo de sistemas de baixa dimensionalidade, especialmente em (1 + 1) di-
mensoes, tem se tornado cada vez mais importante, tanto no contexto da Teoria
Quantica de Campos quanto no contexto da Mecanica Estatistica. Varias razoes para
tal interesse podem ser apontadas. Em primeiro lugar, em (1 4 1) dimensoes, técnicas
perturbativas nao podem em geral ser aplicadas, e o acesso a resultados e métodos
exatos se torna indispensavel. Além disso, a riqueza matematica desses sistemas é
surpreendente, possuindo estruturas comuns com diversas areas, entre as quais teorias
de campo conforme bidimensionais, grupos quanticos, grupos de trangas e a teoria de
nos e conexoes. Podemos ainda mencionar, no contexto da fisica de altas energias, co-
nexoes com a teoria de cordas supersimétrica e o espalhamento de gluons da QCD. Por
ultimo, podemos citar o aparecimento de interessantes fenomenos como a separagao
entre graus de liberdade de carga e spin.

Na Mecanica Estatistica, foco principal deste trabalho, podemos destacar os mo-
delos na rede como uma classe de modelos de importancia particular. Nesses modelos,
conceitos fundamentais como integrabilidade, matriz de transferéncia e equagao de
Yang-Baxter surgem naturalmente. De fato, consideremos um sistema que possa ser
modelado através de um conjunto de estados locais {o} em uma dada rede conveniente,
com L sitios e em equilibrio térmico a uma dada temperatura t. Supondo que a cada
conjunto de estados esteja associada uma energia F,, a fungao de particao pode ser

escrita como,

Z=Y et (1)

config
em que a soma se extende a todas as possiveis configuragos e § = 1/(kpt). Uma vez
conhecida a funcao de particao, em principio podemos calcular todas as quantidades
termodinamicas do sistema. Por exemplo, a energia livre por sitio no limite termo-
dinamico é dada por,

, 1
F = —lsz_moﬁ—L InZ. (2)

Entretanto, o calculo da fungao de particao é um problema combinatorial sofisticado
em redes com dimensao d > 2. Uma maneira alternativa para tratar esse problema € a

utilizacao da técnica da matriz de transferéncia, a qual transforma o cédlculo da funcao



de particao Z em um problema de autovalores dessa matriz. Nesse formalismo, apenas
o maior autovalor I'y da matriz de transferéncia contribuira para a energia livre por

sitio no limite termodinamico, i.e.,

1
F = —lim ooz Ty, (3)

Observamos, entretanto, que a dimensao da matriz de transferéncia cresce com
a poténcia L% e o calculo do autovalor Iy permanece um problema extremamente
dificil, e em geral sem solugao. Entretanto, em duas dimensoes, Baxter et. al. [1, 2, 3]
mostraram que o problema é tratavel se olharmos para uma classe de modelos em que

as matrizes de transferéncia comutam entre si. Assim, seja 7' (w%z), . ,wﬁf)) a matriz

de transferéncia de uma cadeia de tamanho L com n pesos de Boltzmann w@, . ,w,(f ),

A comutatividade da matriz de transferéncia é expressa por,

70 (o), 7 (o of®)] =0, )

n n

para L arbitrario e pesos wy), e ,wg) para i1 =1,2.

Da Eq.(4) segue imediatamente que a matriz de transferéncia se torna uma funcao
geradora de um numero infinito de quantidades conservadas. De fato, suponhamos que
os pesos de Boltzmann w! possam ser parametrizados por um conjunto de parametros
espectrais {Aq, ...\, } sendo p um ndmero a priori arbitrario e, consequentemente, 7' =
T(A1,...A,). Expandindo a matriz de transferéncia em torno de um ponto {Ay,...\,}

={A},...A)}, obtemos,

T X)) = Y Qaray [N — A" [, = A (5)

at,...,ap=0

e, substituindo esse resultado na Eq.(4), segue imediatamente que

[Qay....caps Qby,op ] = 0. (6)

Logo, os coeficientes da expansao (5) podem ser interpretados como cargas conservadas
em involucao, o que nos permite dizer que tais sistemas sao integraveis a maneira
cléssica de Liouville. Além disso, decorre da Eq.(4) que os autovetores da matriz
de transferéncia nao dependem dos pesos, tornando possivel a proposta de ansatz
universais para eles. A questao fundamental portanto é: sob que condigoes a Eq.(4) é

valida?
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Aparentemente, seria necessario verificar um ntimero infinito de vinculos sobre os
pesos uma vez que a Eq.(4) deve ser valida para qualquer valor de L. Entretanto, Baxter
[4] mostrou que um nimero finito de condigoes locais sobre os pesos sao suficientes para
garantir a comutatividade entre as matrizes de transferéncia, mesmo para L arbitrario.
Tais condi¢oes podem ser escritas em termos de uma equacao matricial cuja estrutura
depende muito da classe de modelos considerada. Neste trabalho analisaremos essa
equacao para uma classe relevante de modelos na rede denominada modelos de vértices.

Consideremos entao uma rede quadradada de tamanho L x L. As configuragoes
estatisticas sao definidas de acordo com os possiveis estados para cada ligagao ao redor
de um dado vértice. No caso mais simples, o ntimero de estados possiveis em ambas as
ligacoes horizontais e verticais é o mesmo, e podem ser rotulados por nimeros inteiros
1,2,..., N. Naturalmente, a cada configuracao de vértice a,b,c,d = 1,..., N, com

energia F (a,c|b, d), é associado um peso de Boltzmann
L (av C|b7 d) = exp [_BE (a'a C|b7 d)] ) (7)

como definido na Figura 1.

L
d
: a C
J
b d
L (a,c|b,d) = ‘CLF?
b
2
1
1 2 1 L

Figura 1: Configuragao de vértice elementar em uma rede quadrada de dimensao L x L.

A condicao suficiente para a comutatividade de duas matrizes de transferéncia (4)
associadas a um dado modelo de vértices para L arbitrario é justamente a celebrada

equagao de Yang-Baxter [4]. Considerando a notagao da Figura 1, tal equacao funcional
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pode ser escrita como,

N
> R(ar,mlaz, 72) £Y (3, bilas, v3) L2 (72, bays, bs) =

71572,73=1
N
Z L® (az,72|as, 73) Lo (a1, 71]73, b3) R (71, b1]72, b2) - (8)
71572573 =1
em que R(a,c|b,d) sao elementos de uma matriz N? x N? invertivel frequentemente
denominada matriz R.

Para classificar os possiveis modelos de vértices integraveis temos que encontrar as
possiveis solugoes da equacao de Yang-Baxter correspondente. Em principio, podemos
adotar o método utilizado por Baxter para modelos de vértices com dois estados por
ligacao [4]. A idéia bésica é comegar isolando os elementos de matriz R(a,c|b,d) com
a ajuda de subconjuntos de relagbes provenientes da Eq.(8). As equagbes restantes
passam portanto a depender apenas dos pesos LM (a,c|b,d) e L (a,c|b, d), e devem
ser resolvidas através de separacao de varidveis. Esse passo é fundamental para revelar
as estruturas algébricas que restringem o espaco de parametros formado pelos pesos de
Boltzmann. A parametrizacao dessas estruturas nos permite obter a dependéncia dos
pesos de Boltzmann com relacao ao parametro espectral, aspecto este importante por
exemplo na formulagao do ansatz de Bethe algébrico [5, 6, 7, 8].

A implementacao de todos os passos descritos acima, mesmo para um modelo
com numero de estados fixo, constitui em geral um problema desafiador em Fisica-
Matematica. Os resultados concretos, em sua maioria, estao concentrados em modelos
de vértices com dois estados por ligacao, veja por exemplo [9, 10, 11]. Nesse caso os
modelos que tem sido descobertos estao principalmente associados as variedades do
modelo de seis vértices assimétrico [1, 12], do modelo de oito vértices simétrico [1, 13]
e aos chamados sistemas de férmions livres [14, 15, 16]. As dificuldades do problema
crescem com o numero de estados N devido a proliferacao de um niimero maior de pe-
sos permitidos que serao fixados, em ultima andlise, por diferentes classes de equacoes
funcionais. Por outro lado, essa estratégia tem o mérito de possibilitar a classificagao
dos modelos de vértices integraveis de primeiros principios.

O propésito desta dissertacao € iniciar o estudo do método de Baxter para modelos

de vértices com trés estados por ligacao satisfazendo a chamada regra do gelo!. Com

1A motivacao fisica da regra do gelo estd relacionada & entropia residual do gelo. Para um in-
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essa regra, o numero de pesos de Boltzmann possiveis é reduzido para dezenove. Aqui
consideraremos uma classe relevante de tais modelos cujos pesos sao invariantes pelas
simetrias de paridade e reversao temporal (P7)?. Para essa classe de modelos mostra-
remos que as curvas algébricas que vinculam os pesos de Boltzmann sao de fato uni-
versais. Os possiveis modelos de vértices soliveis sao distinguidos através de diferentes
relacoes entre invariantes definidos por tais variedades. Essa andlise geral nos permite
a classificacao dos modelos de dezenove vértices em quatro diferentes familias. As trés
primeiras ja foram descobertas no contexto do modelo integravel XXZ de spin-1 [22],
do método do espalhamento inverso quantico do modelo de Mikhailov-Shabat [23] e no
contexto da dlgebra quantica U,[SU(2)] nas raizes da unidade [24, 25, 26, 27, 28]. Cu-
riosamente, nossos resultados revelam que todos esses modelos tem a mesma estrutura
algébrica independentemente de sua distinta origem via grupos quanticos. Acreditamos
que o quarto modelo de vértices é novo na literatura.

Organizamos esta dissertacao como se segue. Na primeira secao, apresentaremos a
deducgao da equacao de Yang-Baxter no contexto de modelos de vértices. Na secao 2
ilustraremos a técnica de Baxter no modelo de seis vértices assimétrico, além de obter
a parametrizagao dos respectivos pesos de Boltzmann. Em seguida, na secao 3, desen-
volveremos um método sistematico para a resolucao da equacao de Yang-Baxter para o
modelo de dezenove vértices. Essa andlise permite mostrar que a curva algébrica prin-
cipal é uma conica envolvendo trés pesos de Boltzmann independentes. As amplitudes
restantes sao notavelmente resolvidas em termos de razoes de polindmios dependendo
apenas de tais pesos. Esta andlise permitird classificar os modelos de dezenove vértices
invariantes pela simetria P77 de uma perspectiva unificada. Na se¢ao 4 discutiremos a
parametrizacao dos pesos de Boltzmann em termos de um parametro espectral, além
de calcular as Hamiltonianas de spin-1 associadas a cada um dos quatro modelos de
vértices. Observaremos que a forma geométrica da curva algébrica fundamental esta

diretamente relacionada a natureza das excitagoes elementares das cadeias de spin-1

trodugdo ao assunto, sugerimos [17].

2 A simetria P7 ¢é uma condicio menos restritiva que a hermiticidade que ainda permite a existéncia
de autovalores reais para a Hamiltoniana, pelo menos no &mbito de um teoria de campos em (0 + 1)
dimensoes [18]. Outro aspecto importante é a possibilidade de extensdo da integrabilidade para

fronteiras abertas quando os modelos sao invariantes por simetria P7T [19, 20, 21].
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correspondentes. Na secao 5 apresentaremos os autovalores da matriz de transferéncia
associada ao novo modelo de dezenove vértices, além da equacao do ansatz de Bethe.
Investigaremos entao as propriedades deste modelo no limite termodinamico. Os re-
sultados obtidos corroboram a conexao acima mencionada entre a curva algébrica e as
excitagoes da cadeia de spin-1. Nossas conclusoes serao apresentadas na secao 6. Nos
apéndices mostraremos alguns detalhes técnicos necessarios para o entendimento do

texto principal.
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1 A Equacao de Yang-Baxter

Consideremos um modelo de vértices definido de acordo com a Figura 1, e caracte-
rizado pelo conjunto de pesos de Boltzmann £%(a,c|b,d), para i = 1,2. Os estados
das ligagoes horizontais e verticais formam diferentes espagos vetoriais, denominados
respectivamente de auxiliar (A = CV) e vertical (V = CV). A dimensao desses espagos
vetoriais é dada pelo nimero maximo de estados que cada ligagao horizontal ou verti-
cal pode possuir; consideraremos o caso mais simples em que esse niimero maximo ¢é o
mesmo para todas as ligacoes, e ¢ igual a V. Com a finalidade de localizar um dado
vértice na rede, introduzimos indices (k, j) nos rétulos dos estados e, dessa maneira, a

funcao de particao desse modelo de vértices pode ser escrita como,

L L
2=% I 9 ab i) = ST | SI1L0 bttt | - o)

con f vértices {bi} j=1 {ai }k:l
A expressao entre colchetes na Eq.(9) pode ser interpretada como sendo os elementos

de uma matriz T®, atuando no espaco V = HiL:1 ®CY, e usualmente denominada

matriz de transferéncia,

% % j j |77 +1 j+1
76 — Z T()(b{ ...,b]L‘b{Jr ,...,b]LJr )eb{',bgl'ﬂ ®...®eb]];7bgi+1, (10)

j j+1_
by, b =1

em que e, sdo as matrizes de Weyl de dimensao N x N ? e

L
TOW b = TVt ()
ok

Usando a Eq.(11), a fungao de particao (9) pode ser reescrita como,

L
Z=> T[790],.... oL 6, (12)
e
cuja forma é bastante semelhante a de um produto de matrizes. Se considerarmos

condigoes periédicas de contorno nas varidveis de estado verticais, entdo a Eq.(12)

pode finalmente ser escrita de uma maneira bastante compacta, a saber

z =1 {[19]"} (13)

3Uma matriz de Weyl e; ; ¢ uma matriz de dimensdo N x N cujas tinicas entradas nio nulas sao a

unidade e se posicionam na intersecao da i-ésima linha com a j-ésima coluna, tal que e; jex: = 9; x€i .
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em que 1T'ry representa o trago no espaco de estados verticais V.

Por outro lado, os elementos de matriz (11) também podem ser escritos em termos
de um traco de produtos de matrizes, desde que consideremos condigoes periddicas
de contorno também na direcao horizontal. De fato, se considerarmos uma matriz

LD (b, V) que atua no espaco auxiliar A definida por,

N
LODY) = 3 £9a, b,V )ena, 1)
1

a,a’=

entdo a Eq.(11) se torna,

TOW, ... v o b =Try [ﬁ(’“)(b{,b{“)[‘,(’“)(bg,b%“) AL/ AT
(15)
em que 7r4 representa o traco no espago auxiliar A. Observe que os elementos de
matriz de £0(b, 1) sao matrizes de dimensdo N x N que dependem das varidveis
verticais correspondentes (b,b'). A expressao entre colchetes da Eq.(15) nos motiva a

fazer a seguinte definigao,

LY=Ig..8 LV ©..01, (16)
posicao j

em que I denota a matriz identidade de dimensao N x N. O indice “Aj” é utilizado
para indicar a atuagao da matriz (16) no espaco A® V;, sendo V; o j—ésimo subespaco

de V = V®L. Com a definigao (16), podemos reescrever
LOW LD, 05 LOW, b = 7O, oyt ey ()

em que

=29 Ll (18)

¢ denominada matriz monodromia. Finalmente, segue por construgao
T =Try [r9]. (19)

Neste ponto, a comutatividade das matrizes de transferéncia segue de maneira di-
reta. Para demonstrar essa propriedade, consideremos duas matrizes T e T(® | dadas
por,

TW = Ty [7-(1)] (20)
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T =Try [7(2)} : (21)

Para que as matrizes (20) e (21) comutem basta a existéncia de uma matriz R, in-

vertivel, definida em A ® A tal que

REY LS = LLLGR. (22)
De fato, temos,
TOTE = Traea L0008 £45] (23)
€
TETO = Traea |[£308D - £5e%h ] (24)

Multiplicando entao a Eq.(22) a direita por R~! para obter,
2) A(1 1) ~(2) oo
L)L) = REGYLGR™ (25)
e usando (25) em (24), temos
TOTO = Trasa [REGCGRREGLGR . REG LG R
= Traea [Rﬁﬁ{ﬁf{ﬁﬁgﬁf; . Rﬁﬁ}ﬁf{]ﬂfl} (26)
Como o trago é invariante por transformagoes de similaridade, a Eq.(26) se torna
TETO = Traea LU0 . £4£8) | = TOT®), (27)

0 que comprova a comutatividade das matrizes 70 e T®.
Um interessante fato a ser notado é que a condigao local (22) se estende globalmente

para as matrizes monodromia. Com efeito, temos,
RrO7® = RO el LoD . LS (28)

Usando a Eq.(22) repetidamente na Eq.(28) obtemos,

Rr07@ = @M@ 0 p@ 0 p (29)
ou seja,
R, — 2 Wp (30)

Dizemos que a Eq.(22) é uma condigao local de integrabilidade, enquanto a Eq.(30)
¢ uma condicao global de integrabilidade. Escrita em termos de indices matriciais, a

Eq.(22) é justamente a equagao de Yang-Baxter (8) citada na se¢ao anterior.
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2 O Modelo de Seis Vértices

Nesta segao revisaremos o modelo de seis vértices assimétrico [9], que corresponde a
um modelo de vértices com N = 2 satisfazendo a regra do gelo, ou seja, cujos pesos sao
invariantes pela simetria U(1)%.Tal simetria permite a existéncia de seis configuragoes

estatisticas, ilustradas na Figura 2.

e e oo o[

+ + + + + - — + — - — -
A
a4 b+ IS é b_ a_

Figura 2: As configuracoes estatisticas possiveis para o modelo de seis vértices na rede

quadrada.

As matrizes £ dos pesos de Boltzmann representados na Figura 2 podem ser

convenientemente escritas da seguinte maneira,

L0 = ale@ers + e @ ez +bVers @ers +aVess @ eas

+ C(0)€172 ® €21 + 5(0)62,1 ®ep o para =12, (31)

em que e, sao matrizes de Weyl de dimensao 2 x 2.

O primeiro passo em nossa andlise consiste em determinar a forma da matriz R
considerando os operadores £ (31). Para tanto, propomos uma matriz R geral de
dimensao 4 x 4 com todos os dezesseis elementos. Substituimos entao a matriz R e os
operadores £ na equacdo de Yang-Baxter (8). Levando em conta que nenhum dos
pesos na Eq.(31) pode ser nulo e com a hipé6tese adicional de que o peso agf) é em geral
distinto do peso b@, observamos que a equacao de Yang-Baxter (8) impde a matriz R a

mesma estrutura dos operadores L%, Dessa maneira, vamos adotar a seguinte notagao

para a matriz R,

R = a$)61,1 ®ern + b$)61,1 ® eg2 + b(,O)GQ,Q ®ern+ a'(j))€272 ® eg2

4Isto é ainda equivalente a dizer que os tinicos pesos nio nulos sdo aqueles que satisfazem a relacio

a+b=c+d.
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Com as matrizes £® (31) e R (32), o niimero de equacdes funcionais, que corres-
pondem as entradas nao nulas da Eq.(8), é igual a treze. Entre estas equagbes, uma
delas possui dois produtos triplos de pesos enquanto que as doze demais trés produtos
triplos de pesos.

A equacao contendo dois produtos triplos de pesos é dada por,

A0z (2 _ #0)(1)x2) — (. (33)

Neste ponto observamos que a Eq.(33) pode ser facilmente resolvida via uma trans-
formacao que preserva a equacao de Yang-Baxter. Para maiores detalhes técnicos so-
bre tal transformacao sugerimos [29]. Alternativamente, poderfamos argumentar que a
funcao de particao com condigoes peridédicas de contorno nao depende individualmente
dos pesos ¢ ou &9, mas apenas do produto entre eles, ¢®Wé®. Desta forma, sem

perder de generalidade, podemos impor,
& =@ para i=0,1,2. (34)

Levando em conta a Eq.(34), as doze equagbes de trés termos iniciais se reduzem

para seis relagoes independentes, dadas por,

0 ajF — ag)bf) — P eMe@ =, (35)
ai))c( )af) — b ©) c(l)bf) —c O)ai)c@) =0, (36)
ey 4 5V M@ — ¢ Pp1c® = g (37)

As equagbes (35-37) constituem um sistema linear homogéneo nas cinco varidveis

a(io), b(io) e (. Assim podemos utilizar quatro delas para isolar as varidveis a(io) e b(io)

em termos do peso c¢”). Escolhendo a Eq.(35) para isolar bf) e a Eq.(36) para ai)),

obtemos 0) 1) (2 1)7.(2)
by _ biay —azby (38)
C(O) 0(1)0(2) ’
W@ B — o) {b(z)b(—Q) - [}
0 _ U | (39)

A equacao restante (37) deve portanto fixar vinculos entre os pesos ag), b@ e ¢ para

i = 1,2. De fato, substituindo (38,39) na Eq.(37) obtemos a seguinte identidade,

0 {(a$>a9> + 0D [0(1)}2) A2 (a@a(}) L H [0(2)}2) aﬁ’bg)} »
(40)
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Levando em conta que nenhum peso de Boltzmann pode ser nulo, a expressao entre
chaves na Eq.(40) deve ser igual a zero. Essa expressao pode ser resolvida através de
separacao de variaveis da seguinte maneira,

a¥a® + b — [)]?

57

=A4, para i=1,2, (41)

em que A4 sao constantes de separacao, ou invariantes.
O proximo passo é encontrar uma parametrizacao conveniente para as relagoes
(41). Tal procedimento nos permite dizer qual a dependéncia dos pesos de Boltzmann

em relacao a parametros espectrais. Para atingir esse objetivo, podemos inicialmente
(1)

-

utilizar o indice + da Eq.(41) para isolar linearmente o peso a

i) (i i) (i )72
0 _ Apaf? — P09 4[]

a- 0 para i=1,2. (42)
a (2
Jr
Substituindo (42) no indice — da Eq.(41) obtemos,
12 N a2 L
r [a@} bgf) — A+a$)b$)b@ + bgf) [b(_l)} — [c(l)f =0 para i=1,2, (43)
em que definimos um novo invariante I' dado por,
Ay
r=—"=. 44
A (44)
Agora, introduzimos as variaveis
() (4) ()
e b
T, = C(i)’ ?/z - C(i)’ & = C(i)’ (45)
em termos das quais a Eq.(43) é escrita como,
Ay 1P AL 1],
w- 5| - |E g2 (46)
em que
- (47)

A Eq.(46) é a equacao de uma superficie constituida de conicas com “raio” r;. Assim,
sua parametrizacao envolverd dois parametros espectrais: o raio r; e um parametro \;
que descreve as conicas para um dado r;. Podemos implementar tal parametrizacao
via fungoes hiperbdlicas, i.e.,

Ay
- —z
2

X

i =T COSh()‘i)a (48)



20

ginh(\;

, — risinh(h) (49)
Al 1
412 I

Para obter expressoes simples para os pesos, podemos definir os invariantes Ay e I’

por,
cosh?(7)
cosh?($)’

Com essas defini¢oes, pelas Eqgs.(42,45), os pesos de Boltzmann sao dados por, para

A, =2cosh(y), I'= (50)

ambos os indices 1 = 1, 2,

(i) @ 1 @) COSh(g) sinh(\;)
=1, ar=—, b= 5y
Ty 72 cosh(v) sinh () + %)
50 cosh() sinh()\;) 0 smh(§)
pu— C —
- cosh(g) sinh (A; + %)’ risinh(\; + g)’

(51)

em que o peso agf) =1 foi fixado pela liberdade de escolha do peso ¢*).

Por outro lado, os pesos af ) e bf ) sd0 obtidos pela substituicao direta das relagoes

(51) nas Eqs.(38,39). Realizando esse passo e escolhendo o peso ¢(®) de maneira que

0 ~ . . ~
ai) = 1, as expressoes finais para os pesos da matriz R sao dadas por,

©_q1 L0 _ T3 B0 _ cosh(£) sinh(A; — Ao)

RS LR r? cosh(y) sinh(A; — Ay + $)’
cosh(g) sinh(A; — Ay + g)’ rysinh(A; — Ay + g)

ay =

5O _ rjcosh(y)sinh(A = Na) g

(52)

Claramente, a dependéncia dos pesos da matriz R (52) é aditiva em relagdo ao parametro
espectral \;, mas nao em relagao ao parametro r;.
E interessante observar que se a simetria P7T for imposta ao modelo de seis vértices,
o que corresponde a impor,
) = b (53)
entao o parametro espectral r; serd obrigatoriamente fixado por
r? =1 para i=1,2, (54)
enquanto que os invariantes v e § serao relacionados através de
J=27. (55)

Logo, a solucao da equacao de Yang-Baxter para o modelo de seis vértices invariante por
simetria P7T, também conhecido como modelo de seis vértices simétrico, possui apenas
um parametro espectral (aditivo) e um parametro livre. Esse resultado também sera

obtido no modelo de dezenove vértices invariante por essa mesma simetria.
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3 O Modelo de Dezenove Vértices

O modelo de dezenove vértices é o modelo de vértices com trés estados por ligagao
(N = 3) satisfazendo a regra do gelo. Os trés estados permitidos podem ser rotulados
pora,b,c,d = 0,=£. Como o préoprio nome indica, o nimero de configuracoes permitidas
¢ igual a dezenove. Representamos os pesos na Figura 3, em que os respectivos indices

enfatizam os setores de carga nao nulos a + b °.

+ 0 + + 0
+ 4+ | +0o | o+ | 00 | +
+ 0 1t 0 +
ay by b, C+ Cy
0 - + 0 -
+ oo | +0o | —= | 0o+ | ¥
- 0 0 + -
d d e é f
+ 0 + - -
-0l o+ | —= | 4+ | -
I+ 0 - b -
i g h 3 a_
—‘O—O ‘_00‘0——‘_0
S
b_ b_ Cc_ C_

Figura 3: As configuragoes estatisticas possiveis para o modelo de dezenove vértices na

rede quadrada.

Nesta dissertacao, estudaremos os modelos de dezenove vértices cujos pesos sao
invariantes por simetria P7. Essa invariancia restringe o nimero de pesos distintos
entre si, levando a uma subclasse de modelos de trés estados com quatorze pesos

de Boltzmann em principio distintos. Mais precisamente, a simetria P7 impode as

5Mencionamos aqui que o modelo de dezenove vértices possui aplicagdes em sistemas fisicos reais.
De fato, este modelo pode ser usado para mapear o chamado modelo XY, que por sua vez descreve
propriedades de jungoes Josephson supercondutoras. Neste trabalho, estamos interessados primordial-
mente na fisica-matematica do modelo de dezenove vértices, e portanto para essa aplicacao remetemos

ao trabalho [30].
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seguintes relacoes entre os pesos da Figura 3,
by =by, f=f e=d é=d. (56)

Levando em conta o subespaco de parametros (56), o operador £® pode ser escrito

da seguinte maneira,

£ a$)€1,1 ®epn+ bﬁ) [e11 ® €29+ e22®e1q] + f(i) le11 ®ess + €33 ® eqq]

b [e22 ® €33+ e33R eaa] + g(i)€2,2 & €90 + a@€3,3 ® ez 3+ h(i)€1,3 ® es31

B(i)63,1 ®ers+ ng)el,z ® ez + 6962,1 ® e+ 0@62,3 ®e32 + 5@63,2 ® €23

+ o+ o+

d® le12®e3o +e23®eaq] + d® [e21 ®ea3 + €32 ®eya], para i = 1,2,(57)

em que eqp sao matrizes de Weyl de dimensao 3 x 3.

Da mesma forma como acontece no modelo de seis vértices, a equagao de Yang-
Baxter (8) impde a mesma estrutura do operador £% & matriz R, desde que os pesos
ai) sejam em geral distintos de bi) e f. Consequentemente, a matriz R pode ser

expressa comao,

R = af)eu e+ bsro) le11 ® €2+ €22 @ e11] + fo [e11 ®ess+e33® er]
¥ le20 @ €33 + €33 @ eg0] + 9(0)62,2 @ eg9 + a@)eg,g & esg s+ h(0)61,3 @ es1

il(o)ezs,l ®ey3+ C$)€1,2 ® ez + 58?)62,1 ® e+ C(_0)€2,3 ® ez + 5(_0)63,2 ® ea3

+ o+ o+

d© [e12 ®e30+ea3@eaq]+ d© [e21 ® €23+ e32 @ epal. (58)

Enfatizamos aqui que estamos interessados em modelos de dezenove vértices genuinos,
em que todos os pesos ag), bi), cg), 6@, d®, d0, f@ g® po e R para ¢ =0,1,2 sao
considerados nao nulos. Uma tentativa de classificagao de modelos de vértices com trés
estados por ligagao foi realizada anteriormente na literatura [31]. Entretanto, no tra-
balho [31], simetrias bastante restritivas foram assumidas, além de permitir que alguns
pesos fossem iguais a zero. Como resultado, o tinico modelo estritamente de dezenove
vértices encontrado foi o modelo de Fateev-Zamolodchikov [22].

Com as matrizes £ (57) e R (58), o niimero de entradas ndo nulas na equacio
matricial de Yang-Baxter (8) é superior a cem. Como no modelo de seis vértices, as
equagoes funcionais correspondentes podem ser classificadas de acordo com o nimero
de produtos triplos que possuem. Neste caso, além das equacoes com dois e trés ter-

mos, existem relagoes com quatro e cinco termos. Na Tabela 1 resumimos o nimero
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de equacgoes contento dois, trés, quatro e cinco tipos de produtos triplos de pesos.
Claramente, tanto o niimero quanto a estrutura dessas equagoes torna o presente pro-
blema consideravelmente mais complicado que o associado aos modelos de vértices com
N = 2, analisado na Se¢ao 2. Iniciaremos nossa discussao resolvendo as equagoes mais

simples, que contém apenas dois tipos de produtos triplos de pesos.

Tabela 1: Numero de equacoes funcionais classificadas de acordo com o ntmero de

produtos triplos de pesos.

Ntumero de produtos triplos Numero de equacoes

dois 6
tres 36
quatro o7
cinco 24

3.1 Relagoes de Dois Termos

As seis equacgoes que possuem somente dois tipos diferentes de produtos triplos de pesos

sao dadas por,

el — P Ve =, (59)
OG0 _ GO0 (60)
OG0 g0 _ g (61)

Primeiramente, notamos que a diferenca aparente entre c(il) e E(il) pode ser eliminada

via uma transformacao que preserva a equacao de Yang-Baxter, de maneira analoga ao
que ocorre no modelo de seis vértices [29]. Portanto, sem perder generalidade podemos
novamente impor,

éi) = ci), para i =20,1,2. (62)

Substituindo o resultado (62) nas Eqs.(60,61) concluimos que o peso d® torna-se pro-

porcional a d®, .
d®
d®@)

em que ¥ é 0 nosso primeiro invariante para o modelo de dezenove vértices.

=W, para i=0,1,2, (63)

O préoximo passo € a andlise das equagoes envolvendo trés tipos de produtos triplos.
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3.2 Relacoes de Trés Termos

Usando a solugao (62,63) observamos que das trinta e seis relagdes que possuem trés
produtos triplos restam apenas dezoito equacoes independentes, uma vez que elas sao
proporcionais aos pares. Elas podem ser divididas em trés diferentes conjuntos com

seis equacoes cada, dados por,

e conjunto GS_E)

O + DD — D0 =0, (64
bf)cg)bg) + cg?)as_&)cf) - aio)c(il)a(f) =0, (65)
e +p0a P — oDV =0, (66)

e conjunto Gﬁf’
dOpVp? 4 FOgM R _ O fmeD — o (67)
FOIMPD 4 qOpD B _ O gm D — o (68)
wdOdWp? 4 FORN L p0) 02 — (69)

e conjunto Gf)
BORD ) 4 (0 g p@) _ (O p1)g@) — ¢ (70)
P d@ 4 0 qm p@ _ O g = o, (71)
UL aWd® - Ppl) @ P O = g, (72)

em que o indice + nas Eqs.(64-72) significa que cada uma delas se divide em duas
equacoes funcionais independentes.

No total, temos dezoito equacoes homogéneas lineares mas somente oito pesos de
Boltzmann af),bi)),cgg), d e fO estdo & nossa disposicio para serem eliminados.
Portanto, temos um alto grau de sobre-determinacao o que torna a solugao das Eqs.(64-
72) longe de ser trivial. Iniciaremos nossa andlise considerando o conjunto de equacoes
Gg). Elas sao similares as equacoes funcionais do modelo de seis vértices simétrico e
podem ser facilmente resolvidas. Primero eliminamos os pesos aS_LO), b(f) em termos de

ng) com a ajuda das Eqgs.(64,65). Como resultado obtemos,

1) (2),(2 1 22 22
o W2 - { ] - (2]}

— = , (73)
O KRR
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O 4R _ (W@

+ Y+
= = . (74)
O DD

Susbtituindo os resultados acima (73,74) na Eq.(66) encontramos duas curvas se-

paraveis que envolvem os pesos ai),bi) e c;) para ¢ = 1,2. Suas solucoes nos levam aos

seguintes invariantes,

12 12 12
= = A4, para 1=1,2, (75)
05

em que A4 sao parametros invariantes livres.

Analisemos agora as relagoes associadas com o conjunto Gf). Comecamos elimi-
nando os pesos d? e f© das Egs.(67,68). Como eles podem ser isolados das equacdes
que possuem diferentes setores de carga, precisamos manter suas expressoes explicitas,
uma vez que as compatibilidades entre elas serao implementadas adiante. As expressoes

para d© e f© s3o,

NI OME b:l: 0?2 — @ -
c(io) cg.:l) f(l)af b(l [b@} b(l [ ]
1,2 (1)7(2)
7O — SWal — b by o) (77)
dW e ’

. - 0
em que, como anteriormente, elas sao dadas em termos dos pesos comuns ci).

Entao, substituimos as Eqs.(76,77) na Eq.(69) e considerando que os pesos de Boltz-

mann sao nao nulos, encontramos a seguinte relagao,
(2) W17 1012 @52 _ 0 0 [ [,@ @1* _ [.@]
Cx [b:t ] + [f } ay'by — by ft [ ] [b:t ] - [C:I: ] (78)
—0 [d)” aPpP P =0,

Usando o invariante (75) no segundo termo da Eq.(78) é possivel separar os pesos com

indice i = 1 daqueles com indice ¢ = 2. De fato, a solugao da Eq.(78) pode ser escrita

como,
2
O]+ [ - Al s e
)12 =V <2>C<i2 =As, (79)
[d( )] bj: Cx

em que A4 sdo, novamente, parametros constantes. No entanto, devido a consisténcia

do lado direito da Eq.(79) eles sao relacionados por,

ALA_ =02 (80)
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Com o objetivo de completar a analise do conjunto GS_LQ) precisamos impor a compa-
tibilidade entre as duas possibilidades para d® e f(© derivadas das relacoes (76,77).
A consisténcia para os pesos d© é facilmente resolvida fixando-se a relacdo entre as
amplitudes cf) e c”. Em contraste, a compatibilidade para o peso f(© impée a iden-

tificacdo das expressoes para os indices de carga + da Eq.(77). O resultado de tal

identificacao é,
b(_l)b(_Q)cf) — bg)bf)c(f) + f(l)af)c(f) - f(l)a(_Q)cf) = 0. (81)

Felizmente, a Eq.(81) torna-se separavel uma vez que considerarmos o lado direito da

2) ) @

Eq.(79). Isso nos permite relacionar o produto b(3>c(+ com bf ~ e como resultado,

a Eq.(81) pode ser trivialmente resolvida pelo método de separagao de varidveis. A
solucao final é,

%bg) - b(j) _ a(_Q)Cf) - af)c(_Q) _Q

fO bf)c(f) ’

em que ) é um novo invariante.

(82)

Antes de prosseguir com a andlise do conjunto G(f) devemos discutir os resultados
obtidos até agora. A caracteristica principal do ultimo inavariante (82) é que ele
relaciona pesos com diferentes indices de carga. Portanto, esperamos que os invariantes
Ay, AU e Q) estejam relacionados de alguma forma. Uma forma de revelar esses
vinculos é proceder da seguinte maneira. Usando o lado esquerdo das Eqs.(79,82)

podemos eliminar os pesos dV) e b(,l), ou seja,

1 2 v

A= L { [b@} + [0 - A+b$)f(1)} o = = [b(j) + Qf(”} . (83)
A, A,

Agora, substituimos os resultados (83) no lado esquerdo da Eq.(79) com o indice de

carga —. Apoés utilizar a relagao (80) obtemos a expressao,
U200+ AW —A A + (A2 — A A QU - 024 Q202) fO =0, (84)

Em seguida, consideramos uma abordagem andloga para os pesos com indices 7 =

o . 2 2
2. Primeiramente, eliminamos os pesos b® e

Eqgs.(79,82),

com a ajuda do lado direito das

@), 2 ,2)
@ _ Aebiel o o el

R R (85)
v @ 4+ ?
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Substituindo a Eq.(85) no invariante que une os pesos a(,z), b e ¢ dados pela Eq.(75)

obtemos,
2
A2 2] - A A e [+ o]

2 2 2
2 { ]+ 20022 4+ 02 [02] - 2] } —0. (86)

A relacao acima pode ser ainda simplificada usando a expressao para o invariante A,

veja Eq.(75), no ultimo termo da Eq.(86). Efetuando tal simplificagdo obtemos,
U0+ AT —A A + (A2 A AQU -2+ Q2025 =0, (87)

Assim, alcancamos um ponto em que duas possibilidades emergem. A primeira
consiste na hipdétese de que o pares de pesos {bgf), f@} e {an), bgf)} sao considerados
linearmente dependentes. A partir das Eqs.(84,87), podemos ver que essa hipétese

(1) (2)
o . . b . .
implica na identidade -5 = Z(%) que juntamente com a Eq.(77) nos leva a concluir que
+

[
os pesos f© se anulam. Aqui, destacamos que estamos procurando por modelos de
dezenove vértices genuinos e, portanto, essa solucao deve ser ingorada. Logo, somos
obrigados a escolher a segunda possibilidade que consiste em impor que os coeficientes

das Eqs.(84,87) sejam nulos. Essa condi¢ao implica que os invariantes Ay, Ay, ¥ e Q

sejam vinculados pelas seguintes equacoes,
200 + A UV —A_A, =0, (88)

A —A_ALQU — U7 4+ Q02 = 0. (89)

Vamos discutir agora a solucao das equacoes funcionais associadas ao conjunto G(f ),
Para este conjunto, podemos ver que os pesos a serem eliminados sao af), bf) e cf).
Entretanto, eles ja foram computados através das Eqs.(64-66) e assim a nossa tarefa
consiste em fazer as equagoes do conjunto G(f) compativeis com as do conjunto GS_E).
O primeiro passo para resolver esse problema é garantir desde o inicio que todas as seis
relagoes funcionais do conjunto Gf) sejam satisfeitas. Isto é feito eliminando os pesos
a'? e b das Eqs.(70,71),

1 1
o . B0 — g f<2>] [b;) 4@ 4 4 @)

9 _ , 90
EOROrE) WD _ ) 5@ (90)
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2 2
B 1 (W0 [ — [ g o
0 qmde) D@ _ 1) f@) '

Substituindo as expressoes (90,91) na tltima equagao do conjunto Gf ), i.e. Eq.(72),

obtemos para o setor de carga +,

b p0 {626 — w [} - o @ fp0!) — w 0]’}

_ [fu)f b F@ 4 p0 r) [f(2>]2 =0, (92)
enquanto para o setor de carga — encontramos,

b p0 [0 — w [a@]* ) — o @ Lo — w [a0]

_ [f(l)f bf)f(z) + bgrl)f(l) [f(2)]2 =0, (93)

Embora as Eqgs.(92,93) nao sejam individualmente separaveis, podemos considerar com-
binacoes lineares de tais equacoes que sao separaveis nos indices ¢ = 1,2. De fato,
adicionando e subtraindo as Egs.(92,93), temos como resultado o seguinte vinculo,
R
BN — W A £ [FO

=04, para =12 (94)

em que O sao invariantes adicionais.

Mais uma vez, o invariante (94) une pesos que carregam diferentes setores de carga
+. Assim, temos que repetir a mesma andlise feita para o invariante €, veja Eq.(82).
Como antes, a expressao (94) para indice i = 1 é simplificada com a ajuda dos pesos

d® e b dados pela Eq.(83). Isso nos leva a seguinte identidade,
Ay £ 0 — WO (A, + )b + [£QU T OL (AL FU)] fO = 0. (95)

Considerando que estamos procurando solugoes linearmente independentes para os pe-
SOs b$’ e f(1) é necessario que os coeficientes da Eq.(95) sejam iguais a zero. Em outras

palavras, temos as restrigoes adicionais,

Ay 20— TOL(A, +Q) =0, (96)

OV FOL (AL FU)=0. (97)

Podemos observar que resolvendo a Eq.(96) para os invariantes ©1 e substituindo

o resultado na relagao (97) descobrimos que ela é trivialmente satisfeita desde que
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consideremos o vinculo anterior (88) resolvido para o invariante A_. Isto significa que

as Eqs.(96,97) sdo ambas resolvidas desde que,

AL+
Op=—r— 98
ST WAL+ Q) (98)

T ~ 2
Para o indice ¢ = 2 temos que usar novamente a expressao para 0s Pesos b® e

¢? dados pela Eq.(85). Substituindo esses pesos na Eq.(94) obtemos duas equagoes
(2

lineares para o peso a.”’ associado aos setores de carga +. Eles sao dados por,

] [a(f) + Qb(f)] {\If@i [d(2>]2 +oP @ Fo, [f(2)]2}
a? = | (99)
A [0 5 7]

A compatibilidade de tais relacoes para os setores + e o fato de que os pesos nao

devem ser nulos nos leva a seguinte relagao entre os pesos bf), d® e f@,

2
0. -0,) { [bf)] + [f<2>]2} + (O, +0)[d)] +2(1-0,0.)b? @ =,
(100)
Considerando os vinculos (88,89,98), podemos mostrar que a Eq.(100) torna-se equi-

valente a seguinte expressao,

V(AL + Q) { B 4 [ — Ay [0 - A+b<f>f<2>} —0. (w01

A tnica solugao da Eq.(101) que nao leva a pesos nulos é ,

2
2] 4 (707 - a2
= A, (102)
@]

Observemos que a Eq.(102) generaliza o lado esquerdo do invariante (79) para os
pesos com indice ¢ = 2. Nesse ponto, observamos que este fato também vale para o
invariante A_ envolvendo os pesos b(f), d® e f@ . De fato, usando a expressdo para
0S Pesos b(_2), c(_z), a® obtidos das Eqgs.(85,99) além dos vinculos (80,88,89,98) entre os

invariantes bem como a Eq.(102) para eliminar o peso [d?]?, é possivel verificar que,

[b@)r L[] — AL g )

P A (103)

6Note que U = 0 implica d(? = 0 enquanto A1+ = 0 é equivalente a bf)b(f) - [d(Q)] 4 [f(Q)} P
0. A tltima identidade implica que f) = 0.
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Agora, podemos voltar a discutir a solucao das equacoes restantes do conjunto
Gg’). Nessa etapa, temos que igualar os pesos aS_LO) e bS_LO) obtidos de diferentes pares
de relagoes associadas aos conjuntos GS_LI) e Gg). Em outras palavras, temos que fazer
a Eq.(73) compativel com a Eq.(90) assim como a Eq.(74) consistente com a Eq.(91).

Essas compatibilidades sao equivalentes a resolver as seguintes relagoes funcionais,

PP [bg_p a® — oM b(f)] [b(il) @ — f f(2>] — P { b ) [ d(2)]2 . d(l)]z b2 f(z)}7
(104)

2 2
40 4@ { PP _ o) [bg] o) [CQ] } [b$>b$> e f<2>]

— D@ { B0 [@@)? — 0] | f@f} . (105)

Progressos podem ser feitos elevando ao quadrado ambos os lados das expressoes
(104,105). Esta operagao torna possivel a utilizagdo dos invariantes Ay (75) para
eliminar os pesos [cﬁ)} i assim como as Eqgs.(79,102,103) para extrair [d(")}2 para am-
bos i = 1,2. Realizando esses dois passos, as FEqgs.(104,105) tornam-se proporcionais

a,

b2 (a2 + 5] {[bgr g fm} 0 [ 4 0] {[bf)r o f<2>} N
_AL {a§§> @ [b(ﬁr —aV [bfr} =0, (106)

Uma andlise cuidadosa da Eq.(106) mostra que tal relacgao pode de fato ser separada
para ambos os indices de carga 4, nos levando ao ultimo invariante associado as relacoes
de trés termos,
o) — Apal) 1O + b0 O
12 :
W] -y

em que ['} sao invariantes adicionais.

=T, para i=1,2. (107)

O dltimo passo da nossa andlise consiste em mais uma compatibilizacao: a dos
diferentes setores de carga + do invariante (107). Esta tarefa envolve a manipulacao
de varias expressoes e os respectivos detalhes técnicos sao apresentados no Apéndice
A. A condicao de consisténcia resulta em um viculo entre os invariantes 'y, A, e Q

cuja expressao ¢ bastante simples, a saber,

T Ay — U, +Q)=0. (108)
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Além disso, outro importante resultado da anélise feita no Apéndice A é que os

® b(l ec +) De fato, as demais amplitudes presentes

unicos pesos independentes sao a).
nas equagoes de trés termos podem ser escritas por meio de tais pesos. Como resultado,
0S pesos a b d(l) e f sdao dados em termos de razdes de polinémios cujo grau
maximo ¢ igual a dois. No que se segue, apresentaremos tais relagoes uma vez que serao
uteis posteriormente. Usando os resultados do Apéndice A, as expressoes simplificadas
(1) b(z @

para os pesos a. sao,

o _ Ol + ) [(Ay — T + UL D (14 1,0

ot - , (109)
AZ[(Ay —Ty)af) — o)
VO U[(AL —Ty +0a? — 1+
b(z): [( + +—|— )aJr ( + + )bJr]ng), (110)

Adf(Ay —T)al) — b))
o V(AL —To+Q)af — 1+ T )]
- = 2 @ _ @ “ (111)
A[(Ay =Ty)ay —by]

enquanto para os pesos d® e f@ temos,

2 ® (0 [a(“ T b(i)} b
d(l):i\/l_A+P++P+ b+C+ ‘ _ f(l): + +-|i +‘.
A+ <—A+ + F+) CLE’%) + bgf) <A+ — F+) CLE’%) — bgi() )
112

Gostariamos de concluir essa secao com os seguintes comentarios. Primeiro, é im-
portante destacar que todos os invariantes obtidos até aqui também sao vélidos para
indice ¢ = 0. Este resultado é verificado usando as expressoes dos pesos eliminados a(o)
bi , ci ,d9 e O nas expressoes dos respectivos invariantes. Como consequéncia, as
relagoes acima (109-112) permanecem vélidas para os pesos al” b 0) 0), d© e f©)
Observamos finalmente que dos dez invariante encontrados, A4, A4, 'y, ©4, Qe U,

apenas quatro deles permanecem livres em razao dos seis vinculos (80,88,89,98,108).

Todos os invariantes obtidos nessa secao estao resumidos na Figura 4.
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az) bi)
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+

Figura 4: Estruturas algébricas provenientes da resolucao das relagoes de trés ter-
mos (64-72), validas para i = 0,1,2. Os invariantes sdo vinculados pelas Eqgs.(80,88,

89,98,108).

3.3 Relagoes de Quatro Termos

Apés a solugao das equagoes de dois termos, Eqs.(62,63), o ntimero total de relagoes
de quatro termos se reduz para cinquenta e uma equacoes. A maioria destas relacoes
depende dos pesos ¢, K@ e h®) que ainda devem ser determinados. A tnica excecao

é uma equacao fatorizavel, dada por,
a©a® (w2 1) [ =] =0, (113)

As outras cinquenta equagoes podem ser classificadas em cinco diferentes conjuntos
caracterizados pela presenca ou nao dos pesos g, b9, h(® nas relacoes funcionais. Ha
equacoes nas quais aparecem apenas um desses trés pesos, equagoes em que aparecem
dois deles e equagoes envolvendo os trés pesos ainda desconhecidos. Os conjuntos de

equacoes estao listados abaixo,



e conjunto Gﬁf‘)

e conjunto Gf)

e conjunto Gf)

—c$)c$)b§f) + \I/d(°>d(1)b§f) + g(°>b$)c§f) - b(io)g(l)cf) =0,

PP+ wpPad® — gu)b(f) 4O — g

—d© )b(l) (2) + C(O b(l d® 0) 4(1 b(2 + b(o d® (2) =0,

RO G — b6 4 d0dW (D — Py =0,
RO (EOHD _ 0D _ (00,@ | 0,00 _
h(2)(b(+o> pV _ 0 b(+1)) g™ d<2>(c<+0> _ ,3(_0)) =0,
—d@dWp? 4 DDy — O 2 pOROED o,

OROBD 4 p0D 2 O g ) _ Oy — g

agg)h(l) _ 4O, (1 f(o X f(z 0)a$)h(2) — 0,

OGN — pMpP) 4 w2q@ M (P — () =0,

ﬁ(l)(b(,o)b(f) _ bf)b( )) + C(O)CSLI) B _ f)c(l)cf) =0,

B(Q)(_bf)b(j) + b(,o)bsrl)) + \PQd(l)d(Q)( (0) CSS)) _ 0’

2@ gWp? — O cDp@ — pOpO 2 4 B0 2 — o,

PR —pV Ve 1w aM g 4 DR = o,

—a?'hWal + fORD F® 1 y2dOcPd® 4 hO PR = o,

e conjunto Gg)

(0?2 — 1)dOcDd® 4+ RO MR — RO = o,

Uh@dMp + dOpP e — v d® — P aMp® = o,

—h@dMpP — wd O + DbV d® 4 wpPaMp® =0,

RO FM @ _ W @ _ gg@ D@ _ fO MR = g
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(114)

(115)

(116)

(117)

(118)
(119)
(120)
(121)

(122)

(123)

(124)
(125)
(126)
(127)

(128)

(129)

(130)
(131)

(132)
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RO F1 @ 060 10 L ggOg® 4 FOFME@ — o (133)
HOD £2) +\1zd<0>c$’d<2)+ FOPR@ — @ fORR = g, (134)
—hORD FO — wd® P d® — fOaD® 4 o) fOR =0, (135)

e conjunto Gf)

—0QdWa? + fFORMID 4 wd @ g 4 wh©aPd® = 0, (136)
PdWa? — n@aPg? — g0 g@ g rOpM g2 = g, (137)
aVdWc? — 0D g _ g pM @ _ g0 M p> = g, (138)

dORM @ — g Vg B 4 vy Da® 4 ya®ePp® = o, (139)

0D £ 0 p02) | g0 0@ 4 0D} — g (140)
0 F0D) _gg® g g2 _ {OLD p@ 0 Dp@ g, (141)

A Eq.(113) nos mostra que existem pelo menos duas ramificagdes na solucao da

equacao de Yang-Baxter. Ou ¥2 = 1 ou c(+1) = ¢ uma vez que os pesos d¥ devem

ser diferentes de zero. Essa informacao, entretanto, nao é necessaria para resolver as
equacdes associadas ao peso ¢, i.e., o conjunto Ggf). De fato, podemos observar
que as Egs.(114,115) do conjunto G(4) contém os produtos triplos de pesos b(o)cji)cg_}),

0 Wp® a@qWpP e wbYdMd® que também estdo presentes nas relacoes de trés
termos j& resolvidas, veja Eqs.(64,66,69,72). Logo, eliminando os primeiros produ-
tos triplos das relacoes de trés termos mencionadas e substituindo o resultado nas

Eqgs.(114,115) obtemos as seguintes relagoes,

U0 o) = g0] = [of) = O] o0 — fOBY 1100~ (142)
€
[l = g®] b2 — o [l — g@] 4 pOBD — ) @ 0. (143)

Um passo essencial para realizar a separagao de variaveis nas Eqs.(142,143) é o uso
do invariante €2, que vincula os pesos bgf) e b Com efeito, da expressao do terceiro

quadro da Figura 4 podemos eliminar os pesos bﬁ) em termos de bg) e f@. Substituindo
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entao o resultado nas Eqs.(142,143) e realizando simples manipulagoes algébricas, que

incluem o uso da identidade (80), obtemos o invariante associado ao peso g,

_g(i) + ag;) + %f

= =AY para i=0,1,2, (144)
b
em que Agf ) sdo parametros constantes.

Agora, devemos assegurar a consisténcia da Eq.(144) para os diferentes indices de
carga +. KEssa tarefa pode ser realizada impondo a igualdade entre as expressoes para
o peso ¢ obtidas dos setores + e —, dada por,

al! —a + (A—+ - I) FO— AP + AYY =0 para i=0,1,2.  (145)

Para resolver a Eq.(145) substituimos as expressoes para os pesos a@, b e f@ obtidas
na segao anterior, veja Eqs.(109,110,112). Apds algumas simplificagoes algébricas, a
Eq.(145) se torna uma equacao polinomial nas amplitudes agi) e bif) com a seguinte
forma’,

12 - 112
Ay [aﬁf)} + Amﬁ?bﬁf) + Aj [bgf)] =0 para i=1,2. (146)

Os coeficientes A, Ay e A3 dependem somente de combinagoes de invariantes e devem

ser nulos para garantir a validade da Eq.(145). Apés usar o vinculo (80) suas expressoes

Sa0,
Al = (A+ — F+)Ai — <A+ — F+ —|— Q)\I]2 = O,
Ay = =N —1+A9A, TN +[1+AY (A, —T, +Q)A, V2
+ [1-QAL =2, + Q)P =0,
Ay = AYWA2 1T, A —[AY 4T, + AYT QA W2 + (14 T,Q)Q0% =0.

(147)

Com o peso g determinado, veja Eq.(144), o préximo passo consiste em descobrir
as curvas algébricas associadas aos pesos de Boltzmann A9 e h(®. Para obter progressos

nesta direcao é necessario usar explicitamente os dois possiveis ramos oriundos da

Eq.(113).

"Para i = 0 a equagdo (145) é automaticamente satisfeita se A; = Ay = A3 = 0 e desde que as

relagOes entre invariantes (80,88,89) sejam levadas em conta.
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3.3.1 Ramo 1

Neste ramo temos ¥ = +1. Esse vinculo simplifica consideravelmente a Eq.(129), a

qual podemos usar para extrair o peso iI,(O),

- LW R2)
hO = ——_pO), (148)
o)

Substituindo o resultado (148) nos pares de equagoes (122,128) e (120,126) ¢é facil

ver que suas combinacoes lineares fixam uma relacao entre h® e A9, dada por,
Y = p® para i=0,1,2. (149)

Como consequéncia da Eq.(149) as equagoes do conjuntos Gf) e Gf) se tornam equi-
valentes assim como o nimero de relacoes independentes dos conjuntos GS_Z) e Gf) se
reduz a metade. Com esses resultados, somos agora capazes de utilizar a mesma es-
tratégia usada para resolver o peso ¢\ para resolver os pesos h@® = h@. Para tanto,
em primeiro lugar, eliminamos os produtos triplos de pesos d(o)b$ )CS_LQ ) e c$ ) bS_Ll 'd® das

Eqs.(68,71) e entao substituimos o resultado na Eq.(130), que se torna separavel nos

indices 1 = 0 e © = 2 da seguinte maneira,

—WhO + Wal 4+ fO @ 4o 4w AM (150)

p? N p? =

em que Ag? ) sd0 constantes de separagao.

Mais uma vez temos que implementar a compatibilidade entre as relacoes associadas
aos diferentes setores de carga +. Esse procedimento é realizado de maneira analoga ao
que foi feito para o peso ¢. Como resultado obtemos que os pesos h(? e h(?) obtidos
dos setores de carga + sao compativeis desde que as seguintes relacoes entre invariantes

sejam satisfeitas,

AW = A%(l + T )(AYAL T —Q), (151)
Q=(Ap —T)(A2 - 1), (152)
(AL = D{l+ (A =TY[A, =T(AL = 1) = AYA U} =0, (153)

Da Eq.(153) observamos que o ramo 1 se subdivide em duas distintas familias uma
vez que tal relacao possui duas diferentes solucoes. Denominaremos tais possibilidades

por ramos 1A e 1B. Para o ramo 1A o valor de A, ¢ fixado por,

A% =1, (154)
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enquanto o ramo 1B é definido resolvendo-se a Eq.(153) para A(,h),

m _ 1+ (A% - DA, - F+)2.

AY
AU(A, —T5)

(155)

Em ambos os ramos 1A e 1B, podemos manipular as Egs.(120,121) com o objetivo de
determinar o tnico peso ainda desconhecido, h(). O resultado é similar & expressio
obtida para os pesos h(¥ e h? | e é dado por,

—hW 4 gt 4w

b

=AW, (156)

Alcancamos entao um ponto em que todos os pesos de Boltzmann estao dados em
termos de invariantes e dos pesos aif), bg:) e cif). Substituindo-os nas relagoes de qua-
tro termos ainda nao utilizados e usando o invariante (75) para eliminar o peso [cgf)]Q
obteremos equacoes polinomiais nas variaveis an) e bgf) cujos coeficientes dependem
apenas de invariantes. Impondo que esses coeficientes sejam nulos e considerando os
vinculos previamente obtidos (80,88,89,98,108) bem como as FEqs.(147,151,152,153) so-
mos capazes de computar as expressoes para os invariantes. Na verdade, basta que as
Eqgs.(116,136) sejam resolvidas para que todas as demais relagoes de quatro termos res-

tantes sejam automaticamente satisfeitas. O resultado final dessa andlise esta resumido

na Tabela 2.
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Tabela 2: Expressoes para os invariantes no ramo 1, em que a variavel discreta e; = +1.

Invariantes Ramo 1A Ramo 1B
Ay livre livre
A A —Ate1V3y/A-A%
A 1 261\/5\/47Ai
+ 3A++61\/§\/4—Ai
A 1 VBA ey /4-A%
2e14/4-A%
1 1
Q0 0 6-3A2 —e1VBA/4-A2
3A4+ea1VBy/4-A%
3A4 —€1V/34/4—A2
F+ A+ + €1 G \/ +
—3A++51\/§ 4—N2
F, A+ + €1 G \/ +
o 2 AJr-i—e1\/§\/4—A2+
+ AL 5
@ 0 —3A++51\/§\/4—Ai
- 6
A(g) A 51\/§-|-A+\/4—A2+
+ + € \/ 2
4-A2
A(g) A, — e (47A2+)(A++61\/§\/4*Ai)
- + aV3AL\/I—AT +4-A2
(h)
AY Ay Ay
A(h) A V3/1-A% —a Ay
- + 261
Para finalizar essa secao devemos fazer algumas observacoes. Os casos ¥ = —1
ou A, = —1 implicam valores fixos para os invariantes e podem ser reproduzidos

no contexto da solugao 1B e de outro ramo que discutiremos na proxima segao. Os
detalhes técnicos relacionados a essas situacoes especiais estao coletados no Apéndice
B. Finalmente, destacamos o fato de que os ramos 1A e 1B tem apenas um parametro
livre, que escolhemos ser o invariante A, . Entretanto, apenas o ramo 1A é invariante

por simetria de carga + <> —.

3.3.2 Ramo 2

Outra possibilidade de solugao da Eq.(113) é cil) = ¢, Essa condicao, usada junta-

mente com o resultado anterior (111) leva a uma equagao polinomial nas amplitudes



39

aJr e b(j ,
(A2 = U)(A, —Ty) = Qe + [-AZ + (1 + T QWY = 0. (157)

A combinacao linear (157) é satisfeita para a(j) e bsrl) arbitrarios impondo que os respec-

tivos coeficientes sejam nulos. Como consequéncia, os invariantes (2 e A, sao fixados

8
por-,

Q=0 e A, =+0. (158)

Usando o resultado (158) de volta nas expressoes para os pesos a@, b e ¢ dados nas

Eqs.(109,110,111) obtemos relagdes bastante simples,

at bt < .
— =1, 5 = =+, = 1 para i=0,1,2. (159)
ay by cy

¢
Como consequéncia imediata da Eq.(159) podemos implementar simplifica¢oes seve-
ras nas equacoes de quatro termos. Primeiramente, ¢ um resultado direto que as
Eqs.(117,118,119,123, 124,125) sdo automaticamente satisfeitas. Além disso, o ntimero
de relagoes independentes se reduz drasticamente: os conjuntos Gf) e Gf) passam a
ter apenas trés equagoes, enquanto os conjuntos Gg ) e Gf ) tem o numero de equagoes
reduzido a metade. Nesse ponto, estamos em posicao de utilizar novamente a estratégia
usada para obter o invariante vinculando o peso g(i) agora para os pesos h® e B, De
fato, eliminado os produtos triplos b ¢ ct?, ¢ cMp®  wa©a®p? e wpVdMd® via
as Eqgs.(64,66,69,72) e os substituindo nas Eqgs.(120,121) conseguimos obter equagoes
funcionais separaveis para o peso h¥ cuja solucéo é,

—Uh 4 wa) 4 O

bt

= AS:L) para 1 =0,1,2. (160)

Da mesma forma o peso R pode ser calculado. Através do mesmo método, mas
agora para as FEqgs.(126,127) obtem-se,

—h® 4 ¥ 4w O

by

=AY para i=0,1,2. (161)

A esta altura, todos os pesos de Boltzmann no ramo 2 foram determinados. O

ultimo passo é portanto substitui-los nas Eqs.(122,128) bem como nas relagoes dos

8Observe que a possivel solucio Ay = I'y + 1";1 deve ser descartada uma vez que ela implica

d® =0, veja Eq.(112).
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1TED
3

Tabela 3: Expressoes para os invariantes no ramo2, em que w = exp ( ) e as variaveis

discretas €1, €5 = =.

Invariantes Ramo 2A Ramo 2B
Ay livre e1v3
A AL —e1V/3
AL 27A1+62A2+\/Aif4 "
A 27A1+62A2+\/Aif4 "

U 27A1+62A2+\/Aif4 W

Q 0 0
ry €1 %
I_ €1 —%
SH A 0
o_ 0 —21
AY Ay —e 0
AY Ay — e 0
A 0 0
AP 0 0

conjuntos Gg) e Gf) para fixar as relagoes entre invariantes. Mais uma vez temos
que considerar dois possiveis sub-ramos, uma vez que desde o comego Eq.(158) tem
duas possiveis solugoes. Denominaremos a solucao com Ay = ¥ de 2A e a solugao
com A, = —W de 2B. Levando em conta todos os vinculos anteriores, e procedendo de
maneira analoga ao ramo 1, obtemos as relagoes finais entre invariantes para os ramos
2A e 2B, que estao resumidas na Tabela 3.

Observe que apenas o ramo 2A tem um parametro livre e é invariante por simetria
de carga.

Um ultimo e importante comentéario deve ser feito nessa se¢do. Embora as curvas
algébricas para os pesos h') e R sejam obtidas de diferentes equacoes para os ramos

1 e 2 suas expressoes finais podem ser colocadas de uma forma unificada. De fato, elas
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podem ser escritas como,

—Uh® 4+ wa® 4 O G RO RN AC) i
+b(l-)ai +/ =AY, +Z§§) v/ =AY para i=0,1,2. (162)
+ +

O resultado geral (162) recupera o ramo 1 simplesmente através da identificacao

A(ih) = A(ih) enquanto para o ramo 2 temos que levar em conta a Eq.(159) e portanto

AM A ® . . L . .
impor —y = AT_M = #£. Na Figura 5 resumimos os invariantes obtidos na resolucao
+ +

das equagoes de quatro termos.

RO NN CONTS 2

A = N )
b(i) - +
+

_q/h(i)+\1/a$)+f(i) (h)
@ = Ay
b
+

EAORWARES 210
1)
+

YN

Figura 5: Estruturas algébricas provenientes da resolucao das relacoes de quatro ter-
mos, validas para i = 0,1,2. As expressoes para os invariantes Agf), A(ih ) e A(ih ) estdo

dadas nas Tabelas 2 e 3.

3.4 Relagoes de Cinco Termos

O numero de relagoes de cinco termos se mantem inalterado apds a resolucao das

equagoes de dois termos. A seguir apresentamos a estrutura das vinte e quatro equagoes

funcionais,
bV Wp — g M@ — W 4 (O E) g2 (D g2 = (163)
bV Wp — w2 p Mg — GO 5@y O 0D g2 — o (164)

U@ 4 (DgOp@ — gD g g 0D — pORMgD = (165)

bW a® + el p® — wg® D@ — 0, D@ _ gpOpMg® =0 (166)
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wdOpMp? — \1/d<°>a$> F@ = gD _ gORMR@ 4 OB — o (167)
A0y — qOq1 f@ — gg@cDg@ — gg@OpMp@ L gpOgmeP =0 (168)
b$>c$>b§§) + QR f<0>c$> @ = O DR g0 Mg — g (169)
b0 Pp? 4 DR p0 D @) B<°>C$>i}<2> — P20 M@ = (170)
wdOp P + \Ilg(o)d(l) @ _ fOLDI — g @ gy _wp©dDg® — o (171)
dObPb? + 00D — w0 g M2 _ pO D@ — (172)

b oM a® — \1/d<0>c$> F@ 4 0gmg@ _ g Mg2 _ g0 Dx@) =g (173)
U a® — Ol O 4wl g — wg®gW g — wd®R® =0 (174)

As relacoes acima nao envolvem nenhum novo peso de Boltzmann. Como con-
sequencia, podemos substituir as expressos para os pesos obtidas nas duas segoes ante-
riores nas Eqs.(163-174) e procurar por novas restrigoes sobre os invariantes dos ramos
1 e 2. Curiosamente, apds a resolucao das equagoes de trés e quatro termos todas
as equagoes de cinco termos sao automaticamente satisfeitas. Dessa maneira, as qua-
tro familias de modelos de vértices definidas pelo invariantes nas Tabelas 2 e 3 sao

exatamente integraveis.
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4 Parametrizacao e Hamiltoniana

Nesta secao apresentaremos a parametrizacao dos pesos de Boltzmann associados as
quatro familias distintas de modelos discutidas na secao anterior, além de calcular as
Hamiltonianas de spin-1 associadas.

Como discutido na secao 3, temos apenas uma estrutura algébrica fundamental,
envolvendo os pesos agf), bgf) e cgf). A correspondente curva (75) pode ser reescrita na

seguinte forma,

Ay 17 TAY 2
- o= — 1] y? =1, 175
-S| - |51 (175)
em que as novas variaveis x; e y; estao relacionadas aos pesos por,
(%) (1)
a b
ch cy

Observe que diferentemente do que ocorre no modelo de seis vértices assimétrico,
veja Eq.(46), a Eq.(175) é a equacdo de uma conica, e sua parametrizagdo envolverd
portanto apenas um parametro espectral \;. Como antes, podemos utilizar funcgoes

hiperbdlicas para a parametrizagao, ou seja,

A inh(\,
r; — —y; = cosh(\,), yi = sinh(h) (177)
2 A1
1

Por conveniéncia futura, podemos ainda introduzir a seguinte definicao para o tnico

invariante livre A,

A, = 2cosh(7y). (178)

Substituindo Eq.(176) na Eq.(177) e apos utilizar a defini¢do (178) obtemos,

i i inh(\; i inh
o =1, p® - S e sioh(y) (179)
sinh (A\; +7) sinh(\; + )
em que aif) foi fixado pela liberdade de normalizacao.
Antes de prosseguir, ressaltamos que sob a parametrizacao acima a equacao de

Yang-Baxter é aditiva em relagao ao parametro espectral \;,

Ao = A1 — Ao (180)
Todos os demais pesos sao determinados em termos de ag), bﬁ’ e cgf) com a ajuda
das Eqs.(109,110,111,112,144,162). A seguir listaremos as expressoes simplificadas dos

pesos associados a cada um dos quatro modelos de vértices integraveis definidos pelos

invariantes dados nas Tabelas 2 e 3.
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e Ramo 1A

Este modelo de vértices corresponde a familia de matrizes S de spin-1 fatorizaveis en-
contrada por Zamolodchikov e Fateev [22], a menos da presenga das varidveis discretas

¢, = £1. Destacamos que o espectro da matriz de transferéncia para ¢; = +1 apenas

pode ser relacionado com o espectro de e, = —1 para L par. Os respectivos pesos sao
dados por,
=1 Y ="V = 181
Ot ’ sinh (A\; +7)’ “x sinh(\; + )’ (181)
i = g — 4 Sinh(y)sinh(}) @ — _Snh(h — 5 +7)sinh(A)
sinh(A; + 2 4+ 7) sinh(X; +7)’ sinh(A; + 2 4 ) sinh () +(71)8’2)

() _ —2cosh(3 —7) + Cosh(‘%’ + %) + cosh(2X; + 3 —7)
2sinh(\; + % +7) sinh(\; 4 7)

g , (183)

2 cosh(2 — ¥) sinh*(Z + %)

B0 _ )
sinh(\; + 3 + ) sinh(A\; + )’

(184)
em que ¥ = & (1 —¢).
e Ramo 1B

Os pesos deste ramo foram obtidos no contexto das representacoes da algebra quantica
U,[SU(2)] quando ¢ sdo as raizes da unidade [24, 25, 26, 27, 28]. Obeserve que este

modelo nao possui invariancia por simetria de carga, e os pesos sao,

) _q p__smh(h) @ _  sinh(y)

= = = 185
r T sinh (A +79)] “+ sinh(\; + )’ (185)
@ _ sinh(A; —v =+ o) sinh(A; — ) G sinh(y — A;) sinh(\;) (156)
~  sinh(\; 4+ —70)sinh(A; +7)° "~ sinh(\; + 7 — 7o) sinh(A\; +7)’
) _ sinh(yg — ) sinh(\; — ) J0 — g — 4 y/sinh(y) sinh(y — 7o) sinh();)
~ sinh(\; + v — 7o) sinh(\; + )’ sinh(\; +~ — 7o) sinh(\; +7)
(187)
0 — sinh(\; — 70) sinh(\;) @) —1+cosh(2A; + o) + cosh(2y — 7o)
~ sinh(\; + 7 — 7o) sinh()\; + )’ 7T sinh(\; + v — o) sinh(\; +7v)
(188)

B sinh(y) sinh(y — 7o)
~ sinh(A\; + 7 — o) sinh(\; +7)°

A = p® (189)

em que yp = Ze;.
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e Ramo 2A

A menos da presenca das varidveis discretas €1, €5 = £1 extras os pesos deste modelo
correspondem aos pesos da matriz R de Izergin-Korepin [23]. O espectro da matriz

de transferéncia é entretanto independente do parametro €. Explicitamente, os pesos

sao,
(4) (4) sinh(\;) () sinh(7y)
I+ ’ sinh (A\; +7)’ “x sinh(\; +7)’ (190)
, inh inh(\; 0 ,
4 = L (Eﬂg i _(7).8111 ) , dY = —exp (—2eyy)d?, (191)
cosh(A; + - + %) sinh(A; +7)
@ cosh(X + 3 +7) sinh()) (192)

cosh(\; + 2L + ) sinh(\; + )’

@ _ —sinh(3 +7) - sinh(2 —7) + sinh(Z +7) + sinh(2); + 2 — 7) (193)
7= 2 cosh(\; + £ + 7) sinh(\; +7) ’

cosh(\; + 2 +7) sinh(\; + ) — exp (2€27) cosh(A; + 2 + ) sinh()\;)

B —
cosh(\; + 2L + ) sinh(\; +7)

, (194)

P60 _ cosh(\; + 21 + ) sinh(\; + ) — exp (—2627) cosh(\; + 2 + ) sinh();)
cosh(\; + 377 + 7) sinh(A; + )

, (195)

em que, como antes, 7 = 2 (1 — ¢;).
e Ramo 2B

Este modelo de dezenove vértices aparentemente é novo na literatura. Observemos que

este modelo viola simetria de carga, uma vez que b = —bgf). A forma explicita dos
pesos €,
(9) (i) sinh(\;) (i) sinh(7)
_ 1 @ =g W) @ smhly) 196
dx rTE sinh (\; +7)’ “x sinh(\; + )’ (196)
. exp (Z2) sinh()) 0 iTey
dD — + 490 — — d(l 1
RD cosh(\ — 2v) cosh(\)’ P78 (197)
£ = _ sinh(\; + 27) sinh(\;) g0 = cosh(2);) 7 (198)
cosh(\; — 27) cosh(\;) 2 cosh(A; — 27) cosh(\;)
i _ €shN = 29) coh(h) + exp (<5%) sinb(h £ 2)simb0) 0
o cosh(A; — 27y) cosh(\;) ’
P _ cosh(A; — 27) cosh();) + exp (%2) sinh(); + 2) sinh()\;) (200)

cosh(\; — 27) cosh(\;) ’
em que vy = Z7”(1 —€)+ %61 tal que €1, e, = 1.
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A seguir, apresentaremos as Hamiltonianas de spin-1 associadas a cada um dos
quatro modelos de vértices descritos acima. Observamos que, no ponto A = 0, a matriz
(57) é exatamente o permutador sobre C® @ C3. Tal propriedade mostra-nos que as

respectivas Hamiltonianas sao dadas como a soma de termos de primeiros vizinhos,

L
H=1Jo) Hiin, (201)

i=1
em que Jy é uma normalizagao arbitraria.
O termo H; ;1 € obtido através da acao do permutador na derivada do respectivo

operador £® no ponto A\; = 0. A expressio geral em termos de matrizes de spin-1 é,

Hizpw = JSFSiy+ 1S7 Sk, + Jo (S5757) (S5aSi) + 2 (S2S77) (S7.4S44)

(2

T (S)7(57)" T (S7)7 (S350)" + a (SF7805) + i (8757 574)

+ J5 (S80S + J5 (S7S70SH) + ha (S7+ S2) + ha [(S7)” + (S7,0)7)]

o OISESE 4 0y (S7S7)° + 05(57)287,, + 0457(52,,)? (202)

em que ST e 57 sdo as matrizes de spin-1 satisfazendo a dlgebra SU(2).

Observe que na Eq.(202) os termos de potencial quimico que sdo cancelados sob
condicoes de contorno periddicas foram omitidos. Na Tabela 4 mostramos as expressoes
para os acoplamentos da Eq.(202) para todos os quatros ramos. Neste ponto ressal-
tamos que a Hamiltoniana associada ao ramo 2B é um caso particular da cadeia de
spin-1 integravel descoberta em [32, 33]. Tal equivaléncia ocorre quando os parametros

t3 e t, definidos em [32, 33] sao dados por t3 = —1 e t, = :i:?.
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Tabela 4: Acoplamentos das Hamiltonianas para os quatro ramos, em que 7 = 7 (1 —
€1), Yo = i’%, W = exp (“r%) e g = € = 1. A varidvel s é definida por s =

sinh() sinh(y — 7o).

Ramo 1A 1B 2A 2B
1 1 1 €16aw?
Jl 2sinh(%+?/) :EQ\/E 2 exp(€e27) cosh(3—2’l+7y) + ; ;
jl Jl Jl Jl Jl
1 1 V/3sinh(y—19) 1 1 sinh(e27) €1€
J2 sinh(vy) + sinh(2+%) 2s ? + Vs sinh(7y) COSh(?’?’Y-F’S/) :F%
jg J2 JQ JQ J2
J . €1 1/ 3e1 COSh(%JF;/) o i\/gel
3 4sinh(y) 8s 4 sinh(v) cosh( 37"’ +7) 4
Js Js Js Js Js
Jo _ 1 1 1 exp(—€27) i €1eaw?
J4 22 2 sinh(y—~0) + 2v/s 2 sinh(v) 2COSh(3%+;/) v+ . ;
I —L T T T
J: 1 1 : €16aw?
J5 72 2sinh(v) + 24/s —J4 —1+ = ;
I L I —Jy Js
5 2 cosh(y)+e€1 0 cosh(2e27) _iV/3e
1 2 sinh(~y) 2[—e1 sinh(y)+sinh(27)] 4
N 4eq cosh(y)—cosh(2€e27)
02 01 0 2[—e1 sinh('y)+sinh(227)} 301
53 0 0 — 2)2?1((22:1)) 51 ’i€2 \/gél
i o o s iy
sinh(2y—~0)
hy 0 sinh(1—0) 0 0
hy cosh(7y) V3 cosh(y+2) [—3€142 cosh(y)] cosh(7) 0

sinh(y)

T 4s sinh(y—20)

—e1 sinh(y)+sinh(2y)
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Concluimos essa secao com os seguintes comentarios. Algumas das propriedades
fisicas das Hamiltonianas 1A, 1B e 2A ja foram investigads na literatura, veja por
exemplo [34, 35, 36, 37]. Os resultados incluem, por exemplo, a natureza do espectro
das excitagoes sobre o estado fundamental no regime anti-ferromagnético. Conside-
rando esses resultados concluimos que o espectro é sem lacuna de massa quando o
parametro livre A, pertence ao intervalo —2 < A, < 2. Logo, fora dessa regiao o
espectro deve ter uma lacuna de massa diferente de zero cujo valor depende de A, .
Surpreendentemente, tal mudanca de comportamento fisico esta diretamente relacio-
nada a variagdo da forma geométrica da curva algébrica fundamental (175). De fato,
no regime de lacuna de massa nula a curva correspondente é fechada e possui a forma
de uma elipse enquanto na regiao massiva a curva ¢ uma hipérbole. Esta relacao entre a
forma geométrica da curva algébrica principal e a natureza das excitagoes sugere que o
regime anti-ferromagnético da cadeia de spin-1 relacionada ao ramo 2B deve ter lacuna
de massa nula uma vez que nesse caso A, = ++/3. Na préxima secio apresentaremos

evidéncias corroborando tal previsao.
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5 Solucao Exata do Ramo 2B

Apresentaremos nesta se¢ao a diagonalizagao exata da matriz de transferéncia associada
aos pesos do novo modelo de vértices definido como ramo 2B. Como vimos na secao
1, a correspondente matriz de transferéncia T'(\) pode ser escrita como o trago de um
produto ordenado de operadores £ agora parametrizados pelo parametro espectral
A (19). A expressao de tais operadores em termos de matrizes de Weyl é dada pela
Eq.(57) enquanto os correspondentes pesos aﬁf), bgf), R OB ORI ORI O RS SOR A
sao dados nas Eqgs.(196-200).

O autovalores da matriz de tranferéncia T'(A) podem ser determinados via o an-
satz de Bethe algébrico, desenvolvido em [8]. Aqui limitaremos nossa exposicao aos
resultados principais necessarios para descrever as propriedades fisicas da Hamilto-
niana associada ao modelo de vértices 2B no limite termodinamico. Sua matriz de
transferéncia comuta com o operador de spin total Zle S7, em que S7 denota a com-
ponente azimutal das matrizes de spin-1 atuando no i—ésimo sitio. Consequentemente,
o espago de Hilbert pode ser separado em 2L + 1 setores identificados por um nimero
inteiron = L —r com r =0,+£1,...,+L. O autovalor da matriz de transferéncia T'(\)
para um dado setor n serd denotado por A, (\). Aplicando o método desenvolvido em

[8] descobrimos que a expressao para A, () é,

" sinh[\; — A4 9
Ay = o2y m A
ey sinh[A; — A — F5]

N { sinh()\) ]L ﬁ sinh[2(\ — ;) + Wl] sinh[A — \; — <]
(& e — € -
“sinh (A + S e 1sinh[2()\—)\») — Tt sinh[A — A; 4 5]

n

H sinh[A — \; — Z—” + ”51]
sinh[A — \; + 5”61]

1

(203)

[ sinh(\ + ) sin A}

cosh(X — ) cosh(A

desde que os parametros {\;} satisfacam as seguintes equacoes do ansatz de Bethe,

sinh[\; + T2\ _ ﬁ sinh[2(\; — Ag) + 79
sinh[\; — Z4] sinh[2(\; — Ag) — 2]

12

para j=1,...,n. (204)
poy

Temos agora os ingredientes basicos para investigar o estado fundamental e a na-
tureza das excitacoes da cadeia de spin-1 correspondente. O autovalor associado ao

setor n, E,(L), é obtido via a derivada logaritmica de A, (\) no ponto A = 0 e usando
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a normalizagao Jy = —i. Como resultado obtemos,
- 2sin(%)
E,(L)= 6 205
(L) =« Z cos(%) — cosh(2);) (205)

A seguir, vamos considerar o estudo das propriedades do regime anti-ferromagnético
€1 = +1. Progressos podem ser feitos apds a identificacao da distribuicao das raizes
{\;}, capazes de reproduzir o regime de baixas energias da Hamiltoniana de spin-1.
Este passo é realizado via a resolugdo numérica da equacao do ansatz de Bethe (204)
e substituindo entdo as raizes na Eq.(205). Em seguida, comparamos os resultados
para E,(L) com a diagonalizacao exata da Hamiltoniana até L = 12. Observamos que,
embora a Hamiltoniana associada ao ramo 2B nao seja hermitiana, todos os autovalores
sao reais. Como resultado dessa andlise temos o fato de que o estado fundamental para
L par corresponde ao setor com magnetizacao zero n = L. Além disso, observemos um
interessante comportamento das raizes: a sua forma no plano complexo é diferente se
L

5 ¢ par ou impar. Na Figura 6 exibimos as raizes de Bethe para L = 8,10,12 e 14

escaladas pelo fator 2.

0-8__' PULILIVL I Olg__'xl SRR
E 04 (€Y 1 Eoal (b) .
E o4 4 E.oaf ]
o8k . L .« 08F ]
PR A B IR R Cox o 0 ¥ 0% 0%, ]
08 04 0 04 08 08 04 0 04 08
Re[3N/T] Re[3N/T]
08-—le ENCNE o.s-—)e BEUFE R AR
= o4l (© Jd ' oeal (d) .
E 04| 4 E.oaf .
-08f ] -08F ]
T AR S [x 1 X X X X% | %]
08 04 0 04 08 08 04 0 04 08
Re[3V/TT] Re[3V/TT]

Figura 6: As raizes z; = % do estado fundamental para (a) L = 8, (b) L = 10, (c)
L =12, (d) L = 14.
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Resolvemos entao as equagoes de Bethe (204) para valores grandes de L para ex-
trapolar o padrao das raizes no limite termodinamico L. — co. Na Figura 7 mostramos
as correspondentes raizes de Bethe para L = 40 e 42. Com o intuito de melhor visu-
alizagao da curvatura exibida pelas raizes mostramos os valores positivos e negativos

das partes imaginarias separadamente.

11 T I T I T I T I T I T I T I T
B O L=40 X
rE|1.05 (a) x L=42
~N X X
< 1 XX x xxxxxxxxxxxx X X a
M o © 000000000000 o |
E T 0 0
= 095 -
Lo 0
09 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
-16 12 0.8 04 0 04 08 12 16
Re[3NTd
09 T I T I T I T I T I T I T I T
0 0
o] o _
~ (0] 0 0 [0}
o 4k 0 000000000000 0 i
NS g X X XXXXXXXXXXX X x o
E o X X
= -105
Ix X
'1.1 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
-16 12 -0.8 0.4 0 04 08 12 16
Re3MT]

Figura 7: As raizes z; = % do estado fundamental para L = 40 e L = 42 em que (a)

7= xj+iy; e (b) 2 = x; — iy;.
A andlise acima nos leva a concluir que no limite L. — oo as rafzes \; se aglomeram

no plano complexo na forma 4 ;+1iy; que sao usualmente denominadas de solugoes tipo

“2—strings” [38, 39]. Cada “2—string” tem a mesma parte real y e partes imaginarias

igualmente espagadas.

s
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O préximo passo é a substituigdo da estrutura (206) nas equagoes de Bethe (204) e,

Ni=wit—, peR (206)

tomando o logaritmo do resultado, obtemos as seguintes relacoes para ;,

L lqb (u%) —cb(uj,%ﬂ = —27Q, +;¢(2uj ~ 2, %) o paraj=1,....n
(207)
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em que a funcdo ¢(z,y) = 2arctan[tanh(z) cot(y)] e Q); sdo ntmeros inteiros ou semi-
inteiros que caracterizam os ramos logaritmicos.

Através de nossa andlise numérica observamos que o espectro de baixas energias
pode ser descrito através da seguinte sequéncia de nimeros @),

1L L
Qj:—_[——n—l]—l—j—l,parajzl,...,a—n. (208)

Para grandes valores de L, a distribui¢ao das raizes se aproxima de uma distribuicao

continua com densidade p(u) dada por,

) = = [Z2(1) (209)
em que a fungao contante é,
1 s om 1< s
Ziny) = 5 [cb (Nja Z> —¢ <va ﬁ) +7 ;W?M =2, 3)| - (210)

Estritamente no limite L — oo, as Eqs.(209,210) se tornam equagdes integrais linea-
res para a densidade p(u), e podem ser resolvidas por transformadas de Fourier. O

resultado final para p(u) é,
1

- mcosh(2u)

A energia do estado fundamental por sitio e,, pode agora ser computada tomando

p() (211)

o limite de volume infinito da Eq.(205) e com a ajuda da Eq.(211). Escrevendo o

resultado em termos de sua transformada de Fourier temos,

€

(212)

Vamos agora voltar nossa atencao ao comportamento das excitacoes de baixa ener-
gia. Esses estados sao obtidos das equagoes de Bethe (207) através da introdugao de
vacancias na sequéncia de ntmeros ;. Este método ¢ padrao na area de modelos
integraveis e para tecnicalidades veja por exemplo [40, 41]. O resultado é que a ener-
gia €(p) e o momenta p(u) de uma excitacao de vacancia, medidos a partir do estado
fundamental, sao dados por,

[e.e]

() = 2mp(1) e plu) = / e(z)dz. (213)

I
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Para calcular a relacao de dispersao em baixas energias €(p) temos que em primeiro
lugar computar a integral em Eq.(213) e entdo eliminar a varidvel p da funcao e(u).

Realizando esses passos, obtemos a seguinte expressao para a relagao de dispersao,

e(p) = 2sin(p). (214)

Da Eq.(214) observamos que as excitagdes com momento pequeno tem comportamento
linear em p. Portanto, as excitacoes nao possuem lacuna de massa para pequenos
valores dos momenta p. Esse resultado corrobora a conexao entre a forma geométrica
da curva principal e a natureza das excitacoes da cadeia de spin-1, que foi apresentada

no final da se¢ao 4.
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6 Conclusao

Nessa dissertacao, investigamos as solucoes da equacao de Yang-Baxter para modelos de
dezenove vértices invariantes por simetria P7 . Desenvolvemos um método sistematico
para resolver as correspondentes relacoes funcionais de um ponto de vista algébrico,
sem a necessidade de assumir a prior: alguma dependéncia espectral para os pesos de
Boltzmann. A estrutura das relagoes algébricas obtidas segue de fato um padrao uni-
versal para todos os quatro modelos de vértices encontrados. Todos eles compartilham
uma mesma curva algébrica fundamental, que corresponde a uma conica dependendo
de apenas trés pesos de Boltzmann. Através de uma parametrizacao usual das conicas
obtivemos a dependeéncia dos pesos em relacao ao um parametro espectral de uma
perspectiva unificada. Trés dos modelos obtidos ja eram conhecidos na literatura mas
um deles foi descoberto através de nossa analise.

Observamos uma intrigante relacao entre a forma da curva algébrica fundamental
e a natureza das excitagoes das cadeias de spin-1 associadas aos modelos de vértices.
No regime em que a conica corresponde a uma elipse as excita¢oes nao possuem lacuna
de massa enquanto no regime hiperbdlico as excitacoes sao massivas. FEsse fato é
corroborado por resultados anteriores a respeito das propriedades fisicas das trés cadeias
de spin-1 conhecidas bem como pela solucao exata do novo modelo de dezenove vértices.

Parece interessante investigar se o cenario descrito acima permanece ou nao valido
para modelos de vértices com mais estados por ligacao, mas ainda invariantes por
simetria P7. Em principio, o método que desenvolvemos pode ser extendido para
outros modelos cujas configuragoes estatisticas preservem pelo menos uma simetria
U(1). Outro problema interessante é o estudo dos invariantes algébricos subjacentes
a modelos de vértices que nao satisfazem a simetria P7T e, em particular, descobrir a

forma da estrutura algébrica principal.
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Apéndice A: Relacoes de Trés Termos

Neste apéndice apresentaremos alguns detalhes técnicos envolvidos na resolucao do

. 3 . . ~ , . 214
conjunto Gi). Uma primeira observacao que devemos fazer é que, a partir do ultimo
i

invariante (107), o peso f® pode ser facilmente escrito em termos dos pesos ai) e bg:)

ou de a'” e b@, ie.,

e Tl =1,2 (A1)
= 4 — para 1= 1,2. .
(As —Ty)al — Y

Agora, a Eq.(A.1) pode ser usada para obter uma relacio similar para o peso d®.
De fato, substituindo Eq.(A.1) nas Eqs.(79,102,103) e efetuando algumas simplificacoes
obtemos,

(1-AuTs +13) [0 i { | Apab 4 o] 2}

Ay [d(i)] = - — para i=1,2.
[(—as +T5) e + 0]

(A.2)
Usando entdo a estrutura dos invariantes Ay dados pela Eq.(75) na expressao (A.2) é

possivel tomar a raiz quadrada de [d(i)] ?. O resultado final dessa operacao é,

' 1 - AT I b(i) (4)
d® = j:\/ S + Ch @ bara i=1,2 (A.3)
Ay (=As +Ty)ay’ + by

As equagoes (A.1,A.3) apontam que a compatibilizagao entre os invariantes I'y é
equivalente a equiparar as expressoes para os pesos f() e d® provenientes dos diferentes
setores de carga +. Impondo tal consisténcia, a Eq.(A.1) requer a resolugao da seguinte

identidade,

- [(A+ ~T)a? - b@] [a DT “} b = Opara i =1,2,  (A.4)

enquanto a Eq.(A.3) implica que a compatibilidade para d® ¢,

VA (1- AT, 4 T2) [(—A_ +T ) a® + b@] pD e

\/A+ (1-A_T_+T12) [(—A+ +Ty) aS:) + bgﬁ)] b =0 para i=1,2.
(A.5)
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(1)

A andlise das Egs.(A.4,A.5) para o indice i = 1 é imediata uma vez que os pesos a

e ¢V ainda permanecem livres. Portanto, Eqs.(A.4,A.5) para ¢ = 1 s@o facilmente

. . T 1 1
resolvidas via a eliminagao dos pesos Ve c(_), a saber

2
ro(a = 1)al — ool — 1 o0 T, ()]

o (& O o [
(A.6)
e
L VA (O —AT 1)1 — AT, + T
UL {(m ~1)aPs — (AL —T)aPbP —pWpP T (A- —T.) [b(ﬂ 2}
(A7)

Por outro lado, a solugao das Eqs.(A.4,A.5) para o indice i = 2 é mais complicada.

Isso se deve ao fato de que as amplitudes a(f), b® e P ja foram eliminadas em termos

de af), bf), cf), f® e d® gracas as relagdes anteriores (85,99). Também os pesos f2) e
d® j4 foram eliminados em termos de af), bf) e cf) via as Egs.(A.1,A.3). Considerando

2
. . , - o 2 ,
todas essas informagoes, além da possibilidade de se eliminar o peso [cﬁr)} através do

invariante A, (75), concluimos que as Eqgs.(A.4,A.5) sdo na verdade equagdes polino-

miais nos pesos remanescentes a(f) e bf). A equagao polinomial associada a Eq.(A.4),

apos o uso das restrigoes (88,98), pode ser escrita como,
3 2 2 3
By [a?] + Boa? 0]+ By [o2] 02 + B, 1P] =0, (A.8)
em que os coeficientes sao expressoes envolvendo apenas constantes,

By = UMD (-A; +T) + A U(ALT, + 0T —T2 +A,Q4T_Q-T,0)

— U2 4+ A Q+ 20, Q+20%)], (A.9)

By = AT (A 420 —T)+ A2 V(1 —2A,T_ — AT, +T.T, —4I.Q)
+ AP (-1 —A T 4+A T, —T I +A T T +A,Q4+T-Q
— TyQ-ATQ-AT T, Q+ATIQ -0 - AT Q20 T, 0°+ 207
— V(1 —2A T, +T% + A2T2 -2, Q+ A, T3Q +20% — 4A, T, Q* — 4T, O?),

(A.10)
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By = A (A +T_ =T )+ A ¥I_+A2T_ T, — AT T, +2Q)
+ AUP(AL 42T -2, — AT, —2A, T Ty + A2 —Q-T.I,Q
+ AP+ TP T, 0°) + PP 2A, 2 —3Q+4A, T, Q+ 120
— ALO? 4207 —20%), (A.11)
By = —ANT,(1+T.T)+AUT_ —T, +A T2 +2I%0) + A, 03T — AT T,

+ I —Q+A T Q-T T, Q4+A T IQ+T,Q°+T_I70%
— UHQ-2A T, Q+ 20+ AZT2OU% — 2T, O2W° + 3A T2 Q2% + 212 O3 ?).

(A.12)

Conforme argumentado no texto principal, estamos procurando por solugoes em que
as amplitudes af) e bf) sao independentes uma da outra, o que siginifica que todos os
coeficientes B; do polinomio (A.8) devem ser nulos. Do coeficiente By, podemos obter
uma expressao para o invariante I'_, que pode ser ainda simplificada utilizando-se o

vinculo (89). O resultado final é de fato simples,

Y

—
A

I, +9Q). (A.13)

Substituindo o resultado (A.13) nas expressoes para os coeficientes restantes (A.10-
A.12) e mais uma vez levando em conta a restri¢ao (89) observamos que Bs, B3 e By
sao identicamente nulos.

A mesma anélise acima pode ser repetida para o indice i = 2 da Eq.(A.5). Con-
cluimos que tal equacao nao impoe nenhuma nova restricao ao invariantes além de
Eq.(A.13).

Concluimos esse apéndice observando que os pesos a@, b e ¢ também podem ser
escritos em termos das amplitudes agf), bgf) e ch). Para alcancar esse objetivo, substitui-
mos em primeiro lugar os pesos f@ e d¥, considerando o indice + das Eqs.(A.4,A.5),
nas expressoes dos pesos b(,l), b(f), c(f), a(,Q), a e c(,l), veja Eqgs.(83,85,99,A.6,A.7).
Em seguida, utilizamos o invariante A, (75) para eliminar [cgf)r além das formas
explicitas das relagoes entre invariantes (80,88,89,98 A.13). Realizando esses passos
@’ b@, D

podemos escrever expressoes de fato simples para a *’, para ambos 1 = 1,2, e

que foram colocadas no texto principal, veja Eqgs.(109-111).
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Tabela 5: Valores dos invariantes para os ramos especiais 1S e 2S.

Invariantes Ramo 1S Ramo 2S

AL +v/3 +2
A_ /3 +9
A, —1 —1
A —1 —1
U 1 —1
Q 0 0
Iy ﬂ:% T1
r_ :F% ¥l
CH 0 +1
e_ JF% 0
AY 0 +3
AY 0 +3
AP +v/3 0
AP V3 0
AP +v/3 0
AR V3 0

Apéndice B: Solucoes Particulares

Descreveremos aqui solugoes particulares provenientes do ramo 1A. Além de ¥ = A, =
1 temos duas outras possiveis solucoes da equacao de Yang-Baxter com todos os deze-

nove pesos diferentes de zero. Denominaremos essas solucoes especiais como se segue,
e Ramo 15: ¥ =-A, =1, (B.1)
e Ramo2S: VU=A, =-1. (B.2)

As escolhas (B.1,B.2) levam a solugbes nas quais nao hé parametro livre. Na Tabela
5 mostramos os valores finais dos respectivos invariantes.

Comparando a Tabela 5 com a Tabela 2 é facil ver que o ramo 1S é um caso
particular do ramo 1B se A, = 4+/3. Por outro lado, a comparacao da Tabela 5 com

a Tabela 3 nos revela que o ramo 28 é equivalente ao 2A se neste impusermos A, = +2.
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