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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos uma equacao mestra generalizada para um sistema
constituido de N atomos de dois niveis bombeados por um campo clédssico, interagindo
com um reservatorio. O tipo do reservatério pode ser: (a) térmico, (b) vacuo comprimido.
Uma equacao mestra foi deduzida, para o sistema, nas aproximacoes de Born e Markov.
A aproximagao de campo médio é feita para o sistema de muitos corpos, desta maneira
obtemos uma equacao mestra nao linear para um atomo representativo do sistema. Dis-
cutimos o comportamento 6pitico biestavel do campo de saida, e analisamos o quanto este
fenomeno é sensivel ao niimero de atomos, ao tipo de acoplamento atomo-reservatorio e

aos paramentros do reservatotio.
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Abstract

In this dissertation, we present a generalized master equation for a system of N two-
level atoms pumped by a classical field, interacting with a reservoir. The kinds of reservoirs
are assumed: (a) thermal, (b) squeezed vacuum. A master equation for the system was
derived under Born and Markov approximations. The mean field approximation is done
for the many-body system, so we obtain a non-linear master equation for a representative
atom of the system . We discuss the optical bistable behavior of the output field, and
analyze how much this phenomenon is sensitive to the number of atoms, the atom-reservoir

coupling and to the parameters of de reservoir.
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1 Introducao

Sistemas fisicos fechados constituem uma aproximacao para o mundo real, pois nao
levam em conta a interagao do sistema com o resto do universo. De maneira geral na
natureza um sistema fisico pode ser fortemente influenciado pelo meio que o cerca. A
dinamica de sistemas quanticos abertos tem sido tratada via teoria quantica de relaxacao,
acoplando-se o sistema de interesse a um reservatério ' °, o qual simula o meio ambiente,
que consiste em um conjunto de muitos graus de liberdade, sendo o responsavel pelos

processos irreversiveis.

Ao estudarmos um simples atomo de dois-niveis, temos que considerar que este esta
acoplado a um reservatério térmico (que pode ser simulado por um conjunto de os-
ciladores), desta forma podemos descrever efeitos como a largura de linha espectral e

6,7

o decaimento atémico & 7. Outro efeito devido a presenca de um reservatério é a perda

de informacao contida nas correlacoes de fase de um estado de superposicao, ou perda

[8-10) [11]

de coeréncia . Gardiner mostrou que um reservatorio de vacuo comprimido pode

alterar sensivelmente os processos de perda de coeréncia para atomos de dois niveis.

Um sistema constituido de NV dtomos de dois niveis foi originalmente estudado por R.
H. Dicke em 1954 [12], o qual previu teoricamente que, sob certas circunstancias, a taxa
de radiacao emitida é proporcional ao quadrado do nimero de atomos. Este fenomeno é
conhecido como superradiancia, e foi observado experimentalmente por N. Skribanowitz
et al P31 A superradiancia consiste na emissao espontanea coletiva de um pulso eletro-
magnético gerado por um sistema constituido de N atomos de dois niveis, onde os atomos
sao preparados no estado excitado, e decaem espontaneamente para o estado fundanemtal
em um intervalo de tempo inversamente proporcional ao nimero de atomos do sistema,
7 o< N7!. Desta forma a intensidade da emissao torna-se proporcional a N2, uma vez que

energia total irradiada pelos N atomos é N hwy.

A emissao coletiva deste sistema constituido de N atomos de dois niveis foi estudado

por Agarwal que, utilizando técnicas formais de equacao mestra nas aproximacoes de



Markov e de Born, obteve uma equacao mestra linear para um conjunto de N atomos
1417 Bm 18 65 autores deduziram uma equacao mestra nao linear na aproximacao de
campo médio para p < N atomos a partir da equacao mestra obtida por Agarwal. Uma
variacdo da equacdo obtida em ¥ foi utilizada para estudar os efeitos de biestabilidade

optica considerando um reservatorio de vacuo comprimido 9],

O comportamento biestavel do campo emergente de um sistema constituido de N

20]

atomos de dois niveis foi estudado numericamente por McCall em 1974 e observado

experimentalmente em 1976 por Gibbs et al 21l Com o intuito de estudar possiveis

dispositivos aplicando biestabilidade optica, Bonifacio e Lugiato [22, 23]

propuseram um
modelo tedrico analiticamente solivel para explicar este fenomeno. Desde entao este
sistema de N atomos bombeados por um campo cldssico e acoplados a um reservatorio,
térmico ou de vacuo comprimido, tem sido um problema basteante conhecido na literatura
24-33] O fendmeno de biestabilidade Optica consiste no controle de luz por luz, ou seja,
podemos obter uma relacao entre o campo de saida a partir do campo de entrada, o que

pode permitir a construgao de dispositivos épticos.

Neste trabalho com o objetivo de estudar o comportamento biestavel apresentado
entre os campos de entrada e de saida em uma amostra constituida de atomos de dois
niveis, primeiramente estudamos os possiveis efeitos do campo classico no acoplamento
atomo-reservatorio, obtendo uma equacao mestra nao linear para um atomo representativo
da amostra a partir de uma equagao mestra linear para N. Utilizando a equacao mestra
nao linear estudamos como os diferentes tipos de acoplamento atomo-reservatério podem

influenciar o fenomeno de biestabilidade optica.

A disposicao dos capitulos desta dissertacao foi elaborada de modo a permitir que o
leitor tivesse uma visao sequencial do que foi estudado e desenvolvido durante este periodo
de mestrado. No capitulo 2 apresentamos as idéias de teoria quantica de relaxacao via
equacao mestra. Este capitulo inicial é dedicado aos que irao se iniciar no estudo de
equacgoes mestras. Apresentamos os conceitos basicos envolvidos e calculamos alguns
exemplos de equacoes mestras. No capitulo 3 desenvolvemos o formalismo para o calculo
de uma equagao mestra generalizada, onde levamos em consideragao um campo classico
bombeando o atomo de dois niveis, modificando a estrutura da equagao mestra. No
capitulo 4 apresentamos ao leitor a equagao mestra nao linear um pouco diferente da

obtida em [

para um atomo representativo da amostra, onde agora o campo classico
pode interferir no acoplamento dtomo-reservatério e consequentemente na dinamica dos

valores médios do sistema. No capitulo 5 estudamos o comportamento biestavel do campo



emergente de uma amostra constituida de N atomos de dois niveis (acoplados a um
reservatério) bombeados por um campo eletromagnético classico, e como o fenomeno de
biestabilidade ¢ afetado pelos parametros do reservatério, assim como pelo acoplamento
atomo-reservatorio. E finalmente no capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes sobre o

estudo realizado.



2 Teoria quantica da relaxacao
via Equacao Mestra

2.1 Operador Densidade

Um sistema fisico quantico pode ser representado por um vetor de estado [¢), o qual
contém toda a informacao sobre o mesmo, que foi previamente preparado e caracterizado.
Entretanto, em muitas situacoes o vetor de estado do sistema nao pode ser determinado
exatamente, e a informacao a respeito do mesmo é representada por uma distribuicao de
probabilidades, ou seja, podemos simplesmente dizer que o sistema tem probabilidade P;,
(0 < P <1, Z P,=1,i=1..N, onde N é o nimero de sistemas no ensemble), de ser

1
descrito por um estado |¢p®).
O sistema que se encontra em um estado puro |¢) tem sua evolugao temporal descrita

pela equagao de Schrodinger

im0 _ H|y), (2.1.1)

ot
onde H é o hamiltoniano do sistema.

Para obtermos informacao do sistema associada a um observavel A basta calcular o

seu valor esperado,
(A) = (V[AlY) (2.1.2)

e seus momentos de ordem mais alta

(A") = (Y|A"|¢),n = 2. (2.1.3)

Quando o sistema nao pode ser representado por um tnico vetor de estado dizemos
que este se encontra em uma mistura estatistica de estados, ou seja, tem probadilidade
Py de estar no estado |¢1), P2 de estar no estado |i5), Ps de estar no estado [1)3), e assim

por diante. No entanto é importante observarmos que mistura estatistica de estados é



diferente de um estado de superposi¢ao ( que é um estado puro).

Por exemplo, sejam dois sistemas idénticos preparados inicialmente de formas difer-
entes, S1 e Sy, S1 é caracterizado por um estado puro e normalizado |¢) = a|v,) + b|iy),
(la|* + |b]* = 1), e o sistema Sy se encontra em uma mistura estatistica de estados, com
probabilidade P, = |a|? de ser encontrado no estado [¢,), e P, = |b|* de ser encontrado
no estado |¢y). Sejam [),) e |1)y) autoestados do observéavel O, ou seja, O|v,) = 04|1h,)
e Oly) = op|1hy), teremos como possiveis resultados de uma medida deste observavel em
S1 e Sy os autovalores o, com probabilidade |a|* e 0, com probabilidade |b|? para ambos
os sistemas. Embora os resultados parecam ser idénticos, estes dois sistemas podem ser
distinguidos fazendo-se medidas de interferéncia entre os estados |¢,) e |iy), 0 que serd
observado no sistema Sy, que é um estado superposto, e nao sera observado no sistema

Ss, que é uma mistura estatistica de estados.

Para obtermos o valor esperado de um observavel A em um sistema representado por
uma mistura estatistica de estados, tomamos a média de A em um ensemble [7}7 onde

(A); = (D] Al de maneira que

(A) =3 PoAlp?). (2.1.4)

Escolhendo uma base de estados do sistema, ortogonal e completa, Z|¢j>(¢j] =1,

J
(¢ilp;) = 6;; é facil verificar que a equacao (2.1.4) pode ser reescrita como

(A4) =265 3 Pl )| Alg,). (2.1.5)

J

e podemos definir o operador densidade do sistema como

p= Z Pl @) (). (2.1.6)

Uma vez definido o operador densidade podemos calcular o valor esperado de um

observavel A substituindo a equacdo (2.1.6) em (2.1.5) e obtemos a seguinte expressao

(A) = Tr(pA). (2.1.7)

O operador densidade p representa a descricao mais geral de um sistema quantico,
pois ele tanto pode descrever misturas estatisticas ou estados puros. O operador densidade

puro é representado por p = [1)(¢| (um elemento do ensemble).



Algumas propriedades do operador densidade p podem ser facilmente verificadas

1. O operador densidade é positivo definido: seus elementos diagonais sao reais e nao
negativos ((¢i|p[¢:) = 0,V|¢:));

2. O operador densidade é Hermitiano p = pT;

3. Trp =1, onde Trp = Z(¢j|p|¢j>, que representa a condicao de estados normal-

j
izados, ou seja, (Y@ |yp@) =1 uma vez que Z P, =1;

4. Trp2 < 1, para demonstrar esta propriedade primeiramente escreveremos o oper-

ador densidade em uma base diagonal,

p Z Prck|D1:) (D
k

= > pelow) (dl, (2.1.8)
k
onde

pr = (Dklplox)
= 2 Pl ONw o), (2.1.9)

sendo 0 <pp<1le
ook = D) Poklp) (]¢y)
k koo
— ZR =1 (2.1.10)
Desta maneira podemos escrever

Trp* = > (¢1p°]6;)

_ Zpkpk/<¢j’¢k><¢k’¢k’><¢k’|¢j>

j7k7k/

= > oupw O (Dkldw)

kK

= Y <1 (2.1.11)
k

onde Trp? serd igual a 1 se p = [¢) (¢, que é um estado puro. Esta relacao permite

medir a pureza do sistema, visto que para Trp? < 1 temos uma mistura estatistica



e para Trp? = 1 um estado puro.

A evolucao temporal do operador densidade é descrita pela equacao de Liouville-von

Neumann
op i
—=——H 2.1.12
L2, p) (21.12)
onde H é o operador hamiltoniano do sistema. A equacao (2.1.12) pode ser obtida a

partir da equacao de Schrédinger[%}.

Nas secoes subsequentes o operador densidade descrevera um sistema constituido por
dois subsistemas; o subsistema S (que pode ser um &tomo de dois niveis), em cujas
propriedades fisicas estamos interessados, que interage com um outro subsistema R (um
reservatério de radiagao). Consideraremos que, inicialmente, os dois subsistemas estao

desacoplados, desta forma podemos escrever o operador densidade deste conjunto como

psr(0) = ps(0) ® pr(0)
ps(0)pr(0). (2.1.13)

O operador hamiltoniano que descreve este sistema composto é
HS+R:H,S+H’R+H$’R, (2.1.14)

onde Hgs é o hamiltoniano do dtomo (ou do sistema fisico que estd em contato com o
resevatério), Hxr é o hamiltoniano do reservatério e H gz é o hamiltoniano de interagao

atomo-reservatorio. Estes hamiltonianos serao apresentados nas secoes subsequentes.

Uma vez calculada a evolugao temporal do operador densidade pgx(t), a informagao
sobre o atomo (subsistema S apenas) estard contida no operador densidade reduzido
ps(t), que é obtido calculando o trago do operador pgr(t) em relagdo as varidveis do

1-5]

reservatorio | , Ou seja,

ps(t) = Trrpsz(b) (2.1.15)

Desta forma podemos obter o valor esperado de um operador C' do subsistema & em

um dado tempo ¢ a partir das equagoes (2.1.7) e (2.1.15)

(C) = Trs(ps(t)C)
= Trs(Trr (psr(t) C). (2.1.16)

Na préxima se¢ao deduziremos a equacao mestra que rege a dinamica (evolugao tempo-



10

ral) do operador densidade do sistema conjunto (S + R). Obteremos, também, a dinamica

do subsistema & calculando o traco nas varidveis do reservatorio .

2.2 Equacao Mestra

Sistemas fisicos nao sao isolados, ou seja, mesmo quando estudamos um simples
atomo de dois niveis nao levamos em consideracao que ele interage com o meio que o
circunda (que pode ser representado por um reservatério R) de maneira dissipativa. Os
sistemas fisicos isolados sao uma idealizacao que nao leva em consideragao o resto do

universo, que torna os processos irreversiveis.

O reservatério que simula "o resto do universo”, por sua vez, tem uma quantidade
enorme de graus de liberdade, sendo assim, presume-se que seja pouco afetado pelo sub-

sistema S (cujas propriedades estamos interessados em estudar).

A equagao mestra descreve a dinamica do sistema S sob a influéncia do reservatorio.

De agora em diante usaremos h = 1 para simplificar a notacao.
Sejam Hy = Hs + Hz o hamiltoniano de S e R sem interacao, e Uy(t) = e *Ho!
o operador evolucao temporal. Na representacao de interacao o operador densidade e o

hamiltoniano de interacao sao descritos, respectivamente, por

psr(t) = U(t)psr(0)Us(t)
= p;(t), (2.2.1)

Hp(t) = Uj(t)HsrUolt)

= H/(t), (2.2.2)
e a equacao de Liouville-von Neumann na representacao de interacao 2> *% ¢ dada por
op;(t ‘
0210 b (). (1), (223
Integrando formalmente a equagao (2.2.3) obtemos
t
pi(t) = p1(0) ~ i [ (EA(E). py (¢ (224
0

e de maneira analoga

o) =pi(0) i | CH L, pr (¢ (2.2.5)
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Substituindo a equagao (2.2.5) em (2.2.4) temos

pi(t) = pi(0) — i / H (1), py (0))df’ — / / H (1), [H ("), py (t")|de"de', (2.2.6)

e derivando-se a equacao (2.2.6) em relagdo ao tempo temos a equagdo de movimento

para o operador densidade na representacao de interacao dado por

—8”5,?) = —i[H (1), p(0)] - /0 [H (t), [H (), p; (1))t (2.2.7)

que é equivalente a equagao de Liouville-von Neumann (2.2.3), pois nenhuma aproximagao

foi feita.

Para obter-se a dinamica do subsistema &, calculamos o traco sobre os graus de

liberdade do reservatério na equagao (2.2.7)

—apgi(t) = —iTrg[H (1), pr(0)] — /O Tre[H (), [H ('), p,(t)))dt',  (2.2.8)

onde pg;(t) é o operador densidade reduzido na representagao de interagao.

A equagao (2.2.8) é chamada equagao mestra do subsistema S na representagao de
interagao. Agora iremos supor que o reservatério R nao sofre mudanga de seu estado

inicial durante a interacio '™ e o operador densidade p ;(t) pode ser escrito como

pi(t) = pr(0)ps;(1). (2:2.9)

Inserindo a equagao (2.2.9) em (2.2.8) o primeiro termo do lado direito escreve-se

Trr[Hy, pi(0)] = Trer[H;, pr(0)ps(0)]

e a equagao (2.2.8) fica escrita como

—a”g;(” = —i[(H1)r, ps;(0)] — /0 t Tre[H(t), [H ('), p,(t')]dt’, (2.2.11)

Para voltarmos a representacao de Schrodinger, utilizamos a seguinte transformacao

unitaria
ps = Ust)ps (HUN(1), (2.2.12)

com Uy(t) = e *Hs!. Derivando a equacio (2.2.12) em relacio ao tempo obtemos a
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equacao mestra na representagao de Schrodinger escrita como

Psl) _ ik, ps() + Ut 2
= —ilHo, ps(8)] ~ U0 [(H ). pss 00
= [ Trn (DaO 0. [0, VU0 2213

Equacoes mestras podem ser calculadas para sistemas atomicos, modos quantizados, e
outros sistemas fisicos. Na secao seguinte calcularemos a equagao mestra para o atomo

de dois niveis utilizando o formalismo apresentado nesta secao.

2.3 Equacao mestra para o atomo de dois niveis

Para equacao mestra de um atomo de dois niveis interagindo com um reservatorio

(campo de radiagao) escreveremos dois exemplos ilustrativos (7, 371,

1. reservatorio térmico;

2. revervatorio de vacuo comprimido.

O hamiltoniano que descreve o atomo de dois niveis é

Hs = %az, (2.3.1)
para o reservatério temos
_ T
Hy = Zwkbkbk, (2.3.2)
k

e o termo de interacao atomo-campo na aproximagao de dipolo e de onda girante é

k

Portanto o hamiltoniano do sistema atomo-campo € descrito por

Hs.r = Hs+ Hg+ Hsg
Wo
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Os operadores o, o, o_ satisfazem as relagoes de comutagao da dlgebra do grupo SU(2),

0,,0,] =20, (2.3.5a)
0.,0_]=—20_ (2.3.5b)
oy, 0_] =0, (2.3.5¢)

e os operadores by e b,t (bosonicos), sao ditos, respectivamente, operadores de destruigao

e criacao de um féton no campo com energia Awy, cujas relagoes de comutagao sao

[br, bl] = O (2.3.6a)
[br, by] = 0 (2.3.6b)
b, bl = 0. (2.3.6¢)

O operador evolucao temporal do sistema livre é

U() (t) = e_iHOt

_;%0 i T
— 2 a'zte szwkbkbkt’ (237)

e o termo de interacao atomo-campo na representacao de interacao fica escrito como

H(t) = UlHsrU,

— E (gkeiHRtbkefiHRteiHsta_+efiH5t + g;eiHRtbLefiHRteiHsto,iefiHst)
k

= Z(gkbka+ei(w°_w’“)t + giblo_eiwomwnlty, (2.3.8)
k

Seguindo o procedimento apresentado na se¢ao (2.2) obtemos a equagao mestra para o
operador densidade reduzido do sistema atomo de dois niveis interagindo com o campo de
radiacao na representacao de interagao. Substituindo o hamiltoniano (2.3.8) e a condigao

(2.2.9) na equacgao (2.2.11), a equac@o mestra é descrita como
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a t . i(wo—w * _—i(wog—w
pgi( ) - —@Z (gke( o~ by R[04, psr(0)] + gre ™™ kﬁ(bDR[a"p‘”(O)])

—Z{ / (grgioe’ N (b byl o psy (7))

t
+ / (gkgk/ei(wo_wk)tei(wo_“’“’)t,(bk/bk>R[pSI(t')a'+, 0'+])Clt/
0
t . . /
" / (grgie™"omwtem o (bl bl ) plps (o -, o ])dt’
0
t . . /
+ [ aigie et b o o psy ()
0
t
+ / (gkg;;lei(wo—wk)te—i(wo—wk/)t’ <bkb;r€/>73[0'+, U_pS[(t,)])dt/
0
t . . /
- / (grgwe ™ Comelteilom )t (b bl g [psr (o4, o_])dt’
0
t
4 [aigee et bbuno oy ()it
0

t
+/ (gkgz ez(wo wk)te—Z(wo—wk/)t <b2/bk>n[p31(t/)0'_,0'+])dt/}. (239)
0

A equagao (2.3.9) serd ponto de partida para o calculo da equacdo mestra do oper-
ador densidade do atomo de dois niveis em contato com reservatoério térmico ou com o

reservatério de vacuo comprimido.

2.3.1 Reservatorio Térmico

Neste primeiro exemplo calcularemos a equacao mestra para um atomo de dois
niveis interagindo com reservatério térmico. O operador densidade para o reservatério

pode ser representado por

o, wi,bl by,

pr =1 —e ) BT, (2.3.10)
k

onde kg é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta da radiacao, e os

valores médios (by/by)r, (bk/bDR, <b;2/bk>72, (bLbL}R, (b)), <b£,)R para este reservatorio
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(bl)r = (br)r = (2.3.11a)
(bibl )= = (brbi)r (2.3.11b)
(blb)r = (Ni)ROkkr = MO (2.3.11c)
(bibl )z = (g + Db = (7 + 1) (2.3.11d)

et
sendo 7y = (¢ *8T — 1)~! 0 ntiimero médio de fétons térmicos com frequéncia wy,.

Substituindo os valores médios, equagoes (2.3.11), na equagao (2.3.9), obtemos

8052(’5) _ _Z‘ng {/ iwo—wi) (1= t)(nk+1)[0'+,0' psi(t)])dt

t
+ / (e i@t (5, 1 1)[pg, (o4, o_])dt!
0
t
+ / (e (o oy poy ()
0
t
+ / (ei(“’o_w‘“)(t_t/)nk[pSI(t')O'_,a'+])dt’}. (2.3.12)
0

Assumiremos que os modos do campo estao pouco espagados, de maneira que variam de

forma aproximadamente continua, e substituimos as somatorias em k por integrais
D lgePerom = m, 1) — / D(W)]g(w)Pe D (A(w) + 1)do’
k 0
Slgufretr 0Oy — [P W, (23.13)
k 0

onde D(w') é a fungao distribuigao de frequéncias do reservatoério.

Vamos fazer uma aproximagao, conhecida como Aproximagao de Markov, constituindo
em substituir pg;(t') por pg;(t) e estender o limite superior das integrais temporais para
infinito. Isto faz com que a equacao integro-diferencial se transforme numa equacao

diferencial, portanto caracterizada pela auséncia de "memodria”. A equagao (2.3.12), na
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aproximacao de Markov, fica escrita por

Gesilt) _ / D () + Dl opsa(0] [ ey

((.L) ) + 1)[p81(t)0-+a o_ ]/ e*i(wofw’)TdT
0
+ﬁ(w,) [0-—7 U+p51(t)]/ e_i(wo—w/)’rdT
0

—|—ﬁ(w’)[p$1(t)0'_,a+]/ ei(“’o_“’/)TdT} dw'. (2.3.14)
0

Utilizando a seguinte relacao 3% )

/ eF T = 1wy — W) £ 0P
0

(wo — W)

w m(wy — W), (2.3.15)

onde P é o valor principal de Cauchy, obtemos a equacao mestra para o atomo de dois
niveis (doravante omitiremos o subindice S que designa o dtomo).

3p1(t)
ot

= -5 {(ﬁ(wo) D(loy,o-pi (O] + lpi(t)or,0])
(wO)([G—, oo +[pr(t)o—, o))}
= -5 {(ﬁ(wo) +1)(oyo_p;—20_po; +poi0o_)
( o)(o_oip; —20.po_+po_o)}, (2.3.16)

onde I' = 27D (wyp)|g(wo) 2.

As equacoes de movimento para as componentes do operador densidade do atomo

Pec = (elPile) (2.3.17a)
Peg = (Pge)” = (elPilg) (2.3.17b)
Pyg = (9lPr19), (2.3.17¢)

podem ser calculadas a partir da equacao (2.3.16), de modo que

pee = - (ﬁ + 1) Fpee + ﬁrpggv (23183)
. .k 1

peg — (pge) = — (n + 5) Fpeg? (2318b)
p,, = —nl'p,, +(n+1)Tp,,, (2.3.18¢)

onde os elementos diagonais p,, e p,, correspondem as probabilidades do dtomo ser en-

contrado nos niveis |e) (excitado) e |g) (fundamental) respectivamente. Somando-se as
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equagoes (2.3.18a) e (2.3.18c¢) temos
pee + pgg = 07 (2319)

logo p.(t) + p,,(t) é uma constante de movimento, o que era esperado uma vez que a

soma das probabilidades é conservada, portanto

D pi= Pt + Py, (1) = 1. (2.3.20)

Temos como solugao das equagoes (2.3.18)

Peclt) = pe(0)e P S (1 — e I (2.3.21a)

Peg(t) = peg(0)e” /DT (2.3.21b)
_ n41 _

Py, (1) = p,, (0)eGrHITE 4 27;—“(1 _ em @)Y (2.3.21¢)

Para o caso em que a temperatura é nula, temos 7 = 0 e as equagdes (2.3.21) ficam

escritas como

Pec(t) = pec(0)e™, (2.3.22a)
Peg(t) = poy(0)e 2", (2.3.22b)
Py(t) =1— (1= pg,(0)) e (2.3.22¢)

Podemos descrever o decaimento do estado do atomo considerando que este se en-
contra inicialmente um estado puro |e), sendo as componentes do operador densidade

(probabilidades) iniciais

1, (2.3.23a)

Pee(0)
Pyy(0)

0. (2.3.23D)

A probabilidade do atomo ser medido no estado fundamental ou no estado excitado em

funcao do tempo estao representadas no gréfico (figura 1).
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Figura 1: Probabilidade de ocupagio dos estados excitado (P,) e fundamental (P,) em
funcgao do tempo.
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Para escrevermos a equacao mestra (2.3.16) na representacao de Schrédinger apli-

camos a tranformacao (2.2.12) e obtemos

0 W r
= = —ilo.pl - 5 {(Aw) + V(os0_p—20_po. + poio)
+n(w)(o_orp—20,po_+po_o.)}. (2.3.24)

2.3.2 Reservatorio de Vacuo Comprimido

Agora calcularemos a equacao mestra para um atomo de dois niveis interagindo
com um reservatorio de vacuo comprimido. O operador densidade que descreve este

reservatorio é representado por

pr = 8
= ]I 5:(©)10:){0:]S}6), (2.3.25)
k

* et Bt ) .
sendo Si(§) = e & rrks bk €01k Bi_1.) conhecido como operador de compressao, sendo
ks o nimero de onda do modo central, £ é o parametro de compressao & = re??, onde r é
o fator de compressao e 6 o angulo associado a direcao de compressao. Para o operador

de compressao temos S1(€) = Sy(—£).

Os valores médios <bk’bk>Ra <bk/b£>7g, <b£,bk>7g, <b;2/b£>7g, <bk’>R7 <bL>R sao

(bj)r = (br)r =0 (2.3.26a)
(bibl)\r = —e™ sinh(r) cosh(r) 0 ok, (2.3.26b)
(bpbp e = —e' sinh(r) cosh (1) 6 ox, i (2.3.26¢)
(blby) g = sinh?(r)dx p (2.3.26d)
(bbl,)m = cosh®(r)dj . (2.3.26¢)

Substituindo os valores médios, equagoes (2.3.26), na equacao (2.3.9), obtemos o seguinte
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resultado

2al) 5 {t st [[ (e )
5 L ; +,Y —-FSI

k

t
+ |gk[? cosh®(r) / (e-omen = pg, (o s, o))t
0
t
+ [ge[* sinh®(r) / (e7 0= g pg (t')])dl’
0
t
+ |gu|* sinh®(r) / (e ome = pg, (o, oy ])dt!
0

— |gk||g2k. —x|€” sinh(r) cosh(r)ei(“’o_wk)t

<, (e oo py )
0
— |gx| ’g2ks—k|€w sinh(r) cosh(r)ei(wow%rk)t
X /t<€i(w°wk)t/[pSI(t')a+,a+])dt’
0
— 1gk||g2%, —rle " sinh(r) cosh(r)eiwo—r)t
0
- ‘9k|’92krk|649 sinh(r) cosh(r)e*i(%wzks,k)t
X /t<€i(‘*’0wk)t/[p8[(t/)0',O'])dt/}.
0
(2.3.27)
Agora, repetindo o mesmo procedimento realizado para o reservatério térmico, as-

sumiremos que os modos do campo estao pouco espacados de maneira que estes variam

aproximadamente de forma continua, e teremos as seguintes substituicoes

Slaufrer 0 — [T D g0
k 0

> 9kl gak, —gle’om e eiom kel / D(W)|g(w')]|g(2ws — w')|e2 o)t
k 0

w0 =2t (=) g 1 (2.3.28)
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e a equacao (2.3.27), na aproximagao de Markov, escreve-se

el — [T ) {lat oo o pt)] [

g P cosh? (1) [psy (t)ors. o] / eiten=)7 g
0

Ho P s (o (0] [ e 0=
0

+|g(w/)’2 SiHhQ(T)[pSI(t)a'_, 0'+] /0 6i(w0—w’)7—d7_
—|g(w)|g(2ws — w’)\eia sinh(r) cosh(r)[o 1, o1 pg(t)]

XeQi(wowa)t /OO efi(w072ws+w’)7'd7_
0
—1g(@)llg(2ws — w")|e” sinh(r) cosh(r)[ps, (t) o+, o]
X€2i(w0*ws)t / efi(wgfw/)ﬂ-d,r
0
~1g(@)llg(2ws — w')|e™ sinh(r) cosh(r)[o -, ps;(t)o -]
Xe—Qi(wo—ws)t /OO ei(w0—2w3+w’)7'd7_
0
~9(«")lg(2ws — o)|e™ sinh(r) cosh(r)[ps,(t)o—, o]
><62i(“’°“’5)t/ ei(“’o“’/)de} dw'. (2.3.29)
0

Substituindo a rela¢do (2.3.15) na equagao (2.3.29) temos

8_pgi(t) = —71D(wo)|g(wo)|* {cosh®(r)([o1, 0 ps; ()] + [psi(t)o 1, 0])

+sinh?(r)([o_, o4 pgs;(t)] + [ps;(t)o—, o))}

+ 1D (2ws — wo)|g(2ws — wo)||g(wo)] sinh(r) cosh(r)

X {eia oy, [oy, Psz(tm@%(wof%s)t +e " o, [0, PSI(t)Hefm(wOwiS)t} )
(2.3.30)

onde agora consideraremos que a frequéncia central da compressao é ressonante com a

frequéncia de transi¢ao atomica (ws = wy) e para simplificar a notagdo omitiremos o indice

S, obtendo

op;(t r
—%It( ) = -5 {CoshQ(r)(a'+0',p1 —20_poy+poo)

T sinh’(r)(o_04p; — 200 + pro_o)

+ 2sinh(r) cosh(r)(e’op,oy + e Yo_po )}, (2.3.31)

onde I' = 27D (wp)|g(wo)|*.
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Voltando para representacao de Schrodinger temos:

op(t r
W o) 5 (sl ()0 s0-p =20 po + posa)
+sinh?*(r)(o_o.p —20,.p,0_ + po_o.)

+ 2sinh(r) cosh(r) (' g po, + e g _po_ )}, (2.3.32)

Para o caso particular em que a compressao é nula, ou seja, r = 0, a equagao (2.3.32)
se reduz a equacao mestra para um atomo em um reservatério térmico com temperatura

nula.

t r
WO i pl - Hlosop 20 po tpoio). (283

identica a equagao (2.3.24), com nimero médio de fétons térmicos igual a zero.
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3 Equacao Mestra para o dtomo
de dois niveis bombeado por um
campo eletromagnético cldssico

Neste capitulo apresentaremos a equagao mestra de um sistema constituido de um
atomo de dois niveis sob a acao de um campo eletromagnético cléssico de frequéncia wy,
e frequéncia de Rabi F'. A dessintonia entre a frequéncia do campo e a transicao atomica

é 20 = wy — wy, sendo o diagrama de niveis descrito pela figura (2).

Figura 2: Diagrama de niveis.

O sistema atomo campo classico, interagindo com um reservatoério de radiacao, nas
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aproximacoes de dipolo e de onda girante, é descrito pelo seguinte hamiltoniano

HS+R = %O'Z + F (0_+€—i(th+<p) + G'_Gi(th—Hp)) + Z wkb};bk
k
+) (gkbkrn + g,’;blm) ; (3.0.1)
k

onde F' = p|E|, sendo p 0 momento de dipolo atéomico , |E| a amplitude do campo elétrico

da onda incidente e ¢ sua fase.

Com a finalidade de escrever a equacao mestra, primeiramente efetuamos uma trans-

L . o
9=t na equacgao de Schrodinger,

0
) B ). (3.02)

formagao unitaria U = e~

Esta transformacao leva a uma nova equacao de Schrodinger, com

) = Uy, (3.0.3)

e obtemos o hamiltoniano para este referencial girante de frequéncia wy,, escrito como

B T
Hsux = UHs U ~U%T

=60, 4 F (0.7 +0_¢¥) + Zwkb,tbk + Z <gkbkcr+ei‘”” + g};bLa,e’“Lt) .
k i
(3.0.4)

Retirando assim, a dependéncia temporal da parte livre do hamiltoniano.

Para facilitar o cdlculo da equagao mestra introduzimos novos operadores, para wg >

wr,, sendo
1 ) .
o0 = x (b0 + F(o_e¥ + o e7%)) (3.0.5a)
5 — i (6 + A)o_e* — Foy + (5 — A)o.e ™)) (3.0.5b)
1 A A
o, = 2R ((5 —A)o_e¥ —Foq+ (0 + A)oure_w)) , (3.0.5¢)

que satisfazem as regras de comutagao da dlgebra do grupo SU(2)
[60,04] =20, (3.0.6a)

(60,6_] = —26_ (3.0.6b)

[64,6_] =6y (3.0.6¢)
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Podemos escrever estes novos operadores de forma compacta,

1
Gi=Y cuoe "%, (3.0.7)

I=—1

para j = —1,0,1 onde

S+A —F §—A
c=—| o2 925 2oF |, (3.0.8)
§—A —F §+A

A=+ F2 (3.0.9)

Os operadores o, e o_ sao escritos a partir dos operadores (3.0.5) como

j=—1
1
o_=ec"> Cio_j (3.0.10)
j=—
sendo
§—A
=38
F
S+ A
Cl - 2A )

é facil verificar que para o caso em que F' — 0 temos

limo_ =e¢ “o_

F—0

lim Og — 6’0

F—0

lim o, = €Yo . (3.0.11)
F—0

Com os operadores 6_, & ¢ 6, 0 hamiltoniano (3.0.4) ¢é escrito em uma forma mais

conveniente para efetuarmos o calculo da equacao mestra,

1
Hsir = A&o+ Zwkbzbk + Z Z 19| C; (bk&jei(“’”ﬂ’) + blta-fje*i(wLHw)) _
k ko j=—1

(3.0.12)
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Vamos reescrever a equagao de Schrodinger na representacao de interagao, de maneira

que o termo de interacao (3.0.12) se torna

1
H =YY |alc; (bk&je{“w“jﬁ—www} + bL&_je—{““L“jA‘“k”*“D}) . (3.013)

k j=—1

Repetindo o procedimento apresentado na segao (2.2) para o hamiltoniano (3.0.13) temos

a seguinte equacao mestra

0
Psz Z Z |gk|C' _jeliwr+2jA~ wk)tw}(bk) 67, p57(0)] + h.c.)

ot - ]__1
- Z CiCyrlgrllgn|
koK' g5 =—

% { / t(e{i(UJLJFQJ'A*Wk)t+250}ei(‘-‘)L+2j/A*wk’)t/<bkbk/>R[&j, o ps(t)])dt
0
* / t<€{i(w”2j Aol B by by g ps ()G, 65 )di
0
n /t(6_{¢(wL+2jA—wk)t+2w}e—z‘(wL+2j’A—wkf)t’ (bLbDR[PSI(t/)&—jH o_j))dt
0
_|_/t(e_{i(WL+2jA_Wk)t+2<P}e_i(wL""Qj/A_wk’)t/<b}£b£/> 6,0 _ips(t)])dt
0
+/t(ei(“’L+2jAwk)te"(“’LHJJAw’“’)t/(bkbL)R[O'p G _jps(t)])dt’
0
+ / t(e_i(wLHjA_wk)t@i(w”Zj B (bl r[ps ()G, 6—5])dt
0
+ /t(e—i(wL+2jA—wk)tei(wL+2j’A—wk/)t/<bLbk,>R[5-_j7 ojps(t)])dt
0
+/t(e¢(wL+2jAwk)tei(wL+2j’Awk/)t’<bLbk> [psi ()T, j])dt’}. (3.0.14)
0

A seguir particularizaremos esta equagao mestra para dois tipos de reservatorio, o térmico

e o de vacuo comprimido.



27

3.1 Reservatorio Térmico

Para obtermos a equagao mestra para um reservatorio térmico, substituimos os

valores médios (2.3.11) na equacao (3.0.14), de modo que

0 b UA o) (f g . .
Pl %~ S o |gk|2{ sty [ o ()6 )t
0

kEogg'=-1

t
b=, ) / (e ert A== p gy ()6 50, 6] !
0
t
+ e—i(j—j/)QAtﬁk/ (e_Z(wL+2j A-wr) (=t )[0' —j U]’pSI( ,)Ddt,
0

+elU=i028 (7, +1)/
0

t

(ez(wLJrQJ'A wi) (t— t)[O'J, *]/pSI( )])dt/} (311)

Fazendo a aproximacao markoviana e repetindo os procedimentos realizados na subsecao
(2.3.1) obtemos

0
pSI _ Z C;CyT { IR+ 1)[65,6 sy (1))

7y'==1
e 0 1 1) sy ()65 &) + e 0 0le 6 g (1)

e85 (D)6, &j]} : (3.1.2)
onde

Ty = 20D(wy, + 25'A)|g(wy, + 25'A) . (3.1.3)

Voltando a representacao de Schrodinger no referencial girante de frequéncia wy, e

omitindo o subindice S, temos

op

5 = —ildoo+ F (o e +o_¢c¥ “Z_IC’C’/ +1)[ej,0_jp]
+(n+1)p6j, 0] +nl6_;,6;p] +nlpo_;, 6]} . (3.1.4)

Efetuando a soma em j, utilizando a equagao (3.0.10), reescrevemos a equagao (3.1.4)
como
1

. . F‘/ . -
—ildoo+ F (ore™ +o_e¥), p| — Z Cj 23 {(n+1)e oy, 0_;p]

o _
ot

jl=—1

+HA+1)e?[poy, o ] +ne¥lo_,a;p| +ne ¥ pa 0]}, (3.1.5)



e substituindo (3.0.7) em (3.1.5), obtemos
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dp . Ty j
+(7+ 1)t poy, o] + ﬁei(”l)”[a,, op] +ne U po_y 0]} (3.1.6)
Efetuando a soma em j’, e definindo
) 1
Fl = Z Cj/Cj/le/, (317)
=1
a equagao (3.1.6) fica escrita como
op . —i i
5 —i[dog+ F (ope™™ + o_€%) , p]
o
{4 Do o pl+aloop] +he)
r . ,
- 70 (4 1)e oy, 00p] + e |o_, 00p| + h.c.}
- — { e oy, op] +0e*o_,o_p|+ h.c}, (3.1.8)
onde
I, = 4A2 {(A=0)T_ +2(A* = 6*)To+ (A +0)°T'4 } (3.1.9a)
- F
Iy = A2 {(A—=6)T_ —20Tg— (A+0)';} (3.1.9b)
. F\?
.= (2A> {'-—2I'h+ T4} (3.1.9¢)
Note-se que no limite de F' — 0 temos
Lim [y =T = 27D (wo)|g(wo)|”
fim o =0
limT_ =0 (3.1.10)
F—0

e a equagdo mestra (3.1.8) recai na equagdo mestra (2.3.24) apresentada

(2.3.1) no referencial girante de frequéncia wy,,

0 . r _
= = —ildoo, pl = 5 {7+ Dlos.o_p] + o, o sp] + hc)

na subsegao

(3.1.11)

Outra consideragao pode ser feita a respeito dos coeficientes I',, I'g, I'_, vamos supor
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que o acoplamento d&tomo-campo descrito por |g(w)| é constante, ou seja, é independente

da frequencia, desta maneira temos
ry=Ty=1I_=T. (3.1.12)

Esta consideragao leva aos mesmos resultados para f+, Ty, I_ em (3.1.10), e a equagao

mestra escreve-se

p _
ot

LA+ Dlowo_p] tilo_oup] +he). (3.1.13)

—i[dog + F (ore™ + o_€¥), p|

mas desta vez o campo classico esta presente no termo do hamiltoniano que governa a

evolucao livre, nao influenciando o processo de dissipacao.
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3.2 Reservatorio de Vacuo Comprimido

Agora calcularemos a equagao mestra (3.0.14) considerando um reservatério de
vacuo comprimido. Primeiramente substituimos os valores médios (2.3.26) na equagao

(3.0.14), de modo que

8p51 2 203 i(G—j")2A
5 = Z Z C;Cy {|gk| cosh?(r)e'V =724t

7] =-1

t
8 / (elr 2 a5 & _ups (t)])dt
0
t
+ gel? cosh?(r)eiG=i02A¢ / (e ot A=) (= o ()6 51,6t
t
+ |gi ? sinh?(r)e i 25 / (¢ Hr A5 & pg (t)])dE
0
t
+ |gi[? sinh? ()0 =124 / (eMrt U A= 50 ()6, 6]t
|gk|’92k k|€ (2p+0) sinh(r) COSh(T’)62i(wL+(j+j/)A_wkS)t
t
[t 2 g (1)
0
— | 91| |gor, —k| €’ (2¢+) sinh(r) cosh(r)ezi(wﬁ(jﬂ"m_“’ks)t
t
X / (e~ w2 A=) = p o ()6 5, 7)) dt!
0
— ||| gok,—k|€ "D sinh(r) cosh(r)e WL HHiNA—wE )t
t
. / (er 2 Bl p o ()G _yp, &_j])dt!
0
— |91l |gor, —k| €’ (2¢+0) sinh(r) cosh(r)e2i(“’L+(j+j/)A_“’ks)t

t
% / (e—i(wL+2j’A—2wkS+wk)(t—t’)[&_j’ &—j’psj(t/)])dt/} ‘ (3'2'1)
0
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Fazendo a aproximacao markoviana e integrando a equagao (3.2.1), obtemos

1
apgi(t) - Z C;Cy {mD(wy + 25'A)lg(wr, + 25'A)[* cosh?(r)

=1

% 6( )2At[

G, 0y Psi(t)]

+ 7D (wr + 25'A)|g(wr + 25'A) | cosh?(r)e™ psi(t)aj, o]
+ 7D (wp + 25'A)[g(wr, + 25'A)[* sinh®(r)e VMG & pg (1))

7D, + 27 A)glen, + 27 A) sink2(r)e U o (65, 6]

— 1D (2w, — wi, — 2§'A)|g(2ws — wi, — 2§’ A)||g(wr, + 25’ A)|e!2#+0)

x sinh(r) cosh(r)eX@rtUtNA=w 5 5. po (1))

— 1D (wy, + 27’ A)|g(wr, + 2]'A)||g(2ws —wp 4 25'A) |20

 sinh(r) cosh(r)X TN o (15 5]

— 7D (wp, + 25'A)|g(wr + 25" A)||g(2ws — wi, — 25’ A) e +0)

x sinh(r) cosh(r)e #@rtUtNA-wIt 5 ()G 0 6]

— 7D (2w, — wi, — 2§’ A)|g(2ws — wi, — 25’ A)||g(wr, + 25’ A)|e! 2+

x sinh(r) cosh(r)eX@rtUtA=wt (g & 5 (¢ )]} (3.2.2)

2At[

Agora consideraremos a hipétese de que a distriduicao de modos é praticamente constante,
ou seja, D(2ws —wy, — 25'A) = D(wy, + 25'A) = D, dessa maneira a equagao (3.2.2) fica

escrita como

apsz _ ZCO{

Ji.g'=—1

F’/ Y
+5 cosh®(r)e VT2 pg ()65, 6]

. L
+ =L sin?(r)e UG 6, (1)

F -/ Y
+5 sinh?(r)e’V =2 pg, ()65, 6]

(r)e'V 122G, 6y pgy (1))

1—‘/‘/ .
— L) sinh (1) cosh(r)e2 @t UHNA=I G G pg, (1]

r

- 7]’62‘<2«0+9> sinh(r) cosh(r)e2 (s +UHNA= (1G5 6]
r, . A o
— L@ sinh (1) cosh(r)e IS o (055

l—v-/ . . P
7]671(2“”9) sinh(r) cosh(r)e 2@ titiNA—w)l (g . & ]/pSI(t)]} . (3.2.3)
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onde

[y = 27D|g(wy, + 25'A)?
I = 27D|g(wr + 25'A)||g(2ws — wi — 25'A)]. (3.2.4)

Voltando, a representacao de Schrodinger no referencial girante de frequéncia wy, e
repetindo o mesmo procedimento da se¢ao (3.1), a equagao mestra fica em sua forma final

escrita como

% = —ildog+ F (o e % +0_e¥) , p]
r
— 7+ (cosh?(r)[o 1, o_p] + sinh*(r)[o_, o4 p] + h.c.)
r . ,
- 70 (cosh®(r)e (o1, oop] + sinh*(r)e*’[o_, oop] + h.c.)
r_

— — (cosh®(r)e *?[o;, o4 p| + sinh*(r)e™?[o_, o_p] + h.c.)
I .

+ 7+ sinh(r) cosh(r) (e?e*“r=) (g [0, p]] + h.c.)

~/

r , .
+ 70 sinh(r) cosh(r) (e'#te?r=) g (g, p]] + h.c.)

S

+ 2_ sinh(r) cosh(r) (e'®# 0 e2r)lg (o pll + h.c.). (3.2.5)
onde
r, = 4A2 {(A—06)°T_ +2(A* =)o + (A+6)T, } (3.2.6a)
~ F
Iy = A2 (A—=0)'- —2T— (A+ )} (3.2.6b)
. F\?
I = (2A> {T_ =2+ T4}, (3.2.6¢)
e
I, = 4A2 {(A=06)°T" +2(A%* = )Ty + (A+6)T, } (3.2.7a)
—2 {(A=0)I" —26TH — (A+ )", } (3.2.7b)

f’_:-(%f{r’ 2Ty + 1" }. (3.2.7¢)
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Pode-se verificar que tomando limite F' — 0 temos

lim A=9¢

F—0

Lim [y =T = 27D|g(wo)[ lim, [, = T' = 27D|g(wo)|g(2ws — wo)|

lim 'y = 0 lim I = 0

F—0 F—0

limT_ =0 lim I =0, (3.2.8)
F—0 F—0

e a equagao mestra (3.2.5) simplifica-se para

(3.2.9)

Para o caso ressonante w, = wy, a frequéncia central da compressao ¢ igual a frequéncia
de transi¢ao atomica, a equagao (3.2.9) se reduz a equagao mestra de um atomo de dois

niveis em reservatério de vacuo comprimido, no referencial girante de frequéncia wy .

Quando o acoplamento atomo-campo, descrito por |g(w)]|, é constante, ou seja, inde-

pendente da frequéncia, teremos as seguintes relacoes entre as constantes de decaimento
Iy =Ty=T_=T"=T,=T"_=T. (3.2.10)

Esta consideracao leva a uma equagao mestra para o atomo de dois niveis em reservatorio

de vacuo comprimido,

% = —i[dog+ F (o4 ¥+ 0_€¥), p]
r
= (cosh?(r)[o 1, o_p] + sinh*(r)[o_, o4 p] + h.c.)
r Do
+ 5 sinh(r) cosh(r) (e’egZz(wL_wS)t[0'+, o4, p]] + h.c.), (3.2.11)

onde o campo classico estd presente apenas no termo do hamiltoniano que governa a

evolucao livre, nao influenciando o processo de dissipacao.
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4 FEquacao mestra nao linear para
um dtomo a partir da equacao
mestra linear para N dtomos
na aproxrimacao de campo
médio

Neste capitulo apresentamos primeiramente a equagao mestra linear para um con-
junto de N &atomos de dois niveis interagindo com um reservatério, a partir da qual

calcularemos a equacgao mestra para um unico atomo na aproximagao de campo médio.

4.1 Equacao mestra linear para IN atomos de dois
niveis

Estamos interessados em descrever um sistema constituido de N atomos de dois niveis
interagindo com um reservatorio. Estes atomos estao bastante espacados, ou seja, a
densidade de atomos é consideravelmente baixa, de modo que a interagao direta atomo-

atomo é deprezada.

O hamiltoniano que descreve um conjunto de N atomos interagindo com um reser-

vatério (conjunto de osciladores) é dado por 18 26!

W
Hsin = 7050 + 3" wblbr + > (gibiSy + gibLS-), (4.1.1)
k k
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onde
S, = Z o (i) (4.1.2a)
= Z 0 (4.1.2b)

= Z o_(i), (4.1.2¢)

sao operadores coletivos, que continuam satisfazendo as relagoes de comutacao da algebra

associada ao grupo SU(2), como podemos facilmente verificar

N N
SO, S+ 0'0 0'+ Z ZZ’ = 2S+ (413&)
i,4'=1 /=1
N
(S0, S_] =) _[o0(i), o_(i)] = —2 Z S = —28_ (4.1.3b)
i,i'=1 i,1'=1
N N
(S8 ]=> [o.(i),0_(i)] = Y _ oo(i)di = 2S,. (4.1.3c)

=1 ii'=1

No termo de interagao atomo-reservatério supoe-se que cada oscilador k£ interage com

todos os atomos, com a mesma intensidade |gg]|.

A estrutura da equagao mestra para este conjunto de atomos é idéntica aquela apre-
sentada no capitulo (2) na se¢ao (2.3). Aqui trocamos os operadores o, 0, o_ pelos
operadores coletivos S, Sy, S_, respectivamente, de maneira que, para o reservatoério

térmico, a equacao mestra para N atomos escreve-se

0 W |
TN = —i2S, px] = 5 {(w0) + 1) (4. S_px] — [S-, oy S-])

+n(wo) ([S-, S+pn] =[S+, pnS-])}, (4.1.4)
onde agora py € o operador densidade para N atomos,

py =pn(1,2,3,..,N —1,N). (4.1.5)

De maneira semelhante podemos escrever a equacao mestra para N atomos interagindo
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com um reservatério de vacuo comprimido,

0 W r
X~ —i22[So, py] — 5 cosh?(r){[S. S—py] — [S-. xS}
r
- §smh2(r) {[S-,S1pn] =[S+, pnS-]}
+ gsinh(r) cosh(r) (e“e 'S, [Sy, pyl]l + e e [S_,[S_, pxl]) -

(4.1.6)

O sistema de N atomos de dois niveis sob influéncia de um campo eletromagnético

monocromatico classico de frequéncia wy,, pode ser descrito pelo seguinte hamiltoniano
Hsip = 580+ F (See @49 £ §_lrtto)) £ 37 wyblby
k
+3° (gkbk5+ + g;;b;s_) .
k
(4.1.7)

No referencial girante com frequéncia wy, as equacoes mestras apresentadas no capitulo

(3), para N atomos, podem ser escritas da seguinte maneira

Para o reservatério térmico

ag;f = —i[6So + F (Sie ™ + S_€), py]
_ %(ﬁ + 1) {[S+,S_pn|+ [PnyS+,S_]}
_ %— [S_,S.py]+[pnS_,S.]}
N %(ﬁ +1) {e7¥[S, Sopn] + € [pnSo, ST}
_ %ﬁ {eW[S_, Sopy] + e “[pnSo, SH}
_ %(n +1) {e™?[S., Sipy] +e*[pyS_, S_]}
r

- jﬁ{eiz“’[s—,s—pN] +e ¥ [pySy, 84} (4.1.8)
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Para o reservatério de vacuo comprimido

8% = —i[0So+ F (Sye™% + S_¢) , py]
- % cosh?(r) {[S4, S_py] — [S—. pyS+]}
_ % sinh®(r) {[S_, S pn] — [S+, pyS_]}
—f‘—cosh2 {6 ?[S4, Sopy] — € [S—’pNSO]}
B %SinhQ(T) {e°[8-. Sopy] — ¢ ¥[S.. S0}
B % cosh?(r) {e™*%[S_, S py] — *?[S_, pyS_]}
_ f_—smh2 (r){e*¥[S_,S_py] — e *?[Sy, pyS4]}
+ ;+ sinh(r) cosh(r)ee* L=<t (S, py]]
+ I} sinh(r) cosh(r)e e 2wl [g 1§ p ]|

~/ . .
+ 70 sinh(r) cosh(r) e+ X @L—wIt[§ 18, py]]

/

r . .
+ 70 sinh(r) cosh(r)e ¥+ e 2wr—wt[g 16§, o]

S

1 sinh(r) cosh(r) 20 S (S py]
X . _
+ sinh(r) cosh(r)e "2t 2r-wIl[g 1§ p]]. (4.1.9)

As equagoes (4.1.8) e (4.1.9) serao o ponto de partida para obtencao de equagoes mestras

nao lineares para um unico atomo na aproximacao de campo médio.

4.2 Equacao mestra nao linear

Nesta secao, apresentaremos as equagoes mestras nao lineares, para um tnico atomo
de dois niveis, obtidas na aproximagao de campo médio, utilizando as equagoes lineares,

constituidas de NV atomos, calculadas na segao (4.1).

Podemos definir um operador densidade de K dtomos de dois niveis, sendo K < N,

a partir do operador densidade de N atomos, calculando o trago sobre as variaveis dos
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N — K &atomos do sistema,

Pk =TrKs1,..N (PN)

= Z Z Z Z<mK+1>mK+2a---melamN’pN|mK+lamK+27---melamN>-

ME+4+1 MK+2 MN—-1 MN

(4.2.1)

Desta forma podemos definir a equacao mestra para K atomos aplicando a operacao

de traco na equacao mestra para N atomos

0Pk _ prit s (aﬂ) ' (4.2.2)

Partindo da equagdo mestra linear para N &tomos de dois niveis, equagao (4.1.8),
obteremos uma equacao mestra nao linear para K atomos de dois niveis sob influéncia
de um campo monocromatico classico, em reservatorio térmico. Substituindo a equagao
(4.1.8) no lado direito da equagao (4.2.2), temos

0 0
I

.....

I,

" {Trsr..v ([S-, S1pn]) + Trrcs,.n ([onS-, S4])}
r .

- 70(73 +1) {e Tricia,..n ([S+, Sopn]) + T, v ([P So, S,])}
I

Observando a equagao (4.2.3), percebemos que o lado direito desta contém as seguintes

operacoes
Trisa,..n ([Sx pn]) (4.2.4a)
Trisi,...~ ([Sx, Svpn]) (4.2.4b)
Tri,...n ([Sx pnSy]) (4.2.4¢)

com A = —1,0,1, N = —1,0,1; portanto, devemos calcular cada uma das expressoes
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(4.2.4), para obtermos o lado direito da equagao (4.2.3).

Calculando a operagao (4.2.4a) temos

Trgs,..n([SxpPn]) =Trgg,..n (Z[UA(Z'),PNO

ZZ[UA(Z%TTKH ..... N(pN)]_’_'Z Tria,..v ([oa(0), py])
:Z[UA@%PK]“"Z Tricsa,..n ([oA(0), pyl) (4.2.5)

> Trico. n([0a(0), pyl) = Tria,. v ([0A(K +1) + ..+ oa(N),pyl),  (4.2.6)
=K1

podemos perceber que todos os termos sao equivalentes, pois os dtomos sao idénticos,

entao,

S Tricosn (o), px]) = (N = K)Tricon (I0a(K + 1) prepal) . (4:27)

onde, pr; = p(1,2,3,..., K + 1) é o operador densidade de K + 1 atomos. Pode-
mos facilmente verificar que a equagao (4.2.7) é nula (pela regra ciclica do trago temos
Tr(AB) =Tr(BA), portanto Tr([A, B]) = 0). Desta forma equacao (4.2.5) fica escrita

Ccomo

TTK-H ----- N ([SMPN]) = Z[UA(Z>apK] (428)

=1 i=1 /=K+1
N K N
+Tri4r,..~ ( Z Z[UA(Z)>UX(Z>PN]> +Trg41,..N8 ( Z [G'A(l),O‘A'(’L)PN]> )
i=K+14=1 1,8 =K+1

calculando termo a termo o lado direito da equacao (4.2.9), temos:
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para o primeiro termo de (4.2.9)

Trigi,..N (Z [UA(i)7UA’(i/)PN]) = Z [Ux(i)aaA’(i,)TTK+l ..... ~ (pn)]

= Z [oA(1), o (i) pi], (4.2.10)

i=1 /=K+1 i=1 /=K+1
K

= (N = K) Y Joa(@), Tricsr (o (K + 1)pea)). (4.2.11)
=1

Assim, a equagao (4.2.9) fica escrita como

K

Trii,..~n ([Sx, Svpn]) = Z [Uk(i)7UA’(i,)PK]

=1

K

+(N = K) [oa(i), Trce (ox(K + Dpgy)]. (4.2.14)

i=1
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De maneira andloga, calcularemos a operagao (4.2.4c)

Tris1,. . N ([S,\,PNS,\']) =Trgq1,...N (Z [O'A PNO',\/ )
= Trgs1,..v (Z[UA(Z'),PNUN(Z")O + Tri,., (Z Z o A1), pyox (i )])
+Trgs1,. N ( Z Z ox\(1), pyox(i )]) +Trrq1,., ( Z [Ux(i)aPNUA'(i,)]> )

i=K+1i'=1 i,/ =K+1
(4.2.15)

onde, termo a termo, temos:

para o primeiro termo de (4.2.15)

Trg+a,..n (Z [oA(4), PNUX(Z'/)}) = Z [o7(1), Try1,..8 (Py) o (7)]

Tricin.n (Z‘Z [m'),pNa»(z’)]) =3 3 (A0 Tracr (oxon(@))

i=1 ¢/=K+1 i=1 /=K+1
K

= (N = K)) [o:(i), Trice (prpon(K +1))], (4.2.17)
=1

Trgsr,.,N ( Z [UA(i)>PNU'A’(@")]> . Z Trics1,...n ([oa(i), pyox(i')]) = 0.
(4.2.19)

Substituindo os resultados (4.2.16), (4.2.17), (4.2.18) e (4.2.19) na equacgao (4.2.15) obte-
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mos

Trisr,. v ([Sx, pnSy]) = Z [ (1), PKO'A’(ZI)]

Mw

), Tris1 (Pxon (K +1))].  (4.2.20)
=1

Desta maneira as operagoes (4.2.4) ficam escritas como

K

Tricer,.n (1Sxpx]) = S lon(i). pi] (4.2.21a)

=1

+ (N - K) Z[a,\(i), Trii1 (on(K +1)pgey)]  (4.2.21b)

Trgi1,. N ([SAapNSX]) = Z [UA(i)aPKUA’(i/)]

ii'=1

Mw

+(N=K))Y [oA(i), Trrs1 (prov(K +1))],  (4.2.21c)

=1

Substituindo as expressoes (4.2.21a), (4.2.21b) e (4.2.21¢) no lado direito da equagao

(4.2.3), obtemos finalmente uma equacao mestra para K atomos de dois niveis

(9pK = —22{50'0 )+ Fe %o, (i) + Feo (i), pgl}

Z {% o4(1), Tris1 ( (K + 1)PK+1)]

o0 T oo+ )

r_ . .
_’_76_2#[0-&-(2)77—‘7‘}(—%1 (o'+(K + 1)pK+1)] + hC}

—Z{

i,4'=1

(F 01 (0). 0 ()] + e o (i), o0l
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Percebe-se entao que a determinagao da equagao mestra reduzida, de K atomos,
P, dependera do conhecimento do operador densidade de K + 1 dtomos, pg . Essas
N — 1 equagdes sdo conhecidas pelo nome de hierarquia BBGKY M pois essa sequéncia
foi estudada de forma independente por N. N. Bogoliubov, M. Born, H. S. Green, G.
Kirkwood e J. Yvon.

Para K = 1 obtemos

o0 _ —ildoy + Fe %o, + Fe¥a_,p,] — (N —1) {F_;[U'Jr,TTz (0-(2)py)]

ot

Ty r.
* 7067“0[0+,T7”2 (00(2)po)] + e 7oy, Tra (04(2)p2)] + h-C'}

T I |
- (ﬁ' + 1) (7—‘_[0’4—7 U—pl} + 706_2@[0-4-7 o-Opl] + 76_2“0[0-4-7 0'+p1] + hC)

P Py | P
n (g[a_, oop) + o oop] + oo o py) + h) (422

onde p, = p(1,2) é o operador densidade para dois a&tomos. Para quebrarmos a hierarquia

é necessario fazer alguma hipotese, por exemplo, a aproximacao

p2(1,2) = pi(1)ps(2) (4.2.24)

consiste em desprezar as correlagoes existentes entre os atomos 1 e 2. Desta maneira,
na aproximacao de "campo médio” a equagao mestra reduz-se a uma equagao nao linear

para um unico dtomo, a equagao (4.2.23) fica escrita como

o0 _

ot _i[Hefap] -

% (n+1)]oy,0-p]+n[o_,o.p]+ h.c.)

— —(n+1){e o, 00p] + ne¥[o_, 00p] + h.C.)

—— ((n+1)e ™oy, 0.p] +ne*[o_,0_p] + h.c.), (4.2.25)

onde substituimos p; por p. O hamiltoniano efetivo é escrito como

H.; =doy+ { (F—z'(N —1) (%(aur) + %(a‘o) + %(a:))) o, + h.c.} :

(4.2.26)

contendo valores médios, que constituem o elemento nao linear da equagao. E como
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definido no capitulo anterior

r, = 4—22 {(A+0)°T_ 4+ 2(A* = 6*)To + (A —0)°T'+ } (4.2.27a)
Ty = —az {A+0)T- = 20T — (A = 9)T';} (4.2.27D)
. F\?

I_=— (ﬁ> {T_—2Ty+T,} (4.2.27c)
[ = 27D|g(wo + 25'A) %, (j = —1,0,1) (4.2.27d)

Assim obtém-se uma equacao mestra nao linear, para um atomo sob influéncia de um
campo eletromagnético classico, onde agora temos um novo campo elétrico gerado pelos

(N — 1) atomos do sistema, e o campo emergente da amostra pode ser escrito sendo

Ep = % {F + z'(N; D (f,<a+> + Doloo) + 1~“+<a>>} : (4.2.28)

onde o segundo termo é um campo de polarizagao induzido

Epor = i(N2; 2, <I~1<‘7+> + Lo(oo) + f+<‘77>) : (4.2.29)

A influéncia do reservatério térmico é portanto de criar um campo médio entre os atomos,

além do efeito dissipativo usual.

De maneira analoga, em um reservatorio de vacuo comprimido temos

, r
92— iH.y. 0~ (¥ (osopl + o 0] + hc)
(cosh?(r)e™*[o 1, oop] + sinh*(r)e’[o_, ogp] + h.c.)

(cosh®(r)e %[0, o4 p| + sinh*(r)e*?[o_, o_p| + h.c.)

= sinh(r) cosh(r) (e’ @, (o, p]] + h.c.)

r . ,
+ 70 sinh(r) cosh(r) (e!#Te?r=) g [y, p]] + h.c.)

~

+ sinh(r) cosh(r) (e'®* 2L g (o pl] + h.c.), (4.2.30)




onde H ¢ é o mesmo descrito pela equacao (4.2.26), sendo

r, = A2 {(A+06)°T_ +2(A* = 8)Tg + (A —6)T. }

— s {(A+ ) = 20T — (A= 6)+)

. F\?
= <2A) {T_— 2Ty +T,}

e
I, = 4A2{A+5 2T+ 2(A% — )T + (A —6)T, }
f;):_E{(AM)F’_—%P@—(A—(S)P;}
™/ F 2 / / /
L =—{3x {r_—org+1,}

I, = 27D|g(wr, + 2JA)[|9(2ws — wr — 2jA)], 5 = —1,0, 1.
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(4.2.31a)

(4.2.31b)

(4.2.31c)
(4.2.31d)

(4.2.32a)

(4.2.32b)

(4.2.32¢)
(4.2.32d)

Para o caso particular em que a frequéncia central de compressao é ressonante com a

frequéncia do campo cléssico, ws = wy, obtemos

9] : r
a_lt) = —i[H., p] — 7+ (cosh?®(r)[ot,o_p] + [o_, 04 p] + h.c.)

r . ,
- (cosh?(r)e (o1, oop] + sinh*(r)e’[o_, ogp] + h.c.)

— — (cosh?(r)e *?[o 4, o4 p] + sinh*(r)e™?[o_,o_p] + h.c.)

+ 2+ sinh(r) cosh(r) (eie[a+, [0+, pl] + h.c.)
+ % sinh(r) cosh(r) (ez’(we) 0+, [o0, p]] + h.c.)

~

2_ sinh(r) cosh(r) (e"**™ (o, [o_, p]] + h.c.)

+

onde agora temos

I = 27D|g(wr + 25'A)||g(2wr, — 25'A))].

(4.2.33)

(4.2.34)

Podemos facilmente perceber que as equacoes mestras apresentadas nesta secao diferem

das apresentadas no capitulo 3, apenas pelo hamiltoniano efetivo (4.2.26), ou seja, para

N =1, os termos adicionais referentes ao campo médio sao nulos, e as equagoes (4.2.25)

e (4.2.30) se reduzem a equagoes mestra de um dnico dtomo (3.1.8) e (3.2.5), respectiva-

mente.
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5 Biestabilidade optica

Neste capitulo estudaremos o comportamento biestavel relacionado aos campos in-
cidente (campo de entrada F'/u) e emergente (campo de saida Er equagao (4.2.28))
de uma amostra constituida por N atomos de dois niveis, bombeados por um campo
monocromatico cldssico e acoplados a um reservatério (térmico ou de vécuo comprim-
ido). Nosso ponto de partida serd as equagdes mestras (4.2.25) e (4.2.33) apresentadas no
capitulo anterior. Afim de tornar a solucao das equagoes mais transparente do ponto de

vista da fisica envolvida neste problema, vamos fazer as seguintes hipoteses:

1. A frequéncia do campo classico é ressonante com a transicao atomica,

wr, = W = d=0. (5.0.1)

2. O acoplamento dtomo-campo, representado por |g(w)|, é simétrico em torno de wy,

podendo ser descrito por

)] - \/ 35 (41— 9= ) 5.02)

com 0 < ¢ < 1, onde £ é uma fracdo de acoplamento constante e (1 — &) é a

fracao complementar do acoplamento que é descrito por uma distribuicao lorentziana

centrada em wy e de largura 7.

Desta maneira podemos descrever alguns tipos de acoplamentos, como pode ser observado

na figura 3:

e para £ = 0 (figura 3a) o acoplamento é descrito por

l9(w)| = \/ L e (5.0.3)

27D (w — wp)? + 72’
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e para { = 1/2 (figura 3b), o acoplamento é descrito por

9(w)| = \/% (1 oo j)g - 72), (5.0.4)

e para & = 1, resulta um acoplamento constante, |g(w)| = /525 , para qualquer

frequéncia w.

1.04

£=0
0.8
06
04
02

(b)

0.0 o T

1.04

g(w)(2rD/m)"

£=1/2

0.8 -

0.6
0.4 -

0.2+

(@)

0.0+ o /T

T T T T T T T 1
9500 9750 10000 10250 10500
o/l

Figura 3: acoplamento |g(w)|, para os sequintes valores: wy = 10T, v, = 10T

A N . ~ t /
Com estas hipdteses, escrevemos as frequéncias de relaxacao Fg er), ngc) e Fj(vc), onde
o indice ter corresponde a reservatério térmico e vc a vacuo comprimido, a partir das
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equagoes (4.2.27d), (4.2.31d) e (4.2.34) como

T = 1) = 27Dg(wy + 25 F) (5.0.50)
") = 27D|g(wo + 25 F)||g(wo — 25F)| = 27D|g(wy + 25 F)[ (5.0.5b)
com j = —1,0,1; ou seja, sdo todas idénticas, onde utilizamos a simetria de |g(w)| em

torno de wy para escrever |g(wy + 25F)| = |g(wo — 25F)| em (5.0.5b), logo podemos

denoté-las simplesmente por I';.

Utilizando a expressao (5.0.2) podemos escrever I'; como
I; = 27D|g(wo + 25 F)[?

B B 2
_T (g +(1 g)—(sz)z . 73> , (5.0.6)

de maneira que ['g, 'y e I'_ se tornam

2
y=r_=r 1—-¢)——5— .0.
; (6+0-97m5). (5.0.7)
e consequentemente, a partir das equagoes (4.2.27a), (4.2.27b) e (4.2.27¢), obtemos
~ r + F+ r 72
T (F)=—""*_" 11 1—¢)—Je 0.
Ar) = =g a4 -0 ] G
Ty=0 (5.0.8b)
o r-T, TO-¢ 22
I' (F)= = 1l——=—. 0.
() 5 5 Q)T (5.0.8¢)

Na figura 4 podemos observar como os coeficientes I'; e I'_ dependem da frequéncia
de Rabi F.

e A figura 4a mostra como o fator de decaimento f‘+ ¢ descrito a partir dos acopla-

mentos |g(w)| para & = 0,1/2,1 na equagao (5.0.8a).

e A figura 4b mostra como o fator de decaimento [_ é descrito a partir dos acopla-

mentos |g(w)| para & = 0,1/2,1 na equacao (5.0.8c).
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Adotando as constantes de relaxacao (5.0.8a), (5.0.8b) e (5.0.8c) vamos estudar o
comportamento biestavel do campo elétrico emergente, da amostra constituida pelos N
atomos, quando o sistema esta acoplado a um reservatério térmico, e em seguida apre-

sentaremos o comportamento do mesmo quando acoplado a um reservatorio de vacuo

comprimido.
1.0 4 §_1
(a)
0.9
087 e=1/2
L ]
|L4+ 0.7
0.6
0.5 F’=O
0.5
l £=0
0.4 (b)
0.3 4
£=1/2
=
1— 0.2
0.1
&=1
0.0
0 ' 2IO ' 4IO ' GIO ' 8IO ' 1(I)0 ' 1I20 ' 1:1-0 ' 1EI30 ' 1EIiO

Fir

Figura 4: Frequéncia de decaimento I' {(w), a partir dos acoplamentos |g(w)| apresentados
na figura 3
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5.1 Reservatorio Térmico

A equac@o mestra nao linear para um atomo representativo acoplado a reservatorio

térmico a temperatura nula, com as hipdteses (5.0.1) e (5.0.2) é descrita por

% = —i[H.y, p| % (cyo0_-p—20_po,+po o)
+ % (e7*o.po, +e*o_po_), (5.1.1)
onde
H.; = p(|Eole” + Epy) o + p (| Egle™ + Er) o, (5.1.2)
e
E,o = z% (f_e’%(a'_) + f‘+(a'+>> : (5.1.3)

é o campo devido a polarizagao dos (N — 1) dtomos da amostra.

A partir da equacdo mestra (5.1.1) podemos calcular as equagoes de movimento para

os valores médios dos operadores o_, o9 e o

(o) = Tr (poo)

= 2iuEr(o_) — Ty (1+ (00) — 2iuE; (o) (5.1.4a)
(o) =Tr(po_)

Lo ki + e (5.1.40)
(o) = (o)

- +%62w<a_> — ipEr{o) — %«m, (5.1.4c)

sendo Er o campo de saida, descrito por
Er = |Eple™ + Epq. (5.1.5)

Para obter as solugbes estaciondrias das equagoes (5.1.4a), (5.1.4b), e (5.1.4¢) temos que
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resolver o seguinte conjunto de equagoes algébricas

2iuEr(o_) —T'{oo) — 2ipEr (o) =T (5.1.6a)
er . * f‘* —2i
— 7(0;) +iuEr (o) + € o) =0 (5.1.6b)
[ ‘ Iy
+e Yo ) —iuEr{og) — 7<a'+) =0, (5.1.6¢)
cuja solucao é
(2 -1
(O0)eqg = —F—— L= —T) —— (5.1.7a)
Py (03 - 12) = S0_p2Re(Bje2¢) + 8T 2| B
2T (T_e 2% uBp — T, s
<0__>eq — — . ~Z +( ~e :u T +:u T) — (517b)
Py (03 - 12) = 02 Re(Bje2¢) + 8T 2| By
~2i0, (T_e¥# By — T ub
<0_+>eq _ t +( S s +H T) (517C)

Py ([% - 12) = 802 Re(Bje2¢) + 8T, 2| Er|?

Desta maneira podemos escrever o campo de polarizacao gerado pelos (N — 1) dtomos

do sistema, substituindo (674 )eq, (00)eq € ()¢ na equagao (5.1.3), obtendo

T, (2]5;62@«47111?+ — Bp(F2 + 12 >)

Epy = (N = 1) ——— . - : (5.1.8)
I, (ri 2 ) — 8T_j2Re(E2e=2%) + 8T, 12| Er|?
A partir da equagao (5.1.5) podemos escrever o campo de entrada |Ey| como
|Eo| = Ere™™ — Epue” ", (5.1.9)

e escrevendo Ep = |Er|e” temos

Iy ((F2 4 T2)eite-9) — of_Fyeit-o))

|Bol = |Exr| [ 79 + (N = 1) ——— —
Iy (Fi — F2_) + 8u?|Er|? <F+ —T'_cos (2v — 290))

(5.1.10)

Y

onde agora a parte imaginéria da equagao (5.1.10) tem de ser nula, de maneira que v = ¢

¢ uma solugao, logo esta escreve-se como

T, (n_f,)
|Eo| = |Br| [ 1+ (N —1)=

N (5.1.11)
Iy <F+ + F—) + 82| Er[?

obtendo assim, uma relagao entre os médulos do campo de saida |E7| e do campo de
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entrada |Ey|.

Utilizando as equagoes (5.0.8a) e (5.0.8¢c) obtemos

r,+T_=T (5.1.12)
r,—-T_=T,, (5.1.13)

desta forma podemos reescrever

(5.1.14)

| Eo| = | Ex| (1 (N - 1) (D) >

(T4 Ty) + 16p2|Er)?
A partir da equagao (5.1.14) faremos um mapeamento numérico para determinar ponto
a ponto a relacdo entre |Ey| e |Er|, uma vez que |Ey| é uma funcao de I' (|Ey|) e de
| Ex|; desta forma obtemos o comportamento biestavel que os campos de entrada e saida

apresentam neste sistema como pode ser observado nas figuras (5-8).

200 -
=1
N=1001
150
5
= 1004
=5
w
50
0- =
I T I T I T I T I 1
0 50 100 150 200

-1
Eglr

Figura 5: Comportamento biestdavel da relagao entre os campos de entrada e saida, onde
consideramos N = 1001, £ =1, 7. = 10T".

A relacao entre os campos de saida e de entrada, como mostra a figura 5, apresenta
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uma curva de histerese, onde ao aumentarmos a intensidade do campo de entrada podemos
obter duas possiveis respostas no campo de saida, acompanhando as setas na figura 5.
Quando p|Ey|/T" < 180 ao aumentarmos a intensidade do campo de entrada o campo de
saida pode representar um bit no estado 0, e para p|Ey|/T" > 180 o campo "resposta”
(saida) sobe abruptamente, podendo representar um bit no estado 1, o mesmo acontece
quando diminuimos a intensidade do campo de entrada. Este efeito pode ser utilizado

para criar dispositivos, como um sistema de chaveamento 6ptico.

Comparando as figuras 5 e 6, onde consideramos £ = 1 na equacao (5.0.2), podemos
verificar que a relagao biestavel (entre os campos de saida |Er| e entrada |Ey|) é sensivel
ao numero de atomos contidos no sistema; isto é esperado, uma vez que o campo de

polarizacao |E,,| é proporcional ao nimero de atomos (equagao (5.1.8)).

20
&=1
154 N=101
T4 104
-
=
(=
w
54
0 4
I T I T I T I T 1
0 5 10 15 20

-1
Eglr

Figura 6: Comportamento biestdvel da relagao entre os campos de entrada e saida, onde
consideramos N = 101, £ =1, . = 10I".

Observando as figuras 6, 7 e 8, onde consideramos o nimero de atomos contidos no
sistema N = 101, podemos comparar as escalas e perceber que a forma do acoplamento,

equagao (5.0.2), influencia o comportamento biestével apresentado pelo campo de saida
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|Er| em relacao ao campo de entrada |Ep|, para £ = 1,1/2,0.

16 -

14
- £=1/2 2
12 4 N=101

10 -

-1
EJry

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-1
E

Figura 7: Comportamento biestavel da relagao entre os campos de entrada e saida, onde
consideramos N = 101, £ =1/2, v. = 10T.
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A partir das figuras (5-8), observamos que o fenémeno de biestabilidade pode ser afe-
tado por dois fatores, o nimero de atomos presentes na amostra e o tipo de acoplamento;
ou seja, a maneira como o atomo se acopla ao reservatorio. Outra observacao pode ser
feita a respeito deste sistema, é que o campo cldssico |Ey| aplicado sobre este pode in-

terferir no comportamento biestavel de maneira nao trivial uma vez que temos I'(Ejp).

12
] &:0 /

N=101

-1
EJry

-1
E i

Figura 8: Comportamento biestdavel da relagdo entre os campos de entrada e saida, onde
consideramos N = 101, £ =0, ~. = 10I".

Na proxima segao veremos o comportamento deste sistema em um reservatério de
vacuo comprimido, onde agora o comportamento biestavel podera ser afetado pelo angulo

0 e pelo fator de compressao 7.
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5.2 Vacuo Comprimido

A partir da equagdo mestra nao linear (4.2.33) deduzida no capitulo anterior, e as
hipoteses feitas no inicio deste capitulo, obtemos a seguinte equacao mestra nao linear

para um atomo representativo em reservatorio de vacuo comprimido,

9 _
ot
+ cosh®*r(oro_p —20_po, + po,o_) +sinh’r(oc_o.p — 20, po_ + pa_0'+))

r . ,
—i[H .z, p] — % (2sinhr cosh r(e?o po, +ePo_po_)

r .
+ % (sinh r cosh r(e!*t (e, o0_p— o po_ —o_po, + po_o.)

+ (e o_op—0_po, — o po_+poio_)

+ cosh2r(e o po + e*o_po_)). (5.2.1)
onde
H.; = pn(|Eole” + Epy) o— + i (|Eole ™ + Eoy) o4, (5.2.2)

é o operador hamiltoniano efetivo e

Byt = z% (f_e’g“"(a_) + f+<a+>> , (5.2.3)

¢ o campo de polarizacdo criado pelos (N — 1) dtomos do sistema.

Procedendo de maneira andloga como na secao anterior, vamos encontrar, a partir da
equacao mestra nao linear, uma relacao entre os campos de entrada e de saida. A partir
da equagao (5.2.1) calcularemos as equagoes de movimento para os valores médios dos

operadores o_, oy ¢ 0., obtendo

(o) = 20'_ sinh 7 cosh 7 cos (2¢ + 0)(o70) — 2ipEi (o)
— T4 (1 + cosh2r(ey)) + 2ipEr(o_) (5.2.4a)

: T .
(o ) = —7+ (cosh2r{o_) + 2sinhr coshre’’ (o)) + ipEf (o)

I , :
+ - (e7*% cosh2r(o) + 2sinhr cosh re!(2¢+0) (o)) (5.2.4b)

. I .
(o) = —7+ (cosh2r{o ) + 2sinhrcoshre “(o_)) — ipEr{og)

I_ A A
+ - (€% cosh 2r(o_) + 2sinhr cosh e~ (20+0) (o4)), (5.2.4¢)
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sendo
Er = |Eyle’ + Epq, (5.2.5)

o campo total de saida.

Para calcular as solugoes estaciondrias das equagoes (5.2.4a), (5.2.4b), e (5.2.4c) temos

que resolver o seguinte conjunto de equacoes algébricas

2ipEr{o_) + (2I'_ sinhr coshr cos (2¢ + 0) — I'; cosh 2r) (o)
— 2ipEn(oy) =T, (5.2.6a)

. r
(761(2«9“9) sinh 2r — 7+ cosh 27’> (o) +ipEr{o)

r. .. T,
+ (76—2“" cosh 2r — 7%29 sinh 27“) () =0 (5.2.6b)

T T,
(762“" cosh 2r — %e‘w sinh 27“) (o ) —ipEr{oy)

r. . r
+ (76_Z(2“’+0) sinh 2r — % cosh 2T> (o4) =0, (5.2.6¢)
cuja solucao ¢
r,(r2 -2
<0'0>eq = +( — +) (5.2.7&)

Re(a) (T3 = [ + 82| Br[2) — Su2Re (E}9)
(0 Yoy = 2 u(BEr = aBp) (5.2.7b)
Re(a) (ri T2 4 8u2|ET|2> — 842 Re (E2)

—2il' u(8" By — o Br)

(O4)eq = - - ) (5.2.7¢)
Re () (ri ~T2 4 8u2\ET]2> — 842 Re (E2)
onde
o =T cosh2r — T_e " ginh 2 (5.2.8a)
B =T_e %% cosh2r — I e? sinh 2r. (5.2.8b)

Podemos escrever o campo de polarizacao gerado pelos (N — 1) dtomos do sistema como

. T_(BEp — aE:)e* —T (f*Es — o*Er)

By = —(N — 1D, i . (5.2.9)
Re(a) (Fi —I% + 8,u2\ET|2) — 8u?Re (E213)
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Desta maneira podemos encontrar uma relagao entre os campos de entrada e de saida,
f‘_ (ﬁeiu . ae—iu)eiap . f+<ﬁ*e—iu . a*eiu)e—igp
Re(a) <fi - f‘%) + 812 |Er|?Re (o — €2 3)
(5.2.10)

[Bol = |Ex| { e 4+ (v - DI,

Para o caso em que os campos de entrada e de saida estiverem sem defasagem ¢ = v,

obtemos

[ (e —a) =T (fre ™ —a”)

[Eol = [Br| | 1+ (N = DTy — ,
Re(a) (Fi — F2_> + 812| Er|?Re (a0 — €72 3)

(5.2.11)

Vamos agora analisar o segundo termo do lado direito da equacdo (5.2.11), onde para o

numerador obtemos

(N = DP (T (B — a) = T (3¢ —a”)) =
I+,

- (V-1

(T4 Re(Be™? — o) + iTIm(Be™? — ), (5.2.12)
sendo
(Be* — a) = =Ty (cosh 2r + cos(2¢ + 6) sinh 27) — iT'sin (2 + 6) sinh 2. (5.2.13)

Onde a parte imaginéria da equagao (5.2.13) deve ser nula, desta maneira obtemos duas

possiveis solugoes
0 =nm—2p,(n=0,1), (5.2.14)
e as equagoes (5.2.8a) e (5.2.8b) ficam escritas como
(Be?¥ — o) = =T (cosh 2r + (=)"sinh 2r) = —[', )", (5.2.15)

Obtendo entao

(5.2.16)

= 1l (1 0 - et e )

['(Pe)™r + T ) 4+ 16p%| Er|?
Para o caso particular » = 0, obtemos a equagao (5.1.14), a qual relaciona os campos de
entrada e saida para o caso de um reservatorio térmico a temperatura zero, ou seja, o
vécuo comum. O fator (—)" representa a fase de compressao 6: para o caso em que ¢ = 0,

n =0 temos § =0 e paran =1 temos 0 = 7.

Assim, como na se¢ao anterior, a partir da equagao (5.2.16) faremos um mapeamento
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numérico que determinard a relagdo entre os campos |Ey| e Er, e desta forma obteremos
o comportamento biestavel do feixe de saida quando o sistema atomico estiver acoplado

a um reservatorio de vacuo comprimido.

Ao observarmos as figuras 9 e 10 podemos facilmente perceber que, como na se¢ao
anterior, o comportamento biestavel apresentado pelo campo de saida é sensivel ao niimero
de atomos contidos no sistema. A partir da figura 11 vamos adotar o niimero de dtomos

N =101, para fazermos outras anélises.

200 /
150
T
3.
5 100-
—
w
50
O_ e

T T T
0 50 100 150 200

-1
EVru

Figura 9: Comportamento biestdvel apresentado pelo campo de saida para um conjunto
de 1001 atomos de dois niveis acoplados a um reservatorio de vdcuo comprimido, & = 1.

Podemos, entao, comparar as figura 10 e 11, onde temos um conjunto de 101 dtomos,
com um fator de compressao r = 1/2 e fase § = 7, para duas formas distintas de acopla-
mento, & = 1,0. Desta forma podemos perceber que o fenémeno de biestabilidade é

sensivel ao acoplamento, assim como foi verificado na secao anterior.
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Figura 10: Comportamento biestavel apresentado pelo campo de saida para um conjunto
de 101 datomos de dois niveis acoplados a um reservatorio de vacuo comprimido
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Figura 11: Comportamento biestavel apresentado pelo campo de saida para um conjunto
de 101 datomos de dois niveis acoplados a um reservatorio de vacuo comprimido, & = 0.
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Uma vez verificada a influéncia do nimero de dtomos e do tipo de acoplamento no
comportamento biestavel do campo de saida, vamos agora analisar a sensibilidade deste
quando variamos o fator de compressao r e a fase de compressao #. A partir de agora
consideraremos que o sistema contém 101 atomos que estao acoplados ao reservatorio de

vacuo comprimido com £ = 1 na equagao (5.0.2).

25

20

15 -

10

-1
E Ty

-1
EVru

Figura 12: Comportamento biestdavel apresentado pelo campo de saida, considerando & =
1, N =101, para § = 0,7 e r =0.3.
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Figura 13: Comportamento biestdvel apresentado pelo campo de saida, considerando & =
1, N =101, onde comparamos as fases 8 = 0,m, para r = 0.5.



64

26
24 ]
22
20
18 -
16 -
142
12

-1
E Ty

-1
EVru

Figura 14: Comportamento biestdvel apresentado pelo campo de saida, considerando & =
1, N =101, onde comparamos as fases 8 = 0,m, para r = 0.7.
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Observando as figuras 12, 13 e 14, verificamos que a bietabilidade é sensivel a fase
f, onde para o caso 8§ = 0 o comportamento biestavel tende a ser menos pronunciado,
enquanto que para o caso § = m o comportamento é amplificado, comparados ao caso em

que temos o vacuo comum, r = 0.

Nas figuras 15 e 16 vamos observar o quao sensivel é o efeito biestavel quando variamos

o fator de compressao 7.

20 4
15 -
—'1 10 4
=
=
Ll J
5
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T v T v T v T v 1
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Figura 15: Comportamento biestdavel apresentado pelo campo de saida, considerando & =
1, N =101, 8 = 0 e diferentes valores de r.
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Comparando entre si as figuras 15 e 16 verificamos que o fator de compressao influencia
o comportamento biestavel do campo de saida e para # = 0 percebemos que quanto
maior r, menor é o efeito biestavel, e quando 8 = 7 temos o comportamento inverso,
ou seja, quanto maior o fator de compressao, maior é o efeito biestavel. Desta maneira
verificamos neste capitulo como o efeito de biestabilidade pode ser afetado pela fase 6 e
fator de compressao r, além da dependéncia com o niimero de atomos e da maneira como

o acoplamento atomo-reservatério é descrito.
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r=0.3
_ r=0
'3 10-
=
wi”
5
0 -
| ' | ' | ' | ' | ' |
0 5 10 15 20 25

-1
EVru

Figura 16: Comportamento biestdvel apresentado pelo campo de saida, considerando & =
1, N =101, 6 = 7w e diferentes valores de r.
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6 Conclusoes

Estudamos o comportamento biestavel entre os campos incidende e emergente de uma
amostra constituida de N atomos de dois niveis utilizando uma equag¢ao mestra nao linear
para um Uunico atomo da amostra. Levamos em conta o bombeio classico como parte do
sistema, desta forma obtivemos a dinamica para o operador densidade, onde agora o

campo cldssico participa dos processos irreverssiveis.

Para calcular a equagao mestra nao linear partimos de uma equagao mestra linear
para o conjunto de N atomos de dois niveis, inicialmente descorrelacionados, ou seja,
consideramos a distancia média entre os atomos grande o suficiente para desprezar as
interacoes atomo-atomo. Na aproximacgao de campo médio a partir da equacao linear
deduzimos a equagao nao linear para um atomo representativo do sistema, onde agora

este encontra-se correlacionado com os (N — 1) dtomos do sistema via reservatorio.

Os resultados obtidos para o comportamento biestavel foram apresentados no capitulo
6, onde podemos destacar como resultado principal a influéncia do tipo de acoplamento
atomo-reservatério no fenomeno de biestabilidade optica. Mostramos que existe uma
relacao nao trivial entre os campos incidente e emergernte da amostra, pois o coeficiente
' (|Eo|), contido nas equagoes (5.1.14) e (5.2.16), depende da intensidade do campo inci-
dente. Esta consideracao pode ser relevante, uma vez que os experimentos que envolvem
biestabilidade éptica sao realizados colocando atomos dentro de uma cavidade, e esta pode
modificar o acoplamento atomo-reservatério. Para o caso particular em que o acoplamento

[19-33]

é constante obtemos os resultados contido na literatura , onde os efeitos biestaveis

dependem essencialmente do nimero de atomos, do fator e da fase de compressao.
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