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Resumo

Nesta dissertacao abordamos o emaranhamento entre estados quanticos como
um recurso a ser utilizado na transmissao de informagao quantica, em especial
no teletransporte quantico. Nosso foco foi direcionado para o estudo de estados
quanticos parcialmente emaranhados, isto é, estados nos quais o teor de ema-
ranhamento estd aquém do maximo valor permitido pela mecéanica quantica,
visto que sao mais provaveis de serem encontrados em dispositivos reais do que
seriam estados maximamente emaranhados. Revisamos as propriedades e con-
ceitos que caracterizam vetores e operadores sob a 6tica da algebra linear para
em seguida apresentarmos formalmente os postulados da mecanica quantica.
Introduzimos a nocao de qubits e mostramos como estes podem ser aplicados
em tarefas computacionais através de portas logicas quanticas. Explicamos
com detalhes os principais protocolos de teleporte quantico que originaram os
métodos utilizados neste trabalho, destacando as vantagens e desvantagens de
cada um. Apresentamos protocolos com arranjos inéditos e introduzimos técni-
cas que aperfeicoaram alguns dos métodos de teleporte conhecidos, fornecendo
alternativas para estes em relacao a construgao e arquitetura na disposi¢ao dos
canais. Provamos que a probabilidade associada ao teleporte miltiplo de um
qubit através de canais em série tende ao limite maximo para um caso espe-
cial. Mostramos que estados imperfeitos podem ser corrigidos e que é possivel
transmitir um qubit isolado ou um par de qubits empregando estados GHZ e
modificagoes de estados da base de Bell. Discutimos a relagao entre o valor
da probabilidade de sucesso final e o grau de emaranhamento das bases e dos
canais para cada método. Encerramos a dissertacao com uma anélise geral
sobre todos os protocolos, destacando os mais eficientes com argumentos que

englobam pontos de vista tanto teérico como préatico.

Palavras-chave: Teleporte quantico. Emaranhamento. Teoria de informagao quantica.
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Abstract

In this master’s thesis we approach the entanglement between quantum states
as a resource to be used in the transmission of quantum information, parti-
cularly in quantum teleportation. Our focus was directed toward the study of
partially entangled quantum states, that is, states in which the entanglement
degree is below the maximum value allowed by quantum mechanics, since they
are more likely to be found in actual devices than maximally entangled states.
We review the properties and concepts that characterize vectors and operators
from the viewpoint of linear algebra to formally present the postulates of quan-
tum mechanics. We introduced the notion of qubits and showed how these can
be applied to computing tasks via quantum logic gates. We explained in details
the main quantum teleportation protocols that originated the methods used
in this work, highlighting the advantages and disadvantages of each one. We
presented protocols with new arrangements and introduced techniques that
have improved some of the known methods, providing for those alternatives
relating to construction and architecture in the arrangement of the channels.
We proved that the probability associated with a multiple teleportation of
a single qubit through channels in series tends to the maximum limit for a
special case. We showed that imperfect states can be corrected and that it is
possible to transmit a single qubit or a pair of qubits using GHZ states and
modification of Bell basis’ states. We discussed the relationship between the
final success probability value and the bases and channels’ degree of entan-
glement for each method. We concluded the thesis with a general analysis of
all protocols, highlighting the most efficient ones with arguments that include

theoretical and practical viewpoints.

Keywords: Quantum teleportation. Entanglement. Quantum information theory.

1X






Sumario

Lista de Figuras xiii
Lista de Tabelas xvii
1 Introdugao 1
1.1 Consideragoes Preliminares . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... ... 2
1.2 Objetivos . . . . . . e 2
1.3 Contribuigoes . . . . . . . . 2
1.4 Organizagao do Trabalho . . . . . . . .. .. ... ... ... 3

2 Fundamentos 5
2.1 Vetores . . . . . . . e 5)
2.2 Operadores . . . . . . . . . . 11
2.3 Representacao Matricial . . . . . . . ... ... 14
2.4 Os Postulados da Mecéanica Quantica . . . . . . . . .. .. ... ... ... 21
2.4.1 Postulado I (Benenti et al., 2007) . . . .. ... ... ..., 21

2.4.2 Postulado II (Benenti et al., 2007) . . . . . ... ... ... L. 22

2.4.3 Postulado III (Benenti et al., 2007) . . . .. ... ... ... .... 25

2.5 Qubits e Sistemas de Dois Niveis . . . . .. . . ... ... ... .. .... 27
2.6 Operador e Matriz Densidade . . . . . . . . . . ... ... ... ...... 30
2.7 Portas Logicas . . . . . . . . . 39
2.7.1 Portasdeum Qubit . . . . ... 39

2.7.2 Portas de dois Qubits . . . . . . . .. ... 41

3 Canais Perfeitamente Emaranhados: O Protocolo Original 45
3.1 O Protocolo Original . . . . . . .. .. ... ... 45

4 Canais Parcialmente Emaranhados 53
4.1 Teleporte com Evolugao Unitaria . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... 53
4.2 Teleporte com Base de Bell Generalizada . . . . . . .. ... ... ..... 56
4.3 Teleporte Multiplo com Fidelidade Um . . . . . . ... ... ... ..... 58
4.3.1 Protocolo 1 . . . . . . . .. 59

x1



xii SUMARIO

4.3.2 Protocolo 2 . . . . .
4.3.3 Protocolo 3 . . . . .

5 Teleporte de um Qubit: Novos Protocolos
5.1 Teleporte Multiplo e Evolugao Unitaria . . . . . . . . ... ... ... ...
5.2 Teleporte Multiplo com Sucesso Apenasno Fim . . . . .. ... ... ...
5.3 Base GHZ Generalizada . . . . . . ... ... .. ... ... ... ...

5.3.1 Correcao dos estados restantes . . . . . . . . ... ... ... ...

6 Teleporte de Dois Qubits
6.1 Utilizando dois Canais Paralelos . . . . . . . . . .. ... ... ... ....
6.1.1 Escolhendo m,=mp=n. . . . . . . . . ... ...
6.1.2 Enviando «|00) + B|11). . . . . ...
6.2 Base GHZ e Canal GHZ . . . . . . ... ... ... ... .. ... .....
6.3 Base Generalizada e Canal GHZ . . . . . . ... ... . ... ... .....
6.4 Base GHZ e Canais Paralelos . . . . ... ... .. ... .. ........

7 Conclusoes
A Probabilidade Maxima Associada ao Teleporte Miltiplo em Série

Referéncias Bibliograficas

69
69
72
75
79

81
81
84
85
89
93
97

101

105

111



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3.1

3.2

3.3

Representagao de |V) na Esfera de Bloch. Fonte: Figura adaptada de

Nielsen and Chuang, 2004. . . . . . . . . ... ... .

Portas que atuam em um qubit, suas respectivas nomenclaturas e repre-

sentacoes matriciais. Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007. . . .

Figura esquemaética para portas de dois qubits. Em (a): controle no primeiro
qubit. Em (b): controle no segundo qubit. O circulo menor preenchido
representa a ativagdo da porta quando o qubit de controle for |1), e o

circulo menor vazio representa a ativacao quando o qubit de controle for

|0). Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.. . . . . .. ... ...

Portas que atuam em dois qubit, suas respectivas nomenclaturas e repre-

sentacoes matriciais. Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007. . . .

Construindo portas de dois qubits a partir de portas de um qubit. Em (a):
a porta CNOT com controle no segundo qubit. Em (b): a porta Swap.

Em (c): a porta Z — Controlada com controle no primeiro qubit. Fonte:

Figura adaptada de Benenti et al., 2007. . . . . .. ... .. ... .. ...

Teleporte de informacao quantica entre dois pontos distintos utilizando um
canal emaranhado. As cores vermelha e azul referem-se & Alice e Bob, res-
pectivamente. As casas representam os pontos inicial e final do processo
de teleporte. Os qubits que constituem o canal foram destacados para me-

lhor visualizacao. A barra vermelha representa o canal formado pelo estado

emaranhado entre estes qubits. . . . . . ..o L0

Canal formado pelo estado emaranhado entre o qubit de Alice (vermelho)

e o de Bob (azul). No lado esquerdo, a informagao original representada

pelo qubit amarelo de Alice. . . . . . . . .. ... L

Elementos bésicos de um protocolo de teleporte quantico: o qubit amarelo
representa a informagao original, e o canal emaranhado é representado pelo
par de qubits vermelho (Alice) e azul (Bob). A barra vermelha e o sinal
ondulatério em verde reforcam a idéia de que o canal é emaranhado. Os

cabos pretos e os monitores em cinza representam respectivamente a base

de medidas escolhida por Alice e o resultado destas medidas. . . . . . ..

xiil



Xiv

LISTA DE FIGURAS

3.4 Procedimento padrao apds Alice medir o sistema. Os dois qubits medidos
sao afetados e formam um estado emaranhado distinto do estado inicial que
constituia o canal. Apos a confirmagao dos resultado das medidas de Alice
através de um canal classico, Bob sabe quais as transformacoes necessarias

a serem aplicadas para que seu estado seja idéntico ao original enviado por

4.1 Teleporte de um qubit utilizando um canal maximamente emaranhado. A
seta cinza indica que os qubits estao emaranhados. . . . . . .. .. .. ..
4.2 Teleporte de um qubit utilizando um canal parcialmente emaranhado. A
seta cinza é menor do que na figura 4.1 e esté associada ao indice n, para
reforcar a idéia de que o emaranhamento ¢ inferior ao de estados maxima-
mente emaranhados. . . .. ... oo
4.3 Disposicao dos canais em série entre Alice e Bob. Neste modelo, Alice possui
apenas o primeiro canal e Bob tem acesso a todos os outros e ao tultimo
qubit. . .o
4.4 Para o protocolo 1: Do nivel inferior até o topo, as curvas representam P!
apos q= 2, 4, 6, 8, 10 e 12 teleportes sucessivos. A linha tracejada mostra
a probabilidade 6tima (1/2) usando o protocolo apresentado na segao 4.2.

Todas as grandezas sao adimensionais. Fonte: Figura adaptada de Rigolin,

4.5 Para o protocolo 2: as curvas mostram Pstg’é“l apos q= 1, 2, 3,4, 5 e 6 te-
leportes sucessivos. A linha tracejada mostra a probabilidade 6tima (1/2)
usando o protocolo apresentado na se¢ao 4.2. Todas as grandezas sao adi-
mensionais. Fonte: Figura adaptada de Rigolin, 2009. . . . . . . .. . . ..

4.6 Disposicao dos canais em série entre Alice e Bob com o grau de emaranha-
mento diminuindo exponencialmente apds o segundo canal. Neste modelo,
Alice possui apenas o primeiro canal e Bob tem acesso a todos os outros e
ao ultimo qubit. . . . . ..o

4.7 Do nivel inferior até o topo, as curvas representam P2 apés q= 2, 3,4, 5
e 6 teleportes sucessivos utilizando o protocolo 3. A linha tracejada mostra
a probabilidade 6tima (1/2) usando o protocolo apresentado na segao 4.2.

Fonte: Figura adaptada de Rigolin, 2009. . . . . .. .. ... .. ... ..

5.1 Disposigao dos canais em série entre Alice e Bob. Neste modelo, Alice possui
apenas o primeiro canal e Bob s6 tem acesso ao ultimo qubit.. . . . . . ..
5.2 Teleporte de um qubit utilizando dois canais paralelos e medidas na base

GHZ generalizada. . . . . . . . . ...



6.1

6.2

6.3

6.4

LISTA DE FIGURAS

Teleporte de dois qubits utilizando dois canais paralelos e medidas na base
de Bell generalizada. . . . . .. . .. ... Lo
Teleporte de dois qubits utilizando um canal GHZ generalizado e medidas
na base GHZ generalizada. . . . . . . . . . ... ... oL
Teleporte de dois qubits utilizando um canal GHZ generalizado e medidas
na base de Bell generalizada. . . . . . . .. ... ...
Teleporte de dois qubits utilizando canais paralelos e medidas na base GHZ

generalizada. . . . . .. L L Lo

XV



xVvi LISTA DE FIGURAS



Lista de Tabelas

3.1

4.1

4.2

Resultados possiveis para as medidas de Alice e as respectivas corregoes

que Bob precisa aplicar. . . . . . .. ... 50

Estrutura final dos qubits que nao alcangaram fidelidade um apos o segundo
teleporte e os respectivos resultados das medidas associadas. . . . . . . .. 64
Estrutura final dos qubits que nao alcancaram fidelidade um apos o terceiro

teleporte e as respectivas seqiiencias das medidas associadas. . . . . . . . . 64

Xvii



xviil LISTA DE TABELAS



Capitulo 1

Introducao

Foi somente anos depois da formulagao da mecanica quantica e da teoria da
informagao e um bom tempo apds o surgimento da computacao digital em larga escala
que finalmente percebeu-se que a fisica quantica poderia atuar sensivelmente sobre o
processamento de informagao e a computacao digital. O inicio da teoria da informacao
quantica pode ser atribuido a Von Neumann, que, vinte anos antes de Shannon, introduziu
a nocao de entropia quantica através de um operador densidade.

Esta area da mecanica quantica lida com conceitos relacionados a estados
quéanticos, canais, medidas e entropia, e o teletransporte (ou teleporte) quantico é sem
davida uma das linhas de pesquisa mais relevantes. Basicamente, o teleporte quantico é
um processo em que uma determinada informacao relacionada a um estado quantico é
transmitida de um ponto a outro. Para isso, é necessario que exista um aparato de medidas
disponivel para o emissor (Alice) e que o receptor (Bob) consiga reconstruir o estado
original ao fim do processo. Durante algum tempo, acreditou-se que o teleporte seria uma
mera conjectura ja que existem observéaveis que nao comutam e portanto nao podem ser
medidos simultaneamente em uma tnica copia de um estado quantico. Bennett, Brassard,
Crepeau, Jozsa, Peres, and Wootters (Bennett et al., 1993) demonstraram a viabilidade
do teleporte utilizando um canal constituido de um par emaranhado semelhante a um
estado da base de Bell. A idéia bésica por tras do processo é a codificacao e a divisao
da informacao em duas partes, uma quéntica e outra classica, enviadas separadamente
por um canal quantico (o par emaranhado) e outro classico, respectivamente. Este tltimo
nada mais é do que um meio de comunicagao comum (como e-mail, telefone, etc;) pelo
qual emissor e receptor podem intercambiar informacoes. Quanto ao par emaranhado,
existe um problema associado a sua estrutura devido ao fato de o canal ser quantico: a
decoeréncia. Quando ela ocorre, o emaranhamento é gradativamente destruido. Em vista
disso, priorizamos neste trabalho o uso de estados parcialmente emaranhados, uma vez
que simulam estados reais de forma mais eficaz. Nosso principal objetivo foi a utilizacao

destes estados na construgao de novos mecanismos de teleporte quantico.
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1.1 Consideracoes Preliminares

O emaranhamento de sistemas quanticos desempenha um papel central na
discussao de correlagoes nao locais (Einstein et al., 1935) e ¢ um dos ingredientes fun-
damentais para o bom funcionamento de alguns algoritmos em computacao quantica
(Shor, 1996; Grover, 1996) e também para a implementacao de protocolos de comuni-
cagdo quéntica, tais como criptografia quantica (Ekert, 1991; Tittel et al., 1998) tele-
transporte (Bennett et al.; 1993) e codificagdo superdensa (Bennett and Wiesner, 1992;
Braunstein and Kimble, 2000). Junto com a computagdo e a comunicagdo quanticas, o
emaranhamento quantico passou a ser um assunto muito investigado (Nielsen and Chuang,
2004; Braunstein and van Loock, 2005 e Dirk et al., 2000) no final da década de 1990 e
inicio do século X X1, dando origem a teoria de informacao quéntica, uma nova area
multidisciplinar envolvendo fisicos, quimicos, mateméticos e cientistas da computagcao.

Neste trabalho, priorizamos a reformulagao de procedimentos conhecidos
(relacionados a teleporte quantico) e a idealiza¢do de novos protocolos de teletransporte,
visando sempre superar ou igualar a eficiéncia de métodos que ja operam em disposi-
tivos préticos e de outros que ainda nao foram implementados no mercado. Para isso,
direcionamos nosso foco para a anélise do grau de emaranhamento (entanglement) dos
estados envolvidos nestes procedimentos, visando obter resultados cada vez melhores para

a probabilidade de sucesso no envio de informacao quantica dos métodos propostos.

1.2 Objetivos

Temos dois objetivos centrais:

(1) Descobrir novos protocolos e tarefas informacionais quanticos onde estados parcial-

mente emaranhados possam ser empregados em sua execugao.

(2) Superar a eficiéncia de protocolos conhecidos e analisar a viabilidade de substitui-
los por aqueles que apresentaremos neste trabalho. Dessa forma introduziremos nao
somente novos resultados como também mecanismos e arranjos que podem ser em-

pregados como alternativas aos protocolos de teleporte ja existentes.

1.3 Contribuicoes

Ao redigir esta dissertacao, acrescentamos as seguintes contribuicoes:

(1) O melhor cenério em Rigolin, 2009 representava o método mais eficiente de tele-
porte multiplo de um qubit com canais parcialmente emaranhados dispostos em
série, onde o receptor (Bob) compartilhava um canal com o emissor (Alice) e man-

tinha os restantes em sua posse. Conseguimos aperfeicoar este protocolo ao corrigir
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estados imperfeitos gerados em qualquer etapa de teleporte e demonstramos que a
probabilidade total de sucesso tende ao limite maximo permitido para teleportes de

um qubit em série.

(2) Quando os canais intermediarios ndo estao em posse do emissor e nem do receptor,
o melhor resultado para a transmissao de um qubit através de uma cadeia de pares
emaranhados dispostos em série estd em Perseguers et al., 2008 e ocorre quando
h& uma seqiiencia de destilagao entre estes pares. Construimos um protocolo de
teleporte multiplo que atinge a mesma eficiéncia, e, portanto, este ultimo pode ser

empregado para substituir o primeiro.

(3) Finalmente, apresentamos nos capitulos 5 e 6 configuragoes alternativas que atingem

a mesma eficiéncia dos protocolos restantes discutidos no capitulo 4.

1.4 Organizacao do Trabalho

O trabalho pode ser dividido em quatro etapas.

A primeira etapa é representada pelo capitulo 2 e consiste da formulacao
tedrica de todos os conceitos necessarios para a compreensao desta dissertacao.

Na segunda etapa, concentramos nossa anélise explicando o funcionamento
de protocolos que envolvem canais perfeitamente emaranhados e parcialmente emara-
nhados. No capitulo 3 apresentaremos o teleporte quantico original seguindo a mesma
estrutura do artigo que deu origem a este tema, e no capitulo 4 abordaremos canais par-
cialmente emaranhados explicando detalhadamente as fontes mais relevantes para este
trabalho. Com isso, terminamos a segunda etapa.

Para a etapa seguinte, dividimos nossos resultados em dois capitulos. No ca-
pitulo 5 falaremos sobre teleportes que envolvem um tnico qubit, e no capitulo 6 encerra-
remos a terceira etapa estendendo estes conceitos ao construir protocolos que transmitam
dois qubits.

No capitulo 7 concluiremos a quarta e tltima etapa reunindo os principais

resultados obtidos e discutindo a relevancia dos protocolos mais eficientes.
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Capitulo 2
Fundamentos

Este capitulo apresenta os conceitos fundamentais para a compreensao de
todo o trabalho (Nielsen and Chuang, 2004; Benenti et al., 2007; Mermin, 2007). Na pri-
meira parte, introduziremos as ferramentas matematicas necessarias para a anélise dos
postulados da mecéanica quantica, dentre estas uma revisao de algebra linear e a notagao
de "bra'"e "ket". Na seqiiencia falaremos de alguns tépicos mais especificos no ramo da
informacao quantica, como as diferentes notagoes para o produto tensorial e o conceito de
fidelidade. De posse destas informagoes, estaremos aptos a discorrer sobre os protocolos

bésicos de transmissao de informacao quantica nos capitulos seguintes.

2.1 Vetores

Iniciaremos esta secao revisando conceitos basicos relativos a vetores, que
serao representados segundo a notagao introduzida por Dirac. Para cada vetor existe uma
representagao simbolica |.) conhecida como "ket"e um vetor associado (.| chamado de
"bra", sendo este ultimo a representacao das componentes do primeiro vetor no espago
conhecido como dual.

Sejam dois vetores |a) = (ay,...,a,) e |b) = (by,...,b,). Se |¢) = |a) + |b),

entao
Exemplo:

la) = (2,4,6,8), |b) =(1,3,5,7).
Entao:cy =3,c0 =7,c3 =11,¢c4 = 15.

Logo, |¢) = (3,7,11,15). (2.2)
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Propriedades aditivas:

@) +[b) = [b) + |a);
@) +(10) +[€)) = (la) +[6)) + |e).

(2.3)
Propriedades multiplicativas:
Sejam dois niimeros complexos quaisquer, m e n. Entao:
m(|a) + b)) = m|a) + m|b);
(m +n)|a) = mla) + n|a);
(mn)|a) = m(n|a)).
(2.4)
Independéncia linear:
Um conjunto de vetores |u1), |ua), |ug),..., |u,) forma uma base linearmente
independente quando a equagao
my|ur) + meo|ug) + mslus) + ... + my|u,) =0
(2.5)

é satisfeita se e somente se m; =0, (i = 1,...,n), para qualquer ntimero complexo m;.

Exemplo: para os vetores |u;) = (1,0,0, ), |uz) = (0,—1,0) e |uz) = (0,0,7),

a equagao

ml’u1> + m2’u2> + m3’u3> =0= m1(17 07 O) + m2(07 _17 O) + m3(07 07 Z) = (07 07 O) =
= (ml, —Mma, ’lm3> = (O, 0, 0) (26)

s6 possui a solugdo my; = my = mg = 0. Portanto, |u;), |ug) e |us) sdo linearmente inde-

pendentes.
Produto escalar:

Para dois vetores quaisquer |a) = (ay, ..., a,) € |b) = (b1, ..., b,), definimos o
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produto escalar como

(a|b) = ajby + a3bs + aibs + ... + ayb, = Z a’by;
i=1

(2.7)

onde (a| é chamado de vetor dual de |a) e cada componente de (a| = (af, ....a%) é o com-

plexo conjugado das componentes correspondentes de |a). Disso segue que (Benenti et al.,
2007):

(alb) = (bla)*;
{almb) = m(alb); (malb) =m*(alb);
(al(m|b) + nlc)) = m{alb) +nlalc);  ({ma| + (nb])|c) = m*(alb) + n*{alc);
(ala) =055 (b]b) = 0;
[{alb)|* < (ala)(b]b);
(2.8)

para dois nameros complexos quaisquer m e n. A ultima propriedade é conhecida como

desigualdade de Cauchy-Schwarz. Alguns exemplos:

la) = (2+14,4,6), |b)=(1,3 z)
Entao : (a| = (2 —14,4,6), (b] =(1,3,—1).
(ala) = (4+ 1)+ (16) + (36) =57, (b]b) = (1) + (9) + (1) =11, (ala)(b|b) = 627.
(alb) = (2 — 1) 4 (12) 4 (6i) = 14 + 5i, [{a|p)|> = (14)> + (5)> = 221 < 627.
(2.9)

Normalizacgao:

Adotaremos como convencgao trabalhar com os vetores em sua forma nor-
malizada, pois sempre nos deparamos com situagoes que exigem esta condi¢ao, como na
definicao da base de um espago vetorial ou para satisfazer os postulados da mecéanica
quéantica, sobre os quais falaremos na proxima secao. As situagoes em que mostrarmos ve-
tores nao-normalizados pertencerao a casos especiais nos quais a normalizacao foi omitida
apenas para fins de clareza nas explicagoes.

Para um vetor qualquer |v) = (vy,....v,,) em um espago de dimensao n,

podemos normaliza-lo através da seguinte expressao:

[0 :ZLEZ, (2.10)
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onde |v| = /(v]v) = /DI, [vi]? ¢ 0 médulo (ou norma) de |v).
Voltando ao exemplo anterior:
la) = (2+1,4,6), (ala) = 57. O vetor normalizado |a’) sera

(2+1,4,6). (2.11)
Ortogonalidade:

Dois vetores |a) = (ay, ..., ay) e |b) = (b1, ..., b,) sdo ortogonais se

n

{alb) = Zafbi = 0.

i=1
(2.12)
Exemplo: os vetores |a) = (1,0, —1) e |b) = (1,0, 1) sao ortogonais.
{alb) = (1) +(0) + (1) = 0.
(2.13)
Ortonormalidade:
Um conjunto de vetores |uq), |us), |us),..., |u,) forma uma base ortonormal
quando
(uiluj) =0 se i # 7, (uiluj) =1 se i =j; ou seja:

onde d;; ¢ a delta de Kronecker.
Exemplo: para um espago de dimensao 2, os vetores |a) = (1,0) e |b) = (0,1)

formam uma base ortonormal:

(alay =1, BBy =1, (alb) = (bla) = 0.
(2.15)

Para construir um espaco vetorial de dimensao n, precisamos de uma base
com n vetores |uq), |us), |ug),..., |un) que satisfaca a condigao acima. Este conjunto de
vetores nao é tnico - de fato, existem infinitos - e cada um origina uma base especifica.

Uma vez escolhida a base, podemos expandir um vetor |v) de dimensao n em termos dos
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vetores desta base através da relagao

o) = ),
- (2.16)

na qual, devido a condicao de ortonormalidade (u;|u;) = d;;, os coeficientes C}* sdo dados

por
Gt = (ui|v), (2.17)

também conhecidos como amplitudes de probabilidade (veja a se¢ao 2.4.1).
Uma propriedade que merece destaque ¢ a da Relagcao de Completeza.
Na proxima secao definiremos o conceito de operadores, mas podemos introduzi-lo através

deste exemplo. Seja |v) um vetor de dimensao n e seja o operador

Z |ug) (uil, (2.18)

onde os vetores |u;) sao estados de uma base com a mesma dimensao de |v). Se aplicarmos

este operador sobre o vetor |v), veremos que:

n

(Z |ui><ui|> [0) = Z [ui(uilo) = Y {uifv)us) = Z Cilui) = [v), (2.19)

=1

e, portanto,

> fus)(ui = 1. (2.20)
i=1
A Relagao de Completeza é valida independentemente da base de estados escolhida.

Produto Tensorial:

Todas as relagoes vistas até o momento abordaram propriedades de vetores
que residiam em um mesmo espago vetorial, e, logicamente, possuiam a mesma dimensao.
Mas o que ocorre se precisarmos analisar vetores em espacos distintos e com dimensoes
que nao sejam necessariamente as mesmas? Nesta situacao, recorremos ao uso do produto
tensorial, que conecta os espagos vetoriais relacionados aos diferentes sistemas e une-os
em apenas um, denominado sistema composto. O produto tensorial mantém algumas das
propriedades e conceitos vistos em sistemas simples, como veremos a seguir.

Sejam |v1) um vetor que reside em um espago vetorial H; de dimensao Nj e
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|vg) um vetor que reside em um espago vetorial Hy de dimensao Ns. Se nosso sistema for
composto e estivermos analisando os dois vetores simultaneamente, entao ele pertence ao
espaco H = H; ® H, e sua dimensao sera N = N; x N, onde as seguintes propriedades
sao validas (Benenti et al., 2007):

m(|vy) ® [v2)) = (mfv1)) @ [vz) = |v1) @ (M]v2));
(lv1) + lar)) @ [v2) = |v1) & |v2) + a1) & |va);
[v1) @ (|b2) + [v2)) = |v1) @ |b2) + [v1) @ |v2);
(2.21)

para qualquer escalar complexo m onde |a;) € Hy e |bg) € Ho.

Exemplo: Sejam Ny =1, Ny = 3, |v1) = |ug) e |vg) = \/Lg(|w1> + |wa) + |ws)).

Se |v) = |v1) ® |vg), entdo

1
[v) = |v1) ® |vg) = %(\Uﬁ ® wi) + ur) @ |wg) + |ur) @ [ws)). (2.22)
Se |ga) = Y02y 2omh Dig(lus) @ [wi)) e lgn) = S0 S0 Ejullug) @ Juwy))

para coeficientes Complexos DM e Ej; e algum conjunto de estados de base |u;) em H; e

|wg) em Hs, o produto escalar entre |g,) e |gp) ¢

N2 Ny

ga|gb Z Z D Ej,l;

kJl=11,j=1

(2.23)
visto que (u;|u;) = 6;; € (w|wy) = 0k -

Exemplo: Consideremos agora |g,) ¢ |g») dois vetores que residem no espago
H = H,®Hp, com |gs) = 5 (Ju1) ® [wi) +[uz) ® [ws)) e [go) = T5(|ur) @[w1) — |ua) @ [ws)).

O produto escalar entre ambos ¢é

(galgn) = (%)(U1|U1>< 1|wr) — (%)<U1’U2><w1|w2> + (%)<U2|U1><w2|w1> - (%)<U2|U2><w2|w2>
= (3)(1)(1) = (5)(0)(0) + (5)(0)(0) = (5)(1)(1) =0,
(2.24)

e, dessa forma, |g,) e |gy) sdo ortogonais.
A proxima secao apresentard os conceitos relacionados a operadores, e re-

tornaremos as propriedades do produto tensorial na secao 2.3.
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2.2 Operadores

Seja |v) um vetor que reside em um espago vetorial de dimensdao N. Um
operador O é uma transformacio que atua em |v) e substitui-o por outro vetor pertencente
a este espaco, O(|v)) = |u), |u) € N.

Os operadores podem ser classificados como lineares ou nao-lineares. Um

operador é dito linear quando satisfaz as propriedades

O(m|a)) = mOla);
O(la) + b)) = Ola) + O|b);
(01 + Osa)) = O1]a) + Osla); (2.25)

para um nimero complexo qualquer m e dois operadores independentes Oy e O.

Projetores:

O produto entre um vetor qualquer |u) na forma "ket"e seu dual "bra"também
¢ um operador, que pertence a uma classe especial chamada de projetores represen-
tados por P. A acao de P, sobre um vetor |v) gera outro proporcional a |u), pois
P,([v) = |u)(ul(|v) = (u|v)|u). O coeficiente (u|v) é chamado de projecio de |v) so-
bre |u).

A relagao de completeza apresentada na Eq. (2.18) pode ser associada a um

operador linear. Veja que

Z i) (wslv) = |v), (2.26)

e, portanto, sua agao sobre qualquer vetor é equivalente & operacao identidade I, man-

tendo o vetor inalterado apés a transformacao.
Comutadores e AntiComutadores:

A relagao de comutacao também pode ser associada ao conceito de opera-

dores. Sejam O,, O, e O, trés operadores quaisquer. Um comutador ¢ definido como

04, 0y] = 0,0, — 0,0, (2.27)
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(2.28)
Ja o anti-comutador é definido como
{04, 04} = 0,0, + 0,0,. (2.29)

Dizemos que Oa e Ob comutam se Oaéb = Obéa e anticomutam se Oaéb =
—0,0,, mas, como observaremos nos proximos capitulos, geralmente os operadores quanti-
cos nao obedecem & estas condigoes. Quando isso ocorre, no entanto, surgem propriedades
interessantes como a reversibilidade nas operagoes logicas (se¢ao 2.7) e a possibilidade de

realizar medidas sem afetarmos o estado quantico em questao (segao 2.4).
Autovalores e Autovetores:

Quando um operador O atua sobre um vetor |a) e o vetor gerado é propor-
cional a |a), dizemos que este é um autovetor de O com autovalor s,, também conhecido

como coeficiente de proporcionalidade. A operacao é descrita por
Ola) = s4la). (2.30)

Um operador que reside em um espago vetorial de dimensao n possui no
méaximo n autovalores distintos. Quando os autovalores sao iguais, dizemos que estes sao
degenerados. Existem algumas técnicas para calcular os autovalores, sendo a mais comum
através de determinantes, que mostraremos na se¢ao seguinte. Também veremos que um
operador pode ser representado através de vetores pertencentes a um conjunto de estados
de base, desde que se conhega a relacao entre estes vetores e o operador em questao. Nas

secoes 2.3 e 2.4.2 retornaremos a discussao destas propriedades.
Operadores Hermitianos:

Na secao 2.4.2 mostraremos que as medidas de um parametro observavel
sao associadas a operadores conhecidos como hermitianos. Por enquanto, vamos nos con-
centrar apenas em sua definicao. Para qualquer operador O, existe um operador corres-

pondente O tal que
(b|Oa) = (aOT|b), (2.31)

onde OT & chamado de operador auto-adjunto ou hermitiano conjugado de O.Um operador

O ¢ hermitiano se O = O,
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Para dois operadores O; e Oy quaisquer, temos que (Benenti et al., 2007)

(0)' = 0;
(Ol + Oz)T = OA; + OM{ = OM{ + OA;,

(0:10)1 = OLO;

(2.32)
e, para dois vetores quaisquer |a) e |b),
)t = (al, (a|' = |a);
(la) ()" = [b)(al;
10a)" = (aO1].

(2.33)

Um caso particular de operadores hermitianos ocorre quando estes sao uni-

tarios. Um operador U é dito unitario se
Ut =UU = 1. (2.34)

Na definicao acima podemos inferir que UT = U~!, onde U~! é o operador
inverso de U. Uma propriedade importante reside no fato de que a acao de U sobre dois

vetores quaisquer nio altera o produto escalar entre os mesmos, pois se |a') = Ula) e
) = Ulb),

(a'|b) = (aUUb) = (a|b) = (al0); (2.35)

e, conseqiientemente, a norma entre os vetores também permanece inalterada. Isso inde-
pende do tipo de transformacao unitaria e dos parametros envolvidos. Exploraremos esta
propriedade na segao 2.4.2 ao analisarmos a evolucao de estados quanticos no tempo e
a acao de operadores de medidas sobre estes estados, enquanto outras propriedades rele-

vantes sao discutidas ao longo do capitulo.
Produto Tensorial:

No final da secao 2.1 introduzimos a nocao de produto tensorial, e apresen-
tamos as propriedades relacionadas a vetores que residiam em espagos independentes H;
(com dimensao Nj) e Hy (com dimensao Ni). Agora, mostraremos como se comportam
os operadores que atuam em um sistema composto no espaco H = H; ® Hs.

Se {01, |u,)} € Hy e {Os, |wy,)} € Hy, onde Oy e O, sao operadores lineares
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e |u;) e |wy) estados de base, a agao destes operadores em um estado composto como

|ga) = ffil 25\7211 D; i (Ju;) ® |wg)) é expressa por

No Ni

(01 ® 02)lga) =YY Din(O1]u;) @ Oafuy)), (2.36)

k=1 i=1

onde cada operador atua separadamente no estado de base que pertence ao seu espaco
vetorial. Na proxima se¢ao, mostraremos como representar vetores e operadores através

de matrizes e retornaremos novamente as propriedades do produto tensorial.

2.3 Representacao Matricial

Até agora, apresentamos vetores e operadores como objetos com proprieda-
des bem definidas e mostramos como se comportam suas componentes quando submetidas
a operacgoes algébricas. Nesta se¢ao, mostraremos que é possivel associar a estes conceitos
uma representagao matricial.

Consideremos novamente as definicoes de vetores que estabelecemos no ini-
cio da secao 2.1. Cada vetor de dimensao n que chamamos de "ket"sera representado
por uma matriz coluna e seu dual "bra'"sera descrito por uma matriz linha, todos com

dimensao n. Assim, para um vetor qualquer |a) = (ay, ..., a,), podemos descrevé-lo como

a1
a2
‘a> = as )
an
e seu vetor dual como
_ * * * *
=] ai a3 a3 ey ]

E facil verificar que todas as propriedades descritas na secao 2.1 obedecem
a definicao acima. Para exemplificar, vamos calcular o produto escalar entre dois vetores

quaisquer |a) = (ay,...,a,) € |b) = (b1, ..., by,),

o
b "
oy = [ at, ag a5, o oag || bs | = lafby+ azbo + a3b + ot alba] = [Zafbi]’
. =1
by,
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(2.37)

que concorda com a definicao 2.7.
Por sua vez, os operadores sao representados por matrizes quadradas. Um

operador O que atua sobre um vetor cuja dimensao é n possui n x n = n? elementos,

O11 O12 ... Oy
~ 02 1 OQ 2 ... 02 n
o= =

A ~

Onl On,2 Onn

) )

,

Para representar um operador em uma matriz é necessario escolher um
conjunto de vetores pertencente a alguma base especifica, pois para cada base ha uma
representacao tnica. Uma vez escolhido o conjunto, cada elemento na linha ¢ e coluna j
da matriz sera determinado pela expressio O;; = (u;|Ou;), onde |uy), |ug), [us),-.., |un)
sao os vetores que formam a base.

Quando falamos sobre os auto-vetores de um operador, vimos que a estes
vetores havia um autovalor associado. Se reescrevermos a Eq. (2.30) na representagao

matricial,

~ ~ ~ aq aq
01 1 01’2 Ol,n
A~ A A a2 (I2
~ 02’1 0272 Ogm
Ola) = sela) = | =~ = ag | =s, | a3 |, (2.38)
On,l On,2 On,n
a’rb an
obtemos o autovalor s, resolvendo a expressao
01,1 — Sa 01,2 Ol,n
Ogl OQQ_SCL Ogn
det h T ) B =0. (2.39)
On 1 On 2 On,n — Sq

) )

Como afirmamos na secao 2.2, para cada autoestado h&d um autovalor cor-
respondente, e nada impede que autoestados distintos possuam o mesmo autovalor. Na
secao 2.4.2, mostraremos que esta caracteristica é conhecida como degenerescéncia e estéa
intimamente ligada aos postulados da Mecanica Quéntica.

Um operador também pode ser representado através de projetores. Se a
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cada elemento O; ; da matriz associarmos o projetor |u;){u,|, O sera descrito por
n n
0 =23 Ouglus) (i, (2.40)
j=1 i=1

cuja expressao ¢ denominada decomposicao espectral. Se a matriz que representa o ope-

rador for diagonal,

Oi1n 0 .. 0
0 Oy ... 0
A (2.41)
0 0 .. O

sua decomposicao espectral serd fungao apenas de seus autovalores;
n
i=1

onde cada |u;) é autoestado de O com autovalor s, .

A 1
Exemplo: sejam O = 0 1 ] . Entao:
A 1 — s, 0
det(O — s,,1) = 0 = S =0, (2.43)
0 —1 — sy,
que tem como solucoes s,, = +1 e s,, = —1. Resolvendo a equacao

[;—01]<y>:<y> (2.44)

1 0 .
encontramos |u;) = ( 0 ) para s,, = +1 e |ug) = ( ) ) para s,, = —1. Como O ¢ dia-

gonal, sua decomposicao espectral é expressa em termos de seus autovalores e autovetores,

ou seja,

~

O = (+1)[ur)(ur| + (=1)|uz)(ual. (2.45)
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Operador Inverso:

Um operador inverso O~! ¢ aquele que satisfaz a relacao

~

00 =0"0=1. (2.46)

A condicao necessaria para que O~ ! exista e satisfaca a relacao acima é
det O # 0 para qualquer matriz que represente o operador O. Veremos na se¢ao 2.7 que
os operadores inversos estao intrinsecamente ligados as portas logicas de circuitos quan-

ticos.
Produto Tensorial:

Ja vimos como aplicar o produto tensorial a vetores (segao 2.1) e operadores
(sec@o 2.2). Neste topico, veremos como representi-lo em uma estrutura matricial.
Para dois operadores lineares quaisquer O, € Hie Oy € H,, o produto

N

O = O; ® O, assume a forma matricial de (Benenti et al., 2007)

<U1|01U1>(O2) <U1|01U2>(O2) <U1|01UN1>(O2)
Og 02

(wlOur)(02)  (alOra)(O2) . (walOyuni)(O2) | (2.47)

(un, |O1u1 ) (O3)  {un, |O1u)(O2) ... (un,[Orun, )(O2)
cujos estados de base sdo resultantes do produto tensorial |u;) ® |wg), onde |u;) € Hy e
|wg) € Hy. Assim, se Hy possui dimensao N; e Hy dimensao N, a matriz que representa
O possuird N = N; x N, estados de base e N? elementos.

O produto tensorial entre vetores também possui uma forma matricial. Se
|lv1) € Hy e |vg) € Hy s@o dois vetores quaisquer, com |vy) = vazll Cu,lui) e |vg) =

N2 Da, |wy), entdo o produto [v) = |v,) @ |vs) é representado por
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’LLNl

Dy,

que apresenta uma coluna e N = Nj X Ny elementos. Quando estudarmos estados quéanticos
que residem em diferentes sistemas, faremos uso freqiiente do produto tensorial. Veremos
este assunto com detalhes nas segoes 2.4 e 2.7.

1 0 A 10 1
) 0, = ) =

Exemplo: seja O, =

Entio O = O, @ Oy =

A ) A A (1) 10 (0) 10 10 0
_ <UI|C?IUI>(OA2) <UI‘OAIU/2>(OA2) _ 01 01 _ 01 0
(ua]Orun)(O2)  (u2|O1u2)(O2) (0) (1) (1) (-1) (1) (1) 8 g —01 °’
(2.48)
e Ju) = fu) ® |ug) =
0 0
! 1 1
_ _ (2.49)
0 0 0
1 0
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Operadores Hermitianos:

Na secao anterior, definimos o operador hermitiano através da relagao
<a]Ob> = (a@”b). (2.50)

Se transcrevermos esta expressao para a algebra matricial, veremos que é
possivel construir a matriz do operador auto-adjunto de forma bem simples. Observe que
(aOt|b) = ((b|Ota))". Logo, se o operador O for representado na base |us), |us), |us),...,
|u,), os elementos da matriz hermitiana podem ser encontrados a partir dos constituintes

da matriz do operador O, como revela a expressao

(wi|Ouy) = (w,0'uy) = (wi|Ouy) = ((u;|0%w))* = Oiy = (OF,)" = (0i)" = O]

Jt

(2.51)

Desse modo, cada termo na forma O]T-i da matriz hermitiana corresponde
ao conjugado do elemento O; ; na matriz do operador O. Sendo assim, podemos afirmar

que
ot = (07)". (2.52)

Dissemos na secao 2.2 que um operador é hermitiano quando O = O,
Neste caso, O e O devem possuir os mesmo elementos na diagonal principal e estes sao
nimeros reais, ja que O;; = (OF;)* = O;; = O;;. Mas Olu;) = sy, |u;). Logo, (w;0u;) =
Su; (uilu;), e, como o produto escalar (u;|u;) é sempre real, os autovalores s,, de um
operador hermitiano também sao reais.

Para os operadores unitarios, uma outra propriedade envolvendo autovalores
é satisfeita. Vimos na se¢ao 2.2 que o produto escalar entre dois vetores nao é afetado
pela acao de U. Logo, se analisarmos esta propriedade para um autoestado deste operador,
veremos que

(uiluz) = (w0 Ows) = (wil (su,)" (s4,) *uilui). (2.53)

ul) = ‘Sui

Como (uj|uy) = (uilug), |su.|* = 1 e os autovalores possuem modulo unitério.

H& uma classe especial de operadores unitarios que constitui uma ferra-
menta vital para a corregao de qubits (os quais definiremos na se¢do seguinte) durante
a transmissao de informagao quéntica: as matrizes de Pauli. Estas matrizes representam
transformacoes unitarias que atuam linearmente sobre os qubits, corrigindo-os localmente.
Junto com a matriz identidade I, formam uma base completa para a representacao de qual-

quer matriz de dimensao 2 X 2, e sao representadas por o, 0, 0.. Por ora, apresentaremos
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apenas algumas propriedades destes operadores. As trés matrizes de Pauli sao

0 1 0 —1 1 0
Og = y Oy = . , 02 = .
1 0 1 0 0 -1

Se pensarmos em uma analogia com a condigao para que um conjunto de

vetores seja linearmente independente, veremos que a(o,) + b(oy) + ¢(o,) + d(I) =0 =
0 a 0 —ib c 0 d 0 00 00
+ + + = = =
[a 0] |"Lb 0] [O—C] [0 d] [0 0‘| [0 O]

(2.54)
sO é satisfeita se a = b = ¢ = d = 0. Portanto, as trés matrizes de Pauli sao linearmente

c+d a—1b
a+ib —c+d

independentes e ao lado da matriz identidade podem ser utilizadas para representar qual-
quer matriz 2 X 2, da mesma maneira que um conjunto de vetores L.I. pode ser utilizado
para representar qualquer vetor (contanto que todos residam no mesmo espago de Hilbert).

Outras relagoes satisfeitas por essas matrizes:

T Y z
0p0y = —0y0y = 105
Oy0, = —0,0y = 104;
0,0, = —0,0, = 10y;
(2.55)
que podem ser reduzidas a
ot =1, 040] = €pmio, parak #1#m; (2.56)
sendo €, 0 simbolo de Levi-Civita onde €xp, = €kt = €mk = 1, €kmi = €lkm = Emie = —1

e €um = 0 quando dois ou mais indices forem iguais.

Repare que as matrizes de Pauli sao hermitianas e possuem +1 e —1 como
autovalores, comprovando sua unitariedade, e, além disso, possuem a propriedade de serem
anticomutativas, conceito que retomaremos na préoxima se¢ao. Voltaremos as propriedades

das matrizes de Pauli na secao 2.7.
Comutadores e AntiComutadores:
Outra caracteristica que reforca a associacao entre operadores na mecanica

quantica e sua representagao matricial deve-se ao fato de que geralmente duas matrizes

aleatorias nao obedecem & comutatividade e a anti-comutatividade. Para verificar esta
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afirmagao, basta efetuar os produtos M, M, e M,M, para duas matrizes M, e M, quais-
quer e conferir o resultado. Quando dois operadores comutam, é possivel encontrar uma
base cujos estados sejam autoestados de ambos os operadores (se os autovalores nao fo-
rem degenerados), e, neste caso, podemos representar estes operadores como matrizes em
funcao da mesma base de estados.

Na secao seguinte falaremos sobre o Principio da Incerteza, e as relacoes
de comutatividade serao essenciais para entendermos os conceitos que serao introduzidos

neste topico.

2.4 Os Postulados da Mecanica Quantica

2.4.1 Postulado I (Benenti et al., 2007)

O estado S de um sistema fisico € completamente descrito por um vetor
unitdrio |W) que reside no espago de Hilbert Hy associado ao sistema. Este vetor é conhe-
cido como vetor de estado ou funcao de onda, cuja evolu¢do temporal € governada pela

equacao de Schrodinger,
L d
th—¥(2)) = H|Y(t)), (2.57)

onde H é um operador auto-adjunto conhecido como Hamiltoniano do sistema e h =
h/2m, sendo h a constante conhecida como constante de Planck cujo valor determinado
experimentalmente € de h ~ 6,626 x 10734J.s.

Como a Eq. (2.57) é uma equagao diferencial linear de primeira ordem,
qualquer combinagao linear de solucoes particulares também é uma solucao. Isso indica
que H pode ser associado a um operador linear que atua sobre um vetor de estado |¥),
e, de fato, todas as representacoes e propriedades vistas para vetores e operadores nas
secoes 2.1, 2.2 e 2.3 sao compativeis com a Eq. de Schrodinger e suas solugoes. O uso de
matrizes para descrever estes objetos foi introduzido pela primeira vez por Heisenberg e
sua proposta ficou conhecida como mecanica matricial. No inicio, esta abordagem para
a mecanica quantica gerava inconsisténcias com a visao na época decorrente da formula-
¢ao de Schrodinger; mas, alguns anos depois, foi demonstrado que ambas explicavam os
mesmos fendémenos e eram equivalentes.

A natureza da funcgao de onda é definida pelo espaco de Hilbert, que pode
ser discreto ou continuo. Para o primeiro caso, | V) possui dimenséo finita e o ntumero de
coordenadas que o define ¢é limitado, e, dessa forma, podemos associar a fun¢ao de onda
as mesmas propriedades vistas para vetores na secao 2.1. Para o segundo, entretanto,
|W) é visto como uma fungdo continua de parametros especificos (como as coordenadas

de posigao x, y, z) e o espago de Hilbert assume dimensao infinita. O foco do presente
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trabalho esta no primeiro caso, e, portanto, em sistemas com dimensao finita e coordenadas
bem definidas. Deste ponto em diante, assumimos que nosso espaco de Hilbert H, é sempre
limitado. Vejamos agora como determinar a fung¢ao de onda com estas restri¢oes.

Todo sistema quantico é governado por uma dinamica intrinseca que dita

seu comportamento ao longo do tempo através da relagao (Benenti et al., 2007)
(W(t)) = Ul(t, to)[¥(to)), (2.58)

onde |U(ty)) é o estado do sistema em algum instante tq e U(t, ty) ¢ chamado de operador
de evolugao. O cenéario mais simples ocorre quando o sistema é estacionario: |¥(¢)) o
|W(to)) e U(t,to) o I. Para outros tipos de dindmica, ¢ preciso conhecer U (t,ty) a fim de
prever a forma de |¥(¢)). Quando o Hamiltoniano for independente do tempo, a solucao
da Eq. (2.57) é

[e.9]

i 1 i "
U(t)) = el n =] g (1)) = — == (t—to)| H" | T(t 2.59
() () = | 35 7|~ (W), (259)
sendo U(t,ty) = e[=# =0 H] Para determinar |W(t)) quando H for dependente do tempo
¢é necessario recorrer a outras técnicas, e uma delas consiste em obter aproximacoes da
matriz H através de métodos semelhantes a expansao de uma funcao em série de Taylor.
O préximo postulado relaciona os coeficientes do estado quéantico que representa o sistema

as probabilidades de obter resultados para uma determinada medida.

2.4.2 Postulado II (Benenti et al., 2007)

Associa-se a cada observdvel O um operador auto-adjunto O que reside em
um espaco de Hilbert Hy. Se uma medida de O for realizada sobre um sistema, os unicos

resultados possiveis sao os autovalores do operador O,

onde |uy), |us), |us),...€ uma base ortonormal de autoestados de O. Se o vetor de estado

do sistema for expandido sobre esta base,
() =D Cu(t)]us), (2.61)

a probabilidade de a medida do observdvel O em um instante t ser s,, € dada por

prob(s = sy, |t) = [{w| T (1)) " = |C,, (1) (2.62)

O coeficiente Cy,(t) é chamado de amplitude de probabilidade, e a unitarie-
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dade de | V) imposta pelo Postulado I agora pode ser compreendida. Repare que a probabi-
lidade para cada resultado possivel das medidas de O esté relacionada ao coeficiente Cy, (1),

e, se considerarmos todas as possibilidades de medida, a soma de todas as probabilidades

t) = [wl¥@)* = |Cu ()],

deve ser necessariamente igual a um. Como prob(s = s,,

entao a condigao
19()] = Z Cu (O = (2.63)

é necessaria. Logo, se |U(t)) representa o estado de um sistema, ele é obrigatoriamente
unitéario.

Os observaveis quanticos representados por operadores sao analogos as va-
riaveis dinamicas classicas, como posicao, energia, momentos linear e angular, dentre ou-
tros. Ha, porém, observaveis quanticos que nao possuem anélogos classicos, como é o caso
do operador de spin S, sendo este um dos fatores que contribuem para que a mecéanica
quantica fornega uma descricao mais completa da natureza do que a mecéanica cléssica. Os
operadores nao devem ser confundidos com parametros intrinsecos do sistema observado,
como a carga elétrica e a massa de seus constituintes, que, em situagoes nao-relativisticas,
sao independentes do referencial de observagao.

Vimos na se¢ao anterior que se o Hamiltoniano for independente do tempo
a solucao para |¥(t)) na Eq. (2.57) é a Eq. (2.59) em que |U(t)) = elm =] - Como
o Postulado II afirma que os possiveis resultados da medida de um operador sao seus
autovalores, podemos expressar |¥U(t)) em termos dos autoestados de H e simplificar a
expressao (2.59). Os autoestados e os autovalores de H sao representados respectivamente
por |n) e E,, onde n é um parametro que define a energia F,, do sistema. Dizemos entao

que
H|n) = E,|n), n € N, (2.64)

e, por, conseguinte,

Apos expandir [U(t)) = > C,(t)|n) e submeter este estado & acdo do operador H,

observamos que

W(8)) = el g g,)) Zc to)el T Ex] 1y (2.66)

Vejamos um exemplo: sejam |¥(0)) = 3|a) +3|b) + 2|c), Hl|a) = |a), H|b) =
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2|b) e Hlc) = 3|¢). Assim, se o operador O atuar sobre o sistema, as probabilidades de
obter os resultados £y} = 1, Fs = 2 ou E3 = 3 associados aos estados |a), |b) e |c),

respectivamente, sao:

1

prob(s = B = 1|t = 0) = [{a|¥(0))|* = 3|

2 2

prob(s = B, = 2|to = 0) = |(0[¥(0))* = |3 .

) 2

prob(s = By = 3|to = 0) = [{c[¥(0))|* = 3|
(2.67)

e, ap6s um determinado tempo t,

W) =Y Cu0)e 5 Frln) = Loty + 23y + 2% (2.68)

Para o caso particular em que |¥(ty)) = |n), ou seja, quando o estado inicial

coincide com um dos autoestados de H, |¥(t)) é simplesmente
{_ i(t—tO)En]
(W(t) =eb 7 in), (2.69)
e, como
] =1 (2.70)

para qualquer parametro #, a norma de |W(t)) é

e[_i(t;tQ)E"]

1w (@))] = x[n) = ln)]. (2.71)

Neste caso, o estado do sistema ao longo do tempo ¢é estacionario e a trans-
formagao U(t) o< I é unitéria. Isso equivale a afirmar que a norma de |¥(¢)) nao muda
com o tempo (2.35) e que a probabilidade de o sistema ser encontrado em algum dos
estados de base permanece inalterada. Para o caso do operador H, é 0 mesmo que afirmar
que a chance de que o sistema esteja em algum estado de energia F, nao se altera com o
passar do tempo, e, comparando com o conceito analogo classico, dizemos que o sistema

& conservativo. Repare ainda que sistemas que diferem pelo fator e

sao equivalentes, ja
que as previsoes relativas as probabilidades de colapso para um determinado estado sao
idénticas para ambos. Assim, dizemos que dois sistemas |¥(t)) e |¥'(t)) sdo semelhantes
se a tnica diferenca entre eles for um fator multiplicativo igual a €, onde 6 é uma fase

real qualquer.
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2.4.3 Postulado IIT (Benenti et al., 2007)

Se o sistema € descrito pelo vetor de estado |V) e sobre ele € realizada uma
medida do observdavel O com resultado s,,,, imediatamente apds a medida o sistema assume

o estado

~

Dy |9(2))

- , (2.72)
V)| B, w ()

onde P,, € o operador de projecao sobre o subespaco correspondente a s,,.
Vejamos o que diz o postulado. Primeiramente, vamos supor que s,,, € nao
u;) de

O. Se a medida O sobre o sistema forneceu s,, como resultado, o novo estado do sistema

degenerado. Assim, a expressao Olu;) = s,,|u;) é valida para algum autoestado

é |u;), que, por definigdo, é normalizado. Dizemos assim que o sistema colapsou para um
dos autoestados do operador 0.

Para verificar esta afirmagao, observe a Eq. (2.72). Como s, ¢ tnico, s6 o
estado |u;) esta associado a este autovalor no projetor f’ul Assim, pul = |u;){u|, e, ao

substituir este termo em (2.72), notamos que

V(1)) i) {ws| V(1)) Jui) (wi| W (1)) (i V(1))

I ‘
Wi = = = |ul> = 6Z91|ul>’

\/(\I/(t)|}5ui|\1/(t)> VA () ) (ui W (1)) \/|<ui|\1;(t)>|2 [ (wa U ()]

(2.73)

confirmando a afirmacao de que o sistema se encontra no estado unitario |u;) a menos de
uma fase global 6;.

Mas e se o autovalor s,, for degenerado? Neste caso, ha um subespago de

o : : 5 s k L
O associado a s, e o projetor P, ¢ dado por P, = > _, [ug,)(u|, onde k é o nimero

de degenerescéncias associado a este autovalor. A Eq. (2.72) pode entao ser expressa por

VW) S ) g ()
vo)P

Plu@)) (Z’;:1 |tg,) (g,

\/ (U ()| P | W(1)) : \/ (z’;zl <\I/(t)|ugi>(ugi|\ll(t)>) ) \/ZZ:1 | (ug,

(2.74)

onde podemos notar que o novo sistema seré um estado unitério formado pela combinacao
dos estados |u,,), como mostra o proximo exemplo.

Exemplo: sejam |U(0)) = z|a) + 2|b) + 2|¢), H|a) = |a), Hb) = |b) e
Hlc) = 5|c). Logo, s6 existem dois autovalores possiveis, onde um deles ¢ igual a +5 € o
outro ¢é igual a +1 com degenerescéncia dupla. De acordo com a Eq. (2.74), se o resultado

apds a medida do operador O sobre o sistema for +1, o novo sistema seré formado pela
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combinagao dos estados |a) e |b) segundo a relagao

Pul¥®) X lug ) ug V() a)(alU(0)+[b) (bl¥ (1)
VEOIPLIE®) 55 (g )] Vel O) P+ e @)
11042
_ _zla+3l) 3 (Xla) + 2|b)) . (2.75)

HiHE
Note na Eq. (2.74) que a probabilidade de o sistema colapsar para o estado
|ug,) pode ser expressa através do projetor P,
k k
Pus = D g WD =D (W(0)]ug,) (ug U (1)) = (L(1)| P[0 (1)), (2.76)

g=1 g=1

e que (2.42) e (2.76) podem ser usadas para calcular o valor médio sobre todos os resultados

possiveis da medida do operador O sobre o estado W),

<O> = Zz]\il Su;Pu; = Zz]\;l Suz<\p<t>|pub v

= S )] (Xh s,

1) = S su W] (Sho g Mg, ) 19()

(
J1w) = (@] (S5 X5 s ) 1)
= (¥(1)|O]w(1)).

ugi> <ugi ug¢> <ugi

(2.77)

Sabemos que a toda medida existe um erro associado, e os sistemas quanticos
nao sao uma excecao a regra. Felizmente, o erro relativo as medidas de um operador

quantico sao facilmente calculados através da expressao

AO =1/ (02) — (OY, (2.78)

onde O ¢ dado pela Eq. (2.77). Se quisermos medir dois parametros simultaneamente e

saber o quao confiavel é o resultado final, a expressao

(][0, i) )

AO,AO, = 5

(2.79)

fornece o limite minimo do produto dos desvios padrao de dois operadores quaisquer O,
e Ob e é conhecida como Principio da Incerteza. Se Oa e Ob comutam, é possivel obter
AO,AO, = 0 e as duas medidas nao perturbam o estado do sistema medido. Se, por outro
lado, [Oa, Ob] £ 0, entdo AO, # 0,A0, # 0 e as duas medidas nao podem ser obtidas
simultaneamente com erro zero. Neste caso, quanto maior a informagao sobre uma das
medidas maior é a incerteza associada a outra. Como exemplo, podemos citar a relagao
entre o momento linear em um determinado eixo de direcao e a posi¢cao de uma particula

sobre este eixo. Como o resultado é valido para qualquer escolha de coordenadas, suponha
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que o eixo em questao seja z. Assim, o Principio da Incerteza nos diz que
e h
AZAp, > 5 (2.80)

e, portanto, o valor minimo associado ao produto das incertezas do momento p, e da
posigao z é i /2. Desse modo, nao é possivel obter acesso ao resultado de ambas sem que

exista uma determinada margem de erro associada a cada uma.

2.5 Qubits e Sistemas de Dois Niveis

A palavra qubit é oriunda do termo quantum-bit e € empregada para distin-
guir bits classicos de quanticos. Em sistemas computacionais, um bit representa a menor
unidade de informagao que pode ser implementada e é representada por digitos binarios
como 0 e 1. Por sua vez, um qubit representa qualquer sistema fisico de dois niveis, que
sao encontrados sob diversas formas. Como exemplo, podemos citar fo6tons polarizados em
eixos perpendiculares, o conjunto que engloba o estado fundamental e o primeiro estado
excitado do d&tomo de hidrogénio, as duas orientacoes do spin de um elétron em uma de-
terminada dire¢ao (up e down), dentre outros. Matematicamente, representamos um qubit
como um vetor de duas dimensoes em um espacgo de Hilbert H onde qualquer escolha de
base é valida, desde que os vetores que a constituam sejam ortonormais. Geralmente, a

representacao matricial padrao para os vetores que definem o espago vetorial de um qubit

e a forma geral que associamos a qualquer qubit é
W) = al0) + A[1), (2.81)

onde |a|? + |3 = 1. Essa condi¢io é semelhante a relacio cos’z + sinz = 1, onde
x é um parametro real qualquer. Assim, a e § podem ser igualados a estas fungoes
trigonométricas a menos de uma diferenca de fase multiplicando-os e que desaparega
ao tomarmos o quadrado de cada moédulo. Vimos que diferencas de fase deste tipo sao
expressas por €'?, onde ¢ é um parametro real qualquer. Dito isso, uma outra forma de

representar um qubit é

0 0 .
|U) = cos §|O> + sin 56”’\1). (2.82)
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Se multiplicarmos |¥) pelo fator e%w, sabemos que o novo estado representa o mesmo
sistema (segdo 2.4.1). Entéao

0 . 0 .
W) = cos §e—%"|o> + sin 5e%"|1> (2.83)

é a forma mais utilizada para representar um qubit em funcao de 0 e ¢, dada a simetria
entre seus coeficientes. Na figura 2.1 podemos visualizar a representacao geométrica das
Egs. (2.82) e (2.83). O valor dos parametros reais 6 e ¢ determina a posi¢do de |¥) na
superficie conhecida como esfera de Bloch. O vetor geométrico que indica a posicao do
vetor de estado |¥) ¢ denominado de r, que pode ser expresso tanto em coordenadas es-

féricas como cartesianas. Outro conceito essencial para a compreensao dos célculos neste

1y

Figura 2.1: Representacao de |V) na Esfera de Bloch.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2004.

trabalho esté relacionado a fidelidade entre dois estados quénticos, que pode ser classifi-
cada como uma medida da “similaridade” entre estes estados. Como exemplo, sejam dois
estados puros, |Pinicial) e |pfinal) sendo [Wciel) um estado qualquer e |¥/7) a forma
final do estado anterior apds uma determinada transformacao. A fidelidade sera expressa

por
F= <\Ijim'cial|(|\11final><\ijinal|)|qjinicial> - |<\Ilfinal|\ljinicial>|2 - |<\Ijinicial|‘llfinal>|2~ (284)

Observando esta expressao, ¢ facil notar que se |Uiicial) ¢ |P/inaly forem
iguais, a fidelidade resultante é igual a um; ou seja, o estado final é igual ao inicial. Se,
por outro lado, [Pincial) o |Fout) forem ortogonais, a fidelidade resultante é nula. De uma

forma geral, a fidelidade fica situada entre 0 e 1. Isto é facil de perceber se definirmos um
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’

dos estados como |¥ ) =10) e o outro como

inicial

/ 0 0 .
W) = 08 510) +sin 561 2.8)

e recorrermos as representacoes matriciais de ambos. Com isso, a fidelidade assume a

forma de

[4
’ ’ COS 5
F = |<\Ijinicial|\1lfinal>|2 = ‘[ 1a 0 :| [ 2 ]

sin gei‘b

(2.86)

Vimos que a representacao completa de um qubit exige apenas o conheci-
mento de dois parametros; a e 5 ou 0 e ¢. Para descrever sistemas que possuem mais de
um qubit, precisamos de uma expressao geral que leve em conta todos os elementos pre-
sentes neste sistema. Neste caso, um sistema com n-qubits é representado por um produto

tensorial através da expressao
|21) ® |22) ® |23) @ |24) @ ... @ |2) = |21)|T2)|T3)|24), -0y |T0) = |T 1222324 2,,). (2.87)

A forma condensada mostrada no ultimo termo da Eq. (2.87) é a mais
comum de ser encontrada em textos da area, e, por isso, sera adotada como padrao
neste trabalho. Quando julgarmos necessério, recorreremos a expressao completa para
este produto.

A Eq. (2.87) pode ser utilizada também para representar qualquer niamero
inteiro. Para isto, basta escrever o nimero em questao em sua forma binaria e efetuar o
produto tensorial de todos os bits. Como exemplo, vamos representar o ntmero 5 com

trés digitos binarios:
15)10 = [101)2 = |1) ® [0) ® |1). (2.88)

Efetuando o produto tensorial entre as matrizes |1), |0) e |1), ficamos com:

O O = O O O o O
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Repare que apenas o sexto elemento da matriz [101) ndo é nulo. Para um inteiro qualquer

n, sua representacao sob a forma matricial é

onde a posi¢ao do digito 1 apos n digitos nulos equivale & representagao de n em sua
forma decimal. Em um espaco de dimensao n, podemos representar 2" ntmeros inteiros
entre 0 e 271,

Finalmente, podemos utilizar a Eq. (2.87) para distinguir qubits emaranha-
dos de estados separaveis. Um estado puro ¢é dito emaranhado se nao puder ser escrito a

menos de uma constante multiplicativa sob a forma reduzida
) = |21) @ |22) ® |23) @ |24) @ ... @ |21, (2.89)

onde cada estado |z;) reside em um tnico espago de Hilbert. Assim, um estado da forma
W) = %(|0A) ® |0g) +[14) ® |05)) = \%(|0A) +114)) ® |0p) é separavel, mas um estado
W) = \%(|0A> ® 10p) +]14) ®|1p)) estda emaranhado.

2.6 Operador e Matriz Densidade

Até o momento analisamos estados quanticos em que todos os coeficien-
tes associados a estados de uma determinada base sao conhecidos, segundo a relagao
|W(t)) = >, Cu(t)|u;). Nesta secao abordaremos sistemas sobre os quais nao dispomos
de informacoes suficientes para determinar seu vetor de estado. Um exemplo é o estado
oriundo de um forno que produz [ estados aleatorios quaisquer [¥1), |Ws), [W3),..., |¥;) ndo
necessariamente ortonormais. Em cenarios como este, que chamamos de mistura estatis-
tica, s6 podemos supor que ha uma probabilidade de que o sistema se encontre em algum
dos possiveis estados |Wy). Assim, precisamos descrever o sistema como uma mistura entre

estes diferentes estados |¥) dispondo apenas do conhecimento da probabilidade py. Para



2.6 OPERADOR E MATRIZ DENSIDADE 31

tanto, vamos introduzir o operador densidade

I
p = p1|W1)(W1] + pa| W) (Wa| + ... + pu| V) (V| = Zpk|‘1’k><‘1’k|7 (2.90)
k=1

que representa a chance py de o sistema ser encontrado em um algum dos estados |Uy).
Se o estado do sistema for |Uy) e esta informacao estiver disponivel, entdo o operador
densidade é simplesmente p = |U) (V| e dizemos que o sistema estd em um estado puro.

Embora aparentemente a expressao que defina p seja mais complicada do
que a de um estado |¥) expresso em termos de suas componentes, as propriedades dis-
cutidas nos Postulados da se¢ao 2.4 continuam sendo validas nesta configuragao. Se apli-
carmos um operador sobre o sistema e mensurarmos a probabilidade de obter o resultado
s, associado a algum estado de base, a probabilidade total e o valor médio das medidas
relacionadas ao operador podem ser calculados e expressos em fungao de p. Se o estado

do sistema for |¥), sabemos da Eq. (2.76) que
Pu, = (V| P, | W) (2.91)

¢ a probabilidade de obtermos o resultado s,, e o sistema colapsar para o estado |u;).
Portanto, uma vez que a chance de que o sistema esteja em |Wy) é pg, a probabilidade

total de o resultado da medida ser s, levando em conta todos os [ estados |¥) é

(i) =Y pr(Wk| P, | W) (2.92)

k=1

Ao efetuar o trago sobre ppui verificamos que

n n l
Tr(pPu,) = Y (wilpPu,lus) = (uy <Zpk|‘1’k><‘1’k|> Py lu;)

j=1 7=1 k=1
n l l n
=> (Zpk<uj|‘1’k><‘1’k|pui|uj>) => (Zpk<‘1’k|pui|uj><uj|‘1’k>>
j=1 \k=1 k=1 \j=1
l n l
= o P, <Z ’uj><uj|> Ti) = > pr(Wi| Py [ W) = ().
k=1 7=1 k=1

(2.93)

Conseqiientemente, p(i) = Tr(pP,,). Por sua vez, de acordo com a Eq. (2.77)

o valor médio de O é

=1 k=1



32 FUNDAMENTOS 2.6

=D (Z suimlﬁuilﬁfw) = > (O], (2.94)

k=1

e, ao calcular o trago do operador pO, concluimos que

Tr(p0) = 20, (i pOlus) = S0, (il (4o pel W) (] ) Ol
= 30 (s Pl ) (0IOfue) ) = Sohy (S0 (Wl Ol il i)
= S P(WRIO (S sl W) = iy e lOO) = (0. (2.95)

Portanto, continuamos aptos a realizar previsoes sobre o comportamento
do sistema calculando as probabilidades p(i) e o valor médio de O através das relagoes
p(i) = Tr(pP,,) e (O) = Tr(pO), cujos conceitos foram introduzidos nas secdes 2.4.2 e
2.4.3.

Na segao 2.4.1 vimos a equagao de Schrodinger (Eq. (2.57)) e a rela¢do que
fornecia a evolugao no tempo de um estado |V (¢y)) em t = ¢y para |¥(t)) em t = ¢ (Eq.
(2.58)). Da mesma forma, existem equagoes analogas tanto para a dinamica do operador
p (Benenti et al., 2007)

L d
ih % plt) = [, p(1)] (2.96)
como para sua evolugdo no tempo quando |W(t)) esta sujeito & agdo de um operador

unitario U(t,to),

pt) =D ol WONC(B)] =D Ut 1) W (ko)) (W (ko) [U (1 to)' = Ut to)plto)U (¢, to)'-

k=1

(2.97)

Existe ainda uma analogia com a Eq. (2.72) que revela o que ocorre quando
o sistema ¢ medido e fornece o autovalor s,,. Neste caso, ha o colapso para o estado |u;)

associado a s,,, e a nova configuracao assumida por p é

pi(t) = (2.98)

Assim, mesmo que no inicio nao tenhamos conhecimento sobre qual estado o
sistema reside, sabemos como sera o novo operador p (t) apés a medida de um determinado
operador 0.

A seguir, demonstraremos as principais propriedades do operador densidade

que nos permitirao distinguir sistemas puros de estados mistos.
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(1) p é hermitiano (consulte a Eq. (2.33)).

l T I I
ph = (Zml%)(%\) - ZPk(!%ﬂW(%DT = Zpk!\Ifk><\Ifk| =p. (2.99)

k=1 k=1
(2) Trp=1.

Tep = S0 {uwnlplus) = S0y (ol (i Pl W) (Wl ) )
= S0l (b P Welud|98) ) = 0y (i pi (W) i ) )
= (Sho el ) = S, p0i) = 1 (2.100)

(3) p & um operador nao-negativo, ou seja, o valor médio associado aos possiveis resul-

tados apos sua agao sobre um estado |®(t)) nunca é negativo.

(@(1) ol B(1)) = (@(1)] (i pe ) () [2(0)) = (@(0)] (Shos pe(Wel D)1 04) )

= 3 (TR () (P ()[Ty) = S pul(®()[ W) |* > 0.
(2.101)

Agora, se analisarmos a matriz que representa o operador densidade em
uma base qualquer e aplicarmos estas propriedades, podemos determinar se o sistema
encontra-se em um estado puro ou misto. Considere a decomposicao espectral de p em

termos de seus autoestados |u;),

n
P = E :S’U«i
i=1

De acordo com a Eq. (2.101), (®(t)|p|®(t)) > 0 para qualquer estado |®(t)).
Entao, se |®(t)) = |u;), (wi|p|u;) > 0, e disso segue que

;) (. (2.102)

Su, > 0 (2.103)
para qualquer autovalor de p. Sua representagao matricial na base |u1), |us), |us), ..., |uy,)
sera

Su; 0 0
0 sy ... O
p=1 . | (2.104)
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Como Trp = 1, os autovalores estao restritos ao vinculo

n

> su =1, (2.105)

=1

e, visto que s,, > 0, entao 0 < s,, < 1. Por outro lado,

sz 0
0 s ... 0

e S (2.106)
0 0 52

e, dessa forma,
d si <1 (2.107)

Assim, Trp? < 1. Um caso especial ocorre quando s,, = 1, sy; = 0 para
j #ieTrp> = 1. Mas se s,, = 1 para um tnico autovalor, o estado do sistema ¢ puro,
pois p = |u;){u;|. Visto que o tra¢o é uma propriedade que nao depende da representagao
matricial em questao, basta computar Trp? se quisermos distinguir sistemas puros de

misturas estatisticas. Para sistemas puros,

Trp? =1, (2.108)
e, para misturas estatisticas,

Trp? < 1. (2.109)

Mostraremos a seguir como aplicar as propriedades do operador densidade

para sistemas de um qubit.
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Operador Densidade para um Qubit:

Retornemos a Eq. (2.82) na qual vimos uma das possiveis representagoes

para um qubit em funcao dos parametros 6 e ¢,
0 0
|U) = cos §|O> +sin e 11). (2.110)

A matriz do operador densidade relativo a este estado é

29 N I R
cos? ¢ sin ¢ cos Ze
p=[UNT=| %, S (2.111)
sin § cos e’ sin” &

Na Eq. (2.54), mostramos que qualquer matriz pode ser expressa como uma

combinagao de I, 0, 0, € 0,. Assim, a matriz de p pode ser escrita como
p=a(l)+blo,) + c(oy) + d(o). (2.112)

Visto que Trp = 1, Tr({) = 2 e Tr(o,) = Tr(oy) = Tr(o.) = 0, o coeficiente
a deve ser igual a 1/2. Logo, a matriz de p pode ser reescrita em termos dos parametros

x, y, z das matrizes de Pauli,

p= 5 (I +2(0) +y(0,) + 2(0)), (2.113)

onde x = 2b, y = 2¢, z = 2d, e sua forma matricial passa a ser representada por

1 .
p=| TE PV (2.114)
r+iy 1—2z
Ao calcular o determinante na expressao (2.114), vemos que
1 2 _ .2 .2
detp:Z(l—x -y —2°). (2.115)

Se associarmos o vetor r da esfera de Bloch de raio unitario (Fig. 2.1) as

coordenadas z, y, z entdo |r|> =22 +y* + 2% e
1
detp = 1(1 — |r[?). (2.116)

Por outro lado, de acordo com a Eq. (2.103), os autovalores s,, e s,, de
p s@o positivos ou nulos. Como detp = s,, X s,, na representagdo matricial em (2.104),
segue que detp > 0e 0 < |r| < 1.

Assim, podemos mapear qualquer sistema quéntico associando-o as coor-
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denadas x, y, z do vetor r na esfera de Bloch de raio unitario. Se o sistema estiver em
um estado puro, entao s,, = 1 e s,, = 0 (ou o inverso) e |r| = 1. Para qualquer outra
condicao, |r| < 1. Desse modo, um ponto na superficie da esfera representa um estado
puro e os pontos para os quais |r| < 1 representam estados mistos.

Considere agora um caso especial. Suponha que o qubit possa estar em
qualquer um dos estados relativos aos parametros 6 e ¢ com a mesma probabilidade. Desta
forma, para construir a matriz do operador densidade devemos integrar a Eq. (2.111) sobre

todas as direcoes do espaco

27 T 20 [ 0 —id
/ d¢/ d&sin@[ ey SIHQCOSg ] (2.117)
0 0 S1n

9 9 cig
5 COs 5€ sin

Antes de prosseguir, é preciso verificar se expressao (2.117) possui norma

unitaria. O calculo de 0% do foﬂ df sin @ fornece 47 como resultado, logo,

cos? ¢ sin § 9 cos Lo~ 1110 1
— d / dfsin 0 2 2¢ = — = —7.
P= 47T ¢ [ sin ¢ cos 2t sin g 210 1 2

2 2
(2.118)

Repare na Eq. (2.118) que p* = 11 = Trp* < 1 (confirmando o fato de o
estado ser misto) e que x = y = z = 0 em (2.114). Assim, o sistema em questao esta
localizado no centro da esfera de Bloch. Se calcularmos o valor médio de qualquer um dos

operadores de Pauli, veremos que
1 1
(on) = Tr(poy) = Ta(5Ion) = 5 Tr(o) = 0. (2.119)

Dizemos que neste caso o sistema esta despolarizado. Um sistema polarizado
é aquele em que pelo menos uma das componentes (o) (k = z,y, z) nao é nula. Para um
estado qualquer na forma da Eq. (2.113), o valor médio do operador o} é dado por

1 1
(o)) = Tr(poy) = Tr 5(] + x0, +yo, + zaz)ak} =Tr [i(x% +yo, + z0,)oi | = k.

(2.120)

Observe com atengao o resultado final da Eq. (2.120). O valor médio do
operador (o%) (k = z,y,2) de um determinado sistema ¢ igual & propria componente k.
Se forem preparados varios sistemas idénticos descritos pelo mesmo operador densidade
sobre o qual nao ha nenhuma informacao, podemos obter com boa aproximagcao os valores
das componentes x, y, z ao efetuarmos um extenso nimero de medidas de (o), (0,) €
(0.) aleatoriamente. De posse destes dados, podemos determinar p e o operador densi-

dade que descreve igualmente cada sistema. No proximo tépico discutiremos a relagao do
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operador densidade com sistemas que possuem mais de um qubit.
Operador Densidade para Sistemas Compostos:

Finalizaremos esta se¢ao mostrando como obter informagoes relativas a um
tinico sistema quando o vetor de estado envolve mais de um qubit. Sejam os operadores
lineares e os estados de base {Oy, |u;)} € Hy, {Os, |w,)} € Hy e seja o sistema constituido
pelo vetor de estado 1) em H = Hy; ® H, tal que [¢) = S22 SN Dy (Jug) @ [w,)),
onde Hy e Hy sao espacos vetoriais de dimensao N; e N,, respectivamente. O operador

densidade deste sistema é dado por

p= [N = SN DDl () @ [w) (5] © (). (2.121)

jb=1 t,a=1

Deste ponto em diante, omitiremos os limites nas somas e condensaremos o
produto tensorial |.) ®|.) na forma |.)|.) para que as expressdes apare¢am em uma notagao

mais compacta. Se definirmos o produto D;,D};, como
D; o D3y, = piago = (uil{walplus)|wy), (2.122)

a Eq. (2.121) pode ser escrita como

p = 1YW = D23 ol ) ] (. (2.123)

1,0

Agora, suponha que apliquemos sobre o sistema um operador O; que s6
atua sobre os vetores pertencentes a H;. Assim, podemos expressa-lo como um operador

em H através de
O0=0,®I,, (2.124)

visto que o operador I; nao afeta os vetores pertencentes a Hy. Se quisermos descobrir o

valor esperado de O, devemos calcular

(O1) = Tr(pO) = 5., (un el Ol )
= e (rl el (350 L piaglus) wa) (sl (wi]) (01 @ B ) ). (2125)

Como (ug|u;) = Ok, (We|wy) = 0cq € (Wplwe) = Ope, & Eq. (2.125) se reduz a

(O1) = piaja(uj|Orfus). (2.126)

Z7J7G/
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Neste momento, faremos uma breve digressao para introduzir o conceito de
traco parcial. Em um sistema cujos estados de base sejam combinagoes de vetores per-
tencentes a espacos vetoriais distintos 1 e 2, o operador densidade relativo ao subsistema

1 é definido como

pr=Trap = (walplwa), (2.127)

a

e, analogamente, o operador densidade relativo ao subsistema 2 é definido como
p2 =Trip = Z (us| plus). (2.128)

Por outro lado, segundo as Eqs. (2.123) e (2.127), o elemento de matriz
(p1)i; € dado por

(p)i = (lalug) = (| (5, {uwal pluva)) Ju;)
= (sl { . (wal (0 L Piaolid ) (s (] ) i) b ) = 52, piaar (2:129)

Com os resultados fornecido pelas Eq. (2.129), podemos retornar a Eq.

(2.126) e calcular o valor esperado de Oy,

(O1) = Z (uil p1 1) (uj] On |us) = Z (s prO1 |u;) = Tr(p1Oy). (2.130)

,J %
e, analogamente,

~

(Os) = Tr(p20s). (2.131)

Portanto, se |¢) € H = Hy ® Hp ¢ um vetor de estado de um sistema
composto, p é o operador densidade deste sistema e desejarmos reduzir este tltimo para

que fique somente em funcao do subsistema A, aplicamos

pa="Trgp =Y (wlp|w) (2.132)
l

sobre os estados de base |w;) de B.
Se, por outro lado, quisermos saber a probabilidade de este sistema reduzido

estar associado a algum dos estados de base |u;) de A, calculamos
p(i) = (uilpafus). (2.133)

E, finalmente, se desejarmos calcular o valor esperado de um operador O4
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que atua somente em estados pertencentes ao espaco vetorial H 4, basta efetuar a operagao

Note que os subsistemas A e B também podem ser compostos, pois em
momento algum mencionamos que estes sao formados por estados de base de um qubit.
Estas propriedades sao fundamentais para o calculo das probabilidades associadas aos

sistemas compostos que serao analisados nos préximos capitulos.

2.7 Portas Logicas

Encerraremos este capitulo apresentado conceitos relacionados & computa-
¢ao quantica e as operagoes logicas mais comuns que podem ser implementadas sobre
qubits, mostrando como operar sobre qubits simples e sistemas compostos de pares do
tipo Hy, = H, ® Hy,. O papel dos qubits sob a 6tica de operagoes logicas é compativel
com o de bits classicos presentes em sistemas de informagao, e muitas destas portas sao
utilizadas em sistemas eletronicos atuais. O leitor deve analisar atentamente cada item
para que consiga compreender a funcao destas operagoes e o motivo de sua utilizacao
quando aplicarmos correcoes de estados quanticos imperfeitos, ou, em outras palavras,
com fidelidade menor do que um; e notar que todas sao reversiveis e atuam como opera-
dores lineares, sejam em estados normalizados de um qubit como «|0) 4+ 5|1) ou de dois
qubits como ' |00); 5 4+ B'101)12 +7'[10)12 + & [11)1.

As principais portas logicas simples sao as portas X, Y, Z, H e Fase; e para
sistemas compostos de dois qubits merecem destaque as portas CNOT, Z — Controlada,
Fase—Controlada e Swap. Para todas elas, mostraremos que o estado final de cada qubit
esta relacionado a seu valor inicial de forma tnica para cada operacao.

Discutiremos a seguir o mecanismo de funcionamento das portas simples e

sua relagao com os operadores de Pauli.

2.7.1 Portas de um Qubit

Os Operadores de Pauli:

Os operadores de Pauli podem ser associados as portas logicas x, y, z e seus
componentes fisicos da mesma maneira que operadores algébricos representam ferramentas
de medicao em sistemas praticos. Vimos na se¢ao 2.5 a forma matricial padrao para qubits
e em 2.3 como representar matricialmente os operadores de Pauli, mas ainda nao haviamos
comentado o que ocorria quando algum destes operadores atuava nos estados de base |0)

e |1). Vejamos entdo como funcionam estes operadores:
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Porta X (NOT):

A porta X ou NOT inverte o valor do qubit, seja ele |0) ou |1).

02(0) = [1),
0x|1) = 10),
02(]0) + B[1)) = a[1) + 5]0). (2.135)

Porta Z:

A porta Z mantém o qubit |0) inalterado e inverte o sinal de |1).

.|0) = [0),
o.|1) = —[1),
o.(al0) + 8|1)) = al0) — B[1). (2.136)

Porta Y:

A porta Y acrescenta a fase i e troca o valor tanto de |0) como de |1),

invertendo o sinal apenas para este tltimo.

0y|0> - Z’1>7
Uy|1> = _Z|0>7
oy(a|0) + B|1)) = ia|1) —iB]0). (2.137)

Hadammard:

A porta H produz uma combinagao entre |0) e |1).

o) = 2202,
S
H(al0) + B]1)) = o 22) + g2, (2.138)

Fase:

A porta de Fase mantém o estado |0) inalterado e acrescenta a fase ¢ em

510) = 10),
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S[1) =il1),
S(a0) + BI1)) = al0) +i8|1). (2.139)

A figura 2.2 mostra as principais portas simples com suas respectivas no-

menclaturas e representagoes matriciais.

Hadamard 7£7 % “ 11}
Pauli-X _Y_ [ [1) (l) ]
Pauli-Y ] z - [? 03’]
Pauli-Z 72 _ { (1) 01 }
Fase 7E — [ [1) ? ]
Figura 2.2: Portas que atuam em um qubit, suas respectivas nomenclaturas e representagoes

matriciais.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.

2.7.2 Portas de dois Qubits

As portas de dois qubits operam sobre o conjunto de estados [0)|0), |0)|1),
|1)|0) e |1)|1). Quando uma porta ¢é classificada como "controlada", o estado final dos
dois qubits s é alterado se o qubit de controle estiver ativo. Geralmente, estas portas sao
projetadas para utilizar o primeiro qubit como controle e s6 entrarem em ac¢ao caso seu
valor seja |1). A figura 2.3 mostra um exemplo para a porta CNOT'. O circulo menor esta
posicionado sobre o qubit de controle, e a operagao da porta é ativada de acordo com seu
preenchimento. Para o circulo vazio a porta entra em acao quando o controle for igual a
|0}, e para o circulo cheio a ativa¢do ocorre se o controle for |1). Adotaremos a convengao

padrao que considera o controle no primeiro qubit e a ativagao da porta para o estado |1).
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’ T (J) P
AR jan
NN L hd N

(a) (b)

Figura 2.3: Figura esquemdtica para portas de dois qubits. Em (a): controle no primeiro qubit.
Em (b): controle no sequndo qubit. O circulo menor preenchido representa a ativagao da porta
quando o qubit de controle for |1), e o circulo menor vazio representa a ativa¢ao quando o qubit
de controle for |0).
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.

Not-Controlada:

A porta CNOT inverte o valor do segundo qubit apenas quando o controle

for igual a |1).

CNOT:|0)|0) = |0)]0),
CNOT:5|0)|1) = |0)[1),
CNOT:|1)|0) = [1)|1),
CNOT1,|1)[1) = [1)]0),
ONOTLQ(O/|00>1,2 + 5/|01>1,2 + 7l|10>1,2 + 5l|11>172)
— /[00)1z + F101) 1 7' [11)1 + 5102 (2.140)

Swap(Troca):

A porta Swap permuta os valores dos dois qubits.

(Swap)12|0)[0) = 10)[0),
(Swap)12|0)[1) = [1)[0),
(Swap)12|1)]0) = [0)[1),
(Swap)2|1)[1) = [1)[1),

(Swap)2(a’|00)1 5 + 510119+~ [10)1 5 + 6 [11); )
= '|00) 15+ B[10)1.2 +7[01) 12 + & [11) 1. (2.141)

Z-Controlada:

A porta Z inverte o sinal global entre os dois qubits apenas quando o controle

e o alvo forem iguais a |1).

Z12|0)[0) = 10)[0),
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Z12[0)[1) = [0)[1),
Z12[1)]0) = [1)[0),
Zip| D) = —1)[1),
Z19(a'|00) 19 + B]01) 19 4+~ [10) 15 4+ & |11)1 )
=a'|00)15 4+ B01) 12 +7[10)12 — 6 [11)1. (2.142)

Fase-Controlada:

A porta de Fase acrescenta a fase i entre os dois qubits apenas quando o

controle e o alvo forem iguais a |1).

512/0)|0) = [0)[0),
S12{0)[1) = [0)[1),
512[1)|0) = [1)[0),

Si2/1)[1) =i[1)[1),
51,2((1,|00>1,2 + ﬂ/|01>1,2 + 7/|10>1,2 + 5l|11>1,2)
= a'|00) 15+ B[01)19 4+~ [10)1 5 + 36 |11); 5. (2.143)

A figura 2.4 mostra as principais portas de dois qubits com suas respectivas
nomenclaturas e representagoes matriciais, e a fig 2.5 revela como construi-las a partir de

portas simples de um qubit e da porta CNOT.

10 0 07

NOT - controlada E g (1) 8 (1)
0 0 1 0

10 0 07

Swap (troca) O g ? [1) g
0 0 0 1

o

7 -controlada B N {8 8 [1) _01 J
1 0 0 0

01 0 0
Fase - controlada g % 8 8 [1) 0
1

Figura 2.4: Portas que atuam em dots qubit, suas respectivas nomenclaturas e representacoes
matriciais.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.
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NOT- controlada

= =] =
=] [=]

7 -controlada

h
N
Swap (troca)
o (I
\_

‘H '\::'

(c)

2.7

Figura 2.5: Construindo portas de dois qubits a partir de portas de um qubit. Em (a): a porta

CNOT com controle no sequndo qubit. Em (b): a porta Swap. Em (c): a porta

Z — Controlada com controle no primeiro qubit.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.



Capitulo 3

Canais Perfeitamente Emaranhados: O

Protocolo Original

3.1 O Protocolo Original

A primeira vez que o teletransporte (ou teleporte) quantico foi proposto
como um método pratico ocorreu em um artigo de Charles Bennet e colaboradores pu-
blicado em 1993, que serd explicado nesta se¢ao. Desde entao, muitos métodos foram
propostos mas todos se baseiam no principio fundamental introduzido por este artigo: a
transmissao de um estado quantico entre particulas separadas por uma determinada
distancia, sem que ambas interajam diretamente. Muitos pensam que o teleporte s en-
volve particulas, mas nao é este o caso que abordaremos neste trabalho. Sabemos como
teleportar estados, ou, em outras palavras, informagao quéntica, mas nao sabemos ainda
como transportar elementos portadores de massa. A idéia principal de qualquer teletrans-
porte é a transmissao de algum tipo de informacao (seja o estado de d&tomos em um certo
ordenamento ou o estado de spin de um elétron) de um ponto a outro sem que haja um
meio continuo entre eles. Portanto, nosso foco sera sempre o envio de estados quéanti-
cos de uma particula a outra, sem que a particula original seja enviada no processo. A
seguir, descreveremos as principais propriedades relacionadas a estados quanticos e ao
emaranhamento.

Em linhas gerais, queremos que um emissor (que chamaremos de Alice)
“teleporte” um estado quantico para um receptor (que chamaremos de Bob) fazendo uso
de uma caracteristica peculiar de sistemas quéanticos: o emaranhamento. De uma forma
bem simples, o emaranhamento pode ser entendido como uma propriedade eminentemente
quantica entre duas particulas que pode ser mantida mesmo em grandes distancias na
auséncia de efeitos dissipativos, como ilustra a figura 3.1 (ja existem dispositivos operando
com particulas separadas por distancias superiores a 100 km). A grande dificuldade em

manter um sistema emaranhado deve-se ao fato de o mesmo ser extremamente sensivel as

45
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Qubitde Bob

Canal

emaranhado%@

(]

Qubitde Alice

Figura 3.1: Teleporte de informagao qudntica entre dois pontos distintos utilizando um canal
emaranhado. As cores vermelha e azul referem-se a Alice e Bob, respectivamente. As casas
representam os pontos inicial e final do processo de teleporte. Os qubits que constituem o canal
foram destacados para melhor visualizagdo. A barra vermelha representa o canal formado pelo
estado emaranhado entre estes qubits.

flutuagoes térmicas do ambiente, fenémeno que é conhecido como decoeréncia. Quando
isto ocorre, o emaranhamento rapidamente é destruido.

Outra propriedade importante de estados quanticos esté relacionada ao co-
lapso dos estados quando estes sao submetidos a algum tipo de medida externa. Se es-
tivermos operando um sistema cléssico, é possivel que determinados bits consigam ser
“copiados” sem afetar o sistema que os comporta. Para sistemas quénticos, entretanto,
nao é possivel clonar um estado (ou melhor dizendo, um qubit) sem que o sistema seja
perturbado. Esta caracteristica é conhecida como o teorema da nao-clonagem (?; Dieks,
1982), e é de suma importancia na area de criptografia quantica. Dito isso, podemos inferir
que este protocolo apresenta vantagens em relagao aos protocolos classicos: além de poder
transmitir a informacao desejada, evitando que o estado original seja enviado diretamente
a Bob, nao é preciso que nenhum dos participantes saiba o contetdo da informacao antes
do procedimento. Para que o conteiido da mensagem fosse descoberto, seria necessario
realizar uma medida sobre o sistema, que, por sua vez, seria perturbado e colapsaria para
um de seus auto-estados, perdendo sua configuragao original. Assim, nem Alice e nem Bob
tém conhecimento prévio da mensagem que estao compartilhando, salvo o cenéario em que
Alice prepara conscientemente um estado (como |0)) e deseja envia-lo a Bob. Neste caso,
Bob poderia contactar Alice e reproduzir facilmente o estado em seu laboratorio, evitando

recorrer a este procedimento. Portanto, o teleporte quantico justifica-se principalmente
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pela transmissao de estados desconhecidos, cabendo ao transmissor e receptor partilharem
os motivos que envolvam sua utilizacao.

Mostraremos ainda que o processo completo garante fidelidade um (ou seja,
a estrutura do estado final recebido sera idéntica aquela do estado enviado) e probabilidade
um (em todas as vezes que o protocolo for aplicado, a informagcao chegara a seu destino,
com 100% de chance de sucesso).

Iniciaremos agora a descrigao do protocolo. O estado que Alice deseja trans-

mitir pode ser representado por um qubit, cuja forma geral é

)1 = a|0)1 + B|1)1. (3.1)

Nesta representacao, o estado inicial esta expresso em termos da superpo-
si¢ao dos estados |0); e |1)1. Os coeficientes a e 8 podem assumir qualquer valor, desde
que a condi¢ao de normalizacao |a|?+ |S|> = 1 seja obedecida. Simplificaremos os calculos
deste texto ao considerar valores reais para «. e 3 e frisamos que tal restricao nao acarreta
perda de generalidade, uma vez que valores complexos associados a estes coeficientes ge-

ram os mesmos resultados. Alice e Bob precisam ter a sua disposicao um canal, que neste

Informacgao
Original

|
O<_ ~ “~_

Quhbits de Alice 'j\ Qubhbitde Boh

Canal
emaranhado

Figura 3.2: Canal formado pelo estado emaranhado entre o qubit de Alice (vermelho) e o de
Bob (azul). No lado esquerdo, a informagao original representada pelo qubit amarelo de Alice.

caso ¢ um par emaranhado do tipo EPR (Einstein et al., 1935). Uma das representagoes

possiveis para o canal é
_ 100)25 + [11)25

Oty g = ,
(DT )23 NG

onde o estado |®T) pertence ao conjunto dos estados da base de Bell, que listamos logo

(3.2)

abaixo:

D) = M, D7) = Mj oty = P TIE gey — |01) — |10)

V2 V2 V2 V2

Assim como os estados da base de Bell, os estados |00), |01), |10) e |11)

também formam uma base completa de dimensao 4. Os indices 1, 2, e 3 referem-se as

|01 +[10) 33)

particulas envolvidas no processo. Alice possui o qubit original, representado por 1, e um

dos pares do canal, que sera associado ao indice 2. O outro constituinte do par que esta
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em posse de Bob sera descrito pelo indice 3.
O sistema formado pelo qubit original e o canal pode ser expresso pelo

produto tensorial entre |¢); e [®T)a 3,

(0% (0%
|¢>1’q)+>273 = E‘O()O)lyzg + E‘011>1,273 + %|100>172,3 —|— \/_|111>1 2 3, (34)

onde englobamos todos os constituintes do sistema.
Antes de prosseguirmos com o protocolo, precisamos fazer mais uma con-
sideracao. Uma vez que as medidas de Alice serao realizadas na base de Bell, podemos

reescrever a Eq. (3.3) rearranjando os estados da base computacional em funcao dos es-

tados da base de Bell:

[@7) +[7)
V2

(W) + V)
V2

W) = [7)

[@7) —[7)
N .

00) = V2

, 101) = , |10) = , |11y =

(3.5)

Com isso, podemos expressar o estado geral do sistema em funcao destes estados, que sera

|Estado Geral) = |6)1|P )23
= o (hatina ) o), 4 o (hatTha)
L (Bhatha) o) 4 £ (harl® )y,
= 5 (|2")2[al0)s + BI1)3]) + 5 (197)12[a]0)s — B1)s])
L (T 1[8100s + al1)s]) + £ (9 a[—B10)s + L))
(3.6)
e o operador densidade associado ao estado geral,
P = | Bstado Geral){Estado Geral]l = |@)11PT)2,3 2,3(PF|1(¢]
= 1(12%)12 12(27|)(]0)3 + B|1)3)(a3(0] + B*3(1])
+1(127 )12 12027 (@l0)s = BI1)s)(@*5(0] — B*5(1])
+3(10 )10 12(TF)(B[0)s + af1)3)(83(0] + a*5(1])
F1(19 )12 1207 )(=B10)3 + | 1)3) (= B*3(0] + a*5(1]),
+ termos cruzados do tipo |®1)y393(P7|, [P )3 23(PT, ...
(3.7)

Munidos destas informagoes, agora podemos iniciar a descricao deste mé-
todo. A primeira etapa consiste em Alice medir o sistema na base de Bell. Observe nas

Egs. (3.6) e (3.7) que cada um dos quatro estados tem a mesma probabilidade de ser
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Informaciao
Original

v
O<_ _~» “~_

Qubits de Alice Canal .
emaranhade Qubitde Bobh
Medidas -

q §

Resultados

Figura 3.3: Elementos bdsicos de um protocolo de teleporte qudntico: o qubit amarelo
representa a informacao original, e o canal emaranhado € representado pelo par de qubits
vermelho (Alice) e azul (Bob). A barra vermelha e o sinal ondulatdrio em verde refor¢cam a
idéia de que o canal € emaranhado. Os cabos pretos e os monitores em cinza representam
respectivamente a base de medidas escolhida por Alice e o resultado destas medidas.

obtido, pois todos estao normalizados e possuem o mesmo coeficiente. De fato, de acordo

com a Eq. (2.134) do capitulo 2, as probabilidades sao dadas por

P = (00} + BI103) = 12 o1l @)1 = 1.
Puae = (@]0)s = BI103) = 12" pral® o = 1,
Paue = (81003 + al1)3) = 1200 o1l U1 = 7,
Poue = (=B10)3 + a|1)3) = 12(¥ " 12|V )10 = i

(3.8)

Contudo, note que poderiamos elevar ao quadrado o médulo de cada coefi-
ciente em (3.6) que o resultado seria o mesmo. Faremos isto nos proximos capitulos para
evitar extender os célculos demasiadamente.

Uma vez realizada a medida, Alice precisa informar o resultado a Bob. Para
isso, a cada um dos quatro estados pode ser associada uma representacao binaria extra,

com o intuito de distingui-los. Por convencao, utiliza-se
|®F) =00, [®7) =01, |[TT)=10, |¥~)=11. (3.9)

Assim, de acordo com o resultado obtido, Alice pode enviar separadamente
dois bits classicos a Bob, e este, por sua vez, sabera para qual estado o sistema colapsou.

Em seguida, basta que seja aplicada uma transformacao unitaria adequada, e o qubit
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’ Resultado obtido por Alice \ Qubit de Bob \ Corregao

%) al0) + 5[1) 1
©7) al0) — B[1) 0.
&) all) + 5]0) Ox
|w—) all) — Bl0) | io, ou 0.0,

Tabela 3.1: Resultados possiveis para as medidas de Alice e as respectivas corregoes que Bob
precisa aplicar.

original sera recuperado, como mostra a tabela 3.1. Vamos recorrer as matrizes de Pauli

e mostrar um exemplo, lembrando que

0:(0) = [1), 0.[1) =10), 0.[0) =[0), 0:[1) = —|1), 0,[0) =i[1), o,|1) = —i[0).
(3.10)

Vamos supor que a medida inicial de Alice fosse |®7). Assim, o sistema
iria colapsar para o estado «|0)3 — 3|1)3, e os bits classicos enviados a Bob seriam 0 e
1, nesta ordem. Este, entao, aplicaria a transformacao unitaria o, e recuperaria a infor-
magao original igual a «|0)3 + [|1)3. Visto que é sempre possivel corrigir estes estados
para que a informacao original seja recuperada, e Alice e Bob sabem como fazé-lo, o
protocolo funcionara todas as vezes em que ambos desejarem transmitir uma informacao
quantica semelhante a Eq. (3.1). Logo, concluimos que o protocolo garante fidelidade e
probabilidade iguais a um.

Antes de encerrar a descricao deste método, é importante ressaltar que todo
o processo ¢ condizente com as leis da fisica - mesmo sob o ponto de vista relativistico -
e que o principio da relatividade nao é violado. Embora exista a hipotese de que o efeito
da medida de uma particula emaranhada seja instantaneamente transmitido ao seu par,

Bob nao sabe qual o resultado da medida de Alice até que esta o informe. Observe que

pg = Trap (3.11)

onde A é o subsistema formado pelos qubits 1 e 2 e B é o estado associado ao qubit
3. Desse modo, considerando a Eq. (3.7), sabendo que |a|*> + |3]*> = 1 e que os termos

cruzados nao contribuem para o calculo do trago sobre p, pp ¢ igual a

p3 = 12(PT[p[®T )12+ 12(P7 [P )12 + 120V T [p[UT )12+ 12(V 7 [p| V7)1
= 1 {al?(10)33(00) + 182115 (1N} + § {lal*(10)5(0]) + [BI(I1)35(1)}
1 e (1D)ss(1]) + 182103301 } + 3 {lal*(11)33(1]) + [81*(10)33(0]) }
= 3(laf* + [8*)(10)33(0]) + 5 (el + [B1*)(|1)s3(1]) = 31
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Estado Informacio
Emaranhado Original
Qubits de Alice Cbirde Boh

Alice informa a Bob procede de
Bob o resultado acordo com a

da medida informacao de Alice
Canal

Classiceo

Figura 3.4: Procedimento padrio apds Alice medir o sistema. Os dois qubits medidos sao
afetados e formam um estado emaranhado distinto do estado inicial que constituia o canal.
Apds a confirmagao dos resultado das medidas de Alice através de um canal cldssico, Bob sabe
quais as transformagoes necessdrias a serem aplicadas para que seu estado seja idéntico ao
original enviado por Alice.

(3.12)

Assim, Bob nao possui nenhuma pista sobre o resultado da medida de Alice
até que os bits classicos sejam enviados e o recebimento dos mesmos confirmado; e esta
operacao € feita através de um canal cléssico. Dessa forma, até que todo o processo seja
finalizado, concluimos que o tempo decorrido seria maior do que aquele que um feixe de

luz gastaria atravessando a distancia que separa Alice de Bob, nao violando portanto o
principio da relatividade.
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Capitulo 4
Canais Parcialmente Emaranhados

Para protocolos que utilizam canais parcialmente emaranhados, a probabi-
lidade de sucesso ao fim do processo é menor do que um. Dessa forma, a eficiéncia destes
métodos pode ser atribuida a probabilidade final para que a informagao chegue a Bob em
sua forma original (fidelidade um). Nesta se¢@o, vamos apresentar trés protocolos que bus-
cam eficiéncia maxima, e, no final, faremos um comparativo entre os mesmos, destacando

as vantagens e desvantagens de cada um.

4.1 Teleporte com Evolucao Unitaria

Este método apresenta uma ferramenta interessante descrita por uma ma-
triz de correcao que atua sobre a forma final do qubit, e foi primeiramente descrito por
Li et al., 2000. O artigo mostra ser possivel teleportar um qubit através de um canal par-
cialmente emaranhado com uma determinada probabilidade, que dependera do grau de
emaranhamento do canal e do tipo de medida realizada. A forma geral do qubit continua

sendo

|[9)1 = a|0)1 + B[1)1, (4.1)

e, novamente, Alice deseja teleportar o qubit para Bob. Entretanto, ao contrario do pro-
tocolo original, o canal utilizado para a transmissao do qubit nao estd maximamente
emaranhado. Sua representacao sera

_ 100)2,3 +n[11)s3

|®7—1’—>2,3 - m ) (42)

onde 0 < n < 1. Na forma mostrada acima, o emaranhamento pode aumentar conti-

nuamente desde n = 0 até n = 1. Para n = 0 nao ha emaranhamento e para n = 1 o
canal estd maximamente emaranhado. Qualquer outra configuracao caracteriza um estado
parcialmente emaranhado, como mostra a figura 4.2.

Prosseguindo com a descri¢gao do procedimento, podemos escrever o estado

33
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Figura 4.1: Teleporte de um qubit utilizando um canal maximamente emaranhado. A seta
cinza indica que 0s qubits estao emaranhados.

Alice | Bob

|
O s [ s [ s n
|

Figura 4.2: Teleporte de um qubit utilizando wm canal parcialmente emaranhado. A seta cinza
€ menor do que na figura 4.1 e estd associada ao indice n, para reforcar a idéia de que o
emaranhamento € inferior ao de estados mazximamente emaranhados.

geral do sistema, o qubit a ser teleportado e o canal como

|(/5>1|‘I):> Y123+ 0)123+

nj
Vit has
(4.3)

O inicio deste protocolo seré idéntico ao do protocolo original: Alice realiza

a p
= ———|000 + 011 ——=10
2,3 m' >123 \/7' m‘

uma medida de Bell e informa o resultado a Bob. Para que possamos ter uma melhor
visualizacao dos resultados possiveis, vamos reescrever o estado geral do sistema em termos
da base de Bell, usando a Eq. (3.5).

_ o« [ )12+ [P )12 (U120 + "I’ )12
hfoihas = g (D22 D) gy, 22 ( ) s
B UH)12 — [P )10 nj |DF)1, D)1
+\/1+n2( V2 )|> 1+n2( 2 )\1>3
= &)1 (@)? + (nB)* | a|0)s +npB[1)s (@)?+ (n al0) 3—nﬂ|1
’ 21+n?) | /()2 + (nB)? 2(1+ n2 /(o )2
+|‘I’+>12 (na)* + (B)* | Bl0)s + najl)s —p0 3+n04‘1>
Vo202 [ (na)? + (8)? \/ +n2 Va2 + (B |

(4.4)

Os estados mostrados na Eq. (4.4) foram ajustados de forma que apare¢cam normalizados.
Apobs a medida de Alice na base de Bell, o estado do qubit em posse de Bob

ficara alterado, mas, como podemos observar na ultima equacao, nenhum dos qubits sera
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recebido com fidelidade um. Os resultados possiveis (sem a respectiva normalizagao) serao
al0)s +np[1)s; al0)s —nf[l)s; Bl0)s +nall)s; —p[0)s + nall)s. (4.5)

Para obter o estado original na forma «|0); + 8|1)3 (ou qualquer um dos
estados na Tabela 3.1, que estdo apenas a uma diferenga de fase em relagao ao original)
Bob recorre a uma nova estratégia: introduz um qubit auxiliar, |0)4,,. Assim, o sistema

possui um novo elemento, e os qubits de Bob na Eq. (4.5) passam a ser descritos por

a’0>3|0>au1‘ + n5‘1>3’0>aux> Q‘O>3’O>aux - n6’1>3|0>aufm
ﬁ|0>3‘0>aum + na’1>3|0>aux; _5‘O>3’0>aux + n06|1>3‘0>auz; (46)

Em seguida, Bob ir4 aplicar uma transformagao unitaria no seu sistema
(formado pelo qubit teleportado e o qubit auxiliar) de acordo com o resultado obtido por
Alice. Cada transformacao é distinta e pode ser expressa por uma matriz. Se, por exemplo,

o resultado fosse |®T); 5, a matriz de evolugdo unitéria teria a seguinte forma

n 0 v1I—-n2 0
0 1 0 0
Ucorr = s
0 0 0 —1
v1—n2 0 —-n 0

onde usamos como base o conjunto de estados {|0)3|0)auz, [1)3]0)auzs 10)3] 1) auzs [1)3]1) qua }

para descrevé-la.

Apos a transformagao sobre (]0)3]0)quz + 15|1)3|0)auz) /+/(?) + (n5)32, o

sistema pode ser expresso por

a|0)3]0) quz4+18]1)3]|0) quz n —n2
Ueorr ( o >(a2-;_+,frlzﬁ>)32‘ > ) = Voo @0+ B11s)I0)aue + @it slaus. (4.7)

Ao medir o qubit auxiliar, os possiveis resultados serao [0)gus € |1)guz- NO
nosso exemplo, se o resultado fosse |0)4u., 0 qubit original seria recebido com fidelidade
um.

Para calcular a probabilidade relacionada a este processo, precisamos ana-
lisar duas etapas. A probabilidade de se obter |0)4,, na Eq. (4.7) apos a corregao pela

matriz é )

, (4.8)

‘ V(@?) + (np)?

segundo nossa andlise apos a Eq. (3.8). Porém, antes desta corregao, existe a probabilidade

associada ao resultado das medidas nas bases generalizadas. Como pode ser visto na Eq.
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(4.4), a probabilidade de se obter [®T); 5 é

2
[ (@)? + (np)?

MERSA 4.9
‘ 2(1+n?) (4.9)

Logo, a probabilidade de se obter |®7); 5 € |0),,, nesta ordem é

2 2| 2 2
(@)? + (nB) n __" (4.10)
2(1 + n?) (a®) + (nB)2|  2(1+n?)

Se o resultado da medida final revelasse |1)g,., 0 qubit seria destruido e a informacao
estaria perdida.

Para cada uma das configuragoes, a probabilidade de se obter o qubit original
apos as medidas nas bases generalizadas e do qubit auxiliar é a mesma encontrada na Eq.
(4.10). Como existem quatro possibilidades para as medidas nas bases generalizadas, a

probabilidade total de sucesso é calculada somando-se as quatro probabilidades parciais,

n? B o2n?
2(14+n2)  1+n2

Py =4 X (4.11)

Este importante resultado representa a maior eficiéncia possivel para tele-
portes probabilisticos que operam com transmissao serial de informacao quantica, (Vidal,
1999) e aparecera novamente em outros protocolos. E necessério frisar que o resultado é
valido apenas para os casos em que Bob possui acesso a todos os canais envolvidos no

Processo.

4.2 Teleporte com Base de Bell Generalizada

Neste método, apresentado em Agrawal and Pati, 2002, as estruturas do
qubit que sera transmitido e do canal utilizado sao iguais as do protocolo visto na se¢ao
4.1, Egs. (4.1) e (4.2). Porém, desta vez, Bob nao ira utilizar um qubit auxiliar seguido
de uma evolugao unitaria, e Alice nao mais projetara seus qubits com medida na base de
Bell. Ela realizara um outro tipo de medida projetiva, a qual pode ser vista como uma
generalizacao de medida na base de Bell. Estes estados de Bell generalizados sao vetores

ortonormais de estrutura semelhante ao canal que transmitira a informacao do qubit,

\q>+>:—|00>+m|11> | j;w | +>:M ,@7>:m\01>—|10>,
" Viem? " Viemz B " Viemz T " 1+m2
(4.12)

onde 0 < m < 1.
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Como ja vimos, o estado geral do sistema pode ser expresso por

B fn

|))1| Py —— ——
V1+n? V1+n?

(0] amn
n >273 == \/ﬁ |OOO>1’273+\/ﬁ |011>17273+

|100)1,2,3+ [111)123.
(4.13)
Agora, podemos reescrever a base computacional e o estado geral do sistema em fungao

dos estados da base generalizada. Para a base computacional, as expressoes sao:

[Pr) + /P, W) +mlV,,)
|00) = , 01) = :
\/17 1+ m?2

mf itme

(4.14)

e, para o estado geral do sistema, |¢)1|®;)s 3 torna-se

OF) +m|P;, Uy +mlvy,
[0)11®;7 )23 = (’ ) ‘ >) |0)s (‘ i >) 1)s
1+ n2 V14 V1+n? 1 4+ m?
B <m V) — \‘Iffn>>| 4B (m|@+> ., )) 1),
V1+n2 V1+m? V1+n? V1+m?
+ (2)24+(mnB)? | a|0)3+mnB|l)3 (ma)2+(nB)? | mal0)s—ns|l)3
|(I> > (1+m2)(1+n2) lV(aiz (mn6)2:| + | > (1+m2)(1+n?2) [J(mas ]
+ (n)?+(mB)Z | mBloys-+nall)s (mna?+(3)° | Bl0)s—mnal1)s
_H\II > 2\ (T+m2)(14n2) l¢(na)2 (mﬁ)Q] +| > (1+m?)(1+n?) [V (mna)?2+(B3)? ]

(4.15)

Se olharmos atentamente, podemos notar que para m = n o sistema passa

a ser descrito por

N N O e
(n?a)? + (8)? [5|O)3 —n2all);

601172 = [, A1) [“'O>3+”5ll>3]+\¢;>1,2$[a|o>3_5|1>3] +

+[ T )1

[810)3 + a|1)s] + [¥,,)1.2

n
L Len? [ laP + (7

(4.16)

Assim, supondo que Alice mega seus estados na base generalizada e imponha
a condigdo m = n, teremos as seguintes possibilidades: se os resultados forem |®; ); 2 ou
| Wit 0, basta que Bob aplique a transformacao unitaria adequada (o, ou o, respectiva-
mente) e o qubit sera recebido com fidelidade um. Se, por outro lado, as medidas de Alice
revelarem |®)1 2 e |¥; )12, Bob nao recebera com perfeigao o estado inicial |¢); do qubit
e o protocolo tera falhado. Para qualquer outra hipotese (m # n), nado hé possibilidade

de que |¢); seja recebido com fidelidade um.
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Dessa forma, a probabilidade total de sucesso pode ser calculada considerando-
se apenas os coeficientes associados a cada estado na Eq. (4.29). Para as duas primeiras

possibilidades, a probabilidade de sucesso tanto para |9, ); 2 como para |U;'); 5 &

712

et (4.17)

Po.y = Puyy =

Somando-se estes dois valores, a probabilidade total de sucesso ¢ igual a

2n?

Foue = Pozy + Pty = gy

(4.18)

Para finalizar o protocolo, basta que Alice e Bob se comuniquem através
de um canal classico e confiram o resultado das medidas. Em caso de sucesso, como dito
anteriormente, Bob aplica as transformacoes unitarias corretas, e, em caso de falha, o
protocolo deve ser repetido até que alguma das medidas revele |®, ) ou |U).

Se observarmos a expressao final para a probabilidade total na Eq. (4.18),
deduziremos que o valor de Pj,. pertence ao intervalo 0 < P,,. < 0,5. Se nao houvesse
emaranhamento (n = 0), teriamos Py, = 0. Para n = 1, deveriamos obter Py, = 1,
pois voltarfamos ao caso analisado na se¢ao 3.1 em que o canal seria um estado da base
de Bell. Porém, como estamos desconsiderando as medidas de |®;.) e | V), manteremos
sempre n < 1. Assim, de acordo com a Eq. (4.18), o maximo valor que P;,. atinge neste
protocolo paran ~ 1€ 0,5.

Podem ser considerados outros valores para m que sejam diferentes de n.
Nestas condigbes, entretanto, nao conseguiremos obter o qubit de Bob como sendo «/|0) +
B|1). Sempre teremos nestes casos ou «a e/ou [ multiplicados por m ou n. Quando a
condi¢cado m = n é atingida, denominamos esta configuracao de matching; ou seja, um
casamento entre o grau de emaranhamento da base de medida (m) e do canal (n). Antes
de encerrar este método, é importante ressaltar que o resultado encontrado para Pi,. é
parecido com o do protocolo com correcao via evolucao unitéria, diferindo deste tultimo
apenas por um fator (1 + n?) no denominador. Como 1+ n? > 1, a Eq. (4.11) representa

o melhor resultado obtido até agora.

4.3 Teleporte Miltiplo com Fidelidade Um

Todos os artigos que mostramos até agora apresentavam apenas um método
para teleportar o qubit inicial com fidelidade um. Nesta secao, vamos analisar o artigo
Rigolin, 2009 no qual sao propostos trés protocolos distintos que possuem uma caracteris-
tica em comum: a utilizagao de canais em série para teleportar o qubit mais de uma vez. Es-
tes protocolos representam uma generalizagao de outro método (Modlawska and Grudka,

2008) contido na referéncia deste mesmo artigo. Cada vez que o resultado da medida
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em uma base especifica (seja na base de Bell ou na base generalizada) ndo permitir que
seja possivel acessar o qubit em sua forma original, um novo teleporte é realizado. As-
sim, surgirao novas possibilidades de medidas, e, para algumas destas, seré possivel obter
com uma certa probabilidade o qubit com fidelidade um. Esta idéia representa um avanco
em relacao aos protocolos anteriores, nos quais Alice abandonava a operagao quando o
resultado de uma das medidas nao era o esperado. Para fins de clareza, omitiremos a
normalizacao dos estados quando julgarmos necessario. Prosseguiremos entao a descri¢cao

do primeiro dos trés novos protocolos:

4.3.1 Protocolo 1

O primeiro protocolo é baseado no método apresentado na secao 4.1. A
base de medida serda somente a base de Bell (m = 1) e o canal sera idéntico ao da Eq.
(4.2). Apos a etapa inicial, nenhuma das medidas consegue fornecer o qubit em sua forma
original. Restava a Alice apenas abandonar esta tentativa e reiniciar o processo com outro
qubit preparado de forma idéntica. Entretanto, se desta vez Bob realizar um novo teleporte
sobre qualquer um dos possiveis resultados finais para o qubit, através de um canal do

tipo
. |00>273 + n|11>273

D)3 =
V14 n?

onde 0 < n < 1, surgirao novas configuragoes e possibilidades para que o qubit original

(4.19)

alcance fidelidade um. Para simplificar as equagoes, vamos evitar apresentar os estados
em sua forma normalizada e ja, quando for o caso, com a transformacao unitaria o,
implementada. Isto representa apenas uma mudanga de fase em relagao ao estado real do
qubit e ndo altera a probabilidade de o mesmo ser acessado. De acordo com a Eq. (4.4),

o estado inicial em que o sistema se encontrava apds o primeiro teleporte era:

1 1
—————— D" [|0) + nB|1)] + ———==|P ) [@|0) + nB|1)] +
S|P al0) B + @) al0) + 3L
1 1
—————|U") [B]0) + na|l)] + ——|¥ ") [B|0) + na|1)]. 4.20
s W B0 a1+ 97 [30) +mal)]. (4.20)
A figura 4.3 mostra como ¢é a disposigao dos canais. Alice mantém a posse de
um qubit do primeiro canal, enquanto Bob tem acesso ao outro qubit e aos canais restantes.
Se Bob efetuar um novo teleporte sobre qualquer um destes estados (a|0) + nf|1) ou
B|0) +nall)), obtera quatro novos possiveis resultados, dentre os quais estarao «|0) +3|1)
ou a|l) + $|0). O estado do sistema apds o segundo teleporte para cada uma das quatro

medidas possiveis na primeira etapa pode ser conferido nas expressoes a seguir:
Apos a medida de |®T):

1
2(1+n?)

1

@) [a]0) +n?B[1)] + 1)

[@7) [a]0) +nBl1)]
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Alice | Bob
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Figura 4.3: Disposicao dos canais em série entre Alice e Bob. Neste modelo, Alice possui
apenas o primeiro canal e Bob tem acesso a todos os outros e ao ultimo qubit.

@
°

+ mmfﬂ 810} + a|1)] + ijonau)]. (4.21)
Apés a medida de |~):
m@ﬂ [a]0) +n?B[1)] + ﬁ@-) []0) + n?B]1)]
+ mmfﬂ [810) + a|1)] + ﬁm—nmowaun. (4.22)
Apés a medida de [¥):
Sy 1el0) + 811+ 5 1@7) [el0) + Bl
+ mlqﬁ) [810) + n*a|1)] + mmf—) [80) +n2al1)] . (4.23)
Apos a medida de [¥~):
m@ﬂ [|0) + B]1)] + m\@ ) [er]0) + B|1)]
+ m\\lfﬂ[ﬂmwnza\l)HmW)[5\0>+n2a|1>]. (4.24)

Com isso, ao medir o sistema apds o segundo teleporte, Alice e Bob podem

ter éxito no procedimento se obtiverem como resultado de suas medidas qualquer uma
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das seguintes seqiiencias: [®T)|UH) [T W), [@7) W) [7) W), [TH) D), |UH)|D),

|U—)|@F), |[U)|@7). E facil verificar que a probabilidade de sucesso para cada caso é

Potywty = Botyo-) = Po-yjwt) = Hoyjw-) = Put)o+)
2

= Dutye-) = Pu-yo+) = Pu-)je-) = qame (4.25)

e, assim, a probabilidade total de sucesso apds o segundo teleporte é

n? o2n?

PO _ g _ , 426
e =X 40y n2) T (L4 n2)? (4.26)

Repare que este resultado é o mesmo encontrado no final da secao 4.2.

Vimos que para o primeiro teleporte nao ha nenhum caso bem-sucedido
de imediato, mas na etapa seguinte encontramos varias opgoes em que o estado original
¢ transmitido com fidelidade um. Isso ocorre devido a relagdo entre o canal |®})s3 € a
estrutura algébrica de cada um dos estados da base, gerando um padrao que nos permite
associar o estado final de Bob com o resultado das sucessivas medidas na base de Bell.
Para resultados iguais a [®%);2 e [®7); 2 0 coeficiente § do qubit de Bob é multiplicado
por n, e para |[U); 5 ¢ [U7); 5 0 mesmo ocorre com «. Como s6 havia estados nas formas
al0)s + np|1l)s e 5]0)s + nall)s em proporgoes iguais apos o fim da primeira etapa, a
medida de |[U) ou |[¥~) na primeira etapa e a de |[®1) ou |®7) na segunda faz com que
metade dos casos na etapa seguinte assuma a forma na|0)s + nf|1); (ja incluindo a agao
de 0,). Os estados restantes ficam divididos em partes iguais nas formas «|0)3 + n?3|1)3
e 10)s + n*all)s.

Seguindo esta logica, nunca transmitiremos «|0)s + (|1); em um namero
impar de tentativas, mas sempre teremos sucesso para um numero par de teleportes.
Podemos ainda estabelecer uma regra geral para a probabilidade total em uma etapa ¢,
sendo ¢ um inteiro par. Como precisamos obter o mesmo nimero de combinagoes entre
|®+) e |UF) apos as medidas, a|0)s + 3|1)s sera proporcional a nz. Além disso, a cada
nova etapa todos os estados sao multiplicados por um fator igual a 1/ \/m , €,
dessa forma, um estado na g¢-ésima etapa seria proporcional a 1/ \/Q‘J(Tn?)q. Logo,
a probabilidade total serd proporcional a n?/29(1 + n?)?. A expressao correta para este
resultado é (Rigolin, 2009)

p = AW (127)

29(1 + n?)a
onde A(q) é o niimero total de combinacoes possiveis para valores pares de ¢ em que |®%)
e |U*) ocorrem em igual nimero (A(g) = 0 quando ¢ for impar). E importante ressaltar
que nessa expressao s6 sao consideradas as possibilidades em que nao houve sucesso em

etapas anteriores a ¢, pois, se este fosse o caso, ja alcancariamos nosso objetivo em uma
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etapa prévia e nao haveria sentido em realizar um novo teleporte.

Por outro lado, podemos calcular a probabilidade total de sucesso até uma
determinada etapa ¢ levando em conta todas as probabilidades individuais para etapas
anteriores a ¢ e somando-as, incluindo a tdltima. Com isso, queremos um cenario em que
seja possivel transmitir o qubit original em até g etapas, sem excluir as possibilidades em

que o objetivo é alcangado em alguma etapa anterior, ou seja

q

Pt =% PO (4.28)
j=1

Foram efetuados calculos para valores de ¢ entre 1 e 12. A figura 4.4 mostra

o comportamento de P para estes parametros em fungio do grau de emaranhamento

do canal, onde os valores para A(q) até a etapa 12 sdo: A(2) =8, A(4) = 32, A(6) = 256,
A(8) = 2560, A(10) = 28672 e A(12) = 344064.

Probabilidade Total de Sucesso

n

Figura 4.4: Para o protocolo 1: Do nivel inferior até o topo, as curvas representam Pjgf;ll apds

qg= 2, 4, 6, 8, 10 e 12 teleportes sucessivos. A linha tracejada mostra a probabilidade dtima
(1/2) usando o protocolo apresentado na segao 4.2. Todas as grandezas sao adimensionais.
Fonte: Figura adaptada de Rigolin, 2009.

Ao analisar atentamente o grafico da figura 4.4, notamos que ha dois pon-
tos que precisam ser ressaltados. De imediato, podemos observar que a curva passa a ser
estavel para valores acima de ¢ = 10, o que nos leva a concluir que novos teleportes acima
deste valor nao farao com que a eficiéncia do protocolo aumente. A segunda observagao
é referente ao fato de que, mesmo para altos valores de n, a probabilidade total de su-
cesso nao chega a um, pois estamos sempre descartando resultados em que o niimero das
combinagoes envolvendo |®*) e |U*) & distinto. Nos protocolos seguintes veremos como

aperfeicoar este método.

4.3.2 Protocolo 2

Passemos agora para o segundo protocolo. Assim como o Protocolo 1, que

foi caracterizado como uma extensdo de um método anterior (visto na segdo 4.1), este
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pode ser classificado como extensao do procedimento apresentado na segao 4.2. Neste
procedimento, os resultados desejados ocorriam quando Alice obtinha |® ) ou |¥) apos
a primeira medida do sistema. Para |®}) ou |¥ ), o protocolo era interrompido e o
processo poderia ser classificado como falho. No método que vamos descrever a seguir, o
processo continua apés a primeira medida, e Bob faz um novo teleporte utilizando uma
base e um canal semelhantes aos da se¢ao 4.2, sempre ajustando-os para a condigao de
matching (m = n). Recordemos que, ap6s a primeira etapa, o estado geral do sistema era

igual a

()2+(n?B)? | a|0)3+n> — n
i0i)a = (0T At | 40 o — Bl

+ n - (n2e)?+(8)? | Bl0Y3—n2a|l)
+ ’\Ilm>1:2 1+n? [6|0>3 + a|1>3] + |\Ilm>172 14n? \/(n32a)2+(5)32 '

(4.29)

E interessante notar na expressao (4.29) a influéncia que cada estado da
base de medida possui sobre a estrutura final do qubit 3 de Bob. A fidelidade méxima
em relagdo ao qubit inicial ocorre se os resultados das medidas forem |®; ) ou |¥;"). Para
|®) e |¥,,), entretanto, os coeficientes 8 e a ganham, respectivamente, um fator n?
multiplicando-os. Assim, se for realizado um segundo teleporte, os casos bem-sucedidos
serao aqueles em que os estados se "compensarao", e tanto a quanto 8 terao adquirido
um fator multiplicativo igual a n?. Se utilizarmos uma seqiiencia de canais semelhantes a
da figura 4.3 para este modelo, podemos afirmar que as combinacoes desejadas ocorrerao
para as medidas de |®7 )|V, ) e [ )|®F) e ainda prever o que acontece apds o segundo

teleporte para calcular as novas probabilidades de sucesso. Cada um destes estados tera

um coeficiente proporcional a 1 +1n2 X 1 +1n2 = (1 Jrlng )2, e sua estrutura seré igual a
n? n?
B — N 0 1 S — 0 1 4.30
(1+n2)2| a) W) []0) + B[1)] e (1+n2)2| | 27) [a|0) + BI1)], (4.30)

apos as devidas corregoes com as matrizes de Pauli. A probabilidade de sucesso para cada

caso é

Tl4

Batywny = Dwmyeh) = 1+ )t (4.31)
e a probabilidade de sucesso total apés o segundo teleporte é
2n?
(2) _ _
Peae = Patywsy + Posyot) = 5 ot (4.32)

Se houver falha, podemos prosseguir com os célculos até a terceira etapa.

A tabela 4.1 mostra a estrutura final dos qubits para os resultados que nao obtiveram
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’ Estrutura do Qubit \ Estados Associados ‘
al0)s +n*B[1)s D) |D;,)
al0); +n?Bll)s | |@F)|D7,), [9F)|VF)
nal0)s + B[L)s | [5)|27), [T5) W)
nal0); + A]1)s Vo) V)

Tabela 4.1: Estrutura final dos qubits que nao alcancaram fidelidade um apds o seqgundo
teleporte e os respectivos resultados das medidas associadas.

’ Estrutura do Qubit ‘ Estados Associados
a]0)3 + n°p[1)3 @55 D7) [P55)
al0)3 +n*B1)3 | @) D7), [ D) @) U5, [R75) | @ )| D7), |20 ) W57 ) |7 )

n?(al0)3 +n?B[1)3) | 5P [, (B0 @) ®;), [0 18 ) Wik, (B0 W), [95) [ 8;5) [ ;F)

n?(n2a|0)z + BI1)3) | [9)|D5) P10, [ ) D) [T, [0 ) (W) @), [T ) [T D), W)W, )| D))
n*al0)s + B|1)3 (O [P W) (U W [0 ), W) [0 ) 1@ ), W) [ ) W)
n®al0)s + B[1)3 ) V) 955)

Tabela 4.2: Estrutura final dos qubits que nao alcancaram fidelidade um apds o terceiro
teleporte e as respectivas seqiiencias das medidas assoctadas.

fidelidade um apd6s o segundo teleporte. Os seis estados mostrados na tabela 4.1 dao
origem a 24 novos estados para um novo teleporte. Para que Bob consiga finalizar o

protocolo na terceira etapa, alguma das seqiiencias de medidas abaixo deve ser obtida:
[P W) [P W) W), (W) D) T5), [T ) [P0 2), (4.33)

lembrando que a presenca de |®; ) ou |¥;") na segunda etapa ndo interfere na estrutura
do qubit recebido apo6s o primeiro teleporte (pois tanto o quanto 5 sdo multiplicados por
n). Assim, levando em conta os quatro casos acima, a probabilidade total de sucesso apos

o terceiro teleporte sera

2 2

PB) — 4 x i X —
A+ " Tt

4nb
= S (4.34)

=

e na tabela 4.2 listamos os 20 estados associados as falhas apds o terceiro teleporte.
Para a quarta etapa, as 10 combinagoes que resultam em sucesso (originadas
no teleporte dos estados referentes a n?(a|0); + n?B|1)3) e n*(n*a|0); + B|1)3)) geram
P = 10n®/(1 +n?)%, e, de maneira geral (Rigolin, 2009), ap6s o g-ésimo teleporte, a
probabilidade total de sucesso é
(@) _ B(g)n*

— ZARE 4.35
suc (1 + nz)Qqa ( )

onde B(q) representa o total de combinagoes possiveis envolvendo |®F) e |[¥ ) com os
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dois estados presentes em igual ntimero (obviamente, com a restrigao de que esta condigao
sO possa ser atingida apds g vezes, para que nao sejam considerados os casos em que o
teleporte ja teria ocorrido com sucesso em alguma etapa anterior).

Encerraremos este método analisando a probabilidade total de sucesso en-
volvendo todos os valores possiveis para q. A figura 4.5 mostra Pl = ;1.:1 Ps(ﬁ)c para
vérios valores de ¢ e n. Podemos notar que este protocolo atinge a mesma eficiéncia que
o anterior na metade do ntimero de passos, comprovando a superioridade do Protocolo 2

em relagao ao Protocolo 1.

Probabilidade Total de Sucesso

n

Figura 4.5: Para o protocolo 2: as curvas mostram ngtgl apos q= 1, 2, 8, 4, 5 e 6 teleportes

sucesswos. A linha tracejada mostra a probabilidade étima (1/2) usando o protocolo
apresentado na secao 4.2. Todas as grandezas sao adimensionais.
Fonte: Figura adaptada de Rigolin, 2009.

4.3.3 Protocolo 3

Para finalizar, vamos apresentar o terceiro e ultimo protocolo, e, ao final da
secao, demonstraremos que este sera o mais eficiente dentre os trés métodos relacionados
ao Teleporte Miltiplo com Fidelidade Um. Este método possui as duas primeiras etapas
iguais as do Protocolo 1, mas, da terceira em diante, o grau de emaranhamento do canal
diminui exponencialmente de n? até n2"? para o g-ésimo teleporte. Verificaremos que apos
algumas etapas e considerando valores de n préximos de um, a probabilidade total de
sucesso serd maior do que a dos dois protocolos anteriores e atingird um valor proximo do
méximo (P ~ 1), aproximando-se dos resultados do Protocolo Original. Inicialmente,
podemos repetir as duas primeiras etapas do Protocolo 1 e observar o resultado das
medidas de Bob. Se nao houver sucesso apds o segundo teleporte, transmitiremos o estado

novamente, mas, dessa vez, utilizando um canal igual a

~100)25 +n?|11) 5

’(I)Z2>2,3 -
V1+nt

(4.36)
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Figura 4.6: Disposicdo dos canais em série entre Alice e Bob com o grau de emaranhamento
diminuindo exponencialmente apds o sequndo canal. Neste modelo, Alice possui apenas o
primeiro canal e Bob tem acesso a todos os outros e ao ultimo qubit.

onde 0 < n < 1. Para compreender o que ocorrera, vamos observar os possiveis resultados
para a segunda etapa do Protocolo 1, mais precisamente nas equagoes (4.21),(4.22),(4.23)
e (4.24). Observe que os casos em que houve falha apresentavam os qubits nas seguintes

formas:
al0)s +n°B[1)s ou nal0)s + B[1)s. (4.37)

Observe a figura 4.6. Com o grau de emaranhamento do canal alterado de n
para n?, o estado de cada qubit apds o novo teleporte também sera afetado. Se o canal fosse
do tipo n, o qubit apresentaria alguma das estruturas abaixo apés o terceiro teleporte, de

acordo com o resultado da medida de Bob (|®*) ou |¥¥)):
al0)3 + n*B|1)s, nal0)s +n?B[1)s, nPal0)s + B]1)s, n?a|0)s + nB|1)s. (4.38)

Para um canal do tipo n?, entretanto, as possiveis formas que poderiam ser

assumidas sao
al0)s + n4ﬁ|1>3, n2a|0)3 + n26|1>3, n4a|0>3 + [|1)3, n2a|0>3 + n25|1)3. (4.39)

Note que a segunda e a quarta estrutura sao iguais, e podem ser escritas

como n?*(a|0)3+3|1)3). Isso significa que o estado original pode ser recebido com fidelidade
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um em alguns dos casos. Jamais poderiamos obter sucesso na terceira etapa do Protocolo
1, mas, com esta modificagao no grau de emaranhamento de n para n?, o qubit a|0)3+3|1)3
agora pode ser recebido por Bob. Logo, tal mudanca ja torna este método mais eficiente do
que o primeiro. Se seguirmos este raciocinio, podemos adaptar o grau de emaranhamento
do canal nas etapas seguintes de forma que sempre consigamos sucesso em alguma etapa
q, seja ela par ou impar. Para tanto, é necessario conhecer todas as formas possiveis para
o qubit 3 na etapa q — 1.

Vamos tentar entender como isso ocorreu. Ja vimos anteriormente que a
forma do canal influencia a estrutura do qubit apos o teleporte. Assim, se observarmos
atentamente para a Eq. (4.20), podemos prever quais seriam os estados bem-sucedidos
apos a terceira etapa e seus respectivos coeficientes. Quando o grau do canal for igual
a n, o ato de medir |®T) ou |®7) faz com que § seja multiplicado por um fator igual
a n, enquanto que medir [UT) e |U7) faz com que a adquira este fator. Se o grau de
emaranhamento for igual a n?, basta substituir o fator n que seria introduzido na etapa
seguinte em 3 ou a por n?. Desse modo, fica ficil prever as possiveis combinacoes que
resultariam em sucesso: |®%)|®F)|UE) e |UE)|UE)|dE). Os coeficientes destes estados

seriam iguais a

1 n? n?

= (4.40)

2(1+n?) V2(T+ 0% 2(1+n2)y/2(1 +nd)’

onde o fator 1/2(1 + n?) esta relacionado aos dois primeiros teleportes, e a forma final

assumida por estes estados seria

. on? 1 pE) e P I R eV ERr
A P (@l0) + BI1)) on S ) )]0 (0]0) + 1),

(4.41)

respectivamente. Se quisermos calcular a probabilidade total de sucesso nesta etapa, basta
somar as 16 combinagoes acima:
n? 2n?

PB) =16 = . 4.42
sue = 0 X S T 22 (L4 nd) (1 + n2)2(1+ nd) (442)

Para ilustrar o que aconteceria na quarta etapa, sé precisamos conhecer os
resultados que falharam na etapa 3. De acordo com a anélise anterior, poderiamos telepor-
tar a|0)3+n1B8[1)3 ou nta|0)3+ B[1)3 e utilizar um canal com um grau de emaranhamento
igual a n'. Assim, o processo seria bem-sucedido se medissemos |¥*) apos |O*)|dE)|dE)

ou |®%) apos |PE) D)D), cujos coeficientes seriam iguais a

n4

2(1+n2)/2(1 4+ n*)\/2(1 + nd)

(4.43)
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8 2?18
PW — 39 n = ) 4.44
sue % 16(1+n2)2(14+n*)(1+n8) (1+n?)2(1+n?)(1+nd) ( )

Seguindo este raciocinio, utilizariamos um canal de grau n® para o quinto
teleporte, n'® para o sexto e toda vez que o processo falhar podemos teleportar o estado
obtido quantas vezes forem necessarias, usando um canal apropriadamente emaranhado
cujo teor de emaranhamento é dado pelo decréscimo exponencial igual a n2? para cada
etapa ¢. Assim, em nenhum momento deixamos de ter resultados validos (com excegao
do primeiro teleporte) e o objetivo de atingir um valor alto para a probabilidade total
de sucesso em poucos passos pode ser alcancado. A expressao geral para PS(EZ ¢ (Rigolin,
2009)

@ _ o2n2" (1 - n?) (4.45)
ST (1A n22(T+n) (1 4+n8) . (14+n2")  (14+n2)(1 —n2)’ '
¢ a figura 4.7 mostra o comportamento de Ploit = 379, P para vérios valores de ¢ e

n, onde podemos observar claramente as vantagens introduzidas por este protocolo.

1

0.8

0.6

04

02

Probabilidade Total de Sucesso

n

Figura 4.7: Do nivel inferior até o topo, as curvas representam P;Zf:al apos q= 2, 3, 4, b e 6

teleportes sucessivos utilizando o protocolo 3. A linha tracejada mostra a probabilidade dtima
(1/2) usando o protocolo apresentado na se¢ao 4.2.
Fonte: Figura adaptada de Rigolin, 2009.

Como era de se esperar, P! atinge seu valor maximo para a metade do
numero de teleportes em comparacao com o protocolo 1. Além disso, para valores de n
proximos de 0,9, temos P ~ 1, algo que nenhum dos protocolos anteriores alcanga.
Portanto, este método é o mais eficiente dos trés.

Podemos ainda destacar que o gasto de recursos requeridos pelo Protocolo
3 também é menor, ji que o nimero de canais necessarios para implementar este método
¢ menor do que no primeiro protocolo e o grau de emaranhamento utilizado é inferior
ao dos dois protocolos precedentes. Visto que o emaranhamento ¢ um recurso de custo

elevado, esta propriedade pode ser muito 1til em aplicacoes praticas.



Capitulo 5

Teleporte de um Qubit: Novos

Protocolos

Ja analisamos o protocolo original (Bennett et al., 1993), os principais mo-
delos de teleporte que utilizam canais parcialmente emaranhados (Li et al., 2000; Agrawal and Pati,
2002; Rigolin, 2009) e as respectivas probabilidades de sucesso associadas a cada um des-
tes. Agora, podemos explorar as possibilidades introduzidas por estes modelos e construir

novos protocolos com canais imperfeitos, visando superar estas probabilidades, e, em es-

ptotal 2n?

sue = 142+ Neste capitulo, abordaremos métodos de transmissao em

pecial, o valor de
que apenas um qubit é enviado. O primeiro modelo que vamos apresentar é uma combi-
nacao das secoes 4.1, 4.2 e 4.3. Nos modelos seguintes exploraremos as propriedades das
bases GHZ modificadas (Rigolin, 2005 e Rigolin, 2004) utilizando diferentes canais. No

proximo capitulo, trataremos de teleportes envolvendo mais de um qubit.

5.1 Teleporte Miltiplo e Evolucao Unitaria

Vamos revisar algumas das técnicas vistas até o momento para obter fideli-
dade um através de um estado imperfeito. Para o Teleporte com Evolugao Unitaria (segao

4.1), estabelecemos o seguinte procedimento para Bob:
(1) Adicionar ao sistema o qubit |0)4yz-
(2) Aplicar uma transformagao unitaria.
(3) Realizar uma nova medida.

(4) Para um determinado resultado da nova medida, o objetivo ¢ atingido. Em caso

contrario, reiniciar o procedimento com outro qubit semelhante ao original.

Para o Teleporte Multiplo com Fidelidade Um (segao 4.3), a seqiiencia vista

foi:

69
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(1) Escolher o tipo de canal que sera usado no proximo teleporte.
(2) Reenviar o estado imperfeito através deste canal.
(3) Realizar uma nova medida.

(4) Para determinados resultados da nova medida, o objetivo é atingido. Em caso con-

trario, retornar para o passo 1.

No modelo que apresentaremos em seguida, retomamos a idéia de teleportar
sucessivas vezes estados imperfeitos até uma determinada etapa previamente escolhida que
denotaremos por ¢—1 (utilizando a mesma notagao da se¢ao 4.3). Nesta etapa, o sistema é
medido em uma base especifica. Se apos a medida o estado obtido ainda nao for o desejado,
ao invés de reenvia-lo através de um novo canal introduzimos um qubit auxiliar igual a
|0)4ue Na etapa seguinte e aplicamos uma transformagao unitaria adequada (se¢ao 4.1). Em
seguida, medimos o sistema na base formada por [0)3|0)auz |1)3]0)auzs [0)3|1) auzs [1)3]1) aua
e observamos o resultado. Se o estado final do qubit de Bob nao apresentar fidelidade um,
o procedimento é abandonado e o protocolo é reiniciado com outro qubit semelhante ao
original.

De uma forma geral, qualquer estado pode ser corrigido pelo procedimento

descrito no paragrafo anterior. Seja

TpB|1
ol0) + THIL) -
()2 +(T5)?
um estado imperfeito qualquer. Para que tenhamos
T 1-1T2
1 aux 7T oN . /oo 1 1 aux 52
=(]0) + 51))[0)auz + (a2)+(Tﬁ)2a| 1) (5.2)

(?) + (1)

como um novo estado apoés a correcao, basta construir uma matriz semelhante a vista na
Eq. (4.1), com T no lugar de n. Assim, uma dentre as possiveis estruturas para a matriz

que corrige o estado acima seria a seguinte,

T 0 vV1-T2 0
0 1 0 0
Ucorr - 5
0 0 0 —1
V1-T2 0 =T 0

com a qual obteriamos o resultado desejado. Para estados iniciais do tipo

Tal0) + 4]1)

5.3
(Ta)? + (9)? o9
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construiriamos uma matriz semelhante a anterior ao permutar apenas alguns elementos,

0 T 0 V1-T2

1 0 0 0
Ucorr =

0 0 —1 0

0

V1=T% 0 =T
Com isso, nosso estado apos a aplicagao desta matriz seria

T —
B B10))10)aus +

mﬁllﬂmw (5.4)

Se medissemos |0),,, ¢ aplicdssemos o, em «|l) 4+ |0), recuperariamos o
estado original «|0) + |1). Como T' é arbitrario, provamos que podemos corrigir qualquer
estado com esta técnica.

Retomemos a descri¢ao deste protocolo. Para a escolha das bases de me-
dida utilizadas até a etapa ¢ — 1 (antes da introdugao de |0),..) adaptamos as técnicas
mostradas nos dois tltimos protocolos vistos na secao 4.3: teleportes utilizando base de
grau m com canais de grau n (e adotando m = n) e base de Bell com canais de grau n2’
(¢ > 2). Na etapa ¢, as matrizes de corre¢ao que atuam apos a introducao de |0) 4y, foram
construidas para se adequar a cada forma especifica assumida pelos qubits de interesse na
etapa ¢ — 1. Apos aplicéa-las sobre os ultimos, medirmos o qubit auxiliar e efetuarmos as
ultimas corregoes com as matrizes de Pauli, calculamos os valores de Ps(gl e comparamos
os resultados com os encontrados nos protocolos mencionados. Dado o excessivo ntimero
de estados gerados nos calculos para teleportes com valores de ¢ > 4, foram realizados
calculos até q = 4.

Vamos apresentar primeiro os resultados referentes as probabilidades calcu-
ladas apoés o término da etapa ¢, na qual usamos a técnica de correcao via qubit auxiliar e

~ e s . / . ~
transformacao unitaria e que denotaremos por Pl? . Encontramos as seguintes expressoes:

(1) base de grau m e canais de grau n, com m = n:

W2 ey 2 A + 208
suc T (1+n2)2’ suc (1—{—’”2)27 suc <1+n2)4 (1+n2)47
10n8 ]n 10 o2
o -
(1 + n2)6 (1 + n2)6 (1 + n2)6
(2) base de Bell e canais de grau n? " (¢ > 2):
2 A .
PO g, po = 2 p 2 2n (5.6)

suc 1+7’L27 suc (1+n2)2a suc (1+n2)2(1+n4)
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De posse destes valores, calculamos a probabilidade total envolvendo todas
as possibilidades de teleporte. Para isso, basta somar as probabilidades até a j-ésima
etapa, com j assumindo valores inteiros desde 7 = 1 até j = ¢. Para as probabilidades
calculadas até a etapa j — 1, retomamos as expressoes Ps(il calculadas na secao 4.3, e a
estes valores somamos os resultados encontrados na etapa ¢ listados nas equagoes acima

(Ps(uqc) Assim, temos que:

PStZial Z suc + PS,’ELqC ) q € [1’ 4]' (5'7)

Para os dois métodos analisados, um fato notéavel foi a descoberta de que
Plotal resultava sempre na mesma expressao, independente dos valores de ¢ considerados.

No Apéndice A, demonstramos que essa soma revela o melhor resultado obtido até agora,

para qualquer valor de q. A expressao encontrada para P!l foi

2n?
Ptotal — 5.8
suc Z suc suc 1 + ng? ( )

o mesmo resultado encontrado na Eq. (4.11). Ou seja, efetuar sucessivos teleportes e apli-
car a corre¢ao via transformagcao unitaria na ultima etapa resulta na mesma probabilidade
de sucesso oriunda do caso em que efetuamos apenas um teleporte seguido da correcao
via transformacao unitaria.

Na proxima se¢ao veremos um outro tipo de teleporte multiplo com corregao

de estados imperfeitos.

5.2 Teleporte Multiplo com Sucesso Apenas no Fim

O Teleporte Multiplo abordado na secao 5.1 era constituido de canais em
série através dos quais o estado enviado por Alice era teleportado seguidamente até uma
etapa ¢ escolhida. Apds a interrupcao do processo e a subseqiiente medida do sistema,
Bob aplicava as corregoes necessérias para que o qubit final assumisse as caracteristicas
da informagao original. Desta forma, Bob poderia escolher arbitrariamente em qual etapa
desejava interromper o teleporte ja que dispunha de todos os canais. Se, por exemplo, a
etapa escolhida fosse a quarta, o estado era teleportado entre os proprios canais de Bob até
q = 4 a menos que houvesse sucesso em alguma etapa anterior. Vimos que a probabilidade
final ap6s a implementacao das corregoes era independente do niimero de vezes que Bob
teleportava o mesmo estado (Eq. (5.8)), tornando desnecessario na pratica o uso de mais
de um canal para enviar o estado inicial ja que isso acarretaria um aumento de recursos
financeiros e materiais.

Nesta secao, introduziremos um protocolo de teleporte multiplo que opera
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sob outro mecanismo. O estado sera enviado através de canais em série mas Alice e Bob
sO tém acesso ao primeiro e dltimo, respectivamente, pois os canais intermediarios ficam
isolados. Assim, esperamos que surja um novo padrao na distribuicdo de probabilidades,
pois agora Bob nao pode interromper o processo mesmo que algum caso seja bem-sucedido

antes de atingir a etapa final ¢, e, por isso, a probabilidade total de sucesso para qualquer

total __ q
Psuc - j=1

nas segoes 4.3 e 5.1, uma vez que o estado original deve ser obtido em um ntumero fixo de

valor de ¢ serd menor do que a expressao P para os modelos discutidos

etapas pré-determinado. Todavia, como constataremos ao final desta secao, tal fato nao
diminui a importancia deste modelo.

Vejamos entao como funciona o processo. A figura 5.1 ilustra o mecanismo

Alice | | Bob
) r

O e-e e
| n]I Canal |

| ) |

O |
©

|

|

1/ |

n]I Canal |
N | qubit final

@ @

| Canal

Figura 5.1: Disposiciao dos canais em série entre Alice e Bob. Neste modelo, Alice possui
apenas o primeiro canal e Bob sd tem acesso ao ultimo qubit.

deste protocolo. Repare que o estado é transmitido através de um nimero fixo de canais,
e Bob s6 tem acesso ao ultimo da seqiiencia. Apos a revelagao das medidas do par em
posse de Alice e dos qubits restantes através de algum dispositivo acoplado aos canais
intermediarios, Bob sabe qual estado possui em maos e quais as corre¢oes unitarias neces-
sérias para equipara-lo ao estado original. Portanto, para cada etapa ¢ vista na segao 5.1,
adicionamos os estados que haviam sido descartados por alcancarem éxito previamente e
recalculamos os estados finais. Foram realizados testes para m =n e m = 1, e a segunda
escolha forneceu os melhores resultados, e, devido & semelhanca destes tltimos com uma
expressao conhecida (Perseguers et al., 2008), decidimos estender os célculos para este

cenario até ¢ = 8. Os resultados podem ser conferidos a seguir.
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(1) m=n:

2 2
(1) op? 1(2) [ on2 n2(34n?) 1(3) _ ( on2 n?(104+5n2+n?)
Psuc — 1fn2> Psuc - (1+n2) (1+n2)2 Psuc - <1+n2) (1+n2)2 . (59>

(2) m=1:

2 2
P’(l) _ 2n? P’(2) _ 2n? P’(3) _ [ 2n? 34n? P’(4) _ [ 2n? 3+n?
SUC T 14n2> SUC T 14n2? suc — \ 1+n2 2(14n2?)? suc ™ \ 1+n2 2(1+n2)>

P/(5) _ 2n8(10+5n%+n?) Pl(6) _ 2n8(10+5n%+n?) P/(?) _ 2n8(35+21n2+7n+nb)
suc — W; suc — (1+n2)5 ) suc — (1+n2)7 )
P/(s) _ 2n8(35+21n2+7n%+nf)
suc — (1+7L2)7 *
(5.10)

Para m = 1, o valor das probabilidades se repete para as etapas ¢ e ¢ + 1 onde ¢ é um
inteiro impar.
Construimos por inducao a expressao geral para as probabilidades calcula-

das nas duas situacoes. Para m = n, encontramos

1 g 2¢ R 2q ,
e —— o) 4 RO L (51
(1+n2)q{z<q—j> Z g+

j=1 7=0
m
onde = m!/{(n!)(m —n)!}. Para m = 1, entretanto, a expressao encontrada para
n
a probabilidade total de sucesso foi
g—1
G o [ 2]
Pl = 1— (f2 = g) Y [7g% ( . ) (5.12)
=0 J
a qual, por sua vez, é idéntica a expressao
N
R I
Pswap =1- (frfj - 9721]) fsjggj ( . ) (513)
i J
7=0

calculada em Perseguers et al., 2008 e citada no final de Rigolin, 2009, onde f,, = 1/(v/1 + n?)
egn=mn/ (m) A Eq. 5.13 fora obtida calculando-se a destilacao de uma cadeia de n
qubits em série onde Alice e Bob s6 possuiam o primeiro e ultimo qubit, respectivamente.
O numero de destilagoes realizadas é associado ao indice inteiro N, o qual, por sua vez,
esta defasado de uma unidade em relacao ao valor do indice ¢ que representa o ntmero de
teleportes em 5.12. Este resultado era o melhor até o momento e nao havia outro método
que atingisse o mesmo valor. Assim, mostramos com os resultados em 5.12 que uma cadeia

de qubits em série também pode ser utilizada para sucessivos teleportes de um mesmo
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estado (com a condi¢do de que nao ocorra interferéncia antes do fim do processo) e a
eficiéncia ao fim do procedimento serd a mesma da Eq. (5.13). Logo, este método possui
aplicacao direta para o mercado, pois serve como alternativa a destilacao proposta por
Perseguers et al., 2008.

Na proxima secao vamos abordar um caso em que apenas um teleporte é

realizado e a correcao via qubit auxiliar ¢ aplicada em seguida.

5.3 Base GHZ Generalizada

Vamos mostrar agora como teleportar um tnico qubit utilizando dois canais
paralelos. O processo todo envolve cinco qubits, onde os trés primeiros estao englobados na
base de medida e os dois restantes em posse de Bob. Apo6s a medida de Alice e o colapso
dos dois ultimos para um novo estado, mostraremos que é possivel separa-los em dois
qubits distintos aplicando transformacoes unitarias simples, onde um destes sera idéntico
ao qubit original.

Um exemplo de uma estrutura que envolve trés qubits emaranhados é o
estado conhecido como GHZ (Greenberger et al., 2010; Rigolin, 2005):

Grz)y = 1000 1), (5.14)
V2

Se observarmos a base de Bell generalizada na Eq. (4.12) da segdo (4.2),
podemos construir uma base GHZ modificada de forma que seus estados dependam apenas
de um tnico parametro m. Em Rigolin, 2005 encontramos a forma explicita destes estados,

mostrada a seguir:

|G+> _ [010)+m|101) |G7> _ m|010)—[101) |H+> _ [100)+m|011)

V1+m?2 V14+m?2 V1+m?2 ’
’H_> _ m|100)—|011) ‘Z+> _ |110)+m|001) |Z_> _ m|110)—]001)
m V1i+m?2 m V1itm?2 m V1i+m2 !

(5.15)

onde 0 <m < 1.

Os seis estados mostrados acima sao ortonormais, mas nao formam uma
base completa. Para descrever qualquer vetor que envolva 3 qubits, onde cada qubit reside
em um espaco de Hilbert de duas dimensoes, sao necessarios 23 = 8 estados ortonor-
mais. Se adicionarmos dois novos estados (Rigolin, 2005) representados por |GHZ ) =
(1000) +m|111)) /I +m?2 e |[GHZ;) = (m|000) — |111)) v/1 + m2, teremos agora um
conjunto ortonormal que forma uma base completa de oito estados, e, com isso, podemos
projetar um determinado sistema de trés qubits que possa ser medido nesta base. A figura
5.2 mostra como sera realizado o procedimento de envio do qubit original de Alice. Se-

rao utilizados dois canais no processo, e vamos representé-los pela mesma estrutura |®;")



76 TELEPORTE DE UM QUBIT: NOVOS PROTOCOLOS 5.3

Alice

4 \

0 ®
%%

N %e/é“

Figura 5.2: Teleporte de um qubit utilizando dois canais paralelos e medidas na base GHZ
generalizada.

utilizada nos outros protocolos. Poderiamos muito bem ter escolhido @), | ;") ou |, ),
mas da mesma forma que um estado da base de Bell pode ser alterado para outro através
de transformagoes locais, o mesmo ocorre com os estados da base generalizada, e a escolha
inicial da forma dos canais nao interfere no resultado final.

De um modo geral, o processo relacionado & transmissao de informacao
quantica é semelhante ao que ja vimos até aqui. Alice prepara um estado, faz uma medida
conjunta entre seu qubit e uma parte dos constituintes dos canais e informa o resultado a
Bob. Uma vez que os dois participantes saibam a relacao entre o resultado das medidas
e as respectivas transformacgoes unitarias que devem ser aplicadas, basta a Bob aplicar a
transformacao correta ou que o processo seja repetido até que haja sucesso. A diferenca,
neste caso, é que serao utilizados dois canais para o envio do estado original, e ambos
pertencem ao processo de medida de Alice. Vamos explicar como isso serd realizado,
lembrando que se desejarmos escrever o estado geral do sistema, precisaremos levar em
conta todos os elementos presentes no momento da analise.

No inicio do processo, havia o qubit 1 de Alice e dois canais que denotaremos
por |® )35 e | P )4g, com os qubits 3 e 4 em posse de Alice e qubits 5 e 6 em posse de
Bob. Entao, inicialmente, nosso estado geral assumia a seguinte configuracgao:

|6)1| D) 55| ®7 )6 = W'%#(|oooo>3,5,4,6 +n|0011)5 5,46 + n|1100)35.46 + 1n2|1111)55.46). (5.16)

Ao expandir o produto acima e rearranjar os indices na ordem |13456),

ficamos com |¢)1| P, )5 5P )a6=

= NQ(OZ|OOOOO>17374’576 + na]00101)1,374,576 + na|01010>173,4,576 —+ n2&]01111)1,3747576)
+ N2(5|10000>1,3,4,5,6 +nB|10101)1 3456 + nS|11010)1 5456 + n25’11111>1,3,4,5,6)-
(5.17)
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Se escrevermos os oito estados da base computacional de trés qubits em
funcao dos estados GHZ generalizados, poderemos inserir estes tltimos na estrutura do

estado geral do sistema. Assim, considerando que

|GHZ})+m|GHZ,,) — mZb) —1Zm) |G L)+m|Gr) _ mlHL)~|H,,)
1000) = EmlGHZn) - (001) = ZRZa) - j010) = alEmlda) - jo11) = ML),

Ht)+m|H,, m|G)—|Gm ZE)+m|Z,, m|GHZ ) -|GHZ,,
‘100> _ | m>:'+n\L2 m>7 ’101> _m wlllntzm>’ ‘110> _ 71¢>;*‘_’_W|L2m)7 ‘111> _m Wllz-n‘ﬂ m>7

o estado geral do sistema seré |¢)1|®;F)s 5| Pt ) 46—

_ |GHZE)+m|GHZ) m|Z5)—| |GH)+m|GL)
-« ( (1+n2)v/1+m? ) 100)56 + nax ((1+ 2)\/1+m ) [01)56 + na ((1+n2)\/1+m > [10)56

2 ( mIH ) —|H,) |H ) +m|H,yy, m|G ) —G:)
i <(1+ 2)\/1+m2> [11)s6 + 3 <(1+n2)\/1+m > |00)s6 + 13 ((1+n2)\/1+m2> |01)56

+Y+m m|G —|G -
+np (llzﬂj)—\/l'_zkim> 10)56 +n*S < | ﬁiQ;\/llJrZzZM) 11)56- (5.19)

Deste ponto em diante, ja sabemos como proceder. Como os estados GHZ
generalizados sao ortogonais, basta que o sistema seja medido em uma base que contenha
apenas estes oito estados. Para cada possivel resultado relacionado a uma destas medidas,
os qubits 5 e 6 serao modificados para uma determinada estrutura particular, e esperamos
que algumas sejam semelhantes a original enviada por Alice. No arranjo abaixo, reescreve-
mos o estado geral e mostramos os possiveis resultados associados a estas medidas (onde

incluimos as respectivas normalizagoes). |¢)1|P;} )3 5

n >4,6:

_ |GHZ;'L> |:\/ (04)2-&-(mn25)2:| <a|00>56+mn2ﬂ|11>56> +|GHZ:) |:\/ (ma)2+(n25)2:| (ma00)5s—n2ﬁ|11>56>

(14+n2)v/1+m?2 V(@) +(mn2p)? (1+n2)v/1+m?2 V/(ma)?+(n2B)?2

4 (mna)?+(nB)? mna|01)56+n3]10)56 _ (—na)?+(mnpB)? —na|01)56+mnB]10) 56
+’Zm> |: (14n2)V1+m? \/(mna)2+(nﬁ)2 * ‘Zm> (14n?)V1+m? \/(—na)2+(mnﬁ)2

na mn no mn, mno -n, mno 56—N, 5
_~_‘G+>[ ( B) ]( |10)56+mn3]01) a6> _,'_‘G >[\/( )2+(—np)? [10)56—n3]01)56

1+n2)\/1+m2 V/(na)2+(mnp)? (14n2)v14+m? V/(mna)2+(—nB)>

+ (mn2a)?2+(8)? mn a|11 56+3]00) 56 — (—n2a)24(mp)? 7n2o¢\11>56+mﬁ\00>56
+HH) [ (1+n2)v1+m?2 V(mn2a)2+(6)? + M) (1+n?)V1+m? V(=n?a)2+(mp)? )

(5.20)

Nosso proximo passo diz respeito a escolha do grau de emaranhamento m
da base de medidas. Existem intimeras opcoes validas, mas o que nos interessa é a escolha
que maximize a probabilidade total associada ao sucesso no envio do qubit original. De
todas as opgoes testadas, a tnica que atinge o maximo valor possivel é escolha de m =1,

e, nesta condicao, o estado geral do sistema pode ser reduzido a seguinte estrutura:

+\ | V()2 +(n?B)2 |00)56+n2B|11)56 _ (@)% +(n?p)? a|00)56—n2B|11)56
’GHZm> |: ( +n )\[ :| ( \/(a)2+(n25)2 ) + |GHZm> |: (1+n2)\/§ :| ( (a)2+(n26)2 )

125 | ris] (@I00)ss + B110)s6) + 1Z5) | s | (—al01)ss + B110)s0)
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G | arsvs) (@10)ss + B101)s6) + 1Go) | s (@110)s6 — B101)30)
F|H) [ (nQa)2+(6)2] <n2a11>56+6|00>56) +|Hz) {\/(—n2a)2+(6)2} (—n2a|11)56+5oo>56> '

(1+n2)v2 (n2)2+(5)? (1+n2)V2 V(n2a)24(5)2

(5.21)

Para esta escolha de base, percebemos que o protocolo funciona de imediato
se os resultados medidos por Alice forem |Z,1), |Z ), |G}}) ou |G,,), com os estados finais

obtidos assumindo as formas de

a|01)s6 + B]10)56, —a|01)s6 + B]10)s56, @|10)56 + 3|01)56, ou «|10)s6 — 3]01)s6,
(5.22)

respectivamente. Para cada um destes estados, aplicamos uma porta C NOT com o con-

trole no qubit 5 e o alvo no qubit 6. Desta forma, as novas possibilidades passam a ser

a|01)s6 + B|11)s6, —a|01)s6 + B|11)56, @|11)s6 + 5|01)56, ou «|11)z6 — 5]|01)56,
(5.23)

ou, escrevendo de outra maneira,

(@|0)s + BI1)5)[1)s, (=|0)s + B[1)5)[1)s, (all)s + Bl0)s)[1)s, ou (@|1)s — B]0)5)[1)s.
(5.24)

Se neste ponto medirmos o qubit 6, encontraremos |1) como resultado, e os

estados relacionados ao qubit 5 serao
al0)s + B|1)s, —al0)s + B]1)s, all)s+ 5|0)s, ou «ll)s — 5|0)s. (5.25)

Aplicando as transformagoes unitéarias basicas necessarias (I, 0,0,0,, 0y,
ou 0,0,, respectivamente), conseguimos transmitir o estado original e constatamos que
o procedimento funciona. Poderiamos ter aplicado uma porta C NOT com o controle no
qubit 6 e o alvo no qubit 5, e, medindo este, verificariamos que seu valor seria igual a |1),
mas as probabilidades ao final do processo seriam as mesmas. Para calcula-las, repare que
as probabilidades de sucesso para cada caso sao iguais e que, quando somadas, resultam

em

n? o2n?

plotal — 4 = : 5.26
e SO0 T2 T (11 n2)? (5.26)

A primeira vez que vimos este resultado foi na Eq. (4.18) da secao (4.2).
Naquele momento, mostramos que as possibilidades de sucesso direto forneciam este valor

e nao nos preocupamos com as medidas restantes, e, na se¢ao (5.1), mostramos que a
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correcao destes estados alteravam o valor de P! para 2n?/1+n?. Como ainda nos resta

metade dos casos para analisar, existe a chance de podermos atingir este tltimo resultado,

COINO Vveremos a seguir.

5.3.1 Correcao dos estados restantes

Podemos corrigir os estados

a)00) +n?B[11)  «|00) —n?B|11)  n2alll) + B5|00) —n2al11) + 3]00)
V(P + 0202 (@) + (282 \/(nPa)? + (B)% (n*a)? + (8)

associados as medidas de |GHZ ), |GHZ), |H) e |H, ), respectivamente, através da

técnica da Matriz de Evolucao Unitaria. O procedimento é o mesmo descrito na secao

(5.27)

(5.1) para corrigir um qubit simples, desde que trabalhemos com somente um. Para isso,
basta reduzir o estado final de dois qubits para um, como mostramos no final da segao
anterior. Aplicamos uma porta CNOT com o controle no qubit 5 e o alvo no qubit 6 e
em seguida medimos este tltimo, que agora assumira o valor |0). Dessa forma, os estados

que falharam passam a ser descritos por

al0) +n?Bl1)  al0) —n?pll)  n’all) +Bl0) —n’all) + 5]0)

V@E+ (202 P w02 JiEap + (B R+ (0

Por outro lado, ja vimos como a matriz de corregao atua. Sabendo que os

(5.28)

estados podem diferir uns dos outros apenas pelas transformagoes unitarias basicas, as

estruturas do tipo «|0) + T'5|1)/+/(«)? + (T 5)? serao modificadas para

T 1—172
g O DO [T R

a1 gu, (5.29)

e, da mesma forma, as do tipo (T'«|0) + 8|1)) //(Ta)? + (5)? serdo modificadas para

T —
(3%) + (Ta)? (1) + 510))[0)aue +

mﬁ|1>‘l>aum (530)

Com T = n?, a probabilidade de obter |0)4,, para as estruturas do tipo

(a]0) +n?B1))/ /(a)? + (n?B)? &

n2

‘ @)+ () (531)
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e a probabilidade de obter cada um dos estados da base GHZ generalizada é

2
(@)? 4+ (n?B)?
— .32
e =
Assim, a probabilidade relativa a este caso é
2 agz | 2 2 4
() + W25)%) - S L — (5.33)
2(1+n?) (a?) + (n%5?) 2(1 + n?)?

e, como o resultado ¢ idéntico para qualquer um dos quatro estados apods as correcao dos

mesmos, a probabilidade associada aos estados corrigidos seré de

nt ont

X ST T (5.34)

Somando este resultado ao encontrado no final da secao anterior, determi-

namos que P ¢ igual a

ont n o2n? B 2n?
sue (14+n2)2 (14 n2)? 1402

total __

(5.35)

e, mais uma vez, atingimos o valor dado pela Eq. (4.11), como previmos antes do inicio

desta secao.



Capitulo 6

Teleporte de Dois Qubits

No capitulo anterior, apresentamos trés métodos distintos para teleportar
probabilisticamente um qubit com fidelidade um, e provamos que ambos atingem a mesma
eficiéncia. Neste capitulo, mostraremos como teleportar dois qubits através de diferentes

arranjos envolvendo os canais e a base de medidas, e, para cada configuracao, revelaremos

Ptotal — 2n2

a0 menos uma situacao na qual cada protocolo atinge o valor de P.o: T

6.1 Utilizando dois Canais Paralelos

O estado geral de dois qubits pode ser construido a partir da definicao para
o caso de um qubit. Existem quatro estados de base, e, portanto, sao necessarios quatro

coeficientes sujeitos ao vinculo de normalizacao,
|8)12 = '|00)12 + B'|01)1 2 + 7 [10)12 + 0 [11)1 5, (6.1)

com |a'[* + |6 + [y [P + [0 = 1.

Alice e Bob agora compartilharao dois canais paralelos, que representaremos
por [®})35 e |P),)46. Lembre-se de que a escolha dos canais é arbitraria e ndo afeta o
valor das probabilidades calculadas ao final do processo, e os calculos seriam os mesmos se
tivéssemos escolhido qualquer outra combinagao (como |®;))35 e |¥5,)46, por exemplo).
As medidas iniciais de Alice serao realizadas sobre dois pares de qubits, representados
pelos indices 1 e 3 para o primeiro par e 2 e 4 para o segundo. Cada base de medida
possui um grau de emaranhamento préprio, que denotaremos por m, e my, ¢ obedecem
a mesma estrutura vista para a base generalizada de grau m trabalhada nos protocolos
anteriores.

A figura 6.1 ilustra o mecanismo deste método. Alice possui o estado inicial
de dois qubits (representados pelos indices 1 e 2) e um qubit de cada canal (indices 3
e 4), enquanto Bob recebe os outros dois qubits restantes (5 e 6). A escolha do grau

de emaranhamento dos canais foi feita de forma que n;=ns, uma vez que esta condigao

81
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Alice | Bob

e s R e |

O
O -

e

Figura 6.1: Teleporte de dois qubits utilizando dois canais paralelos e medidas na base de Bell
generalizada.

o
e

forneceu a maior eficiéncia dentre todos os testes realizados. A principio, as bases de
medidas serao mantidas com graus de emaranhamento distintos - m, e my - e, apdés o
calculo do estado geral do sistema, analisaremos os principais casos envolvendo estes dois
parametros.

Comecaremos mais uma vez calculando o estado geral do sistema, respei-
tando a ordem [12)|35)|46). Sua forma seréd |¢)1|®; )5 5Pt ) a6 =

= N2(a'[00)1 9 + B|01) 1.0 + 7 [10) 1.2 + 8 [11);2) ¥
(100003546 + n|0011)55.46 + n|1100)3 546 + n*[1111)55.4), (6.2)

onde N? = 1/4/1 4 n? e os quatro dltimos qubits seguem o ordenamento |35)|46). Expan-
dindo o produto acima, ficamos com |¢p)1| P, )3 5P )ae =

N2(a'[000000) + na'[000011) + na’|001100) + n?a’[001111))19.35.46

77777

)
N2(5'1010000) + n4'|010011) + n3'[011100) + n23'|011111))1 23546
)

77777

)

)
N?(~'|100000) + n7'[100011) + n~y'|101100) 4 12y |101111))1 25546
N2(5'|110000) + nd [110011) + nd [111100) + n25 [111111)) 193546

77777

-+ -

(6.3)

Entretanto, queremos que as medidas de Alice sejam realizadas sobre os

qubits |13) e |24). Assim, reescreveremos o estado acima na ordenagao |13)|24)|56), com
|0)1]D)3.51P0 )6 =

I
3
—~
Q\
=)
]
=)
)
]
=)
~
_|_
S
Q\
=)
]
=)
[t
=)
[t
~
+
S
Q\
=)
[t
]
=)
[t
=]
~
+
S
N
Q\
IS}
[t
o
[t
—_
—_
~—
~—
—
w
N\
W
(S
[=3}

77777

77777

77777
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4+ N2(§']101000) + nd'[101101) + nd'|111010) + n?6'|[111111))1 30456
(6.4)

Nosso préximo passo sera apresentar o estado geral em funcao das medidas
das bases generalizadas m, e my, e o leitor ja deve ter uma idéia de como fazé-lo. Tudo o
que precisamos é saber como expandir o produto dos quatro primeiros qubits em termos
destas bases, substituindo os pares |13) e |24) pelo produto tensorial das respectivas
combinagoes associadas aos estados de m, e my. Faremos um exemplo para o primeiro
caso.

Vejamos o estado [00)|00). Sabemos que cada par deste estado pode ser
reescrito em termos de combinacoes para uma base generalizada de grau m. De acordo

com a Eq. (4.14), as possiveis combinagdes sao

| +m|D;) |[UH) +m|P )
|00) = , 01) = ;
V14 m? V1 4+ m?2

V1+m?

Assim, se quisermos reescrever o produto tensorial de |[00)|00) em termos
de uma base com grau m, e outra com grau m,, basta expandir os termos associados a

cada par,

_ |<1>$a>+ma\4>;a>> B, )+, )
00)[00) = (e imel? ( (e
= M, My(|®7, )|, ) + (mp) @, )P ) + (ma)[ @, )P ) + (ma) (m0)| D5, [97,)),
(6.6)

onde M, =1/y/1+m2e M,=1//1+m}.
Apos reescrever o produto dos estados computacionais em funcao das bases

generalizadas para todas as 16 combinagoes possiveis, encontramos a forma final para o
estado geral; |6):|0F)s.5

)46 =

= N> Mo M|, )1,8P5, )24 (|00) + (1) (1) 5']01) + () (ma)7'[10) + () (ma) ()8 [11)) 5
FNZ Mo M| @5, 18Py )20 ((m15)a’100) = () 5']01) + () (ma) (m)7' [10) — (n2)(ma )8 [11)) 5 ¢
HN2 MMy @y, )13 P, 2 ((ma)a’[00) + (1) (ma) (my) 8'101) — ()7 [10) — (n2) ()8 [11)) ; ¢
HNZM M|y, )15 @, )2 () (M)’ |00) — (1) (ma) 5']01) — (n) (my)y'[10) + (n%)d'[11)) ;¢
HNZ Mo M| @7, 1P, )24 ()0 |01) + (115) '100) + (n®) (ma)y [11) + () (ma) (m4)8[10)) 5 ¢
HNZ Mo M|, 0189, )24 () (mp)a’|01) — 57100) + (n®) (ma) ()7 [11) — (1) (ma)d'[10)) 5 ¢
HNZ Mo M|, 018, )2, () (ma)a'[01) + (mg) (1) 5°]00) — (n®)y'[11) — (n) (ms)8'[10)) 5 ¢

HN2M M|, )15]P 5, )2 ((0)(m o [01) — (ma)3'[00) — (n2)(mp)y 1) + () [10)), 4
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+NEM M |7, ) 15| P, )2 ()0 [10) + (n2) (my) 1) + (ma)7'[00) + (n) (ma) (m)8'[01)) ;¢
+NEM M| U7, ) 15|, )2 () (mn)a[10) — (n®)B11) + (ma) (1)7']00) — (1n)(ma)é'[01)) ¢
FNEMM T D15l @, Do (1) (ma)a [10) + (n%) (mg) (m) B'[11) = 27[00) — (n)(my)é'[01))
+N2M, M, | P, >13|@;b>24((ma o'[10) = (n*)(mq) B111) — (m)7'100) + (n)3'01)), ¢
HNEM M7, D151V, )2 ((07)0 [11) + () (1) B'[10) + () (1124)7[01) + (ma) (m)8']00)) , ¢
FNZ MM 15|V, )2 ((07) (ma)a[11) = () B[10) + (n)(ma) (my)y']01) — (1m4)8']00)), ¢
+NEM M|, )15l W, )2 ((0) (ma)a [11) + () (ma) () B'[10) — (2)7[01) — (m)é']00)) ;¢
(n*)( ))

FN2MM| W5, )13 W, Do ((02) () (ma)o|11) — (m)(ma)B'[10) — () (mg)y|01)56 + 8'|00)

5,6 °

(6.7)

A expressao acima pode parecer complicada, mas ainda nao fizemos ne-
nhuma consideracao para casos particulares. Ao escolher devidamente os parametros das
bases e dos qubits originais, reduzimos o estado geral para formas mais simples de serem
trabalhadas e elaboramos protocolos tao eficientes quanto os dos capitulo 5. Muitos testes
foram realizados, e mostraremos aqueles que obtiveram os melhores resultados nas sec¢oes

a seguir. Ao final do capitulo, comentaremos sobre outras alternativas.

6.1.1 Escolhendo m,=—m;=n

Embora a eficiéncia deste cenario esteja aquém do valor que buscamos
(Plotal = 2n2 /1 + n?), escolhemos comenta-lo primeiro para destacar uma caracteristica
que nao serda encontrada em nenhum outro caso para dois qubits. Para uma condicao
especial, existem quatro opc¢oes possiveis para o teleporte direto do estado original com
fidelidade um, e, nestes casos, o processo pode chegar ao fim sem que em momento algum
tenhamos qualquer informacao sobre o estado inicial de Alice. Em outras palavras, o te-
leporte ocorre para qualquer estado arbitrario de dois qubits, e a escolha de parametros
mqe=mp=n € a Unica que viabiliza esta condi¢ao. Nos modelos seguintes, precisaremos
manipular um estado de um qubit para associa-lo a outro conhecido, e o resultado sera
o estado original de Alice. S6 o fato de conhecermos um dos qubits ja revela que estado
seguinte nao pode ser totalmente arbitrario, e o nimero de parametros livres serd me-
nor. Portanto, se quisermos teleportar um estado de dois qubits sobre o qual nao temos

conhecimento de sua origem devemos utilizar este método, cujo sucesso esté associado

as medidas de |y, )13|P, )24, [P, )13 Wi, )2, (Wi )13 Prny )20, 00 (W5 15|50 Do A
probabilidade total ¢ igual a
) 2
total 2 214 __ n? 2 _ 4nt
Psuc =4x |N MMy x n | =4 x (1+n2)\/(1+n2)\/(1+n2) =4x ‘(1+n2) T (1+n2)4

2n? 2
_ (m) , (6.8)
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lembrando que 2n%/(1 + n?)? é o resultado obtido na Eq. (4.18) para o teleporte de um
Unico qubit em apenas um canal.

A relacao entre estas expressoes nao ocorre por acaso, ja que agora estamos
teleportando dois qubits e desejamos que ocorra éxito em ambos os canais. Dessa forma, a
probabilidade final serd o produto das probabilidades individuais associadas a cada canal,
o que concorda com o resultado que acabamos de mostrar.

Para os estados restantes, tentamos aplicar as técnicas de corre¢cao com ma-
trizes apresentadas no capitulo 5 adaptadas para o caso de dois qubits, e nao foi possivel
determinar uma transformacgao que corrigisse estes estados em sua forma geral, visto que
as condigoes de unitariedade que a transformagao deveria obedecer nao eram totalmente
satisfeitas. Todavia, obtivemos éxito para casos particulares que comentaremos nas pro-

ximas secoes.

6.1.2 Enviando «|00) + §|11).

Se nosso objetivo for maximizar a probabilidade de sucesso, nao podemos
trabalhar com um estado qualquer como no cenario anterior, pois precisamos reduzir o
niumero de pardmetros desconhecidos na Eq. (6.7). Uma maneira viavel seria construir
o estado de dois qubits a partir de outros mais simples, para, entao, ponderar sobre as
escolhas adequadas de m, e m;, em cada modelo especifico. Nesta se¢cao e na proxima,
vamos mostrar que é possivel construir estados emaranhados a partir de «|0) + 3]1) e
como atingir o valor de P!l = 2n2 /1 + n?

Suponha que temos posse de um qubit qualquer representado por «|0); +
B|1)1 e acrescentamos ao sistema um novo qubit que seja conhecido, como |0). Assumindo
que o sistema esteja isolado, seu estado geral sera «|00); 2+ 3[10); 5. Aplicando entao uma
porta CNOTj 5 com o controle no primeiro qubit e o alvo no segundo, nosso estado agora

passa a ser «|00)1 2 + B|11); 5. Se compararmos esta expressao com a Eq. (6.1),
|6)1 = a[00)12 4 B101)12 +7'[10)12 + 6 [11)1 2, (6.9)

perceberemos que ambas representam o mesmo estado quandoa =o', =6 e f =+ =
0.

Nestas condigoes, é facil perceber que a Eq. (6.7) assume uma forma mais
simples. Varios testes foram realizados com m, e m; assumindo diferentes valores, e aque-
les que maximizam a probabilidade total ocorrem para m, = m; = 1, ou seja, quando

Alice mede os dois pares na Base de Bell. Com estas consideragoes, o sistema é reduzido
a |§)1|®y )35 Pry)as =

= N2[@7 )1 P24 (2]00) + (n?)BI11))5 6 + N?|Ph0)1,51P )24 (@]00) — (n?)B]11))5
N2, )13|Pp)2.4 (]00) = (2)B[11)); 6 + N2|@70)15(®,0)2.4 (]00) + (n%)B[11))5 6
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FNZ Q8 D132 (R)|01) + (n)B[10)); 6 + N2[@F )15 W, )24 (2)a]01) — (n)B[10))5 4
N2 0) 1,5 W) 24 (0)a]01) — (1) B]10))5 6 + NP7 013V )24 ((n)a|01) + (1) B[10))5 6
FNZTE D13l Py )24 ()] 10) + (1) B[01))5 6 + N2 W) 151D )24 ((n)e|10) — (n)B]01))5 6
FNZU 131D )24 ()] 10) — ()Bl01))5 6 + N2[W,0015] )24 ((n)a|10) + () B]01))5 6
FNZUL D1 s Urp)aa ()l 11) 4 Bl00)); ¢ + N2 [WH )13V, )24 ((07)al11) — £]00)); 4
N D12 (07)al11) — B100)); ¢ + N2[W, )1s[ W, 024 ((n)al11) + 5]00))5 6 -

(6.10)

Se o leitor analisar rapidamente a expressao acima notara que as medidas

de

[CRSEIPTA i DIPIRL R IPT 1 G PIRL gy Bt L s PRI L g BIPYL iy PIPRI
18P 2.4, (W) 18l 2as (W) 13| Py 2as W) 1,3 @) - (6.11)

estao associadas a transmissao direta do estado inicial. Para estes casos, o teleporte ocorre
com sucesso sem que Alice e Bob precisem conhecer o grau de emaranhamento dos canais,
desde que estes possuam o mesmo valor. Este fato merece destaque visto que em nenhum
dos protocolos discutidos nos outros capitulos tal cenéario poderia ocorrer. Se estivermos
trabalhando com dispositivos reais e a tnica informacao disponivel sobre os canais é a
de que ambos sejam semelhantes, saberemos que o teleporte ocorrera perfeitamente para
qualquer uma das seqiiencias de medidas descritas.

Uma anéalise mais cuidadosa revela que existem somente dois tipos de es-
trutura; a primeira, com grau de emaranhamento igual a n?, e a segunda, que nos remete
a um estado semelhante a «|0) + 5|1) (ndo fosse a presenga do segundo qubit em cada
coeficiente) e que esta associada as medidas citadas acima. Neste ponto ¢é preciso destacar
uma caracteristica deste método que nao poderia ser discutida em outras se¢oes. Pode-
mos extrair facilmente o estado de dois qubits enviado por Alice e - se quisermos ir além -
refiné-lo até obter o primeiro estado utilizado em todo o processo, a|0) + /3|1). Portanto, o
método funciona para o envio tanto de dois como para o de um tnico qubit, e, a principio,
podemos utilizéd-lo como substituto para os mecanismos que utilizam somente um canal.
Contudo, precisamos saber primeiro se as eficiéncias de ambos serao semelhantes.

Vamos mostrar inicialmente como recuperar o estado de Alice nas duas for-
mas que acabamos de discutir através de um exemplo. Suponha que o resultado da medida
tenha fornecido [W; )1 3|®. )24, 0 qual estéd associado a ar|10)5 6+ /]|01)5 6. Aplicando uma
porta NOT simples (0,) no qubit 5, modificamos o estado final para «|00)5¢ + 5|11)56:
esta ja é a informacao enviada por Alice.

Se quisermos refina-la ainda mais, aplicamos uma CNOTj5¢ com o controle
em 5 e o alvo em 6 para obter «|00)56 + 5]10)56 = (c|0)5 + B]1)5)|0)6. Ao medir o
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qubit 6, colapsamos este para |0)g e o estado anterior para «|0); + |1)5. Assim, Bob
pode ter acesso tanto ao primeiro estado manipulado por Alice como & informagao final
enviada pela mesma na forma de dois qubits, e a seqliencia total de operacoes dependera
do objetivo de ambos. Neste caso, se tivéssemos aplicado a porta C' NOT antes de o, sobre
os mesmos indices também encontrariamos «|0)5 + 5|1)5.

Outro fato que merece destaque é o de que a probabilidade de obter «|00)5 ¢+
B|11)56 ¢ a mesma de obter «|0)s + 5]1)5. A explicagao reside no exemplo que acabamos
de mostrar: para reduzir o estado de dois qubits a dois estados separaveis de um qubit
utilizamos apenas transformagoes unitarias simples, sem afetar a norma e a fidelidade do
estado. Dessa forma, para qualquer uma das duas analises, s6 precisamos calcular a proba-
bilidade final uma vez. Para determinéa-la, observe que as oito probabilidades individuais

de sucesso direto sao iguais. Seu respectivo valor é de

n2

TR (6.12)

Ao multiplicar este valor por 8, determinamos a probabilidade total de su-

cesso, que ¢ igual a

2n?

Psuc = T _oNos
(14 n2)?

(6.13)
e novamente nos deparamos com a expressao encontrada na Eq. (4.18).

Se quisermos elaborar uma analogia com o caso de um qubit, precisamos
retornar a segao 4.3.1. Lembre-se de que a primeira etapa consistia de um teleporte através
de um canal com grau n e medidas na base de Bell. Entretanto, nao havia éxito direto
para nenhuma das quatro possibilidades, algo que s6 foi ocorrer na etapa seguinte. Como
mostramos anteriormente, o protocolo desta se¢ao é bem-sucedido para metade dos casos
apOs o primeiro teleporte.

Agora que ja sabemos como corrigir estados imperfeitos, podemos prosseguir
com nossa analise e aplicar as técnicas mostradas no capitulo 5 sobre os estados restantes.
Apos reduzi-los a estados de um qubit, o procedimento serd o mesmo utilizado nas Egs.
(5.30),(5.31),(5.32),(5.33) e (5.34), cujo resultado final é de

2n?

P = (6.14)

Somando-se os dois valores, encontramos

2n? o2nt 2n?
Ptotal — Psuc + Pcor'r _ n n n

= = : 6.15
suc suc (1 +n2)2 + (1 +n2)2 1 +n2 ( )

Se basearmos nossa analise apenas na eficiéncia deste protocolo, o resultado
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acima comprova que este método pode substituir os procedimentos vistos em outros ca-
pitulos. Para fins préaticos, no entanto, um dispositivo que opere com dois canais seria
mais dificil de ser construido e controlado, e seriam necessarios alguns argumentos que
justificasse sua utilizagao. Um deles seria a capacidade de teleportar nao somente um mas

dois qubits.

Outros valores para m, e my,.

Ao testar outros valores para m, e m; relacionados ao envio do estado
«|00) + B|11), encontramos resultados sempre inferiores a P = 2n2/1 + n?. Listaremos
a seguir os principais testes, que foram divididos em trés categorias. O caso em que
m, = my = 1 também foi incluido.

Para m, = 1:

(1) mg =1emp =1, com PP =2p2/1 +n?

(2) my =1emy =n, com P = 6nt 4 2n8/(1 4 n?)3.

suc

(3) my =1e my =n? com P =2n'/1 + nt

Para m, = n:

(1) mq =nemy =1, com Pl = 6n* +2n5/(1 + n?)3.

(2) my =n e my =n, com Pl = 6n* 4 2n8 /(1 + n?)3.

(3) mq =mn e my =n? com P = 8nb 4 6n8 + 2n'0/(1 + n?)3(1 + n?).

suc

Para m, = n:

(1) my =n% e my =1, com Pl =2n*/1 + nt.

(2) mg =n? e my =n, com Pl = 8nb 4 6n8 + 2110 /(1 4+ n?)3(1 + n?).

suc

(3) ma =n?e my =n?% com P = 4nb + 6n® + 4n'0 + 2012 /(1 + n?)%(1 + n?).

suc

Realizamos testes numéricos para diferentes valores de P! no intervalo
0 < n < 1 e nenhum resultado supera aquele em que escolhemos a base de Bell para m,
e my. Porém, consideramos em todos os testes medidas independentes dos pares de qubits
relacionados aos indices 1,3 e 2,4, e, na se¢ao seguinte, mostraremos que estas podem ser
realizadas em momentos distintos, no qual a segunda medida ¢ condicionada ao resultado

da primeira.
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Condicionando a segunda medida ao resultado da primeira.

Os resultados dos testes acima mostram a ineficiéncia na escolha de outros
valores para m, e m;. Entretanto, haviamos sempre considerado medidas independentes
dos dois pares em posse de Alice. Mas e se as medidas fossem feitas em momentos distintos?
Alice poderia medir o primeiro par e observar o resultado para decidir posteriormente que
tipo de medida implementaria no segundo par. Se houvesse uma mudanca no valor de my,
para cada resultado individual obtido na primeira medida (|®;} )13, [Pra)1.3: |Viha)1.3,
|W, )13), talvez a probabilidade final fosse diferente. Se este fosse o caso, Alice poderia
montar uma tabela condicionando a melhor escolha para o valor de m; dado o estado
obtido ao medir o primeiro par.

Facamos um exemplo. Suponha que quatro tentativas tenham sido realiza-

das independentemente e que a ordem dos resultados foi de |®, )13, [¥F )13, [P )13

e |W, Vi3 Ora, se escolhéssemos m; = 1 para todos os casos sabemos que Pl —
2n?/1 +n% Mas e se ajustassemos m;, = 1 para os dois primeiros e m, = n para os
restantes?

Diante dessa questao, calculamos todas as possibilidades envolvendo os va-
lores de m, e m; mostrados na se¢ao 6.1.2 e realizamos testes numéricos que indicaram
quais seriam as melhores escolhas para o valor de my; depois de conhecer o estado asso-
ciado & medida na base com grau m,. Mesmo para esta abordagem, nao houve melhora
no valor da probabilidade final de sucesso com a mudanca de parametros, e a escolha de
mg = my = 1 continua sendo a mais vantajosa.

Nas duas secoes seguintes abordaremos novamente protocolos que envolvam
estados GHZ.

6.2 Base GHZ e Canal GHZ

Em todas as consideracoes feitas desde o inicio deste capitulo utilizamos os
canais (com grau n) e as bases de medidas (com grau m) com a mesma estrutura vista
nos primeiros protocolos do capitulo 4. Retomaremos nesta se¢ao e na préoxima o uso de
estados GHZ vistos na secao 5.3 para testé-los em novas aplicagoes, sempre tendo em

vista o envio do estado em sua forma geral,
[@)12 = a'[00)15 + B'|01)15 + 7 [10)15 + & [11)1,. (6.16)

O método que mostraremos a seguir tém uma ligagao direta com aquele
que apresentamos na sec¢ao 5.3. Enquanto o tltimo utilizava um canal GHZ de trés qubits
para transmitir o estado «|0); + 3|1)1, o atual dispoe de um canal com quatro qubits para
enviar o estado «|00); 2+ (|11); 2. De uma forma geral, os procedimentos sao semelhantes,

e a diferenca bésica reside no ntimero de qubits envolvidos no processo e nos calculos. Na
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figura 6.2 podemos entender com mais clareza como o processo funciona. Visto que o

Figura 6.2: Teleporte de dois qubits utilizando um canal GHZ generalizado e medidas na base
GHZ generalizada.

canal é constituido por quatro qubits, precisamos de 2* = 16 estados ortonormais para
estabelecer a base de medidas que seré utilizada por Alice. Para nao haver confusao com
os oito estados mostrados na Eq. (5.15), vamos atribuir a cada um dos novos uma notagao

que ainda nao tenha sido utilizada. O canal agora sera descrito por

10000)3,5,4,6 + n|1111)3 546

A Y3546 =
V1+n?

(6.17)

e a forma destes 16 novos estados e suas respectivas denominagoes escolhidas estao listadas

abaixo:
|ATY = 000(\)};%12111), IA-Y = m\o%m IB) = |Hl?};r+Lm‘OOOI>’ IB-) = m|111§))+;n2001>’
Gy = \};%12101 Co) = m|0(3}§]i;m|1101 DY = |110i)/>;r+Lm|0011>7 D) = m|11o§)>—n|102011>7
|E) = \/)Hin7|120 E-) = mml\?(l)z-i'l()ll |F) = \101?};%2101>’ FoY) = m|101;)l—n\1(;101>’
) = \/);%12001 1) = m|01}37|1001) IKF) = |100:)/>317m|(;111)’ K-) = muoo;)zr—ngnm;
(6.18)

onde 0 < m < 1. Efetuando o produto tensorial entre o qubit |¢)12 e o canal |A})s5.46,

determinamos o estado geral do sistema,

1001214 Y5546 = N*(@']00)1.5 4 5101) 1.2 4+ 7 [10)15 + 8 [11)15)(|0000)5 546 + 72/ 1111)55 46).-
(6.19)

Ja vimos que a ordem dos indices deve ser alterada para que estes fiquem

de acordo com os qubits que Alice ird medir. Seguindo os mesmos passos da se¢ao 5.3,
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escolhemos a ordem [132456), em que |¢)12|A} Y3546 =

—  N?(a'|000000) 4 na [001111))1.32.456, +N2(6010000) 4+ nS|011111))1 59456,
+  N%(5'[100000) + 7y |101111))1 59456, +N2(8 [110000) + 76 [111111))1.3.2.45.6-
(6.20)

Ao ordenar os 16 estados da base computacional em func¢ao dos estados

GHZ,
10000) = Maltmidn) - jopo1) = MEallBu) - |0010) = [GaltmiCa) - jo011) = mEa D),
0100) = EaltmBn) - j0101) = 2BE) - 0110) = kbl - jo111) = Tl
Kt)+m|K m|JEY—|J - m|F,, m|E+)—|E~
1000) = Haltmlit) = 11001) = m2el bl - 11010) = Farimlfa) - 011) = M),
Dt)Y+m|D m|CHY—|C~ B} )+m|B m|AF)Y—|A
[1100) = PulimiBa) - 11101) = 2% C) - |1110) = BalttlBa) 1111 = 2ol
(6.21)

o o~ . 2 + _
temos condigoes de reescrever o estado geral do sistema, que agora serd |¢)12|A} ) 3546 =

/

= MNa (|AL) +m|A;)) [00)ss + MNna' (m|E)) — |F,)) [11)s6
+ MNB (|C}) +m|C;))[00)s6 + MNnB (m|K}L) — |K;)) [11)s6
+ MNY (K +m[K ;) [00)s6 + MNny' (m|Crh) = [Cr)) [11)56
+ MNG (|E}) +m|F,))[00)s6 + MNns (m|Af) — A7) [11)s6

(6.22)

Sabemos que os estados GHZ generalizados sao ortogonais, e que a base
de medida escolhida por Alice deve conter todos os 16 estados. Nosso proximo passo sera
reagrupa-los em func¢ao dos qubits 5 e 6 de Bob, mas, antes, é preciso fazer uma observagao.
Note que se olharmos para os quatro primeiros qubits em todos os "kets"na Eq. (6.20),
veremos que apenas metade dos estados da base computacional aparecem na expressao,
pois somente oito estdo associados a algum coeficiente (o' e 5" ou 7 e §') oriundos do
estado enviado por Alice. Sendo assim, nao podemos esperar que nos calculos seguintes
todos os coeficientes estejam associados a algum estado da base GHZ generalizada, e,
de fato, a expressao seguinte valida esta afirmagao. O estado geral com as normalizagoes

agora se apresenta como |@)1 2| At )s546 =
_ |: (a/)2+(mn6/)2:| ’Ajn> (a/00>56+mn6/11)56 + (ma’)2+(—nd')2 ‘A;n> ma/\00)567n§/|11)56
(14+m2)(1+n?) (@')24(mns’)? (14+m?)(1+n?) (ma)2+4(—nd")?

(mna’)2+(5")2 1\ [ mna100)s6+6"[11)56 (—na’)2+(ms')? —\ [ —na'[00)s6+md [11)56
T [ (1+m2)(1+n2):| |Fn) ( (mna’)24(6")2 ) * [ (14+m?2)(14n2) } |F) < vV (=na)2+(md’)? )

N [\/(ﬁ/)2+(mm/)2] o) (6'|00>56+mm |n>56> N [ (mB')2+(m')2] o) (mﬁ’00>5a—m’|n>5a>

V(1+m2)(14n2) V(B2 +(+mny )2 (1+m2)(1+n2) V(B )2+ (—ny )2
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(mnB')2+(v")? + mnﬂ/\00>56+7’|11)56 (=nB')2+(my')? - *nﬁ/\00>56+m’y,\11)56 .
* [ (1+m2)(1+"2)] |Km> < \/(Wmﬁ/)Q'F("//)Z > + |: \/(1+m2)(1+"2) j| ’Km> ( \/(—"5/)2"‘(7”71)2 >’
(6.23)

e repare que apenas dois dos coeficientes do estado inicial (o' e 8 ou ' e §') aparecem
associados a um tunico estado da base de medida.

Agora, é preciso efetuar novas consideragoes. Para qualquer que seja a me-
dida de Alice, jamais o estado |¢)12 = O/]OO>172 + ﬁ/|01>172 + 7’|10)1,2 + 5'|11)1,2 sera
transmitido integralmente, ou, em outras palavras, com fidelidade um. Nao existe cor-
recao para este caso. Tudo o que podemos fazer é particularizar esta forma geral para
algum caso conhecido, e entao refazer os calculos desde o inicio visando a transmissao
deste estado particular.

Uma opgao viavel seria considerarmos novamente o estado «|00); o+/5|11)1 o,
e ja vimos que para que exista correspondéncia entre este caso e a expressao geral as
condicoes a = o, 3 =06 e B =~ =0 devem ser satisfeitas. Neste cenario, o estado geral

do sistema sera somente |@)1 2| A Y3546 =

_ (a )2J;(mn6 22 ’A;;> a \OO>5,6-2|-mn5 \1/1)255 + (ma )22+(—n52)2 |A;L> ma \00)/5@-2—n(i\11,>5;6
(14m?2)(14n?2) V(@ )2+(mns") (14+m?2)(14+n (ma’)24(—nd")

(mna’)>+(8)% | | g\ [ mna’|00)s6+3[11)56 (—na’)2+(md")? | | oy [ —na’[00)s64+mé [11)56
vy Tl R F
T [ (1+m2)(1+n2):| | m> ( \/(mna/)2+(5’)2 > + { \/(1+m2)(1+n2) ] | > < \/(7710/)2+(m6')2 ) ’
(6.24)

j& que os coeficientes G e ’y' sao nulos. Assim, nos deparamos com apenas quatro tipos de
estrutura que Bob pode receber: «|00)56 + mn5/\11>56, ma|00)s6 — n5/\11>56, nal00)s6 +

mé [11)56, mna|00)se — 0 |11)s6. Vamos analisar entdo duas possibilidades:

(1) m=1:

Neste caso, nao hé sucesso direto na transmissao. Bob precisara aplicar as técnicas

de correcao vistas no capitulo 5. O resultado sera

2 2
P o Ptotal — 4 % n 2n
corr — -

= ) 6.25
suc 2(1 +n2) 1 +n2 ( )

(2) m = n(matching):

Para as medidas de |A) e |J}) havera éxito na transmissdo. A probabilidade seré
de

n? 2n?
Po.=4 = ) 2
AR T () (6.26)

Os estados restantes associados a |A}) e |J-) sdo da forma a|00)s5 + 126 |11)56 €
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n’al11)s6 — &' [00)56 e podem ser corrigidos. O resultado seré

n? ont

2 — = : 6.27
o1+ n2R . (Ltn2)? (6.27)

e, logo, a probabilidade total de sucesso quando houver matching também sera de

2
total __ 2n

= —. 6.28
suc 1 +n2 ( )

Este ¢ mais um procedimento em que conseguimos atingir o valor da Eq. (4.11).

Para encerrar, vamos levantar outra questao: e se Alice medisse o sistema de
uma forma diferente? Em outras palavras, o que aconteceria se permutéssemos os indices
na ordem |134256)7 Se isso ocorresse, o resultado final nao seria alterado. Todos os testes
foram realizados com diferentes ordenamentos dos indices, e os célculos ao fim do processo
foram os mesmos. Apenas os estados associados as medidas que aparecem na estrutura

final sao diferentes. Abaixo mostramos o estado final para o ordenamento |134256).

_ [ (a/)2+(mn5/)2:| |A+) (a/00)56+mn5/|11)56> n [ ('ma/)2+(—n5,)2:| 1A) <ma/00>56n5/11>56>
) m 7\ 7\ 9 P m ’ \2

(14+m?)(1+n? (' )2+(mnd")? (14m?)(14n2) (ma')2+4(—nd")

[ (mna’ )2+
+ i (1+m2 (1—&-n2 :|

+ (na)24+(ms )2:| | + (na |00) 56+m5 [11)56

(1+m2 )(14n2 v/ (na’)2+(ms’)? ) (
+ [ (mﬂ )2 +(—nvy )2 mB \00)06 ny \11)56 + ( B )2 mn’y ,6,\00>56+7rm'y [11)56
L (1+m2 14+n2) VvV (m (1+m2) \/ B')24(mny")?

[ /B 2 (7 2 L [VCgrrmre
V/(1+m2)(14n2) V/(14m2)(1+n?)

mnao \00 56— 6 |11)56
(mna 24(=6")2

mng 00)s6—7 [11)56 |11>56

V (mng")2+(

/
—ng'100)s6+my" |11)56
\/ (nB")2+(my")

(6.29)

Se observar com cuidado, o leitor percebera que os qubits 5 e 6 se apresentam
com as mesmas formas vistas na Eq. (6.23) (com excegao da diferenca de sinal em alguns

casos, que pode ser corrigida via transformagoes unitarias).

6.3 Base Generalizada e Canal GHZ

Seguiremos com outra aplicagao envolvendo estados GHZ generalizados.
Se na secao 6.2 utilizamos estes estados para construir o canal e a base de medidas,
agora manteremos apenas a representagao para o canal, e os dois pares serao medidos
separadamente em duas bases de Bell generalizadas com o mesmo grau de emaranhamento
(mg = my = m). A figura 6.3 ilustra este procedimento. O estado inicial de Alice continua

sendo

|P)12 = 0/‘00>1,2 + 5/|01>1,2 + 7/|10>1,2 + 5/’11>1,2’ (6.30)
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e o canal também ¢ idéntico ao da se¢ao anterior,

|0000>3,5,4,6 + n| 1111>3,5,4,6

| A Y3546 =
V14 n?
(6.31)

Alice | Bob

N
OI:II:II:I 6_
J

n

Figura 6.3: Teleporte de dois qubits utilizando um canal GHZ generalizado e medidas na base
de Bell generalizada.

Por conseguinte, o estado geral também ¢é igual ao mostrado na Eq. (6.19),

1)12lA Y3546 = N2(a'|00)12 + B01) 19 +7[10) 19 + 0'[11)19)
X (|0000>3,5,4,6 —+ n|1111>3,57476). (632)

Como ja mencionamos, as medidas de Alice serao realizadas na base de
Bell generalizada, trabalhada no inicio deste capitulo e vista com detalhes nos capitulo 4.

Lembre-se de que ela é composta por

oy = 100 FmILl) gy mI00) — 1) gy 10D 4 mf10) gy mf0L) — [10)
" Vitm? =" Vitm2z 1" Vitm2 1" Vitm?2 '
(6.33)

onde 0 < m < 1; e, ao escrever os estados da base computacional em funcao dos anteriores,

vimos que
Vi+m?2 Vi+m?2
+\ _ [\ +\ | F—
V1+m?2 1+ m?

(6.34)

Retornando a expressao para o estado geral, vamos reescrevé-la com os indi-
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ces ordenados em |132456) que haviamos escolhido na segao anterior. Assim, [¢)1 2] A ) 3546 =

I
R
S
]
=)
]
=)
=]

~
—
w
N
S
ot
=}
_l_
S
R
S
o
[t
—_
—_
—_
~
—
w
N
S
ot
=2}
~—

7777777777

7777777777

+ o+ +
/\3/\/-\
-2
—_
)
)
o
)
(=]
~~
—
W
N
S
t
D
+
3
2
—
@]
—_
—_
—_
—_
~
—
w
Do
I
ot
(=]
~

7777777777

(6.35)

Agora, precisamos saber como substituir na expressao acima os quatro qubits
iniciais (1, 3, 2, 4) pelo produto dos estados associados as possiveis medidas sobre os pares
1,3 e 2, 4. Isto equivale a retornar a Eq. (6.6) e calcular todos os termos com m, = m;, = m,

cujo resultado é

[0000) = M2(|®7) D7) +m| )| D) 4+ m|Pp) [R5 + m? |8 ) Pr)),
10001) = M2(|D7) [V + m| D) [Wr) + m|PL)[WE) +m?|0n) W),
10010) = M2 (m|@T)W5) — [P7)W5) +m?|0n) [ W55) — m|D) W),
[0011) = M?(m| @) |07F) — |©F)[Py,) +m?| @) [PF) — m|D)|Pr)),
10100) = MZ([W)|@5) + m| W) [@7,) + m W) PF) +m?[Wr)[ @),
0101) = MP([WL) [W35) + m W) W) + mlWo) (W) 4+ m? W) W),
[0110) = M (m|WL) W) — (W) W) 4+ m[WE) W) — m|Wr) W),
[0111) = M2 (m|W) @) — (Wi )| D) +m? W) [8) — m|Wo)[PL),
[1000) = M2 (m| W) [@5) +m? W) L) — [Wo) | 5) — m|Wo)[Pr),
[1001) = M2(m|W) W) + m? W) W) — [WE) [ W3E) — m| W) [WE)),
[1010) = M*(m? W) W) — m|WL)[Wr) —mlWo)[Wr) + Vo) W),
[1011) = M*(m?| W) [@7) — m| W) @n) — m|Wo ) |[P7) + W) [5),
[1100) = M?(m|@3)|0F) + m?| D7) |D) — |05 )[PF) — m|D7)|Pr)),
[1101) = M2 (m| @) W) +m? | D) W) — |©n) [W5) — m| D) W),
[1110) = M2 (m?| @) W) — m| D) [Wr) — m|PL )W) + 19,) W),
[1111) = M2 (m?| @) |0F) — m|PL) L) — m|PL)[PF) + [95)] 7).

(6.36)

Substituindo estas combinacOes na expressao para o estado geral, teremos

|6)1.2 !AZ>3,5,4,6 igual a

MENa(| Q) R5) + ml| P75 ) Pr) + m[ ) [70) +m? D7) |©7))|00)s6
AMENna(| W) W3) + m W) W) + mWE )W) +m? W )W) [11) 56
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+HMENB(m| P WL — )WL) + m?[ @) [ W5) — m| Do) [W5))[00)s6
+HMNS(m| W) 7) — W) Pr) + m? (W) @7) — m| W) |97 ))[11)56
AMENy (m| W) ) +m? (W) L) — [W0,) [ @3) — m| W) [@7,))]00)5
AMENny(m| ST WL +m? L) W) — (D) W) —m P ) [WE))[11)s6
AMENG(m? W) W) — m| W) WE ) — m W) W) + W5 ) [W7,))]00) 56
+AMENnS (m?| D) | ©F) — m| D)D) — m P ) L) + [@7,)| D7 ))[11)56;
(6.37)

e, finalmente, |¢)12|A Y3546 =

_ [ (@')24(m2nd’ )2:|
( " 77

|OO s6+m2nd’ [11)56 + [ (ma')2+(—mnd") |<I) >| _> ma ‘00 s6—mnd [11)5
V(Fm2)(1402) »|%m) V(@)2+(m2nd)2 | Vrma)tnz) | \/m
(ma’)2+(—mns") ma [00)s6—mnd |11)56 (m2a’)24(nd’)2 m2a’|00)56+nd |11)56
P D),
T Ve }' ! '><¢ mna>2>+[\/<1+mz>u+nz>}' o >< \/7>
[ (na’)2+(m25')? no \11 5b+m26 100)56 [ (mna/)2+(7m6/)2- o mna |11 s6—md’ |00)56
+ (1+7n2)(1+n,2 :| m, ( (na’)24(m26")? > + I \/(l+m2)(l+n2) | ‘ >‘ m> < (mna’)24(—md’) >
[ (mna’)24+(—md’)? mna |11 56— més’ 100)56 (m2na’)2+( m2a \11>56+5 100)56
+ L (1+m?)(14+n2?) :| ‘ m>| > < \/(mna —md’)? ) + |:\/(l+m2 (l+n2):| | >| > ( \/W )
[ (7n@’)2+(7n7w’)2- m[i |00) 56+m"’7 [11)56 (=B")2+(m2ny")? + ﬁ |00) 56 +m2ny \11 56
VA e T ) + )W
+ (1+m2)(1+n2) | |71 ( V(B )2+ (mny )2 > { VEma)(tn?) | @)l ( V(=) +(m2ny')2 )
+ w m?d 100)5—n7'[11)56 (CmB )P+ (—mny 2| —mg|00)s6—mny [11)s6
(14+m?)(1+n?2) ] mzﬂ 24 (—ny')2 \/(1+m2)(1+n2) \/ﬁ
T M mng|11) mmv \oom (—nB 2t (m2y )2 | —nB [11)s64m2y [00)s6
(14+m?)(14n?) | m m \/(mnﬁ )2 \/(1+m2)(1+n2) ] "L ’” W

[ (7n271ﬂ’)2+(7’yl)2_ + m nﬂ \11)56—v [00)56 (— mng’ )2+ (— m’y —mnf \11)56—m'y [00)56
B ) D5 U@, ) | —————L= ).
+ (14+m?2)(14n?) | | ( \/(mznﬂl)br(*’v/)z ) * [ \/(l+m2)(1+n2 ] | >‘ > ( vV (=mnfB’)24(—m~")? )
(6.38)

A mesma analise discutida no fim da secao anterior aplica-se aqui. No-
vamente, vamos considerar que o estado inicial seja da forma «|00); 2 + 8|11); 2, com

a=a,=0 e =~ =0. Sendo assim, o estado geral & reduzido a

1+m2 (14+n2) \/(al) (m2n6 )2 I \/(1+m2 )(1+4n2) (mal)2+(7mn5 )2

77L2’L6 [ mao 2 "L’IL() i 1 ! s — ! 56

+ + [00)56+m 2ng’ [11)56 (ma’)2+(— )? + — ma |00)s6—mnd |11)s56

= [ aiay (e v L e
(ma’)2+4(—mns’ ) _ + ma \UO 6— mnd’ \11 56
+ o)|® 5
(1+m?2)( 1+n2) ‘ 'm>| m> \/ (ma )2 'mn5

+ (m2a’)24(nd’)? mia \()0 5b+n6 [11)56
V/(1+m2)(14+n2) ) v/ (m2a')2+(ns’)?
(na’ 2+ m25') T+ + na |11)56+m25'[00)56 (mna')2+(—md’)? mnao |11 s6—md’ |00)s56
+ ‘ >|\II’H'L> + ’"L
(1+m?) (1+n2 \/(na )24(m?26")2 \/(1+m2)(1+n2) (mna’)2+(—mé’)?

(mna)24-(—m + mnao \11)5b mé’ \00 (m2na’)2+(68")2 m2a \11 56+6 10056
+ |: v/ (1+m2)(1+n?) :| |\Ij >|\Ij > ( \/(m'na ) * |: 1+m2) (14n2) :| ( (m2na’)24(6")2 >
(6.39)

Para determinar a probabilidade final, realizamos calculos para m = 1,

m =n e m = n?. Os resultados foram

(1) m=1:
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Nao hé sucesso direto na transmissao, e, apds aplicacao das técnicas de corregao

vistas no capitulo 5, chegamos ao valor de

2 2’)12
Prgpr = Plotal g5 — " . 6.40
sue 414 n2) 1+4+n? ( )
(2) m=mn:
Nao hé sucesso direto, e o valor final encontrado apés as correcoes foi de
2 6 6 4
Pcorr = Ptotal = nAon (641)

suc (1 + n2)3 bl
que é menor do que 2n?/1 + n?.

(3) m = n?

Sucesso direto para as medidas de |®,)|®, ) e [V )| W:F), com probabilidade igual

a
n? o2n?

Poe = 2 e nd) ~ A r 2Lt ) (642)

A correcao dos estados restantes gera o valor de

2nt 4 4n?
Pcorr — 5 6.43
(1+n)%(1 + n?) ( )
que, somado a Py,., gera uma probabilidade total de sucesso igual a
total _ 2n? 2n* + 4n? 2n? (6.44)

s = T rnp(+md) U+ nPl+md) 1+n2

Assim, mostramos mais um método em que conseguimos atingir o resultado

2 nas duas bases de medidas.

da Eq. (4.11), desta vez para os valoresde m =1em =mn
Embora nao tenhamos explicitado os céalculos, a permutacao dos indices na estrutura do

estado geral também néo afeta P,

6.4 Base GHZ e Canais Paralelos

Nas secoes precedentes, vimos combinacgoes entre dois tipos de estados - os
de Bell generalizados e os GHZ - e mostramos como associd-los com a base de medidas
e os canais. Em 6.1, estes ultimos foram representados apenas pelo primeiro tipo, e,
na secao seguinte, utilizamos os estados GHZ para representar tanto o canal como a
base de medidas. Em 6.3 combinamos o primeiro tipo (base de medidas) com o segundo
(canal) e apresentamos um novo protocolo. Agora, encerraremos o capitulo com a ultima

combinagao possivel para os estados discutidos. Nao entraremos em detalhes, pois nao ha
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conceitos novos relacionados ao canal e & base de medidas e tampouco resultados inéditos,
mas, mesmo assim, comentaremos esta alternativa para mostrar uma nova maneira de

obter Pl = 2p?/(1+ n?). Com isso, cobrimos todos os procedimentos possiveis que

associam estados GHZ e base de Bell generalizadas utilizados para o teleporte de dois

qubits. A figura 6.4 mostra como funcionara o protocolo. Agora, temos a nossa disposi¢ao

Alice | Bob

0@
|
0 e-e

Figura 6.4: Teleporte de dois qubits utilizando canais paralelos e medidas na base GHZ
generalizada.

dois canais paralelos simples e realizaremos as medidas na base GHZ generalizada de
quatro qubits, como vimos na Eq. (6.18). Inicialmente, o estado geral do sistema sera
idéntico ao da Eq. (6.45),

|6011®,)5,51P,)as = N*(@[00)12 + 8'[01)12 +7[10)12 + 6 [11)12)
X (|0000>3,5,4,6 + n|0011>3’574’6 + n|1100>3,574’6 + n2|1111>3757476). (645)

Apos a troca de indices para a ordem [132456) e substitui¢ao dos quatro
primeiros qubits pela combinacao dos estados GHZ associados a base de medidas, o estado

geral se apresentara como |¢)1| P )s 5P )6 =

. (a,)2+(mn25,)2 + a/\00)56+mn25/\11)55 (ma,)2+(*n25,)2 — mo |OO 56— ’I’L25 [11)56
o [ (1+m2)(1+n2)] A5 ( V(@ )2+(mn25")? ) * [ (1-+m?2)(1+n2) ] [4m) ( V(ma )24 (=nd’)?

[ (mna’)2+(nd’)2 + mnao \01)56+n6 |10)56 —na’)2+(mnd’ )2 — —na \01>5a+mn6 |10)56
yimna e B B
* LV (14+m?2)(1+n?) :| | > < \/(mna )24 (nd’)2 > + |: \/(1+m2)(1+n2) :| ‘ > < \/( —na’)?+(mnd’)?

(8')24(mn?y")? |Cm>
(1+m?)(14n?) |

ﬂ |00) 56+mny |10 )56 4 (mB )2+ (_”2’7 )2- |C_> mﬂ |00 )56 — n2y \11
! V)4 (kmn2)? W) () |\ g (a2

+ [ \V (mnﬁ/)z'*‘("’/)z |D+> <mn5 \01)56+TL7 |10) '56) + —\/ (—"6/)2""(7”"’}’/)2— ‘D_> (—nﬁ |01)56+mny 10)56>

|V (+m2)(1+n2) | V(mng )2+ (mny)? | V/(+m2)(14n2) | V(=nB )24 (mny)?

no |10)56+mn5 ‘01)5(, + (mna/)2+(*n6/)2 |E7> <mna |10 56— TL5 |01>56

+(mnd’) L v/ (1+m2)(14+n2) |

+ (na')24+(mnd")? |E+>

(14m?)(1+n2) | "

\/(mnoz

(mn2a’)24(6")2 1 +
* (1+m?)(1+n?) | 1)

mnza/\11>5e+6 \00 s6 ) 4 [ (*n2al)2+(m5/)2- F—> —n?a' [11)55+ms’ \00>56
\/mn2a 24 | \/(1+m2)(1+n2) | \/( n2a’)2+(md’)

nﬁ'\10>56+mm 01)s6 | 4 (mnﬁ VB )2 +(—ny)2 1) mnf |10)56—ny \01)56
V(B2 (mnr)?

+ [ (nﬂ/)2+(mn’7/)2:| +>

| @rm) (a2 V/(1+m2)(1+n2) v/ (mng')2+
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V(mn28)24 ()2 || oy [ mn28 [11)56+4100)56 (—n2B")2+(mry)? -\ [ =08 [11)56+m700)56
4 | ) K, %6 ) 4 K ,
{\/<1+m2><1+n2> ) V(mn28)2+(y')? V/(1+m2)(14n2) ) V(=n2B)2+(ma)?

(6.46)

Ao definir o estado inicial como «|00)+ |11) e realizar célculos para m = 1,
m = n e m = n?, obtivemos resultados idénticos ao da secao 6.3. Assim como na Eq.
(6.11) existem casos em que o teleporte ocorre com sucesso sem que Alice e Bob precisem
conhecer o grau de emaranhamento dos canais se estes valores forem idénticos em ambos.
Estes casos aparecem quando m = 1 e Alice obtém como resultado de sua medida qualquer

um dos seguintes estados
1Br)s 1B, 1Dg), 1Dy, |ER), |Eg), [Tn) ou [J). (6.47)

Com isso, finalizamos o capitulo com mais um método que funciona para o
teleporte de dois qubits e atinge o valor de P = 2n?/(1 4+ n?). Em comum, todos os
protocolos vistos até o momento alcangam esta probabilidade para alguma escolha par-
ticular de valores para os parametros da base de medidas e do canal, e, em especial, os
que apresentamos neste capitulo permitem o envio tanto de um como de dois qubits. Em
Vidal, 1999, foi previsto que o maximo valor associado & transmissao de informacao quan-
tica utilizando dois canais paralelos seria de Pt = 4n?/(1 + n?)?, através de técnicas

que envolviam destilagao. Até o presente momento, nao ha noticia de nenhum método

que tenha alcancado este resultado.
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Capitulo 7
Conclusoes

Neste trabalho, priorizamos a reformulacao de procedimentos conhecidos e
a idealizacao de novos protocolos de teletransporte, visando sempre superar ou igualar
a eficiéncia de métodos que ja operam em dispositivos praticos e de outros que ainda
nao foram implementados no mercado. Para isso, direcionamos nosso foco para a analise
do grau de emaranhamento (entanglement) dos estados envolvidos nestes procedimentos,
visando obter resultados cada vez melhores para a probabilidade de sucesso no envio de
informagao quantica dos métodos propostos.

No capitulo 3 discutimos o artigo que introduziu o primeiro protocolo de
teleporte de informagao quéantica usando estados emaranhados (Bennett et al. (1993)).
Apresentamos os recursos necessarios para a viabilizacao deste método, como o canal
quantico formado por um par emaranhado, o canal classico utilizado no final do procedi-
mento e o uso de uma base (neste caso, a base de Bell) com estados diferentes daqueles
associados aos qubits do canal, para os quais foram escolhidos os autoestados |0) e |1) do
operador o,. Vimos a seqiiencia de passos que Alice e Bob devem seguir desde a medida
do primeiro par de qubits até os ajustes finais de Bob sobre uma das possiveis formas que
seu estado poderia assumir. Mostramos como estes estados poderiam ser corrigidos pelos
operadores de Pauli quando diferiam do estado original de Alice e discutimos questoes
envolvendo relatividade restrita de Einstein e a transmissao de informacao ttil pelo tele-
porte. Vimos a estrutura do estado geral do sistema e do operador densidade antes e apos
as medidas e mostramos como calcular a probabilidade de sucesso para cada resultado
da medida de Alice. Com isso, provamos que o teleporte ocorre com probabilidade um
mantendo a fidelidade de todos os estados ap6s o término do processo.

No capitulo 4 introduzimos o conceito de estados parcialmente emaranha-
dos apresentando pares de qubits que possuem um determinado grau de emaranhamento
associado menor do que um. Simulamos o procedimento de teleporte utilizando estados
com esta estrutura em detrimento dos estados da base de Bell e do canal maximamente
emaranhado analisados no capitulo 3, e, desta forma, aproximamos o protocolo original

para um cenario mais real, visto que na pratica os estados maximamente emaranhados
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costumam ser instaveis. Ao efetuar estas substitui¢oes, constatamos a impossibilidade de
atingir probabilidade um ao final do processo, motivo pelo qual classificamos os protocolos
com estas caracteristicas de teleportes probabilisticos. Assim, mostramos neste capitulo
trés maneiras diferentes de obter estados com fidelidade um, cada uma com métodos e
probabilidades tnicas. Na primeira (Li et al. (2000)), vimos que os estados imperfeitos
poderiam ser corrigidos através de um operador especifico, ao qual nos referimos como
técnica de evolugao unitaria. Vimos também que este método atingia a maior eficiéncia
possivel para teleportes probabilisticos que operam com transmissao serial de informagcao
(Vidal (1999)). Na segunda (Agrawal and Pati (2002)), constatamos que o ajuste cor-
reto do grau de emaranhamento da base de medidas e do canal permitia que o teleporte
ocorresse sem a necessidade do uso da técnica de evolugao unitaria, porém com uma
probabilidade inferior. No tdltimo (Rigolin (2009)), mostramos que Bob poderia acoplar
ao canal que compartilhava com Alice outros canais em série mantidos sob seu dominio.
Assim, uma vez que soubesse o resultado da medida de Alice e conhecesse os célculos
necessarios caso quisesse teleportar seu qubit, independente da estrutura deste tltimo,
Bob poderia teleportéa-lo e medir os respectivos resultados de cada teleporte quantas ve-
zes fossem necessarias até que obtivesse um estado com fidelidade um. A eficiéncia deste
método estd intimamente relacionada a escolha do grau de emaranhamento de cada canal,
e, apos discutir diferentes cenarios, mostramos dentre todos os possiveis aquele que seria
o mais eficiente e gerava o segundo melhor resultado neste capitulo para a probabilidade
total de sucesso.

No capitulo 5 apresentamos os primeiros modelos propostos por esta disser-
tagao. Mantivemos o foco em teleportes de um qubit e construimos novos protocolos ao
introduzir diferentes possibilidades para a estrutura dos estados parcialmente emaranha-
dos e mesclar algumas das técnicas vistas no capitulo 4. No primeiro modelo, adaptamos
a técnica de evolucao unitaria ao teleporte multiplo. Repetimos os procedimentos de te-
leportar um qubit através de canais associados em série e analisamos os resultados para
as primeiras etapas. Assim, para uma determinada etapa ¢, corrigimos todos os estados
imperfeitos com a técnica de evolugao unitaria e comparamos os resultados com o caso
em que estes estados seriam teleportados a etapa seguinte. Descobrimos que este método
supera o teleporte multiplo de Rigolin (2009) e provamos que atinge a mesma eficiéncia
de Li et al. (2000) e Vidal (1999), independentemente do ntimero de teleportes realiza-
dos. Mais ainda, provamos que para um elevado ntmero de etapas a probabilidade total
de sucesso associada ao protocolo de teleporte miltiplo aproxima-se deste mesmo resul-
tado. Concluimos entao que nao haveria vantagem em realizar sucessivos teleportes para
corrigir os estados imperfeitos em uma determinada etapa, visto que um tnico teleporte
seguido de correcoes gerava a mesma probabilidade total de sucesso. No segundo modelo,
aproveitamos o conceito de teleporte miltiplo com evolugao unitaria para construir um

procedimento em que Alice e Bob nao teriam acesso a nenhum dos canais intermediérios.
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Assim, o teleporte do estado inicial de Alice era efetuado repetidamente e de maneira
independente até que afetasse o qubit final em posse de Bob, o qual, em seguida, apli-
cava a técnica de correcao unitaria. Encontramos para a probabilidade total de sucesso o
mesmo resultado de Perseguers et al. (2008), e que até o momento era o considerado nao
s6 o melhor resultado para procedimentos deste tipo (em que Alice e Bob nao controlam
o que ocorre durante o teleporte) como também nao possuia uma alternativa viavel. As-
sim, provamos que nosso modelo pode ser utilizado para substituir a técnica de destilagao
proposta por Perseguers et al. (2008). No terceiro e tltimo modelo introduzimos o estado
GHZ sobre o qual realizamos algumas adaptagoes para construir estados parcialmente
emaranhados. Mostramos um método que demanda dois canais paralelos e apenas uma
medida para que a informacao de Alice seja transmitida a Bob. Porém, embora Alice
possua somente um qubit, Bob dispoe de um par, e, desta forma, é preciso que algum dos
qubits deste par seja medido para que o outro assuma a forma do estado original de Alice.
Em um primeiro momento, mostramos como satisfazer a esta condigao e que a eficiéncia
ao fim do processo era a mesma de Agrawal and Pati (2002). Depois, ao prosseguir com os
calculos corrigindo os estados imperfeitos com a técnica de evolugao unitaria, atingimos
novamente os resultados de Li et al. (2000) e Vidal (1999).

No capitulo 6 apresentamos os modelos finais propostos neste trabalho. Ao
todo, foram quatro modelos distintos cujos objetivos eram a transmissao de um par de
qubits, que poderia ser refinado a somente um qubit dependendo dos objetivos de emissor
e receptor. No primeiro modelo, Alice e Bob compartilhavam dois canais paralelos e era
necessario que a primeira efetuasse duas medidas distintas sobre os pares aos quais possuia
acesso. Vimos que se o estado original fosse formado pela combinacao dos quatro estados de
base para sistemas de dois qubits, o teleporte s6 poderia ocorrer com sucesso para condi¢oes
rigorosamente especificas (m, = m;, = n). Fomos entao forgados a reduzir o estado original
a uma combinacgao de apenas dois estados de base, e, com isso, atingimos o resultado de
Agrawal and Pati (2002). Ao aplicar a técnica de evolugao unitéaria, obtivemos novamente
a eficiéncia encontrada em Li et al. (2000) e Vidal (1999). No segundo modelo, o canal e a
base de medidas de Alice foram expressos por estados GH Z. As probabilidades associadas
aos casos tanto de sucesso direto como apoés a corre¢ao via evolugao unitaria foram iguais
as do primeiro modelo, e mais uma vez fomos obrigados a reduzir o estado original a
uma combinacao de apenas dois estados de base. No terceiro modelo, mantivemos o canal
GHZ e retornamos as medidas na base generalizada, e no quarto modelo invertemos esta
relagdo ao utilizar dois canais paralelos e a base de medidas com estados GHZ. Nestes
dois ultimos, também atingimos a probabilidade total de sucesso méaxima alcancada pelos
modelos anteriores. Por fim, mostramos que o primeiro e o quarto modelo permitem que
o estado original seja enviado sem que Alice e Bob conhecam o grau de emaranhamento
dos canais paralelos, bastando apenas que os valores sejam idénticos em ambos.

Desta forma, concluimos a dissertacao ressaltando os métodos que propu-
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semos para teleporte de estados quéanticos. Se por um lado nao superamos a eficiéncia de
nenhum protocolo conhecido, em contrapartida atingimos as méximas eficiéncias permiti-
das para os procedimentos analisados. Com isso, alguns dos protocolos que apresentamos
podem vir a ser implementados em dispositivos reais. Dentre os planos de trabalho futuro
estamos considerando a analise de métodos de teleporte cujos canais sejam descritos por

estados mistos.



Apéndice A

Probabilidade Maxima Associada ao

Teleporte Multiplo em Série

Demonstraremos a seguir que a expressao 2n?/(1+n?) fornece o valor méximo
para a probabilidade associada ao teleporte multiplo em série discutido nas

secoes 4.3 e 5.1.

Demonstracao

Para um estado cuja estrutura seja [U)|0)guz = (]|0) + T'5]1))|0) quz 0u [¥)]0) gz =
(T'«|0)43]1))]0) guz, sendo T um nimero complexo qualquer, a aplicacdo da correcao

via evolucao unitaria pela matriz Uy gera um estado final do tipo
Ur(|9)[0)aua) = T(a|0) + B1))]0)aus + (--)[1) aua- (A.1)

onde o coeficiente (...) associado ao qubit |1),,, ndo preserva nenhuma informagao

relativa ao estado original a|0) + 3[1).

Se um estado a|0) 4+ 5]1) for teleportado através de um canal do tipo "n", a confi-

guracao seguinte do sistema sera

1 1 _
ﬁ@ﬂ[amﬂ-”ml)] + ﬁ@ )l0) +nB(1)] +
1

[T} [nal0) + 1)) )nal0) + 5] (A2)

1
. + |V~
V14 n? \/1—|—n2|

Repare que as medidas associadas aos estados @) e |®7) "introduzem"no coefici-
ente 5 um fator multiplicativo n, mantendo « intacto. Para os estados |[U) e |U™)

o papel se inverte: [ permanece inalterado, enquanto « cede lugar a na.
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3) Podemos estender os resultados para saber a configuragao do sistema apods o tele-

porte de a|0) + T'B|1) ou T'«|0) + [5|1): basta reescrever a equagao anterior, substi-
tuindo S por T4 no primeiro caso e a por T'a no segundo. Se teleportarmos o estado
|W) = «|0) +T5|1) utilizando um canal com grau "7"de emaranhamento, teremos,

na etapa seguinte

_1 + 2 1 _ 9
ml@ a0y + T25|1)] + WM) V[a]0) + T25[1)] +
1

[WHHT(]0) + BI1))] + (W) (al0) + 51))]. (A.3)

1
Ny Vi1

Por outro lado, se teleportarmos o estado |¥) = Ta|0) + (|1) e utilizarmos um canal

semelhante, o estado geral do sistema sera

1
V14 T?

1 (72
WI\P )T al0) + B|1)] +

2T (2]0) + BI1))] + [©7)[T(]0) + BI1))] +

1
V14 T?
1 N\ 2
WN’ T al0) + 5[1)].  (A4)

Assim, para cada um dos casos, duas das quatro medidas fornecem o qubit em sua
estrutura original. Como o coeficiente T" é arbitréario, esta analise serve para qualquer
etapa ¢ na seqiiencia de teleportes, e, dessa forma, para 50% dos casos é possivel
encontrar o estado original enviado no inicio do protocolo (néo confundir com a
probabilidade especifica associada & obtencao do mesmo estado como resultado da

medida do sistema; ou seja, o moédulo quadratico de seu coeficiente).

Para os estados que falharam em (3) e (4), podemos introduzir um qubit auxiliar
|0)aue € aplicar a corregao através da matriz Ur. De acordo com a Eq. (A.1), o novo

estado do sistema sera

1
V14+T2
1

onde deixamos o coeficiente T implicito em (...). Assim, incluindo as futuras

T%(et|0) + BIINI0)aus + ()11 aua- (A.5)

corregoes com Ur, o estado geral do sistema pode ser expresso em termos de

ﬁT(am + B|1)); para dois dos quatro casos; e

VﬁTﬂa!O) + B11)]0) quz + (--)|1) aus, para os dois casos restantes.

(A.6)

Desse modo, apods sucessivos teleportes até uma determinada etapa ¢, metade das
possibilidades fornecerao «|0) 4+ 5|1). Para a metade restante, introduz-se |0) g, €
aplica-se Uy para tentar obter (a|0) + 5|1))]0) guz-
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5) Em uma etapa g qualquer, ja vimos que para a metade dos casos o teleporte ocorreré
com sucesso direto. O fator multiplicativo associado a estes estados é proporcional
an?’"”; ou seja, ao grau de emaranhamento do canal, ja que a escolha deste dltimo
é feita com o objetivo de "corrigir"metade dos estados em que houve falha na etapa
g — 1. Assim, a e 3 sdo multiplicados por n2* . Para a outra metade, o fator seré
da forma (n®") x (n®""°) = n®"" para um dos coeficientes, e 0 outro permaneceré

inalterado. Os estados serao entao

Mn**(a|0) + B]1)) — sucesso direto;
Mn*"al0) + B]1) ou «|0) + Mn?"'B|1) — necessitam de correcio;
(A7)

em que M & um fator global associado aos estados na etapa g. E possivel mostrar

que
1 1 1 1 1 1

VUV R VTRV VTt VT

Assim, se aplicarmos Ur nos estados em que nao ocorreria o teleporte direto -
Mn*" a|0) 4 B]1) ou a|0) + Mn?"'B|1) - 0 novo estado sera

(A.8)

1
Mn*"(a]0) + BI1)10)aus + ()1 aua- (A.9)
Vamos chamar a probabilidade original de sucesso de P((Omg |M n* | e a pro-
babilidade relacionada somente a correcao de P((f;rl |Mn? " |2, Assim, temos
que
Py _ [M? P (2" )2
P((q) : - |Mn2q—2|2 - (nzq—2)2
orig
= (T = (02T =P = 2 (A.10)
Logo,
(¢+1) _ pl9) 2¢-1
P(corr) - P(om‘g) Xn ) (All)
e P ¢ la P9 pelo fator n®"
(corry ¢ PTOpOrcional a Pn » pelo fator n
6) A equagao (3) do artigo Rigolin, 2009 nos diz que
PO gty (=) (A.12)
(orig) — (1+n2)(1—n2") :
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Podemos expandir (1 —n?") no produto
(1=n*)=1+n> )A+n> )1 +nH(1 +n>)(1 —n?). (A.13)

Assim, temos que

(@) _ o, 2071 (1—n2)
P(om’g) =2n (1+12) (14027 1) (141297 %) (14n4) (1+n2) (1—n2)
_ 2n2q_1
T @2 (140277 ?). L (140t (1402)2 (A.14)
Entao,
P(Q) — 2n2q_1 .
(orig) = (14n27 1) (14027 ?)...(14+n%) (14n2)2’
P(‘I*l) _ 2n27 "2
(orig) — (14n2 2)(14n2" ). (14n)(11n2)?’
P(Q+1) — 2n2?
(orig) ~ (14m2®)(14n2TL)...(14n) (14n2)2’
(A.15)
e, desta forma, temos que
n®"
(¢+1) _ pl9)
P(om'g) - P(orig) X 1 4+ n2e ’ (A16)
Logo, P((f;;g)) ¢ proporcional a P((oqu'g) pelo fator n2" /(1 4+ n?").
Calculo da probabilidade total P!l a probabilidade total de sucesso de telepor-

tes até uma determinada etapa é o resultado da soma de todas as probabilidades
individuais associas as etapas anteriores, incluindo a etapa em questao. Assim, por
exemplo, para calcular P até a etapa ¢ + 1 (incluindo a correcdo nesta etapa),

suc

devemos efetuar a seguinte soma

total (g+1)
plot Z (mg + P, (A.17)

corr

lembrando que S

(orig)

Mas, utilizando a Eq. (A.11), vemos que

(q) (¢+1) _ pla) 9a—1y 224!
Plorigy T Pleorr) = Plorigy X (L + 107 ) = ey sy a2
=P x (n7). (A.18)
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Desse modo,

total (¢+1) _ §a—1 p(k) (9) (g+1)
Psuc Zk 2 omg) P(corr) - k=2 P(om'g) + P(om'g) + P(corr)
1 —2 —2 (k —2
- Z (omg P(((;]rig)) X (n2q ) = Z:Z P((or)ig) + P((omg)) (1 + n2q )

(A.19)

Expandindo esta soma e utilizando as expressoes em (A.15), temos

-2 plk) 2n2?”? (¢—2) 294—3
Zk:Q P(om'g) + (1+n2773) . (14n%) (1+n2)2 Z omg P(om'g) x (7’L )
P+ P x (1 + 0277, (A.20)

(orig (orig)

Note que existe uma relacao de recorréncia na soma acima, onde os dois tltimos

termos da soma de ordens k£ geram um miltiplo do termo de ordem k — 1. Portanto,

ota k -2 2 -3
P;fui b= k: 2 P((or)zg) + P((orzg)) (1 + n?’ ) Z orzg) + P((;]rig)) X (1 + n?’ )
®3) ( ) ®3)
Zk 2 orzg + P(omg (1 + n? ) = P(omg) + P(orzg) (1 + n4)
2n? 2n? 2n?
= T T oz X (L+n )= (1+n2)°

(A.21)

e a soma é independente do valor de ¢, como queriamos demonstrar. Para completar

a prova, basta lembrar que

2¢~1
(¢+1) _ pl9) 2a-1 (2) n _ plg+1)
P(corr) - P(orig) Xn > P(om'g) X 1+ n2q - P(m"ig) . (A22)
Logo,
q+1 9
) ., plarny _ 20
Z P omg Z P(omg (007“?“) (1 + n2) :
(A.23)
Portanto,
q+1 9
lim (k) 2n
g—r00 ) Plorigy = At (A.24)
k=2

e a prova esta completa.
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