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Resumo

Este trabalho tem como objetivo encontrar soluções numéricas para as equações de
Maxwell em cavidades dielétricas bidimensionais. Tais estruturas aprisionam a luz no seu
interior por meio de reflexão interna total e podem ser utilizadas para a fabricação de um
laser na escala de mı́crons, os chamados microlasers. O formato da cavidade influencia a
dinâmica dos raios aprisionados, de forma que esta pode ser regular ou caótica, e determina
completamente o padrão de emissão da radiação. Durante o desenvolvimento de nossas
rotinas computacionais, abordamos o problema do ćırculo, cuja dinâmica é integrável,
e o do estádio, que possui dinâmica caótica. Reproduzimos parcialmente resultados da
literatura. Além disso, consideramos também uma geometria nova, que tem potencial para
apresentar emissão unidirecional, um objetivo que está sendo buscado pela comunidade.



Abstract

The objective of this work is to find numerical solutions for Maxwell’s equations
in two-dimensional dielectric cavities. Such structures can trap light by means of total
internal reflections and can be used for constructing lasers in the micron scale, known as
microlasers. The shape of the cavity affects the dynamics of rays inside it, so that it can
be regular or chaotic, and completely determines the emission pattern of the radiation.
During the development of our computational algorithms, we have considered the problem
of the circle, whose dynamics is integrable, and the stadium, which has chaotic dynamics.
We partially reproduced results in the literature. In addition, we also considered a new
geometry, which probably can provide unidirectional emission, a goal that is being sought
by the scientific community.
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16 Representação esquemática da discretização da fronteira do bilhar circu-

lar. Os quadradados representam os pontos que discretizam a fronteira
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1 Introdução

Os lasers são compostos por dois elementos básicos. Um deles é o material ativo no

qual a luz de um certo comprimento de onda é gerada a partir de uma fonte de energia

externa. O outro é a cavidade ótica, um arranjo de componentes óticos que contém o

material ativo e que permite que a luz percorra um caminho fechado. A cavidade ótica

tem grande influência sobre as caracteŕısticas da luz emitida: potência, direção do feixe e

propriedades espectrais, bem como sobre as caracteŕısticas f́ısicas do laser como o tamanho

e a forma. Atualmente a maioria das cavidades óticas são cavidades de Fabry-Perot, no

qual dois planos de cristal semicondutor atuam como espelhos paralelos, refletindo a luz

diversas vezes através do material ativo para que ela tenha sua potência amplificada.

A aplicação de lasers em escalas que se aproximam do próprio comprimento de onda da

luz apresentou certos desafios já que a construção de estruturas refletoras nessa escala não

é uma tarefa simples. Uma proposta que tem se mostrado eficiente é construir cavidades

compactas baseadas na reflexão interna total em microestruturas dielétricas [4]. Tais

dispositivos têm recebido certa atenção já que são componentes versáteis para fabricação

de lasers em microescala, os chamados microlasers [5]. O interesse em tais dispositivos

para aplicações ou para ótica f́ısica fundamental motivou o desenvolvimento da teoria

sobre cavidades óticas.

Para que esse desenvolvimento fosse posśıvel, foi necessária a compreensão dos modos

óticos das microcavidades. Um modo ótico é definido como uma solução das equações de

Maxwell com frequência de ressonância ω, da mesma forma que na mecânica quântica um

autoestado é solução da equação de Schördinger com uma dada autoenergia. Entretanto,

microcavidades são sistemas abertos uma vez que a luz escapa do seu interior. Assim,

um modo ótico é um estado quase-ligado que decai exponencialmente com o tempo e cujo

tempo de vida é denominado τ . Esse fato é comumente expresso em termos do fator de

qualidade do modo: Q = ωτ . Um alto fator de qualidade é interessante pois corresponde

à emissão de uma luz laser de alta potência.
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Uma grande variedade de formatos de cavidades foi estudada no começo da década

de 1990, porém as que despertaram maior interesse no ińıcio foram aquelas que possúıam

simetria de rotação, tais como esferas [6] e discos [7, 8]. A razão para isso é que essas

estruturas apresentavam alto fator de qualidade. Esses experimentos mostraram que o

alto fator de qualidade é devido aos raios cuja trajetória é próxima da fronteira. A sime-

tria dessas cavidades faz com que o ângulo de incidência χ de um raio seja conservado

e, pela lei de Snell, um raio com sinχ > 1/n (onde n é o ı́ndice de refração da amos-

tra) permanecerá preso indefinidamente. Tais soluções são conhecidas como “galeria dos

sussurros” (whispering gallery). Mesmo que a condição para reflexão interna total seja

satisfeita, soluções exatas da equação de onda para discos e esferas mostram que o apri-

sionamento não é perfeito. A totalidade da reflexão interna só é posśıvel no caso ideal

de uma interface plana infinita. A curvatura na fronteira da cavidade leva a uma perda

exponencial pequena e, por esse motivo, é posśıvel obter emissão de luz nessas cavida-

des. Entretanto, observou-se que, devido à simetria de rotação, o feixe de luz emitido era

isotrópico impossibilitando, assim, a construção de um microlaser direcional.

Em 1994[9] foi proposto um estudo sobre cavidades óticas baseadas em pequenas

deformações de cilindros ou esferas que ficaram conhecidas como cavidades ressonantes

assimétricas. A dinâmica dos raios de luz nessas cavidades é parcialmente ou totalmente

caótica devido à quebra da simetria de rotação. A ideia é associar o alto fator de qualidade

com a quebra da simetria levando à emissão direcional. Trabalhos experimentais [10, 11]

e teóricos [12] confirmaram essa ideia embora os modos importantes nem sempre sejam

do tipo “galeria do sussurros” [1]. Na Figura 1 vemos uma cavidade cuja geometria

é conhecida como quadrupolo. Os experimentos com essas amostras confirmaram uma

potência de emissão muito maior numa determinada direção. Em contraste com cavidades

Figura 1: Amostra dielétrica onde se observa uma dinâmica clássica caótica (esquerda) e
cálculo numérico de um modo ressonante com alto fator de qualidade e direcionalidade
(direita). Retirado de [1].

de Fabry-Perot ou cavidades com simetria de rotação onde a função de onda é separável,
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nas cavidades assimétricas as equações de Maxwell não são separáveis e, em geral, é

necessário a utilização de métodos numéricos.

Neste trabalho pretendemos dar ińıcio a um estudo sobre microlasers. Nosso obje-

tivo era tentar encontrar uma geometria simples, pasśıvel de fabricação, em que hou-

vesse emissão direcional. Nossa principal dificuldade esteve na implementação do método

numérico. Depois de pacientes esforços, conseguimos reproduzir resultados da literatura

para as geometrias circular e do estádio. Além disso, obtivemos resultados preliminares

para uma geometria nova.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 introduzimos con-

ceitos básicos tais como o de ressonância e o de dinâmica caótica. No Caṕıtulo 3 utilizamos

as equações de Maxwell para mostrar que a equação de onda no interior de um micro-

laser pode ser reduzida para um problema bidimensional. No Caṕıtulo 4 discutimos o

método numérico escolhido para este trabalho. No Caṕıtulo 5 apresentamos e discutimos

os resultados obtidos. O Caṕıtulo 6 contém a conclusão.
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2 Conceitos Básicos

Um conceito muito importante no estudo dos microlasers é o de ressonância. Neste

caṕıtulo, introduziremos este conceito utilizando, para isso, um problema exatamente

solúvel em mecânica quântica. Além disso, descreveremos ainda o comportamento dos

raios de luz no interior dos microlasers do ponto de vista da mecânica clássica utilizando

como modelo os bilhares dinâmicos.

2.1 Ressonâncias

Vamos considerar um problema no qual uma part́ıcula de massa m se move somente

ao longo do eixo x positivo devido a presença de uma barreira impenetrável localizada

em x = 0. Vamos considerar também a presença de um potencial unidimensional do tipo

delta repulsivo em x = a, ou seja,

U(x) = g0δ(x− a), (2.1)

sendo g0 > 0. A Fig. 2 ilustra o problema mencionado. Supondo que a part́ıcula incida

pela direita, o potencial delta e barreira farão com que ela seja espalhada e refletida para a

região x > a. Como veremos a seguir, este problema possui uma caracteŕıstica importante:

para determinados valores de energia, a part́ıcula pode permanecer na região 0 < x < a

por um tempo muito longo. Tais valores, chamados de ressonâncias, são próximos aos

valores de energia dos estados ligados caso o potencial delta em x = a fosse também uma

barreira impenetrável.

Começaremos nosso estudo escrevendo a equação de Schrödinger independente do

tempo para esse problema

− h̄2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x), (2.2)
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Figura 2: Espalhamento de um part́ıcula que incide pela direta numa região onde existe
uma barreira impenetrável e x = 0 e um potencial delta em x = a.

onde U(x) é dado por (2.1). A equação acima pode ser reescrita como(
∂2

∂x2
+ k2

)
ψ(x) = u0δ(x− a)ψ(x), (2.3)

onde k2 = 2mE/h̄2 e u0 = 2mg0/h̄
2. Devido à presença da barreira impenetrável em

x = 0, uma das condições de contorno para este problema é

ψ(0) = 0. (2.4)

Devido a forma da Eq. (2.3), suas soluções devem ser do tipo

ψ(x < a) = A sin kx+B cos kx, (2.5)

ψ(x > a) = Ce−ik(x−a) + Seik(x−a). (2.6)

Aplicando a condição de contorno (2.4) na Eq. (2.5) encontramos B = 0. Além disso,

como supomos que a onda incide somente pela direita, temos que C = 1. Assim, ficamos

com

ψ(x < a) = A sin kx, (2.7)

ψ(x > a) = e−ik(x−a) + Seik(x−a). (2.8)

O coeficiente S relaciona a onda refletida, descrita pelo termo eik(x−a), e a onda inci-

dente, dada pelo termo e−ik(x−a). Em geral, este coeficiente recebe o nome de matriz de

espalhamento ou matriz S. Para este problema, S é uma matriz de ordem 1.

A outra condição de contorno pode ser obtida integrando a equação de Schrödinger,
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dada em (2.3), num intervalo ϵ em torno do ponto x = a e calculando o limite ϵ → 0.

Essa condição de contorno é dada pela seguinte expressão

∂ψ(x)

∂x

∣∣∣∣∣
a+

a−

= u0ψ(a). (2.9)

Usando a continuidade da função de onda em x = a e a descontinuidade de sua

derivada nesse ponto, encontramos os coeficientes A e S em termos das quantidades k, a

e u0

A = − 2ik/u0
(k/u0) cos ka+ sin ka− i(k/u0) sin ka

, (2.10)

S = −(k/u0) cos ka+ sin ka+ i(k/u0) sin ka

(k/u0) cos ka+ sin ka− i(k/u0) sin ka
. (2.11)

É posśıvel observar que o coeficiente S é unitário, isto é, um número complexo com módulo

igual a 1 e, por isso, pode ser reescrito em termos de uma fase θ

S = eiθ = −e2iδ, (2.12)

ou ainda em termos de uma quantidade δ, conhecida como phase shift, que será analisada

a seguir.

Por (2.10) e (2.11) é posśıvel observar que, para u0 = 0, ou seja, na ausência do

potencial delta, encontramos A = −2ieika e S = −e2ika. A função de onda nesse caso fica

ψ(x) = −2ieika sin kx, (2.13)

para 0 ≤ x < ∞. Para um valor arbitrário de u0, a função de onda para a região x > a

pode ser reescrita em termos do phase shift, substituindo o valor de S dado por (2.12) na

Eq. (2.8). Assim, obtemos

ψ(x > a) = −2ieiδ sin [k(x− a) + δ] . (2.14)

As funções de onda encontradas podem ser escritas numa forma real. Dividindo (2.13) e

(2.14) por −2ieiδ, encontramos, respectivamente,

ψ(x ≤ a) = B sin kx, (2.15)

onde

B =
1√

((u0/k) sin ka+ cos ka)2 + sin2 ka
(2.16)
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e

ψ(x ≥ a) = sin [k(x− a) + δ] . (2.17)

Usando as Eqs. (2.11) e (2.12), é posśıvel obter uma expressão que forneça o valor de

δ tem termos de k, a e u0. Essa expressão é dada por

tan δ =
tan ka

1 + (u0/k) tan ka
. (2.18)

A inclinação de δ como função de k está relacionada com o conceito de tempo de de-

lay de Wigner, que mede o atraso sofrido pelo pacote de onda devido ao processo de

espalhamento. O tempo de delay de Wigner τ é dado por [2]

τ = h̄
∂θ

∂E
=

2

v

∂δ

∂k
, (2.19)

onde v = h̄k/m representa a velocidade da part́ıcula.

Vamos considerar agora o caso em que o potencial delta seja aproximadamente uma

barreira impenetrável, ou seja, u0 ≫ k. Caso o potencial delta fosse uma barreira impe-

netrável, o valor de energia para o n-ésimo estado ligado seria dado por

E =
h̄2(nπ)2

2ma2
. (2.20)

Vamos analisar o comportamento da onda incidente cuja energia seja próxima à de um

estado ligado, ou seja, vamos considerar ka ≈ nπ.

Usando a Eq. (2.18), é posśıvel traçar o gráfico de δ como função de ka, como mostrado

na Fig. 3. Como o valor de u0/k é grande, a curva que representa δ na Fig. 3 é quase

plana em todo o intervalo. Isso indica um pequeno time delay, exceto na vizinhança de

um zero do denominador da Eq. (2.18), onde δ aumenta de forma abrupta indicando um

time delay grande e, com isso, a presença do que é conhecido como ressonância. Os zeros

no denominador da Eq. (2.18) são dados pela intersecção das curvas tan ka e −ka/u0a.
Nesses pontos, que denominaremos kδna, temos que tan δ = ∞ e que δ = π/2, 3π/2, etc.

Devemos notar que é a grande variação de δ que caracteriza uma ressonância e não o seu

valor. Para o caso de uma barreira impenetrável, kδna deve estar na vizinhança de um

estado ligado kBS
n a = nπ.

Vamos analisar agora o comportamento da função de onda associada ao problema

descrito acima. Primeiramente, vamos considerar um valor de ka próximo ao valor de

uma ressonância. Nesse caso, a amplitude da função de onda na região 0 < x < a é maior
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Figura 3: Comportamento do phase shift δ em função de ka. Retirado de [2].

que a amplitude da função de onda na região x > a. A Fig. 4 ilustra esta situação. Já

para ka = π, ou seja, o valor do primeiro estado ligado caso o potencial delta fosse uma

barreira impenetrável, a função de onda não sofre influência do potencial delta, como

mostra a Fig. 5. Podemos observar ainda que a função de onda e a sua derivada são

cont́ınuas em x = a.

Figura 4: Função de onda para ka = π(1 − α), isto é, próximo de uma ressonância.
Retirado de [2].
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Figura 5: Função de onda para ka = π. A função de onda se comporta como se não
houvesse o potencial delta. Retirado de [2]

Vamos analisar agora a estrutura do coeficiente S(k). Primeiramente, vamos conside-

rar os polos de S(k), ou seja, os zeros no denominador de S na Eq. (2.11), que devem

satisfazer a relação

sin kna+ αkna cos kna = iαkna sin kna, (2.21)

onde α = 1/u0a. Para cada solução kn da equação acima, existe um zero no numerador

da Eq. (2.11), dado pelo seu complexo conjugado k∗n, localizado na posição refletida em

torno do eixo real. Tomando o complexo conjugado da equação acima, é posśıvel ver que

para cada polo kn, existe também um polo em −kn, isto é, na posição refletida em torno

do eixo imaginário.

Pela Eq. (2.21), vemos que para o caso em que o potencial delta for uma barreira

impenetrável, ou seja, ua → ∞, temos que

kna→ nπ = kBS
n a, (2.22)

que são os estados ligados de uma caixa de tamanho a. Vamos considerar a situação em

que o potencial delta se aproxima de uma barreira impenetrável. Assim, esperamos que

os polos de S sejam aproximadamente iguais àqueles dados pela Eq. (2.22). Para isso,
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vamos reescrever a Eq. (2.21) na forma

(1− iαkna) tan kna = −αkna. (2.23)

Usando a expressão acima, pode-se mostrar que kna é dado por [2]

kna = nπ(1− α+ · · · )− i(nπ)2(α2 + · · · ). (2.24)

Vemos que para cada polo de ressonância associado com um n positivo, existe outro polo

com n negativo, sendo os dois polos imagens refletidas com relação ao eixo imaginário.

Como α > 0, vemos ainda que kn pode ser escrito como uma parte real e uma parte

imaginária negativa.

A Fig. 6 mostra de forma esquemática a estrutura de S(k) no plano complexo ka.

Vemos que S é anaĺıtica na metade superior do plano complexo ka. Na metade inferior, S

Figura 6: Esquema da estrutura de S(k) no plano complexo ka. Retirado de [2].

possui polos que correspondem às ressonâncias obtidas usando o problema descrito acima.

2.2 Dinâmica Caótica

O comportamento das ondas eletromagnéticas no interior da cavidade dielétrica pode

ser analisado do ponto de vista da mecânica clássica usando como artif́ıcio os bilhares

dinâmicos. Num bilhar dinâmico clássico, uma part́ıcula puntual se move livremente no

plano bidimensional e sofre colisões elásticas nas suas paredes, sendo refletida de maneira

especular. O formato do bilhar determina a trajetória da part́ıcula no seu interior. A Fig.

7 mostra o bilhar do estádio, constitúıdo de dois semi-ćırculos conectados por dois seg-
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mentos de retas paralelos, e um par de trajetórias com condições iniciais muito próximas.

Após algumas reflexões nas paredes, é posśıvel observar que as duas trajetórias são com-

pletamente distintas. A sensibilidade às condições iniciais é uma das caracteŕısticas dos

sistemas caóticos. Existe ainda uma classe de bilhares integráveis como, por exemplo, o

bilhar circular, que apresenta dinâmica regular e não possui dependência das condições

iniciais. Bilhares genéricos apresentam dinâmica parcialmente caótica, isto é, movimento

regular e caótico coexistem no espaço de fase. Um problema ondulatório equivalente pode

ser definido se for imposta à solução da equação de onda uma condição de contorno de

Dirichlet.

Figura 7: Bilhar do estádio. Representação esquemática de duas trajetórias clássicas com
condições iniciais muito próximas que, após alguma reflexões, tornam-se completamente
distintas.

Como mencionado, os primeiros experimentos com microcavidades foram realizados

usando microdiscos circulares e microesferas, já que estes possuem alto fator de qualidade.

A Fig. 8 ilustra a trajetória dos raios no interior de um microdisco circular de raio R

aprisionado por reflexão interna total. Os modos eletromagnéticos correspondentes a

esses raios são chamados de “galeria dos sussurros” (whispering gallery), em analogia

ao fenômeno acústico que ocorre, por exemplo, numa catedral de Londres. Tais modos

Figura 8: Trajetórias clássicas de raios correspondentes aos modos “galerias dos sussurros”
no bilhar circular.

presentes no microdisco circular levam a uma emissão uniforme, o que é considerado

uma desvantagem para a maioria das aplicações, principalmente para os microlasers. Ao
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introduzir uma deformação no formato da cavidade, o que consequentemente quebra a

simetria de rotação, Nöckel e Stone [9] mostraram que a dinâmica dos raios passa a ser

parcialmente ou totalmente caótica, o que leva ao aumento na direcionalidade do padrão

de emissão.

Para ilustrar a dinâmica dos raios no interior de uma cavidade deformada, vamos

analisar uma geometria espećıfica conhecida como bilhar do quadrupolo. A fronteira

desse bilhar é descrita, em coordenadas polares (ρ, ϕ), pela expressão

ρ(ϕ) = R(1 + ϵ cos 2ϕ). (2.25)

Para o caso em que ϵ = 0, temos um ćırculo de raio R onde é posśıvel observar uma

dinâmica regular. Entretanto, ao variar o parâmetro ϵ a partir de zero, observa-se uma

transição para o caos. O bilhar do quadrupolo é uma geometria que apresenta transição

para o caos de maneira gradual [3].

Ao se deformar gradativamente a cavidade, torna-se muito dif́ıcil a distinção entre o

movimento de dois raios adjacentes. Uma ferramenta comumente utilizada em dinâmica

não linear que se mostra muito útil para obter informações sobre o sistema, é a seção

de Poincaré. No espaço de fase bidimensional, o movimento do raio é parametrizado

registrando-se o par (ϕi, sinχi) a cada reflexão i, onde ϕi representa o ângulo polar que

indica a posição da i -ésima reflexão na fronteira e sinχi é o correspondente ângulo de

incidência do raio com a normal (que aponta para fora) naquela posição. Cada uma

das condições iniciais é propagada no tempo por meio da iteração do mapa i → i + 1,

gerando dois tipos de distribuições de pontos. Se a iteração resulta numa distribuição uni-

dimensional, ou seja, uma curva invariante, então o movimentado representado é regular.

Por outro lado, a exploração de uma região bidimensional é caracteŕıstica de movimento

caótico. A Fig. 9 ilustra a construção da seção de Poincaré. Cada colisão na fronteira

do bilhar é representada por um ponto na seção de Poincaré. Num bilhar dinâmico, a

part́ıcula sempre é refletida nas paredes e nunca escapa. Já numa cavidade dielétrica,

se sinχ > sinχc > 1/n, onde n é o ı́ndice de refração da cavidade, ocorrerá reflexão

interna mas, pela lei de Fresnel, também ocorrerá refração quando um raio de luz atingir

a fronteira com um ângulo menor que o ângulo cŕıtico χc (linha vermelha).

A Fig. 10 ilustra a transição para o caos no caso do bilhar do quadrupolo. Para ϵ = 0,

tem-se que sinχ é conservado, o que resulta em trajetórias representadas por linhas retas

na seção de Poincaré, evidenciando o movimento regular do sistema. Cadas uma das

linhas representa uma condição inicial diferente. Estas são as órbitas do tipo “galeria dos
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Figura 9: Construção da seção de Poincaré para o bilhar do quadrupolo. Em a) obser-
vamos sucessivas colisões de uma part́ıcula com a fronteira do bilhar. Cada colisão é
representada por um ponto na seção de Poincaré, como vemos em b). Retirado de [3].

sussurros” para o qual sinχ > 1/n. A medida que a deformação aumenta, o movimento

dos raios passa a ser caótico e é representado por pontos na Fig. 10. Nesse caso, uma dada

condição inicial pode explorar uma faixa maior de valores de sinχ, ou seja, um raio que

inicialmente satisfaz a condição de reflexão interna total pode, devido ao caráter caótico

do sistema, cruzar a linha cŕıtica e ser emitido. Simultaneamente, ilhas de movimento

estável aparecem, representadas por curvas fechadas, mas também existem curvas abertas

que descrevem o movimento de raios do tipo “galeria dos sussurros” deformadas próximas

ao peŕımetro da fronteira. Conforme ϵ aumenta ainda mais, a dinâmica caótica se torna

dominante.

Como base nesses conceitos, diversos trabalhos tanto experimentais quanto teóricos

foram apresentados. Mostrou-se que a emissão ressonante pode ser devida a modos locali-

zados em ilhas de estabilidade [1] ou em órbitas periódicas instáveis [13, 14, 15]. Mostrou-

se ainda que a origem da direcionalidade em alguns casos é devida à variedade instável de

órbitas periódicas [16, 17]. O efeito de tunelamento dinâmico a partir de órbitas estáveis

também foi considerado [18].
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Figura 10: Seção de Poincaré do bilhar do quadrupolo. Em a), observamos a representação
do movimento regular no interior do bilhar. Em b), surgem regiões de movimento caótico
representadas por um rúıdo. Em c) e em d), as regiões de movimento caótico passam a
predominar no espaço de fase. Retirado de [3].
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3 Eletromagnetismo

Neste caṕıtulo analisaremos as equações que descrevem o comportamento das ondas

eletromagnéticas no interior das microcavidades dielétricas.

3.1 Equações de Maxwell

As equações fundamentais do eletromagnetismo são expressas pelas leis de Gauss

elétrica e magnética, pela lei de Faraday e pela lei de Ampère–Maxwell, que reunidas

formam as equações de Maxwell. Na sua forma diferencial, são dadas por [19]

∇ · E =
ρ

ϵ0
, (3.1a)

∇ ·B = 0, (3.1b)

∇× E = −∂B
∂t
, (3.1c)

∇×B = µ0J+ µ0ϵ0
∂E

∂t
, (3.1d)

onde E é o vetor campo elétrico, B é o vetor indução magnética, ρ é densidade de carga,

J é o vetor densidade superficial de corrente, ϵ0 é a permissividade elétrica do vácuo e µ0

é a permeabilidade magnética do vácuo.

Para um meio macroscópico, as equações acima são reescritas como

∇ ·D = ρ, (3.2a)

∇ ·B = 0, (3.2b)

∇× E = −∂B
∂t
, (3.2c)

∇×H = J+
∂D

∂t
, (3.2d)

onde D é o vetor deslocamento elétrico e H é o vetor campo magnético.

Caso o meio seja linear, os campos E e D, bem como B e H estão relacionados por
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meio das equações constitutivas

D = ϵE, B = µH,

onde ϵ e µ são, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética

do meio.

3.2 Condições de Contorno

Na interface entre dois meios, as equações de Maxwell estão sujeitas a certas condições

de contorno. Tais condições, que devem ser satisfeitas pelos campos elétrico e magnético,

são deduzidas usando-se a forma integral das equações de Maxwell [19]∮
S

D · ν̂ dA =

∫
V

ρ dV, (3.3a)∮
S

B · ν̂ dA = 0, (3.3b)∮
C

E · dl = − d

dt

∫
S

B · ν̂ dA, (3.3c)∮
C

H · dl =
∫
S

J · ν̂ dA+
d

dt

∫
S

D · ν̂ dA, (3.3d)

onde S é uma superf́ıcie gaussiana que delimita um volume V, ν̂ é um versor normal à

superf́ıcie e que aponta para fora dela, C é um caminho fechado que delimita a superf́ıcie

S e dl é um elemento de comprimento sobre esse circuito. As equações de Maxwell

na sua forma diferencial apresentadas na seção anterior podem ser obtidas a partir das

equações acima. As Eqs. (3.2a) e (3.2b) são obtidas a partir das Eqs. (3.3a) e (3.3b),

respectivamente, usando o teorema do divergente. Já as Eqs. (3.2c) e (3.2d) são obtidas

a partir das Eqs. (3.3c) e (3.3d), respectivamente, usando o teorema de Stokes.

Vamos utilizar as equações apresentadas acima para obter as condições de contorno.

Vamos considerar uma superf́ıcie ciĺındrica de base dA e altura L, na interface entre dois

meios distintos 1 e 2, como na Fig. 11. A superf́ıcie ciĺındrica é formada por duas tampas

planas circulares e uma superf́ıcie lateral curva. Cada uma das superf́ıcies possui um vetor

normal associado. Vamos começar deduzindo a condição de contorno para B. Para isso,

vamos aplicar a Eq. (3.3b), dada por∮
S

B · ν̂ dA = 0
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Figura 11: Superf́ıcie ciĺındrica na interface entre dois meios materiais.

à superf́ıcie da Fig. 11. Assim, encontramos

B1 · ν̂1 dA1 +B2 · ν̂2 dA2 +

∫
lateral

Bl · ν̂l dAl = 0.

Fazendo o limite L → 0 na expressão acima, a integral se anula. Além disso, vemos que

ν̂1 = −ν̂2 e que dA1 = dA2, assim encontramos que (B2 −B1) · ν̂2 dA2 = 0 Como a área

dA2 é arbitrária e o produto escalar é comutativo, ficamos com

ν̂2 · (B2 −B1) = 0. (3.4)

A equação acima estabelece que a componente normal do vetor indução magnética é

cont́ınua através da interface. Isso se deve ao fato da inexistência de cargas magnéticas.

A próxima condição de contorno é obtida utilizando a Eq. (3.3a), dada por∮
S

D · ν̂ dA =

∫
V

ρ dV.

O lado direito da expressão acima representa a carga elétrica total armazenada no interior

de uma superf́ıcie gaussiana S que delimita um volume V, ou seja,

Q =

∫
V

ρ dV.

Aplicando a Eq. (3.3a) à superf́ıcie ciĺındrica da Fig. 11 obtemos

D1 · ν̂1 dA1 +D2 · ν̂2 dA2 +

∫
lateral

Dl · ν̂l dAl = Q.

Como no caso anterior, ao aplicarmos o limite L→ 0 a integral se anula. Vemos também

que ν̂1 = −ν̂2 e dA1 = dA2. Além disso, a carga contida na superf́ıcie circular pode ser

escrita como Q = σdA2, onde σ é a densidade superficial de carga existente na interface.

Usando o fato de que a área dA2 é arbitrária e o produto escalar é comutativo, ficamos

com

ν̂2 · (D2 −D1) = σ,
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ou seja, a componente normal do vetor deslocamento elétrico não é, em geral, cont́ınua

através da interface. Se não houver carga ĺıquida na interface (σ = 0) temos que

ν̂2 · (D2 −D1) = 0. (3.5)

Para determinar as outras condições de contorno, precisamos definir um circuito C

na interface entre os dois meios. O circuito possui lados dl e L como mostrado na Fig.

12.

Figura 12: Circuito retangular na interface entre dois meios materiais.

A condição de contorno para E é obtida aplicando a Eq. (3.3c)∮
C

E · dl = − d

dt

∫
S

B · t̂ dA,

ao contorno C. Isso nos leva a

E1 · l1 + E2 · l2 +
∫ C

B

EBC · dlBC +

∫ A

D

EDA · dlDA = − d

dt

∫
S

B · t̂ dA.

Ao aplicarmos o limite L → 0, as duas integrais do lado esquerdo se anulam, bem como

a integral do lado direito, que representa o fluxo magnético através da área retangular, já

que a área definida pelo contorno retangular tende a zero. Além disso, temos ainda que

l1 = −l2. Substituindo, obtemos (E2 − E1) · l2 = 0. A equação anterior pode ser escrita

de outra forma. Pela Fig. 12, vemos que o versor t̂ é perpendicular ao plano definido pelo

circuito e que, além disso, ele é dado por t̂ = ν̂2× l̂2. Vemos ainda que ν̂2 ⊥ l̂2. Com isso,

podemos escrever

l̂2 = t̂× ν̂2. (3.6)

Substituindo, e usando o fato de que l2 é arbitrário, obtemos

(E2 − E1) · (̂t× ν̂2) = 0. (3.7)
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Usando identidade vetorial para o produto misto

a⃗ · b⃗× c⃗ = b⃗ · c⃗× a⃗ = c⃗ · a⃗× b⃗, (3.8)

e identificando na Eq. (3.7) a⃗ = (E2 − E1), b⃗ = t̂, c⃗ = ν̂2, podemos escrever

(E2 − E1) ·
(
t̂× ν̂2

)
= t̂ · [ν̂2 × (E2 − E1)] = ν̂2 ·

[
(E2 − E1)× t̂

]
.

Com isso obtemos

t̂ · [ν̂2 × (E2 − E1)] = 0.

Como o circuito definido na interface entre os dois meios é arbitrário, temos que o versor

t̂ também é arbitrário. Assim, para que a igualdade acima seja verdadeira, o termo entre

colchetes deve ser nulo, o que leva a

ν̂2 × (E2 − E1) = 0, (3.9)

ou seja, a componente tangencial do vetor campo elétrico é cont́ınua através da interface.

A última condição de contorno é encontrada usando a Eq. (3.3d), dada por∮
C

H · dl =
∫
S

J · ν̂ dA+
d

dt

∫
S

D · ν̂ dA.

Aplicando a equação acima ao circuito retangular da Fig. 12, ficamos com

H1 · l1 +H2 · l2 +
∫ C

B

HBC · dlBC +

∫ A

D

HDA · dlDA =∫
S

J · ν̂ dA+
d

dt

∫
S

D · ν̂ dA.

Ao aplicarmos o limite L → 0, as integrais do lado esquerdo se anulam. O fluxo do

deslocamento elétrico através da área do retângulo também se anula já que a área tende

a zero, o que faz com que a segunda integral do lado direito seja igual a zero. Além disso

l1 = −l2, o que nos leva a

−H1 · l2 +H2 · l2 =
∫
S

J · ν̂ dA.

A integral que restou na equação acima representa a corrente que atravessa a área do

retângulo. Quando a área tende a zero, nenhuma corrente volumétrica pode atravessá-

la. Entretanto, na interface pode haver uma corrente superficial, de forma que, mesmo

que a área do retângulo tenda a zero, a corrente superficial na interface ainda atravessa

a intersecção do retângulo com a interface. A densidade de corrente que atravessa a
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superf́ıcie deixa de ser superficial e se torna linear. Com isso, a condição acima fica

(H2 −H1) · l2 = Jl · t̂ l2, (3.10)

onde Jl é o vetor densidade superficial de corrente, relacionado com a corrente superficial

il por meio da expressão

il =

∫ B

A

Jl · t̂ dl.

A Eq. (3.10) pode ser escrita de outra forma. Utilizando a relação obtida em (3.6),

ficamos com (H2 −H1) ·
(
t̂× ν̂2

)
= Jl · t̂. Usando identidade vetorial (3.8) e identificando

na equação acima a⃗ = (H2 −H1), b⃗ = t̂, c⃗ = ν̂2, podemos escrever

(H2 −H1) ·
(
t̂× ν̂2

)
= t̂ · [ν̂2 × (H2 −H1)] = ν̂2 ·

[
(H2 −H1)× t̂

]
.

E com isso obtemos

t̂ · [ν̂2 × (H2 −H1)] = Jl · t̂,

ou ainda

t̂ · [ν̂2 × (H2 −H1)− Jl] = 0.

Usando o mesmo argumento que antes, encontramos

ν̂2 × (H2 −H1) = Jl, (3.11)

ou seja, a componente do campo H tangente à interface entre dois meios não é, em geral,

cont́ınua, e sua descontinuidade é dada pela densidade linear de corrente que existe na

interface entre os dois meios.

As quatro condições de contorno obtidas são dadas por

ν̂ · (D2 −D1) = σ, (3.12a)

ν̂ · (B2 −B1) = 0, (3.12b)

ν̂ × (E2 − E1) = 0, (3.12c)

ν̂ × (H2 −H1) = Jl, (3.12d)

onde o ı́ndice do versor ν̂ foi desconsiderado. Se os meios forem lineares, podemos escrever

as condições acima apenas em termos do campo elétrico e da indução magnética. Além

disso, se não houverem cargas livres nem correntes na interface entre os dois meios, as
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condições se tornam

ν̂ · (ϵ2E2 − ϵ1E1) = 0, (3.13a)

ν̂ · (B2 −B1) = 0, (3.13b)

ν̂ × (E2 − E1) = 0, (3.13c)

ν̂ ×
(
B2

µ2

− B1

µ1

)
= 0. (3.13d)

3.3 Redução das equações de Maxwell

Estudaremos agora o comportamento dos campos elétrico e magnético no interior de

um guia de ondas formado por um dielétrico, caracterizado por ϵ e µ, na forma de um

tubo de seção transversal arbitrária e constante. Mostraremos que este problema pode ser

reduzido a um problema bidimensional. Vamos supor que o eixo do guia está na direção

z, como mostra a Fig. 13.

Figura 13: Guia de ondas com seção transversal arbitrária formado por um dielétrico em

forma de tubo. A figura mostra os vetores unitários t̂ e ν̂ definidos na superf́ıcie do guia
ondas representando, respectivamente, as direções tangente e normal.

Considerando que a dependência temporal dos campos elétrico e magnético seja dada

por uma forma harmônica do tipo eiωt e que não existam cargas livres e correntes super-

ficiais no interior do guia, as equações de Maxwell dadas por (3.1) tornam-se

∇ · E = 0, (3.14a)

∇ ·B = 0, (3.14b)

∇× E = iωB, (3.14c)

∇×B = −iωµϵE, (3.14d)

Começaremos o nosso estudo obtendo a equação de Helmholtz para o campo elétrico

e para o campo magnético. Essa equação descreve o comportamento espacial de tais

campos no interior do guia de ondas. Para isso, vamos considerar o rotacional da Eq.
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(3.14c), que é dado por ∇ × ∇ × E = iω∇ × B. Usando a Eq. (3.14d) ficamos com

∇×∇× E = ω2µϵE. Em seguida, usando a identidade vetorial

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A,

onde A é um vetor qualquer, encontramos a expressão ∇(∇ · E) − ∇2E = ω2µϵE. Pela

Eq. (3.14a), vemos que ∇ · E = 0, e com isso obtemos a equação de Helmholtz para o

campo elétrico E

∇2E+ ω2µϵE = 0.

Lembrando que k = 2π/λ = ω/c é módulo do vetor de onda no vácuo e que n =
√
µϵ é o

ı́ndice de refração do meio, podemos reescrever a equação acima como

∇2E+ n2k2E = 0, (3.15)

onde se assumiu µ = 1, de modo que n2 = ϵ, e c = 1.

Analogamente, é posśıvel obter outra equação de Helmholtz, agora para o campo B,

que é dada por

∇2B+ n2k2B = 0. (3.16)

A partir de agora, vamos mostrar que, conhecendo as componentes longitudinais dos

campos elétrico e magnético, podemos obter as componentes transversais desses campos.

Vamos supor que as ondas eletromagnéticas no interior do guia de ondas se propagam na

direção z e, além disso, vamos supor que as soluções sejam dadas por

E(x, y, z, t) = E(x, y)e−ikzz−iωt, (3.17)

B(x, y, z, t) = B(x, y)e−ikzz−iωt, (3.18)

onde kz é o módulo do vetor de onda na direção z.

Primeiramente, vamos reescrever a equação de Helmholtz em termos de componentes

transversais. Vamos definir o operador Laplaciano transverso como

∇2 = ∇2
⊥ +

∂2

∂z2
, (3.19)

de modo que, em coordenadas retangulares, temos

∇2
⊥ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (3.20)
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Com isso, a Eq. (3.15) pode ser escrita como[
∇2

⊥ +
∂2

∂z2

]
E+ n2k2E = 0.

Substituindo a Eq. (3.17), realizando os cálculos e as devidas simplificações, encontramos

a equação [
∇2

⊥ − k2z + n2k2
]
E(x, y) = 0. (3.21)

De forma análoga, substituindo as Eqs. (3.18) e (3.20) na Eq. (3.16) encontramos a

equação [
∇2

⊥ − k2z + n2k2
]
B(x, y) = 0. (3.22)

Vamos agora reescrever as equações de Maxwell em termos apenas das componentes

longitudinais de E e B. Para isso, vamos decompor os campos elétrico e magnético numa

componente transversal e numa componente na direção z, ou seja

E = E⊥ + Ez, (3.23a)

B = B⊥ +Bz, (3.23b)

sendo que Ez = Ezk̂, Bz = Bzk̂, E⊥ = Ex̂i+ Ey ĵ e B⊥ = Bx̂i+By ĵ.

Além disso, vamos definir o operador nabla transverso como

∇⊥ = ∇− k̂
∂

∂z
, (3.24)

que, em coordenadas retangulares, é dado por

∇⊥ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
. (3.25)

Usando as Eqs. (3.23a) e (3.23b) podemos reescrever os campos dados por (3.17) e

(3.18) na forma

E(x, y, z, t) = E⊥(x, y, z, t) + Ez(x, y, z, t) = [E⊥(x, y) + Ez(x, y)]e
−ikzz−iωt, (3.26)

B(x, y, z, t) = B⊥(x, y, z, t) +Bz(x, y, z, t) = [B⊥(x, y) +Bz(x, y)]e
−ikzz−iωt. (3.27)

Utilizando as Eqs. (3.23)–(3.25), podemos reescrever a Eq. (3.14a), dada por∇·E = 0

como [
∇⊥ + k̂

∂

∂z

]
· (E⊥ + Ez) = 0.
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Fazendo os cálculos, obtemos

∇⊥ · E⊥ +
∂Ez

∂z
= 0,

ou ainda

∇⊥ · E⊥(x, y, z, t) = −∂Ez(x, y, z, t)

∂z
. (3.28)

Efetuando as derivações e simplificações, encontramos

∂Ex(x, y)

∂x
+
∂Ey(x, y)

∂y
= ikzEz(x, y). (3.29)

Já a equação de Maxwell (3.14b), dada por ∇ ·B = 0 pode ser reescrita como[
∇⊥ + k̂

∂

∂t

]
· (B⊥ +Bz) = 0.

Fazendo os cálculos, encontramos

∇⊥ ·B⊥ +
∂Bz

∂z
= 0,

ou ainda

∇⊥ ·Bz(x, y, z, t) = −∂Bz(x, y, z, t)

∂z
. (3.30)

Efetuando as derivações e simplificações, ficamos com

∂Bx(x, y)

∂x
+
∂By(x, y)

∂y
= ikzBz(x, y). (3.31)

Manipulando a equação de Maxwell (3.14c), dada por ∇×E = iωB ou ainda ∇×E =

ikB, já que k = ω/c (c = 1), podemos reescrevê-la como[
∇⊥ + k̂

∂

∂z

]
× (E⊥ + Ez) = ik(B⊥ +Bz).

Temos ainda que

∇⊥ × E⊥ +∇⊥ × Ez + k̂× ∂E⊥

∂z
= ikB⊥ + ikBz. (3.32)

Vamos considerar agora o produto escalar da equação acima com o versor k̂. Assim,

obtemos

k̂ · (∇⊥ × E⊥) + k̂ · (∇⊥ × Ez) + k̂ ·
[
k̂× ∂E⊥

∂z

]
= ikk̂ ·B⊥ + ikk̂ ·Bz.

Como ∇⊥ é dado por (3.25), vemos que e o segundo e terceiro termos do lado esquerdo e
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o primeiro termo do lado direito da equação acima são nulos, o que nos leva a

k̂ · [∇⊥ × E(x, y, z, t)] = ikBz(x, y, z, t). (3.33)

Explicitando os termos

k̂ ·
[(̂

i
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

)
× (Ex̂i+ Ey ĵ)e

−ikzz−iωt

]
= ikBze

−ikzz−iωt,

ou ainda

k̂ ·
[(

∂Ey(x, y)

∂x
− ∂Ex(x, y)

∂y

)
k̂

]
e−ikzz−iωt = ikBz(x, y)e

−ikzz−iωt, (3.34)

e, por fim,
∂Ey(x, y)

∂x
− ∂Ex(x, y)

∂y
= ikBz(x, y). (3.35)

Calculando agora o produto vetorial da Eq. (3.32) com k̂, encontramos

k̂× (∇⊥ × E⊥) + k̂× (∇⊥ × Ez) + k̂×
[
k̂× ∂E⊥

∂z

]
= ikk̂×B⊥ + ikk̂×Bz.

Vemos que o último termo do lado direito se anula, o que nos leva a

k̂× (∇⊥ × E⊥) + k̂× (∇⊥ × Ez) + k̂×
[
k̂× ∂E⊥

∂z

]
= ikk̂×B⊥. (3.36)

Agora, vamos analisar cada um dos termos do lado esquerdo da equação acima. Vemos

que o primeiro termo, dado por

k̂× (∇⊥ × E⊥) = k̂×
(
∂Ey(x, y)

∂x
− ∂Ex(x, y)

∂y

)
k̂,

é nulo. O segundo termo fica

k̂× (∇⊥ × Ez) = k̂×
[(̂

i
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

)
× Ezk̂

]
= î

∂Ez

∂x
+ ĵ

∂Ez

∂y
,

ou seja

k̂× (∇⊥ × Ez) = ∇⊥Ez(x, y, z, t). (3.37)

Já para o terceiro termo encontramos

k̂×
(
k̂× ∂E⊥

∂z

)
=

(
k̂ · ∂E⊥

∂z

)
k̂− (k̂ · k̂)∂E⊥

∂z
= −∂E⊥

∂z
. (3.38)

Assim, usando as Eqs. (3.37) e (3.38) em (3.36), obtemos

∇⊥Ez(x, y, z, t)−
∂E⊥(x, y, z, t)

∂z
= ikk̂×B⊥(x, y, z, t). (3.39)
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Explicitando os termos na equação acima[
∂Ez(x, y)

∂x
î+

∂Ez(x, y)

∂y
ĵ

]
e−ikzz−iωt + ikz

[
Ex(x, y)̂i+ Ey(x, y)̂j

]
e−ikzz−iωt =

ikk̂×
[
Bx(x, y)̂i+By(x, y)̂j

]
e−ikzz−iωt,

ou ainda [
∂Ez(x, y)

∂x
+ ikzEx(x, y)

]
î+

[
∂Ez(x, y)

∂y
+ ikzEy(x, y)

]
ĵ =

−ikBy(x, y)̂i+ ikBx(x, y)̂j.

Igualando as componentes, encontramos

∂Ez(x, y)

∂x
+ ikzEx(x, y) = −ikBy(x, y), (3.40)

∂Ez(x, y)

∂y
+ ikzEy(x, y) = ikBx(x, y). (3.41)

Por fim, a última equação de Maxwell (3.14d) dada por ∇× B = −iωµϵE ou ainda

∇×B = −in2kE, já que k = ω/c (c = 1) e n2 = ϵ, pode escrita como[
∇⊥ + k̂

∂

∂z

]
× (B⊥ +Bz) = −in2k(E⊥ + Ez).

Temos ainda que

∇⊥ ×B⊥ +∇⊥ ×Bz + k̂× ∂B⊥

∂z
= −in2kE⊥ − in2kEz. (3.42)

Como antes, vamos considerar o produto escalar da equação acima com k̂. Assim,

obtemos

k̂ · (∇⊥ ×B⊥) + k̂ · (∇⊥ ×Bz) + k̂ ·
[
k̂× ∂B⊥

∂z

]
= −in2kk̂ · E⊥ − in2kk̂ · Ez.

Novamente, vemos que o segundo e o terceiro termos do lado esquerdo são nulos, bem

como o primeiro lado direito. Portanto, ficamos com

k̂ · [∇⊥ ×B⊥(x, y, z, t)] = −in2kEz(x, y, z, t), (3.43)

ou, de forma expĺıcita

k̂ ·
[(̂

i
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

)
× (Bx̂i+By ĵ)e

−ikzz−iωt

]
= −in2kEz(x, y)e

−ikzz−iωt,
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ou ainda

k̂ ·
[
e−ikzz−iωt

(
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y

)
k̂

]
= −in2kEz(x, y)e

−ikzz−iωt.

Efetuando as devidas simplificações, obtemos

∂By(x, y)

∂x
− ∂Bx(x, y)

∂y
= −in2kEz. (3.44)

Calculando agora o produto vetorial entre a Eq. (3.42) e k̂ temos

k̂× (∇⊥ ×B⊥) + k̂× (∇⊥ ×Bz) + k̂×
[
k̂× ∂B⊥

∂z

]
= −in2kk̂× E⊥ − in2kk̂× Ez.

Vemos que o primeiro termo do lado esquerdo e o segundo do lado direito são nulos.

Assim, ficamos com

k̂× (∇⊥ ×Bz) + k̂×
[
k̂× ∂B⊥

∂z

]
= −in2kk̂× E⊥. (3.45)

A equação acima pode ser escrita de uma forma mais conveniente. Começando pelo

primeiro termo, temos

k̂× (∇⊥ ×Bz) = k̂×
[(̂

i
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

)
×Bzk̂

]
= î

∂Bz

∂x
+ ĵ

∂Bz

∂y
,

ou seja

k̂× (∇⊥ ×Bz) = ∇⊥Bz(x, y, z, t). (3.46)

Considerando o segundo termo, podemos escrever

k̂×
[
k̂× ∂B⊥

∂z

]
=

(
k̂ · ∂B⊥

∂z

)
k̂− (k̂ · k̂)∂B⊥

∂z
= −∂B⊥

∂z
. (3.47)

Assim, usando as Eqs. (3.46) e (3.47) em (3.45) obtemos

∇⊥Bz(x, y, z, t)−
∂B⊥(x, y, z, t)

∂z
= −in2kk̂× E⊥(x, y, z, t). (3.48)

Explicitando os termos na equação acima[
∂Bz(x, y)

∂x
î+

∂Bz(x, y)

∂y
ĵ

]
e−ikzz−iωt + ikz

[
Bx(x, y)̂i+By(x, y)̂j

]
e−ikzz−iωt =

−in2kk̂×
[
Ex(x, y)̂i+ Ey(x, y)̂j

]
e−ikzz−iωt,
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ou ainda [
∂Bz(x, y)

∂x
+ ikzBx(x, y)̂i

]
+

[
∂Bz(x, y)

∂y
+ ikzBy(x, y)

]
ĵ =

in2kEy(x, y)̂i− in2kEx(x, y)̂j.

Igualando as componentes, encontramos

∂Bz(x, y)

∂x
+ ikzBx(x, y) = in2kEy(x, y), (3.49)

∂Bz(x, y)

∂y
+ ikzBy(x, y) = −in2kEx(x, y). (3.50)

3.4 Equações reduzidas

Como o nosso objetivo é obter uma expressão que nos forneça a componente transver-

sal de E e B em termos de suas componentes longitudinais, vamos reescrever as equações

obtidas na seção anterior. Começaremos determinando as componentes Ex e Ey. Para

isso, vamos reescrever a Eq. (3.40) na forma

By(x, y) =
i

k

[
∂Ez(x, y)

∂x
+ ikzEx(x, y)

]
(3.51)

e substitúı-la na Eq. (3.50). Assim, após algumas manipulações, obtemos

Ex(x, y) =
ik

n2k2 − k2z

[
∂Bz(x, y)

∂y
− kz

k

∂Ez(x, y)

∂x

]
. (3.52)

O próximo passo é reescrever a Eq. (3.41) como

Bx(x, y) = − i

k

[
∂Ez(x, y)

∂y
+ ikzEy(x, y)

]
. (3.53)

Ao substituir a equação acima em (3.49) e depois de fazer alguns cálculos, encontramos

Ey(x, y) = − ik

n2k2 − k2z

[
∂Bz(x, y)

∂x
+
kz
k

∂Ez(x, y)

∂y

]
. (3.54)

Vamos agora determinar as componentes Bx e By. Substituindo a Eq. (3.52) em

(3.51), encontramos como resultado

By(x, y) =
ik

n2k2 − k2z

[
n2∂Ez(x, y)

∂x
− kz

k

∂Bz(x, y)

∂y

]
. (3.55)
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Finalmente, substituindo a Eq. (3.54) em (3.53), encontramos

Bx(x, y) = − ik

n2k2 − k2z

[
n2∂Ez(x, y)

∂y
+
kz
k

∂Bz(x, y)

∂x

]
. (3.56)

Reunindo os resultados encontrados, vemos que

Ex(x, y) =
ik

n2k2 − k2z

[
∂Bz(x, y)

∂y
− kz

k

∂Ez(x, y)

∂x

]
, (3.57)

Ey(x, y) = − ik

n2k2 − k2z

[
∂Bz(x, y)

∂x
+
kz
k

∂Ez(x, y)

∂y

]
(3.58)

e

Bx(x, y) = − ik

n2k2 − k2z

[
n2∂Ez(x, y)

∂y
+
kz
k

∂Bz(x, y)

∂x

]
, (3.59)

By(x, y) =
ik

n2k2 − k2z

[
n2∂Ez(x, y)

∂x
− kz

k

∂Bz(x, y)

∂y

]
. (3.60)

Podemos encontrar a componente transversal do campo elétrico usando a expressão

E⊥ = Ex̂i + Ey ĵ. Substituindo as Eqs. (3.57) e (3.58) na equação anterior encontramos

como resultado

E⊥ =
i

n2k2 − k2z

[
−kz∇⊥Ez − kk̂×∇⊥Bz

]
. (3.61)

Já a componente transversal do campo magnético é obtida usando B⊥ = Bx̂i + By ĵ.

Substituindo as Eqs. (3.59) e (3.60) na última expressão, encontramos como resultado

B⊥ =
i

n2k2 − k2z

[
−kz∇⊥Bz + n2kk̂×∇⊥Ez

]
. (3.62)

Projetando a Eq. (3.61) nas direções tangencial e normal, dadas pelos vetores unitários

t̂ e ν̂ definidos na superf́ıcie do guia de ondas, como mostra a Fig. 13, de modo que

t̂ = k̂× ν̂, obtemos, respectivamente,

Et = t̂ · E⊥ = − i

n2k2 − k2z
t̂ ·
(
kz∇⊥Ez + kk̂×∇⊥Bz

)
,

= − i

n2k2 − k2z

(
kz t̂ · ∇⊥Ez + kν̂ · ∇⊥Bz

)
,

= − i

n2k2 − k2z

(
kz
∂Ez

∂t
+ k

∂Bz

∂ν

)
(3.63)
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e

Eν = ν̂ · E⊥ =
i

n2k2 − k2z
ν̂ ·
(
−kz∇⊥Ez − kk̂×∇⊥Bz

)
,

=
i

n2k2 − k2z

(
−kzν̂ · ∇⊥Ez + kt̂ · ∇⊥Bz

)
,

=
i

n2k2 − k2z

(
−kz

∂Ez

∂ν
+ k

∂Bz

∂t

)
, (3.64)

onde usamos as definições ∂/∂t = t̂ · ∇⊥ e ∂/∂ν = ν̂ · ∇⊥. Utilizando a Eq. (3.62) e

procedendo de maneira análoga, obtemos

Bt =
i

n2k2 − k2z

(
−kz

∂Bz

∂t
+ n2k

∂Ez

∂ν

)
, (3.65)

Bν = − i

n2k2 − k2z

(
kz
∂Bz

∂ν
+ n2k

∂Ez

∂t

)
. (3.66)

As equações acima nos mostram que os campos Ez e Bz contêm toda informação sobre as

demais componentes dos campos eletromagnéticos. Assim, podemos reescrever a equação

de Helmholtz em termos apenas desses campos

(
∇2

⊥ − k2z + n2k2
){Ez(x, y)

Bz(x, y)

}
= 0. (3.67)

Projetando as condições de contorno dadas em (3.13) nos versores t̂ e ν̂, obtemos as

seguintes expressões

E1z = E2z, B1z = B2z, (3.68)

E1t = E2t, B1t = B2t, (3.69)

n2
1E1ν = n2

2E2ν , B1ν = B2ν . (3.70)

Podemos ainda expressar as condições de contorno em termos Ez e Bz usando as equações

(3.63)–(3.66) e as relações encontradas acima. Tais equações são dadas por

1

γ21

(
kz
∂E1z

∂t
+ k

∂B1z

∂ν

)
=

1

γ22

(
kz
∂E2z

∂t
+ k

∂B2z

∂ν

)
, (3.71)

n2
1

γ21

(
−kz

∂E1z

∂ν
+ k

∂B1z

∂t

)
=
n2
2

γ22

(
−kz

∂E2z

∂ν
+ k

∂B2z

∂t

)
, (3.72)

1

γ21

(
−kz

∂B1z

∂t
+ n2

1k
∂E1z

∂ν

)
=

1

γ22

(
−kz

∂B2z

∂t
+ n2

2k
∂E2z

∂ν

)
, (3.73)

1

γ21

(
kz
∂B1z

∂ν
+ n2

1k
∂E1z

∂t

)
=

1

γ22

(
kz
∂B2z

∂ν
+ n2

2k
∂E2z

∂t

)
. (3.74)

onde γ2l = n2
l k

2 − k2z , com l = 1, 2. Adicionando (3.71) multiplicada por kz e (3.74)
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multiplicada por −k e, ainda, adicionando (3.72) multiplicada por k e (3.73) multiplicada

por kz, obtemos

∂E1z

∂t
=
∂E2z

∂t
, (3.75)

∂B1z

∂t
=
∂B2z

∂t
, (3.76)

que são as condições de contorno para a derivada tangente dos campos Ez e Bz. As

condições de contorno para a derivada normal de Ez e Bz são obtidas a partir de (3.71) e

(3.73) usando as condições para as derivadas tangente encontradas acima. Tais equações

são dadas por

k

γ21

∂B1z

∂ν
− k

γ22

∂B2z

∂ν
= −

(
kz
γ21

− kz
γ22

)
∂E1z

∂t
, (3.77)

n2
1k

γ21

∂E1z

∂ν
− n2

2k

γ22

∂E2z

∂ν
=

(
kz
γ21

− kz
γ22

)
∂B1z

∂t
. (3.78)

3.5 Modos Transversos Eletromagnéticos

Vamos considerar agora um tipo de solução que pode existir no interior do guia de on-

das chamado de modo transverso eletromagnético, ou modo TEM. Neste tipo de solução,

o campo eletromagnético possui componentes apenas na direção transversal à direção de

propagação. Para o modo conhecido como transverso magnético, ou modo TM, temos

que Bz = 0 em todo espaço. Já para o modo conhecido como transverso elétrico, ou modo

TE, temos que Ez = 0 em todo espaço. Considerando esse tipo de solução, vemos que,

para o modo TM, as expressões (3.61) e (3.62) obtidas na seção anterior, ficam dadas por

E⊥,TM = − i

n2k2 − k2z
kz∇⊥Ez, (3.79a)

B⊥,TM =
i

n2k2 − k2z
n2kk̂×∇⊥Ez. (3.79b)

Já para o modo TE, encontramos

E⊥,TE = − i

n2k2 − k2z
kk̂×∇⊥Bz, (3.80a)

B⊥,TE = − i

n2k2 − k2z
kz∇⊥Bz. (3.80b)

Uma caracteŕıstica importante das microcavidades é que elas podem ser consideradas

quase-bidimensionais, isto significa que uma das suas dimensões é muito menor que as

outras duas. Vamos supor que na direção z a microcavidade tenha tamanho despreźıvel.
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Como consequência, temos que kz ≪ nk. Assim, vemos que, nesse caso, as Eqs. (3.79a) e

(3.80b) se anulam, o que nos diz que apenas um dos campos, E⊥ ou B⊥, pode existir no

interior da microcavidade. Já as condições de contorno (3.77) e (3.78) ficam totalmente

desacopladas.

Assim, a equação de Helmholtz fica reduzida à equação bidimensional(
∇2

⊥ + n2k2
)
ψ(x, y) = 0, (3.81)

onde ψ(x, y) é um campo escalar, sendo que ψ(x, y) = Ez(x, y) para o modo TM e

ψ(x, y) = Bz(x, y) para o modo TE. As condições de contorno, por sua vez, ficam dadas

por

ψ1 = ψ2,
∂ψ1

∂ν
=
∂ψ2

∂ν
, (3.82)

para o modo TM e

ψ1 = ψ2,
1

n2
1

∂ψ1

∂ν
=

1

n2
2

∂ψ2

∂ν
, (3.83)

para o modo TE.
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4 Método Numérico

Este caṕıtulo é dedicado a descrever o método numérico utilizado nesta dissertação,

proposto por Wiersig [20]. Como mencionado no Caṕıtulo 3, as equações de Maxwell nos

levam à equação de onda bidimensional(
∇2

⊥ + n2k2
)
ψ(r) = 0, (4.1)

com r = (x, y), ı́ndice de refração n e número de onda k = ω/c, onde ω é a frequência

angular e c é a velocidade da luz no vácuo (c = 1). Para o caso de polarização TM,

a função de onda ψ(r) representa a componente z do vetor campo elétrico Ez(r, t) =

Re[ψ(r) exp(−iωt)]. Para a polarização TE, ψ(r) representa a componente z do vetor

campo magnético Bz(r, t) = Re[ψ(r) exp(−iωt)].

O método em questão faz parte de uma classe conhecida como métodos de elementos

de fronteira. A ideia central deste método é substituir uma equação diferencial bidimen-

sional por uma equação integral unidimensional e então discretizar a fronteira.

Com o objetivo de encontrar a equação integral citada acima, vamos considerar uma

cavidade ótica com ı́ndice de refração n situada numa região do espaço com ı́ndice de

refração n = 1. Na Fig. 14 uma cavidade deformada é representada pela região D e

delimitada pela fronteira Γ.

Figura 14: Cavidade deformada representada pela região D e delimitada pela fronteira Γ.
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Para reduzir a equação diferencial bidimensional (4.1), devemos introduzir a função

de Green, que é definida como a solução da equação[
∇2

r + n2k2
]
G(r, r′; k) = δ(r− r′), (4.2)

onde δ(r − r′) é a função delta de Dirac bidimensional, r e r′ são pontos arbitrários na

região D.

A função de Green pode ser determinada fazendo a mudança de variáveis R = r− r′,

que equivale a deslocar a origem do sistema de coordenadas para r′, como vemos na Fig.

15. Com isso, a equação anterior fica

Figura 15: Representação esquemática dos vetores r, r′ e de sua diferença R = r − r′

definidos no interior da fronteira Γ.

[
∇2

R + n2k2
]
G(R; k) = δ(R). (4.3)

A equação acima pode ser resolvida usando-se as representações de Fourier para G(R; k)

e para δ(R), que são dadas, respectivamente, por

G(R; k) =

∫
d2q

(2π)2
G̃(q; k)eiq·R (4.4)

e

δ(R) =

∫
d2q

(2π)2
eiq·R. (4.5)

Substituindo as duas últimas expressões em (4.3), temos

[
∇2

R + n2k2
] ∫ d2q

(2π)2
G̃(q; k)eiq·R =

∫
d2q

(2π)2
eiq·R.

Efetuando as devidas simplificações, encontramos a expressão (−q2 + n2k2)G̃(q; k) = 1.
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Substituindo G̃(R; k) da equação anterior em (4.4)

G(R; k) =

∫
d2q

(2π)2
eiq·R

n2k2 − q2
. (4.6)

A integral bidimensional acima pode ser calculada usando coordenadas polares q =

(q, θ), fazendo

G(R; k) =
1

2π

∫ ∞

0

qdq

n2k2 − q2
1

2π

∫ 2π

0

dθ eiqR cos θ. (4.7)

A segunda integral do lado direito pode ser identificada como uma representação integral

da função de Bessel de ordem zero J0(qR) [21]. Assim,

G(R; k) =
1

2π

∫ ∞

0

dq
qJ0(qR)

n2k2 − q2
. (4.8)

É posśıvel observar que a integral acima é singular para q = ±k′, onde k′ = nk.

Entretanto, essa singularidade pode ser removida adicionando-se um termo imaginário

infinitesimal a k′, ou seja, k′ → k′+ iϵ. Nesse caso, k′2 → (k′+ iϵ)2 = −(ϵ− ik′)2. Ao fazer

essa substituição, a integral acima, de acordo com [21], é igual a K0((ϵ− ik′)R), onde K0

é a função de Bessel modificada. Ao tomar o limite ϵ→ 0, obtemos

G(R; k) = − 1

2π
K0(−inkR), (4.9)

já que k′ = nk. Por fim, usando a identidade [21]

K0(z) =
iπ

2
H

(1)
0 (iz),

onde z é um número complexo arbitrário e H
(1)
0 é a função de Hankel de ordem zero e

primeiro tipo, determina-se a função de Green para o problema

G(R; k) = − i

4
H

(1)
0 (nkR). (4.10)

Como R = r− r′

G(r, r′; k) = − i

4
H

(1)
0 (nk|r− r′|). (4.11)

Conhecendo-se a função de Green é posśıvel obter a equação integral procurada. Mul-

tiplicando a Eq. (4.1) por G(r, r′; k) temos[(
∇2 + n2k2

)
ψ(r)

]
G(r, r′; k) = 0 (4.12)
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e, por sua vez, multiplicando (4.2) por ψ(r) encontramos[(
∇2 + n2k2

)
G(r, r′; k)

]
ψ(r) = δ(r− r′)ψ(r). (4.13)

Subtraindo a Eq. (4.12) da Eq. (4.13) resulta em

ψ(r)δ(r− r′) = ψ(r)∇2G(r, r′; k)−G(r, r′; k)∇2ψ(r). (4.14)

Usando a identidade u∇2v = ∇(u∇v) − ∇u∇v, válida para funções u(r) e v(r) dife-

renciáveis, o lado direito da equação acima pode ser reescrito como

ψ(r)δ(r− r′) = ∇ · [ψ(r)∇G(r, r′; k)−G(r, r′; k)∇ψ(r)] . (4.15)

Integrando a equação acima na região D, o lado esquerdo resulta em ψ(r′) já que r′ ∈ D.

Por fim, usando o teorema da divergência, a integral do lado direito pode ser escrita como

uma integral de linha ao longo da fronteira Γ. Dessa forma, obtemos

ψ(r′) =

∮
Γ

ds(r) [ψ(s)∂νG(s, r
′; k)−G(s, r′; k)∂νψ(s)] , (4.16)

onde ds(r) é o arco de comprimento infinitesimal ao longo de Γ no ponto r ∈ Γ e ∂ν é a

derivada normal definida como

∂ν ≡ ν̂(r) · ∇r,

com ν̂(r) sendo o vetor unitário normal à curva Γ no ponto r. A derivada da função de

Green que aparece em (4.16) pode ser calculada usando a relação dH
(1)
0 (z)/dz = −H(1)

1 (z).

Portanto

∂νG(r, r
′; k) = ν̂(r) · ∇

[
− i

4
H

(1)
0 (nk|r− r′|)

]
(4.17)

=
ink

4
cosαH

(1)
1 (nk|r− r′|), (4.18)

onde H
(1)
1 é função de Hankel de primeira ordem e primeiro tipo, e

cosα ≡ ν(r) · r− r′

|r− r′|
.

É posśıvel observar que, no limite r′ → Γ, a Eq. (4.16) é singular já que a função de

Green e sua derivada normal são singulares para r′ = r. Entretanto, pode-se mostrar que

essas singularidades são integráveis para fronteiras suaves [22].
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A integral em (4.16) pode ser reescrita de uma maneira mais conveniente como∮
Γ

ds [B(s′, s)ϕ(s) + C(s′, s)ψ(s)] = 0, (4.19)

onde B(s′, s) = −2G(s, s′; k), C(s′, s) = 2∂νG(s, s
′; k) − δ(s − s′) e ϕ(s) = ∂νψ(s). Uma

das estratégias numéricas para resolver equações integrais como (4.16), é usar métodos

de elementos de fronteira. Nesse caso, a fronteira é discretizada, ou seja, dividida em

pequenos elementos. A Eq. (4.19) pode então ser aproximada por uma soma de N

termos dada por

N∑
l=1

(Bilϕl + Cilψl) = 0, (4.20)

onde Bil =
∫
l
dsB(si, s), Cil =

∫
l
dsC(si, s), ϕl = ϕ(sl), ψl = ψ(sl) e

∫
l
representa a

integração sobre um elemento da fronteira com ponto médio sl. A Fig. 16 mostra um

trecho da fronteira do bilhar circular discretizado por um conjunto de pontos representados

por quadrados. Vemos ainda um outro conjunto de pontos representados por ćırculos que

correspondem aos pontos médios entre dois quadrados.

Figura 16: Representação esquemática da discretização da fronteira do bilhar circular. Os
quadradados representam os pontos que discretizam a fronteira e os ćırculos representam
os pontos médios entre dois quadrados.

A Eq. (4.20) pode ser entendida como a soma sobre todos os trechos que discretizam

a fronteira da cavidade, dos elementos Bil calculados de i até i + 1 multiplicados pela

derivada da função de onda no ponto l e dos elementos Cil também calculados de i até

i + 1 multiplicados pelo valor da função de onda no ponto l. Essas integrais podem ser

calculadas usando-se rotinas padrão de integração numérica como, por exemplo, integral

por quadratura.

A soma obtida pode ser identificada como um produto matricial e, dessa forma, ser
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escrita de uma forma simbólica como(
B C

)(ϕ
ψ

)
=M

(
ϕ

ψ

)
= 0, (4.21)

onde B e C representam operadores integrais na região D. A metade inferior do ve-

tor (ϕ, ψ)t corresponde aos valores da função de onda na fronteira e a metade superior

corresponde aos valores de sua derivada normal.

Para o caso de polarização TE, o termo ψ(r) na Eq. (4.1) representa o campo

magnético Bz(r, t). Nesse caso, temos que a função de onda é cont́ınua na fronteira

mas sua derivada normal possui uma descontinuidade. Pela equação (3.83) no Caṕıtulo

3, a quantidade que é continua na fronteira é ∂νψ/n
2, onde ∂ν representa a derivada nor-

mal. Essa nova condição de contorno pode ser adicionada na equação integral definindo-se

ϕ = ∂νψ/n
2 e B(s′, s) = −2G(s, s′; k)n2.

Devido ao comportamento singular dos integrandos para r = r′, os elementos diagonais

Cll e Bll devem ser reescritos numa outra forma para que possam ser calculados sem que

ocorra divergência. Expandindo as funções H
(1)
0 (z) e H

(1)
1 (z) para z = nk|r − r′| muito

pequeno e considerando ∆sl como o comprimento para pequenos elementos da fronteira,

é posśıvel escrever Cll como

Cll ≈ −1 +
κ

2π
∆sl,

onde κ é a curvatura no ponto sl. Já Bll pode ser escrito como

Bll ≈
∆sl
π

[
1− ln

nk∆sl
4

+ i
π

2
− γ

]
,

onde γ = 0.577215... é a constante de Euler.

Uma solução não trivial da equação matricial (4.21) existe somente para o caso em que

o determinante de M for zero. Utilizando essa condição é posśıvel determinar o número

de onda complexo k de ressonância. Tendo encontrado um valor kres, as componentes do

vetor ϕl e ψl são dados pelo autovetor associado ao autovalor nulo da matriz M(kres).

Esse autovetor pode ser obtido, por exemplo, usando decomposição em valores singulares.

A função de onda no domı́nio D é então constrúıda discretizando a Eq. (4.16)

ψ(r′) =
∑
l

ψl

∫
l

ds ∂νG(s, r
′; kres)−

∑
l

ϕl

∫
l

dsG(s, r′; kres), (4.22)

onde l varre todos os elementos da fronteira Γ.
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5 Resultados e Discussões

5.1 Ćırculo

O primeiro problema abordado por nós foi o da cavidade circular. Historicamente,

esta também foi uma das primeiras geometrias consideradas para a fabricação de um

microlaser. Num dos primeiros trabalhos experimentais na área [7], McCall, S. L. et. al.

estudaram as caracteŕısticas da luz emitida a partir dessas cavidades utilizando amostras

com diâmetro entre 3µm e 10µm e espessura de 500Å. Já num trabalho teórico recente

[23], Dettmann, C.P. et al analisaram o comportamento dos modos no interior da cavidade

ao variar o valor do ı́ndice de refração. Vemos assim que, apesar de ser uma geometria

simples, a cavidade circular ainda fornece resultados não triviais.

A solução para esse problema, bem como os elementos que compõem a matriz S

podem ser encontrados analiticamente [23]. Assim, é posśıvel encontrar uma expressão

que nos forneça as ressonâncias para o ćırculo já que as ressonâncias, como vimos no

Caṕıtulo 2, são os polos da matriz S. Tais valores, para os modos TM e TE, são dados,

respectivamente, pelas soluções das seguintes equações [23]

Jm(nkR)−H
′

m(kR)− nJ
′

m(nkR)Hm(kR) = 0,

Jm(nkR)−H
′

m(kR)−
1

n
J

′

m(nkR)Hm(kR) = 0,

onde Jm e Hm são, respectivamente, a função de Bessel e a função de Hankel de primeiro

tipo e de ordem m (m = 0, 1, 2, ...), J
′
m e H

′
m são, respectivamente, a primeira derivada

da função de Bessel e a primeira derivada da função de Hankel, n é o ı́ndice de refração,

k é o vetor de onda e R é o raio do ćırculo.

Utilizando o método numérico descrito no caṕıtulo anterior, obtivemos os resultados

a seguir. A Fig. 17 mostra a intensidade do campo elétrico no interior do ćırculo para

a ressonância k = 3.81 − 0.08i e ı́ndice de refração n = 3. A intensidade do campo

elétrico aumenta da cor azul para a cor vermelha. Encontramos um resultado satisfatório
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considerando a fronteira da cavidade discretizada com 50 pontos. Esse resultado concorda

com o da literatura [24].

Figura 17: Intensidade do campo elétrico no interior da cavidade circular. Foram usados
os valores k = 3.81− 0.08i e n = 3. A intensidade do campo elétrico aumenta da cor azul
para a cor vermelha.

Reproduzimos ainda outro resultado utilizando o valor de ressonância k = 3.86−0.34i

e ı́ndice de refração n = 1.5, como mostra a Fig. 18. A intensidade do campo elétrico

aumenta da cor azul para a cor vermelha. Aqui, foram necessários 100 pontos sobre a

fronteira para que o resultado convergisse. Esse resultado também está de acordo com a

literatura [23].

Os resultados apresentados acima correspondem ao comportamento do campo elétrico

no interior da cavidade circular. Calculamos também a intensidade do campo elétrico na

região externa à cavidade mas nossos resultados não foram satisfatórios uma vez que não

obtivemos uma função cont́ınua através da interface da cavidade, como era esperado.

5.2 Estádio

O outro problema abordado por nós foi o do estádio. Como se sabe, esta é uma

geometria que apresenta dinâmica clássica caótica [25]. Esta cavidade foi constrúıda

experimentalmente por Lebental, M. et. al. [13] e mostrou uma alta direcionalidade

na emissão da luz. Resultados numéricos obtidos por Shinohara, S. et. al. [26] também

mostraram que a potência de emissão em determinadas direções é maior do que em outras.
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Figura 18: Intensidade do campo elétrico no interior da cavidade circular para os valores
k = 3.86 − 0.34i, n = 1.5. A intensidade do campo elétrico aumenta da cor azul para a
cor vermelha.

Para este problema, é imposśıvel obter uma expressão anaĺıtica que nos forneça os

valores de ressonância como no caso do ćırculo. É necessário, portanto, realizar uma busca

desses valores no plano complexo Re(kR)–Im(kR). Para isso, resolvemos numericamente

a equação de onda para um grid de valores de k e obtivemos dois valores de ressonâncias

na região considerada. A Fig. 19 mostra o menor autovalor associado da matriz M na

Eq. (4.21) como função de k.

O próximo passo foi determinar o comportamento do campo elétrico no interior da

cavidade. Para isso, utilizamos o valor de ressonância k = 4.35 − 0.067i dada na Fig.

19 e o ı́ndice de refração n = 2. As dimensões do estádio foram escolhidas de modo que

o comprimento do segmento de reta fosse igual ao diâmetro do semi-ćırculo. A Fig. 20

mostra a intensidade do campo elétrico no interior da cavidade do estádio e é posśıvel

observar que o campo elétrico no interior da cavidade é simétrico em relação aos eixos

horizontal e vertical que passam pelo centro da figura.

No caso do estádio, o comportamento do campo elétrico obtido por nós na região

externa à cavidade também não foi o esperado uma vez que a função encontrada não era

cont́ınua através da interface da cavidade.
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Figura 19: Grid de ressonâncias para o estádio. Essa figura mostra o menor autovalor

associado à matriz M na Eq. (4.21) como função de k. É posśıvel observar que entre eles
existem dois mı́nimos, representados pelas regiões em azul. Esses valores correspondem
às ressonâncias do estádio.

Figura 20: Comportamento do campo elétrico no interior da cavidade do estádio para os
valores k = 4.35− 0.067i e n = 2.

5.3 Três ćırculos não concêntricos

A geometria nova que escolhemos estudar é constitúıda da fronteira externa de três

ćırculos de mesmo raio e não concêntricos. Consideramos que os centros dos ćırculos estão

posicionados nos vértices de um triângulo escaleno sendo que um desses vértices está na

origem de um sistema de coordenadas. A Fig. 21 representa de forma esquemática essa

geometria. A justificativa para essa escolha é que tal geometria é uma pequena deformação
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Figura 21: Representação esquemática de uma cavidade deformada constrúıda a partir
de três ćırculos de mesmo raio e não concêntricos.

do ćırculo e não apresenta nenhuma simetria. Com isso, esperamos associar o alto fator

de qualidade dos modos do ćırculo com a quebra da simetria de rotação para obtermos

emissão direcional.

O algoritmo computacional para esse caso já foi implementado e até o presente mo-

mento, obtivemos resultados preliminares para essa nova geometria.
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Conclusões

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, abordamos o problema do aprisiona-

mento da luz em microcavidades dielétricas. Tais estruturas podem ser utilizadas para a

fabricação de lasers na escala de mı́crons, os chamados microlasers. Podemos dizer que

este é um problema que envolve basicamente três áreas da F́ısica: o eletromagnetismo, a

mecânica quântica e os sistemas caóticos.

T́ınhamos como objetivo inicial reproduzir resultados para formatos de cavidades já

estudados e, em seguida, abordar um problema cuja geometria ainda não tivesse sido

considerada. Esses objetivos foram parcialmente alcançados uma vez que os resultados

por nós obtidos para o caso do ćırculo e para o caso do estádio estão de acordo com

aqueles da literatura.

Nossa principal dificuldade esteve na implementação do método numérico para a

solução dos problemas. Por envolver elementos de geometria, este é um método que

possui alguns detalhes que devem ser levados em conta, tais como o sentido do vetor

normal em cada região (dentro e fora da cavidade) e a orientação da integral sobre a fron-

teira. Para o caso do ćırculo, a implementação não apresentou grandes obstáculos mas

para o caso do estádio, foi necessário um tempo grande até que nosso código fornecesse os

resultados desejados. Ademais, cada uma das imagens apresentadas no Caṕıtulo anterior

levava um tempo razoavelmente grande para ser obtida, podendo chegar, em alguns casos,

a 14 horas.

Outra dificuldade enfrentada foi que o nosso algoritmo não reproduziu o resultado

esperado para a região externa à cavidade. Dev́ıamos encontrar um resultado no qual

a função de onda fosse cont́ınua na fronteira, entretanto, não obtivemos tal resultado.

Mesmo aumentando o número de pontos utilizados na discretização da fronteira, nosso

resultado não convergiu. Acreditamos que as dificuldades citadas acima teriam sido solu-

cionadas se houvesse mais tempo para analisá-las.

Para o caso da geometria nova, constitúıda por três ćırculos não concêntricos, obtive-

mos resultados preliminares que nos levam a acreditar que este é um formato de cavidade

que pode apresentar emissão direcional mas que por falta de tempo, não pudemos estudar
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esse problema como proposto inicialmente.
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