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Resumo

Este trabalho tem como objetivo encontrar solugoes numéricas para as equagoes de
Maxwell em cavidades dielétricas bidimensionais. Tais estruturas aprisionam a luz no seu
interior por meio de reflexao interna total e podem ser utilizadas para a fabricacao de um
laser na escala de microns, os chamados microlasers. O formato da cavidade influencia a
dinamica dos raios aprisionados, de forma que esta pode ser regular ou cadtica, e determina
completamente o padrao de emissao da radiacao. Durante o desenvolvimento de nossas
rotinas computacionais, abordamos o problema do circulo, cuja dinamica é integravel,
e o do estadio, que possui dinamica cadtica. Reproduzimos parcialmente resultados da
literatura. Além disso, consideramos também uma geometria nova, que tem potencial para
apresentar emissao unidirecional, um objetivo que esta sendo buscado pela comunidade.



Abstract

The objective of this work is to find numerical solutions for Maxwell’s equations
in two-dimensional dielectric cavities. Such structures can trap light by means of total
internal reflections and can be used for constructing lasers in the micron scale, known as
microlasers. The shape of the cavity affects the dynamics of rays inside it, so that it can
be regular or chaotic, and completely determines the emission pattern of the radiation.
During the development of our computational algorithms, we have considered the problem
of the circle, whose dynamics is integrable, and the stadium, which has chaotic dynamics.
We partially reproduced results in the literature. In addition, we also considered a new
geometry, which probably can provide unidirectional emission, a goal that is being sought
by the scientific community.
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1 Introducao

Os lasers sao compostos por dois elementos béasicos. Um deles é o material ativo no
qual a luz de um certo comprimento de onda é gerada a partir de uma fonte de energia
externa. O outro ¢é a cavidade 6tica, um arranjo de componentes 6ticos que contém o
material ativo e que permite que a luz percorra um caminho fechado. A cavidade ética
tem grande influéncia sobre as caracteristicas da luz emitida: poténcia, direcao do feixe e
propriedades espectrais, bem como sobre as caracteristicas fisicas do laser como o tamanho
e a forma. Atualmente a maioria das cavidades 6ticas sao cavidades de Fabry-Perot, no
qual dois planos de cristal semicondutor atuam como espelhos paralelos, refletindo a luz

diversas vezes através do material ativo para que ela tenha sua poténcia amplificada.

A aplicacao de lasers em escalas que se aproximam do proprio comprimento de onda da
luz apresentou certos desafios ja que a construcao de estruturas refletoras nessa escala nao
é uma tarefa simples. Uma proposta que tem se mostrado eficiente é construir cavidades
compactas baseadas na reflexdo interna total em microestruturas dielétricas [4]. Tais
dispositivos tém recebido certa atencao ja que sao componentes versateis para fabricacao
de lasers em microescala, os chamados microlasers [5]. O interesse em tais dispositivos
para aplicacOes ou para oOtica fisica fundamental motivou o desenvolvimento da teoria

sobre cavidades Oticas.

Para que esse desenvolvimento fosse possivel, foi necessaria a compreensao dos modos
6ticos das microcavidades. Um modo 6tico é definido como uma solucao das equagoes de
Maxwell com frequéncia de ressonancia w, da mesma forma que na mecanica quantica um
autoestado é solucao da equacao de Schordinger com uma dada autoenergia. Entretanto,
microcavidades sao sistemas abertos uma vez que a luz escapa do seu interior. Assim,
um modo 6tico é um estado quase-ligado que decai exponencialmente com o tempo e cujo
tempo de vida é denominado 7. Esse fato é comumente expresso em termos do fator de
qualidade do modo: ) = w7. Um alto fator de qualidade é interessante pois corresponde

a emissao de uma luz laser de alta poténcia.
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Uma grande variedade de formatos de cavidades foi estudada no comeco da década
de 1990, porém as que despertaram maior interesse no inicio foram aquelas que possuiam
simetria de rotagao, tais como esferas [6] e discos [7, 8]. A razao para isso é que essas
estruturas apresentavam alto fator de qualidade. Esses experimentos mostraram que o
alto fator de qualidade é devido aos raios cuja trajetoria é proxima da fronteira. A sime-
tria dessas cavidades faz com que o angulo de incidéncia x de um raio seja conservado
e, pela lei de Snell, um raio com siny > 1/n (onde n é o indice de refracao da amos-
tra) permanecerd preso indefinidamente. Tais solucoes sdo conhecidas como “galeria dos
sussurros” (whispering gallery). Mesmo que a condigdo para reflexdo interna total seja
satisfeita, solucoes exatas da equacao de onda para discos e esferas mostram que o apri-
sionamento nao é perfeito. A totalidade da reflexao interna sé é possivel no caso ideal
de uma interface plana infinita. A curvatura na fronteira da cavidade leva a uma perda
exponencial pequena e, por esse motivo, é possivel obter emissao de luz nessas cavida-
des. Entretanto, observou-se que, devido a simetria de rotacao, o feixe de luz emitido era

isotropico impossibilitando, assim, a construcao de um microlaser direcional.

Em 1994[9] foi proposto um estudo sobre cavidades éticas baseadas em pequenas
deformagoes de cilindros ou esferas que ficaram conhecidas como cavidades ressonantes
assimétricas. A dinamica dos raios de luz nessas cavidades é parcialmente ou totalmente
caotica devido a quebra da simetria de rotacao. A ideia é associar o alto fator de qualidade
com a quebra da simetria levando a emissao direcional. Trabalhos experimentais [10, 11]
e tedricos [12] confirmaram essa ideia embora os modos importantes nem sempre sejam
do tipo “galeria do sussurros” [1]. Na Figura 1 vemos uma cavidade cuja geometria

¢ conhecida como quadrupolo. Os experimentos com essas amostras confirmaram uma

poténcia de emissao muito maior numa determinada direcao. Em contraste com cavidades

W

side-view

top-view

Figura 1: Amostra dielétrica onde se observa uma dinamica classica caética (esquerda) e
calculo numérico de um modo ressonante com alto fator de qualidade e direcionalidade
(direita). Retirado de [1].

de Fabry-Perot ou cavidades com simetria de rotacao onde a fungao de onda é separavel,
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nas cavidades assimétricas as equacoes de Maxwell nao sao separaveis e, em geral, é

necessario a utilizagao de métodos numéricos.

Neste trabalho pretendemos dar inicio a um estudo sobre microlasers. Nosso obje-
tivo era tentar encontrar uma geometria simples, passivel de fabricagao, em que hou-
vesse emissao direcional. Nossa principal dificuldade esteve na implementagao do método
numeérico. Depois de pacientes esforcos, conseguimos reproduzir resultados da literatura
para as geometrias circular e do estadio. Além disso, obtivemos resultados preliminares

para uma geometria nova.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 introduzimos con-
ceitos basicos tais como o de ressonancia e o de dinamica cadtica. No Capitulo 3 utilizamos
as equacoes de Maxwell para mostrar que a equacao de onda no interior de um micro-
laser pode ser reduzida para um problema bidimensional. No Capitulo 4 discutimos o
método numérico escolhido para este trabalho. No Capitulo 5 apresentamos e discutimos

os resultados obtidos. O Capitulo 6 contém a conclusao.
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2 Conceitos Basicos

Um conceito muito importante no estudo dos microlasers é o de ressonancia. Neste
capitulo, introduziremos este conceito utilizando, para isso, um problema exatamente
soluvel em mecanica quantica. Além disso, descreveremos ainda o comportamento dos
raios de luz no interior dos microlasers do ponto de vista da mecanica classica utilizando

como modelo os bilhares dinamicos.

2.1 Ressonancias

Vamos considerar um problema no qual uma particula de massa m se move somente
ao longo do eixo z positivo devido a presenca de uma barreira impenetravel localizada
em xr = (0. Vamos considerar também a presenca de um potencial unidimensional do tipo

delta repulsivo em x = a, ou seja,
U(z) = god(x — a), (2.1)

sendo gg > 0. A Fig. 2 ilustra o problema mencionado. Supondo que a particula incida
pela direita, o potencial delta e barreira farao com que ela seja espalhada e refletida para a
regiao x > a. Como veremos a seguir, este problema possui uma caracteristica importante:
para determinados valores de energia, a particula pode permanecer na regiao 0 < x < a
por um tempo muito longo. Tais valores, chamados de ressonancias, sao préximos aos
valores de energia dos estados ligados caso o potencial delta em x = a fosse também uma

barreira impenetravel.

Comecaremos nosso estudo escrevendo a equagao de Schrodinger independente do

tempo para esse problema

R ()

2m  Ox?

+ U ()¢ (x) = Ey(x), (2.2)
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U(z) = god(z — a)

—tikx

Scik:!,‘

SAVNAN ANV AN AN VNN

Figura 2: Espalhamento de um particula que incide pela direta numa regiao onde existe
uma barreira impenetravel e x = 0 e um potencial delta em = = a.

onde U(zx) é dado por (2.1). A equagao acima pode ser reescrita como

(6?— ; k:) () = wod(w — a)ib(a), (23)

onde k* = 2mE/ h? e uy = 2mgo/h*. Devido & presenca da barreira impenetravel em

x = 0, uma das condicoes de contorno para este problema é

¥(0) = 0. (2.4)
Devido a forma da Eq. (2.3), suas soluges devem ser do tipo

(xr < a) = Asinkx + Bcoskz, (2.5)
(x> a) = Ce *le=a) 4 Geikle—a), (2.6)

Aplicando a condic¢do de contorno (2.4) na Eq. (2.5) encontramos B = 0. Além disso,
como supomos que a onda incide somente pela direita, temos que C' = 1. Assim, ficamos

com

Y(r < a) = Asinkz, (2.7)
Y(x > a) = e HEm0) 4 Getkle=a), (2.8)

O coeficiente S relaciona a onda refletida, descrita pelo termo e*(*—®)

ik(z—a)

, € a onda inci-
dente, dada pelo termo e~ . Em geral, este coeficiente recebe o nome de matriz de

espalhamento ou matriz S. Para este problema, S é uma matriz de ordem 1.

A outra condicao de contorno pode ser obtida integrando a equacao de Schrodinger,
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dada em (2.3), num intervalo € em torno do ponto x = a e calculando o limite ¢ — 0.

Essa condicao de contorno é dada pela seguinte expressao

0Y(x)

= up(a). (2.9)

Usando a continuidade da funcao de onda em x = a e a descontinuidade de sua
derivada nesse ponto, encontramos os coeficientes A e S em termos das quantidades k, a

€ Ug

(k/ug) cos ka + sin ka — i(k/ug) sin ka’
(k/ug) cos ka + sinka + i(k/ug) sin ka

. . 2.11
o (k/ug) cos ka + sin ka — i(k/ug) sin ka (211)

A=—

(2.10)

E possivel observar que o coeficiente S é unitario, isto €, um ntimero complexo com moédulo

igual a 1 e, por isso, pode ser reescrito em termos de uma fase 6

S =e = —e¥ (2.12)
ou ainda em termos de uma quantidade ¢, conhecida como phase shift, que seré analisada
a seguir.

Por (2.10) e (2.11) é possivel observar que, para ug = 0, ou seja, na auséncia do

potencial delta, encontramos A = —2ie’*® e S = —e?*?_ A funcao de onda nesse caso fica

Y(z) = —2ie’* sin kz, (2.13)

para 0 < x < co. Para um valor arbitrario de ug, a fungao de onda para a regiao = > a
pode ser reescrita em termos do phase shift, substituindo o valor de S dado por (2.12) na

Eq. (2.8). Assim, obtemos
Y(z > a) = —2ie” sin [k(z — a) + 0] (2.14)

As fungoes de onda encontradas podem ser escritas numa forma real. Dividindo (2.13) e

(2.14) por —2ie® encontramos, respectivamente,
Y(z < a) = Bsinkz, (2.15)

onde

B= L (2.16)
v/ ((uo/k) sin ka + cos ka)? + sin’ ka
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(x> a) =sin[k(zr —a) +4]. (2.17)

Usando as Egs. (2.11) e (2.12), é possivel obter uma expressao que fornega o valor de

0 tem termos de k, a e ug. Essa expressao é dada por

tan ka
tand = . 2.1
o 1+ (uo/k) tan ka (2.18)

A inclinacdo de 0 como funcao de k estd relacionada com o conceito de tempo de de-
lay de Wigner, que mede o atraso sofrido pelo pacote de onda devido ao processo de

espalhamento. O tempo de delay de Wigner 7 é dado por [2]
(2.19)

onde v = hk/m representa a velocidade da particula.

Vamos considerar agora o caso em que o potencial delta seja aproximadamente uma
barreira impenetravel, ou seja, ug > k. Caso o potencial delta fosse uma barreira impe-

netravel, o valor de energia para o n-ésimo estado ligado seria dado por

h?(n)?

Vamos analisar o comportamento da onda incidente cuja energia seja préxima a de um

estado ligado, ou seja, vamos considerar ka ~ n.

Usando a Eq. (2.18), é possivel tragar o grafico de 6 como fungao de ka, como mostrado
na Fig. 3. Como o valor de uy/k é grande, a curva que representa § na Fig. 3 é quase
plana em todo o intervalo. Isso indica um pequeno time delay, exceto na vizinhanca de
um zero do denominador da Eq. (2.18), onde § aumenta de forma abrupta indicando um
time delay grande e, com isso, a presenca do que é conhecido como ressonancia. Os zeros
no denominador da Eq. (2.18) s@o dados pela intersec¢ao das curvas tanka e —ka/uga.
Nesses pontos, que denominaremos ka, temos que tand = oo e que § = 7/2,37/2, etc.
Devemos notar que é a grande variacao de § que caracteriza uma ressonancia e nao o seu
valor. Para o caso de uma barreira impenetravel, k>a deve estar na vizinhanca de um

estado ligado kZ%a = nr.

Vamos analisar agora o comportamento da funcao de onda associada ao problema
descrito acima. Primeiramente, vamos considerar um valor de ka proximo ao valor de

uma ressonancia. Nesse caso, a amplitude da fungao de onda na regiao 0 < x < a é maior
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Ka ka
Figura 3: Comportamento do phase shift § em funcao de ka. Retirado de [2].

que a amplitude da funcao de onda na regiao x > a. A Fig. 4 ilustra esta situacao. Ja
para ka = 7, ou seja, o valor do primeiro estado ligado caso o potencial delta fosse uma
barreira impenetravel, a funcdao de onda nao sofre influéncia do potencial delta, como
mostra a Fig. 5. Podemos observar ainda que a funcao de onda e a sua derivada sao

continuas em z = a.

4
v(@) 1

—4 : : : : : ' ! | .
0 2 4 6 8 kr 10

Figura 4: Fun¢do de onda para ka = (1 — «), isto é, préximo de uma ressonancia.
Retirado de [2].
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¥(z)

-1.0 : | : | ( | : i

Figura 5: Funcao de onda para ka = w. A fungdo de onda se comporta como se nao
houvesse o potencial delta. Retirado de [2]

Vamos analisar agora a estrutura do coeficiente S(k). Primeiramente, vamos conside-
rar os polos de S(k), ou seja, os zeros no denominador de S na Eq. (2.11), que devem

satisfazer a relacao
sin k,a + ak,acos k,a = iak,asin k,a, (2.21)

onde a = 1/uga. Para cada solucdo k, da equacdo acima, existe um zero no numerador
da Eq. (2.11), dado pelo seu complexo conjugado &, localizado na posigao refletida em
torno do eixo real. Tomando o complexo conjugado da equagao acima, é possivel ver que
para cada polo k,, existe também um polo em —£k,, isto é, na posicao refletida em torno

do eixo imaginario.
Pela Eq. (2.21), vemos que para o caso em que o potencial delta for uma barreira
impenetravel, ou seja, u, — 0o, temos que

kna — nm = kP%a, (2.22)

que sao os estados ligados de uma caixa de tamanho a. Vamos considerar a situagao em
que o potencial delta se aproxima de uma barreira impenetravel. Assim, esperamos que

os polos de S sejam aproximadamente iguais aqueles dados pela Eq. (2.22). Para isso,
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vamos reescrever a Eq. (2.21) na forma
(1 —iakya) tan ky,a = —akpa. (2.23)
Usando a expressao acima, pode-se mostrar que k,a é dado por [2]
kna=nr(l—a+--)—i(nm)*(a®+ ). (2.24)

Vemos que para cada polo de ressonancia associado com um n positivo, existe outro polo
com n negativo, sendo os dois polos imagens refletidas com relacao ao eixo imaginario.
Como a > 0, vemos ainda que k, pode ser escrito como uma parte real e uma parte

imaginaria negativa.

A Fig. 6 mostra de forma esquemadtica a estrutura de S(k) no plano complexo ka.

Vemos que S ¢é analitica na metade superior do plano complexo ka. Na metade inferior, S

Imka
o o o 8]
(o] (o]
| | | | | |
-3 —2m -7 ™ 2w 37 Reka
* * * *
* *

Figura 6: Esquema da estrutura de S(k) no plano complexo ka. Retirado de [2].

possui polos que correspondem as ressonancias obtidas usando o problema descrito acima.

2.2 Dinamica Cadtica

O comportamento das ondas eletromagnéticas no interior da cavidade dielétrica pode
ser analisado do ponto de vista da mecanica classica usando como artificio os bilhares
dinamicos. Num bilhar dinamico classico, uma particula puntual se move livremente no
plano bidimensional e sofre colisoes eldsticas nas suas paredes, sendo refletida de maneira
especular. O formato do bilhar determina a trajetoria da particula no seu interior. A Fig.

7 mostra o bilhar do estadio, constituido de dois semi-circulos conectados por dois seg-
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mentos de retas paralelos, e um par de trajetorias com condigoes iniciais muito proximas.
Apos algumas reflexoes nas paredes, é possivel observar que as duas trajetorias sao com-
pletamente distintas. A sensibilidade as condigoes iniciais é uma das caracteristicas dos
sistemas cadticos. Existe ainda uma classe de bilhares integraveis como, por exemplo, o
bilhar circular, que apresenta dinamica regular e nao possui dependéncia das condigoes
iniciais. Bilhares genéricos apresentam dinamica parcialmente cadtica, isto é, movimento
regular e cadtico coexistem no espaco de fase. Um problema ondulatério equivalente pode
ser definido se for imposta a solucao da equacao de onda uma condicao de contorno de
Dirichlet.

Figura 7: Bilhar do estadio. Representacao esquematica de duas trajetdrias classicas com
condicoes iniciais muito proximas que, apos alguma reflexoes, tornam-se completamente
distintas.

Como mencionado, os primeiros experimentos com microcavidades foram realizados
usando microdiscos circulares e microesferas, ja que estes possuem alto fator de qualidade.
A Fig. 8 ilustra a trajetéria dos raios no interior de um microdisco circular de raio R
aprisionado por reflexao interna total. Os modos eletromagnéticos correspondentes a
esses raios sao chamados de “galeria dos sussurros” (whispering gallery), em analogia

ao fenomeno acustico que ocorre, por exemplo, numa catedral de Londres. Tais modos

Figura 8: Trajetorias classicas de raios correspondentes aos modos “galerias dos sussurros”
no bilhar circular.

presentes no microdisco circular levam a uma emissao uniforme, o que é considerado

uma desvantagem para a maioria das aplicagoes, principalmente para os microlasers. Ao
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introduzir uma deformacao no formato da cavidade, o que consequentemente quebra a
simetria de rotacao, Nockel e Stone [9] mostraram que a dinamica dos raios passa a ser
parcialmente ou totalmente cadtica, o que leva ao aumento na direcionalidade do padrao

de emissdo.

Para ilustrar a dinamica dos raios no interior de uma cavidade deformada, vamos
analisar uma geometria especifica conhecida como bilhar do quadrupolo. A fronteira

desse bilhar é descrita, em coordenadas polares (p, ¢), pela expressao
p(¢) = R(1 + ecos2¢). (2.25)

Para o caso em que ¢ = 0, temos um circulo de raio R onde é possivel observar uma
dinamica regular. Entretanto, ao variar o parametro € a partir de zero, observa-se uma
transicao para o caos. O bilhar do quadrupolo é uma geometria que apresenta transicao

para o caos de maneira gradual [3].

Ao se deformar gradativamente a cavidade, torna-se muito dificil a distingao entre o
movimento de dois raios adjacentes. Uma ferramenta comumente utilizada em dinamica
nao linear que se mostra muito util para obter informacoes sobre o sistema, é a secao
de Poincaré. No espaco de fase bidimensional, o movimento do raio é parametrizado
registrando-se o par (¢;,sin y;) a cada reflexao i, onde ¢; representa o angulo polar que
indica a posicao da i-ésima reflexao na fronteira e siny; é o correspondente angulo de
incidéncia do raio com a normal (que aponta para fora) naquela posicao. Cada uma
das condigoes iniciais ¢ propagada no tempo por meio da iteracao do mapa ¢ — 7 + 1,
gerando dois tipos de distribuicoes de pontos. Se a iteracao resulta numa distribuicao uni-
dimensional, ou seja, uma curva invariante, entao o movimentado representado é regular.
Por outro lado, a exploracao de uma regiao bidimensional é caracteristica de movimento
caotico. A Fig. 9 ilustra a construgao da secao de Poincaré. Cada colisao na fronteira
do bilhar é representada por um ponto na se¢ao de Poincaré. Num bilhar dinamico, a
particula sempre ¢é refletida nas paredes e nunca escapa. Ja numa cavidade dielétrica,
se sinxy > sinx. > 1/n, onde n é o indice de refragdo da cavidade, ocorreréd reflexdo
interna mas, pela lei de Fresnel, também ocorrera refracao quando um raio de luz atingir

a fronteira com um angulo menor que o angulo critico y. (linha vermelha).

A Fig. 10 ilustra a transi¢ao para o caos no caso do bilhar do quadrupolo. Para e = 0,
tem-se que sin x é conservado, o que resulta em trajetorias representadas por linhas retas
na secao de Poincaré, evidenciando o movimento regular do sistema. Cadas uma das

linhas representa uma condicgao inicial diferente. Estas sao as orbitas do tipo “galeria dos
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Surface of Section for the Quadrupole at e= 0.12
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Figura 9: Construgao da segdo de Poincaré para o bilhar do quadrupolo. Em a) obser-
vamos sucessivas colisoes de uma particula com a fronteira do bilhar. Cada colisao é
representada por um ponto na se¢ao de Poincaré, como vemos em b). Retirado de [3].

sussurros” para o qual siny > 1/n. A medida que a deformagao aumenta, o movimento
dos raios passa a ser cadtico e é representado por pontos na Fig. 10. Nesse caso, uma dada
condicao inicial pode explorar uma faixa maior de valores de sin y, ou seja, um raio que
inicialmente satisfaz a condicao de reflexao interna total pode, devido ao cardter cadtico
do sistema, cruzar a linha critica e ser emitido. Simultaneamente, ilhas de movimento
estavel aparecem, representadas por curvas fechadas, mas também existem curvas abertas
que descrevem o movimento de raios do tipo “galeria dos sussurros” deformadas proximas
ao perimetro da fronteira. Conforme ¢ aumenta ainda mais, a dinamica cadtica se torna

dominante.

Como base nesses conceitos, diversos trabalhos tanto experimentais quanto tedricos
foram apresentados. Mostrou-se que a emissao ressonante pode ser devida a modos locali-
zados em ilhas de estabilidade [1] ou em érbitas periddicas instéveis [13, 14, 15]. Mostrou-
se ainda que a origem da direcionalidade em alguns casos ¢ devida a variedade instavel de
érbitas periddicas [16, 17]. O efeito de tunelamento dindmico a partir de drbitas estéveis

também foi considerado [18].
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Figura 10: Segao de Poincaré do bilhar do quadrupolo. Em a), observamos a representagao
do movimento regular no interior do bilhar. Em b), surgem regides de movimento cadtico
representadas por um ruido. Em c) e em d), as regides de movimento caético passam a
predominar no espago de fase. Retirado de [3].
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3 Eletromagnetismo

Neste capitulo analisaremos as equagoes que descrevem o comportamento das ondas

eletromagnéticas no interior das microcavidades dielétricas.

3.1 Equacoes de Maxwell

As equagbes fundamentais do eletromagnetismo sao expressas pelas leis de Gauss
elétrica e magnética, pela lei de Faraday e pela lei de Ampere-Maxwell, que reunidas

formam as equagoes de Maxwell. Na sua forma diferencial, sao dadas por [19]

p

V-E=—, (3.1a)
€0
V-B =0, (3.1b)
0B
E=-"" 1
V x 5 (3.1c)
oE
VxB= ,LL()J + Ho€o—=, (31d)

ot

onde E ¢é o vetor campo elétrico, B é o vetor indugao magnética, p é densidade de carga,
J é o vetor densidade superficial de corrente, €y é a permissividade elétrica do vacuo e py

¢ a permeabilidade magnética do vacuo.

Para um meio macroscopico, as equacoes acima sao reescritas como

V-D =p, (3.2a)

V-B =0, (3.2b)
0B

VXE= _W’ (32(3)

VXH:J+%—]?, (3.2d)

onde D ¢é o vetor deslocamento elétrico e H é o vetor campo magnético.

Caso o meio seja linear, os campos E e D, bem como B e H estao relacionados por
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meio das equagoes constitutivas
D = €E, B =uH,

onde € e p sao, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética

do meio.

3.2 Condicoes de Contorno

Na interface entre dois meios, as equagoes de Maxwell estao sujeitas a certas condigoes
de contorno. Tais condigoes, que devem ser satisfeitas pelos campos elétrico e magnético,

sdo deduzidas usando-se a forma integral das equagoes de Maxwell [19]

fD-adA:/pdv, (3.3a)
S \%

fB-DdA:O, (3.3b)
s
d .
]{E.dlz_—/B-ydA, (3.3¢)
c dt Js
fH-dl:/J-ﬁdA+i/D-ﬁdA, (3.3d)
c S dt Jg

onde S ¢é uma superficie gaussiana que delimita um volume V, 7 é um versor normal a
superficie e que aponta para fora dela, C' é um caminho fechado que delimita a superficie
S e dl é um elemento de comprimento sobre esse circuito. As equagoes de Maxwell
na sua forma diferencial apresentadas na secao anterior podem ser obtidas a partir das
equagoes acima. As Egs. (3.2a) e (3.2b) sao obtidas a partir das Eqs. (3.3a) e (3.3b),
respectivamente, usando o teorema do divergente. Ja as Eqgs. (3.2c) e (3.2d) sao obtidas

a partir das Eqgs. (3.3c) e (3.3d), respectivamente, usando o teorema de Stokes.

Vamos utilizar as equacoes apresentadas acima para obter as condigoes de contorno.
Vamos considerar uma superficie cilindrica de base dA e altura L, na interface entre dois
meios distintos 1 e 2, como na Fig. 11. A superficie cilindrica é formada por duas tampas
planas circulares e uma superficie lateral curva. Cada uma das superficies possui um vetor
normal associado. Vamos comecar deduzindo a condicao de contorno para B. Para isso,

vamos aplicar a Eq. (3.3b), dada por

wa?dA:O
S
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Figura 11: Superficie cilindrica na interface entre dois meios materiais.

a superficie da Fig. 11. Assim, encontramos
Bl'ﬁldA1+B2'ﬁ2dA2+/ Bl‘ﬁldAlzo.
lateral
Fazendo o limite L. — 0 na expressao acima, a integral se anula. Além disso, vemos que
1 = —i e que dA; = dAs,, assim encontramos que (By — By) - 75 dA; = 0 Como a area

dAs é arbitraria e o produto escalar é comutativo, ficamos com
s+ (By—By) =0. (3.4)

A equacgao acima estabelece que a componente normal do vetor inducao magnética é

continua através da interface. Isso se deve ao fato da inexisténcia de cargas magnéticas.

A préxima condigao de contorno é obtida utilizando a Eq. (3.3a), dada por

%DﬁdA:/pdV.
S |4

O lado direito da expressao acima representa a carga elétrica total armazenada no interior

de uma superficie gaussiana S que delimita um volume V, ou seja,

Qz/vpdV

Aplicando a Eq. (3.3a) a superficie cilindrica da Fig. 11 obtemos

Dl-ﬁldA1+D2-192dA2+/ D, -5 dA = Q.

lateral
Como no caso anterior, ao aplicarmos o limite L — 0 a integral se anula. Vemos também
que 71 = —ip e dA; = dA,. Além disso, a carga contida na superficie circular pode ser
escrita como ) = 0dA,, onde ¢ é a densidade superficial de carga existente na interface.
Usando o fato de que a area dAs é arbitraria e o produto escalar é comutativo, ficamos

co1m

32'(D2—D1) =0,
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ou seja, a componente normal do vetor deslocamento elétrico nao é, em geral, continua

através da interface. Se nao houver carga liquida na interface (¢ = 0) temos que
Dy - (Dy— D) =0. (3.5)
Para determinar as outras condigoes de contorno, precisamos definir um circuito C

na interface entre os dois meios. O circuito possui lados dl e L como mostrado na Fig.

12.

b 14121‘ c
L
E“J E o
1
€1, M1 Do @

Figura 12: Circuito retangular na interface entre dois meios materiais.

A condigao de contorno para E é obtida aplicando a Eq. (3.3¢c)

fE.dlz—i/B-EdA,
c dt Jg

ao contorno C. Isso nos leva a

C A

E1'11+E2'12+/

Epc - dlpe + /
B

Epa-dlps = —i/B.EdA.

D dt Js

Ao aplicarmos o limite L — 0, as duas integrais do lado esquerdo se anulam, bem como
a integral do lado direito, que representa o fluxo magnético através da area retangular, ja
que a area definida pelo contorno retangular tende a zero. Além disso, temos ainda que
l; = —1,. Substituindo, obtemos (E; — E1) -1, = 0. A equagao anterior pode ser escrita
de outra forma. Pela Fig. 12, vemos que o versor t é perpendicular ao plano definido pelo
circuito e que, além disso, ele é dado por t = iy x 12. Vemos ainda que 75 1 iQ. Com isso,
podemos escrever

12 =t X DQ. (36)

Substituindo, e usando o fato de que Iy é arbitrario, obtemos

(E; —E)) - (t x 5) = 0. (3.7)
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Usando identidade vetorial para o produto misto
G-bxZ=b-xa=2c-axhb, (3.8)
¢ identificando na Eq. (3.7) @ = (Ey — Ey), b = t, @ = 0, podemos escrever
(Es —E)) - (Ex D) =t-[0o x (By —Ey)] =1o [(Ex — Ey) x t] .
Com isso obtemos
t- [ x (Ey —Ey)] = 0.

Como o circuito definido na interface entre os dois meios é arbitrario, temos que o versor
t também é arbitrario. Assim, para que a igualdade acima seja verdadeira, o termo entre

colchetes deve ser nulo, o que leva a
172 X (EQ — El) = O, (39)

ou seja, a componente tangencial do vetor campo elétrico é continua através da interface.

A dltima condic¢ao de contorno é encontrada usando a Eq. (3.3d), dada por

fH-dlZ/J-I?dA—i—i/D-I?dA.
c S dt Jg

Aplicando a equagao acima ao circuito retangular da Fig. 12, ficamos com

c A
H1'11+H2'12+/ HBC'dch+/ Hps-dlps =
B D

/J-I?dA—I—i/D-I?dA.
S dt Jg

Ao aplicarmos o limite L — 0, as integrais do lado esquerdo se anulam. O fluxo do
deslocamento elétrico através da area do retangulo também se anula ja que a area tende
a zero, o que faz com que a segunda integral do lado direito seja igual a zero. Além disso
I, = —15, 0 que nos leva a
—H1-12+H2-12:/J-DdA.
s

A integral que restou na equacdo acima representa a corrente que atravessa a area do
retangulo. Quando a area tende a zero, nenhuma corrente volumétrica pode atravessa-
la. Entretanto, na interface pode haver uma corrente superficial, de forma que, mesmo
que a area do retangulo tenda a zero, a corrente superficial na interface ainda atravessa

a interseccao do retangulo com a interface. A densidade de corrente que atravessa a
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superficie deixa de ser superficial e se torna linear. Com isso, a condi¢ao acima fica
(Hy —Hy) -1, =7, -ty (3.10)

onde J; é o vetor densidade superficial de corrente, relacionado com a corrente superficial

B ~
il:/ J;-tdl.
A

A Eq. (3.10) pode ser escrita de outra forma. Utilizando a relacdo obtida em (3.6),
ficamos com (Hy — Hy) - (t x 25) = J;-t. Usando identidade vetorial (3.8) e identificando

7; por meio da expressao

~

na equagao acima d = (Hy — Hy), b= t, ¢ = iy, podemos escrever
(HQ—Hl)‘ (E Xﬁg) :E[ﬁg X (HQ—Hl)] :ﬁg' [(Hg—Hl) Xt] .
E com isso obtemos
%' [192 X (Hg—Hl)] :Jl’f,

ou ainda

t- [0y x (Hy—H)) —J]=0.

Usando o mesmo argumento que antes, encontramos
172 X (Hz—Hl) :Jl, (311)

ou seja, a componente do campo H tangente a interface entre dois meios nao é, em geral,
continua, e sua descontinuidade é dada pela densidade linear de corrente que existe na

interface entre os dois meios.

As quatro condicoes de contorno obtidas sao dadas por

v (Dy—Dy) =o, (3.12a)
- (By—By) =0, (3.12Db)
b x (E; — E;) =0, (3.12¢)
7x (Hy —Hy) =7y, (3.12d)

onde o indice do versor ¥ foi desconsiderado. Se os meios forem lineares, podemos escrever
as condigoes acima apenas em termos do campo elétrico e da indugao magnética. Além

disso, se nao houverem cargas livres nem correntes na interface entre os dois meios, as
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condicoes se tornam

U- (EQEQ - ElEl) = 07 (313&)

D x (By—Ey) =0, (3.13¢)

D X (§ - E) = 0. (3.13d)
K2 H1

3.3 Reducao das equacoes de Maxwell

Estudaremos agora o comportamento dos campos elétrico e magnético no interior de
um guia de ondas formado por um dielétrico, caracterizado por € e p, na forma de um
tubo de secao transversal arbitraria e constante. Mostraremos que este problema pode ser
reduzido a um problema bidimensional. Vamos supor que o eixo do guia esta na direcao

z, como mostra a Fig. 13.

Figura 13: Guia de ondas com secao transversal arbitraria formado por um dielétrico em

forma de tubo. A figura mostra os vetores unitarios ¢ e v definidos na superficie do guia
ondas representando, respectivamente, as dire¢oes tangente e normal.

Considerando que a dependéncia temporal dos campos elétrico e magnético seja dada
por uma forma harmonica do tipo ! e que nao existam cargas livres e correntes super-

ficiais no interior do guia, as equagoes de Maxwell dadas por (3.1) tornam-se

V-E=0, (3.14a)
V-B=0, (3.14b)
V x E = iwB, (3.14c)
V x B = —iwucE, (3.14d)

Comecaremos o nosso estudo obtendo a equagao de Helmholtz para o campo elétrico
e para o campo magnético. KEssa equacao descreve o comportamento espacial de tais

campos no interior do guia de ondas. Para isso, vamos considerar o rotacional da Eq.



3.8 Reducdo das equacoes de Mazwell 30

(3.14¢), que é dado por V x V x E = iwV x B. Usando a Eq. (3.14d) ficamos com

V x V x E = w?ucE. Em seguida, usando a identidade vetorial
VxVxA=V(V-A)- VA,

onde A é um vetor qualquer, encontramos a expressao V(V - E) — V?°E = w?ucE. Pela
Eq. (3.14a), vemos que V - E = 0, e com isso obtemos a equacao de Helmholtz para o

campo elétrico E
V?E + w?ueE = 0.

Lembrando que k = 27 /A = w/c é médulo do vetor de onda no vécuo e que n = /fi€ é o

indice de refracao do meio, podemos reescrever a equagao acima como

V2E + n’k’E = 0, (3.15)

2

onde se assumiu g = 1, de modo que n” =€, e c = 1.

Analogamente, é possivel obter outra equacao de Helmholtz, agora para o campo B,

que é dada por
V2B + n*k*B = 0. (3.16)

A partir de agora, vamos mostrar que, conhecendo as componentes longitudinais dos
campos elétrico e magnético, podemos obter as componentes transversais desses campos.
Vamos supor que as ondas eletromagnéticas no interior do guia de ondas se propagam na

direcao z e, além disso, vamos supor que as solugoes sejam dadas por

E(':C7y7 Z7t) = E("'E? y)eizkzzilwt7 (3‘17)
B(z,y,2,t) = B(x,y)e *t (3.18)
onde k, é o modulo do vetor de onda na direcao z.

Primeiramente, vamos reescrever a equacao de Helmholtz em termos de componentes

transversais. Vamos definir o operador Laplaciano transverso como

2 2 0
V=V — 3.19
1 + 822 ) ( )
de modo que, em coordenadas retangulares, temos
0? 0?
e — (3.20)

L= 92 T
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Com isso, a Eq. (3.15) pode ser escrita como
2

{Vi + %1 E + n?k’E = 0.

Substituindo a Eq. (3.17), realizando os célculos e as devidas simplificagdes, encontramos
a equagao
(V2 — k2 + n*k*] E(z,y) = 0. (3.21)

De forma anéloga, substituindo as Eqgs. (3.18) e (3.20) na Eq. (3.16) encontramos a
equacao
(V3 — k2 +n*k*] B(z,y) = 0. (3.22)

Vamos agora reescrever as equacoes de Maxwell em termos apenas das componentes
longitudinais de E e B. Para isso, vamos decompor os campos elétrico e magnético numa

componente transversal e numa componente na direcao z, ou seja

E=E, +E,, (3.23a)
B =B, +B,, (3.23b)
sendo que E, = E,k, B, = Bk, E, = E,i+ E,j e B, = B,i+ B,J.

Além disso, vamos definir o operador nabla transverso como

~ 0

V, =V -k— 3.24
l 627 ( )
que, em coordenadas retangulares, é dado por
20 40
=i—+j—. 3.25
\ P +‘]8y (3.25)

Usando as Eqgs. (3.23a) e (3.23b) podemos reescrever os campos dados por (3.17) e
(3.18) na forma

E(z,y,2,t) = Ei(z,y,2,t) + E.(z,y,2,t) = [E (z,y) + E.(z,y)le**"™"  (3.26)
B(x7 y7 Z? t) - BJ_(x7 yJ 27 t) + BZ(‘IJ y7 Z? t) - [BJ—(‘Z‘7 y) + Bz<x7 y)]e_ikzz_iwt' (327)

Utilizando as Egs. (3.23)—(3.25), podemos reescrever a Eq. (3.14a), dada por V-E = 0
como

- 0
{Vl+k&} (EL+E,)=0.
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Fazendo os calculos, obtemos

oF,
Vi-E + =0,
0z
ou ainda
aEZ ) Y ) t
V. Ei(nyot) = 0@ 020 (3.28)
0z
Efetuando as derivagoes e simplificagoes, encontramos
0E,(x,y) O0E,(z,y) .
=ik, E.(x,y). 3.29
4 SR ik E () (329)
Ja a equagao de Maxwell (3.14b), dada por V - B = 0 pode ser reescrita como
.~ 0
Vi+k—|-(BL+B,) =0.
ot
Fazendo os céalculos, encontramos
0B,
Vi-Bi+ =0,
0z
ou ainda
8‘BZ Y 7 Y t
V. B.(r,y ) = 2B (3.30)
0z
Efetuando as derivagoes e simplificagoes, ficamos com
0B, (x, 0B, (x, ,
(@.y) L OB&Y) B ey, (3.31)

ox Jy

Manipulando a equacao de Maxwell (3.14c¢), dada por VX E = iwB ou ainda Vx E =

ikB, ja que k = w/c (c = 1), podemos reescrevé-la como
~ 0 )
Vi+kso| x (B +E.) = ik(B. +B.).

Temos ainda que

OE |

Vi xE, +V, xE, +kx = ikB, +ikB.. (3.32)

Vamos considerar agora o produto escalar da equacao acima com o versor k. Assim,

obtemos

“ R “ “ OE R N
k- (Vo xE| )+k- (VL xE,)+k- [kx 8;] =1kk-B, +ikk - B,.

Como V| é dado por (3.25), vemos que e o segundo e terceiro termos do lado esquerdo e
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o primeiro termo do lado direito da equacao acima sao nulos, o que nos leva a

A~

k- [V xE(x,y,z2,t)] =ikB.(z,y, z,t). (3.33)

Explicitando os termos

k| (i 4350 ) < B+ Bl — et
ou ainda
N E E N ; ; j ]
k. [(a %(;f,y) . 0 a:a(;:a y)) k:| e—zkzz—zwt — Zk?Bz(ZE, y)e—zlczz—uut7 (334)
e, por fim,

OEy(z,y) OE(z,y)
ox dy

= ikB,(z,y). (3.35)

Calculando agora o produto vetorial da Eq. (3.32) com R, encontramos

OE |
z

RX(VLXEJ_)—{—RX(VJ_XEZ)—{—IA{X{IA{X }:ik’f{xBL—i—z’kl}sz.

Vemos que o ultimo termo do lado direito se anula, o que nos leva a

N N N N E N
kx(VoXE})+kx (V. xE,)+kx {kx aal} =ikk x B}. (3.36)
2

Agora, vamos analisar cada um dos termos do lado esquerdo da equacao acima. Vemos
que o primeiro termo, dado por

X (OB, (v,y) OE.(x,y)\ «
kx(VLxEL):kx( %(;”y)— ;;y))k,

é nulo. O segundo termo fica

N A ;0 0 A OE, 0L,
kx (V. xE,) =kx Kla—erJa—y) szk] —1(% +3J 3y

ou seja

kx (V. xE,)=V_E.(z,y,21). (3.37)

Ja para o terceiro termo encontramos

N -~ OE, ~ OE] \ -~ .~ OE; 0E |
k kx — | =1lk- k—(k-k = — . .
* ( " 792 ) ( 0z ) ( ) 0z 0z (3:38)
Assim, usando as Egs. (3.37) e (3.38) em (3.36), obtemos
E t ~
V., E.(x,y,z,t) — OB (,y,2,t) =1kk x By (z,y, 2, t). (3.39)

0z
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Explicitando os termos na equagao acima

8‘E‘Z 9 < aEz 9 ° —q —q . ° N —q —q
|: (l' y)1+ ("E y)J:| e ikoz Zwt—l-l]{?z [Ez(x,y)l+Ey(x,y)J] e ikzz—iwt _

ox dy
ikk x| By, )i+ B, (x,y)j | e,

ou ainda

s E
—I—z'k:ZEm(ﬁ,y)] i+ {—8 Za(;’y)

—ikBy(z,y)i + ikBy(z,y)].

8EZ($7 y) . 0
{T + ik, Ey(, ?J)} J=

[gualando as componentes, encontramos

% +ik,Ey(x,y) = —ikB,(z,y), (3.40)
%;,y) + ik, Ey(x,y) = ikBy(x,y). (3.41)

Por fim, a dltima equacao de Maxwell (3.14d) dada por V x B = —iwueE ou ainda

V x B = —in?kE, jd que k = w/c (c = 1) e n? = ¢, pode escrita como
) .
Vi+ky| x (BL+B.) = —in*k(By + E.).
Temos ainda que

. OB
VixB+ Vi xB.+kx = = = —in*kE, — in’kE.. (3.42)
z

Como antes, vamos considerar o produto escalar da equacao acima com k. Assim,
obtemos

0B,
z

R.<leBL>+§.<vaBz>+1;.{f{x }:—z‘n%lE-EL—z'anf{-Ez.

Novamente, vemos que o segundo e o terceiro termos do lado esquerdo sao nulos, bem

como o primeiro lado direito. Portanto, ficamos com
k- V1 xBi(z,y,2,t)] = —in*kE.(2,y, 2, 1), (3.43)
ou, de forma explicita

k- {(l% +,]a_y> X (Bxl + Byj)e*zkzzfzwt — —inzkEZ(a;, y)efzkzzfzwt’
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ou ainda

[ . (8B, 0B.\.] . .
k- |:e—7,kzz—zwt (a_y . 5 ) k:| _ —ankEz(fL', y)e—zkzz—zwt‘
x Y

Efetuando as devidas simplificacoes, obtemos

aBy(‘ray> . 8Bx<x7y)
ox oy

= —in’kE.. (3.44)

Calculando agora o produto vetorial entre a Eq. (3.42) e k temos

~ ~ ~ ~ B ~ ~
kx(VixB)+kx (V. xB,)+kx {kx 8@% = —in’kk x E| —in’kk x E,.
z

Vemos que o primeiro termo do lado esquerdo e o segundo do lado direito sao nulos.

Assim, ficamos com

— —in*kk x E_. (3.45)

RX(VLXBZ)—FRX {f(xaBL}

0z

A equacao acima pode ser escrita de uma forma mais conveniente. Comecando pelo

primeiro termo, temos

IEX(VJ_XBZ):lA{x iﬁJrjﬁ szl} :i(?BZijaBZ’

ou seja

~

k x (V. xB,)=V,B.(x,y,2,1). (3.46)

Considerando o segundo termo, podemos escrever

- [+ 9BL] (. OB\. - 0B 9B,
kx[kx az]_(k- az)k—(kk) = (3.47)

Assim, usando as Eqgs. (3.46) e (3.47) em (3.45) obtemos

0B, (z,y, z,t)

V.B.(x,y,z,t) — P

= —in*kk x B (z,y, z,1). (3.48)

Explicitando os termos na equagao acima

B.(x,y): 0B,(x,y)s| _i.._. ) : 2l ik s
0 (IE y)1+ (33 y)J o—ikz=z Zwt—i—lkz [Bz(:zc,y)l—i—By(x,y)_]] o ikzz—iwt _
ox dy

—in’kk x| By, y)i+ B (o, y)j] e,
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ou ainda

0B, (z,y)
ox

OB, (z,y)
dy

in’kE,(x,y)i — in’kE,(z,y)].

—|—z'k:sz(x,y)i} + { + ik, By(z,y) j=

[gualando as componentes, encontramos

0B, (z,y)

B
%j’y) + ik, B,(z,y) = —in*kE.(z,y). (3.50)

3.4 Equacoes reduzidas

Como o nosso objetivo é obter uma expressao que nos forneca a componente transver-
sal de E e B em termos de suas componentes longitudinais, vamos reescrever as equagoes
obtidas na segao anterior. Comecaremos determinando as componentes I, e £,. Para

isso, vamos reescrever a Eq. (3.40) na forma

By(x7y) = i {_@E%(i,y)

’ + ik, E,(z, y)] (3.51)

e substitui-la na Eq. (3.50). Assim, apds algumas manipulagdes, obtemos

ik 0B,(z,y) k,O0FE.(x,y)
E = - = . b2
(.9) nk_k[ e (3.52)
O préximo passo é reescrever a Eq. (3.41) como
i [OF.(z,y) .
By(z,y) = % [a—y + ik, Ey(x, y)} : (3.53)

Ao substituir a equagao acima em (3.49) e depois de fazer alguns célculos, encontramos

B ik 0B.(x,y) i @aEZ(xa y)
n2k? — k2 oz k 0Oy '

Ey(xz,y) = (3.54)

Vamos agora determinar as componentes B, e B,. Substituindo a Eq. (3.52) em
(3.51), encontramos como resultado

ik {n28Ez(a:’,y) B E@Bz(:c,y)}

3.9
n2k? — k2 Ox E 0y (3:55)

By(z,y) =
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Finalmente, substituindo a Eq. (3.54) em (3.53), encontramos

ik OE.(z,y) | k:0B.(x,y)
B = — 2 d = . .
Reunindo os resultados encontrados, vemos que
ik OB.(z,y) k. 0E.(x,y)
ik [0B.(x,y)  k.0E.(x,y)
E = — - T A :
,(7,y) pTERE { e TR oy (3.58)
e
ik OE.(z,y) k,O0B.(x,y)
B — ? = :
oY) n2k? — k2 { oy + k. Ox ’ (3:59)
ik OFE.(x,y) k.O0B.(z,y)
B = 2 ’ - - . °
(2, Y) R {n o K oy (3.60)

Podemos encontrar a componente transversal do campo elétrico usando a expressao
E, = E,i+ E,j. Substituindo as Eqs. (3.57) e (3.58) na equagio anterior encontramos

como resultado
1

BL= o g

[—kvaEz Kk % Vle] . (3.61)

Ja a componente transversal do campo magnético é obtida usando B, = B, + Byj.

Substituindo as Egs. (3.59) e (3.60) na ultima expressao, encontramos como resultado
i ) -
Bi= [—kaLBz 4 n2kk x VLEZ} . (3.62)

Projetando a Eq. (3.61) nas diregoes tangencial e normal, dadas pelos vetores unitarios
t e © definidos na superficie do guia de ondas, como mostra a Fig. 13, de modo que
i=kx U, obtemos, respectivamente,

i
n?k? — k2

7

T n2k2 — k2 (

E, -1 E, = i (kvaEz + Kk x VLBZ) ,

k.t-ViE. +ki-V,B,),

+k

1 aEz aBz
T2k — k2 (kz ot v ) (3:63)
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? .
—V .
n2k? — k2

E,=v-BE, = (—szLEZ — kk x Vle) :

(4

— m (—kzﬁ VJ_EZ—Fk'?g VJ_BZ) y
7 OF, 0B,
~ e ("“2% Mk ) ’ (3:64)

onde usamos as defini¢des 9/0t = 1 -V, e d/0v = v - V. Utilizando a Eq. (3.62) e

procedendo de maneira andloga, obtemos

i aBz 2 aEWZ
b= ("“Z o T ) ’ (3:65)
1 0B OF
B = — k.—= +n’k—2= ). :
‘ n?k?-kg(Zau o 875) (3.66)

As equacoOes acima nos mostram que os campos E, e B, contém toda informacao sobre as
demais componentes dos campos eletromagnéticos. Assim, podemos reescrever a equagao

de Helmholtz em termos apenas desses campos

(V2 — k2 4+ n’k?) {EZ(x’ y)} —0. (3.67)

Projetando as condigoes de contorno dadas em (3.13) nos versores ¢t e 7, obtemos as

seguintes expressoes

Elz = EQZ, Blz = BQZ7 (368)
Elt = EQt, Blt = BQt; (369)
R%Ely = n%Egl,, Bly = B21/- (370)

Podemos ainda expressar as condi¢oes de contorno em termos E, e B, usando as equagoes

(3.63)—(3.66) e as relacoes encontradas acima. Tais equagoes sdo dadas por

% (kzagt“ + ka;;;z) = % (k 85522 + kagjz) : (3.71)

Z—lz (—kzaéEylz - k%i“) = :—g (—kza(f;z + kagt?Z) : (3.72)
% (—kz% + n%ka(fy“) = % (—kz% + ngka(f;z) : (3.73)
& (R k) = 5 (k2 ). (374

onde 77 = nik* — k%, com | = 1,2. Adicionando (3.71) multiplicada por k, e (3.74)
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multiplicada por —k e, ainda, adicionando (3.72) multiplicada por k e (3.73) multiplicada

por k., obtemos

aElz o aEZz
% = o (3.75)
a-Blz o aBQz
o ot (8.76)

que sao as condigoes de contorno para a derivada tangente dos campos E, e B,. As
condigbes de contorno para a derivada normal de E, e B, sao obtidas a partir de (3.71) e
(3.73) usando as condicoes para as derivadas tangente encontradas acima. Tais equagdes

sao dadas por

k 0B, k 0Bs, k., k,\ OF,

— - — =—|=-—= | —= 3.77

W 95 v (712 7%) ot 70
n%k 6Elz n%k (9E2Z kz k’z aBlz

s T =) e (3.73)
71 v 72 v 172 t

3.5 Modos Transversos Eletromagnéticos

Vamos considerar agora um tipo de solucao que pode existir no interior do guia de on-
das chamado de modo transverso eletromagnético, ou modo TEM. Neste tipo de solucao,
o campo eletromagnético possui componentes apenas na dire¢ao transversal a direcao de
propagacao. Para o modo conhecido como transverso magnético, ou modo TM, temos
que B, = 0 em todo espago. Ja para o modo conhecido como transverso elétrico, ou modo
TE, temos que E, = 0 em todo espaco. Considerando esse tipo de solucao, vemos que,

para o modo TM, as expressoes (3.61) e (3.62) obtidas na segao anterior, ficam dadas por

?

E, = —mkvaEz, (3.79a)
i -
Bimv= mn kk x V  E.. (3.79b)
Ja para o modo TE, encontramos
Eirme= —mkk X ViB., (3.80a)
1
B e = _meVLBZ. (3.80b)

Uma caracteristica importante das microcavidades é que elas podem ser consideradas
quase-bidimensionais, isto significa que uma das suas dimensoes é muito menor que as

outras duas. Vamos supor que na direcao z a microcavidade tenha tamanho desprezivel.
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Como consequéncia, temos que k, < nk. Assim, vemos que, nesse caso, as Egs. (3.79a) e
(3.80b) se anulam, o que nos diz que apenas um dos campos, E; ou B}, pode existir no
interior da microcavidade. J& as condigoes de contorno (3.77) e (3.78) ficam totalmente

desacopladas.

Assim, a equacao de Helmholtz fica reduzida a equacao bidimensional
(V3 +n’k?*) ¥(z,y) =0, (3.81)

onde t(z,y) é um campo escalar, sendo que ¥(z,y) = E.(x,y) para o modo TM e

Y(z,y) = B.(x,y) para o modo TE. As condigoes de contorno, por sua vez, ficam dadas

por
_ o1 Oy
1/]1 - 1/J2a v — Ov ) (382)
para o modo TM e
1 oYy 1 %

Y1 = Yo, = (3.83)

n? v n3 ov’

para o modo TE.



41

4 Método Numérico

Este capitulo é dedicado a descrever o método numérico utilizado nesta dissertagao,
proposto por Wiersig [20]. Como mencionado no Capitulo 3, as equagdes de Maxwell nos

levam a equacao de onda bidimensional
(V2 +n’k*) (r) =0, (4.1)

com r = (z,y), indice de refragdo n e numero de onda k = w/c, onde w é a frequéncia
angular e ¢ é a velocidade da luz no vdcuo (¢ = 1). Para o caso de polarizacao TM,
a fungao de onda 1 (r) representa a componente z do vetor campo elétrico F,(r,t) =
Re[i(r) exp(—iwt)]. Para a polarizacao TE, ¢ (r) representa a componente z do vetor

campo magnético B,(r,t) = Re[y(r) exp(—iwt)].

O método em questao faz parte de uma classe conhecida como métodos de elementos
de fronteira. A ideia central deste método é substituir uma equacao diferencial bidimen-

sional por uma equacao integral unidimensional e entao discretizar a fronteira.

Com o objetivo de encontrar a equacao integral citada acima, vamos considerar uma
cavidade otica com indice de refracao n situada numa regiao do espaco com indice de
refracaio n = 1. Na Fig. 14 uma cavidade deformada é representada pela regiao D e

delimitada pela fronteira I'.

I

Figura 14: Cavidade deformada representada pela regiao D e delimitada pela fronteira I'.
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Para reduzir a equacao diferencial bidimensional (4.1), devemos introduzir a fungao

de Green, que é definida como a solucao da equacao

(V2 +n?k?] G(r,1'sk) = 6(r — 1), (4.2)
onde §(r —r’) é a funcdo delta de Dirac bidimensional, r e r’ sdo pontos arbitrarios na
regiao D.

A funcao de Green pode ser determinada fazendo a mudanca de varidveis R =r —r’,
que equivale a deslocar a origem do sistema de coordenadas para r’, como vemos na Fig.

15. Com isso, a equacao anterior fica

Figura 15: Representacao esquemadtica dos vetores r, r’ e de sua diferenca R = r — 1’

definidos no interior da fronteira I.

(Vi +n°k*] G(R; k) = §(R). (4.3)

A equagao acima pode ser resolvida usando-se as representagoes de Fourier para G(R; k)

e para d(R), que sdo dadas, respectivamente, por

G(R: ) = / (;%‘Qc?(q; Foia® (4.4)

d’q

S(R) = / WeiQ'R. (4.5)

Substituindo as duas dltimas expressoes em (4.3), temos
[v2 —|—n2k2] /Cp_q(;(q k)e'aR :/dz_qeiqR
" (2m)? 7 @m?

Efetuando as devidas simplificacoes, encontramos a expressio (—¢? + n2k2)G(q; k) = 1.
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Substituindo G(R; k) da equacdo anterior em (4.4)
d2q eiq-R
R k) = . 4.
GR:) = [ G (1.6

A integral bidimensional acima pode ser calculada usando coordenadas polares q =
(q,0), fazendo

1 qdq 1 o igR cos 0
. 7 cos ) .
GR;k) = o /0 2k — 2 7 o ; dfe (4.7)

A segunda integral do lado direito pode ser identificada como uma representacao integral

da funcdo de Bessel de ordem zero Jy(gR) [21]. Assim,

1 [ qJo(qR)
GR; k)= — dg——7-—. 4.8
e (4.9
E possfvel observar que a integral acima é singular para ¢ = +k’, onde k' = nk.

Entretanto, essa singularidade pode ser removida adicionando-se um termo imaginario
infinitesimal a k', ou seja, k' — k' +ie. Nesse caso, k' — (k' +1¢€)? = —(e —ik’)?. Ao fazer
essa substituicdo, a integral acima, de acordo com [21], é igual a Ky((e — ik")R), onde K

é a funcao de Bessel modificada. Ao tomar o limite ¢ — 0, obtemos
1
GR;k) = —%Ko(—inkR), (4.9)

ja que k' = nk. Por fim, usando a identidade [21]

T

1) /-
5 5" (i2),

Ko(Z)

, p . /. 1) ., ~
onde z é um numero complexo arbitrario e HO( ) 6 a funcao de Hankel de ordem zero e

primeiro tipo, determina-se a funcao de Green para o problema
GR; k) = —iHél)(nkR). (4.10)
Como R=r—r

G(r,r'; k) = —iHél)(nk|r—r’|). (4.11)

Conhecendo-se a funcao de Green é possivel obter a equacao integral procurada. Mul-

tiplicando a Eq. (4.1) por G(r,1’; k) temos

[(V? 4+ nk*) ¢(r)] G(r,x';k) = 0 (4.12)
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e, por sua vez, multiplicando (4.2) por ¢(r) encontramos
[(V? +n°k?) G(r,1's k)] (r) = 0(r — ¥') (). (4.13)
Subtraindo a Eq. (4.12) da Eq. (4.13) resulta em
P(r)d(r — 1) = Y(r)V2G(r, v k) — G(r, v’ k) V3(r). (4.14)

Usando a identidade uV?v = V(uVv) — VuVu, vélida para fungoes u(r) e v(r) dife-

renciaveis, o lado direito da equacao acima pode ser reescrito como
P(r)d(r — 1) =V - [(r)VG(r,v'; k) — G(r,v'; k) Vi(r)]. (4.15)

Integrando a equagao acima na regiao D, o lado esquerdo resulta em ¥ (r') ja que r’ € D.
Por fim, usando o teorema da divergéncia, a integral do lado direito pode ser escrita como

uma integral de linha ao longo da fronteira I'. Dessa forma, obtemos
P(r') = ]{ds(r) [¢V(8)0,G(s,v'; k) — G(s,v'; k)0,0(s)], (4.16)
r

onde ds(r) é o arco de comprimento infinitesimal ao longo de I' no pontor € I" e 9, ¢ a

derivada normal definida como

com 7(r) sendo o vetor unitdrio normal & curva I no ponto r. A derivada da fungao de

Green que aparece em (4.16) pode ser calculada usando a relagao dHél)(z)/dz = —Hfl) (2).
Portanto
0,G(r, ' k) = D(r) - V —iHél)(nk\r —)) (4.17)
nk
- % cos a HY (nk|r — r']), (4.18)

onde H fl) ¢é funcao de Hankel de primeira ordem e primeiro tipo, e

r—r

cosa = v(r) - i
E possivel observar que, no limite v’ — I', a Eq. (4.16) é singular j& que a funcao de
Green e sua derivada normal sdo singulares para r’ = r. Entretanto, pode-se mostrar que

essas singularidades sdo integraveis para fronteiras suaves [22].
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A integral em (4.16) pode ser reescrita de uma maneira mais conveniente como
 ds (B 9)0(5) + CI9)0(s)] =0 (4.19)
r

onde B(s',s) = —2G(s, s k), C(s',s) = 20,G(s,5';k) —0(s — &) e ¢(s) = ,1(s). Uma
das estratégias numéricas para resolver equagoes integrais como (4.16), é usar métodos
de elementos de fronteira. Nesse caso, a fronteira é discretizada, ou seja, dividida em
pequenos elementos. A Eq. (4.19) pode entdo ser aproximada por uma soma de N
termos dada por
N
> (Bady + Cathr) =0, (4.20)
=1
onde By = [ dsB(s;,s), Cy = [,dsC(s;,s), ¢ = &(s1), v = (s;) e [, representa a
integragao sobre um elemento da fronteira com ponto médio s;. A Fig. 16 mostra um
trecho da fronteira do bilhar circular discretizado por um conjunto de pontos representados
por quadrados. Vemos ainda um outro conjunto de pontos representados por circulos que

correspondem aos pontos médios entre dois quadrados.

+1
1+1

1-1

i-1

Figura 16: Representacao esquematica da discretizacao da fronteira do bilhar circular. Os
quadradados representam os pontos que discretizam a fronteira e os circulos representam
os pontos médios entre dois quadrados.

A Eq. (4.20) pode ser entendida como a soma sobre todos os trechos que discretizam
a fronteira da cavidade, dos elementos B; calculados de 7 até ¢ + 1 multiplicados pela
derivada da funcao de onda no ponto [ e dos elementos Cj também calculados de 7 até
© + 1 multiplicados pelo valor da funcao de onda no ponto /. Essas integrais podem ser
calculadas usando-se rotinas padrao de integracao numérica como, por exemplo, integral

por quadratura.

A soma obtida pode ser identificada como um produto matricial e, dessa forma, ser



4 Método Numérico 46

escrita de uma forma simbdlica como

(8 0 (j) — M (Z) —0, (4.21)

onde B e C representam operadores integrais na regiao D. A metade inferior do ve-
tor (¢,%)! corresponde aos valores da fungao de onda na fronteira e a metade superior

corresponde aos valores de sua derivada normal.

Para o caso de polarizacdo TE, o termo ¥(r) na Eq. (4.1) representa o campo
magnético B,(r,t). Nesse caso, temos que a fungdo de onda é continua na fronteira
mas sua derivada normal possui uma descontinuidade. Pela equagao (3.83) no Capitulo
3, a quantidade que é continua na fronteira é 9,1 /n?, onde 9, representa a derivada nor-

mal. Essa nova condi¢ao de contorno pode ser adicionada na equacao integral definindo-se
¢ =0,0/n*e B(s',s) = —2G(s, s'; k)n?.

Devido ao comportamento singular dos integrandos parar = r’, os elementos diagonais
Cy e By devem ser reescritos numa outra forma para que possam ser calculados sem que
ocorra divergéncia. Expandindo as fungoes H(gl)(z) e HV(z) para z = nk|r — r/| muito
pequeno e considerando As; como o comprimento para pequenos elementos da fronteira,

é possivel escrever C); como
K
Cy~ -1+ —As,
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onde k é a curvatura no ponto s;. Ja By pode ser escrito como

A kA
Bll%j 1—1Hn 8l+7/z—’}/ s
0 2

onde v = 0.577215... é a constante de Euler.

Uma solugao nao trivial da equagao matricial (4.21) existe somente para o caso em que
o determinante de M for zero. Utilizando essa condicao é possivel determinar o nimero
de onda complexo k de ressonancia. Tendo encontrado um valor k,.s, as componentes do
vetor ¢; e 1 sdo dados pelo autovetor associado ao autovalor nulo da matriz M (k).

Esse autovetor pode ser obtido, por exemplo, usando decomposicao em valores singulares.

A fungao de onda no dominio D é entao construida discretizando a Eq. (4.16)
Y() =) /ds 0,G (5,1 kres) = >_ &1 /ds G(5,1; kyes), (4.22)
l ! ! !

onde [ varre todos os elementos da fronteira I'.
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5 Resultados e Discussoes

5.1 Circulo

O primeiro problema abordado por nés foi o da cavidade circular. Historicamente,
esta também foi uma das primeiras geometrias consideradas para a fabricagao de um
microlaser. Num dos primeiros trabalhos experimentais na area [7], McCall, S. L. et. al.
estudaram as caracteristicas da luz emitida a partir dessas cavidades utilizando amostras
com diametro entre 3um e 10um e espessura de 500A. J4 num trabalho tedrico recente
[23], Dettmann, C.P. et al analisaram o comportamento dos modos no interior da cavidade
ao variar o valor do indice de refracao. Vemos assim que, apesar de ser uma geometria

simples, a cavidade circular ainda fornece resultados nao triviais.

A solugao para esse problema, bem como os elementos que compoem a matriz S
podem ser encontrados analiticamente [23]. Assim, é possivel encontrar uma expressao
que nos fornega as ressonancias para o circulo ja que as ressonancias, como vimos no
Capitulo 2, sao os polos da matriz S. Tais valores, para os modos TM e TE, sao dados,

respectivamente, pelas solugoes das seguintes equagoes [23]

Jm(nkR) — H, (kR) —nJ, (nkR)H,,(kR) = 0,

/ 1,
Jn(nkR) = Hy, (kR) = ~J, (nkR) (k) = 0,

onde J,,, e H,, sao, respectivamente, a funcao de Bessel e a fungao de Hankel de primeiro
tipo e de ordem m (m = 0,1,2,...), J;n e H;n sao, respectivamente, a primeira derivada
da funcao de Bessel e a primeira derivada da funcao de Hankel, n é o indice de refracao,

k é o vetor de onda e R é o raio do circulo.

Utilizando o método numérico descrito no capitulo anterior, obtivemos os resultados
a seguir. A Fig. 17 mostra a intensidade do campo elétrico no interior do circulo para
a ressonancia k = 3.81 — 0.08; e indice de refracao n = 3. A intensidade do campo

elétrico aumenta da cor azul para a cor vermelha. Encontramos um resultado satisfatério



5.2 Estdadio 48

considerando a fronteira da cavidade discretizada com 50 pontos. Esse resultado concorda

com o da literatura [24].

Figura 17: Intensidade do campo elétrico no interior da cavidade circular. Foram usados
os valores k = 3.81 — 0.08i e n = 3. A intensidade do campo elétrico aumenta da cor azul
para a cor vermelha.

Reproduzimos ainda outro resultado utilizando o valor de ressonancia k = 3.86 —0.34¢
e indice de refracao n = 1.5, como mostra a Fig. 18. A intensidade do campo elétrico
aumenta da cor azul para a cor vermelha. Aqui, foram necessarios 100 pontos sobre a
fronteira para que o resultado convergisse. Esse resultado também esta de acordo com a

literatura [23].

Os resultados apresentados acima correspondem ao comportamento do campo elétrico
no interior da cavidade circular. Calculamos também a intensidade do campo elétrico na
regiao externa a cavidade mas nossos resultados nao foram satisfatérios uma vez que nao

obtivemos uma funcao continua através da interface da cavidade, como era esperado.

5.2 Estadio

O outro problema abordado por nés foi o do estadio. Como se sabe, esta é uma
geometria que apresenta dinamica cldssica cadtica [25]. Esta cavidade foi construida
experimentalmente por Lebental, M. et. al. [13] e mostrou uma alta direcionalidade
na emissao da luz. Resultados numéricos obtidos por Shinohara, S. et. al. [26] também

mostraram que a poténcia de emissao em determinadas direcoes é maior do que em outras.
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Figura 18: Intensidade do campo elétrico no interior da cavidade circular para os valores
k = 3.86 — 0.34¢, n = 1.5. A intensidade do campo elétrico aumenta da cor azul para a
cor vermelha.

Para este problema, é impossivel obter uma expressao analitica que nos fornega os
valores de ressonancia como no caso do circulo. E necessario, portanto, realizar uma busca
desses valores no plano complexo Re(kR)-Im(kR). Para isso, resolvemos numericamente
a equacao de onda para um grid de valores de k e obtivemos dois valores de ressonancias
na regiao considerada. A Fig. 19 mostra o menor autovalor associado da matriz M na

Eq. (4.21) como fungao de k.

O proximo passo foi determinar o comportamento do campo elétrico no interior da
cavidade. Para isso, utilizamos o valor de ressonancia k = 4.35 — 0.067: dada na Fig.
19 e o indice de refragao n = 2. As dimensoes do estadio foram escolhidas de modo que
o comprimento do segmento de reta fosse igual ao diametro do semi-circulo. A Fig. 20
mostra a intensidade do campo elétrico no interior da cavidade do estddio e é possivel
observar que o campo elétrico no interior da cavidade é simétrico em relacao aos eixos

horizontal e vertical que passam pelo centro da figura.

No caso do estadio, o comportamento do campo elétrico obtido por nés na regiao
externa a cavidade também nao foi o esperado uma vez que a funcao encontrada nao era

continua através da interface da cavidade.
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4.2 4.3 44
Ra(kR)

Figura 19: Grid de ressonancias para o estadio. Essa figura mostra o menor autovalor

associado & matriz M na Eq. (4.21) como funcao de k. E possivel observar que entre eles
existem dois minimos, representados pelas regioes em azul. Esses valores correspondem
as ressonancias do estadio.

Figura 20: Comportamento do campo elétrico no interior da cavidade do estddio para os
valores k = 4.35 — 0.0677 e n = 2.

5.3 Trés circulos nao concéntricos

A geometria nova que escolhemos estudar é constituida da fronteira externa de trés
circulos de mesmo raio e nao concéntricos. Consideramos que os centros dos circulos estao
posicionados nos vértices de um triangulo escaleno sendo que um desses vértices esta na
origem de um sistema de coordenadas. A Fig. 21 representa de forma esquematica essa

geometria. A justificativa para essa escolha é que tal geometria é uma pequena deformagcao
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Figura 21: Representagao esquematica de uma cavidade deformada construida a partir
de trés circulos de mesmo raio e nao conceéntricos.

do circulo e nao apresenta nenhuma simetria. Com isso, esperamos associar o alto fator
de qualidade dos modos do circulo com a quebra da simetria de rotacao para obtermos

emissao direcional.

O algoritmo computacional para esse caso ja foi implementado e até o presente mo-

mento, obtivemos resultados preliminares para essa nova geometria.
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Conclusoes

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, abordamos o problema do aprisiona-
mento da luz em microcavidades dielétricas. Tais estruturas podem ser utilizadas para a
fabricagao de lasers na escala de microns, os chamados microlasers. Podemos dizer que
este é um problema que envolve basicamente trés areas da Fisica: o eletromagnetismo, a

mecanica quantica e os sistemas cadticos.

Tinhamos como objetivo inicial reproduzir resultados para formatos de cavidades ja
estudados e, em seguida, abordar um problema cuja geometria ainda nao tivesse sido
considerada. Esses objetivos foram parcialmente alcangados uma vez que os resultados
por nos obtidos para o caso do circulo e para o caso do estadio estao de acordo com

aqueles da literatura.

Nossa principal dificuldade esteve na implementacao do método numérico para a
solucao dos problemas. Por envolver elementos de geometria, este ¢ um método que
possui alguns detalhes que devem ser levados em conta, tais como o sentido do vetor
normal em cada regido (dentro e fora da cavidade) e a orientagao da integral sobre a fron-
teira. Para o caso do circulo, a implementacao nao apresentou grandes obstaculos mas
para o caso do estadio, foi necessario um tempo grande até que nosso codigo fornecesse os
resultados desejados. Ademais, cada uma das imagens apresentadas no Capitulo anterior
levava um tempo razoavelmente grande para ser obtida, podendo chegar, em alguns casos,

a 14 horas.

Outra dificuldade enfrentada foi que o nosso algoritmo nao reproduziu o resultado
esperado para a regiao externa a cavidade. Deviamos encontrar um resultado no qual
a funcao de onda fosse continua na fronteira, entretanto, nao obtivemos tal resultado.
Mesmo aumentando o nimero de pontos utilizados na discretizacao da fronteira, nosso
resultado nao convergiu. Acreditamos que as dificuldades citadas acima teriam sido solu-

cionadas se houvesse mais tempo para analisa-las.

Para o caso da geometria nova, constituida por trés circulos nao concéntricos, obtive-
mos resultados preliminares que nos levam a acreditar que este é um formato de cavidade

que pode apresentar emissao direcional mas que por falta de tempo, nao pudemos estudar
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esse problema como proposto inicialmente.
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