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Resumo

Neste trabalho nds estudamos a evolucao de ondas gravitacionais primordiais aco-
pladas ao tensor de stress anisotrépico dos neutrinos cosmoldgicos. Assim como em um
universo dominado por radiagao, em um universo composto de radiacao e matéria os neu-
trinos podem agir como um meio dispersivo efetivo para ondas gravitacionais, além de
introduzir pequenas variagoes sobre a contribuicao tensorial das anisotropias de tempe-
ratura da radiacao césmica de fundo. Nossos resultados sao obtidos em um cenario de
transigao radiagao-matéria (RMD), tal que contemplamos modos que entram no horizonte
de Hubble, seja na era de dominio de radiagao (RD), seja na era de dominio de materia
(MD). Usando a variavel de evolucao kn, foi possivel escrever nossas solugoes independen-
tes da frequéncia da onda. Nossos resultados ratificam que C} decai abruptamente apés
[ ~ 100 com pequenas modificagoes no termo de quadrupolo da variancia de temperatura,
CT, devido ao acoplamento de neutrinos e a inclusdo de termos de colisoes nas equacoes
dinamicas.



Abstract

In this work we have studied the evolution of primordial gravitational waves coupled to
anisotropic stress tensor of cosmological neutrinos. As in a radiation dominated universe,
in a universe dominated by radiation and matter the neutrinos can work as an effective
dispersive medium for the gravitational waves, besides introduce small modifications over
the tensor contribution to the cosmological microwave background anisotropy. Our results
are obtained in a radiation-matter transition scenario (RMD), so that we contemplate
modes that cross the horizon in the radiation era and matter era. Using the evolution
variable kn, it was possible to write our solutions independent from the frequency of the
wave. Our results ratify that Cf die out after I ~ 100 with small modifications on the
quadrupole term, CI', due to the coupling to neutrinos and the inclusion of collision terms
into the dynamical equations.
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1 Introducao

Nos 1ltimos anos um grande volume de dados observacionais foram usados para veri-
ficar modelos ou restringir intervalos de valores para parametros em cosmologia a partir
de observacoes provenientes de inomogeneidades da distribuicao da matéria e anisotro-
pias na radiacao césmica de fundo. Do ponto de vista tedrico, esse tratamento é feito
através de perturbacoes na métrica e no tensor momento-energia, tendo um universo de
fundo plano, homogéneo, e isotrépico em expansao. O modelo cosmoldgico padrao ACDM
(Lambda-Cold Dark Matter), estuda a evolucao destas perturbagoes a partir da equagao
de Einstein, onde ¢ possivel decompor as perturbacoes de acordo com a sua influéncia na

evolucao do universo.

De forma completamente andloga ao eletromagnetismo, a relatividade geral prevé o
surgimento de ondas gravitacionais devido a oscilagao de corpos massivos. No contexto
cosmoldgico, o rapido crescimento de massas primordiais e flutuagoes na densidade de
energia sao identificadas como o mecanismo mais simples para produzir estruturas cos-
moldgicas e anisotropias na temperatura da radiacao césmica de fundo. Em particular,
ondas gravitacionais primordiais sao propostas em diversos modelos inflacionarios sim-
ples como consequéncias da rapida expansao do universo durante a inflacao. Devido ao
carater extremamente fraco da interacao gravitacional quando comparada com outras
forcas, ondas gravitacionais a principio propagam-se livremente pelo espaco. Desse modo,
a deteccao direta destas ondas poderia fornecer a capacidade de estudar o universo du-
rante o periodo inflacionario, assim como a radiagao cosmica de fundo permite analisar o

universo quando este possuia apenas 300 mil anos.

Enquanto anisotropias na temperatura da radiacao césmica de fundo (RCF) vem
sendo observadas [1], experimentos atuais estdo aptos apenas a estipular limites superi-
ores para a polarizacao da RCF que podem ter sido causada por ondas gravitacionais
primordiais [2, 3, 4, 5, 6]. Entretanto, a detecgao direta é dificultada devido a raridade
de fenomenos capazes de gerar ondas gravitacionais detectaveis pelos aparelhos de me-

dida atuais, de tal modo que a medida que a sensibilidade dos aparelhos de medida ¢
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aprimorada, a taxa de eventos por ano que podem gerar ondas gravitacionais detectaveis
torna-se maior. Nesse ponto, é importante destacar os esforcos brasileiros em desenvolver
um detector direto de ondas gravitacionais, que deverd operar no intervalo de frequéncias
entre 3.0 — 3.4KHz [7].

Todos esses fatos possibilitam a inclusao de elementos extras no conjunto de consti-
tuintes do universo de forma a avistar uma melhor concordancia entre as predicoes tedricas
e os dados observaveis de anisotropias na RCF. Neste contexto, a interacao de ondas gra-
vitacionais primordiais com a componente de stress anisotrépico dos neutrinos pode ser
de interesse tedrico para a cosmologia. Dependendo do periodo da histéria térmica dos
neutrinos cosmoldgicos, o stress anisotrépico pode atuar como uma viscosidade efetiva,
absorvendo parte das ondas gravitacionais em baixas frequéncias. Este ponto é detalha-
damente explorado do ponto de vista tedrico em [8, 9, 10], onde a possibilidade de ondas
gravitacionais acopladas a neutrinos cosmolégicos em um cenario de dominio de radiagao

(RD) foi considerada.

A histéria térmica dos neutrinos cosmoldgicos tem como temperatura de desacopla-
mento 7' = 1MeV que é aproximadamente obtida igualando-se a taxa de interacao dos
neutrinos com a taxa de expansao do universo. Podemos dividir a histéria dos neutrinos

em trés periodos [9]:

e Para T' > 1MeV, os neutrinos estao fortemente acoplados ao plasma, tal que
eles podem ser considerados como um fluido perfeito. Neste caso, a evolucao das ondas

gravitacionais nao é alterada pelo stress anisotropico dos neutrinos;

e Quando T' ~ 1MeV, os neutrinos estao desacoplando do plasma. Entao, o regime

de fluido perfeito encerra-se e o stress anisotrépico deve ser levado em conta.

e Para T < 1MeV, os neutrinos se comportam como particulas livres, nao interagindo

mais com outros constituintes do plasma.

Neste trabalho, estudamos a influéncia causada pelo stress anisotropico dos neutri-
nos sobre a propagacgao de ondas gravitacionais primordiais em um periodo de transi¢cao
radiacao-matéria, o qual denominaremos RMD. Além disso, analisamos o impacto cau-
sado nas anisotropias de temperatura na RCF quando neutrinos sao incluidos ao plasma
cosmoldgico através do cdlculo da variancia de temperatura relativa a perturbacgoes tenso-
riais na métrica (espectro de poténcia angular), C{. O fato de considerarmos um perfodo
composto de radiagao e matéria nos permite trabalhar com modos gravitacionais num

intervalo amplo de frequéncia, indo desde k > 0.1[Mpc]™! (era de dominio da radiagao)
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até k ~ 0.1[Mpc]™' (inicio da era da matéria). Além disso, o tratamento perturbativo

segue alguns métodos tedricos abordados em [8, 9, 11, 12].
Este trabalho foi organizado como se segue:

No segundo capitulo sao abordadas as caracteristicas de um universo plano, ho-
mogéneo e isotropico em expansao. Fundamentos de dlgebra tensorial sao introduzidos,
além da nocao de um sistema de coordenadas comédveis. Obtemos expressoes para as
densidades de energia dos constituintes do universo no modelo ACDM. Determinamos
expressoes para o fator de escala do universo para trés periodos diferentes: dominio da
radiacao, dominio da matéria, e um periodo de transigao radiacao-matéria (RMD), o qual
consideramos para obter nossos resultados. Apresentamos também a equacao de Einstein,

que sera a equacao basica para nosso trabalho.

O capitulo 3 apresenta com certo detalhe a teoria de perturbacoes cosmoldgicas, tra-
tando a métrica e o tensor momento-energia perturbativamente até primeira ordem. E
desenvolvido o formalismo de multipolos, no qual expandimos algumas fungoes relevantes
em polinomios de Legende para construir um sistema de equacoes acopladas conveniente
para ser resolvido numericamente. Por fim, apresentamos a equacao dos modos tensoriais
contendo uma parte devido ao stress anisotrépico dos neutrinos, onde deve ser ressaltado

que ela foi construida considerando-se um periodo de dominio radiagao-matéria.

Solugoes simples da equagao dos modos tensoriais sao apresentadas no capitulo 4,
onde desenvolvemos solugoes analiticas para dois casos especiais: um universo dominado
por radiagao e um universo dominado por matéria, onde assumimos as condigoes 1 <K 14 €
7 3> 1)eq, respectivamente, onde 7., corresponde a escala de tempo conforme de igualdade
entre as densidades de energia de radiagao e de matéria. Mostramos que na auséncia
de qualquer tensor de stress anisotrépico, o unico efeito sobre a propagacao de ondas
gravitacionais é causado pela expansao do universo. Além disso, uma breve analogia com
o oscilador harmonico simples é feita, onde nota-se que o fator de amortecimento é duas

vezes maior quando consideramos um universo dominado por matéria.

No capitulo 5 mostramos nossa analise do acoplamento do stress anisotréopico dos
neutrinos as ondas gravitacionais primordiais. Avaliamos a evolucao das ondas gravita-
cionais através da amplitude e também calculamos uma média temporal em funcao da
frequéncia, D(k)?, para trés valores de um parametro R, isto é, a razao entre a densidade
de neutrinos e a densidade total de radiagao. Obtemos nossos resultados para o regime de
free-streaming dos neutrinos, quando eles se comportam como particulas livres e o tensor

de stress anisotrépico pode afetar a propagacao das ondas. Além disso, consideramos in-
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teragoes de neutrinos através de um termo de colisoes parametrizado por um tempo médio
entre colisdes 7, e mostramos que para 7 < 1 conseguimos representar o periodo em que
os neutrinos estavam fortemente acoplados ao plasma, muito antes do desacoplamento,
T > 1MeV.

Para completar nosso estudo dos efeitos do stress anisotrépico dos neutrinos, no
capitulo 6 analisamos seu impacto sobre anisotropias na temperatura da radiagao cosmica
de fundo através do cdlculo do espectro de poténcia angular, C/'. Primeiramente avaliamos
a influéncia da adi¢ao de neutrinos ao plasma, na auséncia de colisoes, onde comparamos
nossos resultados com uma fungao analitica descrevendo um universo de radiagao mais
matéria através da solucao para o regime de dominio da matéria mais uma funcgao trans-
feréncia para considerar modos que entraram no horizonte na era da radiacao. Entao,
consideramos colisoes e recalculamos os resultados da variancia da temperatura em um
periodo de dominio RMD. Por fim, fizemos uma breve discussao sobre a razao entre a
contribuicao tensorial e escalar sobre anisotropias na temperatura, em particular para o

termo de quadrupolo CY /C5.

As conclusoes e discussoes sobre nossos resultados sao apresentadas no capitulo 7, em
particular para o periodo de dominio RMD. Discutimos também sobre a consideracao de

neutrinos exoticos como um meio de validar nossos resultados.

Por todo o trabalho, por conveniéncia, utilizaremos unidades naturais tal que ¢ =
h/2m = kg = 1, e iremos resolver nossas equagoes no espago de Fourier, onde 9/0x" — ik;.

Finalmente, iremos adotar a seguinte assinatura para a métrica: (—,+,+,+).
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2 O unwverso plano, homogéneo e
1sotropico em expansao

Neste capitulo, iremos introduzir os elementos fundamentais que sao a base do modelo
cosmolégico padrao, a saber, o modelo ACDM. A teoria base que sera utilizada é a
relatividade geral de Einstein, onde particularmente iremos partir da equagao de Einstein
para obter alguns resultados importantes. No modelo ACDM, temos que os constituintes
bésicos sao os fétons, neutrinos (iremos considerar apenas neutrinos ultra-relativisticos,
que se comportam como neutrinos sem massa), barions, matéria escura fria e energia

escura modelada como constante cosmoldgica.

Sendo que a relatividade geral é fundamentalmente descrita em termos de tensores,
vamos introduzir inicialmente algumas propriedades de algebra tensorial que irao ser tteis
no desenvolvimento deste trabalho. Logo apds, uma descricao da densidade de energia
dos constituintes do universo sera feita, sempre considerando o carater de expansao do

nosso modelo de universo.

2.1 Fundamentos Algébricos

Toda a formulacao da relatividade geral é feita em um espago Riemanniano quadri-
dimensional (trés dimensoes espaciais e uma temporal), onde cada ponto é denotado

0z 2%, 2%). De acordo com a notacao

através do conjunto de coordenadas z* = (z
convencional, indices gregos sao usados para as quatro coordenadas 0,1,2 e 3 e indices
latinos para as trés coordenadas espaciais 1,2 e 3. Ainda de acordo com o comumente
usado, indices gregos ou latinos iguais sao somados sobre as respectivas coordenadas.
Todo o formalismo de édlgebra tensorial pode ser detalhadamente encontrado em [13, 14].

Dessa forma, um tensor genérico é definido como

pe. — 0T 0T 03RO e (2.1)
Vivs... amal axOQ 853;1 axly2 B1P2... ?
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sob uma transformacao de coordenadas x* — x'*.

Em especial, o tensor métrico g,, contém toda informacao geométrica do espago de
Riemann, pois define o intervalo espago-temporal entre dois eventos que se localizam em

xt e ¥ 4+ dx* e estao infinitesimalmente separados:

ds* = g, dz"dz”. (2.2)

Algumas propriedades importantes do tensor métrico sao que ele é um tensor simétrico
Juv = Guu, tendo sua forma contravariante g*” definida por g,,g°* = 05, onde 4% ¢é o delta

de Kronecker (igual & unidade se A = ¢ e zero no caso contrario).

A derivada covariante, generalizacao da derivada parcial no espaco de Riemann, é

difinida como

Tosstio = Talg o+ o T AT Tl ) = (o T U0 T30 +-0), (23)

onde I'G,, é um pseudo-tensor conhecido como simbolo de Christoffel. A notacao utilizada
acima ¢ de que a virgula denota derivada parcial ao passo que ponto e virgula denotam

derivada covariante.

No caso da relatividade geral, o simbolo de Christoffel pode ser escrito em funcao do

tensor métrico como

L
Fgﬁ - §gﬂ [aﬂgw/ + 3aggy - 81/9#1/] ) (24)

- PO
onde definimos a notagao 57 = J,.

Além disso, para qualquer vetor covariante ¢ possivel demonstrar a relacao 7.\ —

J— Lo} g A . 7 .
Tynw = To R, onde R}, é o tensor curvatura ou tensor de Riemann e é definido por

Zl/)\ = Z)\,u - FZZ/,)\ + Fgu /0;)\ - FZ/\FzZ/‘ (25)

Devido a sua importancia em geometria diferencial, algumas propriedades do tensor

de Riemann sao:

Ro,uy)\ = _R,um/)\ = _Ro,uAVv

Ro’;w)\ = RZ//\U;M (26)
RU;M/)\“_RJ)\MV“_RUV)\M = 0.
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O tensor de Riemann obedece ainda a identidade de Bianchi:

RO’[M/)\;p + Raupu;)\ + RUM)\p;V =0. (27)

A forma contraida do tensor de Riemann

Ryw = 6" Rouow = Ry, (2.8)
é conhecida como tensor de Ricci e pode ser escrita como
Ry, =T¢,, —T%,  +T0 T o —T0 %, (2.9)
e, por fim, contraindo o tensor de Ricci, obtemos o chamado escalar de Ricci:
R=9¢"R,,. (2.10)

Uma vez que o escalar de Ricci é um invariante, vale a pena ressaltar que ele nao

depende do sistema de coordenadas inercial escolhido.
A expansao do universo

Segundo o modelo cosmoldgico padrao, o universo estd em expansao isotrépica, o
que significa que ele se expande da mesma maneira em todas direcoes do espago-tempo.
Assumindo isso, a distancia entre duas galdxias, por exemplo, é maior hoje do que foi no
passado. Assim, partindo da suposicao de uma expansao uniforme, podemos tracar uma
rede imaginaria que cresce uniformemente conforme o universo se expande, ou evolui no
tempo. Chamaremos esta rede imaginaria de sistema de coordenadas coméveis, sendo que
de acordo com essa definicao a distancia entre duas galaxias nao é alterada em fungao
do tempo. Podemos definir também um ponto comével como sendo a localizacao de um
observador que mede densidade de momento zero. Por outro lado, a distancia fisica entre
dois objetos é a distancia comével multiplicada por um parametro de expansao (fator
de escala), que iremos chamar de a. Desse modo, obtemos a seguinte relacdo entre as

—

coordenadas coméveis x# = (1, ¥) e as coordenadas fisicas r# = (t, )

ort ot or

a(n) = ot on  oF (2.11)

onde 7 é chamado de tempo conforme.

Em um universo plano, é conveniente normalizar o fator de escala para a unidade para

a época presente. Desse modo, ao longo de todo o texto o subscrito 0 indicard o valor



2.1 Fundamentos Algébricos 19

Figura 1: Expansao do universo para os tempos 1y < 12 < 13, respectivamente. Enquanto
a distancia comoével entre os pontos independe do tempo, a distancia fisica é a distancia
comovel multiplicada pelo fator de escala no respectivo tempo.

presente de qualquer grandeza.

Uma vez que o universo esta se expandindo uniformemente, a chamada lei de Hubble
prevé que as velocidades instantaneas das galdxias distantes aumentam linearmente con-
forme a distancia ao observador, onde o parametro de proporcionalidade é chamado de

parametro de Hubble:
1da 1 da a
Hn=-—=——=—
(n) adt a?dn = a?

onde pontos denotam derivadas em relacao ao tempo conforme.

(2.12)

Por fim, assumimos que em nosso modelo o universo é plano. Partindo disso, podemos

escrever a métrica para um universo plano em expansao uniforme como
ds® = a*(n)[—dn® + 6;;dz" d’], (2.13)
ou, retornando ao tempo fisico como variavel temporal:
ds® = —dt* + a*(t)6;;dx'da? | (2.14)

que na forma matricial é escrita como:

-1 0 0 0

Guv = 0 a® 00 (215)
0 0 a O
0 0 0 a?
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2.2 Contelido energético do universo

Na relatividade geral, as propriedades de energia e momento de uma dada particula
sao descritas pelo tensor momento-energia, definido formalmente para um fluido ideal
como [12]

" =Pg" + (p+P)U*U", (2.16)

onde U* ¢é a quadri-velocidade das particulas, p e P sao, respectivamente, a densidade e

a pressao do fluido, medidos no sistema de coordenadas comoveis.

Em coordenadas comdveis e para velocidades peculiares zero o tensor momento-energia

¢é escrito como

—p 0 0 0
TH = 07 72 0 (2.17)
0 0 0
00 0P

Para um fluido que interage apenas gravitacionalmente, a derivada covariante do

tensor momento-energia é zero, correspondendo a equagao de conservagao de T*:

[T— GTV“ [Ty ale o
TV;,U, f— w —|— Fa'u,Ty - FI/MTO( — O (218)

Tomando a componente tempo-tempo do tensor momento-energia, a Eq. (2.18) leva

dp a
— + —3p+3P] =0. 2.19
S o+ 5P (219

Assim, a Eq. (2.19) juntamente com a equacgao de estado de cada tipo de fluido
considerado nos fornece a solucao para a pressao e densidade de energia dos fluidos que
compoem o universo (radiagdo, matéria e energia escura) em fungao do fator de escala.

Sera mostrado agora o comportamento da densidade de energia para cada tipo de fluido

do universo.
¢ Radiacao

No caso da radiacao, que possui uma equacao de estado independente do tempo e é
dada por P, = p,./3, temos que a equacao de conservacao do tensor momento-energia leva

diretamente &
dp, 4p,
pr Ap

=0 = p.xa 2.20
% " o pr X a (2.20)

A relagao acima assume a caracteristica de igualdade quando escrevemos a densidade
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de energia de radiacao em termos da densidade critica para um universo plano no modelo

FRW (Fredmann-Roberston-Walker), de modo que obtemos:

Qrp(]
al

. (2.21)

’I":

e Matéria

O comportamento do tensor momento-energia associado a matéria e a matéria escura
fria é o mesmo, assim como suas equacoes de estado. Ambas sao consideradas nao re-
lativisticas. Sendo que nestes casos temos P,, = 0, a equacao de conservacao do tensor

momento-energia toma a forma

0pm 0
P 3% o poxa® (2.22)
Pm a

Analogamente, podemos escrever a densidade de energia de matéria em termos da

densidade critica do universo, de modo que obtemos:

_ Qp
Pn =3 0 (2.23)

e Energia escura

Por fim, temos outro constituinte do universo, a energia escura, que no modelo ACDM
¢ modelada como constante cosmolégica. A equacao de estado neste caso é simples e dada
por Py = —p,. Do mesmo modo como nos outros casos, a equagao de conservagao do

tensor momento-energia para energia escura leva a

(‘3,0A
— =0 = = cte. 2.24
an PA ( )
Escrevendo a densidade de energia da costante cosmoldgica em funcao da densidade
critica:

pa = pofda. (2.25)

No modelo assumido neste trabalho, assume-se que inicialmente a densidade de energia
de radiacao era dominante, sendo muito maior que a densidade de energia de matéria, que
por sua vez era muito maior que a densidade de energia da constante cosmolégica (p, >
Pm > pa)- Esta dltima, dado que nos preocupamos com a fase RMD, seréd desconsiderada

para todos os efeitos em nossa analise.

Os respectivos periodos acima sao chamados de periodo de dominio da radiacao,
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periodo de dominio da matéria e periodo de dominio da constante cosmoldgica. Iremos
definir aqui o tempo conforme no qual o universo passa do dominio da radiacao para o
dominio da matéria por 7.,, correspondendo a igualdade entre as densidades de energia

da radiagao e da matéria.

2.3 A equacao de Einstein

A principal ferramenta da teoria da relatividade geral é a equacao de Einstein. Esta
teoria descreve como a curvatura do espaco-tempo atua sobre a matéria para se mani-
festar na forma de gravidade e como as energias dos fluidos que estamos considerando
influenciam na estrutura do espago-tempo, modificando sua curvatura. A equacao de
Einstein relaciona de forma dinamica as duas componentes basicas do universo: o tensor
momento-energia, T}, que diz respeito ao contetdo energético do universo, e o tensor
de Einstein, que leva a informacao sobre a geometria do universo. Assim, a equacao de
Einstein é escrita como

1
R, — 5739#,, =8rGT,,, (2.26)
sendo o tensor de Einstein definido como o lado esquerdo da Eq. (2.26).

Uma forma de se obter a equacao de Eisntein é através da seguinte acao S:

1

5= 1enC

/d4x\/—g7€ 4 Sy, 85 =0, (2.27)
sendo S); a acao responsavel a originar o tensor momento-energia.

Para o nosso modelo de universo considerado plano, homogéneo e isotrépico em ex-
pansao juntamente com a expressao do tensor momento-energia de um fluido perfeito, a

componente tempo-tempo da equagao de Einstein assume a forma:

87TGa2p_ <a>2

; - (2.28)

a
Esta equacao é conhecida como equacao de Friedmann. J& a componente espaco-
espaco do traco da equacao de Einstein, nas mesmas consideragoes acima, tem a forma

dada por:
.. )
$rGa?P = —2° — (a> . (2.29)
a

a

As outras componentes da equacao, a saber, as componentes espaco-tempo e espaco-

espaco sem traco sao nulas nas condigoes de homogeneidade e isotropia.
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Fazendo uso da Eq. (2.28) e das equagoes para as densidades de energia de radiagao
e de matéria, iremos agora determinar as expressoes para alguns fatores de escala em

funcao do tempo conforme 7.
e Dominio da radiagao

No periodo de dominio da radiacao, quando a densidade de energia de radiagao era
muito maior do que as demais, ou seja, para um dado tempo conforme 7 < 7,,, podemos
obter uma solugao aproximada para o fator de escala a em funcao de n. Escrevendo entao
a densidade de energia como sendo p = p, na Eq.(2.28) e com p, dado pela Eq. (2.21)

obtemos

2

a” o cte, (2.30)

e em termos das contantes em questao, temos entao a expressao para o fator de escala na
81 G ppf
ar(n) = \/ TTU- (2.31)

Segundo o modelo ACDM, apés o periodo de dominio da radiagdo, o universo entra

era de dominio da radiacao:

e Dominio da matéria

no periodo de dominio da matéria, sendo entao a densidade de energia de matéria muito
maior que as densidades de energia de radiacao e da constante cosmoldgica. Aproximando
a densidade de energia para p =~ p,, na equagao de Friedmann e usando a Eq. (2.23) para

Pm, obtemos

a* o a, (2.32)
que em termos das constantes apropriadas pode ser escrita como:

217G poSdn
an(n) & 2L (0 + 1) (2.33)

Para valores de 1 > 1., podemos escrever:

QWGPOQW 2
~——n°.

5 (2.34)

am(n)

¢ Dominio conjunto radiagao e matéria

Uma vez que em nosso trabalho queremos estudar o comportamento das ondas gravi-
tacionais num periodo composto dominantemente de radiagao e matéria, seria interessante
se tivéssemos uma solugao para o fator de escala em funcao de n que envolvesse ao mesmo

tempo estes dois constituintes. Assumindo entao que a soma das densidades de energia de
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radiacao e matéria é muito maior do que a densidade de energia da constante cosmologica
(p = pr+ pm > pa) conseguimos uma expressao geral para o fator de escala num periodo

de transicao radiacao-matéria dada por:

21 GpoSln 81Gpof,
a(n) ~ Toof + \/Ton. (2.35)
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3 Perturbacoes

No capitulo anterior apresentamos as equagoes necessarias para descrever a evolugao
temporal para um universo plano, homogéneo e isotrépico em expansao. Com base nisso, e
dadas as condigoes iniciais, podemos saber como as densidades de energia dos constituintes
do universo, no modelo ACDM, evoluem, além de conseguirmos também as expressoes
para o fator de expansao do universo para as diversas épocas que consideramos. No caso
de um universo homogéneo as solu¢oes para o tensor momento-energia e para as equagoes

de Einstein, em alguns casos particulares, podem ser resolvidas analiticamente [15].

As evidéncias observacionais [16] mostram que o universo evoluiu de um estado que
pode ser caracterizado por um fluido muito homogéneo e isotropico em altissima tempe-
ratura, para o estado atual em que conhecemos bem, caracterizado por uma temperatura
de fundo baixa e com estruturas gravitacionais complexas formadas. Além disso, embora
nosso universo atualmente apresente um carater muito alto de homogeneidade e isotropia,
pequenas flutuagoes na temperatura de fundo césmico sao registradas. Uma maneira de
representar essas flutuagoes é através da teoria de perturbagoes cosmologicas lineares. Em
termos matematicos, isso se resume em resolver as equagcoes de Einstein perturbadas em
primeira ordem, tendo como base nao perturbada o modelo de universo plano, homogéneo

e isotropico em expansao.

Ao longo deste capitulo, iremos apresentar algumas consequéncias da insercao de
perturbagoes na métrica. Embora parega simples, o uso de perturbacgoes somente em
primeira ordem nos permite explicar diversos dados observacionais, como flutuagoes na
temperatura de fundo césmico. A tunica dificuldade é a liberdade de calibre que a teoria
possui. Como quantidades fisicas nao devem depender da escolha de coordenadas, deve-
mos usar uma formulagao chamada de invariante de calibre. Em teorias de perturbacoes
cosmoldgicas existem varios tipos de calibres, cada um mais compativel com o problema

que se quer resolver.

Pelo carater tensorial da métrica, logo a teoria de perturbacoes em primeira ordem
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também deve ser descrita como um tensor

G = 953,) + 69#% (31)
Isso leva a inclusao de trés tipos diferentes de perturbagoes: escalares, vetoriais e tensoriais

59/“/ — 5gescalar + 5gveto7‘ + 5gtensor. (32)

nv nv pv

As perturbacoes escalares sao responsaveis pela formacao de estruturas, como galaxias
e aglomerados de galdxias, além de influenciarem na temperatura de fundo césmico [16].
Ja as perturbagoes vetoriais sdo responsaveis por efeitos gravitomagnéticos [17]. Por fim,
perturbagoes tensoriais na métrica irao produzir ondas gravitacionais. Neste trabalho,

estamos interessados no tultimo tipo de perturbagao.

3.1 Perturbacoes tensoriais na métrica

A métrica perturbada de Friedmann-Robertson-Walker para um universo plano (K

=0), em coordenadas Cartesianas, pode ser escrita na sua forma mais geral como:

ds* = a*(n)[—dn® + dy;dx'da? + hy,datdz”]
= a*(n)[—(1 +2V)dn® + 2B;dndx’ + (6;j — 2® + hyj)dz'dx?], (3.3)

onde o tensor de perturbacao h,, foi decomposto em outras funcoes: ¥, ®, B; e h;;.

Separando as componentes da métrica, podemos escrevée-las como

gOO(xivn) - —&2(77)1 + 2‘11(951777)7
giO(Iia 77) = GQ(n)QBi(mia 77)7 (34)
gij(@',m) = a*(n)dy[l —2®(a’, )] + hi;(a', 7).

Uma vez que o tensor h,, ¢ simétrico e de ordem 2, ele terd no méximo 10 componentes
que podem ser escritos em termos de duas fungoes escalares (¥ e ®) somando 2 graus de
liberdade, um tri-vetor (B;)com mais 3 graus de liberdade, e um tensor (h;;) simétrico e

com traco nulo contendo 5 graus liberdade.
Desacoplamento EVT

Uma ferramenta muito importante em teoria de perturbacoes cosmoldgicas é o de-

sacoplamento EVT, que permite, em primeira ordem de perturbacao, trabalhar com as
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perturbagoes de forma independente uma da outra.
componentes escalares

Para as duas funcoes escalares presentes no tensor de perturbacao, ¥ e ®, o desaco-
plamento é trivial, uma vez que sao escalares. Assim, temos uma componente para cada

uma destas fungoes.
componentes vetoriais

Ja o vetor B; pode ser decomposto como

Bi=Bl+ B  onde VxBl=vV.B=o0. (3.5)

Uma vez que podemos escrever By = VB, onde B é uma fungao escalar, o tri-vetor
assume a forma

B; =VB+ B} (3.6)

Desse modo B; passa a ser escrito em termos de uma funcao escalar mais uma parte

vetorial que é irredutivel.

componentes tensoriais

De modo analogo ao feito para a parte vetorial, podemos decompor o tensor simétrico
hi; em funcoes escalares, vetoriais e tensoriais:

hij = hi; + hi + b7, (3.7)

YR

onde hlzlj ¢ chamada parte longitudinal, hfj é a parte solenoidal e h;;j recebe o nome de

parte transversal. Além disso, estas componentes estao sujeitas as seguintes condigoes:

€*9,0 ), =0, FPhiE=0, FhL=0. (3:8)

Desse modo, a decomposicao EVT nos permite escrever o tensor de perturbacgao
meétrico inicial h,, em termos de fungoes escalares, vetoriais e tensoriais, sendo que a
unica componente tensorial, apos a decomposicao, é o tensor transverso hg; de ordem 2 e

sem traco.

Existem dois calibres convenientes para se estudar perturbacoes tensoriais, o calibre
sincronico e o calibre de Poisson. Em ambos, as perturbagcoes tensoriais sao invariantes.

Por todo o trabalho, iremos usar o calibre sincronico, no qual as perturbacoes tensoriais
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na métrica podem ser escritas como
9i5 = a*(n) [0 + Hj), (3.9)

onde H,;; ¢ a matriz associada a perturbagao tensorial, expressa por:

he hy 0
Hiy=| hy —hy 0 |. (3.10)
0 00

Vemos acima que a matriz H;; satisfaz as condicoes descritas da decomposicao EVT.

3.1.1 O tensor momento-energia perturbado

Lembremos que para um fluido ideal o tensor momento-energia é expresso por
" =Pg" + (p+P)U*U", (3.11)
onde as componentes neste caso sao dadas por:
0 =—p Ti=0, T:=P, (3.12)

onde a as barras superiores indicam quantidades nao perturbadas e T# = g, T*.

Entretanto, se o fluido apresenta uma pequena variacao em sua quadrivelocidade, de
modo que ele nao se comporte exatamente como ideal, podemos tratar essa alteracao
como uma pequena perturbacao na densidade de energia e pressao. Assim, teriamos
entdio p=p+dpe P =P+ 6P, onde dp e §P sdo pequenas perturbacdes introduzidas,
respectivamente, na densidade de energia e pressao do fluido. Desse modo passamos a ter

as seguintes componentes tempo-tempo e espaco-espaco do tensor momento-energia:

Ty = —(p+6p), (3.13)
Ti = (P+6P)5i+%i, =0, (3.14)

7 3

onde Y ¢ a parte anisotropica com trago nulo da componente espacial do tensor momento-

energia.

A parte anisotrépica da componente espaco-espaco do tensor momento-energia, E;,
representa efeitos dissipativos do fluido considerado quando este nao se comporta como
ideal. Em relacao aos fotons, sua componente de stress anisotropico pode ser desconside-

rada até o desacoplamento destas particulas do plasma césmico [15]. Em alguns modelos
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inflacionarios, sao previstos o surgimento da componente anisotrépica devido ao inflaton
e ao campo de Higgs [18]. Neste trabalho, restringimos nossa atencao para a componente

de stress anisotropico devido apenas aos neutrinos cosmologicos.

3.1.2 Componentes da equacao de Einstein para perturbacoes
tensoriais

Apresentamos agora as componentes da equacao de Einstein para perturbacoes tenso-
riais na métrica. Lembremos que a equagao de Einstein é dada pela Eq. (2.35). Necessita-
mos calcular primeiramente o tensor de Ricci. Utilizando a Eq. (3.10) para perturbagoes

tensoriais, as componentes tempo-tempo e espago-espacgo do tensor de Ricci sao dados por

d*a/dt?
Rop = —3aé, (3.15)
d?a/dt? 3 H,; L2
Rij = gy (CZ + 2H> + §a2HHij,o + aQ%O“ + 5 Mgy (3.16)

sendo que consideramos apenas perturbagoes de primeira ordem.

Observando-se que o escalar de Ricci € a contracao das componentes do tensor de Ricci,
rapidamente podemos ver que ele nao ¢ alterado por perturbagoes tensoriais. Disso, segue
que a componente tempo-tempo da equacao de Einstein nao é alterada por perturbagoes

tensoriais. Por outro lado, a componente espago-espaco passa a ser expressa por
0G; = 0R; = 8rGoT}, (3.17)

onde ¢ representa quantidades perturbadas em primeira ordem.

Partindo das componentes do tensor de perturbacao tensorial, podemos escrever a

equagao de Einstein para a evolu¢ao dos modos tensoriais como [13]:

9h;;  (3da\ 8 V2 Lij
o (dt) ol <> hy = 167G (315)

ou, escrevendo em fungao do tempo conforme 7 e no espago de Fourier 9/9z" — ik;:

hi; + 2% hi; + K2hay = 167G, (3.19)
a

Como podemos ver a Eq. (3.19) representa a equacao de um oscilador harmonico
amortecido, com a inclusao de um termo devido a perturbacao no tensor momento-energia

do fluido considerado.
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3.1.3 A equacgao de Boltzmann

No espago de fase, como é usual, a fungao distribuicao f(z*,p;,n) fornece o nimero

de particulas dentro do elemento de volume dz'dz?dz3dP,dPydPs:

f(@', pj,n)dz*dz*dz*dp,dpadps = dN. (3.20)

O tensor momento-energia pode ser escrito no espaco de fase em termos da funcao
distribuicao como

1 . _prp,
T = 7/f($1,pj,n)TdPldP2dP3, (3.21)

onde o momento préprio, p; = p’, medido por um observador em coordenadas espaciais

fixas esta relacionado a P; por P, = a(d;; + %hm)]ﬂ

Usando novas defini¢coes P; — ¢; = ap; onde ¢; = qn;, podemos escrever a funcao

distribuicao como a soma de uma parte nao perturbada mais uma pequena perturbacao:

f@' q.ngn) = folq)[L + Y (a', q,n;,m)], (3.22)

onde fo(q) = (2975)3%, gs € a quantidade de graus de liberdade da particula considerada

e Ty é a temperatura média do fluido.

Da matriz de perturbacao tensorial, Eq. (3.10), obtemos

h h
V—g=ad <1 + 2) e dP,dPydP3 = (1 + 2) q*dqd (3.23)
Com isso podemos escrever o tensor momento-energia do seguinte modo:

2

Ti— ¢ / %nn] Folq)(1 + W)g2dqds, (3.24)

J

onde € = v/¢? + a?m?.

De modo geral, a equagao de evolugao para ¥(z’, ¢, n;,n) pode ser obtida através da

equacao de Boltzmann:
Lif] = C11, (3.25)

onde L é o operador de Liouville e C' é operador de colisao representando possiveis in-
teracoes entre as particulas do fluido. Usando a equacao da geodésica o operador de

Liouville pode ser escrito como [8]:

L= Dn  on ' dnox PR dn 0q

(3.26)
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Formalismo de multipolo

Existem duas formas para se resolver o sistema de equagoes (2.28, 3.19, 3.24, 3.26).
A primeira é em sua forma integral, apresentada em [10]. J& a outra forma consiste em
escrever nosso problema de forma que seja mais compativel para a integracao numérica.
Para isso, vamos estruturar um formalismo de multipolos para nossas equacoes, com
poucas variagoes do método utilizado para perturbagdes escalares [12] e formalmente

desenvolvido em [8].

Usando a Eq. (3.22) para a fungao distribui¢ao, e lembrando que estamos conside-
rando apenas neutrinos sem massa, a equacao de Boltzmann pode ser escrita no espaco
de Fourier como

. . 1 .. dlIlfO ]. A
v+ ik;n'V — —n'n’h;;—— = —Cf], 3.27
2 J dlnq fO [f] ( )

onde pontos denotam derivadas em relacao ao tempo conforme.

Definindo uma funcao

I @ fol@) W (ki, q,n;,m)dg

F,(ki,n;,n) = 3.28
nés multiplicamos a Eq. (3.27) por ¢ fy e integramos em ¢, obtendo
. B i . i . 47T 3 A
Fy + ik F, + 2hgnind = —— /q Olf)dg, (3.29)
a*p,
onde usamos que p, = 4wa~* [ ¢*fo(q)dgq.
Apos isso, é conveniente definir ainda a seguinte funcgao:
2 52 .
Fthopn) = [ (- %) R, (3.30
0

sendo ¢ o angulo polar, de modo que o elemento de angulo sélido infinitesimal é dado por
dS) = sin 0dfdyp.

Logo apds isso, nés multiplicamos a Eq. (3.29) por (n;n; — d;;/3) e integramos em .

Entao obtemos, usando p = k- h

] . 21t Iy
Fig + thnFig + 2o [ " (nng - ;) dp = Cy, (3.31)
0

onde agora o termo de colisao passa a ser definido por:

47 3 2m 6ij A
"y /q dq/o dp (nmj - 3) Clf]. (3.32)

Cij =
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Agora, expandimos F;; e C;; em polinomios de Legendre:

o

Fiilkiomn) = Y(=0)' 2L+ 1)FL (ki) Pi(p), (3.33)

N
Il
o

Mg

Cijkis ) = S (=)'(20+1)C (ki) Pulp). (3.34)

N
Il
o

Para obter um sistema de equacodes diferenciais adequado para ser resolvido numeri-
camente, multiplicamos a Eq. (3.31) por (i'/2) P} e integramos sobre u usando a relaciao
de ortogonalidade dos polinomios de Legendre. O célculo detalhado pode ser visto em [8],

sendo o resultado dado por:

8 .

FO = ok - i) (3.35)
~2) ke (1, 167, @)

Fij, = _5[3}—@' —2F;’] = ﬁhw Cij s (3.36)
@ _ ke 3, 8m;

}—w = —5[5]:ij —4F;] - %hw +CU , (3.37)
. k

FO = —5r 70+ DF D _FEY el (140,2,4). (3.38)

E importante dizer que este sistema é completamente equivalente a equacao de Boltz-
mann original e escrita de forma apropriada para ser resolvido por diversos métodos
numéricos de equacoes diferenciais. Em nosso trabalho, utilizamos o software Mathema-

tica, versao 7.0, para realizar nossos calculos.

Por outro lado, o tensor de stress anisotrépico dos neutrinos pode ser escrito como

27
v o gi'k_apV 5 apl’ (0)
Ty =Ty — 1= 2L / <n2n3 - 3) FdQ = L F D, (3.39)

onde aqui estamos considerando apenas a componente de stress anisotrépico devido aos

neutrinos e utilizamos o fato de que [n;n;d2 = 4md;;/3.

Substituindo a expressdo acima para o tensor de stress na Eq. (3.19) conseguimos:

(3.40)

. -
2 —
hij + Qahw + k’ hi]’ = 4Gp,, JT'.Z] .
Estamos interessados em solugoes para o regime de dominio de radiagao e matéria
ou, como denominamos, regime RMD. Sendo assim, devemos escrever a densidade de
energia dos neutrinos, p,, de modo a poder contabiliza-la numericamente e expressar os
parametros de densidade de radiacao e de matéria. Para isso, introduzimos a definicao

R, = p,/p» (onde p, se refere aos fétons), o qual é a razao entre a densidade de neutrinos
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e a densidade total de radiagao, sendo p, = p, + p,. Multiplicando e dividindo p, pela

densidade de radiacao e pela densidade total, obtemos

0 Or 1 1
pV:p,,xxg:Ry_p p- (3.41)

=R p=R,
om0 T T (IR

Usando a equacao de Friedmann podemos obter a densidade de energia total em
termos do fator de escala e de sua primeira derivada. Desse modo, a densidade de energia
dos neutrinos fica expressa por

3 /a\? R,
5, = — (= 42
pr 87TG(&2> 1+(1-R)% (3.42)

2im
Q’Y

Inserindo este resultado na equagao dos modos tensoriais, Eq. (3.40), temos:

- a 3 /a\? R, 0)
hij + 2=hij + kK*hy; = — <> -7:1'(‘ 3.43
T Ta Y 7o 2m\a) 14(1-R,)E (3.43)
"

Pelo comportamento das ondas gravitacionais quando elas estao muito fora do hori-
zonte de Hubble, e portanto sem conexao causal com o restante do inventério coésmico
(kn > 1) temos que as condigdes iniciais sio dadas por /;;(0) = 0 e _7-}?)(0) = 0. Além
disso, sempre é possivel re-escalonar o valor inicial h;;(0) de modo a termos a condicao

de normalizacdo dada por h;;(0) = hl(?) =1
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4 Algumas solucoes simples

No capitulo anterior descrevemos as perturbagoes na métrica e no tensor momento-
energia onde demos atencao especial para o caso de perturbacoes tensoriais. Realizamos
nossa analise perturbativa considerando apenas termos de primeira ordem de perturbacao.
Entao, fizemos a expansao em multipolos para as fungoes F;; e C;; para que fosse possivel
analisar a inclusao de neutrinos cosmologicos ao plasma do universo e sua influéncia sobre
a evolugao das ondas gravitacionais primordiais. Neste capitulo iremos apresentar algumas
solucoes analiticas simples para o caso particular onde R, = 0, ou seja, na auséncia do
tensor de stress anisotrépico dos neutrinos. Embora sejam casos nao relevantes ao objetivo
de nosso estudo, tais solugoes permitem analisar a propagacao de ondas gravitacionais

quando a tunica influéncia sobre elas é a expansao do universo.

Obteremos solucoes para dois casos particulares, era de dominio da radiacao e era
de dominio da matéria, ambos os casos muito longe do tempo de igualdade radiacao-
matéria. Vale ressaltar que para nossos resultados, analiticos e numéricos, a componente
da constante cosmoldgica nao é relevante. Assumindo que antes das ondas gravitacionais
entrarem no horizonte elas nao sofriam efeitos devido a expansao do universo, podemos
determinar uma condigao inicial como sendo hw(O) = 0. Além disso, é sempre possivel

escolher de forma arbitraria o valor de A, de modo que iremos definir h%)) =1.

ij

4.1 Universo dominado por radiacao

Para modos que entram no horizonte em um universo dominado por radiagao, ou
seja, para um universo constituido apenas de fotons ou por outras particulas sem massa,

a expressao para o fator de escala é dada pela equagao

87TGper
— 5 N

: (4.1)

a,(n) ~

Substituindo esta expressao na equagao dos modos tensoriais, Eq. (3.43), lembrando
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que estamos assumindo R, = 0, obtemos:

9.
hij(n) + =hy(n) + k*h(n) =0, onde usamos que a/a = 1/n. (4.2)
U

Definindo uma nova varidvel de integracao u = kn, a equagao acima fica:
. 2.

que pode ser imediatamente reconhecida como a equagcao esférica de Bessel de ordem zero,

cuja solucao geral é dada por

sin(kn) cos(kn)

hii(kn) = A ,

+B (4.4)

onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condigoes inciais do problema.

As constantes podem ser determinadas através da condicao h;;(0) = 1. Neste caso,
como a funcao que multiplica B diverge, temos que assumir B = 0. Disso, segue imedi-
atamente o valor para a outra constante, A = 1. Desse modo, a solucao para modos que

entram no horizonte na era da radiacao é dada por:

hthn) = (4.5)

4.2 Universo dominado por matéria

Em analogia ao item anterior, podemos determinar uma solucao analitica simples
para ondas gravitacionais em um universo dominado por matéria, ou seja, constituido de
particulas nao relativisticas. Usando a Eq. (2.34) para nosso fator de escala neste cendrio

e substituindo na equagao dos modos tensoriais, Eq. (3.43):

A.
hij(n) + Ehij (n) + k*hij(n) =0, onde agora usamos que a/a = 2/1. (4.6)

Usando novamente a variavel conveniente u = kn:
. 4 .

a qual pode ser identificada como a equacao esférica de Bessel de ordem 1, com solucao

geral dada por:

sin(kn) — (kn) COSUWI)) . (COS(’“?) — (kn) Sm(’“”) . (48)

high) = © ( (n)? k)P
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Escrevendo a solucao acima em termos das funcoes esféricas de Bessel e de Neumann

temos:

hay (k) = € 1157/:7) + D"llii”). (4.9)

Para valores muito pequenos de kn, a funcao esférica de Neumann diverge, tal que
exigimos D = 0. Assim, definindo, como é comum em outros trabalhos [19, 20|, C' = 3,
temos que a solucao para modos em um universo dominado por matéria é dado por:

sin(kn) — (kn) cos(kn)
(kn)?

hij (k) = 3 (4.10)

Nos dois casos mostrados acima, para um universo dominado por radiacao e para um
universo dominado por matéria nao relativistica, nés consideramos a auséncia do stress
anisotropico dos neutrinos. Assim, podemos ver que as equacoes dos modos tensoriais
sao imediatamente reconhecidas como a equacao de um oscilador harmonico amortecido
modificada por coeficientes nao constantes. Notamos também que para um universo
dominado por matéria o fator de amortecimento (coeficiente da derivada de primeira
ordem) é duas vezes o respectivo fator para um universo dominado por radia¢do. Isso
explica um eventual amortecimento mais significativo dos modos de propagagao em um

universo dominado por matéria.

Embora essas solugoes sejam especificas e simples, foi instrutivo apresenta-las, uma
vez que com elas mostramos a possibilidade de obter solugoes analiticas para ondas gra-

vitacionais primordiais para alguns cendrios particulares.
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5 Interacao de ondas
gravitacionais com neutrinos

No capitulo anterior resolvemos as equacoes dos modos tensoriais para dois universos
particulares, dominado por radiacdo e dominado por matéria. Consideramos apenas o
caso sem neutrinos, ou seja, sem a influéncia do stress anisotropico no tensor momento-

energia. De certa forma, levamos em conta apenas perturbagoes na métrica.

Neste capitulo iremos estudar a influéncia do tensor de stress anisotrépico dos neu-
trinos sobre a propagacao de ondas gravitacionais primordiais. Uma vez que o tensor de
stress dos fétons pode ser desconsiderado pois estes permanecem acoplados aos barions
(cosmolégicos), de tal modo que interagoes intermitentes suprimem esta contribuigao, e
a contribuicao de outras particulas massivas, nao relativisticas, sao irrelevantes quando
inseridas na equacao de Einstein, iremos assumir que a tnica perturbacao sobre o tensor
momento-energia advém da inclusao de neutrinos cosmoldgicos ao plasma do universo.
As ondas gravitacionais irao interagir com o fluido segundo a equagao demonstrada no

capitulo 3:

. Q- 3 /a\? R
b 22+ 1, = 2 (%) R 1
J+ a ]+ J 27 \a 1+(1_Ry)ﬂm};] ’ (5 )

onde ESQ) é obtido segundo o sistema de equacoes expandidas em multipolos desenvolvido

no mesmo capitulo:

8 .

FY = —kFD —ﬁmﬁc’” : (5.2)
FP = —EREP - 2FD] - 1Ty ) (5:3)
B = D am®) - Do el (5:4)
7Y = _26]11 [+ D)F — e 7V +cf (€ £0,2,4). (5.5)
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Como ja dito, utilizamos o Software Mathematica, versao 7.0, para resolver nossos
calculos. Durante o desenvolvimento do trabalho, foi possivel conhecer e aprimorar
técnicas de integracao numérica e de controle de convergéncia durante os calculos. Nossa
programacao foi toda escrita de modo que o parametro R, levasse em conta a quantidade
de familias de neutrinos considerada. Com isso nossos algoritmos podem, ao menos em
principio, ser usados para outros modelos tedricos em que a quantidade de neutrinos seja

diferente da prevista pelo modelo padrao.

Em ordem para deixar nosso sistema de equacoes invariante de escala, iremos des-
crever nossas fungoes em funcao da nova varidvel kn. Assim, a Eq. (2.35) pode ser

aproximadamente escrita em termos da variavel kn como:

2rGpoSln, 81 G oS,
) o ZECmp  [SEORE,

1 /787G \Y2 [(kn)?
H(5E0) [ EE 5.6)

Q

Q

onde 7., = (3Q,/(87G))/2 /S, é o valor do tempo conforme na igualdade radiagdo matéria
e foi obtido igualando-se as Eqs. (2.33) e (2.31).

Lembrando que a Eq. (5.1) foi obtida assumindo-se um fundo cosmolégico de radiagao
e matéria, o qual denominamos RMD, nosso tratamento permite considerar ondas gravi-
tacionais que entraram no horizonte tanto na era da radiagao como na era da matéria.
Desse modo, estamos levando em conta ondas com valores de k ~ 0.1[Mpc]™! (inicio da

era da matéria) e ondas com valores de k > 0.1[Mpc|~! (era da radiacao).

Além de estudar a inclusao dos neutrinos ao plasma, iremos também considerar co-
. : . , . . : . A(l
lisdes efetivas inerentes ao fluido. O termo responsdavel pelas colisdes no sistema é Cl-(j).
Esse termo representa toda forma de interagoes envolvendo neutrinos, e sera mais a frente

parametrizado para poder ser contabilizado em nossos calculos.

Para levar em conta a adicao de neutrinos ao plasma cosmoldgico, iremos variar o
valor de R,. Para obter o valor padrao para trés familias de neutrinos, escrevemos a

densidade de energia dos neutrinos, p,, em termos da densidade de energia dos fétons,

) 74N

onde o nimero 3 é a quantidade de familias de neutrinos segundo o modelo padrao.

p~, como [15]:

Entao, substituimos a relacao 5.7 na nossa definicao de R, e obtemos o valor para o

caso padrao de trés familias de neutrinos, R, = 0.4052. Desse modo, R, = 0 representa
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a ausencia do stress anisotréopico dos neutrinos, R, = 0.4052 o valor padrao, e R, ~ 1
representa o caso em que assumimos a existéncia de outros tipos de graus de liberdade
(Ex.: numero extras de sabores). Na verdade, R, = 1 corresponde a um caso exagerada-
mente limitrofe para esta contribuicao, no caso da mesma ser maxima. Vale ressaltar que
o caso R, = 1 é mais um limite matematico do que um limite fisico, uma vez que segundo
o modelo padrao cosmoldgico existe um intervalo muito pequeno no qual a quantidade de
familias de neutrinos pode variar [21]. Assumimos os valores cosmolégicos padroes para

os parametros de densidade (2;, com i =y e m, tal que ./, ~ 107

5.1 Regime de free-streaming dos neutrinos

Primeiramente, iremos desconsiderar os efeitos devido ao termo de colisoes, ou seja,
C’g) = 0 em nosso sistema de equagoes. Essa consideragao caracteriza o regime de free-
streaming dos neutrinos, quando eles ja desacoplaram do plasma e comportam-se como
particulas livres, T" < 1MeV. Em outras palavras, este regime ¢é relevante para ondas

gravitacionais que entram no horizonte apds o desacoplamento.

A fim de resolver numericamente nossas equacoes, as condicoes iniciais apropriadas
podem ser escritas como h;;(0) = 0 e ]-"i(;)(O) = 0. Além isso, iremos usar a mesma
arbitrariedade para escolher o valor da amplitude inicial antes dos modos entrarem no
horizonte de Hubble como sendo hg-)) = 1. Trabalhando com a variavel kn de modo a
suprimir a dependéncia explicita em k, nds iremos identificar o valor kn ~ 1 nos graficos
como sendo o momento em que os modos cruzam o horizonte. E importante lembrar que

nossa parametrizacao feita em a(n) deixa nossa variavel 7 escrita em unidades de 7, para

o cenario RMD.

Afim de comparar o acoplamento do stress anisotrépico dos neutrinos com ondas
gravitacionais na era de dominio da radiagdo (RD) e em um regime de transigao ra-
diagdo-matéria (RMD), resolvemos o sistema de equagoes acopladas para 1200 multipolos

e mostramos a amplitude dos modos na Fig. 2.

Como é possivel notar na Fig. 2, os modos no dominio RMD sao amortecidos mais
acentuadamente do que aqueles no dominio RD. Isso se deve ao fato de nas curvas RMD
estarmos contabilizando o efeito da matéria. Podemos notar também uma diferenca de
fase constante entre as curvas nos dois regimes de dominio. Essa fase pode ser natural-

mente explicada devido a diferenca de oscilacao das respectivas curvas, uma vez que no
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Figura 2: Evolucao da amplitude das ondas normalizadas h;;/ hl(-?) como funcao de kn para
o cendrio césmico de fundo RD (curvas vermelhas) e RMD (curvas pretas). Os resultados
sao para stress anisotrépico nulo (curvas pontilhadas), para R, = 0.4052 (curvas traceja-
das), e para R, = 1 (curvas continuas). Note que as curvas no regime RMD sao descritas
para 1) como multiplo de 7.

limite de dominio da radiacao,

sin(kn
gthn)] = 205, 58)
e no limite de dominio da matéria,
(sin(kn) — kncos(kn
R e (5.9)

A vantagem de escrever nossos resultados em funcao de uma variavel independente
de escala nos obriga a escrever kn em unidades de k7n.,. Desse modo, a Fig. 3 mostra
o mesmo resultado da Fig. 2, mas agora para n descrito em termos de 0.17., e 0.017,,.
Segundo as figuras, podemos notar que a medida que diminuimos a referéncia de escala

para 1 como multiplo de 7., as curvas no dominio RMD tendem as curvas no dominio RD.
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Esse fato é esperado, uma vez que fazendo isso estamos cada vez mais entrando na era
da radiagao, ou seja, o efeito devido a matéria passa a ser suprimido. A Fig. 2 também
mostra que a inclusao de neutrinos amortece as ondas gravitacionais, agindo como uma
forca de atrito viscoso na propagacao dos modos, sendo o efeito, relativo aos neutrinos,

mais notério no dominio de radiacao.

T 1.000 T
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Figura 3: Mesmo gréafico como na Fig. 2, mas agora para n como multiplo de 0.17,, (figura
a esquerda) e para n como multiplo de 0.017,, (figura a direita). Note a modifica¢ao na
diferenca de fase entre os trés graficos.

Uma vez que o stress anisotrépico dos neutrinos atua como uma forca de atrito vis-
coso, amortecendo as onda gravitacionais, nés podemos tentar avaliar algum comporta-
mento dependente da frequéncia conforme os neutrinos se desacoplam do plasma. Para
fazer isso, quantificamos o efeito do amortecimento dependente da frequéncia através
do célculo da média temporal D(k)* =< 2(kn)?|hi;(kn)[*> > como funcdo da escala
cosmoldgica k[Mpc]™'. Nossos resultados serdo apresentados em termos da escala cos-
moldgica 1y ~ 5000[Mpc]~'. Dessa forma, k serd descrito em unidades de [1/n,]. Além

disso, da expressao de D(k)?, logo notamos que para h;; = sin(kn)/kn obtemos D(k) = 1.

Calculamos nossa quantidade média dependente da frequéncia para trés valores de
R,, de modo a avaliar o impacto do stress anisotrépico dos neutrinos sobre D(k)%. A
Fig. 4 mostra o resultado de nossa integracao numérica nas eras RD e RMD, de modo a

podermos comparar também a influéncia da matéria.

Pode ser visto na Fig. 4 a comparagao entre as médias D(k)? na era da radiagao (RD)
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Figura 4: Média temporal de (kn)?|k;;(kn)|* como fungdo de k[Mpc|™' para a era de
dominio da radiac¢do (curvas vermelhas) e para um periodo de transi¢ao radiagao-matéria
(curvas pretas). Os resultados sdo para a auséncia do stress anisotrépico (curvas ponti-
lhadas), para R, = 0.4052 (curvas tracejadas), e para R, = 1 (curvas continuas). Note a
existéncia de um valor k para o qual tanto na RD quanto RMD a curva continua cruza
com as outras duas curvas.

e em um periodo de transi¢ao radiagdo matéria (RMD). A curva pontilhada vermelha
naturalmente representa o caso quando os modos tensoriais sdo descritos por h;j(kn) =
sin(kn)/kn, como ja comentamos acima. Podemos notar que a curva obtida para R, = 1
cruza as curvas para R, = 0 e para R, = 0.4 em algum valor k descrito em termos de Mo-
Uma vez que nossa média é quantificada a partir de uma escala temporal 7, até o tempo
presente, n = 1, ela é valida apenas para escalas (das ondas gravitacionais) que entram
no horizonte para valores de tempo 1 < n,. Assim, podemos indicar superficialmente um
dado valor de k a partir do qual o cdlculo da média é vélido. Em outras palavras, para
valores de k > k temos uma quantidade suficiente de ciclos de oscilacio tal que D(k)?

forneca valores representativos.
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A Fig. 4 também mostra o efeito da inclusao de matéria como constituinte de fundo
césmico. De forma geral, a matéria atua de forma a aumentar o valor de & no qual a
verdadeira média é quantificada. O parametro de matéria também deixa menos evidente
a diferenca entre a auséncia do stress anisotréopico e o valor padrao de neutrinos, R, =
0.4052. Isso é explicado tendo em vista o termo adicional €2,,/€2, na equacao dos modos

tensoriais, que surge quando consideramos o periodo de transicao radiagao-matéria.

5.2 Regime relevante para colisoes

Apés termos estudado o acoplamento de ondas gravitacionais primordiais ao stress
anisotrépico dos neutrinos para o regime de free-streaming, avaliando a evolucao dos
modos tensoriais em funcio da varidvel adimensional k7 e calculando a quantidade D(k)?
como nossa média temporal, iremos obter os mesmos resultados no caso em que o termo

de colisoes é considerado.

No modelo padrao, neutrinos interagem via interagao fraca com e® e e~ através dos

diagramas [22]

n+v, <— p+e

n+et —— P+ Ve.

O desacoplamento dos neutrinos do plasma cosmolégico acontece aproximadamente
quando a taxa de expansao do universo, H, passa ser maior do que a taxa de interacao
dos neutrinos. A partir disso eles se comportam como particulas livres, e conseguimos os
resultados da Sec. 5.1. Considerando os neutrinos como um tunico fluido, a temperatura
na qual acontece o desacoplamento é T' ~ 1MeV. Desse modo, nossos resultados em que

iremos considerar os termos de colisao em nosso sistema de equacgoes acopladas sao para

o regime de T > 1MeV.

A consideracao de interacao de neutrinos é muito complicada e pode ser detalhada-
mente vista em [22, 23]. Assim, em vista para considerar todos os possiveis tipos de
interagoes envolvendo neutrinos antes do desacoplamento (T > 1MeV), iremos adotar
uma parametrizacao em que o termo C’i(jl-) representa tais interacoes. Além disso, iremos

assumir que podemos escrever
A v
Clf) = —fo— (5.10)

onde 7 ¢é o tempo médio entre colisoes. Usando toda manipulagao algébrica da expansao
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em multipolos desenvolvida no capitulo 3 para esta parametrizacao, obtemos

Fh
el = = (5.11)
O uso do fator 7 como tempo médio entre colisoes representa bem o comportamento
de Cg). Para 7 < 1 estamos no regime de muitas colisoes, o que representa o caso
quando os neutrinos estao fortemente acoplados ao plasma. Ja 7 > 1 condiz com a
situacao aproximada de free-streaming dos neutrinos, ou seja, raras colisoes. Na realidade,
como estamos trabalhando com a variavel adimensional k7, iremos adotar a nova variavel

temporal entre colisoes k7, que contém as mesmas caracteristicas de 7.

Para kT < 1, muitas colisoes, podemos escrever 7 < 1/k. Assim, no limite de 7 > 1,
k torna-se muito pequeno, de modo que podemos desprezar os termos que multiplicam k

na Eq. (5.5) e temos a equagao

. F dFY d
= = el s Flae (5.12)
T N, T

)

significando que o stress anisotrépico decai exponencialmente com o tempo.

Consequentemente o comportamento assintético de CZ-(;) fica dado por

677]/7-

C o — (5.13)

-

Para analisar o efeito de colisdes sobre a propagacao de ondas gravitacionais conside-
ramos os seguintes valores para k7: 0.01, 0.1, 1, 10. Assim, podemos avaliar a evolugao
dos neutrinos passando de um fluido fortemente acoplado até quando se comportam apro-
ximadamente como particulas livres. A evolugao das ondas gravitacionais quando consi-

deramos termos de colisao, em um periodo de transicao radiagao-matéria, é mostrada na

Fig. 5.

Como podemos ver na Fig. 5, para o valor padrao R, = 0.4052 é mostrado apenas
a curva sem colisoes. Isso é feito pois, variando o parametro de colisoes k7 as curvas
vermelhas nao sofrem alteracoes e por isso sao sobrepostas. Entretanto, se considerarmos
a possibilidade de muitas familias de neutrinos, R, = 1, o efeito das colisdes torna-se
evidente. A medida que aumentamos o valor de k7, a evolugao das ondas gravitacionais
se aproxima daquela para o caso sem colisoes. Sendo que, diminuindo o valor de 7 es-
tamos regredindo na histéria dos neutrinos, chegando ao ponto de um fluido fortemente

acoplado, o caso extremo de k7 = 0.01 representa a minima influéncia dos neutrinos sobre
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Figura 5: Evolucao da amplitude das ondas normalizadas h;;/ hz(?) como funcao de kn
para era RMD no caso em que consideramos termos de colisao. Os resultados sao para
kT = 0.01,0.1,1, e 10 e para o caso sem colisoes de acordo com a legenda, com 7 em
unidades de 7y e k em unidades de 1/7y. Nossos resultados sdo para trés familias de

neutrinos, R, = 0.4052 (curvas vermelhas), e para o caso extremo de um grande nimero
de familias de neutrinos, R, = 1.

50

. o : ! .
a propagacao das ondas gravitacionais, uma vez que o efeito de ]—"i(j) torna-se desprezivel.

Para avaliar o efeito das colisoes sobre a média temporal das ondas gravitacionais,
D(k)?, consideramos dois valores aproximadamente limitrofes quanto & nossa parame-
trizagao de k7: 0.01 e 10. Com isso, podemos estudar o efeito de raras colisoes (k7 = 10)

e muitas colisdes (k7 = 0.01) sobre D(k)?. Nossos resultados sao mostrados na Fig. 6.

Como mostrado na Fig. 6, as curvas concordam com as interpretacoes fisicas para os
limites de k7 < 1 e para k7 > 1. Podemos notar também que para muitas colisoes a curva
para R, = 1 torna-se aproximadamente idéntica a curva para R, = 0.4052, confirmando o

fato de que o aumento de colisoes suprime a atuacao do stress anisotrépico dos neutrinos
como uma forca viscosa de atrito.

Nossa analise neste capitulo deu-se em torno da influéncia do stress anisotréopico dos

45
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Figura 6: Média temporal de (kn)?|h;;(kn)[* como fun¢ao de k[Mpc]~! para o cendrio
RMD em que levamos em conta termos de colisao. Os resultados sao para k7 = 0.01 e 10
e para os casos sem colisoes de acordo com a legenda, com 7 em unidades de 79 e £ em
unidades de 1/np.

neutrinos sobre as ondas gravitacionais primordiais. Para isso, estudamos o comporta-
mento da amplitude das ondas e calculamos a média temporal, D(k)?. Separamos nosso
estudo em duas partes, na auseéncia e inclusao de colisoes. Mostramos que, para um dado
valor de k7 tal que k7 < 1, recuperamos o resultado de auséncia do tensor de stress
anisotropico. De fato, notamos que a medida que k7 diminui, CZ-(]Z-) aumenta, e por outro

lado ]-"Z(Jl) decai exponencialmente, segundo as Equagoes (5.12) e (5.13).

Nossos resultados mostram também que o valor de k para o qual o ntimero de ciclos de
oscilagao passa a ser suficiente para realizar a média D(k)? é alterado sutilmente devido
a inclusao de colisdes parametrizadas por k7. O parametro k e o comportamento das

curvas para R, = 0.4052 sao recuperados quando levamos em conta k7 < 1 para R, = 1.
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6 Contribuicao do stress
anisotropico dos neutrinos na
temperatura da RCF

Neste capitulo, vamos quantificar a contribui¢ao do stress anisotrépico dos neutrinos
sobre a temperatura da radiagdo césmica de fundo (RCF). A deteccao direta de aniso-
tropias na temperatura da RCF foi realizada pelo satélite COBE (Cosmic Background
FEzplorer)[1]. De forma geral, as anisotropias na temperatura podem ser escritas como
a temperatura de fundo dos fétons (7j) mais uma pequena perturbagdo no campo de

temperatura:
T(z,p,n) =T+ O(, p,n)l, (6.1)
onde O(Z, p,n) = 6T/T.

Embora este campo de temperatura seja definido em cada ponto do espago-tempo,
nos podemos observar somente na data e no local em que estamos atualmente, ou seja, ob-
servamos nas coordenadas presentes (Zy, no) [15]. Assim, é possivel medir anisotropias na
RCF devido a dependéncia na direcao p. Seguindo o procedimento usual, nés expandimos

a perturbagdo no campo de temperatura em harmonicos esféricos [15, 24]:

o A . .
O(Z,p,n) = = SN (@ n) Y (D). (6.2)
m=—I

I=1 m=—

Aqui, usamos Ty para representar a temperatura dos fotons de fundo césmico. Desta
expressao, toda informagao contida no campo de temperatura também pode ser conse-
guida através da amplitude dependente do espago-tempo a;,. Para descrever a;, em

termos do campo ©, usamos a relacao de ortogonalidade dos harmonicos esféricos:

/ QY (5) Vi (B) = Sy Grpmt (6.3)

onde € é o angulo sélido em termos de p.
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Multiplicando ambos os lados da Eq. (6.2) por Y, (p) e integrando, obtemos
d3k
(@) = [ Gz’ [ AW BOF B, (6.4)

Note que fizemos a transformada de Fourier em O(Z,p,n). Para calcular a variancia
devido a perturbagbes na temperatura, nés multiplicamos a Eq. (6.4) por aj,,, tal que

chegamos em

. A3k R
011 Oy 1t = iy, :/ /dQ /dQ klap) (6.5)

6.1 () para perturbacoes tensoriais

Com base nos elementos matriciais que representam perturbagoes tensoriais na métrica,

podemos decompor a perturbacao tensorial na temperatura como

O (k, 1, 6) = Ok, p) (1 — 1) cos(26) + OL (k) (1 — ) sin(29),  (6.6)
onde (1 — %) = sin*(A) e u = cos(d), e o sobrescrito “T” representa apenas a contribuicio
tensorial no campo de temperatura.

A partir disso a contribuigao tensorial para a variancia de temperatura fica dada por

[15]:

c{i:(ll)l(l“)(l”)/ .
0

s

@;‘F—m Iy @lj:i 4 @l+2 i
@ —1)@+1) @2 -10)@+3) @2+ D)@+3)|
(6.7)

onde 7 denota os modos representados por + e X, e @ , € obtido de

T 1 710 . .
0, = 32/, dn jilk(no — n)hsj,
L fmo ~ d [351(kn)| 12
@T-(MD) N —— d k — — | =\ P / 6.8
Li > ), n glk(no —n)] i | kn (A (6.8)

onde a ultima linha é uma aproximacao analitica para o cendrio de dominio da matéria e

/2 : L T
Ph/ ¢ a amplitude inicial das ondas gravitacionais.

Substituindo a Eq. (6.8) na Eq. (6.7):

or = 29(l—1)l(l4;r1)(l+2) /OoodkaPh(k)
o galkn) [gia(klmo —n) | o giklmo—n) | dera(klmo —n)) 7|7
x|, A= {(212_1)(;“)+2<211_1)0(2z+3)+(glz+i1)(ozz+3)” (69)
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Na expressao acima assumimos que estamos interessados em valores de 7, < 7y, tal que
consideramos 7, = 0 no limite de integragao. Usamos também o fato de que (j;/z) =
—jo/z. Além disso, o fator 2 vem do fato de estarmos somando as componentes + e X
dos modos tensoriais. Usando a seguinte expressao para o espectro de potencia das onda

gravitacionais:
8t H?

P, (k) = —
n(k) .

(6.10)

onde estamos assumindo a aproximacao de slow-roll para a inflacao, e definindo novas
variaveis de integracao y = kng e = kn, nés finalmente conseguimos uma expressao final
para C}:

Hm f
mpr

>2(z— 1)Z(z+1)(z+2)/0°°dyy
.

voogp(@) [ g2y —2) Jily — ) Jire(y — )
/de p {(21—1)(2z+1)+2(2z—1)(2z+3)+(2111)(2”3)}

cl = 36(

g (6.11)

X

Na expressao, H;,; representa o valor do parametro de Hubble durante o periodo infla-
cionario do universo ou, de forma mais precisa, quando os modos de interesse cruzaram o

horizonte (kn ~ 1).

Devido a esta expressao ter sido obtida para solucoes na era de dominio da matéria,
ela é valida apenas para pequenos valores de multipolos. Para conseguirmos incluir ondas
gravitacionais que entraram no horizonte na era da radiacao, podemos usar uma fungao
transferéncia T'(k/ke,), onde ke, é a escala que entra no horizonte na igualdade radiacao-
matéria, ou resolver as equacoes para Cf no periodo de transigao radiagao-matéria RMD.
Nossos resultados sao obtidos para o dominio RMD, mas comparamos eles com a solucao

analitica no caso sem neutrinos.

A fim de comparar nossos resultados no regime RMD com a solugao analitica na era da
matéria inserindo uma funcao transferéncia, resolvemos o caso analitico usando a funcao

transferéncia obtida em [19]:

T(k/keq) = [1.0 + 1.34(k /key) + 2.50(k /keq) ]2 (6.12)

Em termos gerais, a fungao transferéncia acima garante que consideremos ondas gra-
vitacionais que entram no horizonte na era da radiacao. Existem outras func¢oes trans-
feréncia, porém sao fungoes de ajuste fino, usadas para estudar algum fenémeno especifico.

Portanto, para os objetivos de nosso trabalho, o uso apenas da Eq. (6.12) é suficiente.

A Fig. 7 mostra a diferenca em se considerar modos que entraram no horizonte na era

da radiac@o através do uso da funcdo transferéncia, Eq. (6.12). Vemos que para baixos
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valores de multipolos a diferenca nao é significativa.

2.00

1.50f 1

0.30

020* S Dominio MD N

—_— Dominio MD + RD

0.15/ aE

010 L L L L L

Figura 7: Contribuicao tensorial para o espectro de poténcia angular para o caso analitico
sem a fungao transferéncia (curva pontilhada) e com a fungao transferéncia para levar em
conta modos que entraram no horizonte na era da radiagao (curva continua). Note que
para baixos valores de multipolo as curvas sao aproximadamente as mesmas.

6.1.1 ClT para o dominio RMD

A fim de contabilizar o efeito do stress anisotrépico dos neutrinos sobre a variancia
de temperatura da RCF através do espectro de poténcia angular, C7', nés calculamos
numericamente a contribuicao tensorial para o dominio RMD. Primeiramente, analisa-
mos o caso sem colisoes, CZ-(;) = 0. Nossos resultados sao apresentados na Fig. 8, onde

comparamos nossa solu¢ao numérica para R, = 0 com a solugao analitica.

Como podemos observar, nossos resultados para R, = 0 seguem bem a curva analitica
até [ ~ 30, ou seja, para baixos valores de multipolos conseguimos bons resultados quando
comparados com outros trabalhos de cardter analitico [19] e numérico [25]. A figura
também mostra uma diferenca sutil quando consideramos o valor padrao de trés familias de

neutrinos (R, = 0.4052) em comparagao ao resultado na auséncia do stress anisotrépico.
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Figura 8: Contribuicao tensorial para o espectro de poténcia angular no cenario RMD.
Os resultados sdo para o stress anisotrépico nulo (curva pontilhada), para R, = 0.4052
(curva tracejada), e para R, = 1 (curva continua). Comparamos ainda com a solugao
analitica para R, = 0 (curva azul).

Entretanto, quando consideramos muitas familias de neutrinos (R, = 1), o efeito passa
a ser mais efetivo, de modo que temos uma diminuicao aproximadamente constante nos

valores de C}' até [ ~ 90, quando temos uma queda acentuada das curvas numéricas.

Analisamos também o efeito das colisbes parametrizadas por um tempo médio entre
colisdes T sobre nossas equagoes. O procedimento de se incluir colisdes é completamente
andlogo ao feito no caso apresentado na Sec.5.2 e novamente mostramos resultados para

kT =0.01,0.1,1, e 10. Nossos resultados sao vistos na Fig. 9.

As diferencas devido aos termos de colisao sao imperceptiveis quando levamos em
conta trés familias de neutrinos. Por causa disso, é mostrado apenas a curva do C}
para R, = 0.4052 sem colisoes, uma vez que as outras se sobrepoem a esta tltima. Um
efeito mais aparente seria notado se levassemos em conta apenas modos que entraram
no horizonte de Hubble na era da radiacao. O efeito de se considerar muitas colisoes

. T .
no sistema, (k7 ~ 0.01), para R, = 1, faz com que os C; " se aproximem dos valores
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Figura 9: Contribuicao tensorial para o espectro de poténcia angular para o cenario RMD
considerando termos de colisao. Os resultados sao para k7 = 0.01,0.1,1, e 10. Os casos
sem colisoes sao mostrados de acordo com a legenda.

calculados para R, = 0.4052, como mostrado na Fig. 9 e também discutido quando
analisamos o impacto das colisoes sobre a amplitude dos modos tensoriais. Isso ratifica
o fato de que a inclusao de colisoes contrabalanceia o efeito do stress anisotrépico dos

neutrinos, uma vez que os neutrinos estao fortemente acoplados ao plasma.

6.1.2 Discussao sobre o termo de quadrupolo C’2T e o fator r

Neste ultimo tépico sobre a influéncia do stress anisotrépico dos neutrinos, iremos
discutir brevemente seu impacto na razao entre a contribuicao tensorial e a contribuicao
escalar na variancia de temperatura. Além disso, iremos também comentar sobre um

parametro de slow-roll para garantir o modelo mais simples de inflagao.

A fim de se comparar os efeitos das contribuicoes escalar e tensorial sobre a variancia
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de temperatura da RCF, é comum definir um parametro r tal como [24, 26]

_a

onde C!' ¢ a contribuigao tensorial e C{ ¢ a contribuigdo escalar.

Esta razao para quantificar o impacto das ondas gravitacionais é aproximada, pois
ela assume um espectro independente do multipolo [. Em geral, as contribuicoes escalar
e tensorial sao dependentes de [. Além disso, a contribuicao escalar é levada em conta
assumindo-se apenas o efeito Sachs-Wolfe [15, 27]. Devido a isso, o fator r é mais co-
mumente definido considerando o termo de quadrupolo para as contribuicoes escalar e

tensorial, tal que
e
=5

r

(6.14)

Levando-se em conta a auseéncia de qualquer anisotropia sobre o tensor momento-

energia, a razao entre C7 e Cy é dada por [15, 24]
r = 13.806¢, (6.15)

onde € é um parametro usado para caracterizar a aproximacao de slow-roll e é definido
por [26]:
2 7\ 2 :
m \%4 H
e= L) ~——, (6.16)
16m \'V H?

tal que a condicao de slow-roll exige € < 1 durante a inflacao, vide apéndice 1.

Assumindo que essas aproximagoes sao validas e que o stress anisotrépico dos neu-
trinos nao altera o valor da contribuicao escalar, C3, nés calculamos a influéncia dos
tri 1 l6gico através de C7 t 1 fat
neutrinos ao plasma cosmolégico através de C;; e apresentamos novos valores para o fator
r, mostrados na Tab. 1, onde levamos em conta apenas a inclusao de neutrinos. Resulta-
dos considerando termos de colisao parametrizados por um tempo médio entre colisoes 7

sao mostrados na Tab. 2. Nossos resultados foram calculados assumindo o cendrio RMD.

Sendo que € = —H /H?, os resultados acima mostram que a contribuigao gravitacional
é desconsiderada, se e somente se, a inflacao evolui de modo exponencial, de acordo com
as condicoes de slow-roll. Infelizmente, os resultados nao mostram uma diferenca entre
a auséncia do stress anisotrépico dos neutrinos e R, = 0.4052, até a precisao de nossos
resultados. Entretanto, quando levamos em conta a existéncia de outros graus de liberdade

de neutrinos, tal que R, = 1, nossos resultados mostram uma diferenga perceptivel, em
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R, ct r

0 0.18534 | 13.86¢
0.4052 | 0.18534 | 13.86¢
1 0.1387 | 10.39¢

Tabela 1: Valores de C e as respectivas razoes entre a contribuicio escalar e tensorial
para o termo de quadrupolo, para stress anisotrépico dos neutrinos nulo (R, = 0), para
R, = 0.4052 e para diversas familias de neutrinos (R, = 1). Os resultados sdo para o
dominio RMD.

[ CT(R, =0.4) | r(R, = 04) | CT(R, = 1) | r(Ry = 1)
kT =10 0.1853 13.86¢ 0.1424 10.67¢
kr=1 0.1853 13.86¢ 0.1612 12.07¢
kT =01 |0.1853 13.86¢ 0.1812 13.56¢
kT = 0.01 | 0.1853 13.86¢ 0.1849 13.85¢

Tabela 2: Valores de C7 e as respectivas razoes entre a contribuicao escalar e tensorial
para o termo de quadrupolo, para o caso em que consideramos termos de colisao, para o
valor padrao de trés familias de neutrinos, R, = 0.4052, e para R, = 1. Os resultados sao
para um universo RMD.

particular quando levamos em conta os termos de colisao, Tab. 2.
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7 Conclusoes

A detecgao direta de ondas gravitacionais primordiais proporcionaria uma nova e
unica maneira de analisar os momentos mais remotos da histéria do universo, a saber, o
periodo inflacionario. Além de contribuir para o estudo de diversos modelos teéricos em
cosmologia, poderiamos analisar dados em uma escala de energia além da gerada pelos
aceleradores de particulas atuais. A deteccao direta destas ondas provenientes do periodo
inflacionario talvez seja possivel em um futuro préximo, devido aos projetos de inter-
ferometros em andamento, em particular através da deteccao de alteragoes na polarizacao

da radiagao cosmica de fundo.

Neste trabalho, nés estudamos teoricamente o acoplamento do tensor de stress ani-
sotropico dos neutrinos sobre ondas gravitacionais primordiais. Avaliamos o impacto do
stress anisotropico sobre a propagacao das ondas e também suas consequéncias sobre a
variancia da temperatura da radiagao césmica de fundo através do calculo de Cf. Através
de célculos analiticos e numéricos, mostramos que a inclusao de neutrinos ao plasma causa
um amortecimento das ondas gravitacionais, em analogia a um oscilador harmoénico amor-
tecido. Sendo dois os efeitos que atuam sobre a propagacao das ondas, a expansao do
universo e a inclusao de neutrinos, foi possivel mostrar que o stress anisotropico dos
neutrinos se comporta como uma forga de atrito viscoso na propagacao das ondas gra-
vitacionais, absorvendo parte dessas ondas principalmente no limite de k¥ < 0.1[Mpc]~*

(grandes comprimentos de onda).

Através da decomposicao dos modos tensoriais, nés também estudamos o efeito do
stress anisotrépico sobre a temperatura da radiacdo césmica de fundo. Considerando
apenas o efeito Sachs- Wolfe relativo a perturbacoes escalares, e assumindo que os neutri-
nos interagem apenas com as ondas gravitacionais, recalculamos a contribuicao da parte
tensorial em relagao a parte escalar da varidncia da temperatura, CT/C5. Mostramos
que nosso sistema de equagoes acopladas, construido através da expansao em multipo-
los, permite encontrar resultados mais precisos e suficientemente generalizados quando

comparado com resultados analiticos na auséncia do stress anisotrépico dos neutrinos.
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Em todos nossos resultados, consideramos o efeito de interagoes a partir de termos
de colisao parametrizados por um parametro 7, para o caso padrao de trés familias de
neutrinos R, = 0.4052 e assumindo um grande ntmero de familias de neutrinos R, = 1.
Notamos uma modificacdo na amplitude das ondas quando levamos em conta variagoes
em 7, além das curvas de C} para o caso R, = 1 tenderem ao caso R, = 0.4052 quando
7 ~ 0.01. Fisicamente, esse ultimo fato é esperado, uma vez que diminuindo o valor de 7
estamos considerando os neutrinos ainda mais acoplados ao plasma e portanto o efeito do
stress anisotrépico torna-se desprezivel. Uma vez que analisamos o impacto dos neutrinos
sobre a temperatura da radiagao césmica de fundo, vimos que as ondas gravitacionais

atuam como uma conexao entre a inclusao de neutrinos e seu efeito sobre C .

Embora efeitos sutis tenham sido conseguidos quando consideramos o valor padrao
de R, = 0.4052, a possibilidade exética de um maior niimero de graus de liberdade
para os neutrinos foi estudada assumindo R, = 1. Assim, uma vez que dados futuros
possam identificar um maior niimero de fontes que causam anisotropias na temperatura
da radiacao césmica de fundo, a possibilidade envolvendo neutrinos pode ser avaliada

observacionalmente através do fator r.

Em ultima anélise, nosso estudo passa a fazer parte de uma variedade de outros traba-
lhos sobre a inclusao de neutrinos ao plasma cosmoldgico. Nossa desvantagem aparente em
tratar numericamente o problema é compensada pelo fato de considerarmos um periodo
de transi¢ao radiacao-matéria (RMD), além da possibilidade de obtermos resultados, a
principio, para qualquer modelo cosmolégico que assuma outras quantidades de familias

de neutrinos.
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Apéndice 1

Um periodo inflacionario durante a evolugao do universo é necessério para explicar al-
gumas questoes nao completamente respondidas no modelo cosmolégico padrao em relagao
aos dados observacionais. O periodo inflacionario pode ser expresso em termos do fator
de escala como

i > 0. (7.1)

Um importante problema que a inflagao resolve é o problema do horizonte. De forma
geral, a distribuicao de temperatura da radiacao césmica de fundo que observamos é
uniforme. Entretanto fétons que estavam separados por uma distancia maior do que a
escala do horizonte na ultima superficie de espalhamento nao teriam interagido antes do
desacoplamento. Assim, o modelo do Big Bang por si s nao explica a uniformidade na
temperatura da RCF. Se considerarmos a inflagao, entao o problema do horizonte pode
ser resolvido devido a reducao do raio comével de Hubble durante o periodo inflacionario,
o que explica a homogeneidade na temperatura da radiagao de fundo, pois agora os fétons

passariam a ter contato causal e portanto interagiriam antes do desacoplamento.

Supondo um campo escalar gerador do periodo inflacionario, as condicoes de slow-roll
sobre o potencial de inflagao para se analisar modelos inflacionérios sao definidas como

2

16 \V
2 "
_ mpV
= - 7.2
K 8t V'’ (7.2)
onde ’ representa derivadas em relagao ao campo escalar ¢, com:
e<1l e Inkl. (7.3)

A partir destas aproximagoes, é possivel estabelecer uma relagao entre o parametro
de Hubble durante o periodo inflacionario e a magnitude do potencial inflacionario. O

parametro n nada tem a ver com o tempo conforme.
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Apéndice I1

Para perturbacoes tensoriais, a contribuicao para a variancia devido a perturbacao na

temperatura, ©F, Eq. (6.5), é dada por

AU (o1 " Pk * *
CF =S (=) " + )@+ 1) [ 5 55O RO 8 e W), (T.)
l/l/l

onde foi definido

L (k) = \/i [ AP+ )i () Voa () + V3 o(52)] (7.2)

Na expressdo acima, o fator (87/15)"/2[Yay + Ya_5] vem da combinacio do termo
sin?(f) cos(2¢), que aparece na Eq. (6.6), em fungio de harménicos esféricos. Devido a
isso, esta tultima equacao é valida apenas para os modos 4. Entretanto, a expressao para

os modos x é idéntica.

A principal dificuldade esta em resolver a integral em Ij,,,;, que nao é trivial. Reescre-
vendo o polinémio de Legendre como [47/(20' + 1)]"/?Y}/i", transformamos a expressio
em uma integral de produtos de trés harmonicos esféricos. Esse produto pode ser rees-
crito em termos dos simbolos de Wigner 3 — j, usando, por exemplo, o livro Quantum

Mechanics(Landau And Lifshits). A integral fica entao dada por

3272 1
T = | =2 | Yas + Ya o]0 >, 73
it =\ 5y p @ = MYt Vel (7:3)

sendo esta expressao diferente de zero para m = 2 ou m = —2. Para m assumindo um

desses dois valores, o elemento de matriz é

ot 2 N s 2
< Im|Yas + Ya_o|l'0 >=¢”( )[ QU+ 1)+ )] (74

00 0 dr -2 20

As tunicas vezes que o elemento de matriz é diferente de zero sdo quando I' = [ —

2,1,1 4+ 2. Assim, usando novamente a referéncia citada, temos o resultado final:

8m -
Iy = 3V 20+ 1i (60 + Om,—2)[c—260 12 + cobp 1 + 26 112), (7.5)
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onde os coeficientes sao

V6 [(1 = D)1+ 1)(1 +2)]/2

T L @32 - D@+ )
. —2V6 [(1 = 1)1+ 1)(1 + 2)]/2
0 4 (20—1)(21+1)(20+3)
. VB [(1 = DU+ ) +2)]' 76)
4 (20+1)(20+3)(20+5)

A partir desses coeficientes e através de manipulagdes algébricas obtemos a Eq. (6.7).





