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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado estudamos propriedades termodinamicas de cadeias
de spin integraveis, como o modelo de Heisenberg e suas generalizagoes de spin-s e com
interacoes competitivas. Para a obtencao das propriedades termodinamicas utilizamos o
método da matriz de transferéncia quantica(QTM). A partir das propriedades de anali-
ticidade do maior auto-valor da QTM e de funcoes auxiliares apropriadamente definidas,
obtivemos um conjunto finito de equagoes integrais nao lineares que descrevem a termodi-
namica dos modelos em questao. Estudamos transicoes de fases quanticas nestes modelos
variando os parametros h (campo magnético) e w;, que acopla as diferentes interagoes

competitivas.
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Abstract

In this work we study the thermodynamics of integrable spin chains, like the Hei-
senberg model and it’s spin-s generalization with competing interactions. We have used
the quantum transfer matrix approach and obtained a finite set of non-linear integral
equations in each case. From the numerical solution of these equations we plotted phase
diagrams by varying the parameters b (external magnetic field) and w;, which couples the

different competitive interactions.
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Introducao

O interesse em cadeias de spin surgiu com a busca de uma explicacao plausivel para
o comportamento magnético da matéria.

J& era conhecido que a mecanica classica era incapaz de descrever o comportamento
magnético da matéria |1, 2|. Com isto, buscava-se encontrar um modelo que contivesse
os ingredientes fundamentais para descrever o ferromagnetismo.

Neste contexto, Lenz propos em 1920 um modelo com interagao entre momentos de
dipolo magnético atomicos [3]. Este modelo foi resolvido por Ising em uma dimensao, que
mostrou nao haver transicoes de fase nesta situacao e concluiu, erroneamente, 0 mesmo
para dimensoes maiores.

Em 1928 Heisenberg propos que o ferromagnetismo tinha origem eletrostatica. Com a
conjuncao da interagao de Coulomb entre elétrons e o principio de exclusao de Pauli, ele
mostrou que o Hamiltoniano poderia ser representado em termos de um modelo efetivo
que levasse em conta a interagao entre os spins dos diferentes a&tomos de uma rede.

Uma forma simples de representar isto é
L
H,y ZZJz‘j Si-S;, (1)
(i.3)

sendo que a soma sobre (7, j) denota a soma sobre todos os pares de atomos. Note que este
Hamiltoniano é invariante por rotacao e ignora completamente as simetrias especificas da
rede de atomos. Isto é um reflexo do fato do Hamiltoniano de muitos corpos original, que
representa a rede, ser independente de spin. Outros possiveis Hamiltonianos que possuem

tal propriedade sao

L L
HQZZ&ijk SZS]XSk‘i‘ZJz] Si'Sj> (2)

(ijk) (i5)

L
H3 = Z J,;j SZ : Sj + Cij(Si . Sj)2, (3)

(i5)
sendo que (ijk) denota a soma sobre todas as trincas de a&tomos. Note que em Hj estamos

assumindo a possibilidade de spin s > %, pois para 0 caso § = % a contribuicao extra



acoplada aos ¢;;’s pode ser reescrita nos levando a uma simples translacao de (1) e uma
redefinicao dos valores de J;;. Nos Hamiltonianos H; e H, também poderiamos pensar
que cada operador de spin atua em um espaco de spin s.

Existem também Hamiltonianos que nao possuem invariancia por rotagao como

g~ i~ g~

L
Hyyo = J5STST + J58YSY + J7.8757, (4)
(ig)

L L

Hy= JySi-S;=h) S, (5)
(ig) i

evidentemente se estes Hamiltonianos podem ser vistos como modelos efetivos na mesma

perspectiva que (1), entdo o Hamiltoniano original deve conter termos dependentes de

spin, eventualmente um acoplamento de spin-6rbita justificando a anisotropia em H,,. ou

interacao com campo externo, justificando Hjy.

Mesmo com tamanha simplificacao do problema de muitos corpos original, a extracao
do espectro de (1) bem como a obtengao de propriedades termodinémicas permanece
altamente nao trivial. H. Bethe deu o primeiro passo neste sentido[5]. Considerando uma
cadeia unidimensional com condicoes peridédicas de contorno e interacao entre primeiros
vizinhos, isto é 5

H=JY S-S, (6)
i=1
Bethe propos uma fungao de onda de muitos corpos que interagem através de uma sequén-
cia de espalhamentos fatorizaveis dois-a-dois|[5, 6|. Esta hipotese, genericamente conhe-
cida como ansatz de Bethe, fornece os auto-valores e auto-vetores uma vez resolvido um
sistema de equacoes nao lineares, que sao as equacoes de Bethe.

Uma grande surpresa veio quando, em 1967, E. Lieb diagonaliza a matriz de transfe-
réncia do modelo de seis vértices totalmente simétrico pelo ansatz de Bethe|7]. De fato,

a matriz de transferéncia do modelo de seis vértices simétrico comuta com o modelo de
Heisenberg|8] de modo que podemos escolher uma base comum de auto-estados.

A solubilidade do modelo de Heisenberg nos abre a novas perguntas: “Quais outros mo-
delos quénticos seriam exatamente soliveis? Qual é o critério de solubilidade /integrabilidade?”
Deve-se dizer que até os dias presentes existe apenas uma resposta parcial destas pergun-
tas.

A razao disto é porque o teorema de Lioville, da mecanica classica, nos diz que se
o espaco de fase com 2n graus de liberdade de um dado sistema possui n quantidades

conservadas independentes em involugao, entao o sistema é dito integravel e a solucao



pode ser obtida por quadraturas.

{IZ,IJ}:O Z,]:]_,,TL, (7)

Y AiVapli=0 <= X\ =0 Vi, (8)
=1

A transcrigao mais plausivel deste critério seria trocar parénteses de Poisson por comuta-
dores. Esta proposta apresenta sérias dificuldades. Por exemplo, devemos nos perguntar:
“O que seriam quantidades independentes neste caso? Como obter auto-estados e auto-
valores?” Enquanto a resposta da primeira pergunta permanece totalmente aberta, uma
sucessao de fatos responde parcialmente a segunda.

Baxter em 1972 mostrou que, se os pesos de Boltzmann do modelo de vértices satisfize-
rem uma restrigao, entao chamada de relagao triangulo-estrela, era possivel diagonalizar
a respectiva matriz de transferéncial9]'. Encontrando ainda uma parametriza¢io ade-
quada destes pesos, Baxter mostrou a comutatividade de uma familia de matrizes de

transferéncia, comutatividade esta que implica na existéncia de quantidades conservadas:
TN, T(w)] = [T (X), T" (10)] =0, (9)

para todos os pontos \g e o onde T'(\) é analitica. Vemos uma notavel semelhanga entre
o par (7) e (9), (classico <> quantico).

A entao chamada relacao tridAngulo-estrela, apareceu anteriormente na solucao pro-
posta por Yang para um gas de Fermi com interagao repulsiva do tipo delta|6], motivo
pelo qual ela é conhecida nos dias atuais como equacao de Yang-Baxter.

Isto abriu espago para que Faddeev e colaboradores (Escola de Leningrado) desenvol-
vessem o método do espalhamento inverso quéantico[10]. Este método esta baseado na
chamada relacao fundamental, uma condicao suficiente para a comutatividade das matri-
zes de transferéncia do modelo de vértices. Esta relacao fundamental permitiu formular o
ansatz de Bethe em termos essencialmente algébricos. Além disto, o método do espalha-
mento inverso quantico proporcionou a descoberta de novos modelos exatamente soluveis,
como cadeias de spin-s|11].

Com o advento do método do espalhamento inverso quantico, as idéias de matriz
de transferéncia, ansatz de Bethe e equacao de Yang-Baxter foram interligadas. Isto
sedimentou a idéia de que a equacao de Yang-Baxter constitui a base fundamental de
modelos integraveis, sendo utilizada na solu¢ao de uma variedade de modelos classicos e

quanticos.

sto foi feito particularmente no caso do modelo de oito vértices.



O passo seguinte ao calculo do espectro seria a obtencao de propriedades termodi-
namicas das cadeias de spin integraveis. Yang e Yang foram os primeiros a criar um
procedimento para esta finalidade, nao sendo utilizado, contudo, para uma cadeia de
spin, mas para o gas de bosons com interagio do tipo delta|12|. Este procedimento, que
ficou conhecido por ansatz de Bethe Termodinamico (TBA), foi estendido independente-
mente por Gaudin e Takahashi na obtencao das propriedades termodinamicas do modelo
de Heisenberg spin-3[13, 14|.

A extensao do TBA para o modelo de Heisenberg encontrou, no entanto, dificuldades
praticas. No TBA assume-se que as raizes de Bethe que caracterizam estados excita-
dos admitem certos padroes (strings), tanto mais evidentes quanto mais aproximamos
do limite termodinamico. No limite termodinamico estes padroes sao caracterizados por
densidades de n-strings e n-holes. Impondo a minimizagao do funcional da energia-livre,
encontrou-se uma infinidade de equacoes integrais nao-lineares para descrever a termo-
dinamica. Por causa do nimero infinito de equagoes, torna-se necessario escolher um
numero finito de equagoes relevantes na obtencao de resultados numeéricos, visto que nao
dispomos de métodos analiticos para a solugao de equagoes integrais nao lineares como
estas.

Como alternativa ao TBA, Kliimper introduziu um método para o calculo das propri-
edades termodinamicas|15, 16|. As idéias fundamentais por tras do método de Kliimper
sao a decomposicao de Trotter-Suzuki[17, 18, 19, 20| e a estreita relagdo existente en-
tre propriedades de analiticidade do auto-valor e ansatz de Bethe. A decomposicao de
Trotter-Suzuki nada mais é que um mapeamento da fungao de particao do Hamiltoniano
quantico na funcao de particao de um modelo de vértices com linhas alternadas. Com isto
a energia-livre do modelo quantico pode ser dada apenas em termos do maior auto-valor
de uma nova matriz de transferéncia, a chamada matriz de transferéncia quantica(QTM).

O que torna esta abordagem interessante é o fato de que deste método resulta um
numero finito de equacoes integrais nao lineares a serem resolvidas para certas funcoes
auxiliares.

A determinacao destas fungoes auxiliares no método QTM ainda é feita de forma
fenomenologica, ou seja, ainda nao existe uma regra que permite inferir tais funcoes a
partir do modelo (Yang-Baxter) integravel. Nao obstante, tamanha é a eficiéncia do
método, fora ele utilizado na descrigdo de diversos modelos integraveis|16, 21, 22, 23, 24,
25].

No entanto, o método QTM ainda nao foi totalmente explorado na descricao das
propriedades termodinamicas de cadeias de spin com intera¢oes competitivas|26, 27, 28|.

Estas intera¢oes competitivas podem ser introduzidas de algumas formas|29, 30, 31, 32,



33, 34, 35]. Em [29, 30, 31| as varias interagoes competitivas resultam das derivadas lo-
garitmicas de mais alta ordem da matriz de transferéncia. Todavia, nesta dissertacao,
consideramos a idéia contida em |32, 33, 34, 35| onde as diferentes interagbes compe-
titivas se devem a introducao de heterogeneidade na matriz de transferéncia. Com isto

conseguimos reproduzir a termodinamica de cadeias de spin integraveis, como [24, 25, 26|

2L
) o o . L
H(O) = 4 4 462 > =2 07425, G + (=105, - G1 X Fiya + 0°5; - G|, (10)
j=1
L
HY = [Z Si+Siy1 —(S;- Si+1)2] ; (1)
=1

e generalizagoes[36]. Se compararmos (2) e (3) com (10) e (11), vemos uma clara dis-
tingao no que se refere a generalidade dos coeficientes que acoplam as interacoes. A
integrabilidade certamente impde vinculos entre estes coeficientes sendo, portanto, um
caso especial. No entanto, sao exatamente estes modelos que nos permitem executar cal-
culos exatos, possibilitando uma melhor compreensao, nao apenas do caso integravel, mas
também dos demais. Deve-se dizer que sistemas de bicadeias com interagoes parecidas a
(10) foram sintetizados recentemente|37|, o que torna atrativo o estudo de cadeias de spin
unidimensionais com interacoes tao gerais quanto possivel.

Nos capitulos que seguem aplicaremos o método QTM para diversos modelos com
interacoes competitivas. Para tanto, estruturamos esta dissertacao da seguinte forma:

No capitulo 1 revisamos conceitos como modelos de vértices, integrabilidade de Yang-
Baxter, hierarquia de fusao e a relagao destes com as cadeias quanticas de spin integréaveis.
Ao final deste capitulo o leitor tera conhecimento dos modelos que estaremos interessados
nesta dissertacao.

No capitulo 2 apresentamos o método da matriz de transferéncia quantica, aplicando-o
ao caso dos modelos integraveis de spin—% isotropico e com diversas interagoes competi-
tivas. Este capitulo tem carater mais pedagogico, onde exibimos um nimero maior de
detalhes com relacao as hipoteses de analiticidade e a derivacao das equacgoes integrais
nao lineares. A secao 2.1, onde mostramos a decomposicao de Trotter-Suzuki, tem ca-
rater geral e é aplicavel, sem grandes modificacoes, as situagoes abordadas nos capitulos
seguintes.

No capitulo 3 aplicamos o método da matriz de transferéncia quantica a modelos de
spin-s integraveis obtidos a partir do processo de fusao. Neste capitulo mostramos a
hierarquia de fusao para as matrizes de transferéncia quantica, bem como os chamados
sistemas T' e Y, que fornecem relacoes importantes para definicao das funcgoes auxiliares

apropriadas na obtencao das equagoes integrais nao lineares.



No capitulo 4 o método da matriz de transferéncia quantica é aplicado a modelos de
spin—% integraveis com anisotropia uniaxial e diversas interacoes competitivas.

No capitulo 5 mostramos os resultados obtidos da solugao numérica das equagoes
integrais previamente estabelecidas. O enfoque é dado a identificacao das fases quanticas
pelo diagrama de fases obtido a baixa temperatura, mas nao nula. Em seguida tecemos

uma breve conclusao.



Capitulo 1

Modelos de Vértices e Cadelas de Spin

Integraveis

Neste capitulo introduzimos os modelos de vértices formulados em uma rede bidimen-
sional e retangular. Discutimos como calculo da fungao de particao destes modelos pode,
sob certas circunstancias, ser colocado em termos da diagonalizacao de uma matriz, a
chamada matriz de transferéncia linha-a-linha. No entanto, a efetiva diagonalizacao desta
matriz é ainda um problema muito complicado, o que requer um critério de integrabilidade
e um método de solucao, secao 1.1.1. Na secao 1.1.2 exibimos explicitamente as parame-
trizagoes do modelo seis vértices simétrico que satisfazem a condicao de integrabilidade.
Da condicao de integrabilidade adotada resulta que a matriz de transferéncia pertence a
uma familia de operadores comutantes. Na secao 1.1.3 mostramos que pertencem também
a esta familia operadores de interacoes locais, os quais identificamos como Hamiltonianos
de cadeias quanticas de spin—%. Para finalizar mostramos na secao 1.2 um processo de
fusao que permite obter modelos de vértices cuja matriz de transferéncia comuta com

Hamiltonianos de cadeias quanticas de spin-s.

1.1 Modelos de Vértices

Considere a versao bidimensional e retangular do modelo de vértices com N linhas e
L colunas como na Figura 1.1.

Cada vértice 7L da rede contribui com uma energia local ou um peso de Boltzmann
na func¢ao de parti¢ao, sendo que o peso ( zﬁ = e P%i) depende da configuracio particular
em que o vértice se encontra. A configuracao se da quando atribuimos valores aos graus de
liberdade associados as arestas do vértice. Os v’s estao associados as arestas horizontais e

0s a’s as arestas verticais. No caso mais simples podemos imaginar que todos «’s e v/’s

7
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Figura 1.1: Tlustragao de uma rede retangular de /N linhas e L colunas onde destacamos a
representa¢ao da matriz de transferéncia linha a linha a), na qual estio definidos os pesos

de Boltzmann associados a cada vértice b).

possuem o mesmo nimero de possiveis valores, sendo que a cada um deles podemos, por
exemplo, atribuir os valores +1 e —1. Para um vértice haveria um total de 2* configuracoes
possiveis. Entretanto para o estado global ndo temos 2*V1 possiveis configuraces ja que
vértices vizinhos compartilham uma aresta. Temos, portanto, um problema combinatorial
para o calculo da funcao de particao.

No caso mais geral os ozg ’s nao precisam ter o mesmo nimero de possiveis valores.
Por exemplo, o} = —1,1 e al = —1,0,1. O mesmo acontece com os 7/’s. Cada um
podendo assumir qaf e qvf valores. Mesmo no caso em que qag = qwg =n para todo i e 7,

o problema pode ser heterogéneo no sentido que
Ll (e,d) £ "Lh(c,d)  se (i,5) % (m,n). (1.1)

A funcao de particao deste modelo de vértices é dada por

L N TR
= ; SOTIIT ies (. (1.2

() i=1j=1

N L N
=D TT> T e oladn| (1.3)
(@) 5=1 [ () i=1

. s 7 7
onde os simbolos (a) e (7) denotam os possiveis valores que todos os a]’s e 7/’s podem

assumir. A dltima equacao se deve ao fato de que a soma sobre valores das arestas

horizontais pode ser realizada independentemente das arestas verticais. A quantidade
. . . ozj+1,...,o¢j+l
entre colchetes pode ser vista como um operador 7} cujo elemento de matriz 1"} 7
QU yeees O,



é especificado uma vez que atribuimos os valores aos o’’s e o/T1’s. Assumindo condicoes
N+1

i

N
z=>1]T="r
(o) =1

(e

= a}, temos

N
[J 2
j=1

periodicas de contorno na vertical, isto é, «

. (1.4)

Para o caso em que temos homogeneidade vertical /£ = L. teremos T; =T, =T de

modo que

max

#
Z=Tr[TV] = ZA{CV ~ AN para N >> 1, (1.5)
k=1

L ; . ~ . . . -
sendo # = [[;_; ¢a] a dimensdo da matriz de transferéncia. Se impusermos condigoes
periodicas de contorno na horizontal e ¢,; = qﬂn para todos os pares (i, m), podemos

reescrever 1" da seguinte forma

L

a_'+1 . .
7=>"1] Loy () =Teallarlary - L] = Tra[Tal, (1.6)
() i=1

sendo que Tr4 denota o traco no espaco horizontal, também chamado de espaco auxiliar,

e
Lav=Y wLia,b)ely @ el (1.7)

a,b,c,d
onde as matrizes ey, 520 as matrizes de Weyl com seus elementos dados por (eq); ;= 04,i00,-
A matriz T fornece a contribuicao de uma linha na funcao de particao do modelo de
vértices, uma vez definido os valores de (of,...,al) e (2™, ... a}"™) veja o destaque
em vermelho da Figura 1.1. Desta forma, vemos que para obter a funcao de particao do
modelo de vértices bidimensional (um modelo estatistico classico) devemos diagonalizar
uma matriz 7' que atua em um espago unidimensional. A matriz T" é a chamada matriz

de transferéncia (linha a linha). Esta matriz é obtida tomando o trago no espago auxiliar

da matriz T4, chamada de matriz de monodromia.

1.1.1 Integrabilidade de Yang-Baxter

Para encontrar a funcao de particao devemos resolver um problema de diagonalizacao
ainda bastante complicado. Vamos entao nos restringir a uma classe de problemas. Como
a matriz T depende dos pesos de Boltzmann com que cada vértice pode contribuir, espera-
se em geral que seus auto-valores e auto-vetores também dependam destes pesos. Estes
pesos podem ser reunidos numa curva parametrizada em X que chamaremos simplesmente

de A\, de modo que T'= T'(A\). Imaginemos agora um conjunto de modelos que possuam



os mesmos auto-vetores, independentemente de seus respectivos parametros. Estes auto-
vetores seriam universais. Se as matrizes de transferéncia possuem o mesmo conjunto de

auto-vetores para diferentes parametros A, entao elas devem comutar [9]:
[T(A),T()] =0, VA pu. (1.8)

Uma condi¢ao suficiente para que (1.8) seja satisfeita é a existéncia de uma matriz

inversivel Rap(\, 1) que satisfaz a seguinte propriedade

Rap(\, 1) Lak(N) L) = Lpr(p) Lax(N)Rap(A\p)  VE, (1.9)

pela aplicacao sucessiva desta equacao podemos obter facilmente que

Rap\ i) Ta(N) To() Rap (A, 1) = To() Ta(N), (1.10)

tomando a transformacao de similaridade pelo permutador Psp temos

PapRap(\ 1) TaN) T (1) Rap(\, 1) Pap = Ta (1) Ts(N), (1.11)

de onde podemos tomar o trago no espago AB para obter (1.8). A equacao (1.10) nos
mostra que existe uma transformagao de similaridade pelo operador Rag(\, i) que troca a
ordem do produto Ta(A)7s(r) — Te()Ta(A). Logo se trocarmos novamente a ordem do
produto utilizando a transformagao de similaridade por Rpa(p, \) devemos ter o produto

inicial. Para que isto seja consistente é suficiente que

RBA(M? )\)RAB()\MM) = Id? (112)

esta é a relacao de unitariedade. Note que para o caso em que A\ = p as matrizes
de transferéncia comutam automaticamente. Neste caso desejamos que Rap(A, \) seja
regular, isto é

Rag(A\A\) = Pag. (1.13)

Para obter (1.10) de (1.9), assumimos que o produto de pesos de Boltzmann, e consequen-
temente, Ta(A\)Tp(1)To () € associativo. Em outras palavras isto é equivalente a requerer
que

Rap(A ) Rac(A v)Rpo(p,7) = Rpo(p, v)Rac(A, ) Ras (A, 1), (1.14)

que é a famosa rela¢ao de Yang-Baxter [6, 9].
Uma vez encontrada uma solucao para a matriz R que satisfaga a unitariedade, regu-
laridade e Yang-Baxter, resta ainda dizer que tipo de modelos de vértices sao integraveis.

Uma possivel solucao pode ser facilmente obtida para o caso em que todos os espacos

10



verticais k sao isomorfos aos espagos auxiliares A e B. Comparando (1.9) e (1.14) vemos

que uma possivel solucao é dada por
,CAk(A) = RAk(A, Vk) = ,CAk(A, I/k). (1.15)

Estes modelos sao os chamados modelos fundamentais.

1.1.2 Modelo de Seis Vértices Simétrico

Entre os possiveis modelos fundamentais, estaremos interessados no modelo de seis
vértices simétrico. Considere qazf = qvg = 2. A principio temos um total de 2* = 16
possiveis pesos de Boltzmann para cada vértice. Entretanto no modelo de seis vértices
apenas seis sao ndo nulos £ (v,7) # 0se a+vy = o/ ++': LI(+,4), LZ(—, =), LT (+,-),
L(=+), LI(=, =), LZ(+,+).

Ainda se a energia associada a cada configuracao for invariante pela troca + < —

temos:
Ei(_'_a—i_):ﬁ:(_a_) = a, (116)
L+, =) =Li(=+) = ¢ (1.18)
sendo assim a matriz £4p associada ao seis vértices simétrico fica:
[« 0] [o 0]
Cap= |8 s 10O (1.19)
P00 ¢l b ool | '
00 0 a
L Ip L I1Bda

Como temos um modelo fundamental £(\, u) = R(A, i), a unitariedade e a equagao de

Yang-Baxter implicam em vinculos para estes pesos. A unitariedade implica nas seguintes

relacoes
a(A, wa(p, \) =1, (1.20)
(A )b, A) + e(A, p)e(p, A) = 1, (1.21)
b(A, p)e(pe, A) + (A, pw)b(p, A) = 0. (1.22)

A Yang-Baxter por sua vez fornece

aca” — bc'b" — ca'a” = 0, (1.23)
—cdb" + (ab — ba' )" = 0, (1.24)
cb'a"” — cad'b’ — bd'd" = 0, (1.25)
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onde as letras sem linha sao parametrizadas por (A, p), as letras com uma linha sao
parametrizadas por (A, 7)) e as letras com duas linhas sao parametrizadas por (u, 7). Este
conjunto de equacoes pode ser visto como um sistema homogéneo nas letras com duas
linhas. Para que este sistema tenha solucao nao trivial, o determinante dos coeficientes
deve ser igual a zero, o que implica em

2+ -2 d?+b* =7

2ab 2a'b ’ (1.26)

logo a quantidade
a’ + b — 2
2ab

¢ um invariante, pois independe da parametrizacao particular dos pesos de Boltzmann em

A= (1.27)

relacao aos parametros espectrais. Neste trabalho estamos particularmente interessados

nas solucoes do tipo
,CAB()\,,[L) :,CAB()\—,LL,O) = ,CAB(A—ILL), (1.28)

que depende da diferenca dos parametros espectrais. Algumas solucoes da diferenca que

satisfazem a Yang-Baxter e a unitariedade sao:

o) = 1 wm:ﬁ% cm:T%K:A:L (1.29)
o) = 1 Mmzﬁ%%% CWZ;%%%-#AZWW% (1.30)
a(A) =1 MM—&%%% CW—QE%%E:A—MMA (1.31)

1.1.3 Modelo de Heisenberg e Generalizagoes Integraveis

Na secao anterior vimos que a solucao da equacao de Yang-Baxter do modelo de seis
vértices nos permite definir modelos integraveis com heterogeneidade ao longo das linhas.

A matriz de transferéncia destes é dada por
T(A) =TraTa(A) = Tra [LarN v)Lar—1(Nve) ... Lar(A,vr)] (1.32)

de modo que a matriz de transferéncia possui dependéncia implicita com /. Se v; # v;
temos um modelo de vértices heterogéneo ao longo das linhas. Expandindo (1.8) em série

de Taylor nos parametros espectrais, encontramos

12



de onde vemos que existem quantidades conservadas associadas as derivadas de T para
cada ponto em que a expansao é factivel'. Também sao conservadas quantidades da forma

d"InT(\)
m _ (d"In ()
J ( v )A:AO. (1.34)

No caso mais simples teremos 7 = 0, que resulta no modelo homogéneo. Para este caso
particular, se calcularmos quantidades como (1.34) com Ay = 0, teremos operadores locais.

Para n = 1 teremos interacoes entre primeiros vizinhos apenas

Z i-1.L5-1,7(0), (1.35)

e usando a parametrizagao (1.29), temos

H = =) (G- —1), (1.36)

Jj=1

l\:JIr—l

que é o Hamiltoniano de Heisenberg (XXX) a menos de uma translagao trivial no zero
de energia. Se continuarmos calculando J ™ para n maior, encontraremos operadores
com interagoes menos locais a medida que aumentamos o niimero n. Mais geralmente se
escolhermos a(\), b(\) e ¢(A) tal que a equacao do invariante (1.27) seja satisfeita, entao

o Hamiltoniano derivado fica

b(0)
H(A):j(l):§ o) 2(0) Z ofol +olol, +Acioi, ], (1.37)

L a(0) + (0 &
]:1

que é o modelo de Heisenberg com anisotropia uniaxial (XXZ). Este modelo muda de
comportamento na medida que variamos o parametro de anisotropia A. Suponhamos
J = Z(((())% > 0, para A = 0 temos um comportamento antiferromagnético tipico do modelo
XX. Se A > 1 o termo relevante se torna Acjo?,; de onde surge um comportamento
antiferromagnético tipico do modelo de Ising. Para A < —1 teremos, analogamente, um
comportamento ferromagnético tipico do modelo de Ising. Por conta destas mudancas de
comportamento espera-se que exista mudancas abruptas nas propriedades termodinamicas
nao associadas aos efeitos térmicos, isto é, “podem” ocorrer em T = 0, devido a efeitos
quanticos. Isto é o que chamamos de transicao de fase quéantica [38]. De fato estas
transicoes ocorrem em A = £1[39].

Consideremos agora efeitos de heterogeneidade como em (1.32). Esta matriz de trans-

feréncia nao pode produzir interacoes locais no caso mais geral com todos v;’s diferentes.

!No Apéndice A mostramos como obter um conjunto comum de auto-estados destas quantidades

conservadas, bem como do espectro da matriz de transferéncia, por meio do ansatz de Bethe algébrico.
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Isto é consequéncia da perda da simetria de translagao ciclica na cadeia. Portanto va-
mos destruir a simetria de translacao apenas parcialmente. Iniciemos com vy, = iw; e
Vor_1 = iwy para todo inteiro k e consideremos uma cadeia com 2L sitios. Logo a matriz
de transferéncia (1.32) possui simetria de translagdo por dois sitios na cadeia. A matriz
de monodromia neste caso é um produtorio de operadores £’s com pontos regulares al-
ternados; ora em iw; e ora em iws. Por conveniéncia, introduziremos duas matrizes de

transferéncia trivialmente relacionadas:

a)

L

Tl()\) = T()\ + iwl) = TI'A H EAQi(/\ —f- iwl, iwl)ﬁAgi_l(/\ + iwl, i(,Uz), (138)
i=1
T

TQ()\) = T(/\ + iu)g> = TI"A H LAQi(/\ + iCLJQ, iwl)£A21_1<>\ + iCUQ, i(,L)g), (139)
=1

Se calcularmos a derivada logaritmica de T7(\) em A = 0, encontraremos

d

..71(1) = Z {£2i+1,2i(iw27 iw1) Paiyo,2i (552@2”2(}\ + iwy, iw2)) Lo; piv1(iwr, iwg)+
i=1 A=0

. d ..
+ Lo 1,2i(iws, iwr) (aLQi,%—H(/\ + 1w, 1w2)> }7 (1.40)
A=0

onde temos interacoes de até segundos vizinhos para os sitios pares e primeiros vizinhos

para os impares. Este estranho efeito em que sitios pares e impares nao parecem estar em
P , 1 . 1 .

pé de igualdade também ocorre em \72( ) com os papéis trocados. JQ( ) pode ser facilmente

obtido de jl(l) se notarmos a seguinte relacao entre as matrizes 71(\) e To(\)
To(N;iwr, iws) = e P Ty (\; iws, iw; e, (1.41)

P

onde se fez necessario explicitar a dependéncia com @ e e é a translacao ciclica de um

sitio para a direita. E coveniente definir o produto

L
H ﬁAQi(/\ + iwl, iwl)ﬁAgi_l()\ + iwl, iWQ) X

i=1

t()\) = Tl()\)TQ()\) = TI'AB

)

L
X H LBQi()\ -+ i(UQ, iwl)ﬁgzi_l()\ + iWQ, iwg) s (142)

i=1
da qual obtemos um Hamiltoniano de interacoes locais a partir de

H(wr,wn) = %(“Z—’;W)H. (1.43)
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Para A =1 temos

1 2L

:4+492

1(6)

Jj=1

) [_2 — 0% 426, G+ (—1)'05; - G X Gjpa + 673 - G

(1.44)

sendo § = wy —wy. Note que a escolha de w; real (v; imaginario) implica em um operador

Hermitiano que pode, de fato, ser visto como um Hamiltoniano. Além disso o fator meio

na defini¢ao (1.43) implica que o Hamiltoniano (1.44) tende a (1.36) no limite wy — w.

Para 6 = 0 temos o regime antiferromagnético usual, que promove o alinhamento antipa-

ralelo dos spins vizinhos. Entretanto para valores maiores de 6 a interagao entre segundos

vizinhos comeca a competir com a de primeiros vizinhos, provocando frustracao no sis-

tema. Além disso, existe a interagao quiral (produto misto) que promove o alinhamento

perpendicular dos trés spins vizinhos, mas nao é preponderante nos limites de pequenos

e grandes valores de #. Neste modelo também esperamos a ocorréncia de transi¢oes de

fases quanticas [26, 31, 32|.

Para o caso A = cos(y), com 7 real, reescalamos o parametro espectral A — Asin(7),

de modo que (1.43) fornece o seguinte Hamiltoniano (A < 1)

2L :
H(1,0) = cosh(26 sin(i)) — cos(27) ; {COS(QV) - C02Sh2(9 el cos(7)+
+ cosh(f sin(v)) sin®(y)7;- 4 cos(y) sin®(y) 7} + cos(7) sinl;Q(Q sin(y)) a;+
+ (=1) sin(y)w (cos(v)njL + cosh(f sin(v))n;) }, (1.45)
com
T = 0507+ oo,
T = 050540,

. — g5 Y ;Y zZ 2
Qj = 005,09+ 0;0,,5+ 0505,

3 2

1 k _m n
n = E: E:gkmn%“’jﬂ"jwa

k,n=1m=1

3
z k 3 n
= E , €k3n0;j 0410425

k,n=1

(1.46)

ja no caso A = cosh(7y) reescalamos o parametro espectral A — Asinh(y), de modo que
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obtemos o Hamiltoniano (A > 1)

2L

H(v.0) = 1 Z { — cosh(27y) + cos?(f sinh()) cosh()+

cosh(2v) — cos(26 sinh(~ 2

N cosh(7y) sin?(6 sinh(v))

+ cos(@sinh(v)) sinh®(y)7;" + cosh(y) sinh®(y)7} 5 a;+
- sin (@ sinh(y , ;
+ (—1) smh(v)% (cosh(v)mL + cos (6 smh(v))nj) } (1.47)
Para o caso geral em que temos M parametros v; = iw;, (1.32) pode ser escrita como
L [ M
T()\) = TI"A H H ﬁAv(i_l)M_Hﬁ()\, iWM+1—k> > (1.48)
i=1 | k=1

da qual podemos definir M matrizes trivialmente relacionadas T;(\) = T'(A + iw;). Estas

satisfazem, novamente, a seguinte relacao
T,(X; @) = e @I (N iy (gpy )7, (1.49)

onde temos a notacao

&l

Gig = (Witg, Wargs - -+ Whitq)s = W40, Wk+M = Wk-

Obtemos um Hamiltoniano a partir da matriz de transferéncia

M
t\) = [[ T 19), (1.50)
j=1
por
1 (dInt(N) 1 — 1 — " .
Mﬂz—( ) =—>» JV= 4P 7@, (1.51)
A en N VO SE s VD DL
sendo

M [M—k
TV (@) = Z Z [H Ltiyn,mri(iwnr 11—, iw1)] L (i1) k1,000 (iw, iwr )

i=1 k=1 Ln=1
M-k
d .. ) .
X ﬁﬁMi,M(i-&-l)—k-i-l()\ + iwy, iwy) H Ltimipn(iwr, wprg1-0) | - (1.52)
A=0 | p=1

Explicitamente para o caso M = 3 e A =1, temos o Hamiltoniano

3L

H(b,05) = Zfo,i(el’ 02) + &1,i(01,02)0; - Gix1 + E2,i(61,02)T; - Oipat

i=1
£3,i(01,02)0; - Tiy1 X Oipo + €4,i(01,02)0; - Tiys + E&5i(61,602)7; - 0ip1 X Tiys+

§6,i(01,02)0; - Giyo X Oiys + £7i(01,02)7; - (Fig1 X (Figa X Firs)), (1.53)
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sendo 07 = wy — wy € Oy = w3 — wy.
As funcoes &; possuem periodicidade & ;43 = & e suas expressoes sao dadas no
Apéndice B.

1.2 Hierarquia de Fusao

Nesta secao mostraremos como podemos obter modelos de vértices integraveis cuja
matriz £ atua em um espago de dimensao (2s + 1) x (2s + 1) a partir do modelo de seis
vértices simétrico com A = 1 [40, 41]. De modo analogo a se¢ao 1.1.3, poderemos obter
Hamiltonianos de spin-s integraveis. Iniciemos usando a parametrizagao (1.29). A matriz

L(A) do modelo de seis vértices é dada por

1 0 0 O

0 2 L
L)) = A : (1.54)

0 &5 w0

0 0 0 1

que possui pontos singulares em A = +1. Em A = 1 temos

1 0 0 0

. 0 10
L(1)=P'= 22 : (1.55)

0 1 Lo

2 2
0 0 01

que ¢é exatamente o projetor no subespaco de spin-1 na decomposicao % ® % =0 1.
Compare com a expressao geral do projetor no espacgo de spin j na decomposicao s;® sy =

|51—82|@...@81+52

S1+52
Pj _ H 281 . SQ + 81(.81. + ]_) + 82(82 + 1) - m(m + ].)’ (156)
s JG+1) —m(m+1)
m=|s1—s2|
podemos ver também que
0 0 0 0
1+ A o L Lo
im — LN oy o2 |02 T2 O (1.57)
A——1 2 0 _% % 0
0 0 0 0

é projetor no subespaco de spin-0. Munidos destas informacoes, olhemos agora para a

equagao de Yang-Baxter

%) = ‘Cbc()‘ - l)Eac()‘ + 1)ﬁab(l)a (158)

1
Lap(1)Lae( N+ 5)&’@()\ o 2 2
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como P°P! = 0, podemos atuar o projetor no subespaco de spin 0 pela esquerda obtendo

. 1 1. .
P Lye(\ — §)£ac()\ - 5)P;b =0, (1.59)

onde esta explicito que os projetores na equacao acima atuam nos sub-espacos a e b. A

equacao (1.59) nos informa que o produto Ly.(A — %)ﬁac()\ + %) a0 atuar em um estado

| ) , .
de 1 ® 5 geraum estadode 1 ® 3 de modo que Ly(A — 5)Lac(A + 5) possui
ab N ab S~~~
C

c
uma representacao no espaco 1 ® % Basta escolher uma base particular para obter a

representacao correspondente. Com efeito, temos

1 11yt (11 1 11 1 11
Lo V)= LBEY L0 - DLE (0 5) 1B (1.60)
sendo

1 0 0

11 0 L 0
LB =V (1.61)

0 L 0

V2
0O 0 1

a matriz dada pelos coeficientes de Clebsch-Gordan s = 1. Esta matriz satisfaz as seguin-

tes relacoes

) 11yt 11 )
LBy LB =1di, i=0,1
) 11y . 114t
LB BiY = Fi, i=0,1
i (%%)tj (33) coe ; :
WBai? 2B =0, 1,7 =0,1, ©#j, (1.62)
com
0
(ll) L
0Bt =1 V2|, (1.63)

a matriz dos coeficientes de Clebsch-Gordan s = 0. A equacao (1.60) é a fusao dos

1 1
primeiros espacos 5 ® B — _ 1 . Analogamente temos
~~~ \b/'/ o
1 11yt (11 1 11 1
£ = LB L (- DL 0+ ) 1B (1.64)



Uma vez obtida estas novas matrizes, gostariamos de saber se elas satisfazem alguma
forma da equagao de Yang-Baxter. De fato, no Apéndice C deduzimos a Yang-Baxter na
forma

1

11 1q 1q 11y
£ = el () = L2V (LML (- ). (1.66)

Usando exatamente as mesmas propriedades utilizadas nesta dedugao, podemos mostrar

também que

11 11 11 11 11 11

L5700 = e Lz () = £ (Ll VLG (= ) (1.67)
1, 11 11 1q

L2900 = el el () = 87 (e N eE (- ), (1.68)

ainda, de (1.66) e (1.67), podemos definir

£ = LBEY LD - Dl o ) 1B, (1.69)
= 1B e 0 el ) LBG?, (1.70)

de modo que vale a equacao de Yang-Baxter
LGN = ) LG NLE () = L () 59 (VLG (X = ), (1.71)

onde, rigorosamente, devemos dizer que até este ponto % <J1,72,73 < 1.

De modo geral temos a seguinte relacao de fusao

Y 1 1t . 1
Efjjﬂ)()\) — 1]1+2BC(L§J) El()i])()\__)ﬁ ()\+ )J+2B(23)

2
e 1 -1 -lt . 1
! oy = B e 0= et o e (172

que produz operadores L’s quais satisfazem a equagao de Yang-Baxter (1.71) com j1, ja, js
pertencente a Z1/2. As relagoes (1.72) podem ser estendidas para ;7 = 0 notando que
1 (ol

éB,ESQ) =1d e que

ir1 1 1 ir1 1 1
LU0y = 5B L0 5)£2@2)<A) 287, (1.73)
serd automaticamente satisfeita se escolhermos E((IJ;O)(/\) = Id. De modo geral, temos
1 1 il 1. -1
0 = o (Gt 0= Gert), am

G+
WS 1) am
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A partir das matrizes £Ejf)()\) podemos obter os Hamiltonianos de spin-s trocando apenas

LX) = L57(A) em (1.52) e (1.51). A titulo de exemplo, temos no caso da matriz de

transferéncia homogénea M = 1:

L 2s 2s — —
s . SZ . Sz — X
HO =D _QZ[¢(23+1)—¢(J+1)]Hﬁ : (1.76)
i=1 J=0 k=0
K]

sendo xj, = 1 [k(k+ 1) — 2s(s +1)] e ¢(z) a fun¢do digamma. Por exemplo, se s = 3

temos o Hamiltoniano (1.36) e se s = 1 teremos
y_ 1 g .a 2 a )
HY = Z |:Si “Sip1 — (Si . Sz'—H) } ; (1.77)
1

no caso da matriz de transferéncia heterogénea M = 2 e spin 1 teremos

HWV(9) = ! i — 1862 +2(2 + 46%)S; - Siy1 + WHVg g
T 21+ )+ 07) & s it Sz

2

+2(—2 +46°) (571 ' §z+1>2 + 62—2(11 —60?) <§z ' §i+2> + 6? [gz - Sit1, Sigr - §'i+2}+

2
+ ’S_;Z ° S:’H—l |:S:Z : §i+27 g’H—l . §i+2:|+ + ‘S_;Z'-i-l . ‘S_"’H-Q |:‘S_"’L . ‘S_"i+17§’i ° §Z+2:|+)
i =2 & 3 3013 & = = & &a 3
+ (=1)'0(1 4 6*)S; - Si1 X Si2 — (1) 5 [Sz' “Siy1 + Sip1 - Siva, Si - Sy X 5¢+2L
01—20) 1. - o .
-+ (—1) % [Sz . Si+2, SZ . Si-H X Si+2i| +}7 (178)

que obviamente se reduz ao caso anterior no limite § — 0.
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Capitulo 2

Matriz de Transferéncia Quantica

Spin—%

Neste capitulo estabelecemos o método da matriz de transferéncia quantica utilizado
na obtencao das propriedades termodinamicas das cadeias de spin—% integraveis. O calculo
da funcao de particao do modelo quantico ¢ mapeado no calculo da funcao de particao
de um modelo de vértices especifico pela chamada decomposicao de Trotter-Suzuki, secao
2.1. Dividimos em dois casos: Na secao 2.1.1 abordamos o caso homogéneo, tendo um
enfoque mais pedagogico. Na secao 2.1.2 abordamos o caso mais geral com M parametros
de heterogeneidade. Com isto, mostramos na secao 2.1 que a funcao de particao do modelo
quantico pode ser obtida conhecendo apenas o maior auto-valor da matriz de transferéncia
quantica no limite do nimero de Trotter indo a infinito. Na secao 2.2 efetuamos este
calculo. Para isto obtemos um conjunto finito de equagoes integrais nao lineares. Estas
equagoes integrais nao lineares s6 puderam ser obtidas mediante o estudo minucioso das

propriedades de analiticidade das funcoes auxiliares relevantes.

2.1 Decomposicao de Trotter-Suzuki

No capitulo anterior vimos que a matriz de transferéncia (linha-a-linha) pode ser vista
como uma geradora de quantidades conservadas, entre as quais resulta da primeira deri-
vada logaritmica um operador de interagoes locais que, por sua vez, pode ser visto como
um Hamiltoniano. Exemplos deste caso, sdo as equagoes (1.37, 1.44, 1.45, 1.53, 1.76,
1.78). Por meio do ansatz de Bethe podemos encontrar os auto-estados e os auto-valores
do Hamiltoniano, bem como da matriz de transferéncia associada; ver Apéndice A.

Desejamos agora obter propriedades termodinamicas destes modelos. Para isto vamos

discutir a Decomposicao de Trotter-Suzuki, procedimento fundamental no método da

21



matriz de transferéncia quantica.

2.1.1 Matriz de Transferéncia Quantica: Caso Homogéneo

Passemos a formulacao da matriz de transferéncia quantica para o caso de spin meio
isotropico. Iniciemos com o modelo de Heisenberg que provém da matriz de transferéncia

linha-a-linha homogénea (M = 1)

b <dlndr£(/\))A_07 2.1)
T(\) = Tra [Car (A +iwy, iwr) ... Lar(A + iy, iwr)] (2.2)
:Tl"A [ACAL(A)ACAl()\)] (23)

P

Como pode ser facilmente verificado, T'(0) = e é o operador de translacgao ciclica de um

sitio para a direita. Desta forma, podemos escrever

T()\) _ eip+/\H+O()\2)’ (24)

por outro lado sabemos que a extracao de propriedades termodinamicas no ensemble
canonico pode ser feita a partir da funcao de particao. Esta, por sua vez, é obtida
tomando o traco do operador de densidade, p = e ", Gostariamos de obter o operador
densidade a partir de manipulagbes sobre a equacdo (2.4). Para isto devemos eliminar as
contribuicdes exp O(\°) e exp O(A?) em (2.4). Definimos, covenientemente a matriz T'(\)
por
T(\) = Tra [L1a(wr,iw; — A) ... Lpa(iwr, iwy — )], (2.5)
= Tra [£7 (iwr,iwr — A) ... L34 (iwy, iwr — N)] , (2.6)

sendo t4 a transposicio no espaco A, de onde podemos ver que T(0) = e, ainda
L
H = Z de',l (8,\£jj,1(iw1, —A + iwl))/\zo = H, (27)
j=1

que segue da relacao de unitariedade
Ek]()\ -+ iwl, iwl)ﬁjk(iwl, A + iwl) = Id, (28)

derivando esta ultima equagao em relacao a A\, podemos mostrar que os dois Hamiltonianos

sao equivalentes. Desta forma temos

T(NT(A) = AHFON), (2.9)
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para eliminar o termo exp O(\?) fazemos A\ = —% =: —7 e tomamos o limite em que o

niumero de Trotter N vai a infinito; a0 mesmo tempo elevamos o produto anterior a N/2

para nao perder a contribui¢ao exp O(A). Obtemos desta forma

N
2

o—BH+O(1/N) H

—e M quando N — oo, (2.10)

[T(=7)T(~7)]
que é a decomposicao de Trotter-Suzuki. Desta forma temos,

Zp = lim Tr [(T(—T)T(—T))%} =: lim Zyy, (2.11)

N—oo N—oo

Note que estamos manipulando o produto de exponenciais de operadores como exponencial
da soma de operadores livremente, uma vez que [T(”) (), T (,uﬂ = 0; 0 mesmo vale para
a matriz T'()\) e em particular H pertence as duas familias de operadores comutantes.

A quantidade Zyy, em (2.11) pode ser vista como a fun¢ao de particdo de um modelo
de vértices com linhas alternadas, veja a Figura 2.1. Podemos calcular a fungao de par-
ticao escolhendo a direcao vertical para definir a matriz de transferéncia. Tal matriz de
transferéncia ¢ chamada de Matriz de Transferéncia Quantica e o novo espaco auxiliar,
que estd associado a um sitio da cadeia quantica, é chamado de espaco quantico. Assim
definimos a matriz de transferéncia quantica como

N/2
t9TM () = Trg HCMHQ(—T + iwy, —ix) g‘AQi(—im, T+iw) | = Trg |:TQQTM(Z‘):| :
i=1
(2.12)
Daqui em diante iremos denotar L4xg por Lrg. Uma vez obtida a quantidade Zy; =
Tr(tQTM(—wl))L = Z}il F(—w1), podemos obter a energia-livre por sitio da cadeia

quantica, pois

. ) 1
7 = ]\}1_13(1)0 Znp, temos f= ngr;o—ﬁ—Lln (Zp1). (2.13)
Seja o maior auto-valor de t97M (), ATM(z), nio degenerado, entdo
Fo Tim =2 10 [Apae(—w1)] 214
- N1~I>noo 6 N | Amaz\—W1)], ( : )

onde estamos assumindo que é possivel tomar o limite termodinamico antes do limite do
niumero de Trotter, veja [19]. A principio poderiamos encontrar os maiores auto-valores
associados as matrizes T e T para obter a funcio de particio em (2.11). Entretanto para
numeros de Trotter cada vez maiores, os auto-valores destas matrizes se tornam cada
vez mais degenerados, impossibilitando escrever uma expressao que dependa apenas do

maior auto-valor como em (2.14). Por diagonalizagao direta é possivel mostrar que o
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I

I

I

I

I

I
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I

I

I

I

I

I

I

I

| .

‘ —T + 1w

iw1
A —7T +iw= Lag(—7 +iwy,iw;) A T + iwy zﬁgA(iwl,T—l—iwl)

Q Q

Figura 2.1: Modelo de vértices, linhas alternadas; e Matriz de Transferéncia Quantica.

maior auto-valor da QTM nao é degenerado para valores finitos do niimero de Trotter.
Assumimos que esta afirmacao continue valida para N — oo.
A definicdo da QTM em (2.12) nao é arbitraria, pois desejamos uma matriz de trans-

feréncia integravel. De fato, da Yang-Baxter temos
Roq(iz, i) T3 ™ () TS (y) = TS™ ()T (2) Rgo (i, iy), (2.15)

logo
[tQTM(a:), tQTM(y)} =0. (2.16)

Podemos incluir intera¢do com campo magnético externo (no eixo z) com ligeira modi-
ficacao da matriz de transferéncia quantica. Tal interacao contribui na matriz densidade

com 5" = M1 S Multiplicando a equagao (2.10) por esta contribuigao e tomando
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o traco, temos
. _ N ,

Znp =Tr [eﬁhzlesf [T(=7)T(—7)] 2] =Tr [e’m{ eo(%)} , (2.17)
onde H' inclui a interacdo com campo externo e o ultimo trago é tomado sobre estados
do espaco quantico Hle Vi com V; ~ C%. Lembrando que as matrizes de transferéncia
linha-a-linha podem ser escritas como traco no espaco auxiliar das respectivas matrizes

de monodromia, temos

L z — —
Znp = TrTra, ... Try, | 2= 5 Ta, (—=7)Tay(—7) .. .ﬂN_l(—T)ﬂN(—T)] , (2.18)
a operagao Trlry, ...Trs, nada mais é que o trago total, que pode ser trocado por
TrTry ... Try onde Tr; denota o trago sobre o espago quantico associado ao sitio j da
cadeia e Tr é o traco sobre estados dos espacos auxiliares Hfil A; com A; ~ C?. Ainda

rearranjando as matrizes £’s do produto de matrizes de monodromia, podemos mostrar

que
Iy = TrTry ... Trp [e_BhSiTLQTM(—wl)e_ﬁhsiflTﬁTlM(—wl) .. .e_ﬁthTlQTM(—wl)
(2.19)
— T (i9"M (=) ", (2.20)
sendo a nova matriz de transferéncia quantica 197 (x) dada por
N/2
t9TM () = Trg |52 H L pzi-1g(—T + iwy, —ix),Cg‘AQi(—ix, T+iw) | = TrQTQQTM(x),

i=1

(2.21)

daqui em diante iremos fazer um abuso de linguagem e nos referir as matrizes {97 (x)
e ngM(x) simplesmente como t%TM () e TgTM(x) respectivamente. Com esta nova

defini¢ao, a equagao (2.15) permanece valida, o que é uma consequéncia de
[Rog(M\, 1), Sg + Sg| =0, (2.22)

de modo que a integrabilidade nao é destruida.

2.1.2 Matriz de Transferéncia Quantica: Caso Heterogéneo

O caso mais geral onde temos M parametros de heterogeneidade na matriz de trans-

feréncia (1.48) segue de forma anéloga. Podemos escrever a seguinte expansao

[T70 i) =[50 = | [T 7:0)

e,\MH(ov)JrO(A?) _ eiMPJr/\M’H(J})JrO()\Q)’ (2_23)
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P

sendo e™” o operador de translacao ciclica de M sitios. Para eliminar o termo exp O(A?),

definimos a matriz transferéncia T'(\) dada por

T [
T =Tra | ] [T] Lotimnysrnliwnrsnr, =N |, (2.24)
i=1 | k=1

e seja TJ()\) =T(\— iw;), devido a relacao de unitariedade podemos mostrar que

M
Ti(0)=1;'0) = [[7;(0) =7, (2.25)
j=1
H(W) = H(W), (2.26)
sendo .
— 1 dln _
5) = — ST T
j=1 A=0
logo
M M
[Tz ] [T | = err@rons, (2.27)
j=1 =1
Podemos eliminar os termos exp(O(A\?)) fazendo A = —% = —7 e elevando a 3
M M B
— — 1 -
HTJ‘(—T) HT](—T) ] = ¢ PHEOFOR) o FHE  quando N — oco. (2.28)
j=1 j=1

A quantidade

Zyp = Tr HT]-(—T)H@(—T) : (2.29)

pode ser vista como a funcao de particao de um modelo de vértices de M L linhas e M N
colunas. Veja a Figura 2.2 com M = 3. Desta forma definimos a matriz de transferéncia
quantica por

N

2
t9TM (1) = Trg |50 H
i=1

M
H £M(2i72)+j7Q(_7— + iw]‘, —193')]

Jj=1

M
HﬁaM@Fl)ﬂ(—im,T +iwj) | |,
j=1

(2.30)
onde ja incluimos o campo externo e t4 denota a transposicao parcial no espaco horizontal
no qual o operador £ atua nao trivialmente. A partir de (2.30) podemos obter a fungao

de particao

4y = &i_r}nooTr

H(tQTM(—wj))L] , (2.31)

Jj=1
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iCU3 iCUQ iwl iu}g iWQ iwl iW3 i(.UQ iwl iW3 ia)g iwl

Fyod
MN T f T+ iwg
| |
| |
T f T+ i(.UQ
| |
| | .
T f T+ 1wy
| |
| |
f f -7 + iw;g
| |
| |
f f —7 + iWQ
| |
| |
f f —T7 + iwl
| |
_ [ [
Tg(—T) f f T+ iCU3
| |
_ I |
Tg(—T) \ 1 T+ iwy
| |
_ [ [
Tl(_T) f f T + iwl
| |
| |
T3(—7') T f —T + iws
| |
| |
TQ(—T) t t —T —|— iWQ
| |
| |
Tl(_T) 1 T —T + 1wy
L —J
QTM(__,
o, M () g, ML
A —7 4+ iwp= Lag(—7 +iwy, iw;) A T+iw, = Eg‘A(iwj, T + iwg)
Q Q

Figura 2.2: Modelo de vértices linhas alternadas M = 3; e Matriz de Transferéncia

Quantica.
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de modo que podemos escrever a energia livre apenas em termos do maior auto-valor

AQTM( )

max

1 1
5 Jm 5 Zl AZTH (). (2.33)

2.2 Propriedades de Analiticidade e Equacoes Integrais

Nao Lineares

Na se¢ao anterior mostramos que a energia-livre associada a um dado modelo quantico
integravel pode ser obtida a partir do maior auto-valor da matriz de transferéncia quantica.
Para continuar seguindo nesta direcao, devemos ser capazes de calcular o maior auto-valor
da QTM no limite N — oo. Iniciamos formulando o ansatz de Bethe para a QTM dada
em (2.30) e coletamos algumas informagoes para valores de N finito.

Notando a alternancia de operadores Ljg e EQJ em (2.30), temos que um possivel

estado de referéncia serd dado por

M1 1o

, 2.34
il Jfafl ] e
J= M(2i—2)+j J= M(2i—1)+j

desta forma o ansatz de Bethe fornece

W) =

i vz
I z

t9TM ()| W (2)) = (Oz(a:)H%(m:k,lx )+ 0(x H% iz, ixy ) U (7)), (2.35)

=1
sendo ¢(x,y) := Z((:;;’)) = Z((i:zg, T = (x1,...,2,) e 0s ;’s devem ser escolhidos tais que
Y a) = ﬁ Uliggiz) o (izs i), k=1,....m, (2.36)
0 L1y P
J#k
7j=1
com
N
5 M 2
alr) =ez [H a(—7 + iwj, —iz)b(—iz, +7 + iw;) | (2.37)
=1
M 7
—Bb
§(x) =e2 [H b(—7 + iwj, —iz)a(—iz, +7 + iw;) (2.38)
j=1
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N Auto-valor QTM Raizes de Bethe
2(n=1) 6 1 =0
1(n=2) | &(89+32VD3) | mip=%1\/1(~5+2V13)
6 (n=3) 4.92772 21 =0, 295 = +0.254405

Tabela 2.1: Diagonalizacao direta e ansatz de Bethe: Estrutura de zeros associada ao

maior auto-valor. M =1, =1, H=0.

Usando a parametrizagao (1.29), temos o auto-valor

o O-(r) QEti) o O(x) Q@—i

QTM (1) = e
A () C_(z+i) Q@) - 4(z—0) Q)

' '

) Az (@)
e as equacoes de Bethe

eﬁ‘] (I)*(xiv)q)Jr(xk - 1) _ _Q(iEk — 1)
O (g +1) Py (22) Qzy +1)’ (2.40)

onde definimos as funcoes

2 n

o Q) =] ). (2.41)

J=1

M
[[z+w +ir

Jj=1

(I):t(l’) =

Dentre todos estados de Bethe, queremos aquele que nos leva ao maior auto-valor. Isto
implica em uma estrutura especifica para a distribuicao das raizes no plano complexo. Na
Tabela 2.1 calculamos o maior auto-valor da QTM com M =1 e z = 0 via diagonalizacao
direta e encontramos a respectiva solucao de Bethe. Adotamos arbitrariamente w; = 0,
h=0e 3 = 1. Se usassemos outro valor de wy real, as raizes de Bethe seriam transladadas
horizontalmente de —w; mas o auto-valor A9T(—w,;) seria 0 mesmo. Como podemos
ver, para M = 1 as raizes de Bethe se encontram sobre o eixo real e estao distribuidas
simetricamente em torno da origem. Além disso o setor é n = %

Passemos agora para situacao em que M = 2, Tabela 2.2. Novamente adotamos
wy = 0, visto que podemos mostrar uma equivaléncia entre (AYTM (—w;), A9TM (—w,)) e
(AQTM(0), A9TM(—0)) com 6 = wy — w;. Para isto as raizes de Bethe devem ser devida-
mente transladadas. Os valores de h e S foram mantidos os mesmos.

A primeira diferenca que notamos em relagao ao caso anterior é que o setor do maior
auto-valor deixa de ser n = % e passa a ser n = N. Logo propomos que, para M arbitrario,
o setor serd n = @ Quanto a distribuicao das raizes de Bethe, elas continuam sendo real

mas passam a ter um novo centro de simetria: —g. Como serd mostrado mais adiante, uma
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N Auto-valor QTM Raizes de Bethe
2(n=2)0=0 26 x19 = £0.288675
2(n=2)0=0.27 21.0569 z12 = —0.135 £ 0.309521
2(n=2)0=1.27 26.6955 x12 = —0.635 £ 0.657006
4(n=4)0= 19.0165 r19 = £0.00926253 234 = £0.424422
4(n=4)0=0.27 16.5784 212 = —0.135+£0.113948 z3,4 = —0.135 £ 0.45533
4(n=4)0=1.27 6.86075 212 = —0.635 £ 0.445562 x34 = —0.635 £ 0.859361

Tabela 2.2: Diagonalizacao direta e ansatz de Bethe: Estrutura de zeros associada ao

maior auto-valor. M =2, =1, hH=0.

N Auto-valor QTM Raizes de Bethe
2(n=3)60=06,=0 119.648 r1 =0 293 = +0.288675
2(n=3)0=06,=1.27 35.1029 x1 = —0.2607, 29 = 0.2961, 23 = —1.3054
2(n=23)60; =027 0, =127 28.6765 x1 = —0.4042, 25 = 0.1837, 23 = —1.3194
2(n=3) 60, =1270,=127 10.9065 x1 = —1.0093, x5 = 0.0354, 3 = —1.5661

Tabela 2.3: Diagonalizacao direta e ansatz de Bethe: Estrutura de zeros associada ao
maior auto-valor. M =3, =1, H=0.

visao mais adequada deste novo padrao é que as raizes se distribuem, aproximadamente,
em torno de dois centros de simetria: um em 0 e outro em —6.

Vamos analisar agora o caso M = 3; mantivemos os mesmos valores de h e 3, e
estudamos em termos de 61 = wy — wy e B = w3 — wy, Tabela 2.3. Como podemos ver, o
setor do maior auto-valor é dado por n = @ comprovando nossa hipotese anterior. Além
disto, as raizes de Bethe associadas continuam sobre o0 eixo real e se deformam em relagao
ao caso M =1 criando, aproximandamente, M centros de distribuicao. Assumindo este
padrao, podemos proceder com a solucao das equacoes de Bethe sem comparar com a
diagonalizacao direta da QTM. Veja as Figuras 2.3, 2.4 e 2.5.

Além disto, nos observamos os efeitos devido a alteracao de S e h. Quanto menor o
valor de 3, a distribui¢ao tende a se concentrar mais em torno da origem; Figura 2.6. A
presenca do campo deforma o padrao de raizes, retirando-as do eixo real; Figura 2.7. Um
fato que serd usado mais adiante é que mesmo com campos tao fortes quanto h = 5, a
parte imaginaria das raizes de Bethe nao passa de 0.5.

J& que precisamos do maior auto-valor no limite N — oo para obter a energia livre, o
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Figura 2.3: Raizes de Bethe para o maior auto-valor com N =48, M =1, =0e = 1.
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Figura 2.4: Raizes de Bethe para o maior auto-valor com N =24, M =2, 6, =0.5,h =0
e =1
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Figura 2.5: Raizes de Bethe para o maior auto-valor com N = 16, M = 3, 6; = 0.32,
=077, h=0e f=1.
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Figura 2.6: Raizes de Bethe para o maior auto-valor com N = 48 M =1, =0c¢e
£ =0.25.
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Figura 2.7: Raizes de Bethe para o maior auto-valor com N = 48 M =1, =50c¢
£ =1.
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procedimento mais ingénuo para isto seria resolver as equacoes de Bethe para N arbitrario
de modo a fornecer o auto-valor como fungao de N e tomar N — oo. Este procedimento
¢ impraticavel por conta da natureza nao linear das equacoes de Bethe; desde que nao
dispomos de métodos analiticos para resover tais equacoes, o melhor cendario seria a so-
lucao numérica. Obviamente isto implica em N finito, o que pode fornecer um resultado
insatisfatorio quando comparado com o limite N — oc.

O primeiro resultado no sentido de obter exatamente o maior auto-valor da matriz de
transferéncia, cuja matriz de monodromia associada é composta por uma infinidade de
operadores L’s, se deve a Hulthén[44]|. O que cabe dizer aqui é que a abordagem devido
a Hulthén se deve ao fato de que as raizes de Bethe associadas ao maior auto-valor se
distribuem de modo a formar um continuo. Isto nos permite definir uma densidade de
raizes. O mesmo nao ocorre com a QTM, veja a Figura 2.3.

Como podemos ver, a distribuicao de raizes nao tende a um continuo. Ao invés disto,
a origem se torna um ponto de acumulacao e a distribuicao deve se tornar discreta no
limite N — oo. Tal efeito é agravado quanto menor o valor de 5. Precisamos de um novo
método para obter este limite.

Para contornar estas dificuldades, Kliimper introduziu uma forma eficaz de se calcular
o maior auto-valor da QTM no limite N — oo, que agora discorreremos sobre. O método
baseia-se nas propriedades de analiticidade do auto-valor da QTM.

Se olharmos a expressao (2.39), veremos que o auto-valor é uma fun¢ao racional em z e
contém, possivelmente, polos simples nas raizes de Bethe x;’s. Impondo que o residuo em
torno de xy, seja zero, obtemos exatamente as equagoes de Bethe (2.40). Logo as equagoes
de Bethe sao vinculos que tornam a expressao do auto-valor analitica nos pontos x;’s.

Quando uma fungao é analitica em determinado conjunto aberto do plano complexo,
o teorema de Cauchy afirma que integrais em ciclos homologos entre si serao iguais. Em
particular se um ciclo, definido em um aberto, é homoélogo a zero, entao a integral seréd
zero. Com estas propriedades podemos “transformar” definicoes em equacoes, como seré
exemplificado a seguir.

Defina as func¢oes

o) = S s = e+ 160 ) 2.2
M R
B(z) :=1+b(z) = i(éiil//?) e53¢)+<xq)_+i<é; QLQI(/‘”Q;;({E 2>_Ai(f2;ri/ 2 (2.44)
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onde estamos chamando A(z) = A% (z) e assumindo a estrutura de zeros associada ao
maior auto-valor, isto é, A(z) é o maior auto-valor.

Como nao conhecemos precisamente os zeros de Bethe em Q(x), todas estas fungoes
auxiliares e o auto-valor (2.39) sao fung¢oes desconhecidas. Podemos pensar que temos
seis funcdes incognitas b, b, B, B, Q e A; e cinco equacdes que sio as definicdes (2.42,
2.43, 2.44, 2.45) e a expressao do maior auto-valor (2.39). Se soubéssemos resolver as
equagoes de Bethe, poderfamos encontrar Q(z), completando o conjunto necessario de
equacoes para obter todas funcoes. Como nao sabemos fazer isto, vamos tentar obter
relacoes entre estas fungoes auxiliares, eliminando qualquer dependéncia explicita com Q).
Podemos fazer isto da seguinte forma: Cada uma das fungoes acima definidas esté escrita
na forma de produto; tomando a derivada logaritmica podemos escrevé-las na forma de

1

soma . Nao perdemos nenhuma informacao ao tomar a derivada, pois conhecemos o

limite x — oo de cada uma destas funcoes

lim b(x) =, lim b(x) = e, lim B(r) = 1+, lim B(z) = 1+e ™,
T—00 T—00 T—00 T—r00
(2.46)
e com isto podemos determinar as constantes de integragao se desejarmos obter In b(z) a
. dlnb(z)
partir de —;~=, por exemplo.

Agora as diferentes translac¢oes da funcao Q(z) que aparecem em (2.42, 2.43, 2.44, 2.45)
podem ser colocadas sob uma mesma incégnita, ao tomarmos a transformada de Fourier.
Por conta da transformada de Fourier, as translagoes no espaco real geram funcgoes no
espaco de Fourier(k) multiplicadas por fatores conhecidos. Podemos, de fato, tomar a
transformada de Fourier das fungoes acima, pois nenhuma delas apresenta singularidades
sobre o eixo real. As singularidades da derivada logaritmica de uma funcdo meromorfa
sao os zeros e polos da fungao. Na Figura 2.8 apresentamos os zeros e polos de b(x),

assumindo o padrao de raizes de Bethe associado ao maior auto-valor.

L Aqui a derivada logaritmica ¢ um mnemoénico para a funcdo f/(x)/f(x) que é uma funcio meromorfa
se f(x) é meromorfa. A “derivada logaritmica” tem a mesma propridade funcional do logaritmo, entretanto

nao precisamos trabalhar com singularidades estendidas ou fun¢oes plurivalentes.
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Figura 2.8: Zeros(vermelho) e polos(azul) da fungao b. N =48 M =1, h=0e = 1.
Admitindo que este pradrao prevaleca para N arbitrario, podemos tomar a transformada

de Fourier da derivada logaritmica da funcdo b. O mesmo é valido para a funcdo b.

As singularidades e polos desta fun¢do podem ser obtidas trivialmente da defini¢ao (2.42).
Os zeros de b(z) s@o os zeros das fungoes ®_(x+1/2), ¢, (x—1/2), Q(x+3i/2) e os polos
sao os zeros das fungoes ¢_(z + 3i/2), ¢, (z+1/2), Q(x —i/2). Do mesmo modo é facil
de ver que a fungdo b(x) nio possui zeros ou singularidades sobre o eixo real.

Note que no caso M > 1 as raizes de Bethe deformam apenas horizontalmente, em
vista dos diferentes valores dos w’s. Ainda quando h # 0, o deslocamento vertical nao
chega as ser 1/2 (Figura 2.7) para um grande intervalo de campo. Logo podemos tomar a
transformanda de Fourier da derivada logaritmica de b(x) e b(z) para uma grande faixa
de campo, que inclui o intervalo [0, 5].

Para tomar a transformada de Fourier de - (In(b)), é necessario saber a transformada

de L (In f(z)) sendo f(z) uma fungdo do tipo f(z) = (z — 20)™ e m um inteiro qualquer.

/ T f ) d / Tetom g, (2.47)

oo 2m dx oo 2T X — 2

Desta forma temos

de modo que podemos executar os calculo via teorema dos residuos. Para k < 0 fazemos
um caminho v que fecha o caminho pelo eixo real com uma curva no infinito situada no
semiplano superior, Figura 2.9. A integral na curva que se situa no infinito se anula, logo

—ikz d © —ikx d
/ye% &(lnf(z))dz:/_oo e% — (0 f(2)) da (2.48)

Pelo teorema dos residuos (k < 0)

— (In f(z))dx = , (2.49)

0 o—ikz g ime~*%0  ge z, esta no semiplano superior
27T dX O

—o0 se 2o estd no semiplano inferior

35



Im(z] Im(z]

Re{z]

Relz]

Figura 2.9: Trajetorias para o calculo da transformada de Fourier via teorema dos residuos.
Esquerda k£ < 0. Direita k£ > 0.

para k > 0 fazemos um caminho v que fecha o caminho pelo eixo real com uma curva no
infinito situada o semiplano inferior, de modo que a integral nesta se anula, Figura 2.9.

Pelo teorema dos residuos (k > 0)

> g=ikr 0 se zp estd no semiplano superior
2.
/ 2 dx(nf( 7)) dz , (2.50)

—00 —ime~"#%  ge 2z, estd no semiplano inferior

a partir de agora faremos uso da seguinte notacao

e—0t 27 dzx

. oo efika: d iN M )
f (k) = lim / — In®p(z + ie)dx = —Teﬂ” Zelk%" se k>0, (2.51)
=1

—00

oo —ikx d iN M .
¢ —eFhT Zelkwﬂ', se k <0, (2.52)

o (k) Eli%i T I In®y(z —ie)de = 5 2
R 00 e—ikx
D _ 1 _1 - _ ikx; > .
Q" (k) S BT nQ(x + ie)dx 13216 , se k>0, (2.53)
m ; = eiikm d ikx;
Q™ (k) 61_1)1%1+ o e InQ(x — ie)dx = 1jzle , se k<0,, (2.54)

onde assumimos sempre € > 7, mas tomamos o limite € — 0 apos efetuar as integrais; e

foy= [ s ar (255)

—00
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Figura 2.10: Relacionando transformadas de Fourier de fun¢oes analiticas numa faixa do

plano complexo.

para as demais fun¢oes. Quando tomamos a transformada de Fourier de uma funcao
v 0 i iv
transladada por um valor real xo, podemos relacionar esta transformada com a respectiva

transformada da funcao sem translacao. Temos

[t mde=dte [T (2.56)
5 fl@+w)dr =e 5 f@)ds, .

—00 o0

que pode ser obtida a partir de uma simples mundanca de variavel. A mesma relacao
considerando translacoes complexas nem sempre é vilida. Entretanto, se houver uma
regiao no plano complexo contendo a faixa 0 < Im[z] < Im[zg] com Im[z] > 0(ou contendo
a faixa Im[zp] < Im[z] < 0 se Im[zg] < 0) onde fungdo é analitica e a fungao se anula no

limite lim, 40 f(2 + si) =0 com 0 < s < Im|zp] (ou Im[z] < s < 0). Temos

/ T et 0)de — e / T e, (2.57)

o 2T oo 2T

Isto pode ser facilmente provado ao aplicarmos o teorema de Cauchy no caminho da
Figura 2.10.
Desta forma obtemos
. —eF Q™ (k) + 2™ (k) k<0

b(k) = ] R ) : (2.58)
e SR2QP (k) — (e73M2 — e k/2) P (k) — e 2PN (k) k>0

- e3E20m (k) — (e3k/2 — ok/2) (k) — ek/2d™ (k) k< 0
k) = Qf) ( A ) @1 (k) (k) | (2.59)
—e F2QP(k) + eH2P (k) k>0
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Passemos agora a avaliar os zeros e polos das funcoes B e B. Os zeros de B sio os
zeros das fungdes ¢, (x —i/2), Q(x +1/2), A(x +1/2) e os polos sdao os zeros das fungoes
®, (r+1/2), Q(x —1i/2) adicionado dos polos da func¢ao A(z + i/2). Por conveniéncia,
introduzimos o auto-valor auxiliar A\(z) := ®,(z — 1)®_(x + i)A(z), de modo que as

equagoes (2.44) e (2.45) passam a ser escritas na forma

B Q(z+i/2)N(x +1/2)
B =5 mr 3/2)%. (v +1/2)Q — i/2) (2:60)
B(2) Qz —i/2)Nx —i/2) (2.61)

T D (2 —3i/2)_(z—i/2)Q(x +i/2)’

por conta das equacoes de Bethe, este auto-valor auxiliar A(z) tem a propriedade de ser
uma funcao polinomial e, portanto, inteira. Basta agora estudar os zeros desta funcao.
Para N finito, podemos verificar que os zeros de A(z) possuem parte imaginaria proximo

a £1. Veja a Figura 2.11 onde expressamos 1/|A(z)| ao longo de alguns eixos paralelos

. ) 1 1
ao eixo real. Enquanto nos gréficos de OIS

, 1 . . . .
bem suave, no grafico de TR@Tp] Vemos a presenca de picos estreitos, assinalando proxi-

midade de zeros. De modo geral, assumimos que os zeros da fungao \(x) estao proximos

a funcao se comporta de maneira

aos eixos Im(z] = £1 e as deformagoes devido ao campo magnético sdo tais que estes
zeros se encontram na regiao |Im[z]| > % Desta forma podemos tomar a transformada
de Fourier da derivada logaritmica das funcoes B e B e ainda relacionar facilmente as
transformadas da derivada logaritmica de A(z£i/2) e A(z). Note que esta propriedade de
relacionar transformadas do auto-valor A\(x) é consequéncia direta das equagoes de Bethe
e da estrutura de zeros assumida, qual seja a estrutura associada ao maior auto-valor.

Temos

A —ek2Om (k) + e F2 )\ (k k<0
(k) = Q (k) A (k) A ) . (2.62)
eFR2QP(k) + eF2A(k) — e 7RO (k) — e F2ON (k) k>0

. F120m () 4+ eF2\(K) — e3F/20m () — ek/2d™m (k) k<0
Bk) Q (A) (A) T (k) (k) | (2.63)
—e7F2QP(K) 4 e*/2 (k) k>0

Podemos usar as duas tdltimas equacoes para resolver para P, Q™ e X\ de modo que
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Figura 2.11: Grafico de m, a=0, %, lcom N=24 M =1, h=0e S =1. Os picos

assinalam a existéncia de zeros do maior auto-valor com parte imaginaria proxima a 1.
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obtemos

N 1 ~ ~ ~ A
Q") = = ((I)T(k) + &Rk — 2B (k) +e*k/2%(k)) k<0, (2.64)
N 1 ~ ~ ~ -
k) = 1 <e_k<1>’1(k:) + 37 (k) + 2B (k) — e"“/Q%(k:)> k>0,  (2.65)
Hm ek:AP A
5\ k) — = (kl)i_e_’;{)Jr(k) + QCoslh(g) <%<k) + SB) k<0
() = § dn.0 e 0 | (266)

(%(k)+%) k>0

1+ek 2 cosh(

k
2
Substituindo (2.64) e (2.65) em (2.58) e (2.59), obtemos uma relacdo que vincula as

fungoes b’s com as ‘B’s,

. N sinh(k7 ot 1 . ek .
b(k) = -1——F—=% (k7) Z thwj 4 B(k) — T e‘k‘iB(k), Vk (2.67)

&b

b(k) = —iﬁm D et - ii%(/c) 2 (k) Vk. (2.68)

1 + elkl 1+ elkl
Diferentemente das equagoes (2.42, 2.43, 2.44, 2.45), que sao apenas defini¢oes, as equa-
¢oes (2.67) e (2.68) ndo sdo triviais. A nao trivialidade destas equagbes se deve ao fato de
que assumimos as propriedades de analiticidade acima citadas, como estrutura de zeros
associado ao maior auto-valor e a analiticidade da fungao A(x). Desta forma codificamos
a informacao devida as equagoes de Bethe.

Tomando o limite N — oo, vemos que

N sinh(kT) al i B ik M ik,
J— 1 (/JJ N 2.
2 cosh(k/2) Ze 2 cosh(k‘/g) M quando N — oo, (2.69)
7j=1
de modo que nao temos nenhuma divergéncia. O sistema de equacoes fica
~ . /B lk M elkwj 1 R e_k N
bik) = 2 cosh(k/2) = M T 1+ e|k|%<k) T+ e|’f|%(k)’ (2.70)
~ /B ik M eikwj ek R 1 N
M=-3 - k) + —— B(k). 2.71
b(k) 2 cosh(k/2) ‘= M 1—|—e|k|%( )+ 1—|—e|k|%( ) (2.71)

Tomando a transformada inversa, obtemos

d ik d -
—1 eiflotwy) 2 = — [F %1 — Fxl1 '
= nb(x MZ/ 5 cosh(k/Q)dk+dx[ * In B (z) *InB(z +1i)]

(2.72)
d Moo 8 ik d
Rl - ) I Y | Iy S O | )+ FxIn®
o nb(x MZ:/ 5 cosh(k/2)dk+dx[ *InB(z — i) + F «InB(z)],
(2.73)
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onde f x g(x) denota a convolugao

[ Z F()g(z — )ds, (2.74)
e sendo F(z) o “kernel” dado por
F(z) = /oo ei’”;dk, (2.75)
T
ainda
~ : o0 ikz _
/_;’“%ﬁ%dk——%%/_m cosli(—k/Q)dx_ %Wﬁ(;), (2.76)

Desta forma podemos integrar as equagoes (2.72) e (2.73) para obter

™

1 & _ _
Inb(z) = —f-- ; R w T ) + F«lnB(z)— F«nBz+i)+Cy, (2.77)

™

_ 1 U , _
Inb(z) = —BM; S Y —Fs«lnB(z—i)+ FxnB(x)+Cy, (2.78)

as constantes podem ser determinadas avaliando o comportamento das funcoes auxiliares

no limite x — oo. O limite das convolug¢oes pode ser calculado da seguinte forma

lim FxIn®B(z) = lim QL/ F(s)InB(zx—s)ds = ! F(s)ds lim InB(z), (2.79)

T—r00 T—00 2T ) _ o - % PN T—00
mas . .
- — —iks —
o | F(s)ds o ) e " F(s)ds quando k=0, (2.80)
assim . .
e analogamente para as outras convolu¢oes. Podemos verificar facilmente que C; = —Cy =
%. Sendo assim temos
1 & T I51)]
1 =—B— Fxl — FxIn% )+ — 2.82
nb(x) ﬁszlcosh(w(x—l—wj))—i_ * In B (z) *InB(x+1) + 5 (2.82)
1 U s 5h
Inb(z) = —f— — Fx1 — i)+ F xInB - — .
nb(z) BMECOSW(H%» #In Bz —i) + FxlnB(z) -, (2:83)
B(r) =14 b(z), (2.84)
B(z) =1+ b(z), (2.85)
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um sistema de equacgoes integrais nao lineares do tipo convolugao. Este conjunto de
equacoes formam um sistema fechado que pode ser resolvido numericamente. Além disto,
podemos expressar o auto-valor em termos destas funcoes. Tomando a transformada de

Fourier na definicao do auto-valor auxiliar, temos

A(k) = e*d™(k) + A(k) se k<0, (2.86)
Ak) = e (k) + A(k)  se k>0, (2.87)

utilizando a equacdo (2.66), obtemos
“ inh (% : 1 o
Agk) = iy Snblr) Soeke o (B(k) + B(K), VK (2.88)
j=1

e ap6s tomar o limite no nimero de Trotter, tomar a transformada inversa, e obter a

constante de integracao, ficamos com
InA(z) = Br(z) + (K * InBB) (z), (2.89)

sendo r(z) = MZ] e S ke K(z) =

ol Logo a energia-livre (2.33) fica

cosh(ﬂx)
M
= Z (K * InBB) (—w;), (2.90)

sendo eg a energia do estado fundamental com h = 0 dada por

ikw;
en — o Z_y le !
0 1 + e|k’|

Devemos dizer que estas equacoes integrais para a descricao das propriedades termo-

dk. (2.91)

dinamicas foram obtidas mediante a definicao apropriada das funcoes auxiliares. Nao

existe, até os dias atuais, regra para a definicao destas funcgoes.
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Capitulo 3

Matriz de Transferéncia Quantica

Spin-s

Neste capitulo estendemos o método da matriz de transferéncia quantica a modelos de
spin-s integraveis, derivados do operador £(%) da secdo 1.2. Para tal finalidade, mostramos
na secao 3.1.1 que o processo de fusao dos operadores £’s implicam em uma hierarquia de
fusdao para as correspondentes matrizes de transferéncial45]|. Esta hierarquia nos permite
expressar o auto valor de ¢ (), a QTM de interesse, em termos do auto-valor da QTM
elementar ¢(:2) (x), para a qual aplicamos o ansatz de Bethe diretamente. Posteriormente,
na secao 3.1.2, introduzimos as relagoes funcionais dos sistemas 7" e Y, que serao de
grande importancia para a definicao das funcoes auxiliares e para estabelecer relacoes
entre estas|25]. Na se¢@o 3.2 apresentamos a contribuicdo original do nosso trabalho, que
se refere & obtencao de equagoes integrais nao-lineares para descrever a termodinamica de
modelos integraveis de spin-s, similares ao modelo de Heisenberg, e com a generalizacao
devida a introdugao de M parametros de heterogeneidade na correspondente matriz de
transferéncia linha-a-linha|36]. Isto s6 pode ser realizado mediante o estudo prévio das

propriedades de analiticidade das funcoes auxiliares relevantes.

3.1 Hierarquia de Fusao para Matriz de Transferéncia
Quantica

Para todos efeitos, a decomposicao de Trotter-Suzuki é essencialmente a mesma do

caso spin-3, exceto pelo fato da matriz £ atuar no espago de dimensdo (2s+1) ® (2s+1),
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matriz esta que denotamos por £*%. A matriz de transferéncia quantica sera dada por

M

H (s2) M(2i-1)+ A(—ix,7+iwj)

=1

N
9 (x) = Trg e’BhSQH HE(SSQZ 9 4j.0(—T +iws, —iz ]
=1 [j=1

(3.1)
onde S¢ ¢ a componente z do operador de spin s, e as matrizes ﬁfjf) sao obtidas a partir do
processo de fusao, tal como explicado na secao 1.2. Esta matriz de transferéncia quantica
obviamente nao obedece a rela¢ao fundamental (1.10) com Rgp(A, 1) = L 2 2)()\ ). Basta
notar a diferenca entre as dimensoes dos espacos envolvidos. Logo a formulacao do ansatz
de Bethe apresentada no Apéndice A nao pode ser aplicada. Podemos evitar uma nova
formulagao do ansatz de Bethe notando que a relacdo de fusao das matrizes £’s implica
em uma hierarquia de fusido entre as matrizes de transferéncia t*7)(z), onde estaremos
interessados em j = 1 1, g, ..., S. Isto nos permitira escrever o auto-valor da matriz (3.1)

em termos do auto—valor mais elementar a ser obtido de:

M
(52) . (3s A .
45, )() Tro |52 || ||£ oo —T Fiws, —iz ][HEQ,MQz Ny (Ciz, T+ iwy)
=1 =

(3.2)
sendo que S§ denota a componente 2 do operador de spin % Além disso, a hierarquia
de fusao entre matrizes de transferéncia implica em relagoes funcionais conhecidas como
sistema T e sistema Y. Estas relacoes estao intimamente ligadas a escolha de funcoes au-
xiliares na obtencao das equacoes integrais nao lineares relevantes para a termodinamica.

Iniciemos, entao, estabelecendo a hierarquia de fusao para matrizes de transferéncia.

3.1.1 Hierarquia de Fusao

Por hora vamos olhar o caso M =1 e considere o seguinte produto entre matrizes de

mondromia;:

t
1SA

i z Sl . . . . . .
: eBhSQLti)(—T +iwy iz —j)L2, (=T —iw —ir —j)...

o+ )T (e~ 5) =

I

7;(

s)tA

sl
£§Vi)1,q( T+ iwy + iz — j)E(

(— T—iwl—ix—j)]

1

1
> =

t
)ﬁ(js) Ner —iwy — iz + 5

leﬁbsgﬁﬁ (=7 +iw; +iz +

: t 1
ES\S,]_)Lq( T+ iwy + iz + )ﬁ(js) A( T —lw —ir 5) , (3.3)
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onde o operador S; denota a componente z do operador de spin—% e S; a componente 2
do operador de spin j. Tomando o traco no espago qg, obtemos

. i 2 1 o . o1
t(s’%)(:c+ij)t(s’])(x—%) = Try eﬁb(sﬁs@z)ﬁf;)(—T+iw1+ix—j)£§é)(—T+1w1+1x—|—§) .

1)t : : . js)t . . 1
L) (—r —iwy — iz = NEIY (—r — i —iz+ 3)|. (34)

Ao tomar o traco no espaco ¢¢q podemos escolher uma base particular que possui spin
total e componente z do spin total definido. Podemos usar a base de Clebsch-Gordan
na decomposicao % Rj=7J— % SJ+ % Um vetor particular de 7 & % na decomposi¢ao
anterior pode ser escrito como

1 1 (L)) o1
FE= §,m) = 4 2B Chatymis  m=1,...2(j 5) + 1. (3.5)

sendo e uma matriz coluna cuja tnica entrada nao nula situa na k-ésima linha. Logo o
trago anterior pode ser escrito como

z gL Loyt Sl . . . s7 . . ]-
154 gQB,gg]) Lg,;)(—T+1w1+1x—3)£§,§)(—T+lw1+m?+—

t(s’%)(erij)t(s’j)(:c—%) = Trg >

1s ta . . . is t . . i+ 1 Ly
/jéfN) (=7 —iwy — iz — j)Eéj’]\; =7 —iwy — iz 4 2) JQJFQB,EC[?])

5 +

2 -1 (1t (sl . . N (5] . . 1
Trg |7 4 B2 L0 (7 i +iw — )LD (=7 + iy + i+ 5)
1g)ta . . . is)t . . 1, -1 (s
ﬁ;fN) (—7 —iwy — iz — j)ﬁgf\; A(—T —lwy — 1T + 5) ]Q QB;(%]) , (3.6)

usando as propriedades listadas na secao 1.2, podemos mostrar que o traco no espaco
Qé t(s’”%)(:ﬁ), por definicdo do nosso processo de fusdo. Por outro lado o traco em Q
nao é exatamente t(s’j_%)(x), pois em 1.2 n6s nao consideramos o efeito da fusao para a
representacao de spin menor, onde toma-se a representacao no espaco de spin j — % de qq
no produto £,(:q%)()\ - j)E,(jé)()\ + 3). Temos

ol

6D (24t (2—1/2) = t6I+2) (2)+ Trg {g B!

(3.7)
e desejamos obter o traco no espaco Q. Note que a equacdo (3.7) vale para matrizes de
transferéncia quantica para qualquer valor de M, apesar de termos iniciado a argumen-

tacao inicial com M = 1. Vamos olhar o caso j = % Denotando

, (3.8)




T4y @ - 1/2) 4BEY | =
q

Q"qq
ATA- A*B- BYA- BtB- 0
— — — — 1
[O 11 O] AtC- AtD- BTC~- BT™D 7
vZooV2 CtA= C*B~ DYA~ D'B | |-
ctC- Ct*D- DY*C~ DVtD- 0
—%[D+A—B+C+A+D—C+B}, (3.9)

sendo A* = A(x £i/2) e etc. A expressao acima pode ser simplificada ainda mais se

considerarmos as relacoes algébricas devido a relacao fundamental na seguinte forma

To(x +1/2)Tg(x — 1/2) Reg(1) = Rqq(1)Tg(z —i/2)Tq(x +1/2), (3.10)

SN

1
lembrando que R,4(1) = E((J 2)(1) quq, encontramos as seguintes relagoes

AYA-=A"A*  B'B- =B BY, CtC =C"C', DD =D D',

A+ — par = BTA ; A5
Ao —ora- = A ; AT,
pip _pip BT EDBY
p-ct = c-p+ = DT _z o)
DYA~+C*B~ =AD" +C B = B C*+ D A* = BYC~ + A*D~. (3.11)

A qltima linha das relagdes (3.11) nos mostra que

t\.’)\»—t
SN

(11yt (1 1
Trg | $By* T2 (@ + /97,7 (e - 1/2) 4B > | = D*A- - B*C-, (312
esperamos que tal operador esteja relacionado com a matriz t(s’o)(:z:) = Id. Com efeito,

temos para todo estado de Bethe
(D*A* — B*C*) |W,,) =0(x +i/2)a(zr —1/2)|V,,) = x(x)|V,). (3.13)

Logo DTA™ — BTC~ = x(x)Id. Esta quantidade é chamada de determinante quantico.
Da expressao explicita das matrizes E(%s)()\), podemos obter facilmente o determinante

quantico

_ﬁ|:(ZC+W]‘_iT—iS)(I+Wj+iT+iS) N2 (z—1is)®y (z +is)
B )

= . 14
(x + wj — it +1s)(z + w; +i7 — is) _(z+15)P4 (z —is) (3:.14)

j=1
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Desta forma, temos
1D (2) = 2 (2 4+ 1/2)t2) (2 — 1/2) — x(2)tD (z — ). (3.15)

Para o caso j = 1, em (3.7) obtemos

% % ) ( 1) M1 M
Trg | 1B TP+ 0T @ — /2) LB ]zl ] (3.16)
21 122
sendo
1
=g (2DTTA’A™ —2BT'CP AT — 20" A°BT + A'DPAT + ATICOBY)
1
T2 = 5 (2AY'D°D~' =20t DB~ = 2B'C'D™' + D'D°A™! + C7'C°BY)
1
=3 (2A7'D°B~' —2Cc*"'B°B~!' + 2D'A°B' — B'C'B™' — D7'A'B')
1
o=y (2DTTAC —2BTCOCT +2A4'D°CT - C'BCT — ATIDCY), (3.17)

onde denotamos A" = A(x + ir), B" = B(z +ir) e etc. Com uso das relages (3.11)
podemos mostrar que 111 = x(z +1/2)A7Y, no = x(x +i/2)B7Y, ny = x(z +1/2)C7 1,
o2 = Xx(z +1/2)D~!. Sendo assim, obtemos

3

2 (z) =t (2 + D)D) (2 — 1/2) — x(x + i/2)t2) (2 — ). (3.18)
Mais geralmente teremos|45]
£33 () = 152 (g + i)t (2 — 1/2) — (2 +1j — i/2)t D) (z — 1), (3.19)

que é a desejada hierarquia de fusao.

3.1.2 Sistema 7 e Sistema Y

A hierarquia de fusao deduzida na secao anterior é uma relacao mista que envolve
um termo quadrético em t e dois lineares. Com o objetivo de definir fungoes auxiliares
apropriadas, iremos introduzir o sistema 7" e logo em seguida o sistema Y. Diferentemente
de (3.19) estes sistemas envolve apenas termos quadraticos, sendo o sistema 7" um passo
intermediario para encontrar o sistema Y. Particularmente o sistema Y sera utilizado
diretamente na definicao das fungoes auxiliares.

Por simplicidade, vamos omitir o indice s em (3.19). Iniciemos com a seguinte proposi¢ao[45]

) (2 +1/2)t9) (z — 1/2) = t0-2) (2)t0+2) (2) + I x(z—miid, (3.20)



que, por (3.19), é obviamente verdadeira quando j = %, pois t©(z) = Id. Suponhamos
que ela seja valida para j = k — %, provemos que ela tabém serd valida para j = k.

Escrevendo (3.19) na forma
13 (z + k)™ (& — i/2) = 92 (2) 4 y(z + ik — i/2)t* 2 (z — 1), (3.21)
multiplicamos esta equagao por t(k_%)(x):

(19 + 30 D(@)) €9 w—i/2) = 10D (@) @) x(aiCh-1/2) (19D @ — i)
(3.22)

no parénteses do lado esquerdo utilizamos (3.19) com j = k — % e no parénteses do lado

direito utilizamos a validade de (3.20) para j = k — 3. Apos algumas simplifica¢des
obtemos
-
10 (2 +1/2)t®) (2 — 1/2) = ¢ 2) (2)t¢+2) (2) + II x(z—mid, (3.23)
m:—k-i—%

que nada mais é que a relagao (3.20) para j = k. Por indugdo, a proposicao (3.20) é valida
para todo j pertencente a Z*/2 e pode ser estendida a Z/2 se assumirmos t(_%)(x) = 0.
A relagao (3.20) é o chamado sistema 7" e, como dito anteriormente, possui apenas termos
quadraticos em t.

Agora defina

() — () — ()
yY () 700 : YY(z) :=1d + yVY'(x), (3.24)
sendo f(x) = Hirj—]url X(x —mi). Temos

t0=2) (z — 1/2)tV~2) (z + 1/2)tU+2) (2 — i/2)t0+2) (z + i/2)
filz —1/2) fj(x +1/2) ’
fj—%(m)fj—}—%(x) n t(j_l)(x)t(j)($)] [Id n t(j)(x>t(j+1)<x>] ,

Y (@ —1/2)yV(z +1/2) =

 filr +1/2) fi(z —1/2) fi—y () fiv1(x)
(3.25)
onde fizemos uso do sistema T'. Logo[45|
yD(x —1/2)y9) (z +1/2) = YU~ 2) (2)Y U2 (2), (3.26)
que é o chamado sistema Y. Note que por conta do sistema 7', temos
y0) () = tD(z +1/2)t(x —1/2) (3.27)

fi(x)
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3.2 Propriedades de Analiticidade e Equacoes Integrais

Nao Lineares

A comutatividade entre as matrizes t(s’j)(:r;) para os diversos valores de j, mas com s
fixo, implica que as relagoes funcionais da hierarquia de fusao, do sistema 7" e do sistema
Y podem ser traduzidas para os auto-valores dos operadores envolvidos. Em particular
o ansatz de Bethe apresentado no Apéndice A permite obter o auto-valor de t(s’%)(x),
que denotaremos A(s’%)(x). A partir deste auto-valor, a hierarquia de fusao nos permite
encontrar A7) (), auto-valor de t*9)(z), cuja expressdo é dada por

2j+1

. } 1
A(J)(I) = Z A1(’;’71,)(‘/17>7 j = 57 AR 87
m=1

A9 (z) = POUHL=m pU) () RU) (1),

m

m—1

PO (z) = H O (x+is—ij +ir —1)

il S _(r—is—1ij +ir
[H ( J )

i SOz —is—i+ir—i)| |1 P (z+is—ij+ir)
R%)(ZL’) Q(]? - 1(] + %))Q(m + 1(] + %)) (3.28)

Q=i+ 3) +ilm = 1)Qz —i(j + 3) +im)’
onde estamos omitindo o indice s por simplicidade e as fun¢oes P4 (x) e Q(x) sdo como

na se¢ao 2.2. Os z;’s em (QQ(x) devem satisfazer as equagoes de Bethe na forma

S(wt 5 —i)Pi(m -5 —is) Qi —i)
Bh 2 2 L
¢ (2 + § +1is) P (2 — § + is) T Qi) (3.29)

As equacdes de Bethe sio condigdes para que cada um dos auto-valores A7) (x) nio pos-
suam singularidades devido as raizes de Bethe, presente nas fungoes Q(x). Comparando
diagonalizacao direta com ansatz de Bethe, podemos inferir que o setor do maior auto-
valor A (x) & n = sMN e as raizes de Bethe associadas serdo 2s-strings com as partes
imaginarias situadas em (s + 1 — 1), com [ =1,...,2s.

Os diferentes valores dos w;’s apenas deformam o padrao horizontalmente. Quanto ao
campo magnético, vale a mesma observacao do caso s = %, de modo que para o intervalo
[0,5] os deslocamentos verticais das raizes de Bethe nao ultrapassam % Os zeros de
A9 (z) possuem parte imaginaria proxima a (s 4+ j — 1), com [ = 0,...,2j — 1. As
singularidades de A(S’j)(az), que nao foram canceladas em funcao das equacoes de Bethe,
podem ser facilmente obtidas das equagdes (3.28). A partir destas podemos ver que
A®9)(z) € analitica numa faixa que contém o conjunto [Im[z]| < 1+ s— j. Logo A (z)
é analitica e nao nula na mesma faixa.

Devemos agora introduzir fungoes auxiliares que nao possuem zeros ou polos sobre o

eixo real e que produzam equacoes na forma de produto. Sendo assim, poderemos tomar a
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transformada de Fourier da derivada logaritmica e usar implicitamente os vinculos devido

as equagoes de Bethe. Com analogia a [25], estas fungoes auxiliares sao dadas por

, (i—3) (G+3) . .
y(J)(x) — A ( )(A) ( )7 y(])(@ — 1+y(3)(1’), j = %, o8 — %7 (3_30)
2s (s)
b(x) = ; ﬁ B(x) =1+ b(x), (3.31)
2s+1 /\(S)(I . )

1 _
b(z) =) T B(z) =1+ b(z), (3.32)
A= 3)

m=2 ‘1 2
como consequéncia das propriedades de analiticidade dos auto-valores, podemos, de fato,
tomar a transformada de Fourier da derivada logaritmica de cada uma destas funcoes.
Em particular cada y")(z) é analitica numa faixa que contém o conjunto [Im[z]| < 1. Ao

invés de trabalhar diretamente com estas equacoes, é preferivel trabalhar com o seguinte

conjunto
y D (z+i/2)yD(z —i/2) = YU (2)YUt2)(z), = % 1,...,s— % (3.33)
, D(r—i (g +3

Y (z) = AP /Z)(/;) (z+ /2), j= %,1,...,5—%, (3.34)
o(z) = % O (r+1/2)Q(x +i(s + 1))AC~2)(2) (3.35)

O_(r+i(25 +1/2))Q(z +is)AL),  (x +1/2)

B A®) (2 41/2)

B e (3:36)
b(z) = ¢ P O (¢ —i/2)Qx —i(s + 1)) AL~ (x) (3.37)

O, (z —i(2s+1/2)Q(z — is) A\ (z — i/2)
B(z) = A —i/2) (3.38)

N (@ —i/2)
enquanto as equagoes (3.33) e (3.34) sao consequéncias naturais dos sistemas 7 e Y,

as equagoes (3.35) e (3.37) sao obtidas observando as seguintes relagoes funcionais das
funcoes R e P em (3.28):

. O_(z+1/2) (s—1) . O, (x—1/2) (s—1)
P 2) = Py ? P (z—i/2) = * 2
w @) = e s+ 172)) (#): Puna(w=1/2) = g5 172 (
6 (g 2 1/9) = QT +1) o) o) — Q@ —i(s + 1)) Hi-3)
Rm (I+1/ ) Q($+IS> Rm (.’L‘), m+1< 1/ ) Q((L’—IS) Rm (.77),
(3.39)
comm = 1,2,...,2s. Um fato notavel é que, por conta do sistema 7', podemos mostrar

que Y (z) = B(x)B(x), de modo que as fungdes auxiliares b’s fornecem o truncamento

exato do sistema Y.

20
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Tomando a transformada de Fourier da derivada logaritmica das fungoes auxiliares,
obtemos um sistema algébrico de equacoes que pode ser resolvido para Q(k), A(j)(k),
g9 (k), b(k) e b(k). Como niio estamos interessados diretamente em Q(k) e A@ (k) para

Jj # s, omitimos estas expressoes. Obtemos

7 (k) 0 Y@ (k)
gDk | =1 o |+KE | vedw) |, (3.40)
b(k) (k) B(k)
b(k) d(k) B (k)
L o) 2s—1 eim|k| i A N
A (k) = mzjom Ze 7| iN sinh(k7) + K (k) (B(k) + B(k)), (3.41)
sendo o “kernel” K (k) uma matriz (25 4+ 1) x (2s + 1) dada por
0 K#E 0 - 0 0 0 0
K(k) 0 K(k) : :
0 K(k) 0 0 0 0
K(k) = : 0 Kk 0 0 , (3.42)
K(k) 0 K(k) K(k)
0 K(k) F(k) —e*F(k)
0 K(k) —e*F(k)  F(k)
com K(k) = m, F(k) = #’%, e d(k) = —iN% (Z;\il eik“’j>. Obser-

vamos que d(k) é o mesmo do caso spin—%. Tomando o limite no nimero de Trotter,

temos
: M ikw . M ikw
A 1 Z e J ﬂlk Z - e j
(k) ~ 2cosh [k:/2] 1m sinh(rk) = M 2 cosh [k/2] (3:43)
27l —mlk| " 271 —mlk| M ikw;
‘ 1+ e|k_| Zl e 1]\}21;0 NSlnh(Tk) = ZO m Zl 7 lk/B (344)
= J= m= j=

Tomando a transformada inversa em (3.40), integrando em z e obtendo as contantes

de integracao via comportamento assintotico r — 0o, segue

Iny@) () 0 InY ) (z)
Inyt—2)(z) | = 0 +Kx| myt-2() |, (3.45)
Inb(z) —pBd(z) + B2 In*B(z)
In b(z) —Bd(z) — B InB(z)



sendo d(z) = ﬁ ijl WH%))
0 K(:E) 0 e 0
K(z) 0 K(z)
0 K(z) 0
K(z)= : 0
0 K(x)
0 0
0 0 0 0
sendo K(f) cosh [TI'(E] e F( ) foooo g?(fs‘{l—z[zgdk.

e a matriz do kernel dada por

Por (2.33) e (3.41) obtemos, finalmente, a energia-livre

f—eo——z (K *InBB) (—w;),

sendo ey a energia do estado fundamental com h = 0 dada por

0o [2s—1 —m|k|
eoz_/_oo Z1+e|k|

02

‘ Z - elkwj

dk.

Y

(3.46)

(3.47)



Capitulo 4

Anisotropia Uniaxial Spin—%

Neste capitulo obtemos equacoes integrais nao lineares para descrever propriedades
termodinamicas de generalizacoes do modelo XXZ por meio da introducao de parametros
de heterogeneidade na matriz de transferéncia linha-a-linha. A secao 4.1 é destinada
ao caso 0 < A < 1, enquanto na secao 4.2 abordamos o caso A > 1. A énfase seréa
dada na diferenca destes casos em relacao ao caso isotropico e, quando nada mencionado,

subentende-se equivaléncia entre os casos.

4.1 0<A=cos(y) <1

Para obter o Hamiltoniano (1.45) é necessario transformar o parametro espectral
A — Asin(y) na matriz £ dada em (1.30). Esta transformagao é coveniente pois recupera
o limite v — 0, (1.44), naturalmente. Tendo isto em mente, vamos definir A= Asin(7)
e @; = wjsin(y). Em funcao desta transformagao, existe uma ligeira modifica¢ao na
decomposicao de Trotter-Suzuki bem como na matriz de transferéncia quantica. A matriz

de transferéncia linha-a-linha fica

() =[50, L) =70 +ia)), (4.1)
T(S\) = TI"A H H ﬁAV(Z‘_l)M_Hﬁ(S\, iCDM+1—k> y (4.2)
i=1 | k=1

onde observa-se que a modificagdo em relagdo ao caso A = 1 se da pela simples troca

A — A e w; — @;. Do mesmo modo podemos obter a matriz £(\). Logo

[H(=r)E(=)]* = e HODHOR), (43)



sendo 7 = +2-. Ainda, como neste caso temos também [Rap(\, p), S3 + S3] = 0, po-
demos incluir a interacao com o campo magnético externo no eixo z. Logo estaremos

interessados em obter a quantidade
Zny = Te [ [(=n)i(-7))? |, (4.4)

no limite do nimero de Trotter IV indo a infinito. A quantidade Zy por sua vez pode
ser vista como uma funcao de particao de um modelo de vértices especifico. Sendo assim,

podemos definir a matriz de transferéncia quantica por

N
T [ M M

t9TM (1) = Trg |50 H [H Lor2i-2)+j,0(—T + 10, —195)] H 53M(2171)+j<_ix’ 7+ o)
i=1 |j=1 Jj=1

(4.5)
assumindo ainda que os limites termodinamico e do niimero de Trotter podem ser efetu-

ados em qualquer ordem, entao a energia-livre serd dada por

M ~
L 1 In Apax (—7r@;)
f=Jim — ; Y (4.6)

sendo 7 = 7sin(7y) e r uma constante que podemos escolher arbitrariamente. A escolha

r= % simplifica a solucao das equacoes de Bethe, bem como o padrao de raizes associado

— ri0) o g = % — o, ) ansatz de Bethe
Y Y Y

a0 maior auto-valor. Definindo 7 =

=2 |2

fornece

AT () = o 00) QtD) | o 0ue) Qe )

—e2 - +e - , 4.7
) Q@) ¢ a1 Q) 47)
M (x) e
e as equagoes de Bethe ficam
eﬂh (I)—(mx)q)-i-(xk — 1) _ _Q(xk - 1) (48)
P (zy +1) Py (1) Qzx +1)’
onde definimos as funcoes
M 2 n
O (x) = Hsinh Y(r +w; £i7)| Qz) = Hsinh y(r — xj). (4.9)

j=1 j=1

O padrao de raizes associado ao maior auto-valor permanece o mesmo do caso A = 1:
as raizes se encontram sobre o eixo real (quando h = 0) formando, aproximadamente, M
centros de simetria. As deformacoes deste padrao advindas da presenca de campo nao

contribuem com deslocamento vertical maior que % Da mesma forma o maior auto-valor
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A(x) possui as mesmas propriedades de analiticidade, sendo analitico e nao nulo em uma
regido que contém a faixa [Im(z]| < 3. Logo temos uma semelhanga formal das fun¢des

auxiliares neste caso em relacao ao caso isotropico:

() = Al(x+i/2) gy P (x+1/2)P 4 (x —1/2)Q(z + 3i/2) (4.10)
o N(z+1/2) 0 O (2+3i/2)P4 (z +i/2)Q(x —i/2) '

(o) = oz —i/2) 4@ (z+1/2)P(z —1/2)Qx — 3i/2) (411)
T Mz —i/2) P (z—1i/2)P,(z —31/2)Q(z +i/2)’ '
B Az +1/2) s & (r —1/2)Q(x +1/2)A(x +1i/2)

Br)=1+b0) = Lo 5m) =i o (z+1/2)Q(x —i/2) (412)
s A( —i/2) » @ (2 +1/2)Q(x —i/2)A(x —i/2)

B(z) :=1+b(z) = N i) = P (/200 +1/2) . (4.13)

Procedendo na obtencao das equagoes integrais, devemos tomar a transformada de Fourier

da derivada logaritmica destas fun¢oes auxiliares. Encontraremos integrais do tipo

o0 o—ikz g ] . ikzg
I = / e Insinh(y(z + 29))do = i———, (4.14)

— o0 2 dx 1—e
sendo vz§ = 2o + imm com m um numero inteiro tal que 0 < Im[yz§] < 7.

Assumindo v < 7, obtemos

b(k) = d(k) + F(k) (ﬁ%(k) - e—’f%(k)) ,

oDP

(k) = d(k) + E(k) (—ek%(k) + %(k)) , (4.15)

e a transformada da derivada logaritmica do auto-valor fica

A(k) = ﬂsmh k) Zel’f% i (2” _ §> + K(k)(B(k) + B(k)). 4.16
2 cosh (£) smh(%) (4.16)

sendo
~ ZM L elkd)j
d(k) = —i—=— N sinh(k7T
() QCosh(k:/Q) sinh(k7),
. sinh (k — g—:)
(k) N km ’
2 cosh ( ) sinh (— — 5)
- 1
Kk)=—. 4.1
(F) 2 cosh(k/2) (4.17)
Tomando o limite no nimero de Trotter, obtemos
iNM ik . 1M ke,
~ 1 e —= el
d(k) = 21 lim N sinh(7k) = —ikgSR) RN (4.18)

~ 2cosh (k/2) N v 2cosh (k/2)’

M ikos

Smw) sinh <Z — %) 3 D €
2cosh () sinh(g—:)

(4.19)

i %eik“' - <Z _ §> lim Nsinh(7k) = ikf
! T
2 cosh (£) smh(%) N—so00

J=1
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Tomando a transformada inversa em (4.15), integrando em x e obtendo as contantes de

integracao via comportamento assintotico x — oo, segue

Inb(z) = A(—d(z) — —=

)+ F* (InB(z) — InB(z +1)), (4.20)

)+ Fx (—InB(z —i) + nB(z)), (4.21)

sendo

d(w)zsm(wii —, (4.22)

F(z) = / h i (Z _ ) e dk. (4.23)

~=o 2cosh (§) sinh (5 — §)

Uma vez resolvido o sistema de equacoes integrais, podemos obter a energia livre por

1
f—eo——ZK* (InBB) (—w;), (4.24)
sendo K(x) = COS}TW e ep a energia do estado fundamental por sitio com h = 0:
: oo | M ke, sinh (— — E)
co = _W/ 3¢ GV (4.25)
7 S| M | 2cosh (%) sinh (%)

4.2 A =cosh(y) > 1

Neste caso definimos A = Asinh(7y) e W; = w;sinh(y) e utilizamos a parametrizagao
(1.31). Em analogia ao caso anterior, a matriz de transferéncia quantica fica

N

M
$9TM (1) = Trg, eBhSQH[HEMQZ Yi.0(— T—I—le,—l')] HL‘Z?MZ 1)ﬂ( ir, 7 +i0;) | |,
=1 [j=1 Jj=1

(4.26)
assumindo ainda que os limites termodinamico e do niimero de Trotter podem ser efetu-

ados em qualquer ordem, entao a energia—livre sera dada por

Mo AmaX w]

f= 1\15%0__ (4.27)
sendor =2, 7=1 Tsm};( ) ew; = %J = wj Sml; O ansatz de Bethe fornece
o @ (r) Qr+i) o Pi(r) Qr—i)
AQTM (g —e? : +e 2 , , 4.28
D) e vy ew s Y
A() e
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com as equacoes de Bethe sendo dadas por

o O_(22)0y(zr —1)  Qex —1)
B (or 1 )0 () Qe ti)’ (4.29)

onde definimos as funcoes

2

Oy (z) = [H siny(z + w; £1i7)

j=1

: Q(z) = Hsin y(r — ;). (4.30)

As raizes de Bethe associadas ao maior auto-valor continuam sobre o eixo real quando
h = 0. O maior auto-valor continua sendo analitico e nao nulo numa regiao do plano
complexo que contém a faixa |Im[z]| < % Entretanto existe uma particularidade notéavel
que distingue este caso dos demais. O maior auto-valor neste caso ¢ uma funcao periddica
de periodo g Além disso, as raizes de Bethe também possuem esta periodicidade, de modo
que obtemos o mesmo auto-valor se transladarmos as raizes de Bethe por um miltiplo

inteiro de Z/—r As funcoes auxiliares mantém a semelhanca formal:

o) = e = e e e (120
WA W
B(z) = 1+ b(z) = % = o q’*“q:(/x 21?1(/2 ;;(Q 2>_Ai(/9”2;r V2 (433)
B(r) = 1 +b(z) = H o ‘I’—@gi(f)ﬁ% )‘Qi(/x 2)+Ai(/”“"2)_ V2 s

e possuem também a periodicidade acima citada. Desta forma, ao invés de prosseguir
tomando a transformada de Fourier, faremos uso da expansao em série de Fourier da
derivada logaritmica. Seja m um niimero inteiro, encontraremos integrais do tipo

» [ d j
=2 /2 <d—ln sin(y(x + zo))) e 2T Ay, (4.35)

T

cujo resultado pode ser obtido trivialmente fazendo a mudanca de varidavel z = 7% ¢
aplicando o teorema dos residuos no circulo com centro na origem do plano complexo e

raio 1. Obtemos

se Im[yzo] <0 se Im[yzo] > 0 (4.36)
2iye?mrzo  m < () 0 m < 0

I=<iy m=0, I=<—iy m=0. (4.37)
0 m > 0 —2iye?™miz0 iy > ()
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Com isto podemos relacionar os coeficientes das séries de Fourier das func¢oes auxiliares

b = dyy + F (%m - e—zm%m) : (4.38)
b —d +F (—eW%m n %m> , (4.39)
sendo
R 1 ZM el2mn@;
dp = —(2i inh(~)gL==1 4.4
m ( lm/Y) S (7)ﬁ cosh(m’y) ? ( 0)
A" 4.41
™ 2cosh(my)’ (441)

onde ja tomamos o limite no nimero de Trotter. O auto-valor, por sua vez, pode ser

obtido a partir das fun¢oes auxiliares por

~ ~ 1 A A
A=8, +—— (iBm zBm) , 4.42
* 2 cosh(m~) * (442)
sendo
Sy = (2im7) sinh (a2t o) ot 4.43
m ( 1m7) Sl (’7)5 COSh(m’)/) ( ’ )
Desta forma as equagodes integrais ficam
Inb(z) = —pd(z) + Bg + F+InB(z) — F*InB(x +1),
Inb(r) = —pd(z) — ﬁg — FxInB(z —i) + F x InB(z), (4.44)
onde A x B denota a convolugao %fi A(—s)B(xz — s)ds e sendo
Z 1612m7w]
d(x) = sinh(y M = 2me 4.4
() = sin Z cosh(m7) e , (4.45)
F - e_‘mw i2myax 4.4
(z) = :ZOO 2cosh(mfy)e ' (4.46)
Uma vez resolvido o sistema (4.44), podemos obter a energia livre por
f—eo——z K *InBB(—w;)), (4.47)
sendo
K o 4.48
(z) = mz_:oo 2 cosh(my)’ (4.48)
e eg ¢ a energia do estado fundamental por sitio com h = 0:
: - € ~Imh i2myw; i
ep = — sinh(7y) mzz cosh(m7) Ze j (4.49)
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Capitulo 5
Diagrama de Fases

Neste capitulo final mostramos alguns resultados obtidos a partir da solu¢ao numérica
das equacoes integrais dos capitulos precedentes. A apresentagao estd longe de ser exaus-
tiva, uma vez que existe uma grande variedade de graficos que podem ser concebidos. O
enfoque serd dado a identificacao de fases quanticas mediante o “esbo¢o” do diagrama de
fases a baixa temperatura, mas nao nula. Para esta finalidade a quantidade a ser exibida
serda a entropia. A se¢do 5.1 compode-se da apresentagao destes diagramas (h x ) para
alguns valores do niimero de parametros de heterogeneidade M, do spin s e de anisotropia

A. Na se¢ao (5.1) segue uma breve conclusao.

5.1 Resultados

As equagoes integrais nao lineares sao resolvidas, usualmente, por iteragao: utilizamos,
por exemplo, as equacdes (3.45) para atualizar as funcoes b(z), b(z) e y¥)(z) e as funcoes
B(z), B(z) e YU (x) sdo atualizadas por meio das definicies B(z) = 1 + b(z) e etc.

Para efetuar a atualizacio das fungoes b(z), b(z) e y'9(z), é necessario calcular con-
volugoes que podem apresentar translacoes complexas. Podemos lidar facilmente com as
translagoes no espaco de Fourier, pois estas sao transformadas em fatores multiplicativos.
Logo as convolugoes sao calculadas com auxilio do teorema da convolugao e utilizando o
algoritmo da Transformada Réapida de Fourier (FFT), tanto para efetuar transformadas
de Fourier (0 < A < 1), como para calcular os coeficientes da expansdo em série de
Fourier (A > 1).

Uma vez obtida a energia livre, poderiamos, a principio, obter as derivadas deste po-
tencial termodinamico por meio de derivadas numéricas. Entretanto este procedimento
implica em um erro que depende da discretizacao do campo e da temperatura, necessi-

tando uma malha de pontos muito refinada para conseguir resultados da mesma precisao
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da energia livre. Podemos evitar a derivagao numérica obtendo equagoes integrais para as
proprias derivadas. Isto é feito derivando as equacoes integrais e obtendo novos vinculos

a partir da definigao B(x) = 1+ b(z). Estes vinculos sao

OoIn A(z) = @aﬂ Ina(z), (93 In A(z) = a(x) | (OqIn a(x))2

A(l‘) A(l‘) A(Z’) —I—aalna(x) , (51)

sendo a(z) = b(z), b(z),yY) (), e @ um parametro que pode ser a temperatura ou campo
externo. Nos restringimos aqui até a derivada de segunda ordem, o que permite calcular
quantidades como entropia, magnetizacao, calor especifico e suscetibilidade magnética.
Podemos notar que as derivadas de ordem inferior das funcoes auxiliares aparecem como
coeficientes conhecidos na obtencao das derivadas de ordem superior. Desta forma pode-
mos obter sequencialmente as derivadas da energia-livre.

Para o caso M =2 e A = 1, consideramos os seguintes valores de spin s = %, 1, %, 2. O
estudo da entropia e da magnetizacao como funcao do campo e do parametro de hetero-
geneidade 6 = w, — wy, a baixa temperatura, nos permite identificar trés fases diferentes,

Figura 5.1. Existe uma fase ferromagnética com excitagoes massivas onde a entropia se

(a) s=1/2 (c) s=3/2

(b) s=1 (d) s=2

Figura 5.1: Entropia S(h,0) para T'=0.03, spin s = 1/2,1,3/2,2 ¢ M = 2.
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anula, e duas outras fases com excitacoes nao massivas: uma comensuravel para peque-
nos valores de 6 e outra incomensuravel para grandes valores de #. A existéncia de tais
excitagoes massivas podem ser identificadas a partir do comportamento exponencial com

que o calor especifico vai a zero a baixas temperaturas, Figura 5.2.

(a) s=1/2, 6=1.5 (c) s=3/2, 6=1.5

(b) s=1, 6=1.5 (d) s=2, 6=1.5
07 T T

-

IIIITIT
TN
WP POO
IIIITIT
TN
WNPP OO

Figura 5.2: Calor especifico como funcao da temperatura para M = 2, § = 1.5, h =
0,0.5,1,1.5,2,3 e spin s = 1/2,1,3/2, 2.

A presenca destas diferentes fases esta de acordo com resultados anteriores obtidos a
partir do diagrama de fases para o estado fundamental no caso de spin % [26, 31, 32, 33].
Foi mostrado que a relacao de dispersao ao longo da transicao entre as duas fases nao
massivas é quadratica. Além disso, existe um ponto tricritico com relacao de dispersao
quartica, o que pode ser visto na Figura 5.1. Nos limites § — 0 e § — oo temos,
respectivamente, uma tnica cadeia de 2L sitios e duas cadeias de L sitios. Se no limite
0 — 0 a energia livre é dada por f*(3,h), podemos mostrar que no limite § — oo ela
serd dada por f*(3/2,2h). Logo o campo para o qual ocorre a transicdo para o regime
ferromagnético quando 8 — oo serd metade daquele com 6 — 0.

Estudamos também o caso M > 2 e s = 3, veja o Hamiltoniano (1.53). Por simplici-
dade escolhemos estudar o caso em que todos parametros de heterogeneidade sao nulos,
exceto um, isto é, w; =0parai=1,...,M — 1 e wy; = 6; usamos M = 3,4. Isto nos re-
mete ao caso de duas cadeias acopladas, uma de L sitios e outra de (M — 1)L sitios. Estas

cadeias tém diferentes constantes de acoplamento intra-cadeias, o que explica a superposi-

61



cao de fases e a existéncia de pontos tricriticos, como mostrado na Figura 5.3. Novamente,
nos limites 8 — 0 e # — oo temos, respectivamente, uma tnica cadeia de M L sitios e duas
cadeias nao interagentes de diferentes comprimentos, uma de L sitios e outra de (M —1)L
sitios. Podemos mostrar que, se em # = 0 a energia livre é dada por f*(5,b), entdo no

limite 6 — oo a energia livre sera dada por Mﬂzlf* (Mj\glﬁ, Mj‘{lh) + ﬁf* (%, Mh).

(a) s=1/2 M=3 (b) s=1/2 M=4

Figura 5.3: Entropia S(h,0) para T = 0.03, spin s =1/2 ¢ M = 3, 4.

Para finalizar, estudamos os casos A = % e A= % com s = % e M =2, Figura 5.4. O
aspecto do grafico do caso A = % é bem semelhante ao caso isotréopico. Temos uma fase
com excitacoes massivas, regime ferromagnético, e duas fases sem excitacoes massivas:
para 6 pequeno trata-se da fase comensuravel e para 6 grande temos a fase incomesuravel.

No caso A = % temos algo um pouco diferente, onde é possivel identificar quatro fases.

(@8=1/2 (b)A=312

)
0.18
0.16
0.14
0.12
0.1
H
0.08
0.06
0.04
0.02
0
3 4 5
6

Figura 5.4: Entropia S(h,0) para T = 0.03, s = %, M=2e¢A= %, %
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Duas fases possuem excitacoes massivas, uma delas é o regime ferromagnético usual, para
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b grande, e a outra é um regime antiferromagnético, para b pequeno. Além destas, temos
duas fases de excitacbes nao massivas, as fases comensuravel e incomensuravel. A fase
incomensuravel apresenta entropia maior que a fase comensurével. Devemos dizer que

para o caso A > 1 o diagrama de fase é periddico em 6 e possui periodo \/%.
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Conclusao

Nesta dissertacao conseguimos aplicar o método da Matriz de Transferéncia Quantica
ao caso de cadeias quanticas de spin integraveis com interagoes competitivas. Considera-
mos a existéncia de M parametros de heterogeneidade, o que fornece Hamiltonianos com
interagoes cujo alcance contém M + 1 sitios. Obtivemos um conjunto finito de equagoes
integrais nao lineares que descrevem a termodinamica destes modelos. No caso com ani-
sotropia uniaxial, nos restrigimos ao estudo de cadeias de spin—%. Para o caso isotropico
utilizamos a hierarquia de fusao, obtendo modelos de spin-s integraveis. Isto permitiu ge-
neralizar a descricao das propriedades termodinamicas de Hamiltonianos com interacoes
competitivas ao caso de cadeias de spin-s com interagoes de mais longo alcance |36].

Além disto, resolvemos numericamente estas equacoes integrais nao lineares para os
casos A = 1, M = 2, com s = 1/2,1,3/2,2. Apresentamos também resultados para
M = 3,4 es=1/2a temperaturas finitas. Isto nos deu uma boa nogao sobre o diagrama
de fases do estado fundamental destas cadeias de spin. Geralmente temos uma fase
ferromagnética com excitacoes massivas e as demais fases sao antiferromagnéticas com
excitacoes nao massivas. Colocando anisotropia uniaxial, verificamos que enquanto no
caso A < 1 o diagrama é semelhante ao caso isotropico, no caso A > 1 ocorre a aparicao de
mais uma fase antiferromagnética, porém, com excitagoes massivas. Além disto, podemos
mostrar que o diagrama de fases desta tltima situacao é periddico.

A inclusao de parametros de heterogeneidade na matriz de transferéncia linha-a-linha
constitui, portanto, um método simples de gerar Hamiltonianos com interacoes competiti-
vas. Este método altera trivialmente as propriedades de analiticidade do maior auto-valor
desde que utilizemos valores reais dos w;’s. Por consequéncia a defini¢ao das funcoes auxi-
liares nao sofre mudancas sensiveis e as equacoes integrais nao lineares podem ser obtidas
de forma analoga ao caso homogéneo. Entretanto esta mudanca, trivial do ponto de vista
das propriedades de analiticidade, é responsavel por uma variedade de diagramas de fase
como exemplificado nesta dissertacao.

Acreditamos que os nossos resultados possam ser estendidos a cadeias quanticas de

spin com diferentes simetrias, por exemplo, o caso SU(3).
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Apéndice

Apéndice A: Ansatz de Bethe Algébrico

Mostramos neste apéndice como podemos obter o espectro da matriz de transferéncia.
Para este proposito, considere a matriz de monodromia como um um operador no espago

. ~ A L
A, cujos elementos sao operadores no espago quantico [[., V;

Ta(A) = Lar N v1)Lap—1( A, v2) ... Lar(A,vr)

(0 0] 0 ] la 0] 0 c]
0 b 0 0 0 b 0 0 A(N) B(A
= = - L - L ()\7y1>.._ = -1 = -1 <)\7VL>: <) ()
0 b0 0 ¢l [bo0 C(\) D)
0 0 0 a 0 0 0 a
A A D e e e
(A1)
desejamos obter os auto-estados de T'(A) = A(X) + D(A). Veja que
_ , o] ]
a(\,v) [0] c(\v) )
1 , A
Laj(Av) [0] = ’ 1] T, (A.2)
j 0 b(\, v
(A v) o]

¢ uma matriz triangular superior. Podemos calcular facilmente os termos diagonais de

um produto de matrizes triangulares superiores. Considere a acao de Ta(\) sobre o
1
estado |Wo) = Hle [O
J

a(N) = Hle a(A,vj) e 6(N) = Hle b(A,v;). Logo |¥y) é um auto-estado da matriz de

transferéncia, pois

. Temos A(N)|¥o) = a(N)|Pg) e D(N)|Tq) = 6(N)|¥y), sendo

T(N)|Wo) = (a(A) +0(A))[Wo). (A.3)

Desejamos encontrar outros auto-estados na mesma perspectiva do problema do oscilador

harménico. Consideremos |Vy) como estado de referéncia (nao necessariamente o estado
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fundamental), no qual atuaremos o operador de “criagao”. Vemos que A e D participam
da equacao de auto-valor. O operador C' aniquila o estado de referéncia. Propoe-se que o

operador B atue como operador de criacao. Temos o ansatz

[W(A1,. .., A)) = B(An) ... B(A1)|Wo), (A.4)
(AQ) + DOV, - ) = AT, -, A))- (A.5)
Para que possamos proceder com tal proposta, é necessario que saibamos relagoes algé-

bricas que permitam calcular (A.5). A relagao fundamental (1.10) prové estas relagoes.

Entre elas temos

[A(), Al = [B(w), B(n)] = [C(w), C(n)] = [D(w), D(n)] =0, (A.6)

de onde podemos inferir que a ordem dos operadores B em (A.4) é irrelevante; e de grande

importancia sao as relagoes

A(p)B(n) = 3 (0, 1) B Aln) — 7 (1, 1) B(n) A(m).

b
D()B(n) = 3 () BO)D () = 7 (1.0) B(w) D). (A7)

que nos permite passar os operadores A e D pelo operador B. Com a aplicacao sucessiva

de (A.7) podemos obter facilmente que

n n n

AN H s DT = D7 @)z (e ) TT 700 AR M), (A.8)
=1 k=1 _j;éli
DOV H% AR = 370w [T 5 O AT/ M)). (A9)

onde denotamos

W(X) = [T\, ..., An) |\I/(X/>\k)):|\IJ(>\1,...,\>>/,...,)\n)).

Para que |¥(X)) seja, de fato, auto-estado de T()), as contribuicoes em |¥(X/\;))

devem se cancelar. Desta forma o ansatz de Bethe fornece

T ¥) = <a<A>H 00+

e os A;’s devem ser escolhidos tais que

@lg

(A Ak ) (X)), (A.10)

H ; My Ay )\],)\k) k=1,...,n, (A.11)

J#k

C>'rIQ
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que resulta da imposi¢ao que as contribui¢oes proporcionais a |\I/(X/ Ar)) se anulem e da

relagao (1.22) devido a unitariedade. As n equagoes (A.11) sao as chamadas equagdes de

Bethe.

Mais geralmente se tivermos uma matriz de transferéncia que satisfaz a relacao fun-

damental com a mesma matriz R e pudermos encontrar um estado de referéncia |¥)

no qual podemos garantir a triangularidade global, o ansatz de Bethe acima é aplicavel,

modificando-se apenas as fun¢oes a(A) e () no auto-valor.

Apéndice B: Lista dos coeficientes H (6, 6)

Neste apéndice listamos os coeficientes que aparecem em (1.53).

34202 + 205 — 0,)° + 02(02 — 6,)°

So1 =~ 6(1+62)(1+ (62— 61)%)
£y = 342603 4 2(6, — 61)° + 63(62 — 61)°
. 6(1 4 62)(1+ (6, — 61)°)
34207 + 203 + 0703
0= TSI (11 )
€, = 1 n 1
PTG+ 00)(1+ 6,7 3(L+ (62— 601)%)
1 1
2= 6(1 4 0:2)(1+ (6, — 6,)°) - 3(1+6,%)
1 1
N TN+ (66D 30467
5 _ 9% + (92 - 01)2
(L0714 60D) T 6(1+657)(1+ (6 — 1))
£y = 6? n 0,°
PG 07)(1+ (62— 01)%) | 6(1+6.7)(1+ (6, — 61)?)
g _ 03 (02 - 91)2
(L0 (1602 6(1+67)(1+ (62— 61)°)
fs = 0. N 01 — 0
61+ 021460 6(1+0:2)(1+ (61— 02)%)
by — —6, . —0,
P61+ 021+ (02— 01)2)  6(1+0:%)(1+ (61 — 05)°)
frg = 0, N 0 — 0,
PTG+ 021465 6(1+0.2)(1+ (61— 0s)%)
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Apéndice C: Demonstragao da equagao (1.66)

Seja

0,%(0; — 6,)°

ST ST 0 (6 01
fa = 01° (62 — 61)°
T 61+ 01+ (62— 61)7)
0,20,
Eis = S
6(1+0,%)(1 + 622)
O )
T 61467 (1+ (62— 61)%)
fya = —— ol =01
T 6(1+ 01+ (2 — 6))7)
10 = 201
614 0,7)(1 4 6y°)
fr = —63(61 — 62)*
T 6(1+ 607 (1+ (62— 61)7)
PR )
T4+ 607 (1+ (62— 61)%)
fys = 2
614 0,21+ 6,7)
£, = —02(0, — 0)
C6(1 46" (14 (62— 61)7)
bra— —— ol = 00)
T 61+ 01+ (2 — 6))7)
e
T 6(1 60 (1 4+ 6,7

er =LY (A= p)L
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ML (1),

(B.13)
(B.14)

(B.15)

(B.16)
(B.17)

(B.18)

(B.19)
(B.20)

(B.21)

(B.22)
(B.23)

(B.24)



11 11t (11 1 11 1 11 11t (11 1 11 1 11
er= L2 (=) B3 LY (V= )L N+ 5) IBR2 IBEY £32 (n—5)L,2 P (n+ 5) 1B,
(A.2)
(33) 53,60 _ L 6D L pGh L a1y apss
=LY (A—p) (B3 LAY (N — §)£ae (A+ E)Pc%eﬁbd (1 — §)£be (1 + 5) eB2?,
(A.3)
(33) 1033 A3 Ly G 1 0y (53 Ly -GDH ST
=LY (A=p) Bi Lg® (A — §)£ae (A+ 5)(1(1 — Py )Lyg (1 — §>£be (1 + 5) Bre
(A.4)
leé ,C(%é) A (2%) 1 (2 2) 1 (2 2) 1 (%%) 1 1 %%
= by A=) L5 (A — §)£ae ()‘+§)‘de (M_§)£be (N+§) B’
(A.5)
onde usamos as relagoes (1.62) e a Yang-Baxter
(33) Ly (3 Lyso _ o p(53) Ly G 1
Ly? (1 + §)£b§2 (1 — é)PdOe = P£e£b§2 (= §)£b§2 (1 + 5), (A.6)
veja (1.57). Usando a Yang-Baxter novamente, temos
11t 11 1 11 1 11 1 11 1 11 11
22 (22) (22) (22) (22) (22) 22
e = B L2 (u— E)Ebe (1 + §)£ad (A — Q)Eae (A+ é)cab (A=) B2,
(A.7)
1533 G0, L 6D, Ly po o pry pGD L G0 L G 1 13
= Bl Lyi* (n— §)£b (1 + 5)(Pde + Py )Loq® (N — §)£ae (A+ §)£ab (A=) B2,
(A.8)
11t 11 1 11 1 11 11t (11 1 11 1 11 (11
= 1B LA (= )02 () LB B LAY (= DL (A 5) B LGT (A - ),
(A.9)
= £ (e (VLY - (A.10)
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