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Science offers the boldest metaphysics of the age. It is a thoroughly human cons-
truct, driven by the faith that if we dream, press to discover, explain, and dream
again, thereby plunging repeatedly into new terrain, the world will somehow come
clearer and we will grasp the true strangeness of the universe. And the strangeness

will all prove to be connected, and make sense.

Edward O. Wilson
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Resumo

Na primeira parte deste trabalho descrevemos os neutrinos cosmologicos como um sistema
quantico composto e utilizamos a teoria generalizada das medidas quanticas para obter uma
correlagao probabilistica entre energias observaveis e autoestados de sabor. Associamos as
energias média e ponderada de sabor a, respectivamente, esquemas de medidas quanticas se-
letivas e nao seletivas e avaliamos o impacto destas diferentes defini¢bes de energia no célculo
de massa efetiva de um sabor que determinam a contribuicao dos neutrinos para a densidade
de energia do inventario césmico. Nossos resultados estabelecem que se o estado dos neutrinos
cosmoldgicos for uma mistura maximal todos os procedimentos de cédlculo da densidade irao
gerar o mesmo resultado. Na segunda parte voltamos nossa atencao a propagacao livre de es-
tados de sabor no formalismo de pacotes de ondas. Interpretando cada autoestado de massa,
associado a uma distribuicao de momentum Gaussiana, como um estado de trés qubits, um
estado de sabor é descrito como um sistema quantico composto de trés subsistemas. Consi-
deramos as diferentes correlacoes entre as componentes da superposicao quantica em termos
de quantificadores apropriados e obtemos uma escala de coeréncia compativel com a escala
de amortecimento das oscilagoes presente nas probabilidades de sobrevivéncia de um sabor,
indicando relacao entre este amortecimento e as correlagoes estudadas. Investigamos mais a
fundo essa relacao em termos do desvio padrao entre o amortecimento e a densidade de estados
associada aos quantificadores de correlagao, desvio que é minimo apenas para certos valores

da largura da distribuicao de momentum dos estados de massa.
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Abstract

In the first part of this work we describe the cosmological neutrinos as a composite quantum
system and use the generalized theory of quantum measurements to acquire a probabilistic
correlation between observable energies and flavor eigenstates. We associate flavor averaged
and flavor weighted energies to, respectively, selective and non selective quantum measure
schemes and avaliate the impact of these definitions in the calculation of a flavor effective mass
that determines the neutrino contribution to the energy density of the cosmic inventory. Our
results establish that if the cosmic neutrinos state is a maximal mixture all the procedures for
the calculation of the energy density will generate the same results. In the second part we turn
our attention to the free propagation of flavor states in the wave packet formalism. Interpreting
each mass eigenstate, associated to a Gaussian momentum distribution, with a three qubit
states, a flavor state is described as a quantum system composed of three subsystems. We
consider the different correlations between the quantum superposition components in terms
of subtle quantifiers and obtain a coherence scale compatible with the damping scale present
in survival probabilities of a flavor, indicating a relation between the damping an the studied
correlations. We investigate this relation in terms of the standard deviation between the
damping and the density of states associated to the correlation quantifiers a deviation that is

minimun only for certain values of the mass eigenstate momentum distribution width.
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1 Introducao

A utilizacao de conceitos de informacao quantica em diversas areas da fisica tem se tornado
cada vez mais comum, como no estudo de oscilacao entre kdon e anti kdon através da desi-
gualdade de Bell [1]. Por lidar com fundamentos intrinsecos a teoria quantica, a teoria de
informacao encontra diversas aplicacoes fora da drea da computacao quantica, levando a des-
crigoes e pontos de vista diferentes sobre fenomenos fisicos nas mais diversas instancias. Nesta
dissertacao utilizaremos de ferramental e ideias oriundas da teoria da informacao quantica na
descrigao de fendmenos associados a fisica de neutrinos em dois cendrios: em cosmologia e no
estudo da descoeréncia entre autoestados de massa através do formalismo de pacotes de ondas.

Os primeiros trabalhos importantes em teoria de informacao foram publicados na década
de 1920. O primeiro deles, por H. Nyquist, lidava com transmissao de sinal por telégrafos
e apresentava uma ideia seminal sobre velocidade de linha e inteligéncia, aspectos ligados
a informagao [2]. O segundo trabalho seminal, de autoria de R. Hartley, apresentava pela
primeira vez o conceito de informacao de uma maneira mais técnica quantificando-a através
de uma funcao logaritmica de possibilidades [3]. Estes trabalhos serviram de base ao mais
importante artigo da teoria da informagao classica publicado em 1948 e escrito por C. Shannon
[4]. Utilizando conceitos de probabilidade relativamente novos, Shannon quantificou a incerteza
em uma mensagem através da Entropia de Shannon, quantidade que assumiu certa relevancia
em teoria de informacao.

A teoria da informacado estuda a transmissao, armazenamento e processamento de in-
formagcao e abrange as mais diversas areas do conhecimento. Com o desenvolvimento da teoria
quantica, a teoria de informacao sofreu um grande desenvolvimento, em particular devido ao
estudo e implementacao de recursos quanticos em tarefas como criptografia. A teoria da in-
formagao quantica, portanto, se ocupa da implementacao de recursos quanticos em processos
de informagao [5].

Por lidar com diversas questoes fundamentais da teoria quantica, o estudo da teoria de in-
formagao fora de seu escopo usual proporciona nova visao e novos pontos de vista de fendmenos

fisicos. Em particular o estudo de correlagoes, principalmente o emaranhamento, e sua perda



(chamada de descoeréncia) encontra aplicagoes nas mais diversas dreas da fisica, como em
cosmologia [6], fisica de particulas [1, 7, 8] e fisica da matéria condensada [9].

Outra questao adjacente a teoria de informagao é a descricao tedrica de processos de medidas
em mecanica quantica [10]. A medicao de sistemas estd intimamente relacionada com dois
aspectos essenciais a informagao. Por um lado, processos de medida podem ser utilizados como
uma forma de preparar um sistema de estado desconhecido em um estado conhecido. Por outro
lado, as medidas estao intimamente associadas ao carater probabilistico da mecanica quantica.
A teoria geral das medidas quanticas lida com estes aspectos, e fornece um contexto rico para
o estudo de diversos sistemas quanticos onde processos de medida sao importantes, seja para
uma interpretagao probabilistica associada a mecanica estatistica ou a termodinamica, seja
para a determinacao da histéria de preparagao do sistema em questao [11].

Em diversos problemas na fisica de neutrinos é possivel aplicar o ferramental tipico da
teoria da informacao e da teoria das medidas quanticas. Proposto por W. Pauli como forma de
explicar a conservagao de momentum e spin em decaimentos beta, o neutrino é uma particula
elementar neutra, interagente apenas via forca fraca, que segundo o modelo padrao da fisica
de particulas, possui massa nula. Com o desenvolvimento da teoria das interacoes fracas,
foram previstos trés tipos, chamados sabores, diferentes de neutrinos, cada um associado a um
lépton carregado: elétron (e), muion (u) e tdon (7). Neutrinos sdo produzidos em processos
onde interagoes fracas sao importantes, como decaimentos, fusao de nucleos, fissao de ntcleos
e espalhamentos via interagao fraca e cada neutrino possui um antineutrino correspondente
[12].

A maior revolugao no estudo dos neutrinos ocorreu ao considerar o fluxo de neutrinos
eletronicos produzidos no Sol e detectados na Terra. As diversas reagoes de fusao nuclear que
ocorrem no Sol geram neutrinos eletronicos que se propagam até a Terra. O modelo solar
padrao, que descreve as reagoes nucleares e outros aspectos da evolugao de estrelas, permite a
predicao do fluxo de neutrinos eletronicos que devem ser medidos na Terra, entretanto, apenas
cerca de 50% deste fluxo é de fato medido [13]. Uma das maneiras de explicar esta deple¢ao

segue o modelo proposto por Pontecorvo em 1957 [14] no qual um neutrino de determinado



sabor pode ser descrito como uma superposicao quantica dos chamados estados de massa. Tal
ideia é baseada na explicacao da oscilagao entre kaon e antikaon dada por M. Gell-Mann e A.
Pais na qual um nimero quantico, chamado estranheza, oscilava [15]. No caso dos neutrinos,
o carater quantico de sabor oscila durante a propagagao livre do estado, de modo que um
neutrino inicialmente produzido em estado eletronico pode ser detectado como outro sabor.
Este fenomeno é chamado oscilagao quantica de sabores e explica a deplecao no fluxo de
neutrinos solares. Neste contexto, o neutrino possui massa muito pequena, mas nao nula,
sendo sua medida precisa um dos maiores desafios da fisica de neutrinos experimental.

Os neutrinos também sao importantes no contexto do modelo cosmolégico padrao [16]. Em
tempos cosmologicos primordiais toda a energia estava concentrada em um volume menor,
de modo que todas as particulas elementares estavam em equilibrio térmico. O universo
evoluiu, tornando-se cada vez maior. Eventualmente, a taxa de crescimento do universo torna-
se maior do que a taxa de interacao entre uma particula e o plasma constituido de todas as
outras particulas. Quando isso ocorre a particula em questao deixa de interagir com o resto
das particulas do universo, ou seja, ela se desacopla. Tal fenomeno ocorreu com os fétons
primordiais levando a formacao da radiagao césmica de fundo, exaustivamente medida por
diversos experimentos [16]. Os neutrinos, por sua vez, se desacoplam de maneira semelhante
aos fétons e também formam um "mar”de particulas de fundo. Os neutrinos desacoplados sao
chamados de neutrinos cosmoldgicos e tém profunda influéncia em processos importantes em
cosmologia, como o crescimento de estruturas de larga escala [17, 18].

Neste trabalho, iremos aplicar o ferramental de teoria de informacao em dois aspectos da
fisica de neutrinos.

O calculo da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos é importante nao apenas
como input em calculos de cosmologia, mas também para extrair dados relativos a massa
dos neutrinos de dados cosmoldgicos [17]. Descrevendo o processo de desacoplamento como
uma medida quantica no sistema constituido pelos neutrinos cosmolégicos, e utilizando a
teoria geral das medidas quanticas, podemos definir energias médias e ponderadas, resolvendo

ambiguidades presentes no calculo da densidade de energia dos neutrinos. A solugao dos



problemas decorrentes destas ambiguidades constitui o primeiro resultado importante de nosso
trabalho.

Em uma segunda etapa, no contexto do estudo de correlagoes quanticas entre autoestados
de massa, outro aspecto da fisica de neutrinos foi abordado. Em particular, pressupondo
a descricao de um estado de sabor como uma superposicao de pacotes de ondas associados
aos estados de massa. Como cada um destes pacotes possui massa diferente, ha diferenca na
velocidade de propagacao, levando a perda de interferéncia entre os pacotes de ondas e ao fim da
oscilacao de sabor. Tal fenomeno é bem conhecido e quantificado de maneira fenomenoldgica
em diversos cendrios [19, 20, 21]. Observando que um estado de sabor pode ser descrito
como um sistema quantico composto e identificando-o como um estado emaranhado, iremos
quantificar este efeito através do estudo das correlagoes entre os modos de massa descritos
como pacotes de ondas Gaussianos, determinando a relacao entre probabilidade de medir um
estado de sabor e a quantidade de correlacao no estado quantico que, como veremos, depende
da largura do pacote de ondas.

A dissertacao é estruturada em dois blocos, o primeiro composto pelos segundo e terceiro
capitulo, introduzem as ferramentas bésicas a serem utilizadas. No segundo capitulo iremos
apresentar o ferramental bésico da teoria da informacao, desenvolvendo alguns conceitos de
teoria de medidas e estudo e quantificagao de correlagoes e emaranhamento. No terceiro
capitulo apresentaremos a descricao da oscilacao quantica de sabores segundo a mecanica
quantica de uma particula descrevendo um estado de sabor como uma superposicao quantica
de estados de massa e estudando a dinamica livre deste sistema. O segundo bloco da dissertacao
apresenta as aplicacoes da ferramenta nos cenarios de fisica de neutrino. O quarto capitulo
ocupa-se da aplicacao da teoria das medidas para determinar o célculo da densidade de energia
dos neutrinos cosmoldgicos e a possivel influéncia deste estudo na determinagao da massa dos
neutrinos e no calculo de algumas quantidades relevantes a cosmologia. No quinto capitulo
apresentamos o estudo sistematico da descoeréncia entre os autoestados de massa e como a
perda de correlagao é relacionada ao fim da oscilagao de sabores no formalismo de pacotes de

ondas. Por tultimo apresentaremos as conclusoes encerrando a dissertacao.



2 Formalismo de matriz densidade

Neste capitulo introduziremos o formalismo do operador densidade que serd utilizado em todos
os estudos apresentados nesta dissertacao. Na primeira parte do capitulo apresentaremos a
defini¢do, interpretagao e propriedades do operador densidade. Assim como em outros for-
malismos da mecanica quantica, as medidas desempenham papel essencial no formalismo que
sera utilizado. A teoria quantica das medidas lida com essa questao e serd introduzida na
segunda parte do capitulo. Por tdltimo iremos introduzir o conceito de emaranhamento entre
dois subsistemas e os quantificadores de emaranhamento e de correlagoes que serao utilizados

no capitulo 5.

2.1 Matriz densidade

O formalismo da matriz densidade, ou operador densidade, é uma descricao da mecanica
quantica 1til em diversas situagoes como em termodinamica e mecanica estatistica [22], em
computagao quantica [5] e no estudo de sistemas quanticos abertos [11]. Definimos o operador

densidade p associado a um sistema fisico descrito por um vetor de estado | ¢) como [11]:

p=lv)w]. (1)

Estados descritos por operadores densidade como (1) sdo chamados estados puros.

O operador densidade descreve estados mais gerais do que os puros, os chamado estados
mistos intimamente ligados com a interpretagao estatistica da matriz densidade. Estados
mistos surgem ao considerarmos um ensemble de sistemas quanticos descritos por operadores
{pi =] ¥i){¥; |}. Seja N o numero total de sistemas do ensemble e N; o nimero de sistemas
preparados no estado | ¥;), o operador densidade p que descreve as propriedades desse conjunto

de sistemas é

)

N;
P:Zﬁ | Vi) (i |= Zpi | i) (i |, (2)
onde definimos p; = N;/N, >, p; = 1. Estados mistos estao ligados a incerteza na preparagao

do estado do sistema, entao, para dado estado misto sabemos apenas as probabilidades p; do



sistema a ser medido como um estado puro | 1;). Em termos da ideia de ensembles de sistemas
quanticos, em um estado puro todos os sistemas pertencentes ao ensemble sao preparados no
mesmo estado.

Da definigao geral (2) temos

pt=2_pi i) Wi |=p, (3)
portanto, o operador densidade é um operador hermitiano. Como um vetor de estado é suposto
normalizado

(i | i) =1 —=Trlp] = 1. (4)
E possivel provar também que
Tr[p?] < 1, (5)

sendo a igualdade valida somente no caso em que p descreve um estado puro. Através da

decomposigao espectral de p temos que

(@lp|d)=0 (6)

para qualquer estado | ¢), ou seja, todo o operador densidade é positivo.

O valor médio de um operador A associado a um observavel é
(4) = Tr{Ag). (7)

Como a energia média do sistema é obtida através do valor médio do operador Hamiltoniano

H temos

E = (H)=Tr[Hp). (8)

A evolugao temporal da matriz densidade pode ser determinada em termos do operador de

evolugao temporal Ul(tq, 1) [5]:

pts) = Ulta, t2)p(t1)U (t2, 1) (9)

A evolucao temporal de um operador densidade associado a um sistema fechado é obtida

através de uma transformacgao unitaria. Uma maneira equivalente de escrever (9) é em termos
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da equacao de Liouville-von Neumann [5, 11]:

Op(t) _ Hp(t) —p(t)H _ 1
ot ih = pHrl (10)

2.1.1 Teoria quantica das medidas

Em mecanica quantica as medidas realizadas em um sistema desempenham papel importante
em diversas situagoes. Descrevendo uma medida por uma colecao de operadores de projecao
{M,,}, cada operador associado a um possivel resultado m, é postulado que imediatamente
apos realizada uma medida em um sistema descrito pelo estado p com resultado m, o sistema

passard a ser descrito por um novo estado p,, dado por [11]:

M, pM,,

Pm =] Vm) (U |= Tr(Mp|

(11)
A expressao acima é conhecida como o postulado de projecao de von Neumann-Liiders e define

a chama medida seletiva [11]. O ensemble inicial descrito por p é, neste tipo de medida,

divido em sub-ensembles, cada um condicionado a um resultado m com probabilidade
P(m) = Tr[M,p]. (12)

E possivel descrever uma medida em um arranjo experimental no qual os diferentes sub-
ensembles resultantes de medidas seletivas em um estado p sao misturados com respectivos

pesos (12), gerando um novo estado descrito pelo operador densidade

p=2_ P(m)pm, (13)

com p,, dado por (11). Esse tipo de medida é chamada de medida nao seletiva. Desta
maneira, o postulado de von Neumann-Liiders introduz dois tipos de medidas, as seletivas,
descritas por (11), e as nao seletivas descritas por (13).

As medidas descritas pelo postulado de von Neumann-Liiders sao muito restritas e conside-
radas ideais. E suposto que qualquer medida possa ser descrita por um operador de projecao,
o que nao é verdade no caso mais geral. Existem diversos esquemas de medidas que diferem

das medidas ideais, por exemplo aquelas incluindo efeitos de resolucao finita do detector. A
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teoria generalizada das medidas quanticas ¢ uma espécie de generalizacao natural do postu-
lado de von Neumann-Liiders para casos mais gerais. Consideramos um esquema de medidas
quanticas em um ensemble de sistemas quanticos descrito por um operador densidade p que
gera um conjunto de resultados {m}. A teoria generalizada das medidas quanticas é baseada

nos seguintes conceitos [11]:

e O resultado m de uma medida representa um numero aleatério com distribuicao de
probabilidade
P(m) = Tr[F,.p|, (14)

com Fj, um operador positivo chamado efeito que satisfaz a condi¢ao de normalizacao

Y Fn=1, (15)

de modo que

2 P(m) =1, (16)

m
e Para uma medida seletiva, o sub-ensemble no qual p é colapsado apds ser medido um

valor m é descrito pelo operador p,,

(17)

sendo ®,,(p) um super-operador positivo, chamado Operagao, que mapeia operadores

positivos em operadores positivos. Supoe-se que a operacao satisfaz a condicao
Tr(®m(p)] = TrlFmpl, (18)
para que o trago do operador p,, seja unitario.

e Uma medida nao seletiva associada a medidas seletivas com resultados {m} descritas

por efeitos { F;, } colapsa o estado na matriz densidade

i =Y Pm)pn = 3 @ulp). (19)



P(m) = Tr[Fmp]

Figura 1: Esquema de medidas segundo a teoria generalizada das medidas quanticas. Um ensemble
de sistemas quanticos descrito pelo operador densidade p é medido, tendo como resultado ntimeros m
com distribuigao de probabilidade P(m) = Tr[F,,p|. Os operadores positivos Fj, sdo chamados efei-
tos. Apés uma medida seletiva o sistema passa a ser descrito pelo operador p, = >, P71 (m)®,,(p).
O super operador ®,,(p) mapeia operadores positivos em operadores positivos e é chamado operagao.
Desta maneira, qualquer medida pode ser descrita através da nocao de efeitos e operacoes. Figura

reproduzida de [11].

Os conceitos apresentados nos itens acima sao ilustrados esquematicamente na figura 1.

Podemos descrever qualquer processo de medida, ideal ou nao, no contexto da teoria gene-
ralizada das medidas quanticas através dos conceitos introduzidos nos itens acima. As medidas
ideais, descritas pelo postulado de von Neumann-Liiders, constituem o caso no qual o resultado
m é consequéncia de uma medida descrita por operadores de projegao { M., =| ¢m){dm |} que
satisfazem uma relagao de completeza Y, M,, = 1, de modo que o efeito ¢ dado por F,, = M,,

e a operagao por ®,,(p) = M,,pM,,.

2.2 Sistemas quanticos compostos

Sistemas quanticos compostos descrevem diversas situacoes fisicas, por exemplo, problemas de

mais de uma particula. Este tipo de sistema é associado a um espaco de Hilbert composto
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descrito através do produto tensorial de espagos de Hilbert associados a cada subsistema.
Em um sistema constituido por duas particulas, o espago de Hilbert associado ao sistema
como um todo é composto por dois espacos, cada um associado a uma particula. Também
podemos utilizar sistemas compostos para descrever diferentes graus de liberdade de uma
mesma particula.
Matematicamente um espago H composto de N espagos {Hi, Ha, ..., Hn} é descrito por
[11]
N
%:H1®H2®...®HN:®%I<:7 (20)

k=1

sendo cada espaco Hj associado a um subsistema em particular.

Em geral o operador densidade que descreve um sistema composto nao pode ser decomposto
como produto tensorial de operadores atuando em cada um dos espacos correspondentes. Para
obter um operador que descreva as propriedades de um subsistema em particular, devemos
utilizar o trago parcial. O exemplo mais simples é um sistema composto de dois subsistemas,

para o qual temos:

H="H @H,. (21)

Se o operador densidade p representa o estado do sistema como um todo, o estado do sistema
1 sera inteiramente representado pelo operador p; obtido através do trago parcial com relacao
ao espago 2 [5]:

p1 = Trsp]. (22)

No capitulo 5 iremos estudar uma biparticao de um sistema composto, definida através
do tracgo parcial do operador densidade p associado a um sistema composto de trés ou mais

subsistemas em todos os espagos exceto dois {#,;, H;} de interesse:

pij = Trizijlp), (23)

com o trago sendo tomado em todos os k diferentes de 7 e j.
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2.3 Estados de qubits e a entropia de von Neumann

O formalismo do operador densidade apresentado e suas nuances possui diversas aplicagoes,
em particular, em teoria da informagao e computacao quantica. A teoria da informagao lida
com o estudo da emissao, armazenamento, processamento e transmissao de informacao. Um
dos trabalhos mais importante na area da informacao Classica é de autoria de C. Shannon e
quantifica o recurso cldssico necessario para armazenar a informacao emitida por uma fonte.
Uma fonte de informagao pode ser basicamente descrita por um conjunto de probabilidades
{pi,i =1,2,...,n}. Cada uso da fonte resulta em uma informagao 7 emitida com probabilidade
pi- O teorema de Shannon [5] estabelece que a informagao emitida pela fonte descrita acima
pode ser comprimida de modo que cada uso da fonte pode ser representado usando H(p,)

recursos classicos:

H(pi) = — zn:PiZOQ(Pi)- (24)

i=1

A quantidade acima definida é chamada entropia de Shannon. A entropia de Shannon pode
ser interpretada como a incerteza sobre uma variavel aleatéria descrita por uma distribuicao
de probabilidades {p;} antes da medida da varidvel ou, complementarmente, a quantidade de
informacao ganha ao medi-la [5]. O recurso de informagao classico citado acima é chamado
bit (anacronimo de Binary Digit), que pode assumir dois valores: 0 ou 1. Qualquer tipo de
informagao pode ser armazenada em uma cadeia de varios bits que podem ser fisicamente
implementados de diversas maneiras.

Com o desenvolvimento da fisica, tanto em nivel experimental quanto em nivel tedrico,
tornou-se natural explorar a utilizacao de recursos quanticos em tarefas de informacao e com-
putacao, dando origem as areas da informacao e computagao quantica. Em analogia com o bit
classico, o bit quantico (quantum bit, ou qubit) é a unidade elementar de informagao quantica,
descrita por um estado quantico. No caso mais simples, podemos representar um estado de

um qubit | 1)) como uma superposi¢ao quantica de um vetor | 0) e um vetor | 1):

[ ¥)=al0)+0][1), (25)
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sendo que

(110) =0,
(11 =(]0) =1,

laP+|b]? = 1

Assim como no caso classico, a medida de um bit quantico possui dois possiveis resultados, 0
ou 1, entretanto devemos interpretar os resultados sob uma perspectiva probabilistica, como

é comum ao lidar com estados quanticos. Para um estado geral de um qubit (25) teremos

[0 9) [P=lal,
| (L) P=[b]%,

as probabilidades de, respectivamente, medir 0 ou 1. Devido ao principio de superposi¢ao
e a outras caracteristicas intrinsecas a estados quanticos, os qubits abriram diversas novas
possibilidades a teoria da informagao e a computagao [5].
Ha4 a possibilidade de estados de mais de um qubit, que sao descritos em termos de estados
compostos. Por exemplo, um importante estado de dois qubits é o estado de Werner:
1 1
V2 V2

No caso acima, sempre nos kets o primeiro digito é relacionado ao subsistema 1, enquanto o

| W) = —=(101® | Dot [ 11® [ 0)2) = —=(] 01)+ | 10)). (26)

segundo digito é relacionado ao subsistema 2. Estados de mais qubits sao representados de
maneira semelhante, com cada digito representando um subsistema.

A quantidade de recursos quanticos necessarios para armazenar dada informacgao é quan-
tificada através do andlogo quantico da entropia de Shannon, a entropia de von Neumann.
Para um estado de um nimero arbitrario de qubits representado pelo operador densidade p, a

entropia de von Neumann S|[p| é definida como [11]:

Slp] = =Tr[plog(p)]. (27)

A entropia de von Neumann também representa o grau de incerteza sobre um estado descrito

pelo operador densidade p e nao esta completamente vinculada a ideia de estados de qubits.
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Como o traco é uma operagao independente da base escolhida para toma-lo, podemos reescrever

a expressao acima como
Slpl = — Z Ailog(Ai) (28)

onde {)\;} sdo os autovalores do operador densidade p.
Da definigao da entropia de von Neumann seguem diversas propriedades importantes. Como

todo o operador densidade é Hermitiano e positivo segue que
Slp] > 0, (29)

sendo a igualdade valida apenas se o estado p for puro. Se p atua em um espago de Hilbert

de dimensao d, entao

Sp] < logd (30)

com a igualdade valida no caso de um estado de mistura maximal p = I/d.

A entropia de von Neumann é um funcional concavo com relacao ao espaco das matrizes
densidade, ou seja, dados operadores densidade {p;} e nimeros positivos {p;}, >;p; = 1 a
entropia satisfaz:

S[Zpipz’] > ZPiS[Pi]. (31)
i i
Em termos fisicos, a ultima desigualdade representa o fato da incerteza sobre um estado
misto p = Y, p;p; ser maior ou igual a média ponderada das incertezas sobre cada um dos
constituintes p; da mistura. A igualdade é valida apenas no caso que todos os p; sao iguais
entre si.

A dltima importante propriedade da entropia de von Neumann é relacionada a sistemas

compostos. Para um estado p que representa um sistema composto de dois subsistemas 1 e 2

vale a desigualdade

S[p] < Slp1] + S[pal, (32)

com p; = Trelp] e po = Tri[p] os operadores densidade de cada subsistema. A igualdade
¢é valida apenas se p = p; ® ps e, como veremos adiante, este fato pode ser utilizado para

quantificar emaranhamento em estados puros [11].
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2.3.1 Entropia de von Neumann e medidas

A teoria generalizada das medidas quanticas postula que processos de medidas alteram o estado
do sistema. FEspera-se que a quantidade de informacao associada ao estado se altere como
consequencia de uma medida, modificando o valor da entropia de von Neumann. Considerando
um sistema inicialmente descrito pelo estado p sujeito a uma medida nao seletiva parametrizada
pelo conjunto operagoes {®,, } que alteram o estado do sistema para p' = >°,, ®,,(p), a mudanga

na entropia de von Neumann induzida por esse processo de medida sera:

AS = S[p'] = S[p] = S[3_ Pm(p)] — Sl (33)

No caso de uma medida nao seletiva ideal [11]
AS >0, (34)

portanto uma medida quantica ideal nao seletiva aumenta a entropia de von Neumann. Se a
medida nao alterar o estado do sistema, AS = 0.
Outra diferenga importante entre entropias esté relacionada a transicao entre medidas se-

letivas e nao seletivas. Definimos a entropia de mistura como

0S =S5 [Z P(m)pm] — ZP(m)S[pm], (35)

a diferenca entre a entropia de um estado oriundo de uma medida nao seletiva e a média
ponderada das entropias dos estados obtidos através das medidas seletivas associadas. Essa

entropia satisfaz a desigualdade [11]
0<6S <H(P(m)), (36)

ou seja, 05 é sempre positiva e menor do que a entropia de Shannon associada a distribuicao de
probabilidades P(m) dos possiveis resultados das medidas seletivas. Neste contexto, H(P(m))
¢é interpretada como a informacao perdida pelo sistema na transi¢ao entre uma medida seletiva
e uma nao seletiva, ou como uma medida da informacao ganha ao se medir um valor especifico

m.
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2.4 Emaranhamento e correlacoes

Ao considerar sistemas compostos ha a possibilidade de correlacao entre os diferentes compo-
nentes do sistema. O emaranhamento é uma correlagao de origem quantica de importancia
central em diversos protocolos de criptografia quantica, teletransporte e em diversos algoritmos
de computagao quantica [5].

Um sistema quantico composto de n subsistemas tal que o espaco de Hilbert a ele associado
¢ H=Q;,H; cada H; um espago de Hilbert associado ao subsistema i, o vetor de estado

| 1) € H é separdvel se, e somente se, ele pode ser escrito na forma [11]

| 9) =[1)® | 1) ® ..® | Pn), (37)

com | ;) € H;. Se um vetor de estado ndo é separavel, entdo ele é emaranhado. Como

exemplo de estado puro separavel temos

1 1
=3 (110)+[11)) = —= [ @ (| 0)+ [ 1)). (38)

Um importante exemplo de estado emaranhado ¢é o estado | W) (26), que nao pode ser fatorado

1 €)

em um produto tensorial de vetores em cada espaco.
O cardter separavel de um estado puro representado por um vetor | 1) pode ser obtido
através do teorema de Schmidt. Na situacao mais simples de um sistema composto de dois

subsistemas, o teorema de Schmidt garante a existéncia da decomposigao [11]
d
vy =D i &)@ | &), (39)
i=1

snendo {| &)} bases do espaco H;, j = 1,2 nesse caso. O nimero d de coeficientes a; nio

nulos é chamado nimero de Schmidt. O estado | ¢) é emaranhado se, e somente se, d > 1.
Um estado representado um por operador densidade p que descreve um sistema composto

de n subsistemas associados a um espaco de Hilbert H = ®.' | H; é separavel se, e somente

se, ele pode ser escrito como uma soma direta de produtos tensoriais [23]:
k n )
p=>_rQ7r, (40)
=1 j=1
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com os coeficientes p; satisfazendo as propriedades

Di Z 07
k
Yopi=1, (41)
i=1
e os operadores p;'- atuantes no espago H,; correspondente. Se um operador densidade nao é

separavel, entao ele é emaranhado. Um exemplo de estado misto nao emaranhado é a mistura

maximal de dois qubits

[ 11)(11 | + ] 00){00 |
p= 5 :

(42)

A definicdo de emaranhamento estd relacionada a forma do estado em questao nao sendo
sempre diretas as decomposicoes que tornam claras o carater separavel do estado, além disso,
em muitas das aplicagoes do emaranhamento é necessario determinar o grau de emaranha-
mento entre determinados subsistemas de interesse. A quantidade de correlagoes entre dois
subsistemas é importante para a determinacao da utilidade de determinado estado em tare-
fas de computagao quantica, por exemplo. A dinamica de determinados sistemas pode levar
também a perda de emaranhamento através de processos como a descoeréncia, sendo a cor-
reta quantificacao do emaranhamento necessaria para a caracterizacao do sistema. Foram
propostos diversos quantificadores de emaranhamento com diferentes origens e interpretagoes.
A seguir apresentaremos de maneira introdutoria os quantificadores de emaranhamento e cor-

relacao que serao utilizados no capitulo 5 no estudo da descoeréncia entre estados de massa

no formalismo de pacotes de ondas.

2.4.1 A entropia de emaranhamento

Para um sistema quantico descrito por um estado p puro, o emaranhamento entre dois subsis-
temas pode ser quantificado através da entropia de von Neumann. Consideremos o caso mais

simples de um sistema composto de dois subsistemas A e B. Para o estado em questao:

S[p] = 0. (43)
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Como p é um estado puro, os operadores densidade reduzidos a cada um dos espagos, ps =

Trglp] e pg = Tralp], possuem autovalores iguais e, portanto:
Slpa] = Slps). (44)
Da desigualdade (32) teremos:
Slpa] = Slps] = 0. (45)

Sendo a igualdade vélida apenas se os estados pa e pp forem puros e, consequentemente, o
estado p for separavel. Se os estados dos subsistemas forem mistos, o estado p serd emaranhado
e a entropia (45) serd positiva.

Devido a estes fatos a entropia de von Neumann de um subsistema pode ser utilizada como
quantificador de emaranhamento para sistemas compostos puros, nao sendo adequada se o

estado do sistema composto for misto [24].

2.4.2 Negatividade logaritmica

A definicao de emaranhamento é baseada na definicao de separabilidade. Sendo assim a
quantificacao do emaranhamento pode também ser baseada em critérios de separabilidade. O
critério de Peres [23] estabelece que, dado um sistema composto de n subsistemas descrito pelo

estado p, um subsistema 7 serd separavel dos demais se a matriz
pi = (1,2, d,on | p| 152 0 on) = (1,2, .4 on | g | 19524 .4, ...,n'), (46)

obtida através da transposicao parcial do operador densidade do sistema com relagao ao espago
1 possuir apenas autovalores positivos. Baseado nesse critério a negatividade do subsistema ¢

¢ definida como a soma dos autovalores negativos de p; [25]:
No=X | (47)
J
A negatividade logaritmica de uma bipartigao {i;{j #i}}, Eﬁ?{j #}}, é definida como [25]
EUUF —10g, [1+ 20V . (48)
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Se um subsistema for separavel dos demais, a negatividade logaritmica da biparticao é nula,
desta maneira esta quantidade fornece o grau de separabilidade entre um subsistema e os

demais, quantificando o emaranhamento.

2.4.3 Emaranhamento de formacao

O emaranhamento de formacao é definido visando a correta quantificagao do emaranhamento
de estados mistos. Relacionado a quantidade de recursos necessarios para a criacao de um
ensemble de um dado sistema quantico, para um estado misto o emaranhamento de formacao

é definido como [24]
Eflp] = inf ZPiS[Pi]» (49)
i
com S|p;] a entropia de von-Neumann do estado puro p;. Como a decomposi¢ao de um estado
misto em estados puros ndo é unica [5] ndo ha forma geral para o emaranhamento de formagao
com excecao de alguns casos especificos. Para estados de dois qubits, sistemas compostos de
dois subsistemas de dimensao dois, o emaranhamento de formacao é relacionado a concorréncia
Clp] [26]:
Clp] = maz{0,a; — ag — a3 — au}, (50)

com 0s a; = /A, A\l > Xg > A3 > )\, as raizes quadradas dos autovalores do operador pp

sendo
p=(0y®0y)p"(0y @ ay). (51)

O emaranhamento de formacao é entao dado por

Eylp] = €1C(p)], (52)
onde [26]
£C) = h <1+ v;—(f"> 7
h(z) = —xlogyx — (1 —x)logy(l — x). (53)
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2.5 Informacao miutua e discérdia quantica

O emaranhamento é um tipo especifico de correlacao quantica. Se considerarmos um sistema
composto, existem diversos outros tipos de correlagoes possiveis entre subsistemas, quanticas
e nao quanticas, que sao importantes [27].

Dado um sistema quantico composto, descrito pelo estado p, de dois subsistemas A e B,
todas as correlagoes, classicas e quanticas, entre esses dois subsistemas sao quantificadas pela

informagao mutua Z, definida como [27]:
T = S[pal + Slps] = Slpl, (54)

com pa = Trglp] e pp = Tralp] os operadores densidade reduzidos & cada subsistema.
Visando quantificar apenas as correlagoes quanticas entre dois subsistemas, introduziremos
a quantidade chamada discérdia quantica, definida como a diferenga entre todas as correlagoes,
quantificadas por (54), e as correlagdes cldssicas.
Se o operador densidade que descreve o sistema é p, o operador que descreve o subsistema

A é pa=Trg[p]. A informagao total contida no subsistema A ¢ dada por

Slpal = =Tr[palog(pa). (55)

Se o subsistema B for medido por um projetor I, associado a um resultado pg, o operador

densidade que descreve o sistema como um todo apds a medida, que é uma medida seletiva, é:

I pll
S L. — 56
Apoés essa medida, o estado do subsistema A sera:
TTB [Hkpl_[k]
pane = Traloed = oS oT o7

A entropia S[pajx] associada a esse subsistema é chamada entropia condicional. Definimos as
correlacoes classicas entre os dois subsistemas a informagao maxima que pode ser obtida sobre
o subsistema A realizada uma medida nao seletiva, parametrizada pelo conjunto de projetores

{11}, tal que >, IIx = I, no subsistema B [27]:
Q = max(m,} {S[PA] - ZPkS[PAHk]} : (58)
k
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A discérdia quantica D[p] [28] é definida como a diferenca entre a informacao mitua e as

correlagoes classicas:
Dlp] = Zp] — Qlp]- (59)

Como o processo de extremizacao necessario para o cdlculo de (58) pode ser complicado
costuma-se escolher um conjunto especifico do projetores e calcular a discordia quantica relaci-
onada a informacao classica obtida através das medidas relacionadas a este conjunto particular.
Neste caso, podemos escrever a discordia quantica apenas em termos da entropia do sistema

p, de um dos subsistemas e da entropia condicional:

Dlp] = Slpa] + 3 peSlosn] — S, (60)
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3 Oscilacao quantica de sabores

A histdria da fisica de neutrinos remete ao inicio do século 20, quando se estudavam aspectos
elementares de decaimentos 8. No final da década de 1920 supostamente se observa a nao
conservagao de energia nesse tipo de decaimento levando a ideia da existéncia de uma nova
particula responsavel por restabelecer a conservacao de energia. Em 1930, E. Fermi propos
que a existéncia de um férmion neutro, fracamente interagente e de massa da ordem da massa
do elétron, que poderia resolver nao apenas a violacao da conservacao de energia mas também
o problema de estatistica de spin em decaimentos . Alguns anos depois a particula passou a
ser chamada de neutrino e, em 1933, E. Fermi e J. B. Perrin concluiram, independentemente,
que o neutrino poderia ser uma particula de massa nula.

A partir deste ponto a descricao tedrica do neutrino enquanto particula estd intimamente
relacionada ao desenvolvimento da teoria eletrofraca. No final da década de 1950, T. D.
Lee e C. N. Yang sugeriram diversos testes experimentais para verificar a violagao do ntimero
quantico de paridade em processos fracos. Logo em seguida o fenomeno é observado levando ao
desenvolvimento de uma teoria das interagoes fracas que s6 inclufam interagoes entre particulas
left-handed em meados de 1958 por R. P. Feynmann e M. Gell-Mann, E. C. G. Sudarshan e
R. E. Marshak e J. J. Sakurai.

Com a formulagao do Modelo Padrao da fisica de particulas por Glashow, Weinberg e Salam
foi prevista a existéncia do bdson Z responsavel por interagoes fracas neutras. Ao modelo
padrao foi adicionado o mecanismo de Higgs de geracao de massa para bdsons interagentes e
em 1971 a renormalizabilidade da teoria foi demonstrada por G. T'Hooft e M. J. G. Veltman
tornando o modelo padrao bem estabelecido.

O desenvolvimento da fisica de neutrinos em nivel experimental apresentou um problema ao
modelo padrao da fisica de particulas. Experimentos com detectores de neutrinos constataram
que o fluxo medido de neutrinos produzidos no sol (neutrinos solares) correspondia a cerca
de metade do fluxo previsto teoricamente. A explicacao mais simples para o fenémeno é a
da oscilacao quantica de sabores, baseada na descricao da oscilagao entre kdon e antikdon de

M. Gell-Mann e A. Pais [15]. A oscilagdo quantica de sabores em sua forma mais simples
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consiste em supor que cada neutrino de sabor eletronico, muodnico e tadnico é descrito como
uma superposicao linear dos chamados estados de massa. Nesse contexto os neutrinos possuem
massa bem pequena e ha a possibilidade de conversao de um sabor para outro, uma vez que
o Hamiltoniana de propagagao livre (sem potencial) é diagonal nos estados de massa.

Além de resolver o problema de neutrinos solares, a oscilacao quantica de sabores também
explica deplegoes envolvendo fluxo de neutrinos atmosféricos (gerados a partir do decaimento
de particulas de raios césmicos), de neutrinos de reatores [12] e é importante em diversas
questoes ligadas & cosmologia [17, 29].

Neste capitulo introduziremos a descricao da oscilagao quantica de sabores em termos da
mecanica quantica de uma particula. Através da descricao de um estado de sabor como uma
superposicao quantica de estados de massa definiremos a probabilidade de oscilacao de um
sabor a para um sabor 3 e a probabilidade de sobrevivéncia de determinado sabor. Traba-
lharemos no formalismo de vetores de estado e estenderemos o procedimento ao formalismo
de matriz densidade, isto é, a mecanica quantica de sistemas compostos, tornando os procedi-

mentos adotados nos capitulos subsequentes mais claros.

3.1 Estados de sabor e estados de massa

Visando explicar a deplecao no fluxo de neutrinos e anti neutrinos eletronicos foi proposta a
descricdo de um estado de sabor | v,) como uma superposi¢ao quantica dos autoestados de

massa {| v1), | o), | v3)} [12], ou seja:
3
| Va> = Ual | V1> -+ Ua2 | V2> + Uag | I/3> = ZUM' | Vi>. (61)
i=1
Tanto os estados de sabor, quanto os estados de massa, sao mutualmente ortogonais:

(va | vg) = Oap,
(vilv;) = 6y
Distinguem-se, entao, duas bases para o espago de Hilbert associado ao sistema quantico que

descreve um neutrino. A base de sabor constituida por estados de sabor {| v.),| v,), | v;)}
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¢ adequada para descrever interagoes. O Hamiltoniano de propagacao livre, ou seja sem
potencial de interacao, nao é diagonal na base de sabor mas é na base de massa construida
pelos estados de massa, ou estados fisicos, {| 11),| 12),| v3)}. Para o operador Hamiltoniano

H, que nao inclui nenhum potencial de interagao, temos [12]:

com F; a energia do estado de massa i.

Na equagao (61) a matriz U, de elementos U,;, ¢ uma matriz unitaria, chamada matriz de
mistura que faz a transformacao entre as bases de sabor e de massa. Em diversas situagoes,
como no estudo de neutrinos atmosféricos, é suficiente considerar a existéncia de apenas dois
estados de sabor [12], cada um descrito como uma superposi¢ao de dois estados de massa.
Nesse caso, a matriz de mistura tem a mesma forma de uma matriz de rotacao entre as bases
de sabor e de massa, parametrizada em termos de um angulo # chamado angulo de mistura
[12]:

cosf  sind
U= . (63)
—sinf cosf
Ao considerarmos o caso de trés estados de massa, a matriz de mistura possui forma mais

complicada sendo parametrizada em termos de trés angulos de mistura, 65, 613 e 093, € uma

fase complexa relacionada a violacao CP, § [12]:

—is
C12C13 S512€13  S13€

U= —512C23 — C12523513€" C12C23 — S12523513€" 523C13 ) (64)

0 i6
512523 — C12C23513€ —C12C23 — 512C23513€ C23C13

com
Sij = sin Hij s
C; = COS 91-]- .

Os valores fenomenolégicos dos angulos de mistura obtidos através da andlise estatistica de

experimentos é resumido na tabela 1 [30]:
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Tabela 1: Valores fenomenolégicos para os parametros de mistura [30].

Parametro de mistura | Melhor ajuste
sin?(61) 0.306
sin®(013) 0.021
sin?(0y3) 0.42

Em muitos casos é considerada a aproximagao tribimaximal para os angulos de mistura [31]

resumida na tabela 2

Tabela 2: Aproximagao tribimaximal para os angulos de mistura [31].

Parametro de mistura | Valor na aproximacao tribimaximal
1
O V3
813 0
s
023 4

A fase de violagao C'P, §, nao possui valor fenomenolégico definido, de modo que adotare-

mos, para os fins desta dissertacao, 6 = 0.

3.2 Evolucao livre de estados de sabor

Consideraremos que a evolucao livre de um estado de sabor | v,) pode ser obtida através do

uso do operador de evolucao temporal:

| va(t)) = U(t,0) | va(0)). (65)
Sabemos que [32]
U(t,0) = e 1, (66)

e que o estado de sabor | v,(0)) pode ser escrito como uma superposigao quantica de estados
de massa. Substituindo (61) em (65) teremos
3 .
| Va(t)> = ZUaie_ZHt | 1/7;>. (67)
i=1
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De (62) segue que

) (68)

A evolucao temporal de um estado de sabor é dada, entdao, em termos da base de massa:

| Vo (t z; Uye™ ) (69)

3.2.1 Probabilidade de sobrevivéncia e de transigao

Com os resultados de evolucao temporal podemos deduzir duas quantidades importantes em
fisica de neutrinos: a probabilidade de sobrevivéncia de um sabor e a probabilidade de transicao
de um sabor « para um sabor 5. A probabilidade de sobrevivéncia é a probabilidade de que,
dado um estado inicialmente em um sabor «, ele possa ser medido no mesmo sabor apds
determinado tempo e distancia. Tal quantidade é importante, por exemplo, no calculo da
deplecao de neutrinos que sao produzidos no Sol e medidos na Terra [12].

Dado um estado inicialmente em um sabor « conforme (61), a probabilidade de sobre-

vivéncia P,_,, desse sabor ¢é definida como:

Possa(t) =| (va(0) | va(®)) |- (70)

Utilizando (61), (69) e lembrando que os estados de massa sdo mutualmente ortogonais escre-

Vemos:
(va(0) | va(t Z | Usi ‘2 (71)

Apos algumas manipulagoes algébricas e utlhzando a unitariedade da matriz de mistura tere-

mos a expressao da probabilidade de sobrevivéncia:

AFE;
Poalt _1—42 Z | Usi |2 Usy |2 sin? ( ]t> (72)

=1 j=i+1
dada em termos da diferenca entre as energias dos estados de massa ALE;;:

A probabilidade de transi¢ao de um sabor a para um sabor 3, P,_3, ¢ definida como a

probabilidade de um estado inicialmente no sabor « ser medido como um sabor [3:

Passs(t) =| (v(0) | va(t)) * - (74)

25



Através do mesmo procedimento utilizado para calcular a probabilidade de sobrevivéncia,

obtemos a expressao para a probabilidade de transicao em termos dos elementos da matriz de

mistura e diferenca de energia entre os estados de massa (73):
(75)

3

ij=1

(76)

De (72) e (75) segue que:
Possa(t) + > Pasyp(t) = 1.
B#a
Podemos visualizar esse fato ao considerarmos o caso de dois sabores. As probabilidades de

sobrevivéncia e transicao de um estado eletronico sao, neste caso, respectivamente:

AE t) ’

P.,. = 1—sin*(20)sin? <
(77)

2

P, sin?(26) sin? (

Na figura 2 temos o graficos destas duas probabilidades em func¢do do parametro AF;ot/2

e .. 9 )
utilizando sin”(#) = sin®(#;5) = 0.306.
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Figura 2: Probabilidade de sobrevivéncia de um estado inicialmente eletronico P, (em linha

pontilhada) e de transigao do sabor eletrénico para o sabor muoénico P._,, (em linha tracejada) em

funcdo do parametro AFjst/2 utilizando sin?(6) = 0.306.
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3.2.2 Aproximacgoes ultra relativisticas

A descricao apresentada para a oscilagao quantica de sabores requer que a massa de um
neutrino seja nao nula [12]. Como vimos, o Hamiltoniano de propagagao livre é diagonal na

base de massa, sendo cada estado de massa associado a um autovalor

E; =\/p* +m2. (78)

2 ~ meV, cerca de 6 ordens de

A massa m; de cada autoestado de massa é pequena, isto é, m;c
grandeza menor que a massa do elétron. Em diversas situagoes, como no estudo de neutrinos
solares ou de reatores [12], a massa é muito pequena comparada ao momentum da particula,

de modo que podemos utilizar a seguinte aproximacao

2
m; 4
2 + O[m;]. (79)

Desprezando os termos de quarta ordem na massa obtemos para a diferenca entre as energias

de dois autoestados de massa:

AE;=E,— E; = — I — g (80)

onde supomos iguais os momenta de dois estados de massa. Na equacgao acima definimos a

diferenca quadratica de massa Am?j =m? — m?. Se considerarmos trés sabores, encontramos
dois tipos diferentes de disposicao hierarquica das massas m;, a hierarquia normal com m; <

mso < mg e a hierarquia invertida com ms < m; < mo.

Experimentalmente sao determinadas duas diferencas quadraticas de massa Am2,,, e Am?2
[30]:
Am2,, = 235x107° eV?,
omg = T7.58 x107° eV>. (81)

A disposigao da hierarquia das massas esta esquematizada diagramaticamente na figura 3.
Substituindo a aproximagao (80) em (72) e (75) teremos para as probabilidades de sobre-

vivéncia e transicao, respectivamente:

23 Am?
Posa®) =1=4>" > | Uy [!| Uyy | sin® <2p”t> : (82)

i=1 j=i+1
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Hierarquia Normal Hierarquia Invertida

V3 V2
2
Am o

V2 —_— V1
AMP gm

V1 - V3

Figura 3: Representacao diagramética das duas possiveis hierarquias de massa dos estados fisicos de
neutrinos. Na hierarquia normal a menor massa é do estado | 1) enquanto na hierarquia invertida o

valor mais leve é o associado ao estado | v3).

3 Am?]
Paslt) = 32 UnilUUsyUse 55, (83)

ij=1
Na figura 4 apresentamos o grafico das probabilidade de sobrevivéncia e conversao do estado

. . . . : Am2 : .
eletronico em funcao do parametro adimensional %t para a hierarquia normal.

3.3 Tratamento da oscilacao quantica de sabores no formalismo de

matriz densidade

Podemos tratar o fenéomeno de oscilagao quantica de sabores descrito acima pela perspectiva
da matriz densidade. O interessante desse ponto de vista é a possibilidade de estudar estados
mistos de sabor.

Para um estado puro de um determinado sabor «, a partir de (61) obtemos a expressao

para o operador densidade associado a esse sabor p, na base de massa:
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Figura 4: Probabilidade de sobrevivéncia P._,. e as probabilidades de transicao P._,, e P._,; para
o estado eletrénico em funcao do parametro Amag;t/2p utilizando os pardmetros experimentais para
os angulos de mistura da tabela 1 e as diferengas quadréticas de massa (81). Em linha sélida estd

P.ye + Py + Peeyr que sempre é igual a unidade, confirmando a equagao (76)

b =l va) e |= 3 Uiy | w05 | (84)

ij=1

A evolucao temporal de um operador densidade é facilmente obtida, conforme descrito no
capitulo 2:

pal(t) = U(t)pa(0)U' (). (85)

Considerando a evolugao livre do estado de sabor, o operador de evolucao temporal U é

diagonal na base de massa:

3
Ut)=>e """ v}y | . (86)
i=1
Substituindo (86) em (85) e usando (84) obtemos:
3 .
palt) = > UaiUise 55" i) (v |, (87)
ij=1

com AEW = Ez — Ej.
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Definindo o projetor em um sabor 8 como [33]
3
Mg =| vg)(vs |= > UsUp; | vi)(v; |, (88)
ij=1

a probabilidade de sobrevivéncia do sabor « é dada por

Posa(t) = Tr[Mapa(t)] = Tr[pa(0)pa(t)], (89)

e a probabilidade de conversao para um sabor § é dada por
Posg(t) = Tr[Mgpa(t)]. (90)

As duas quantidades acima se reduzem as férmulas (72) e (75), respectivamente, conforme o
esperado.
A evolucao temporal de um operador de projecao é a mesma do operador densidade de um

estado puro do sabor correspondente [33]:
Ma(t) = palt). (o1)

Além disso, devido a unitariedade da matriz de mistura, os operadores de projecao satisfazem
a relagao de completeza:
3
Z M,(t) = 1. (92)
a=1
Neste contexto podemos considerar um sistema misto de todos os sabores descrito por um
operador densidade p dado por:
p(t) = we M (t) + w, M, (t) + w, M- (t) = Z wWo M (t). (93)
=€, [, T
com Y, w, = 1. Ao lidarmos com uma mistura estatistica os conceitos de probabilidade de
conversao e de sobrevivéncia perdem seu significado, entretanto, ainda podemos estudar a
probabilidade de medir o estado p(t) acima como um estado eletronico, mudnico ou tadnico.

Dado um estado misto, a probabilidade de medi-lo como um sabor g é [33]

By = Tr[Mg(0)p(t)]. (94)
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Lembrando das defini¢oes de probabilidade de sobrevivéncia e de conversao para estados puros,

teremos que

Pﬁ = Z wapaaﬁ- (95)

a=e,[1,T

Para as probabilidades acima definidas também ¢é valida a igualdade:

S P=1. (96)

B:E,[.L,T

3.3.1 Tratamento da oscilacao de dois sabores com o formalismo de operador

densidade

Para ilustrar os conceitos apresentados acima trataremos o caso de apenas dois estados de
sabor, eletronico e muodnico, com o formalismo de matriz densidade.
Como para dois sabores a matriz de mistura é dada por (63), teremos para o sabor eletronico

e muonico, respectivamente:

cos?(6) sin() cos(f)e AE
M,(t) = po(t) = | : (97)
sin(6) cos(#)eAF! sin?(0)
sin?(9) —sin(0) cos(f)e*AF
—sin(f) cos(f)e!AE cos?(0)
Das duas expressoes acima observamos, explicitamente, que M.(t) + M,(t) = 1.
Dado um estado misto de dois sabores
p(t) = D waMy(t) = wM(t) + (1 — w)M,(t), (99)
a=e,u
as probabilidades de medir o estado acima como um estado eletronico e como um estado

muonico sao, respectivamente:

P.(t) =w [1 — sin®(26) sin® (Agm tﬂ +(1—w) {snﬁ(ze) sin’ (Agl?t)] (100)
P(t) =w [sinz(ze) sin’ (A];”tﬂ +(1—w) {1 — sin?(26) sin (Afm tﬂ (101)

Na figura 5 apresentamos os graficos de P, e P, para diversos valores de w em funcao de

AFE)st/2 com sin?(#) = 0.306
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Figura 5: Probabilidade de um dado estado misto genérico de dois sabores (99) ser medido como

um estado eletronico (100) e como um estado muénico (101) AEjot/2 utilizando sin?(6) = 0.306.

O formalismo de matriz densidade abre novas possibilidades no estudo da oscilagao quantica
de sabores em diversos niveis. Podemos estudar, neste formalismo, estados mistos de sabor e
descrever processos de medidas em neutrinos. Conforme apresentaremos no préximo capitulo,
este estudo tem diversas consequéncias ao considerarmos os neutrinos cosmolégicos [33, 34], em
particular, no calculo de sua densidade de energia levando em conta o fenomeno de oscilacao
de sabores.

Nos calculos apresentados neste capitulo nao levamos em consideracao a localizacao dos
autoestados de massa. No capitulo 5 introduziremos o formalismo de pacotes de ondas no qual
cada autoestado de massa possui uma distribuicao de momentum Gaussiana. Se descrevermos,
neste formalismo, um estado de sabor como um estado composto, sendo cada subsistema
um modo de massa, podemos estudar a descoeréncia entre os pacotes de ondas através de
quantificadores de emaranhamento e de correlagoes entre os modos de massa. Para tanto
a descricao em termos da matriz densidade é imprescindivel, uma vez que, ao menos nessa
dissertacgao, todos os quantificadores de emaranhamento e correlagoes apresentados no capitulo

2 sao dados em termos do operador densidade.

32



4 Teoria das medidas quanticas e a densidade de energia
dos neutrinos cosmolégicos

No universo, assim como os fétons geram um mar de particulas desacopladas, nomeadamente
a radiacao cosmica de fundo, os neutrinos também se desacoplam do resto do universo, os
chamados neutrinos cosmolégicos de fundo, ou simplesmente neutrinos cosmoldgicos. Diver-
sos calculos em cosmologia envolvem a densidade de energia dos neutrinos cosmolégicos, por
exemplo o cdlculo da propagacao de perturbacoes lineares e crescimento de estruturas de larga
escala [17, 29]. Ao mesmo tempo, uma das maneiras de estimar a massa dos neutrinos ¢é através
de dados cosmologicos, sendo o processo de extracao dessas medidas dependente do célculo
da densidade de energia dos neutrinos [17]. Neste contexto, a defini¢ao precisa de energia de
um estado de sabor é importante [35, 17, 29], entretanto, o fenémeno de oscilagao quantica de
sabores introduz ambiguidades nessa definigao [33].

Neste capitulo utilizaremos alguns elementos da teoria generalizada das medidas quanticas
apresentada no Capitulo 02 no calculo da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos.
Antes de apresentar os resultados principais relacionados ao tépico, iremos introduzir conceitos
basicos de cosmologia, como a evolu¢ao do universo e o desacoplamento. Em seguida, definindo
as energias médias e ponderadas relacionadas, respectivamente, a medidas seletivas e nao
seletivas de sabores, determinaremos as formulas para a densidade de energia dos neutrinos
desacoplados. Por tltimo, iremos estudar a implicacao destas definicoes na determinacao da

massa dos neutrinos através de dados cosmolégicos.

4.1 Conceitos basicos de cosmologia
4.1.1 Expansao do universo e a equacao de Friedmann-Robertson-Walker

O estudo da velocidade de afastamento de galaxias distantes com relagao a terra Terra revelou
que quanto mais longe a galaxia se encontra maior a velocidade de afastamento, seguindo

a famosa lei de Hubble [16]. Com base nessas medidas ficou estabelecido que o universo se
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expande e para quantificar essa expansao introduzimos o sistema de coordenadas comodvel, no
qual as coordenadas dos pontos ndao muda mas a escala muda. A distancia fisica entre dois
pontos d(t) é, entao, proporcional ao chamado fator de escala a(t) que muda com o tempo e

tem valor um no presente:
d(it) = a(t)z, (102)

com x a chamada distancia comével conforme esquematizado na figura 6.

t2
ty

d(ty) = a(ty) x d(tz) = a(t) x

t2 > t]_
a(ty) > a(ty)
d(tp) > d(ty)

Figura 6: Esquematizagao da expansao do universo. A distancia fisica d entre dois pontos aumenta
com o tempo proporcionalmente ao fator de escala a, enquanto a distancia comével x se mantém

constante [16].

Através das equagoes de Einstein da relatividade geral, assumindo que o universo é com-

posto de um fluido perfeito [36], obtemos a equacdo de Friedmann-Robertson-Walker [16]:

) -]

Na equacao acima p(t) é a densidade de energia do universo, py é a densidade de energia no
presente e p.,. ¢ a densidade de energia para que a geometria do universo seja plana e ¢ dada

em termos da constante de Hubble Hy:

_ 3Hg

—— 104
GG (104)

pCT
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Iremos sempre trabalhar no modelo cosmolégico padrao que supoe universo plano, em outras
palavras, p., = po. A taxa de Hubble H(t) é definida como a taxa de variacdo do parametro

de escala:

H(t) = a(lt)f;, (105)

e seu valor no presente corresponde a constante de Hubble Hy. O valor da constante de Hubble

¢ dado em termos de um parametro experimental h:

Hy, = 100h km s~ 2 Mpc™?

h ~ 0.72.

Como o universo se expande as galaxias medidas em experimentos astronomicos ligados a
cosmologia se afastam da Terra gerando um desvio para o vermelho em suas linhas espectrais.
O redshift z mede o quao desviadas estao as linhas espectrais e pode ser escrito em termos do

parametro de escala:

1
14+2="= 1
+z=-, (106)

que é muitas vezes utilizado no lugar do parametro de escala para descrever a evolugao do

universo.

4.1.2 Evolugao da densidade de energia

A equacao de Friedmann-Robertson-Walker pode ser escrita em termos da constante de Hubble

Hj e da densidade de energia critica (104), assumindo universo plano:

H*(t)  p(t)
i (107)

O suposto fluido perfeito que permeia o universo é composto de diversas componentes a;, como
por exemplo matéria barionica nao relativistica, fétons sem massa, neutrinos e, no modelo
cosmoldgico padrao, energia escura. Podemos decompor p(t) como uma soma de suas diversas

componentes

p(t) = palt). (108)
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A obtengao da solugao de (107) requer o conhecimento do comportamento de todos p,(t) dados

pelas equacoes de continuidade obtidas das equacoes de Einstein:

dpa(t)
dt

= —3H(t) (pa(t) +pa)- (109)

A pressao da componente «, p, pode ser obtida através da equagao termodinamica de estado
e depende das caracteristicas especificas da particula que a compoe [16]. Por exemplo, para

matéria nao relativistica « = M
pm =0, (110)
e para radiacao composta de fétons a = R

1

Nesses casos a equagao de estado é uma relagao linear entre pressao e densidade de energia.

Escrevendo

Pa = WapPa, (112)

podemos obter a solucao da equagao (109) p,(a) em termos do parametro de escala:
pala) oc a=31Hwa), (113)

Para matéria e radiacao temos, respectivamente, os comportamentos

pu(a) o< a3

pr(a) o a™* (114)

A fracao da densidade de energia para a densidade critica de uma dada espécie «, que chama-

remos de densidade de energia normalizada, é definida como:

Qu(t) = p;ﬁf). (115)

Sendo ,(0) o valor da quantidade acima definida no presente, no caso mais simples em que

vale (113) podemos escrever
02,(0)

31 twa)’

Qult) = (116)
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Podemos reescrever a equagao de Friedmann-Robertson-Walker em termos das densidades de

energia normalizadas de cada espécie:

H(t) = Zm. (117)

«
Esta forma particular é interessante pois as quantidades €2,(0) podem ser obtidas através de
dados astronomicos [16]. Como exemplo de solucao da tltima equagao consideramos o caso

do universo inteiramente composto de radiacao:

2

1 da QR<O)
=) = 28V 118
a(t) dt at ’ (118)
para o qual temos
a(t) oc t1/2, (119)

Como esperavamos a densidade de energia do universo determina como a expansao se
da, consequéncia direta da utilizacao da teoria da relatividade geral. Nao podemos sempre
encontrar uma equacao de estado simples para dada componente, sendo necessario apelar a
métodos de mecanica estatistica para determinar, de maneira precisa, sua forma. Neste calculo
sao levadas em consideracgao diversas questoes ligadas aos processos microscépicos, sendo o caso
mais simples o de particulas livres, para os quais sao obtidas, em geral, equacoes de estado

simples.

4.1.3 Desacoplamento

Em tempos anteriores ao presente, o parametro de escala era menor que um e a distancia
fisica entre dois pontos era menor que a atual. Como consequéncia, a densidade de energia do
universo era maior e, considerando tempos primordiais, todas as espécies de particulas estavam
em equilibrio térmico mantido por espalhamentos quanticos (vide equacao de Boltzmann [16]).
Conforme o universo evolui as distancias fisicas se tornam cada vez maiores e, eventualmente,
a taxa de Hubble torna-se maior do que a taxa de interacao entre um tipo de particula e
as demais. Quando isso ocorre a taxa de interagao entre esse tipo de particula e as demais

nao é rapida o suficiente para ajustar a distribuicao de momentum da espécie a mudanca
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da temperatura do plasma constituido de todas as outras particulas e, como consequéncia, a
espécie nao mais fica em equilibrio com o plasma, ela se desacopla dos outros componentes do
universo evoluindo como um gés perfeito no regime chamado de free streaming [17].

A dinamica de desacoplamento é complicada, sendo modelada por uma série de equacgoes
diferenciais que devem ser resolvidas numericamente. Deixando de lado essas complicagoes,
se aproximarmos o processo de desacoplamento por um processo instantaneo, no momento do
desacoplamento a espécie de particulas o, dado em termos do parametro de escala a?, possui
temperatura T”. Durante a evolucio em free streaming, a espécie desacoplada apresenta
distribuicdo de momentum f,(a) dada em termos da energia F,, do potencial quimico p, e

da temperatura T'(a):
1
fa(a) = e(Bala)—pa)/T(a) 4- 1’

(120)

sendo o sinal positivo para a distribuicao de Fermi-Dirac e o negativo para a distribuicao de
Bose-Einstein. Para as particulas desacopladas a relacao de dispersao ¢ a mesma de uma

particula livre:
E.=/p? +m2. (121)

Através da equacao da geodésica da relatividade geral [36], encontramos a dependéncia do

com o parametro de escala nesse caso especifico:

p X a_l, (122)
entao, apds o desacoplamento teremos
7\2
Ea=y[(4) +m, (123)
a

com ¢ o momentum comovel. Desta maneira, apds o desacoplamento

fa(a) = fa(a5>' (124)

Em geral é impossivel definir uma temperatura efetiva e um potencial quimico efetivo que
descrevam a evolugao da distribuicao de momentum apds o desacoplamento. Nos limites

ultra relativistico e nao relativistico a descricao é mais simples, sendo possivel definir tanto
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temperatura quanto potencial quimico efetivos. Estes dois limites sao de extrema importancia,
pois particulas como neutrinos se desacoplam com energias relativisticas e, de (124), a funcao
de distribuigao ird se manter a mesma ap6s o desacoplamento [37].

Com as ideias apresentadas acima podemos descrever o desacoplamento de particulas de

maneira simplificada, que serd suficiente para os fins desta dissertacao.

4.2 Densidade de energia dos neutrinos cosmolégicos

Em tempos primordiais, diversas particulas coexistiam em equilibrio térmico mantido pelas
interacoes fundamentais. Em particular, os neutrinos cosmolégicos estavam em equilibrio com
o plasma primordial através de interacoes fracas com elétrons e podsitrons, que ocorriam a
taxas significantes até temperaturas T > TP ~ 1 MeV. Para temperaturas bem menores,
a taxa de espalhamento dos neutrinos com o plasma torna-se bem menor do que a taxa de
expansao do universo e os neutrinos se desacoplam das demais espécies de particulas evoluindo
em regime de free streaming, formando um mar de particulas semelhantes a radiagao césmica
de fundo com temperatura atual T? relacionada & temperatura da radiacao césmica de fundo

T) ~2.725K = 2.348 x 107* eV através de [16]:

4 1/3
T = (11) T9 ~1.945 K =1.676 x 10~* eV. (125)

O mar de neutrinos desacoplados desempenha importante papel em cosmologia. Além de
sua densidade de energia contribuir, com uma pequena fracao, para manter a geometria do
universo plana, por se tratar de um tipo de matéria escura ! os neutrinos cosmolégicos ocupam
importante papel na teoria de perturbagoes lineares [29] e o cardter massivo dos neutrinos
influencia diretamente diversas medidas cosmoldgicas, como o espectro angular da radiacao
cosmica de fundo [17, 18].

Dados cosmolégicos sao importantes em fisica de neutrinos. Consideragoes cosmoldgicas
impoem limites ao valor das massas dos neutrinos, como por exemplo o limite de Gerstein-

Zeldovich [17, 29] e limites obtidos através do estudo da radiagdo césmica de fundo. Andlises

Matéria Escura é constituida por todo o tipo de particulas que ndo interagem eletromagneticamente [16]
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cosmoldgicas, entretanto, nao fornecem nenhuma informagao sobre os angulos de mistura ou
da fase de violacao C'P. Tais resultados sao complementares a outros tipos de experimen-
tos envolvendo neutrinos de outras origens, como neutrinos produzidos em decaimentos, em
colisdes de aceleradores de particulas e em reatores [12].

Antes do desacoplamento, os neutrinos cosmoldgicos eram mantidos em equilibrio térmico a
uma temperatura 1" > Tp através de interacoes fracas que mantinham os estados de neutrino
em estados de sabor | v,) com a = e, u, 7. O ntmero de neutrinos de dado sabor « que
ocupavam um elemento infinitesimal do espaco de fases dn,, com energia em um intervalo

dFE,, é dado pela distribui¢ao de Fermi-Dirac:

1 P2 dE, \ "
dn, = = db, 126
Ny, 272 eBva /T—1vq +1 < dp > o ( )

onde 7),, é a razao entre o potencial quimico e a temperatura, que iremos supor nulo. Os neu-
trinos se desacoplam em estados de sabor de modo que, apds o desacoplamento, as particulas
propagam-se em regime de free streaming mantendo uma distribuicao de momentum igual
a distribuicao na época do desacoplamento. Como em instantes antes do desacoplamento a
temperatura de equilibrio era T' ~ 1MeV, muito maior que a massa dos neutrinos, podemos
aproximar E,(a) = p(a) na exponencial de (126), entao teremos

1 P’ T°(a) €2
272 ep(a)/T(@) =1 4 1dp T o2 e + 1d€’ (127)

dn,, =

com € = p(a)/T(a) uma quantidade comével.
Os neutrinos cosmoldgicos se propagam livremente estando sujeitos ao fenomeno de os-
cilagdo quantica de sabores descrito no capitulo 3. Em principio, sua densidade de energia

pode ser calculada como
Pv = Z/Eua(p>dnua7 (128>

faltando determinar a relagao de dispersao E,, (p) que descreve a energia associada a um estado
de sabor. Podemos introduzir a massa efetiva de um sabor mesy,, em termos dos elementos

da matriz de mistura U e das massas dos autoestados de massa:
Mesve =2 | Uai [P mi, (129)
i
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de modo que a relagao de dispersao pode ser escrita como
Eﬁg)(a) ~ (p* + msz,ya)lm- (130)
Neste caso, a densidade de energia é calculada de maneira direta como

pl = > (P + msz,l/a)l/2dn1/a' (131)

«
Em [35] é argumentado que para o cdlculo da densidade de energia ser consistente com o
fenomeno de oscilagao quantica de sabores descrito em termos da mecanica quantica de uma
particula devemos considerar a distribuicao do estado de massa dn,,, composta por uma soma

ponderada das distribui¢oes de estados de sabor [35]:
dny, =Y | Uy [? dny,,. (132)

A distribuicao de dn,, é de Fermi-Dirac apenas se os parametros de degenerescéncia 7, sao

iguais para todos os sabores. A densidade de energia seria dada por

3
pv =2 /(p2 +m) Pdny, = | U [ /(p2 +m2)2dn,, . (133)
i=1 i
Na figura 7 apresentamos o grafico da diferenca relativa

Ap o :01(/0) — Pv
p Pv

(134)
em funcgao do redshift para as hierarquias normal e invertida. Neste grafico utilizamos os va-
lores tribimaximais para os angulos de mistura, os valores fenomenoldgicos para as diferencas
quadraticas de massa apresentados no capitulo 3 e para o autovalor de massa mais leve uti-
lizamos m = 50 meV. Do grafico temos que para altos redshifts (em tempos anteriores ao
presente) a diferenga (134) é nula pois nestas épocas os neutrinos cosmoldgicos se propagam em
regime ultra relativistico, tendo a massa pouca influéncia no célculo da densidade de energia.
Para redshifts baixos ha a formagao de platos que indicam que a diferenga no calculo da massa,

ou equivalentemente na definicao de energia associada a dado sabor, influencia diretamente o

calculo da densidade de energia.
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Figura 7: Diferenca entre a densidade de energia calculada por (131) e (133) em funca@o do redshift
[35]. Para estes graficos utilizamos os valores tribimaximais para angulos de mistura e os valores
fenomenoldgicos das diferencas quadraticas de massa dados no capitulo 3. Para o menor autovalor de
massa utilizamos 50 meV. Em linha sélida esta representada a quantidade (134) para a hierarquia
normal e em linha tracejada para a hierarquia invertida. Para altos redshifts a diferenca é nula pois
nestas épocas os neutrinos cosmoldgicos se propagam em regime ultra relativistico, tendo a massa
pouca influéncia no calculo da densidade de energia. Para redshifts baixos hé a formacao de platos que
indicam que a diferenca no calculo da massa, ou equivalentemente na definicao de energia associada

a dado sabor, influencia diretamente o calculo da densidade de energia.

Na figura 8 apresentamos o grafico da densidade de energia normalizada dos neutrinos 2,
em funcao do menor autovalor de massa para as hierarquias normal e invertida. Novamente
a influéncia do método de cédlculo da densidade de energia é clara, para valores de massa
baixo diferentes métodos geram diferentes resultados desta importante quantidade em
diversas areas da cosmologia.

As definigoes (131) e (133) sao diferentes devido a definigao de energia de estado de sabor
utilizada. Os gréficos das figuras 7 e 8 mostram claramente como esses diferentes métodos
influenciam diretamente o célculo de quantidades importantes em cosmologia. Torna-se re-
levante, entao, entender melhor a origem dessa ambiguidade para que possa ser definido o

método correto para o calculo da densidade de energia. A teoria generalizada das medidas
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Figura 8: Densidade de energia normalizada dos neutrinos cosmoldgicos em fungao do menor autova-
lor de massa para as hierarquias normal e invertida de massa [35]. As linhas continuas correspondem
ao calculo da densidade de energia através de (131), enquanto as linhas tracejadas correspondem
ao método (133). Para valores pequenos da massa do menor autovalor de massa, os dois diferentes
métodos (131) e (133) geram diferentes resultados desta quantidade que é importante em diversas

areas da cosmologia.

quanticas permitird entender melhor as definicoes de energia de um sabor e relaciona-las a
processos de medidas seletivos e nao seletivos [33], e, desta maneira, auxiliar a clarificar a ori-
gem da ambiguidade apresentada acima bem como suas implicagoes ao célculo da densidade

de energia dos neutrinos cosmoldgicos [38].

4.3 Energia média e energia ponderada de estados de sabor

No formalismo do operador densidade, podemos descrever estados de sabor como estados
mistos ou puros e obter quantidades fisicas observaveis de maneira direta. A energia média

E,(t) de um estado puro de sabor p, ¢ dada por
Eo = Tr[Hpa(t)), (135)

com H o operador Hamiltoniano que, neste caso, serda o operador de particula livre utilizado

no capitulo 3. Como o operador densidade de um estado puro de sabor é igual ao projetor
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naquele estado podemos escrever:
Eo = TrlHMq(t)] = Tr[H | va(t))(va(t) ] (136)

Esta quantidade é independente do tempo e, utilizando a forma explicita do projetor M, (t)
na base de massa? temos:

Ey=) |Uy | E; (137)

No caso de apenas dois sabores as expressoes acima sao dadas em termos da energia média
dos estados de massa FE = (E; + F,)/2, da diferenga de energia entre os autoestados de massa

AFE = Fy — F;y e do angulo de mistura 6:

E.(t) = E+ ;AE cos(20),

— 1
E,(t) = E— iAE cos(26).

Um estado de determinado sabor durante sua evolucao livre pode se converter parcialmente
ou completamente em outro sabor. A proje¢ao de um estado de um sabor | v4(t)) em um estado
de outro sabor | v3(0)) nao é nula, portanto, a defini¢ao (135,136) é ambigua e inapropriada
de energia associada a sabor, uma vez que essa quantidade nao é unicamente correlacionada
a um unico sabor. Essa ambiguidade na "medida”, ou ”"projecao”de energia associada a um
sabor é consequéncia do Hamiltoniano de propagagao livre ser diagonal na base de massa [33].

Para um sistema geral formado pela mistura quantica de diversos ensembles de sabor p,
conforme descrito no capitulo 3, podemos definir, sem nenhuma ambiguidade, a energia total
média F(t) como

E(t) = Tr[Hp(t)]. (138)

Como p(t) = Y, waM,(t), temos que a energia total média é escrita em termos dos pesos

estatisticos w, e das energias médias dos sabores definidas em (136):

E(t)= > w.E.). (139)

a=e,lu,T

2vide equacao (88) do capitulo 3
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As energias médias dos sabores F,(t) ndo tem nenhuma dependéncia nos pesos estatisticos
ligados a cada sabor e nem nas probabilidades de medir o sistema em determinado sabor
Palt) = Tr[My(0)p().

Sob a perspectiva do formalismo da matriz densidade e utilizando conceitos oriundos da
teoria generalizada das medidas quanticas, observamos que a energia média do sabor E,(t) é
calculada através de um operador densidade obtido de uma medida seletiva de sabor. Partindo
do sistema descrito como mistura de diferentes sabores, apds uma medida nao seletiva de sabor

nesse ensemble o sistema sera colapsado no estado:

o =3 Palt)pe. (140)
A energia total deste estado sera dada por
E' =Tr[Hp] = Z P,(t)E4(t). (141)
a=e,,T

Definimos, neste contexto, a energia ponderada de sabor €,(t) como:
ga(t) = Pa(t)Ea(t) = Tr[Ma(0)H Mo (0)p(t)]. (142)

Esta energia esta diretamente associada as probabilidades P,(t) que, por sua vez, sao dadas
em termos dos pesos estatisticos w,. Uma possivel medicao das probabilidades poderia, entao,
ser utilizada para recobrar os valores dos pesos estatisticos associados a mistura que compoe
o ensemble.

De um estado misto de sabor geral podemos obter duas medidas de energia diferentes. A
energia média de um sabor E,(t) é relacionada a processos de medida seletivos de sabor, e
nao é dada em termo dos pesos estatisticos w, e nem das probabilidades P,(t). A energia
ponderada de um sabor ¢,(t) é relacionada a processos nao seletivos de medida e é descrita
em termos das probabilidades de medir o sistema em determinado sabor.

Cada uma dessas energias pode ser entendida como o observavel que descreve a respectiva
medida, sendo esta correlacao melhor entendida em termos da entropia de mistura, definida
na secao 2.3.1. Medidas seletivas de sabor, descritas por medidas da energia média de sabor,

sempre produzem estados puros, de modo que uma medida seletiva nao ird modificar a entropia
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de von-Neumann do sistema. A medida de energias ponderadas, relacionadas a medidas nao
seletivas, mudam a entropia de von-Neumann, sendo a quantidade, entao, importante como
auxiliar na caracterizagao dessa relacao entre energias médias e ponderadas e processos de
medidas, estabelecendo claramente a relagao entre elas e o nimero quantico de sabor [33].
A diferenca entre medir a energia ponderada de sabor e a energia média de sabor pode ser
calculada em termos da energia residual definida como
§t)= D (calt) —waEa(t)) = Y _ Tr[Ma(0)HMjs(0)p], (143)
a=e,u,T a#B
cujo valor médio no tempo nao é nulo. A média temporal da energia média de sabor introduz
uma relacao mal definida entre energia e sabor, enquanto a média temporal da energia pon-
derada de sabor fornece uma correlagao probabilistica entre energias observaveis e o niimero

quantico de sabor [29, 38].

4.3.1 Aplicagao aos neutrinos cosmolégicos

Como vimos na secao 4.2, ambiguidades na defini¢ao da energia associada a um sabor implicam
em diferencas no calculo da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos. Do ponto de
vista do formalismo da matriz densidade a energia total E(t) (138) é bem definida. Se o
célculo da densidade de energia for efetuado utilizando-se energia ponderada de sabor (142)
ao menos uma energia residual dada por (143), calculada em termos dos pesos estatisticos,
ainda ird persistir. Entao, para o calculo da densidade de energia é necessario que a relacao
de dispersao F, seja determinada através do esquema de medida que produz o estado a ser
medido.

Assumindo que o mar de neutrinos cosmoldgicos é um ensemble descrito como uma mistura
de subensembles de sabor, cada um associado a um peso estatistico w, definido através de
dn,, = wadnrea para algum elemento de referéncia do espaco de fases dnry. Neste caso,
a mistura maximal é obtida para dn. = dn, = dn., ou seja, w. = w, = w, e a energia total

definida em (138) ¢ relacionada de maneira direta com as outras energias por uma série de

46



resultados convergentes:

B(t) = Y waBa(t) = . Pa(t)Ealt) = Y (ea(t)) = E. (144)

« «

com (g,(t)) a média temporal das energias ponderadas de sabor e

3

> Ei,

i=1

E =

~

W =

as energias dos autoestados de massa. Quando o estado de sabor é uma mistura maximal
todas as defini¢oes de energia obtidas através da analise dos processos de medida reproduzem
exatamente o mesmo resultado, o obtido de (133). No cendrio dos neutrinos cosmoldgicos é
necessario considerar a média temporal das energias ponderadas de sabor em (144) pois, nesse
cendrio, a dependéncia temporal de ¢, oscila rapidamente [38]. Para o caso de um sistema
maximamente misto de trés sabores, por exemplo, teremos para os valores médios temporais

das energias ponderadas de sabor:

(€e) = L; + 316 [6612 cos(2012) cos®(613) — (Ja3 — 031) (1 — 3COS(2913))}
(en) = ? + ;[(531 — 893) cos®(63) sin®(fa3)

4+ (612 — 031)(sin(012) cos(fa3) 4 cos(612) sin(f;3) sin(fas))?

+ (523 — (512)((308(&12) COS(QQ?)) — Sin(@lg) Sin(elg) Sin(egg))Q]

E 1
<6T> - g -+ 5[(531 — 523) COS2(813) COSQ(923)

— (012 — 031)(sin(012) cos(Baz) + cos(f12) sin(fy3) sin(Ba3))?

— (893 — 012)(cos(12) cos(fa3) — sin(fy2) sin(fy3) sin(6a3))?],

onde ¢;; = E; — Ej, a diferenca de energia de dois autoestados de massa. A soma das trés
equagoes acima reproduz a igualdade (144).

Dessa maneira, dado o operador densidade p que descreve o estado dos neutrinos cos-
molégicos desacoplados, podemos calcular a densidade de energia através de diferentes de-

finigoes de energia associada a um autoestado de sabor. Como o ultimo espalhamento for¢a os
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neutrinos a se desacoplarem em estados de sabor, a densidade de energia p, deve ser calculada

CcOomo
=Y / E, dn,, , (145)

com a relagao de dispersao E,, sendo determinada pela discussao acima apresentada. Desta
maneira temos diferentes modos de determinar a relagao de dispersao energia-momentum.
Podemos usar (E(t)), a média da energia média total obtida de (138), a soma das energias
médias de sabor Y, F,, a soma das médias temporais das energias ponderadas de sabor
S o {ea(t)) ou, a maneira mais simples, a energia média dos autoestados de massa E = (E; +
Ey + E3)/3. Ressaltamos que, no caso em que o estado dos neutrinos cosmolégicos é um
estado maximamente misto, i.e. w, = w, = w, = 1/3, qualquer uma das defini¢oes de
energia ird gerar o mesmo resultado, reproduzido pelo método descrito por (133). Em outros
casos, diferentes definicoes de energia associada a um sabor irao, certamente, gerar diferentes
resultados para a densidade de energia.

Na figura 9 apresentamos o grafico das diferencas entre o calculo da densidade de energia
dos neutrinos cosmologicos através das diferentes defini¢oes de energia apresentadas em funcao
do redshift para o menor autovalor de massa m = 50 meV. A figura 9(a) corresponde ao caso
do estado logo apds o desacoplamento ser um estado puramente eletronico. Como € apenas
parcialmente verdade que o iltimo espalhamento dos neutrinos com o resto do plasma forca-os
ao estado eletronico, na figura 9(b) apresentamos as mesmas fungdes de (a) calculadas para o

estado inicialmente em uma mistura com pesos estatisticos obedecendo a proporgao
We tw, t w, < 1:0.16 : 0.16, (146)

que representa um caso mais real no qual os diferentes sabores atingem o equilibrio térmico
com temperatura aproximadamente igual através de um esquema de medida produzida pelo
espalhamento eldstico com o plasma primordial [39)].

Assim como dos graficos apresentados na figura 7, em redshifts altos o regime ultra rela-
tivistico suprime qualquer importancia da massa no calculo da densidade de energia e todas as

defini¢oes de energia geram o mesmo resultado. Conforme o universo se expande e o momen-
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tum médio dos neutrinos cosmologicos diminui, a massa passa ser importante no calculo da
densidade de energia e o método como ela ¢é inserida através da relacao de dispersao influencia
o resultado.

O grafico da densidade de energia normalizada €2, dos neutrinos é apresentado na figura 10
para os mesmos dois casos apresentados na figura 9 em fungdao do menor autovalor de massa.
Assim como foi discutido anteriormente, a definicao utilizada para energia associada ao estado
afeta diretamente o cdlculo dessa quantidade quando o menor autovalor de massa é < 100
kyT? ~ 167 meV

Complementando o resultado das duas figuras anteriores, na figura 11 esta o grafico do erro
relativo Am/m para predi¢oes da massa efetiva do neutrino em funcao do menor autovalor
de massa para as hierarquias normal e invertida. Para alguns resultados fenomenologicos de
massa efetiva apresentados na literatura Y-, m, < 0.36 eV [40] e >, mqy ~ 0.1 — 0.6 eV [41]

podemos obter o erro relativo através da figura 11:

m = 0.1 eV — Am/m = 0.009(0.027) linhas azuis (vermelhas);
m = 0.36 eV — Am/m = 0.0008(0.002) linhas azuis (vermelhas);

m = 0.6 eV — Am/m = 0.0003(0.0008) linhas azuis (vermelhas) (147)

para ambas as hierarquias. Do grafico notamos que a corre¢ao aumenta exponencialmente
conforme o menor autovalor de massa diminui e para escalas de massa > 0.1 eV a correcao
das hierarquias normais e invertidas é da mesma magnitude.

Enfatizamos que a andlise apresentada nesse capitulo s6 fornece a resposta correta para
qual definicao de energia deve ser utilizada no calculo da densidade de energia dos neutrinos
cosmoldgicos se o procedimento de medida ligado a fenomenologia for determinado. No caso
de uma mistura maximal, entretanto, qualquer uma das definigoes ira gerar o

mesmo resultado, consistente com o apresentado por (133) [35].
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Figura 9: Desvios no célculo da densidade de energia Ap,/p, em funcdo do redshif, z [38].
As curvas sélidas correspondem a hierarquia normal enquanto as tracejadas correspondem a
hierarquia invertida, em ambos os casos consideramos o menor autovalor de massa 50 meV .
Utilizamos os valores tribimaximais para os angulos de mistura e os valores fenomenolégicos
para as diferencas quadraticas de massa apresentados no capitulo 3. Sao representadas nesse
grafico a diferenca relativa entre a densidade calculada com a média temporal da energia
total ((E(t))) e a média temporal da energia ponderada de sabor (3 ,(c,)) (linhas pretas),
entre a média das energias dos autoestados de sabor (E) e a média temporal da energia total
((E(t))) (linas vermelhas) e entre a média das energias dos autoestados de sabor (F) e a média
temporal da energia ponderada de sabor (3,(¢,)) (linhas azuis). No gréfico (a) o resultado
¢é apresentado para um estado puro eletronico que corresponde aos limites tedricos maximos,

enquanto no grafico (b) é apresentado o resultado para o caso mais realista de uma mistura

estatistica com w, = 0.76, w, = w, >~ 0.12.
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Figura 10: Densidade de energia normalizada dos neutrinos cosmolégicos em funcao do menor
autovalor de massa em unidades de k70 = 0.167 meV [38]. As curvas sdlidas correspondem
a hierarquia normal, enquanto as curvas tracejadas correspondem a hierarquia invertida. Os
valores dos angulos de mistura e das diferengas quadraticas de massa utilizados sao os mesmos
da figura 9 e a cor das linhas esta em correspondéncia com o apresentado na figura 9. No gréfico
(a) os resultados apresentados correspondem ao caso de um estado puro eletronico. No gréfico

(b) é apresentado o resultado para o caso mais realistico com w, ~ 0.76, w,, = w, ~ 0.12.
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Figura 11: Erro relativo Am/m para predi¢oes da massa dos neutrinos em fungao do menor autovalor
de massa, m, em unidades de k70 = 0.167 meV [38]. As linhas sélidas correspondem & hierarquia
normal e as linhas tracejadas a hierarquia invertida. Os valores dos parametros de mistura e das
diferencas quadraticas de massa, bem como as cores das linhas, estao em correspondéncia com as

figuras 10 e 9.
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5 Descoeréncia entre autoestados de massa no forma-
lismo de pacotes de ondas.

Para explicar a deplecao no fluxo de neutrinos atmosféricos e solares foi proposto o fenomeno
de oscilagao quantica de sabor, conforme explicado no capitulo 3. Os tratamentos mais simples
do fenémeno supde que os estados de massa | v;) sdo descritos através de ondas planas [12],
ou seja

(x| v;) ox e”P" (148)

com p o momentum do estado livre. Esta descricao, entretanto, apresenta alguns limitantes.
Neste formalismo sao utilizadas algumas aproximacoes inconsistentes, como assumir x ~ ¢, ou
seja, a posicao da particula equivalente ao tempo de evolucao. Ao supor ondas planas, também,
abre-se mao da localizacao da particula sendo impossivel descrever fenomenos relacionados a
producao e deteccao.

Visando superar os limitantes intrinsecos ao formalismo de ondas planas, propos-se a des-
cricao dos estados de massa através de pacotes de ondas, no qual cada autoestado de massa é
associado a uma distribuicao de momentum. Nesse formalismo a particula é localizada através
de uma distribuicao de posicao dada pela funcao de onda, obtida através da transformada de
Fourier da distribuicao de momentum da particula [42, 43, 44].

A utilizacao de pacotes de ondas em fisica de neutrinos possibilita grande compreensao
sobre diversos fenomenos e caracteristicas intrinsecas a dinamica dessa particula [12, 19, 20,
21, 43, 44]. Um estado de sabor é descrito como uma superposigao de pacotes de ondas, cada
um associado a um estado de massa. A dinamica de evolucao livre de cada pacote de ondas
gera alguns efeitos interessantes, como a introducao de uma escala de coeréncia acima da qual
a probabilidade de transigao e sobrevivéncia é constante [45].

Deixando de lados as questoes ligadas a criagao e detecgao dos pacotes de ondas, que sao
modeladas mais rigorosamente através da teoria quantica de campos [46], descreveremos o
fenomeno de oscilagdo quantica de sabores no formalismo de pacotes de ondas através do

estudo das diferentes correlacoes entre os estados de massa, descritos por pacotes de ondas
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Gaussianos. Um estado genérico de sabor pode ser identificado como um estado emaranhado
de trés qubits que descreve um sistema composto. Cada subsistema, nesse cenério, corresponde
a um estado de massa, tornando-se interessante quantificar emaranhamento, separabilidade e
correlacoes entre esses diferentes subsistemas. Através do calculo das quantidades apresentadas
no capitulo 2 (negatividade logaritmica, emaranhamento de formagao, etc) iremos determinar
uma escala de coeréncia acima da qual a probabilidade de transicao e da sobrevivéncia é cons-
tante. Investigaremos mais a fundo a relacao entre probabilidade de sobrevivéncia e quantidade
de emaranhamento/correlacdo entre os estados de massa determinando fenomenologicamente
a dependéncia da correcao entre essas duas quantidades em funcao da largura do pacote de

ondas que representa um estado de massa.

5.1 O formalismo de pacote de ondas em fisica de neutrinos

No formalismo de pacotes de ondas, um autoestado de massa | v;) pertence a um espago de
Hilbert composto de um espaco continuo, relacionado com a localizacao da particula H, de

base {| Z)}, e um espago discreto H,, de base composta pelos estados de massa {| v;)}:

| Vi(f7 t)) € Hw & Hm7

| i@, 1)) =| ¥i(T, 1))@ | 1) (149)

A projegao deste estado na base de posicao | Z) serd
(@ | vi(Z,1)) = (@, 1) | 1), (150)

com ;(x,t) a fungao de onda associada ao autoestado de massa i. A funcao de onda ;(Z,t)
pode ser obtida através da transformada de Fourier da distribui¢do de momentum ;(p) que,

para estados livres, é estaciondria:

1

Vi(Z,t) = (QW)g/z/dgpl/)i(@@i[ﬁ'i_&(mt],

Ei(p) = p*+mi. (151)
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Em geral, um estado de sabor « é dado pelo vetor | v,(Z,t)) composto de uma superposi¢ao

quantica dos estados de massa | v;(Z,t)):

) = U] (2.0,
‘ Va(f7 t)> = 33 ‘ Va ZUaﬂﬂz T t) ’ Vz) (152)

Desta maneira identificamos um estado de sabor como uma superposicao dos pacotes de ondas
associados a cada um dos estados de massa. A descricao desse sistema fisico em termos do
operador densidade é imediata. Para um estado puro de um sabor «, o operador p,(Z,t) ird

representar o estado de um ensemble de sistemas quanticos preparados no mesmo sabor,

ZUMU* 7, 4);5 (T 1) [ v (v | (153)

Cabe ressaltar aqui que este operador densidade corresponde ao estado fisico medido em de-
terminada posicao I, observavel obtido através da medida do operador de posicao.

A formacao do pacote de ondas esta ligada aos processos de criagao do neutrino, sendo o
tempo t interpretado como a diferenca entre o tempo de criacao t. e o tempo de deteccao t4 do
estado. Por interagir fracamente, os neutrinos sempre sao detectados indiretamente apds serem
espalhados por outras particulas, como elétrons. Em geral a secao de choque da interagao fraca
para a maioria dos processos envolvendo neutrinos em condigoes experimentais comuns é muito
pequena sendo necessario manter o detector em exposi¢ao a um fluxo continuo de neutrinos de
modo que é impossivel ter controle do tempo de criagao da particula, nao havendo resolucao
temporal [45]. Para levar em conta esta questao e descrever o sistema apenas em termos da
posicao, introduzimos a média temporal sobre o estado (153) como uma simples integragao no

tempo
:/dt palit) = ZUMU* Udt i@ 0 (E 0| v (v ],
= ZU Uaifis(T) [ vi) (v |, (154)

Com o operador densidade determinado em (154), podemos utilizar as ferramentas intro-

duzidas no capitulo 3 para calcular as probabilidades de sobrevivéncia e de conversao de dado
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sabor utilizando os projetores em cada sabor M,(0)

Pa%a(a_:’) = TT[MCM(O Z ‘ Ual | ‘ UOéJ |2 fl]( )

Posp(T) = Tr[Mgs(0) ZUaiU;jUﬁjUBifij(f)‘ (155)

Devido a normalizagao da distribuicdo de momentum é garantido que f;(Z) = 1. Para obter
formas explicitas das probabilidades acima é necessario adotar uma forma para o pacote de

ondas, ou seja, supor uma distribuicao de momentum.

5.1.1 Pacotes de ondas Gaussianos

Para obter a dependéncia explicita das probabilidades de conversao e sobrevivéncia devemos
adotar uma distribuicao de momentum. Para os fins deste trabalho iremos supor que a dis-
tribuicao de momentum de cada estado de massa é dada em termos de uma Gaussiana, que
facilita diversos aspectos algébricos além de descrever bem a localizacao de uma particula.
Nesta aproximagao, a func¢ao de onda no espago dos momenta ¥;(p) é dada por:

—p2
1 _ (p—p7)

Vi(p) = W\‘i i (156)

ou seja, uma distribuicao gaussiana centrada em um momentum p; com largura o,,.

Uma vez suposta a distribuicao de momentum Gaussiana, o calculo das fungées f;;(Z) reduz-
se a integracoes Gaussianas. No caso especifico de estados de massa em fisica de neutrinos
para diversos casos tipicos p; > m; sendo razoavel adotar aproximagcoes ultra relativisticas

para calcular (151), (154) e (155) [12]:

Ei(p) =~ \/pi +mi+vi(p—pi) = Ei +vilp —pi),
Ei ~ E,
2

b~ E—172"Ei,

2

mA
i o~ 11— —, 157
v 5F (157)

onde é suposta propagacao unidimensional, aproximacao suficiente para entender os fenomenos

de interesse, e nao levou-se em conta o processo de producgao do estado [12]. Com estas
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aproximacoes teremos f;;(z) explicitamente:

2 2
Amg; B opAmix

x T = e b
2F 2V/2E?

fij(x) =exp |—i (158)

que possuem forma semelhante a da Gaussiana mas com um termo oscilatério em z. E o

operador densidade que representa o estado do sistema p,(x) sera:

. Amg; opAm;x 2
pa(z) = ZUM-UQJ- eXp |~ — ENTE | vi)(v; | . (159)
/L’J

A localizacao de cada estado de massa ¢ é descrita em termos de um pacote de ondas
Gaussiano que propaga-se com velocidade v; dada em (157) dependente da massa m;. Um
estado de sabor é, incialmente, uma superposicao quantica coerente dos pacotes de ondas
Gaussianos. Durante a evolugao os pacotes de ondas gradualmente se separam, pois suas
velocidades de propagacao sao diferentes. Como consequéncia, os termos de superposicao
fij(z) entre dois estados de massa tendem a zero assintoticamente, e as probabilidades de
conversao e sobrevivéncia tendem a uma constante determinada pelos parametros de mistura.
No grafico da figura 12 fica claro esse efeito: as probabilidades de sobrevivéencia de estados
incialmente puros de um sabor tendem a uma constante para determinada escala, consequéncia
da separagao entre os estados de massa.

Podemos interpretar este efeito de amortecimento da probabilidade de sobrevivéncia por
outro ponto de vista. Identificando o estado inicial p,(0) como um estado emaranhado entre
os modos de massa | ;), durante a evolu¢do hé perda de emaranhamento, gerada pelo fato de
o Hamiltoniano que governa a evolucao livre do sistema ser diagonal na base de massa mas nao
na base de sabor. O amortecimento da probabilidade de oscilagao é, entao, relacionado a perda
de emaranhamento e possivelmente de outras correlagoes, tornando-se interessante investigar
o comportamento das diversas quantidades apresentadas no capitulo 2 para esse sistema, em
particular, sua evolugao com o parametro x. Faremos primeiro o caso mais simples, no estudo
do sistema composto de apenas dois estados de massa, em seguida partindo para o caso mais

complexo da mistura entre trés estados.
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Figura 12: Probabilidades de sobrevivéncia para estados inicialmente eletronico (linha continua),

2
muonico (linha tracejada) e taonico (linha pontilhada) em fungao do pardmetro adimensional Agglw

Para estes graficos utilizamos os parametros de mistura e diferengas quadraticas de massa feno-

menoldgicos apresentados no capitulo 3 e % = 1. Para escalas ~ 40%% as probabilidades de

sobrevivéncia tendem a uma constante, consequéncia da gradual separacao dos estados de massa que

compoem a superposicao e se propagam com diferentes velocidades.

5.2 Emaranhamento e correlacoes entre dois estados de massa.

No cendrio de apenas dois sabores a superposi¢ao que gera um estado | v,) é composta de dois
modos de massa {| 1), | 2)} mutualmente ortogonais. Podemos interpretar estes autoestados
de massa como estados de dois qubits que descrevem um sistema composto de dois subsistemas
associados aos espagos de Hilbert H; e Hy [7]:

| V1> & Hl ®H2 — | V1> :| 1>® | 0> :| 10),

| o) EH1@Hy — |1n) =|0)® | 1) =|01). (160)
Para este caso mais simples a matriz densidade (159) se reduzird a:

pa(z) = | Uax [ 10){10 | +UarUszfr2() | 10)(01 |

+ | Uaz [ 01)(01 | +Ua2lUs1 fia(w) | 01)(10 |, (161)
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lembrando que sempre f;;(xz) = 1 devido & normalizagao da distribui¢ao de momentum e:

Am3, opAm3 ?
x R e —
2F 2V2E?

fi2(z) = exp | —i (162)

Como f12(0) = 1, este estado é incialmente puro, mas durante a sua evolugao ele possivelmente
ird se tornar misto. Podemos facilmente quantificar esta transicao de caracteristica através da

pureza definida como
Ka(w) = Tr{pa(x)?], (163)

quantidade que é igual a 1 apenas se p, for um estado puro. Através de (161) teremos:
fa(@) =1 =2 | UnUsz " 1= | frz() 7], (164)

portanto, o estado é puro apenas em = = 0. Apresentamos o grafico da pureza (164) na figura
13 onde vemos essa mudanca de caracteristica. Para uma escala ~ 40Amgy; /2E a pureza tende

a uma constante e o estado mantém um grau de mistura que nao ¢ maximal.
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Figura 13: Pureza quantica de um estado de sabor em fungao do parametro adimensional =57

para a superposicao de dois modos de massa. Neste gréfico foi utilizado o dngulo de mistura sin? 6 =
0.306. O estado, incialmente puro de apenas um sabor evolui para uma mistura de grau dependente
do parametro de mistura de modo que a entropia de von-Neumann de uma particdo nao serd um

quantificador adequado de emaranhamento entre subsistemas.
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O estado inicialmente puro sempre ird evoluir para um estado misto. A descricao da os-
cilacao quantica de sabores através das correlacoes entre os autoestados de massa nao pode
ser feita em termos da entropia de von Neumann de uma biparticao. Iremos, entao, calcular a
negatividade logaritmica e o emaranhamento de formacao para quantificar o emaranhamento
entre os estados de massa, a discordia quantica e a informacao mutua para quantificar, res-

pectivamente, as correlacoes quanticas e as correlagoes totais entre os dois estados de massa.

5.2.1 Quantificadores de emaranhamento para dois sabores

Devido & diferenga na velocidade de propagagao dos pacotes de ondas, ha amortecimento das
oscilagoes das probabilidades de sobrevivéncia. O estado inicial p,(0) possui emaranhamento
entre os modos de massa que serd perdido durante a sua evolucao em z. Quantificando o
emaranhamento através da negatividade logaritmica e do emaranhamento de formacao iremos
descrever o amortecimento das probabilidades de sobrevivéncia.

A negatividade logaritmica é calculada através dos autovalores da matriz transposta com
relacao a um dos modos. No caso de dois sabores, o resultado é independente do modo

transposto. A matriz transporta parcialmente com relacio ao modo 1, pil, serd:
pi (@) = | Uar [ 10)(10 | +UaiUp fr2(2) | 00)(11 |
+ | Ung 1 01)(01 | +Ua2Us fa() | 11){00 | . (165)

Esta matriz é diagonalizavel por blocos e possui apenas um autovalor negativo:

_ sin(26) o7 Am3,

2
Mol = — \ Ua1Ua2 H f12(517) \: 9 Exp [— <2\/—2E29€> ] ) (166)

que, assim como a pureza, é independente do sabor a. A negatividade logaritmica Er sera:

Ej(x) = log, {1 — sin(20) Exp {— <U2p§§72221x> ] } . (167)

O emaranhamento de formacao é calculado em termos da concorréncia, obtida através dos

autovalores da matriz

Pa()pa(T)
pa() = (0y @ o)) piy () (0 ® T).
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O operador p,(x)pa(z) possui apenas dois autovalores nao nulos:

)\1(1') :| Uaan2 |2 (1+ ’ f12 |>27

Mo (2) =] UaiUa2 |* (1= | f12 )%, (168)

com os quais calculamos a concorréncia C,(x) = maxz{0, /A1 — VA2}:

o2 Am?2 2
sin (26 [52;2190]
Cale) = 2| UnnlUia || fofa) |= 2207157

(169)

O emaranhamento de formacao é obtido em termos da concorréncia com as férmulas:

£(C) = h (1“/;_702) ,

h(z) = —zlogyz — (1 — x)logy(1 — ).

Na figura (15) apresentamos o grafico do emaranhamento de formacao e da negatividade lo-
garitmica em funcao do parametro adimensional A%glx. Durante a evolugao do estado em z o
emaranhamento entre os dois modos de massa diminui gradualmente, atingindo o valor nulo em
determinada escala. Esta escala corresponde a mesma escala na qual a probabilidade de sobre-
vivéencia do estado, incialmente puro, torna-se constante, indicando que ha uma relagao entre a
perda de emaranhamento e essa caracteristica da probabilidade de sobrevivéncia no formalismo
de pacotes de ondas. Diferente da probabilidade de sobrevivéncia, nenhum dos quantificadores
de emaranhamento apresentam carater oscilatério pois esses quantificadores dependem apenas

do médulo da fungao fio(z), eliminando quaisquer caracteristicas oscilatérias.

5.2.2 Discérdia quantica e informagao mutua para dois sabores

E natural perguntar nesse ponto se o Unico tipo de correlacao entre os estados de massa ¢é o
emaranhamento. A discérdia quantica e a informacao mutua quantificam, respectivamente, as
correlagoes quanticas e todas as correlagoes entre dois subsistemas.

A informagdo mutua Z(x) ¢ calculada em termos das entropias de von-Neumann de cada

um dos subsistemas e da entropia do sistema conjunto®. Para o estado de sabor p,(x) de

3vide equacdo 54 do capitulo 2.
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Figura 14: Emaranhamento de formacao (linha continua) e negatividade logaritmica (linha trace-
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jada) em funcdo do parametro adimensional =52~ para o caso de dois sabores. Neste grafico foi

utilizado o angulo de mistura sin?(f) = 0.306 e % = 1. Durante sua evolucao em x o estado perde

gradativamente o emaranhamento que tende a zero para a mesma escala na qual a probabilidade de
sobrevivéncia se torna constante, em outras palavras, a evolucao livre do estado introduz descoeréncia

entre os subsistemas.

interesse a informacao mutua é:
To(w) = S|t + S[p] = Slpal, (170)

com pi!t = Tralpa] e pi? = Tr[pal.
O célculo da discordia quantica D é mais complexo, exigindo o cédlculo da entropia do

sistema apoés realizada uma medida nao seletiva em um dos subsistemas:

Da(x) = Slpaal + > prSlozie] — Slpal- (171)

k=1
A medida nao seletiva no subsistema 2 sera parametrizada em termos de projetores I, no

espaco referente a esse subsistema:

[ = I®[0)(0[=]10)(10 [ + [ 00)(00 |,

M, = I®|1)(1]=|11)(11 |+ | 01)(01], (172)
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com as probabilidades p, dadas por

pr = Tr(llgpa). (173)

A matriz densidade obtida apds a medida parametrizada pelos projetores sera:

T7’1 [Hkpank]

P2k = T M)

(174)
Os gréficos da discérdia quantica e da informacao mitua sao apresentados na figura (16)

Am2 . A . .
5+ para um estado incialmente eletronico. Assim como no caso do emaranha-

em funcao de
mento, as correlagoes quanticas se anulam acima de determinada escala de coeréncia, ainda

persistindo outras correlagoes como € indicado pelo gréafico da informagao mutua.
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Figura 15: Discérdia quantica (linha continua) e informacao mitua (linha tracejada) entre os dois

e A e ~ Am?2 1.
estados de massa para um estado inicialmente de sabor eletronico em funcao de =tz . Utilizamos

o angulo de mistura 6 = 6#1» igual ao dos demais graficos apresentados e %’ = 1. A discérdia quantica

se anula acima de determinada escala, indicando que nao ha mais correlagoes quanticas entre os dois
subsistemas, entretanto, a informacdo mitua se mantém constante havendo correlagoes de outros

tipos.

Como escolhemos dois projetores bem especificos para o cdlculo da discérdia, quantificamos
as correlacoes quanticas entre os dois subsistemas se forem realizadas medidas parametriza-

das por esses projetores. Tal calculo nao corresponde ao maximo das correlacoes quanticas

63



que ¢ obtido através de um processo de extremizacao sobre todos os possiveis projetores no
espaco. O resultado apresentado, entretanto, ilustra que as correlagoes quanticas também se
anulam na mesma escala do emaranhamento de formacgao e da negatividade logaritmica, que

correspondem a escala de coeréncia entre os pacotes de ondas.

5.3 Emaranhamento e correlacoes entre trés estados de massa

Na secao anterior apresentamos os calculos para o caso de apenas dois sabores. O caso mais
real, entretanto, consiste em uma superposicao de trés modos de massa. Nesse caso, um
estado de sabor pertence a um espaco de Hilbert composto de trés espacos de dimensao dois,
de maneira semelhante ao de dois sabores, mas cada estado de massa, nesse caso, ¢ relacionado

a um estado de trés qubits [7]:
| 1) = D@ [0)® | 0) =| 100)
| v2) =| 0)® [ 1)® | 0) = 010)
| v3) =] 0)® | 0)® | 1) =| 001). (175)
Neste caso mais complexo sempre iremos estudar uma biparticao do sistema e descreveremos

o grau de emaranhamento e correlacoes entre dois subsistemas. Assim como no caso anterior,

o estado inicialmente puro p,(z) ird evoluir para uma mistura. A pureza k,(x) sera:

2 3
Ra(z) =1- Z Z 2 | Uoinozj |2 []-_ | fz](x) |2]7 (176)
1=1 j=i+1

com f;;j(x) dada por (158). O grafico da pureza é apresentado na figura (16) para os trés
sabores. Assim como no caso de dois sabores, estados inicialmente puros tornam-se misturas
de grau dependente dos parametros de mistura e, portanto, a entropia de von Neumann nao
ird quantificar emaranhamento entre dois subsistemas deste estado.

O célculo do emaranhamento e de correlagoes entre os estados de massa fornece informagoes
acerca da escala de coeréncia entre os subsistemas que compoe dado estado de sabor. Calcula-
remos, entao, a negatividade logaritmica, o emaranhamento de formagao, a discérdia associada
a determinado conjunto de projetores e a informacao mutua entre diferentes biparticoes de um

estado de sabor.
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0.01 0.1 1 10 100

Figura 16: Pureza quantica (176) para sabores incialmente eletronico (linha continua), muodnico

2
(linha tracejada) e tadnico (linha pontilhada) em funcao de A;%’l x. Os valores dos angulos de mistura

e das diferencas quadréticas de massa estao em correspondéncia com os valores fenomenoldgicos
, . ~ , o e e

apresentados no capitulo 3, a fase de violagao C'P ¢ adotada nula e 2% = 1. Os estados inicialmente

puros tornam-se uma mistura gerada pelo decréscimo das fungoes f;;(x), com grau final determinado

pelos valores dos angulos de mistura.

5.3.1 Quantificadores de emaranhamento

Dado um estado de sabor p,(z), calculamos a negatividade logaritmica de uma biparti¢ao

1,53k

“wJi% obtida pela transposi¢ao parcial com relacao

ao modo k do operador original [7]. A negatividade logaritmica desta biparti¢ao E/{\}ixk}, neste

{i,j; k} através dos autovalores da matriz p

caso, quantificara o emaranhamento entre o modo k e o subsistema composto pelos modos i e

7, com 1,7, k=123, e é dada por:

BN (x) = logo[1l +2 | Usk | /| Usi | fial@) 1P + | Uas | fis(2) . (177)

Definimos a negatividade logaritmica média E, associada a um sabor como a média simples

das negatividades sobre todas as possiveis bipartigoes [7]:

- L, (123 21,3 31,2

Eyale) = 3EVEY (@) + BV () + ERL (2), (178)
que sera utilizada para quantificar a negatividade logaritmica total associada a um sabor a.
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O emaranhamento de formagao nao possui formula para o caso de trés qubits e, além disso,
estamos interessados em determinar emaranhamento entre dois modos especificos 7 e j. Isso
pode ser feito através do emaranhamento de formacao de uma biparticao pgf’j} = Tri[pa)
calculado em termos da concorréncia associada a essa biparticdo C1} = C[p{#7}] que possui

forma semelhante a concorréncia para dois modos de massa (169):
Cat? = 2| UailUas || fig(@) | (179)

O emaranhamento de formacdo de uma biparticao E{*} ¢ calculado através das férmulas
(170). Assim como a negatividade logaritmica, definimos o emaranhamento médio associado

a determinado sabor como:

_ 1 , .
Eo(r) = g[Eil’Q’g}(w) + EF (2) + B a)]. (180)

Na figura (17) apresentamos os graficos da negatividade logaritmica média, do emaranha-
mento de formagao médio e da probabilidade de sobrevivéncia (155) para os trés sabores e,
i e 7. Ambos os quantificadores de emaranhamento se anulam para uma escala acima de

Am2 o1e PN . .
~ 40 ;nE”, mesma escala para qual a probabilidade de sobrevivéncia se torna constante, dei-

xando claro a relagao entre o fendmeno de oscilagao de sabor e o emaranhamento entre os
modos de massa. Esse resultado também indica uma possivel relacao entre probabilidade de

sobrevivéncia e emaranhamento que sera investigada nas proximas secoes.

5.3.2 Correlagoes quanticas e totais

Uma vez investigado o emaranhamento, quantificado em termos da negatividade logaritmica
e do emaranhamento de formacao, é interessante investigar outras correlagoes, como foi feito
para o caso da superposicao de dois modos de massa.

A informacgao mutua entre dois modos de massa Ic{f’j} que compde a Superposicao p, ()
¢é obtida através do operador densidade reduzido ao espaco associado a estes dois modos

especificos pliit = Try[pa):

Tl = S[pih + S = S[p, (181)
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com S[pi] correspondendo a entropia de von-Neumann do operador densidade reduzido ao
modo i, pit = Tr;[pli7}]. Esta quantidade fornecera todas as correlacoes (cldssicas e quanticas)
entre dois modos de massa i e j.

A discordia quantica quantifica as correlagoes quanticas entre dois subsistemas, dada me-
dida nao seletiva efetuada em um dos subsistemas. No presente caso, calcularemos a discérdia
entre dois modos de massa, D}, dada por:

2
DI = S[pf + > miS[psu] — Slpt] (182)
=1

sendo, de maneira semelhante a (173, 174):

p="Tr [Hlpg’j}] )
pHIH,

—_— 183
Tr[Hlpg,,]}] ( )

Pillt =

Assim como no caso de dois sabores, a discordia calculada é associada a medidas parametri-

zadas pelos projetores no modo j:

I = I®[0)(0[=]10)(10 [ + [ 00)(00 |,

M, = I®|1)(1]=|11)(11 ]+ ]01)(01]. (184)

Assim como no caso dos quantificadores de emaranhamento, definimos a informacao mutua
média 7, e a discérdia quantica média D, associadas a um sabor o como a média sobre todas

as bipartigoes possiveis:

T, — Lpzh2r 4 708 | 7i2sy
o 3 « « « ’

— 1
D, = S0 4 DA 4 D] (159

que, assim como os quantificadores de emaranhamento médios, quantificam, respectivamente,
as correlagoes totais e quanticas associadas a cada sabor.

Os célculos dessas duas quantidades sao andlogos ao caso de dois sabores, reduzindo-se
ao calculo de entropias associadas a cada um dos operadores reduzidos indicados. Na fi-

gura (18) apresentamos os graficos da informacao mitua, da discérdia e da probabilidade de
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sobrevivéncia do estado para cada um dos trés sabores. A discérdia quantica se anula na
mesma escala em que os quantificadores de emaranhamento e na qual as probabilidades de
sobrevivencia se tornam constantes, indicando que acima desta escala nao ha mais correlagoes
quanticas. A informag@o mutua nao se anula, mas torna-se constante acima da mesma escala,

logo, ainda ha correlagoes de natureza nao quantica entre os modos de massa.

5.4 Relacao fenomenolégica entre probabilidade de sobrevivéncia e

correlacoes entre os estados de massa

Os resultados apresentados nas figuras (17, 18) indicam uma possivel relacdo entre probabi-
lidade de sobrevivéncia e correlacoes. Entretanto, como todos os quantificadores calculados
dependem de | f;;(z) | é impossivel escrever a probabilidade de sobrevivéncia apenas em termos
deles. Iremos investigar de maneira fenomenolédgica para que situacoes a relacao entre probabi-
lidade de sobrevivéncia e os quantificadores de emaranhamento é maxima visando determinar
quantitativamente a relacao entre as duas quantidades.

A excecao da negatividade logaritmica, todos os quantificadores de emaranhamento apre-
sentados sao dados em termos de entropia. O emaranhamento de formagcao, por exemplo, é
obtido através de um processo de extremizacao de entropias associadas a possiveis decom-
posicoes de estados mistos. Sendo assim, podemos introduzir um ansatz para associar uma

densidade de estados (2s a dado quantificador de correlagao AS como
Qs = 2%, (186)

com AS o emaranhamento de formacao, a negatividade logaritmica, a discérdia quantica ou
a informacgao mutua.

Dos graficos apresentados em (17,18) concluimos que deve haver alguma relagao entre a
variacao da probabilidade. Iremos supor que essa relagao se da através da densidade de

estados definida pelo ansatz da relacao (186):

Xs = S {Pala) — €27, (157)
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A relacao acima apresentada depende explicitamente da coordenada x que parametriza a
evolugao do estado, dos parametros de mistura e da largura o, das distribuicoes de momentum
dos autoestados de massa.

A largura o, do pacote de ondas é intimamente relacionada ao processo de producao do
estado inicial [12]. Torna-se interessante, entao, determinar para que valores de o, ou, equi-
valentemente, de 0,/ E a relacao entre probabilidade de sobrevivéncia e dado quantificador de
emaranhamento é méxima, ou seja, para qual (187) é minimo. Se as duas quantidades sao,
para dada largura de pacote de ondas, maxima, o estudo da probabilidade de sobrevivéncia
¢é equivalente ao estudo das correlacoes entre os estados de massa, em outras palavras, as
duas quantidades serao relacionadas. Como os diferentes quantificadores de emaranhamento
e correlagoes apresentados geram diferentes resultados, conforme podemos ver nas figuras (17,
18), o célculo supracitado é importante para determinar o quantificador de correlagdo mais
adequado a cada processo de producao ou a cada setup experimental.

Para cada valor de 0,/F a quantidade xs possui valores dependentes da posicao, sendo
assim, definimos o desvio padrao médio dessa grandeza Ax como o desvio padrao relativo a

posicao:

Axs(a,) =/ () — (xs)2 |, (188)

com (), indicando a média em todos os valores de x, por exemplo:

(Xs) = /d!L" Xs- (189)

A relagao entre a probabilidade de sobrevivéncia e dado quantificador de emaranhamento
serd maxima quando o desvio padrao acima definido é minimo, nessa situagao o estudo do
quantificador AS esta correlacionado ao estudo da probabilidade de sobrevivéncia.

Na figura 19 apresentamos os graficos de Ays calculado para os dois quantificadores de
emaranhamento utilizados na secao anterior, a negatividade logaritmica média e o emaranha-
mento de formagao médio, para cada um dos trés sabores. Podemos ver o comportamento
da quantidade que apresenta minimos pronunciados, indicando que apenas para determina-

dos valores de o,/E a relagdo entre os valores médios da probabilidade de sobrevivéncia e
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emaranhamento, dada em termos de (187), ¢ maxima.

Nos graficos apresentados na figura 20 apresentamos Ay s calculado para a discérdia quantica
média e para a informagao mutua média. Assim como para o caso dos quantificadores de
emaranhamento, apenas para determinados valores de o, a relagao entre probabilidade de so-
brevivéncia e essas correlagoes ¢ maxima, indicando que apenas em determinadas situagoes é
adequado falar em relacao entre as duas quantidades.

Em todos os resultados apresentados utilizamos valor nulo para a fase de violagao C'P. Tal
suposicao nao iria mudar a escala de coeréncia obtida através dos quantificadores de emaranha-
mento* e nem os resultados apresentados para a relacdao entre probabilidade de sobrevivéncia

e as correlagoes entre os modos de massa.

4Em [7] o autor calcula a negatividade logaritmica para os estados de sabor levando em conta uma fase de

violagao C'P, nao havendo mudanga qualitativa na forma dos graficos e nem na escala de coeréncia obtida.
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Figura 17: Probabilidades de sobrevivéncia (linha pontilhada), emaranhamento de formagcao
médio (linha continua) e negatividade logaritmica média [7] (linha tracejada) para estados ini-
cialmente eletrénicos (a), muonicos (b) e tadnicos (c). Os valores dos angulos de mistura e das
diferencgas quadraticas de massa estao em correspondéncia com os valores utilizados no grafico

da figura 16, utilizou-se % = 1 e a fase de violacao C'P nula. Ambos os quantificadores de

. Am2
emaranhamento se anulam acima da escala ~ 40 R

=1, mesma escala para qual a probabilidade

de sobrevivéncia tende a uma constante, indicando que a escala de coeréncia é a mesma em
ambos os casos e que pode haver algum tipo de relacao entre emaranhamento e probabilidade

de sobrevivéncia.
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Figura 18: Probabilidades de sobrevivéncia (linha pontilhada), discérdia quantica média (linha
continua) e informacdo miutua média (linha tracejada) para estados inicialmente eletronicos
(a), muonicos (b) e tadnicos (c). Os valores dos angulos de mistura e das diferengas quadréticas
de massa estao em correspondéncia com os demais graficos deste capitulo, utilizou-se % =1le
a fase de violagdo C'P nula. A discérdia quantica anula-se acima da escala ~ 40A2LE§1 indicando
que, nessa regiao, nao ha mais correlacoes quanticas. Por outro lado, a informagao mutua nao

se anula, mas tende a uma constante acima da mesma escala, logo, ha apenas correlacoes

classicas entre os modos de massa nesse limite.
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Figura 19: Relagao entre probabilidade de sobrevivéncia e negatividade logaritmica média (a)
e emaranhamento de formacao média (b), dada em termos de (188), em fungao de % para
estados eletronicos (linha continua), muoénicos (linha tracejada) e taonicos (linhas pontilhada).
Os parametros de mistura utilizados estao em correspondéncia com os valores utilizados nos
outros graficos deste capitulo e supos-se a fase de violagao C'P nula. Apenas para alguns valores
da largura do pacote de ondas a relagao entre emaranhamento e probabilidade de sobrevivéncia
¢ maxima, no caso dos resultados apresentados na segao anterior o,/E = 1 e, graficamente,
vemos que a relagao entre as duas quantidades é grande corroborando a afirmacgao apresentada
de que a escala de coeréncia é da mesma ordem que a escala acima da qual a probabilidade

torna-se constante.
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Figura 20: Relagao entre probabilidade de sobrevivéncia e informac¢ao mitua média (a) e
discérdia quantica média (b), dada em termos de (188), em funcdo de % para estados
eletronicos (linha continua), muénicos (linha tracejada) e tadnicos (linhas pontilhada). Os
parametros de mistura utilizados estao em correspondéncia com os valores utilizados nos ou-
tros graficos deste capitulo e supos-se a fase de violaggo C'P nula. Assim como no caso dos
quantificadores de emaranhamento, apenas para alguns valores da largura do pacote de ondas
a relagao entre essas correlagoes e probabilidade de sobrevivéncia é méaxima. No caso dos resul-
tados apresentados na secao anterior o, /E =1 e, graficamente, vemos que a relagao entre as
duas quantidades é grande corroborando a afirmagao apresentada de que a escala de coeréncia

¢ da mesma ordem que a escala acima da qual a probabilidade torna-se constante.
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6 Conclusoes

Neste trabalho exploramos dois aspectos comumente associados a teoria da informacao: a
teoria generalizada das medidas quanticas e o calculo da quantidade de emaranhamento e
correlacoes entre subsistemas, em dois cendrios especificos da fisica de neutrinos, no célculo
da densidade de energia dos neutrinos cosmologicos e a determinacao da relagao entre pro-
babilidade de sobrevivéncia e correlagoes entre autoestados de massa na segundo pacotes de
ondas. Em ambos os cenarios, a utilizacao dos conceitos supracitados proporciona um novo
ponto de vista a questoes associadas ao fenomeno da oscilacao quantica de sabores, intrinseco
a descricao padrao da propagacao livre de estados de sabores.

A teoria geral das medidas quéanticas foi utilizada para elucidar uma ambiguidade presente
no calculo da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos que pode ser calculada através
da definicao de uma massa efetiva associada a um estado de sabor ou diretamente através
dos autovalores de energia dos autoestados de massa. Esses diferentes procedimentos geram
diferentes resultados e influenciam o valor da massa dos neutrinos obtido através de dados
cosmolégicos. A teoria generalizada das medidas quanticas foi utilizada para entender melhor
esta ambiguidade através da definicao de energia média, associada a uma medida seletiva de
sabor, e energia ponderada, associada a uma medida nao seletiva de sabor. Mostramos que o
estudo destes processos de medida a sua associacao com energias médias e ponderadas fornece
diversos procedimentos para o cdlculo da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos e
quantificamos a influéncia da utilizacao destes procedimentos na densidade de energia norma-
lizada dos neutrinos cosmolégicos €2, e na predi¢ao da massa dos neutrinos [38]. O resultado
mais importante desta primeira parte é que todos os procedimentos reproduzem exatamente
o mesmo resultado no caso especifico dos neutrinos desacoplados serem uma mistura maximal
de sabor. Enfatizamos que o procedimento mais adequado para o calculo da densidade de
energia so pode ser determinado uma vez que o processo de medida associado a fenomenologia
tenha sido determinado, de modo que a nossa andlise nao fornece a resposta definitiva para
qual energia deve ser utilizada para determinar o limite de massa dos neutrinos cosmologicos.

O célculo correto da densidade de energia dos neutrinos cosmoldgicos influencia a caracte-
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rizagao dos neutrinos como matéria escura quente ou fria, modificando o espectro de potencias
da matéria, importante no estudo do crescimento de estruturas de larga escala [47]. A ex-
pressao para a massa efetiva pode mudar sensivelmente a caracterizacao do tipo de matéria
escura, sendo um aspecto relevante que deve ser incluido em procedimentos para a deter-
minacao da densidade de energia normalizada em épocas préximas ao presente. Neste cenario,
os resultados apresentados no capitulo 4 proporcionam condigoes para entender melhor os fun-
damentos da mecanica quantica por tras de procedimentos de determinacao de massas efetivas,
levando a previsoes fenomenoldgicas mais precisas em andlises na qual a massa cosmoldgica
dos neutrinos é considerada.

Outro aspecto que abordamos foi a propagacao livre de estados de sabores no formalismo
de pacotes de ondas. Visando determinar a escala de amortecimento das oscilacoes das proba-
bilidades de sobrevivéncia, foram calculados dois quantificadores de emaranhamento, a negati-
vidade logaritmica e o emaranhamento de formacao, e quantificadores de correlagoes quanticas
e totais, a discordia quantica e a informacao mutua, entre dois modos de massa que compoe
um estado de sabor. Os resultados apresentados nas figuras (17) e (18) indicam que a escala
de coeréncia obtida através dos quantificadores de emaranhamento e de correlacao médios
coincidem com a escala para a qual a probabilidade de sobrevivéncia tende a uma constante
motivando-nos a estudar mais a fundo a possivel relacao quantitativa entre probabilidade de
sobrevivéncia e correlacoes entre os modos de massa. Associando a probabilidade de sobre-
vivéncia a exponencial dos quantificadores estudados, determinamos a correlacao entre as duas
quantidades em funcao da largura do pacote de ondas. Nossa andlise revelou que a relagao
entre a probabilidade de sobrevivéncia e os quantificadores de correlacao é maxima apenas
para determinados valores da largura do pacote de ondas, constituindo o segundo resultado
definitivo deste trabalho.

A descricao do estado de sabor como uma superposicao quantica de estados de massa gera
as oscilacoes presentes na probabilidade de sobrevivéncia bem como as correlacoes entre os
modos de massa. Nossos resultados estabelecem do ponto de vista fenomenoldgico a relagao

entre os dois fenomenos no contexto do formalismo de pacotes de ondas, amplamente utilizado
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na andlise da propagacao livre de estados de sabores [12, 19, 20, 21, 42, 43, 44, 45]. Anélises
envolvendo emaranhamento ou correlagoes entre os modos de massa que compoe um estado de
sabor devem levar em conta a largura das distribuicoes de momentum, intimamente ligadas a
caracteristicas especificas da fonte produtora de neutrinos.

Ressaltamos algumas limitacoes dos resultados apresentados nessa dissertacao. Com relagao
a primeira parte, como ja comentado, nao foi estabelecido o procedimento tinico para o céalculo
da densidade de energia dos neutrinos cosmolégico, é necessario determinar o processo de
medida associado a fenomenologia adotada. Na segunda parte adotamos distribuicoes Gaus-
sianas de momentum para os estados de massa, essa aproximacao facilita a algebra e descreve
bem a localizacao de pacotes de ondas, entretanto outras distribuicoes de momentum podem
ser exploradas de modo a se verificar sua influéncia nas correlacoes e nas probabilidades de
transicao. Ressaltamos que todos os problemas abordados neste trabalho sao aproximacoes
para o fendmeno da oscilagao quantica de sabores, tratada aproximadamente no framework da
mecanica quantica padrao. A descricao mais completa da propagacao de estados de sabores é

dada pela teoria quantica de campos [46].
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