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Resumo

Tratamos, neste trabalho, os processos de troca e dissipacao de energia
num sistema composto por dois osciladores harmonicos cada qual associado a um
reservatério térmico.

Para isso, empregamos a abordagem de Caldeira & Leggett, baseada na
formulacao de integrais de trajetéria, para a obtencao da evolucao temporal do

operador densidade reduzido do sistema composto por ambos os osciladores.



Abstract

In this work, we analyse the dissipation and interchange of energy in a
system composed by two harmonic oscillators, each one associated with a thermal
reservoir.

To this end, we employ the Caldeira & Leggett approach, based on path
integral formulation, to obtain the time evolution of the reduced density operator

of the system composed by both oscillators.
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Capitulo 1

Introducao.

A fisica dos sistemas quanticos abertos é alvo de renovada atencao desde o
surgimento da mecanica quantica e das dificuldades inerentes a teoria em explicar
os processos de medida e de transicao da dinamica micro para a macroscopica. A
principio, responsabilizava-se essencialmente o aparato de medida quantico pelo
colapso da funcao de onda. E sintoméatico que na maioria dos livros-texto o “pos-
tulado da projecao” seja tratado (de forma quase que metafisica), como um dos
axiomas da teoria [1]. Na segunda metade do século XX o aparato de medida
foi substituido pela nog¢ao mais geral de meio ambiente. Em paralelo ao grande
desenvolvimento da teoria quantica, décadas foram dispensadas ao tratamento
de sistemas quanticos abertos em que o meio ambiente passou a ser modelado
como um conjunto de osciladores harmonicos independentes. Apenas por volta
de 1980 ¢é que resultados seminais, acerca do processo de decoeréncia de esta-
dos quanticos [2,3], levaram a uma compreensao mais detalhada do processo de
medida e da transicdo da dinamica micro para a macroscépica (para além do
que fizera o experimento de pensamento conhecido como “O paradoxo do gato
de Schrodinger” [4]). Contudo, os resultados obtidos em [2,3] explicam apenas
parcialmente os processos de medida e da transicao da dinamica micro para a
macroscopica, dado que, afinal, concentram-se especificamente no processo de

decoeréncia de estados quantico. A dinamica do colapso da fun¢do de onda,
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aparentemente um processo estocastico, é ainda um problema a ser resolvido
apesar de resultados recentes importantes [5]. Neste trabalho, pretendemos,
primeiramente, revisitar o modelo de Caldeira & Leggett [3,6,7] que trata o pro-
cesso de dissipacao de energia de um oscilador harmonico através do formalismo
de integrais de trajetéria. Este modelo logrou uma compreensao detalhada do
processo de dissipacao de energia de sistemas massivos, uma vez que as expressoes
por ele fornecidas abarcam apenas variaveis fenomenolégicas e possibilitam, por-
tanto, confirmacoes experimentais. Através deste modelo pode-se estimar a in-
fluéncia da dissipagao no tunelamento quantico em sistemas macroscépicos e, pela
primeira vez, o tempo de decoeréncia de um estado de superposicao associado a
uma particula massiva. Em seguida, devemos tratar o que denominamos o modelo
duplicado de Caldeira & Leggett, que consiste em dois osciladores harmonicos dis-
sipativos acoplados entre si. Devemos associar a cada oscilador um reservatoério
térmico modelado por um grande ntumero de osciladores harmoénicos indepen-
dentes. A semelhanca da abordagem original de Caldeira & Leggett, utilizamos
o formalismo de integrais de trajetéria para a obtencao da evolucao temporal do
operador densidade reduzido do sistema composto por ambos os osciladores. O
objetivo deste tratamento reside no crescente interesse por processos de coeréncia
e decoeréncia em sistemas quanticos interagentes, como em redes 6pticas [8] ou
de osciladores harmonicos. Afinal, se a investigacao de sistemas quanticos aber-
tos voltava-se basicamente para a compreensao dos processos de medida e de
transicao da dinamica micro para a macroscopica, recentemente este enfoque tem
sido radicalmente alterado pelo advento da Teoria da Informacao Quantica. A
descoberta de P. Shor [9], de que estados de superposicao, utilizados como bits
quanticos, podem ser empregados para a geracao de algoritmos quanticos que
permitem a fatoracao de um numero inteiro com N digitos num intervalo de
tempo (ou nimero de passos ou de operagoes ldgicas) que cresce na escala polino-
mial O(N?) (ao invés da superpolinomial exp[N'/2(logN)?/3] dos processadores

l6gicos convencionais), imprimiu novas expectativas a investigacao dos processos
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fundamentais da mecanica quantica. Uma compreensao detalhada do processo
de decoeréncia é agora fundamental para se estimar a fidelidade de processos
l6gicos quanticos. Por fidelidade compreende-se o “overlap” entre os estados re-
sultantes de uma interacao quantica nos casos ideal - em que o meio ambiente
é desconsiderado - e real - em que flutuagoes fazem-se presentes [10]. Portanto,
com a Teoria da informagao Quantica, os fenomenos antes associados, numa pers-
pectiva puramente tedrica, a fundamentacao da mecanica quantica, constituem
as condicoes de possibilidade de uma nova tecnologia centrada no controle de
interacoes quanticas em nivel dos constituintes fundamentais da matéria e da
radiacao. Para mencionar alguns dos trabalhos relacionados a sistemas acopla-
dos, na Ref. [11] os autores descrevem uma proposta para a implementagao do
processo de decoeréncia reversivel de uma superposicao mesoscopica de estados
do campo de radiacao. Esta proposta baseia-se na possibilidade de realizacao
de um acoplamento reversivel entre duas cavidades de Fabry-Perot. Um mo-
delo tedrico para a proposta experimental apresentada em [11] é desenvolvido na
Ref. [12], em que os fatores de qualidade finitos das cavidades sdo levados em
conta para o tratamento do processo de decoeréncia reversivel. Um sistema de
duas cavidades acopladas é também apresentado na Ref. [13], em que se con-
sidera que apenas uma das cavidades encontra-se acoplada a um reservatério
térmico. Em [13], no entanto, deriva-se uma equac¢ao mestra para o caso em
que as cavidades encontram-se fortemente acopladas e mostra-se que neste caso
as dinamicas de relaxacao das cavidades individuais sao alteradas pelo acopla-
mento entre as cavidades. Na Ref. [14] tratou-se do processo de decoeréncia
reversivel considerando-se a situacao na qual ambas as cavidades encontram-se
acopladas a seus respectivos reservatorios. Tratou-se também das dinamicas de
coeréncia e decoeréncia de estados da rede nos regimes de acoplamento forte e
fraco entre os osciladores. No que diz respeito a rede com um grande niimero de
osciladores acoplados, tem-se analisado as dinamicas de emaranhamento [15,16] e

as dinamicas de coeréncia e decoeréncia de estados [17, 18], considerando-se dife-
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rentes configuragoes das redes e diferentes interacoes entre os osciladores vizinhos.
Em vista do cenério acima delineado, pretendemos neste trabalho fornecer uma
abordagem mais abrangente do problema de dois osciladores harmonicos dissipa-
tivos acoplados. De fato, com o emprego do formalismo de integrais de trajetéria,
devemos obter resultados validos além do regime de acoplamento fraco entre os
osciladores e seus respectivos reservatérios. Dentro de uma perspectiva mais geral,
apresentamos aqui apenas resultados relativos as dinamicas de troca e dissipacao
de energia entre os osciladores. Para a finalizagao deste trabalho devemos anali-
sar o processo de decoeréncia de estados dos osciladores em diferentes regimes de
acoplamento dos mesmos. Além disso, devemos estudar a dinamica de coeréncia
de estados neste sistema, ou seja, o processo de transferéncia de estados entre
os osciladores da rede e a consequente recorréncia destes estados aos osciladores
onde foram originalmente preparados. Pretendemos analisar os efeitos deste pro-
cesso, resultante do acoplamento entre os osciladores da rede, na decoeréncia de

estados quanticos.



Capitulo 2

O Modelo de Caldeira & Leggett

2.1 A Equacao de Langevin e o Movimento

Browniano.

Na Natureza, existem muitos sistemas que podem ser descritos, no regime

classico, por uma equagao fenomenoldgica do tipo

Mi(t) + nd(t) + Vi) _ F(t). (2.1)

Um exemplo é o de uma particula de massa M imersa em um liquido com
um fator de amortecimento (coeficiente de viscosidade) 7, sujeita a uma forca
viscosa proporcional a sua velocidade, a um potencial externo V(q) e a forgas
de caréter aleatério F'(t) devidas ao impacto da particula com as moléculas do

liquido. A forga F'(t) tem as seguintes caracteristicas
(F(t)) =0, (2.2)
pois, em média, a forca devida as moléculas é nula, e

(F(F()) = AS(t — t'), (2.3)

16
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pois estamos considerando que os impactos sejam independentes. Tal particula
é chamada particula Browniana e descreve o tipo de movimento que em Fisica é
conhecido como Movimento Browniano. No caso citado, temos A = 2nkgT, onde
kp é a constante de Boltzmann e T' ¢é a temperatura do sistema de interesse [19].

A equagao (2.1), acompanhada das condigbes (2.2) e (2.3) é conhecida
como equagao de Langevin e estd sujeita a algumas restricoes quanto a descricao
do movimento Browniano:

1) A massa M deve ser muito maior que a massa das moléculas do liquido
em que esta imersa.

2) Os tempos considerados para o estudo do comportamento da particula
devem ser suficientemente longos comparados com o tempo das colisoes molecu-
lares.

Com o avanco da Fisica de Supercondutores, surgiu uma gama de dispo-
sitivos que exibem efeitos quanticos em escala macroscopica, entre eles o SQUID
(superconducting quantum interference device), que é um anel supercondutor
fechado por um contato fraco, onde o fluxo do campo magnético é descrito por
uma equagao de Langevin com um potencial U(¢) [20]. Este potencial pode ser
controlado de maneira a assumir formas variadas que sao préprias para a ob-
servacao de diversos efeitos quanticos, entre eles, o decaimento do valor inicial do
fluxo magnético ¢ através de tunelamento quantico.

Sabendo da existéncia desses diversos dispositivos, podemos nos pergun-
tar o seguinte: Como é possivel conciliar o processo de quantizagao usual com
equacoes dissipativas do tipo da de Langevin, ou seja, é possivel descrever um
sistema nao isolado com os métodos usuais da Mecanica Quantica?

E conhecido que nao existe uma Hamiltoniana H(p, q,t), cujas equagoes
canonicas de Hamilton reproduzam a equacao de Langevin. Sendo assim, nao é
possivel aplicar a formulagao usual da quantizacao canonica para sistemas nao
isolados [20].

Para contornar esse problema, considera-se o acoplamento do sistema
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de interesse a um reservatoério, e entao, quantiza-se o sistema conjunto dentro
do esquema usual. Apds esse passo, eliminam-se as variaveis do reservatério e
estuda-se a dinamica efetiva do sistema de interesse.

O que vamos fazer nos proximos passos é encontrar um sistema quantico
cujo limite classico reproduza a equagao de Langevin e resolver o problema

quantico no caso de interesse.

2.2 A Formulacao Classica e a obtencao da

Equacao de Langevin.

Vamos considerar um sistema conjunto (sistema de interesse S + reser-

vatério R) descrito pela seguinte Hamiltoniana [6,7,20]

H = Hgs+ Hpr + Hy, (2.4)

onde as Hamiltonianas do sistema .S, do reservatério R e da interagao sistema-

reservatorio I sao dadas, respectivamente, por

p
Hoe = 2 2.
5= 2+ Vo), (2.5
N 2 1
Hp = [—k g 2} 2.6
R ; oy +2mkkakz (2.6)
e, por fim,
N
H] == Zoquk. (27)
k=1

Note que o reservatério ¢ modelado por um conjunto de osciladores
harmonicos independentes, com coordenadas g, massas my, e freqiiéncias wy. As

constantes C} sao as constantes de acoplamento entre o sistema e o reservatoério.
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Fazendo uso das equagoes de Hamilton, da Mecanica Classica, podemos

escrever a Lagrangeana [6,20]
L=1Ls+ Lr+ Ly, (2.8)

onde as Lagrangeanas do sistema S, do reservatério R e da interagao I sao des-

critas, respectivamente, por

Ls = SME - (o), 29)
= 1 -2 1 2 2
Lp=)Y_ |:§ka143 - §mkkak:| € (2.10)
k=1
N
Lyp=- Z Craqr (2.11)
k=1

Uma representacao de um oscilador harmonico dissipativo encontra-se na

figura 2.1
. mk
® ok @
W
@ “00000000000
Wl
& w2 ® mi
.mz

Figura 2.1: Oscilador Harmonico Dissipativo.

Vamos estudar as equagdes de movimento classicas das varidveis ¢(t) e
qr(t), quando o sistema estd em contato com o reservatério. Fazendo uso das

equacoes de Euler-Lagrange, chegamos as seguintes equacoes de movimento para
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q(t) e qx(t), respectivamente,

Mq(t) + a‘gL;Q) + Z quk<t> =0, (212)
k=1
G(t) + wp + %q(t) = 0. (2.13)

Fazendo uso de transformadas de Laplace, chegamos a seguinte equacao

para ¢(t)
) aVo<Q) N C;% N C/? 1 e+4ioco S2est B
Mi(t — t) = — — —_— d
alt) + 0q ; mkw£Q( ) ; MEw? 270 ) o _jog S° +w,§q<$) s
N .
Ck e+100 est
— — 0 0 d
> g O+l 5
(2.14)
Denotando
Vig) = Volq) + AV, (2.15)
com N
1 C?
AV = —= kg3 (t 2.16
3 2 ) (216)
temos que
V(g _Vlg) <~ CF
= — t). 2.17
% % > mszq( ) (2.17)

Aqui, AV é uma corregao dada ao potencial do sistema de interesse de-
vido a sua interacao com o reservatorio. Assim, quando acoplamos uma particula
sujeita a um potencial V5(¢) a um banho (reservatério) de osciladores harmonicos,
ocorre uma renormalizacao do potencial por um termo AV, de modo que ficamos

com um potencial efetivo V(¢), dado por (2.15).
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Ainda, usando o Teorema da Convolucao para transformadas de Laplace,

podemos escrever o primeiro termo do lado direito da equacao (2.14) como

N N t

2 et+ioco 2 st 2
3 G | S i(s)ds =Y Co 4 [ ) cosfnlt — )] dt.

2 : 2 2 2
mews 271 s+ w mew dt
k=1 K%k k k=1 K%Yk 0

£—100

(2.18)

Cabe aqui fazer uma pequena discussao [21,22]. A origem microscépica
da dissipacao, na pratica, nao é claramente entendida. Mas, sabe-se que, no
limite classico, o sistema evolui segundo a equacao de Langevin. Assim, for-
mulamos a Hamiltoniana (2.4) de maneira que a evolu¢ao do sistema seja dada
pela equacao de Langevin no limite classico apropriado. Como estamos con-
siderando um reservatorio macroscépico, que absorve a energia do sistema de
interesse, vamos considerd-lo como sendo composto por um numero infinito
de osciladores harmonicos. Para isto, vamos tomar o limite do continuo nas
freqiiéncias dos osciladores, através do uso da densidade espectral de modos do

reservatorio [3,6,7,20-22, 25,29, 30]

d(w — wg). (2.19)

Esta quantidade contém as informagoes relevantes sobre as freqiiéncias
dos osciladores do reservatorio e do acoplamento do mesmo com o sistema e esta
diretamente associada ao coeficiente de dissipagao 1 que aparece na equagao de
Langevin. Sendo assim, escolhendo J(w), estamos escolhendo o tipo de dissipacao
que queremos estudar.

Com essa densidade espectral, podemos escrever

Z mCiQ cos|wi(t —t')] = %/Ooycos[w(t —t')] dw. (2.20)

A dissipacao Ohmica ou Markoviana, na qual o coeficiente de dissipacao

nao depende das freqiiéncias dos osciladores, é descrita por uma densidade espec-
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tral da forma
nw, se w <)

J(w) = (2.21)
0, se w>N
onde 2 é uma freqiiéncia de corte (cuttoff) muito maior que as freqiiéncias
caracteristicas do sistema. O modelo 6hmico representa um protétipo de amor-
tecimento, e é, portanto, usado. Ele nao é muito realista em sua forma estrita,
porque a densidade espectral de modos diverge para altas freqiiéncias, a depen-
der do sistema fisico. Porém, sempre considera-se um cuttoff 2 que pode tomar
diferentes formas ou valores [3,6,7,20-22,29,30]. Assim, como J(w) deve ir a zero
no limite w — o0, usamos esse cuttoff, como mostrado na defini¢do em (2.21).
A escolha dessa densidade espectral de modos 6hmica é que nos levara a uma
dinamica do sistema descrita pela equacao de Langevin, como mostraremos mais
adiante.
Com a definigao (2.21), podemos escrever

z /0 T sttt — ) d = 2 /0 neoslw(t — )] dw = 208(t — ). (2.22)

™ w s

E desse modo, a relacao (2.18) transforma-se exatamente no termo dissipativo da
equacao de Langevin
N

3 Gi_d [ () cosfwn(t — )] dt’ = 2n-L / t (ot — ') dt’ = nq(t). (2.23)
kzlmszdtoq k _ndtoq =nq(t). (2.

A equagao (2.14) torna-se, entao, ja com o potencial efetivo

8V(q) N Ck e+i00 €St

M)+ == —ni(t) = > o=  [G70) + sqx(0)] 5—— ds.  (2.24)

dq s? + wi
O ultimo termo do lado direito da equagao (2.24) pode ser interpretado como a
forga flutuante F'(t) definida em (2.2) e (2.3), que depende das condi¢oes iniciais

impostas aos osciladores do reservatorio. Assim, ficamos com uma equacao de
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Langevin
. ) Vg
M) +nite) + S50 — e
com F(t) dada por
N Ck e+i00 5 €St
F(t)=Y_ o 1G(0) + 50 (0)] 5 ds. (2.25)
k=1 £—100 k

Se considerarmos que o reservatério esteja em equilibrio termodinamico
em t = 0, temos, no limite cldssico, lembrando do teorema da equiparticao da

energia generalizado [20,28,29], que

(g£(0)) = (4x(0)) = (gx(0)qw (0)) = 0

(6x(0)gi (0)) :%5%/ e (g(0)qw(0)) = nﬁifﬂ (2.26)

Com essas relagoes e com o uso da densidade espectral (2.21), temos, apds
algumas manipulagoes matematicas com transformadas de Laplace, os valores

médios relacionados com a forga flutuante (2.25)

(F(t)) =0, (2.27)

(F(F(t)) = 20ksTs(t —t), (2.28)

que sdo iguais aqueles (2.2) e (2.3). Portanto, conseguimos, até agora, introduzir
um sistema conjunto (S+ R) cuja dinamica cldssica de S seja descrita pela equacao
de Langevin. Agora, o que pretendemos estudar é o comportamento quantico de

tal sistema conjunto a partir da quantizacao de H, dado por (2.4).
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2.3 A Formulacao Quantica e o calculo do

Superpropagador do Sistema.

Vamos estudar a dinamica quantica do sistema descrito pela Hamilto-
niana (2.4) [6,20,25]. Em principio, o operador densidade do sistema conjunto

correspondente a (2.4) no tempo ¢ é obtido através da expressao

ps+r(t) = U(t,0)pssr(0)U1(t,0), (2.29)

onde U (t,0) é o operador de evolu¢ao temporal usual correspondente a H. O
espaco de Hilbert para esse problema é (N 4 1) dimensional, j4 que estamos con-
siderando um sistema de interesse interagindo com N osciladores do reservatorio.

Vamos associar ao sistema de interesse as coordenadas z’, ¢y’ no instante
t = 0 e z,y no instante t. Da mesma forma, associamos ao k-ésimo oscilador
de reservatério as coordenadas Rj, Q) em t = 0 e Ry, @ em t. Desse modo,

podemos representar as coordenadas dos osciladores do reservatorio pelo vetor

—

R = (Ry, Ry, ..., Ry), (2.30)
tal que o estado do mesmo escreve-se:
IR) = |R)) @ |Rs) ® ... ® |Ry) = |R1, Ra, ..., Ry). (2.31)
Asim, na representacao de coordenadas, temos a relacao de completeza

/ /dx'déqx', R\ R =1. (2.32)

a partir da qual escreveremos o operador densidade do sistema conjunto na forma

(z, Rlpssn(t)ly, @) = (@, RIU(t,0)ps1 r(0)UT(t,0)[y, Q)

:////dx’dy’dé’d@/<x, é‘U(t7 0)‘1-” E’><x/’ E’\ﬁs+3(0)\y’, @/><y/, @/’ﬁT(t, 0)‘% Q»>

(2.33)
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A partir da definicao dos propagadores do sistema conjunto,

K(z,R.t;2' R, 0) = (z, R|U(t,0)|2', R'), (2.34)

podemos escrever a Eq. (2.33) como

(x. Rlpsen(®)ly. §) = / / / / da'dy ARG (2!, B |ps.n(0)y/ . O)

~ - - - (2.35)
xK(z, R, t;2', R, 0)K*(y, Q. t; v, Q’,0).

Como estamos interessados em observar o comportamento do sistema de
interesse, vamos tomar o traco de pg.g(t) com respeito as varidveis do reser-

vatorio, de forma a obter o operador densidade reduzido do sistema .S

ps(t) = Trrpsir(t) = /dﬁ<ﬁ|ﬁs+R(t)|§>~ (2.36)

Assim, podemos escrever o elemento de matriz do operador densidade reduzido

do sistema S como

ps(w,9.1) = (4 a, Flpssn(0)y. B (2.37)

Usando relagoes de completeza e reconhecendo as expressoes para oS

propagadores, como na Eq. (2.35), temos

ps(,y ) = / / / / / da'dy ARAR G (2!, B pss n(O)ly/. )

. - . . (2.38)
xK(z,R,t;2', R',0)K*(y, R, t;y/, @', 0).
Neste ponto, vamos introduzir a primeira condi¢ao particular a ser im-
posta em nosso calculo do operador densidade reduzido. Vamos supor que a
interacao entre o sistema de interesse e o reservatorio possa estar inicialmente

“desligada” em ¢ = 0 e que a mesma seja “ligada” subitamente em um intervalo
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de tempo imediatamente posterior, digamos, em ¢t = 0% [6,20]. Isto nos permite
fazer a seguinte consideracao no elemento de matriz densidade reduzido inicial

do sistema conjunto (S + R)

<.’El, §/|ﬁS+R(O)|y/a Ql> = pS(x/a y/a O)pR(ﬁla le 0)7 (239>

ou seja, estamos considerando que os sistemas sao separaveis em t = 0. Esta
hipétese simplifica bastante os nossos calculos posteriores, como veremos.

Com a consideracao (2.39), vamos definir a fungao

J(@,y, 20,4/, 0) = / / /dédﬁ'd@pg<é', 3 0)K (x, B t:a', B, 0)

_ " (2.40)
xK*(y, R, t;y/, Q' 0),
de forma a podermos escrever a Eq. (2.38) da seguinte maneira
ps(,y,t) Z//drc’dy’J(m,y,t; 2y, 0)ps(z’,y',0). (2.41)

Desta expressao, podemos ver que J(z,y,t; 2,4, 0) nada mais é que um
superpropagador, responsavel pela evolucao do elemento de matriz densidade
reduzido do sistema S. Notemos aqui que J(z,y,t;2’,y',0) contém a influéncia
do reservatorio, como visto na Eq. (2.40).

Resta-nos calcular o propagador K (a:,ﬁ,t;x’ ,ﬁ’ ,0). Para tal, vamos
adotar a representacao de Feynman para os propagadores, em termos de integrais

funcionais, como segue [21,27]

z R

Dpa(t)DpR(#) exp{isp«(t'), Fold (242)

K(x,ﬁ,t;x', ﬁ',O) :/ -

z'J R/

—

onde S[z(t'), R(t')] é a agao cldssica correspondente ao sistema conjunto (S + R)

representado pela Lagrangeana (2.8) e as integrais sao tais que os seus extremos
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sao dados, de acordo com a notacao que adotamos até agora, por

z(0) =2, z(t)==x
RO0)=FR, R(t)=R. (2.43)

1

A agdo classica correspondente a Lagrangeana (2.8) é dada por

Sla(t'), R(t')] = / at'L(x(t), B(Y), a(t), R(t))

) ) (2.44)
= Ssla(t)] + Se[R()] + Si[z(¥'), B(t)].

Substituindo as relagoes (2.42) e (2.44) na Eq. (2.40), ficamos com a

seguinte expressao para o superpropagador

Kt/ 0) = [ / D) Dey(t) exp{ - [Ssla(t)] — Ssly(t)]] } Pl ),
(2.45)

onde F[z,y] é conhecido como funcional de influéncia do reservatério [6,20,25] e

¢ dado por

R

Fiva) [ afastacd onl#.G.0) [ ;DFM)DF@@»
. (2.46)
x exp{ £ | SalR(t)] = Sel@(t)] + Sila(¥), B(t)] - Sily(t), G| }.

O funcional de influéncia descreve, como o préprio nome diz, a influéncia
do reservatorio de osciladores harmonicos sobre o sistema .S, quando estes estao
sujeitos a forcas externas associadas as coordenadas x(t) e y(t), ou seja, o fun-
cional de influéncia acopla as trajetérias x(t) e y(t) via reservatorio.

O que temos que fazer agora, é calcular o funcional de influéncia para

o nosso modelo, que é descrito pela Lagrangeana (2.8). Esse calculo é bastante
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trabalhoso e esta apresentado em detalhes no Apéndice A. O resultado é o seguinte

Fieal = e - [ / doletr)—y(r)lantr—o)lolo) (o)

(2.47)
Xexp{ /dT/ do|x (7)]evs(7— U)[$(U)+y(0)]}a
com: v e o
kz: mka ( k2 )cos[wk(T—cr)], (2.48)
¢ N
kz 2mka sin[wg (T—0)]. (2.49)
Se fizermos uso da densidade espectral J(w) na forma (2.19), podemos
escrever
ap(t—o) = %/0 dwJ(w) coth(@)cos[wﬁ—a)], (2.50)
e
af(t—o) = —%/ dwJ (w) sin[w(T—0)], (2.51)
0

ja que estamos tomando o limite do continuo nas freqiiéncias. Como estamos
considerando dissipa¢do 6hmica, dada por (2.21), onde temos uma freqiiéncia
de corte {2 muito maior que as freqiiéncias caracteristicas do sistema, podemos

escrever as expressoes acima na seguinte forma [6, 20]

agr(t—o) = %/nglw nw coth(@)cos[w@'—a)], (2.52)

(2.53)



CAPITULO 2. O MODELO DE CALDEIRA & LEGGETT 29

Substituindo essas relagoes no funcional de influéncia e este no superpropagador,

temos que o mesmo escreve-se na forma

l

Kty 0) = / “Dra(t) Dey(t) exp{ &[5l ()] — Ssly(t)]

UL PR R ) /0 ng%t)a)]ma) +y(0)]

™ Jo

o e =) [t e 4]

™ Jo 0

« exp{—g /0 drle(r) — ()] /0 'do /0 i wcoth(@ﬁos[w—a)][x(a)—y(g)]}.

s
(2.54)
O que temos que fazer agora é calcular as integrais que compoem o fun-
cional de influéncia, a fim de escrevermos o superpropagador em uma forma mais
simples. Esses calculos estao apresentados no Apéndice B. Temos, entao, o resul-

tado para o superpropagador
i z ry
J(z,y,t; 2y, 0) = exp [%f(x, s y,y’)}/ / Dra(t')Dry(t)
x/ y/

coxp{ & [36lot0)] - 8o - My [ arla@i)-s0w)

0

><exp{‘2]‘hM /ﬁﬂxm—y(ﬂ] /0 do /ng wcoth(wThﬁ)cos[w(T—a)][x(J)—y(a)]},

(2.55)

onde v = ﬁ é a constante de relaxagao do sistema, definida em (B.22).

O superpropagador dado pela Eq. (2.55) é quem governa a evolu¢ao do
sistema S, sujeito ao potencial Vj, quando em contato com o reservatorio. As-
sim, para um dado potencial 1}, basta encontrarmos o superpropagador através
do calculo da Eq. (2.55) para obtermos a evolucao do sistema. Entretanto,
poucos sao os casos em que o superpropagador pode ser calculado exatamente,
numa forma analitica fechada. Os casos que podem ser resolvidos exatamente

sao aqueles para os quais Vp(q) = aq", com n = 0,1 ou 2. Na maioria das vezes,

é necessario recorrer a algum tipo de aproximacao. Essa “deficiéncia” vem da
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propria formulagao de Feynman, que requer que as integrais para o calculo do
propagador sejam gaussianas, mas nada impede que tais integrais sejam calcu-
ladas numericamente.

Nosso proximo passo sera encontrar uma equacao que rege a dinamica do
operador densidade reduzido do sistema no limite de altas temperaturas (limite

classico).

2.4 O Limite de Altas Temperaturas e a
Obtencao da Equacao Mestra para o
Operador Densidade Reduzido do Sistema.

Vamos, agora, analisar a Eq. (2.55) no limite de altas temperaturas

(limite classico) [6,7,20,21,29], onde temos
kT > hw, para w < Q. (2.56)

Usando o fato de que coth a ~ a~! para o — 0, integrando em w e usando
a aproximagao (B.13), podemos reescrever o argumento da segunda exponencial

do integrando na Eq. (2.55) como

230 Jartete) =) [ o (252 osttr =)o) i)

- 208 [arte(r) - i

(2.57)
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de modo que o superpropagador pode ser reescrito como
i z ry
J(z,y,t;2",y,0) = exp [ff(m, sy, y/)}/ / Drz(t') Dry(t)
CC/ y/

<exp{ £[8slo(0)] - Sstu(t)) - My [ atla)ate)-sie] b (2.59)

0

X exp{% /Ot drla(r) — y(T)P}.

Considerando as expressoes (2.41) e (2.58) é possivel encontrar uma
equagao diferencial para pg(z,y,t), pois ao longo de um intervalo de tempo in-

finitesimal ¢t — t + €, temos, através de (2.41), que

ps(z,y,t+¢) ://d:c’dy’J(a:, y, t+e 2’y t)ps(a, Y, ). (2.59)

Dessa forma, o propagador J(x,y,t+¢e; 2,y ,t) pode ser escrito em uma maneira
mais simples. Para isso, vamos usar o fato de que a integragao funcional em
intervalos de tempo infinitesimais pode ser aproximada multiplicando-se o valor

do integrando por uma constante de normalizagao, como segue [26,27]

v , 1 1 i
/I,DFx(t ) exp{ﬁSCl}% 1 exp{ﬁSCl}. (2.60)
Assim, lembrando que:
~ 1
Sslz(t)] = /(§Mx2 - V(;E))dt’, (2.61)

onde V(x) é o potencial efetivo devido a freqiiéncia renormalizada ©, podemos

escrever o superpropagador como

1 s . t+e 1
RS N E s W 1
t

t+e 1 t+e —IM~kT [tte
—/ dt’<§M3)2—V(y)>—M7/ dt'(xy—x'y)}}exp{%/dT(x—y)2},
t t t
(2.62)

e ¢é claro, todas essas integrais podem ser aproximadas quando ¢ — 0. Entao,

denotando

(2.63)
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e efetuando as seguintes aproximacoes

o _ t+e !
it x, yzy Y e / f(x(t’))dt'%af(x—'—x), (2.64)
¢

€ 9

podemos escrever a Eq. (2.59) como

1 M ] M
pS(xayvt+€) - Z //dﬁldﬁZeXp{;?gﬁf - %V(I - %>_;T€ %
i€ B2\ iMry B 1My Bo
+%V(y—7>— " ($—7>ﬁ2+ - (3/—?)51

M M 2M~kgT
e e K () L ol

—QMP;;;BTg (x —y)(Br — Ba) — %(@ - 52)2}/75(90 — B,y — B2, 1),
(2.65)
onde
Bi—o—d ¢ Bhmy— (2.66)

Em seguida, calculamos a integral (2.65) no limite ¢ — 0, em que as exponen-
ciais com termos proporcionais a €' tornam-se muito grandes, e oscilam muito
rapidamente. Assim, para que a integral assuma um valor finito, temos que ter

(1 e B muito pequenos. Mais especificamente, devemos ter

eh
B~ [ & U (2.67)

dado que nessa regiao de integracao, a fase de ambas as exponenciais com termos

proporcionais a ¢! devem mudar por uma quantidade aproximadamente igual &

unidade. Portanto, vamos considerar nos célculos futuros
1
B ~ [y ~ O(e2). (2.68)
Definindo duas novas variaveis

Br=0—vx—ye e By=Ls+y(x—1y)e (2.69)
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e expandindo todos os termos do integrando, exceto aqueles proporcionais a £~

em (1, B2, t e € até O(e), podemos escrever a Eq. (2.65) na seguinte forma

0 15 15
ps +e—- pS //dﬁldﬁQ exp ( — D) | ps — =V (@)ps + =V (y)ps
2h h h
2M~kgTe 8ps 8ps dps
e (x—y)’p ﬁl 62 ve(r — y)—am

312 32/)5 BQZ 3205
#1ele =) ay et 1

0
Tt
(2.70)
onde estamos denotando o elemento de matriz densidade reduzido do sistema
como ps = ps(z,y,1).
As integrais que aparecem na equacao acima, do tipo das integrais de
Fresnel, podem ser extendidas de —oo a +00, ja que sabemos que as principais

contribuigdes para as mesmas provém das regioes em que a relacao (2.67) é res-

peitada. Efetuando as integracoes temos, finalmente, que

dps 1 2mhe i€ i€ 2M~ykpTe 9
ps ket = 30 o5 = V(@ + Y ps = O @ = s
dps Ops| 1 7h*e*[Pps P ps
ne( y)% el —y) dy | A iM? | Ox? oy? |

(2.71)
A partir dessa equacao, se igualarmos os termos correspondentes de cada
lado, chegamos a seguinte conclusao:

a) O termo independente de € nos dé a constante de normalizacao A

2mhe

A=
M ?

(2.72)

b) O termo em primeira ordem em ¢ nos dé a equagao de movimento

para pg(z,y,t) no limite de altas temperaturas (regiao classica)
Ops ~ h Pps  h Pps N 1
ot 2Mi 0x2  2Mi 0y®  ih

_( . ) 8p5_8p5 _QM”)/kBT
YN B oy h?

V() = V(y)lps
(2.73)

(- Z/)zps-
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Convém ressaltar que a Eq. (2.73) nado é a mais geral para pg(z,y,t),
uma vez que ¢ valida quando kgT > hw. Para obtermos alguma equagao mais
geral é preciso trabalhar o superpropagador (2.55). A Eq. (2.73) pode, ainda,
ser escrita na representacao de operadores. Para isto, basta nos lembrarmos das
seguintes relacgoes

ps(z,y,t) = (xlps@)ly),  (zly) = o(x —y),
(2.74)

@AV (@)l) = V)t —y) e (alply) = (s — ).

Manipulando as expressoes (2.74) e denotando o Hamiltoniano renor-
malizado do sistema devido ao potencial efetivo como Hg, temos, finalmente, a

seguinte equagao de operadores

ops 1 .= Vo o 2M~kT . . .
—2 = _[H - — - . 2.75
8t Zh[ S7p5] h ['7;7 {p? PS}] h2 ['CE? [‘I’ps]] ( )
Ou ainda, usando a igualdade
PN ... .1 . R IR
[#.{p: ps}] = 51U, 2}, ps] + [, psp] — [, ps], (2.76)
ficamos com
dps 1. = Yoo oy Wi wow Y n oo 2MAkgT
S g _ L ! =L _ B .
5 = 7 s: sl — op ({0, 2}, ps] = (2, psp] + [, psdl] r & 2 Ps]]

Vamos considerar a transformada de Wigner do operador densidade re-
duzido do sistema a fim de estudar a Eq. (2.73) no limite classico. A funcao de
Wigner é utilizada nesse caso porque ela se reduz a funcao distribui¢ao no espaco
de fase da particula quando A — 0. Invertendo a transformada de Wigner,

definida como

1 [r ipy yl| - y
W(z,p,t) = %/ dy exp(F) <:c — §)p5(t)‘x + §>, (2.78)

obtemos o operador densidade reduzido do sistema de interesse

ps(r,y,t) = /_:o dp W(mTw,p, t) exp [—%p(fc - y)]7 (2.79)
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e substituindo essa expressao na Eq. (2.73), obtemos a equac@o para a transfor-

mada de Wigner

ow 0 d 0 *W
5 = —8—$pW + E)_pv (x)W + 276—ppW + 2M~kgT o

(2.80)

Essa nada mais é que a equagao de Fokker-Planck, puramente quantica, que
descreve a evolugao temporal da transformada de Wigner de ps(x,y,t). Porém,
apenas o seu limite cldssico faz sentido aqui, ja que a Eq. (2.73) foi deduzida
nesse limite. Como a funcao de Wigner tende a funcao distribuicao no espago de
fase no limite cldssico, podemos concluir que a Eq. (2.80) descreve a evolugao
temporal da distribuicao no espaco de fase de uma particula Browniana cléssica,

quando i — 0 [6,20].

2.5 Decoeréncia e Dissipacao de Energia no Mo-

delo de Caldeira & Leggett.

2.5.1 Decoeréncia.

A fim de estudar o processo de decoeréncia através do modelo de Caldeira

& Leggett, vamos considerar, por exemplo, que o sistema esteja em um estado de
superposigao [23]

(W) = |W1) + [Wy), (2.81)

de forma tal que se projetarmos esse estado na base das posic¢oes, ficamos com a
superposicao coerente de duas gaussianas

—(+q)? (- )
Ug(z) = Uy (2) + Uy(z) = Nle 267 +e 267 , (2.82)

onde N é uma constante de normalizacao. Como mostra a Fig. 2.2, estas gaus-
sianas possuem largura J, centram-se em —qg € qp, e estao separadas por uma

distancia Az &~ 2qy. Para o caso em que a separagao é grande (Az > §), a matriz
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1,0

0,51
\PS(X)

0,0 + + +
-10 -5 0 5 10

Figura 2.2: Superposicao de gaussianas

densidade reduzida correspondente
ps(z,y) = (z|psly) = (x|¥s)(¥s|y)
= U1 (2) Wi (y) + Ua(2)W3(y) + Wi (z)W5(y) + Wa(x)Vi(y)

—(z + QO)2 —(y + %)2 —(r — 90)2 —(y — 90)2

= N2?|e 202 e 262 +e 262 e 262

—(z+q)> —(y — @) —(z—q)* —(y+ @)’
“+e 262 e 262 + e 262 e 262

36

(2.83)

possui quatro picos bem definidos, dois na diagonal (reta z = y) e dois fora da

diagonal, como na Fig. 2.3
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Figura 2.3: Matriz densidade reduzida (2.83)

Os picos da diagonal correspondem as duas possiveis localizagoes da
particula. A coeréncia quantica é devida aos picos fora da diagonal. A existéncia
desses picos evidencia o fato de que a particula nao estd, especificamente, em
nenhuma das duas localizacoes aproximadas, mas sim em uma superposicao coer-
ente delas, demonstrando assim, seu carater quantico. Para os picos da diagonal,
temos que z &~ y (na verdade: r ~y~x+0~y=+J, tal que r —y =~ J), e na
regiao fora da diagonal, temos que x ~ —y, tal que x — y ~ 2¢qy ~ Ax.

Através da Eq. (2.73), que pode ainda ser reescrita na forma

apg__i LR - B aps_aps _QM")/]{BT 2
5 = 7 \tlHs, pslly) — (@ y)(ax o wr (@ = Y)ps,

(2.84)

podemos analisar o efeito do reservatério sobre o operador densidade reduzido
descrito pela Eq. (2.83). Notamos que a Eq. (2.84) separa-se em trés termos.
O primeiro é correspondente a equagao de von Neumann, que pode ser obtida
a partir da equac@o de Schrodinger e representa a evolugdo livre (coerente) do
sistema reduzido. Classicamente, ela gera as equagoes de movimento de Newton
para as médias dos observaveis. O segundo termo é responsavel pela dissipagao:

a perda de energia por parte do sistema e um decréscimo do momento médio.
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O ultimo termo é responsavel pela difusao e causa as flutuagoes que levam ao
movimento Browniano.

Vamos estimar o tempo de decoeréncia para [1g). Nesse caso, temos que
estudar a influéncia da dinamica descrita pela Eq. (2.84) sobre os picos fora da
diagonal em (2.83), que representam coeréncia de fase quantica. O primeiro termo
pode ser desprezado, pois, como ja foi dito, o mesmo representa a evolugao livre
(coerente) do sistema. No caso em questdo, nao estamos interessados na dinamica
do sistema de interesse governada por este termo. Mudangas significativas do
estado (misto) do sistema S devem ocorrer numa escala de tempo muito maior que
o tempo de decoeréncia, que desejamos estimar. Cabe observar, contudo, que no
problema por nés abordado, em que dois osciladores harmonicos dissipativos sao
acoplados, dinamicas coerentes de transferéncia de estados entre os osciladores,
e conseqiiente recorréncia destes estados, fazem-se presentes e merecem atencao
especial.

O segundo termo na Eq. (2.84) também pode ser desprezado, pois se
0 compararmos com o terceiro termo, vemos que (x — y)? > |r — y|, ou ainda
(Ax)? > (Ax), j4 que para os picos fora da diagonal, temos que x ~ —y, tal que
T — 1y~ 2qy ~ Az, conforme esta esquematizado na Fig. 2.4, que corresponde a
uma vista “por cima” da matriz densidade reduzida, representada na Fig. 2.3.

Com todas essas consideragoes, podemos fazer a seguinte aproximacgao
com relagao a Eq. (2.84)

8,03 ZM’}//{I T
o —TB@? —y)’ps ~ T(A@zﬂs, (2.85)
tal que, resolvendo a equagao diferencial, obtemos
2M~kpT (Ax)?
ps(r) ~ ps(0) exp [— o180 ] (2.56)

A partir desta expressao é possivel fazer uma estimativa do tempo de decoeréncia
para o estado |¥g). Com a imposi¢ao

2M~kpT (Ax)? ]
-

= ~e (2.87)

exp [—
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temos, finalmente, que os termos fora da diagonal decaem com um tempo de

decoeréncia que é dado como segue

h? IWOVAE
~ L 2.88
b TRZMkBT(Ax)2 v <Ax) ’ (2.88)
onde \y = ———— é o comprimento de onda térmico de de Broglie e 7 = 7!

2MEgT

é o tempo de relaxacdo do sistema. Notamos que a expressao (2.88) guarda os
principais ingredientes que espera-se, estejam associados a transicao da dinamica
quantica para a classica. Conforme se observa, o tempo de decoeréncia é tanto
menor quanto maior a energia do sistema de interesse, associada as quantidades
M e kgT, e também quanto maior a separacao Az entre os pacotes de onda.
Portanto, toda quantidade fisica que evidencia o carater quantico do sistema,
conspira contra esse mesmo carater, induzindo um tempo de decoeréncia cada vez
menor, comparado com o tempo de relaxagao 7g. O Principio da Correspondéncia
estd, portanto, notadamente presente na expressao obtida por Caldeira & Leggett
para o tempo de decoeréncia.

A Fig. (2.5) ilustra a matriz densidade apés decorrido o tempo de de-

coeréncia. Temos, praticamente, apenas os picos da diagonal. Assim, esta pode

A

¥, () () () ()
- | @
> x
~ &
()W () ()W (1)
< > (Ax > 8)

Figura 2.4: Vista “por cima” da matriz densidade reduzida (2.83)
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ser considerada uma distribuicao de probabilidade classica, com igual probabili-
dade de encontrarmos a particula em ambas as localizagoes correspondentes aos

pacotes de onda gaussianos.

Figura 2.5: Matriz densidade reduzida (2.83) apds o tempo de decoeréncia.

Considerando, por exemplo, um objeto macroscépico com massa M = 1g
a temperatura ambiente (7" = 300K) e descrito inicialmente por um estado de

superposicao da forma (2.82) com separacao Ax = lem, temos que [20]
T ~ 1074075, (2.89)

Mesmo considerando um tempo de relaxacao extravagante, da ordem da idade
do Universo 7z ~ 10'"seg, a coeréncia quantica desse sistema deve ser destruida

em 7p &~ 1073seg [23].

2.5.2 O Processo de Dissipacao de Energia.

A fim de observarmos como a enegia do sistema se comporta, vamos fazer
um calculo qualitativo da energia média do mesmo através do uso da equacao

mestra (2.75). Temos que, para um operador O vale a seguinte expressao

(O) = Tr(pO). (2.90)
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Subtituindo esta expressao (2.90) na equagao mestra e observando a propriedade

ciclica do traco, temos, apds alguns célculos

a0) 1 N

5 = %Tr<[(9, HS]qu)—%Tr([O,pa:]ps + [0, :Up]pg)
i N 2MA~kgT
—%TT<{pO, 2}ps — {p; xO}ps) —%TT ({0, 2} ps — 2x0xps)-

(2.91)

Considerando, agora, que o sistema de interesse seja um oscilador harmonico,

temos que A
fo = 2 4 Ly (2.92)
T oM T2 ’ '

onde nao estamos considerando a frequiiéncia renormalizada @, pois s6 estamos
interessados em observar o comportamento da energia média dada por

() + le2(952>. (2.93)

E) =95 *3

Temos, entao, que calcular os valores médios (p?) e (x?). Para isto, vamos

usar a Eq. (2.91), da qual obtemos as trés equagoes acopladas

5 = 3 (&P T P2, (2.94)
O(p2 N
ggt ) = —4vy(p?) + AM~kpT — Mw2<A13 + pT) (2.95)
(&
3_<xp£ bE) _ %(152) COMWR(a2) — 2y(ip + pi). (2.96)

Antes de resolver esse conjunto de equacoes diferenciais, fazemos uma mudanca
de escala na energia e no tempo, para que todos os parametros se tornem adi-

mensionais, tal que

p? 5 Mw?x2

MkgT' T kpT

~ E 2
E —_ — 2 p—g
kBTJ p

e t=nt. (2.97)

Com essas expressoes, temos que a energia média renormalizada e as equagoes
(2.94) a (2.96) ficam escritas na forma
~ 1

(B =5 (%) + (@), (2.98)
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W 2a aAn
— = —{(Ip+ P2 2.99
GT 5P PE), (2:99)
(9< :2> _ % Wi 2a 2z
pY; ——4(<P>—1)—;<xp+pw> (2.100)
e A A A
OED+PT) 2w (5% ) aras L Aa
o7 —7(<p>—(x >>—2<1’p+px>. (2.101)

Agora, vamos considerar que em ¢t = 0 a funcao de onda do sistema seja

da forma (2.82). Temos a fungao de onda normalizada

—(z+40)? —(z—qq)?

U(r) = 7 [e St e } (2.102)

Com isso, encontramos as condicoes iniciais do problema

o= (g1 ) 352 - = qffj}fp( ) 5 Lo e
(o = (%BT) { 1+ eff)( )] } (2109
e (Zp + pa)i—o = 0. (2.105)

Apresentamos na Fig. (2.6) o comportamento tipico do processo de
equilibrio térmico entre o sistema e o reservatério. Nesta figura, acompanhamos
a evolucao da quantidade fisica Es/kgT contra «yt, em que Eg indica a energia
do sistema de interesse. Assumimos que as quantidades h, M,w e ¢ igualam-se a
unidade, enquanto que kgT = 10hw. Escolhendo-se gy = 10, notamos o processo
de relaxacao do sistema, de forma que a energia do mesmo equilibra-se com a

energia de cada oscilador do reservatério, que corresponde a

(Eeq) = o , (2.106)
]CBT( kBT — 1)

quando assumimos a distribuicao térmica para os osciladores do reservatorio.

Podemos ver, a partir desse grafico, que o sistema parte de um dado valor da
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2,5 4
Energia para q =10
2,0 4
() Energia do Sistema S
5 Energia de Equilibrio
1,5
1,0
! 1
0 5 10

Figura 2.6: Energia do Sistema de Interesse para gy = 10.

energia inicial, escolhido através da separacao ¢y entre as gaussianas e evolui em
dire¢do ao equilibrio com o reservatério. No préximo capitulo, vamos aplicar
o modelo de Caldeira & Leggett ao estudo de um sistema composto por dois

osciladores harmonicos dissipativos interagentes.



Capitulo 3

O Modelo Duplicado de Caldeira
& Leggett.

3.1 Obtencao da Equacao Mestra para Dois Os-
ciladores Harmonicos Dissipativos Intera-

gentes.

3.1.1 Formulacao Classica

Vamos considerar agora, dois sistemas, S e Sy, que correspondem a dois

osciladores harmonicos acoplados na seguinte forma:

Hg, s, = £q1q2 + Ap1p2 + 0p1G2 + XQ1D2, (3.1)

em que &, \, e x representam parametros de interacao com diferentes dimensoes.
Assumindo que cada oscilador esteja, por sua vez acoplado a um reservatorio,

como esbhoca a Fig. 3.1, temos, entao

H = HCL1 =+ HCL2 + H&Sg; (32)

44
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em que Hep, e Heyp, representam as Hamiltonianas dos sistemas de Caldeira &

Leggett 1 e 2, respectivamente. Assim, H pode ser escrito como:

2
H = 2[2
7=1
2 N

+ Z Z ik + Eq1G2 + Ap1p2 + 0p1g2 + Xq1p2.
Jj=1 k=1

(3.3)

Como no caso anterior, podemos encontrar a Lagrangeana correspondente a

Hamiltoniana (3.3)

N

2 N 2
L= Z[%“ﬁqﬂ VOJ q; }“‘ZZ[ mjkqjk - lm]kwjkqjk} ZZCgqu%k

) X . .
—£q1q2 — 110G> (Ch — 5612) — 2 Xq1 <(I2 - E@h) —p12(gr — 0g2) (G2 — xq1),
(3.4)

onde
M, MM
(1 22M M) © M7 (1= ZeM M)

sao as “massas reduzidas”, que aparecem devido ao acoplamento entre os sistemas

oy = (3.5)

S1 e S3. Note que o aparecimento da massa reduzida decorre do acoplamento

momentum-momentum entre os osciladores.

. ®
® . oo™ O  , oM
’WSOZWSGUGL@ S e
. (0“ (Dzl |
: . (012;_ ®mu & 0.)22 ® m. .
® mn ®m»

Figura 3.1: Modelo Duplicado de Caldeira & Leggett.
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3.1.2 Formulacao Quantica

A semelhanca do Cap. 2, devemos obter a equagao mestra para o ope-
rador densidade reduzido do sistema conjunto (S; 4+ S), constituido por ambos
os osciladores harmonicos. Para isso, partimos do operador densidade para o

sistema total, que se escreve na forma

~

pA51+R1+52+R2 (t) = U(t7 0):651+R1+S2+R2 (O)UT(t, 0) (36>

Com a relagao de completeza
////dx’ldxgdﬁlldﬁ;h:'l,x;; ﬁl/, ﬁgl)(xa,x;;ﬁll, §2/| =1, (3.7)

escrevemos o operador densidade em (3.6) na representacdo de coordenadas e,

reconhecendo os propagadores, temos que

= . — — — / — / — / -/
<$17 xg; Ry, R2|/551+R1+SQ+R2 (t)|y17 Y2; @1, Q2> :/dxlldl'/gdyidyéde dRy dQ)y dQ)

-/ =/

't R R |6 0//._"_”K R’R’.//P:’R_”O
><<£E1,5172, 1, 2|p31+R1+52+Rz( )|y17y27Q17Q2> (3:1751727 15 27t>x17x27 1) 27)

— — -/ -/
XK*(y1, 42, Q1, Qa, 5 Y1, ¥, @1, Q2 , 0),
(3.8)

onde o simbolo tnico de integragao do lado direito da igualdade refere-se, de
fato, as integragoes realizadas nas coordenadas z/, x5, ¥ e v} do sistema conjunto
(S1+ S2) e ﬁl/, ﬁgl, Qll, Qg/ dos reservatérios Ry e Rs.

Para observarmos somente o comportamento do sistema conjunto (S; +
Ss), vamos tomar o trago de pg, +r,+5,+ R, (t) com respeito as varidveis dos reser-

vatoérios, de forma que

1651-1—52 <t> - TTR1+R2PA51+R1+52+R2 (t) ://dﬁld}?? <ﬁ17 §2|ﬁ51+R1+52+R2 (t) |ﬁ1> ﬁ2>
(3.9)

Assim, o elemento de matriz do operador densidade reduzido em (3.9) torna-se,
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portanto,

— — -/ -/ -/ -/
P81+, (T1, T, Y1, Yo, t) Z/dw’ldx’zdyidyédedRQde dRy dQ; dQ2

—

Lok Ry Ry Oy, s Q1 OV K Ry, Ro,t: 0 2y Ry Ry 0
X<x1’x27 1 2|p51+R1+52+R2( )|y1ay2Q17Q2> (1‘1,332, 1, £12, 15 Ty, Loy 11, 27)

— — -/ -/
XK*(yl;y%Rl?RQut;y/hyéu Ql 7@2 70)
(3.10)

Como no problema de Caldeira & Leggett, vamos considerar a
aproximacao de acoplamento subito entre os osciladores e seus respectivos reser-
vatérios e, em nosso problema, dos osciladores entre si. Assim, o elemento de
matriz do operador densidade do sistema total (S; + S + Ry + Ry) pode ser

fatorado na seguinte forma

A= -/ =/
PS1+R1+S2+Rs (x/17 xl27 Rl ; R2 ) yia 3/5, Ql ) Q27 O)
(3.11)

-/ -/ -/ -/
= PS1+852 (Illﬂ $/2, y,la yéa O>pRl+R2(R1 ) Ry s Ql ’ QQ ) 0)
Definindo o superpropagador que governa a evolucao da matriz densidade re-

duzida do sistema conjunto (S; + Ss)
J(x1, o, Y1, Y2, 6 2, 2h, Y1, Y5, 0) :/dﬁldﬁgdﬁlld}%;/d@'d@'
XPR1+R2(ﬁ1,a Ptzl, le/, Qy, 0)K (1, 2, P:b Rﬁ2, by, ]%1,, ﬁzl, 0) (3.12)
X K*(y1, 92, R, Ra t; 94, b, @1,762/70)7
reescrevemos a expressao (3.10) na forma
P15 (T1, T2, Y1, 2, ) Z/dw’ldﬂf’zdy’ldyéJ(xl,mz,yl,yz,t;:v’px’g,y’l,yé,@)
X Ps1+8: (L1, T, Y15 45, 0).

(3.13)

Em seguida, usando a representacao de integrais funcionais para os
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propagadores de Feynman, podemos reescrever o superpropagador como

1 xr2 Y1 Y2
‘](xhx%ylay27t;xllvxl2’y/17yéuo>: DFIl( ) DFxQ( )/ DFyl( )/ DFy2< )
Y Y

! !
Ty To 1 2

xexp{%[ssl[xl( )]+ Ss,wa(t)] — Ss, [y1(t')] — Ss,[y2(t)]

+Ss52[01(t), 22(t)] = Sssalun (). 92| } Flor, 22,1, 30),
(3.14)

onde
F[$1, T2, yl,yz] = F[xl, yl]F[%,yz] (3-15>

é o funcional de influéncia dos osciladores dos reservatorios Ry e Ry, em que

— — / —/ — / -/ Iij ﬁj — ’ — ’
Flz;, y;] :///dede dQ; pr,(R; , Q; 70)/ﬁ,//d,,DFRj(t )DrQ;(t")
i Y Qi

< exp{ = | [ (#)] = S, [ Q2] + S o3 (#), B (¢)] = S s, Qs (#)] |

(3.16)

¢ o funcional de influéncia devido a interacao do j-ésimo sistema com o j-ésimo
reservatorio (j = 1,2).

O célculo desse funcional de influéncia é idéntico aquele efetuado no

Apéndice A. O resultado é, como vimos:

Flay) = exp{ 7 / ir [ as(a;(5) -y (Va, (r= )y () -] |

| ) (3.17)
Xexp{%/odT/o dU[%(T)—Z/j(T)]OéIj(T-U)[%(U)erj(a)]}7
COo1m: N 02 o
an (T—0) = 2ij2 - coth( jsz >Cos[wjk(T—0)], (3.18)
=~ O
ap(1—0) = — ; ST sinfw; (T —0)]. (3.19)

Neste ponto, vamos fazer uso das densidades espectrais de modos dos
reservatérios, idénticas aquelas do Capitulo 2, ou seja

N 2
() — 2 Ik — W 2
Jj(wj) 2k:1 mjkwjké(w Wik) (3.20)
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njw;, se wj <€) (3.21)

Ji(wj) =
Y 0, se w;>Q,,

de forma a podermos escrever o superpropagador como:
Y2

1 €2 Y1
J<xlax27ylvy27t;‘r,17x/27y/l7yé70) = DFxl(t/) DF:C2<t/) DFy1<t/) DFyQ(t/)
x) xh Y1 Y5
1
x exp{ = Ssisa a1 (#),2(¢)] = S5, [ (), (0]

sin Q7

<[ 3 S50 - S 0] = 200} +4)) [ ar

[2(7) = y;(7)]

7 -2 [Cartesir) - 57 [ dotio) - (o 22
<on{ 2 [lartesr) = )] [ dotos (o)) | s cotn (2 Yol (-] .
(3.22)

onde Sg, representam as agoes cldssicas renormalizadas devido aos potenciais

efetivos. Vamos, ainda, usar os resultados:

/0 o Ty ) =0 (3.23)

+ T

(§]
t

i) = ) () = =) = =l ) ()= )L
(3.24)

com x; = x4(t), y; = y;(t), ¥; = 7;(0) e y; = y;(0) e definir as constantes de

relaxacao, como no Apéndice B

Ty
v = — (3.25)
/ 2M;
e usar a seguinte denotacao
) ) . AN _IU/]/VJ 202N 202 326
f](x]7wj7y]7yj)_ 9 [(l'] xj) (yj yj )]a ( ' )
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de maneira que o superpropagador pode ser finalmente escrito como

1 T2 Y1 Y2

J(x1, 2, y1, Y2, 6 2, 25,9, 95,0) = | Dpay(t') | Dpas(t’)| Dryi(t')| Drys(t')
x) xh v1 Y5
. 2 .
g / ? ! /
exp{ & [Sevslon(0),aa(®)] - Sl n (O] T exwd | o)
j=1

853 a5(0)] = S o)) = o [ el () = (]|
<o T2 [t (1)) [dolayo) (o) s corn( 22 oo
(3.27)

Agora, vamos considerar o limite de altas temperaturas, onde temos

kgT > hwj, para wj < €, (3.28)

de modo que o superpropagador (3.28) escreve-se:

x1 ) Y1 Y2

J(xlwr?vyluy2at;x/17x/27y/17yéao>: DF'r1< ) DFIQ( ) DFyl( ) DFyZ( )
1"1 Q?IQ y1 y2

XeXp{%[SSISQ[-Tl(t) 22(t")] — Sy, [y; (' ]}Hexp{ [fg Ty, T3 Yjs Uj)
£ L] — S5, [y ()] — 231 / oy () (r) — () ] b

<exp{ 2L [ty ().
(3.29)

Nosso proximo passo sera considerar o calculo do superpropagador para
um intervalo de tempo infinitesimal. Temos, denotando os potenciais efetivos
como V}(xj), efetuando a produtoria e reagrupando os termos, além de usarmos
as aproximacoes:

/

— . t+e T4
5 o . RS ng—yj e / f(a:j(t’)>dt’ A 5f<g), (3.30)
¢

2
com:

zj=xzi(t+e) e yj=y(t+e)

/

(3.31)
;= x;(t) e y;=y;(t),
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que o superpropagador escreve-se na forma seguinte

Ha272 1| (42
+ 9 (25 — 25) — (5 — 3/52)]] }eXp{i_i [2—8(231 —z))* + 2—6(562 — ah)?
M e He o s (TR @\ s (2 1 - (Y1t
28(3/1 i) 9% (Y2 — y3) 5Vl< 5 ) 5VQ< 5 +eVi 5

~ (Y2 + Y
+6Vz( z 5 2>—%;1(561+56’1)(y1—y1)+71;1(x1—w’1)(y1+y1)

2 b )~ 1)+ 22y — )+ ) — S ) )
g+ 98 — P — )+ )+ 20— )+ 00
X oy a2 = a5) + P )0 = 55) + P2 )
_Mlgzg(yQ +95)* + M2§25(:c1 +z7)* — MQTX%(ZA +11)° - %(5’51 — ) (22 — 25)
—%(yl — ) (g2 — ) + “122X(x1 — zy)(z1 +27) — “122X(y1 —y) (v + 1)
+MIT25(~’L’2 — 5) (T2 + 73) — %26(92 — Yo) (Yo + o) — Mlzixé? (1 + 2)) (22 + )

120 XE kgTe
X )0+ 05| b - o+ ) = (4 )P

kgTe , ,
P ) 4

(3.32)
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A equacao que governa a evolucao do operador densidade reduzido do

sistema é, nesse caso:

P81+8,(T1, T2, Y1, Yo, t + €) Z////dw’ldx’zdyidyé PS1+85 (T, T, Y1, Yo, t)

(3.33)
XJ('Tla T2, Y1, y2>t + g5 1:/17 'T,27 yia yé7 t)
Efetuando a mudanca de varidveis
By =x5 =2 e Poj =y — (3.34)
e considerando que
Brj & Paj = 0(5%)7 (3.35)

vamos fazer uma expansao em série de Taylor de todos os termos da Eq. (3.32),
exceto aqueles proporcionais a e~ em (15, (2, t € € até O(e). Finalmente, vamos

definir, novamente, novas variaveis

51]‘ = by — (@ —yj)e e ﬂéj = Boj + vz — y))e, (3.36)
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de forma a obtermos a seguinte equagao

0 0
PS1+8, T € P51+52 = _////dﬁndﬁlzdﬁmdﬁzz PS1+S2 — 71(551 yl) p;;j&

ap51+52

ap51+52 ap51+52 / apS1+S2
—72(72 — ya)e D + 71 (z1 —y1)e oy + V2(2 — ya)e B b1 o1,
—3 ap51+52 N ﬁl apS1+S2 . ﬁ/ apS1-i-S2 + ﬁ_%lanSH-Sb 6_52821051-1—52
12 6’x2 2 8y1 = (9:1/2 2 8%% 2 8.73%
ﬁ21 0” PS1+8S2 522 0 p51+52 0 PS1+5> !l a2p51+5'2 /ol a2p5'1+52
— + + -+ o —
2 ayl 92 8 .2 611612 6$18$2 611621 axlayl 611622 axlay2
+ﬁl ﬁl 0 PS1+S> + ﬁ/ ﬁ/ 0” PS1+5S2 + 5/ ﬁ/ 62:051+52 exp 1 2 [ H171 + ﬂ _ Hi2X
12M21 aanyl 1222 ax28y2 2122 aylayz h 11 2 2 2
fi2Y2 | M2 f120 My H, PaeX CH2Ye  p2 | pa2d
s b - e (I - B e (- B )

+011 [i2x a1 — 10z — piaye (2 — y2)| + Blalpi2dxs — poxw — pay1(x1 — y1)
891 [—H12xy1 + 110y2 — prYe (w2 — Y2)] + Boo[—p126ye — poXxyr — pay1 (w1 — y1)]

) — 110 ~ ~
+511512 (% + % - %) +B§15§2 (% - % + &>+5 <_Vl($1) — Va(y)

Vi) + Valye) — (€ + pa20X) (z122 — y1yp) — pudnza(zy — y1) +

(116%

2

2
H2X 72
2

yg - H2X72=’751($2 - y2) - - M2X72yl(372 - 92)

_#157192(% - y1) -

X
2

2 kT 2 kT
1120722 (T2 — yz))] }exp{ {—M(ﬁl - yl)z - M(% - yz)z}g}y

n2 12
(3.37)

y% + M12X’Yl$1($1 - yl) + ,U12(5’Y25U2(9€2 - yz) + M12X’Yly1($1 - 3/1)

onde:

1051+S2 = IOS1+S2<3717$273/173/2,75)- (338)
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Vamos, agora, efetuar as integragdes gaussianas em (3.37). Esse cdlculo
é muito trabalhoso e esta apresentado no Apeéndice C. Apds isso, obtemos, final-
mente, a equacao mestra que rege a dinamica do elemento de matriz do operador

densidade reduzido do sistema:

Opsivs, T [Ppsiis,  Ppsivs,| i 5
o | o o —7—i[V1(x1) — Vi(y1)lps,+s,
- Ops,+s,  Opsi+s, | 2MiikpT 2
—Y(r1 —y1) or, Em - 72 (T1 — 1) Psi+5,
h an 82p i~ N
oo | e - T | ) — Vil
2 2
- 0 0 2Movo kT
—o(T2 — ¥2) [ Pas;;rsz - p;;;sg} - 2’; £ (w2 — y2)2psl+52
3.39
i€ iMyv16 ( )
—E(l‘l@ — Y1Y2) P51 455 — 7 (1 — y1) (2 + ¥2)ps, 15,
iMy720 9ps,+s 9ps,+s
E— (1 4+ y1) (22 — Y2)psi+5: — X [yl 6;: 2+ 1 8;; 2
Ips,+s ps,+s - Ops;+s,  Opsiis
5 1+S2 5 | A\ _ 1+S2 1+S52
{y2 o + 9 Dy 1M1 (x1 — 1) Oy Dy
_ Opsi+5:  Opsitss |\, [0%Ps1+8  0°psi+s
—)\M o 1 2 _ 1 2 )\h 1 2 _ 1 2
272(1:2 yQ) |: 81:1 8y1 t 8y18y2 8x18x2 ’
onde:
; g j=1,2 (3.40)

T = N M)
é a constante de relaxacao correspondente ao j-ésimo reservatorio, modificada
devido ao acoplamento. Assim, uma primeira conseqiiéncia do acoplamento entre
os dois sistemas S; e S5 é que a maneira com que ambos dissipam energia para os

reservatorios é modificada, como vemos em (3.40). A equagao (3.39) pode ainda
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ser escrita como uma equagao de operadores

0ps,+s L.~ Vw4 My kT
% = %[Hsppslwz] + %[331, {P1: Psi+s 4] — T[xl’ 71, P+, ]]
1.2 R ’)72 R R 2M2’}72k’BT R A
+7:L[H527 pSH—Sz] + %[x% {p27p51+52}] - T[x27 [1:27 pSH—SzH
1 )
1 2 . )\Ml’}71 . A )\MQ’?Q . A
+%[H5152,P51+52] + i (71, {P2, Ps1+5. }] + i [Z2, {P1, Ps, 45, }]
Myyio, . .. S R Moyax ;i o s . .
ih ([xlvx2p51+52] + [x17p51+32I2]) + ([$27 xlpsl+52] + [I% p51+52l'1]),
(3.41)
onde:
= ﬁ? 1 2 7 .
Hg, = oM, + §Mjwja:j , 7=1,2 (3.42)
e
F[SlSQ = 2129 + AP1P2 + 0D122 + XT1P2. (3.43)

Essa é, portanto a equagao mestra que rege a dinamica do sistema des-
crito por (3.3). Podemos ver que quando eliminamos o acoplamento, recuperamos

dois sistemas de Caldeira & Leggett isolados.

3.2 O Processo de Dissipacao de Energia no Mo-
delo Duplicado de Caldeira & Leggett.

A fim de observarmos como as energias do sistema conjunto (S;+S52) e dos
sistemas individuais S7 e S5 se comportam, vamos fazer um céalculo qualitativo
da energia média desses sistemas através do uso da equagao mestra (3.42), da
mesma forma que fizemos no Cap. 2.

Vamos considerar que os dois sistemas sao osciladores harmonicos com

freqiiéncias wy e wq, respectivamente. Depois de um pouco de algebra, vemos que,
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para um operador O vale a seguinte equacao:

A

8(0) . 1 AN A2 lel

TT([O ]:051+52)

Mng
2uh

TT([@7 jg]ﬁsﬁ-ﬁb) + ETT([@a £1£2]ﬁ51+32)

Tr([@apAQQ]ﬁSH-Sé) + ih

+2’ihM2

A A 4] A
+2hTT([O plp?]p51+52> + %TT([O,Z‘po]psl_h%) + ETT([vaﬂ?l]pSl—i-Sb)

;Z_.QHTT([@,@@] + [0, Zaps)) ps 1.5,

~

—i—%T’f’([@,ﬁlfil] + [O,£1ﬁ1]>ﬁ51+5‘2 +

Y A A o A
2Tr({p20, @0} — {p2, 220})psy 15

+£TT({p107 xl} - {p17 x10}>p51+52 + ih

M1 kT OMyfoks T, A oy o A
——1;; “=Tr({0,37} — 281041) ps, 45, — %TT({OJ%  282082)ps145:
AM 5 4115 AT (10, 5] + [0, 52])p
+ ak Tr([Opa, #1] + [120, #1))psy 45, + z’f?ZTT([OPh@] + (P10, 22]) s+,
5M1’71 A - ~ XMQ,YQ

Tr([O1, &) + [#10, #2])ps, +5-
(3.44)

i TT([OZ’%M] + [120, 21]) s+, +

A energia média do sistema conjunto é dada por:

<P1>+1M1 P2 >+<p2>+1M2 2(22)+E (#122) M Prpa) +x (F1P2)+0 (Fap ).

E
(E) = 2M, 2 2My 2
(3.45)

Agora, vamos fazer o cdlculo da energia média do sistema conjunto e
das energias médias dos sistemas S7 e S;. Vamos considerar, para isto, que os

sistemas e os reservatérios sejam iguais, ou seja:
MleQZM, W1 = Wy = W, ’71:’3/2:’3/. (346)

Usando a Eq. (3.45), podemos calcular os varios valores médios de (3.46).
Temos, depois de uma boa dose de algebra de comutadores, o sistema de 12

equacoes diferenciais de primeira ordem acopladas:
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d . . . . _

% = —168a; — rxag — 8\Bag — r€ag — 86 Fag — rag + 873

das ~ ~ <~ ~ = ~

yr = —160as — rdag — 8A\Pag — r€ar; — 8xPar — rag + 87

da3 < N

— =rdas +riar +ra

7 5 7 9

d ~

daa_ rXas + riag + rag

dt

das _ X +T5 + ra; + a—l—r~a

— = —az+ —ay+ra;+r —

7 5 U3 T 5 7 g+ 5 an

d 6 - % <= < <~
% = —r§a1 —4)\Bay — 7’%&2 — 4\PBay — 16\Gag — rar; — rag — 26 Fag
—7"56111 - 2)25011

dCL7 5\ 3 )

~ ~ <~ )
7 = 1“5&2 - rgag — 4xBaz — ras + rag — 8Ba; — 2\[Pag — r§a12
d A 3 - . - %

% = r§a1 - r§a4 —46Pay — ras + rag — 8PBag — 2 \Bag — r%alg

d ~ . By . By _
% = 2ray — 2raz — r€as — 800as + riag — rxar; — 8\fPay + rdag — 8Bagy

d . . - . . _
% = 2ras — 2ray — r€as — 80 Pas + rAag — roag — 8\[Pag + rxar — 8Bag

d 5 . 5 5 .
% =ray + ras — rag — rag — réas — 400as — 4xBas + rAag — 4 \PBar;

+45\BU,8 — 450,9

d . . . .
% =ra; —ray —raz + rag — rxa; — 46Bas + 4xPas + rdag — 4 \PBa;

+4)\Bag — 4Bag + 4Bay,
(3.47)

onde:

Xes=2 (3.48)
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e ainda:

22 22 22 22

a1 ={p1 ), az= (P2 ), az={(x1 ), as=(Ts )

A A A A A A A A

as = (T172), as = (P1pP2), a7 = (T1P2), ag = (T2p1)
(3.49)

A A A A A A

ag = (T1py + pr1), @i = (Topa + Pata), an = (Tops + Pra1)

2 2 2 2 =~ 1 W
a = (T — X s = — 5 r = -,
12 < 1P1 2p2> B 1% ~

onde fizemos uma mudanca na escala de energia, para que todos os parametros

tornem-se adimensionais, como no Cap. 2

P E 22 P s2 Muw?s;?
p] ) J QkBT )

(3.50)
(B) = (91 )+ (21 )+ Do )+ (T2 ) +E(@122) + Mprpa) + X {(€1D2) +{(2apr). (3.51)

Agora, vamos considerar que em t = 0, os sistemas estejam em estados

iniciais tais que as fungoes de onda normalizadas sejam da forma:

1 1 —1{0)? 1 a)?
Uy(r1) = — — e ¥ 4e ¥t |, (3.52)
™ 6 (1+ e )

I
Uy(z9) = ez (3.53)

de forma a encontrarmos as condigoes iniciais do problema:

s B2 1 q° exp(5) }
55, = — L 3.54
(P1 )i=0 (QMkBT> {25% 511+ exp(3E)] (3.54)
.2 Mw?\ (62 q*
(T1 )i=0 = ( ){—1 + —2}, (3.55)
2ksTJ L2 1+ exp(3)]
2 h?

(P2 )i=0 = My To2 (3.56)
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22 MW25§
(T2 )i=0 TonT (3.57)
(£122) 1m0 = (P1P2)io = (T1P2)i—0 = {(ToPi)i—o = 0 (3.58)

A A A A A A

(T1p1 + P11 )0 = (Top2 + Pada)imo = (Tapa + D121 )0 = (T1P1 — Tapa)i—o = 0.
(3.59)
Através da resolucdo numérica do conjunto de equagoes diferenciais
acopladas em (3.47), analisamos, a seguir, os processos de troca de energia en-
tre os sistemas individuais S; e S5 e de dissipagao de energia destes para seus
respectivos reservatorios. Acompanhamos, nos proximos graficos, a evolucao das
quantidades fisicas Fg,s,/kgT, Es, /kgT e Eg,/kgT contra «t, para a separagao
q = 10 entre as gaussianas e para alguns valores de é , 5\, X € 5, em que Fg, g,
indica a energia do sistema conjunto S; + .S, enquanto que Fg, e Eg, indicam as
energias dos sistemas S; e Sy, respectivamente. Aqui, também estamos assumindo
valores unitarios para as quantidades h, M,w, d; e d5 e kT = 10hw.
Primeiramente, vamos considerar que os sistemas S; e Sy estejam de-
sacoplados, ou seja, 5 =)= X = 6 = 0. Na auséncia de acoplamento, o grafico
representado na figura (3.2) mostra-nos a evolugao livre de ambos os sistemas S}
e So em direcao ao equilibrio térmico com seus respectivos reservatérios. Esse
equilibrio é caracterizado pela energia média de cada oscilador do reservatorio,

de acordo com a Eq. (2.106), que para as quantidades definidas acima, fornece

E., ~ 1

Analisamos também a influéncia de cada termo do acoplamento separa-
damente. Para o caso em que é # 0, com A= X = § = 0, temos os graficos que
seguem representados nas Figs. (3.3) e (3.4). Notamos que os sistemas S e Sy
passam a trocar energia entre si, a medida que evoluem para o equilibrio com
seus respectivos reservatérios. Conforme esperado, a medida que aumentamos o

valor da constante de acoplamento &£, os sistemas S; e S; passam a trocar energia
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com uma freqiiéncia maior.

Nos casos em que A £ 0 (com =Y =06=0)e Y £0 (comE=\=0 =
0), cujos graficos encontram-se nas Figs. (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8), observamos
comportamentos similares aqueles das Figs. (3.3) e (3.4). Notamos apenas que no
caso do acoplamento Z1ps das Figs. (3.7) e (3.8), a freqiiencia de troca de energia
¢ intensificada ainda que consideremos a intensidade do acoplamento igual aos
casos anteriores, ou seja, Y = ) = é = 1072. Deixamos de apresentar os graficos
para o caso 5=0 (com 5 =)= X = 0) dado que sao exatamente iguais aqueles
das Figs. (3.7) e (3.8).

Analisamos também o caso em que os termos de acoplamento atuam dois
a dois. Para o caso em que & #0e A # 0 com y = 6 = 0, temos os graficos
apresentados nas Figs. (3.9), (3.10) e (3.11). Na Fig. (3.9), consideramos o
caso em que 5 = ). Observamos que a freqiiéncia de troca de energia entre
os osciladores é duplicada com relagio aos casos & # 0 (com A=y =20 = 0)
e\ # 0 (com é =YX = 5 = 0). Este comportamento deve-se ao fato de que
a intensidade do acoplamento efetivo entre os osciladores é também duplicado,
quando consideramos ¢ = X. Nas Figs. (3.10) e (3.11), que para & > X ou
£ < ), recuperamos, conforme esperado, os casos mostrados nas Figs. (3.4) e
(3.6). Temos, ainda, o caso em que ¥ # 0 e 6#£0ef=\=0, cujos graficos
encontram-se nas Figs.(3.12), (3.13) e (3.14). Observamos na Fig. (3.12) que
a situacdo em que Y = 0 ndo hé troca de energia entre os sistemas S; e Ss.
A dinamica desses sistemas em direcao ao equilibrio termodinamico da-se como
se os mesmos estivessem desacoplados. Para uma melhor compreensao desse
comportamento, é conveniente escrevermos o acoplamento &1ps+p, 2o através dos
operadores &I(&l) e &;(&2) de criagao (aniquilagao) de um quanta de vibragao.

1 1
Através das expressoes T; = —(d;r- +a;) e pj = —(d} +a;), j = 1,2, obtemos

V2 V2

L N .
XI1pg + 0p1Zy = 5[()( + 5)((&@5 —aia9) + (x — 9)(a

= —+

Gy — d1a3)] (3.60)

Para o caso x = 9, ficamos apenas com a interagao entre os osciladores da forma
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di&; — G1G2. Esta interacdo indica que ambos os osciladores perdem (ganham)
simultaneamente um quanta de vibracao para seus respectivos reservatérios. Nao
se observa, portanto, a troca de energia entre os osciladores, que decorre do termo
alay — agad.

Finalmente, nos resta estudar o caso em que todos os termos de acopla-
mento aparecem, ou seja, §~ A )2,5 # 0, para o qual temos os graficos representa-
dos nas Figs. (3.15) e (3.16). Observamos que a freqiiéncia de troca de energia
no gréfico da Fig. (3.15) é novamente duplicada, como no caso E=)\ (x = 5= 0)
da Fig. (3.9). Escrevendo a interagao éilig + :\151]52 + 5}5@2 + XZ1p2 em termos

dos operadores &;r-, a;, com j = 1,2, obtemos

~ . - . ~. . o 1.~ -~ = e o
ET1T9 + A\P1D2 + 0P1Z9 + XT1pe = 5{[5 —Ati(x + (5)](6{{@; — Q1G3)
(3.61)

da qual podemos constatar que no caso em que é =)= X = 4, a intensidade do
acoplamento ¢ igualmente duplicada com relacio aos casos £ # 0 (com X = ¥ =
6=0)eX#0 (comé=x=0=0).

Nas Figs. (3.16) e (3.17), apresentamos os graficos para os casos em que

E=A=x=0=102ef=3y=102eX=0=10"3.
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Figura 3.2: Energias para ¢ = 10
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Figura 3.3: Energias para ¢ = 10 e £ = 1073
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Figura 3.4: Energias para ¢ = 10 e £ = 1072
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Figura 3.5: Energias para ¢ =10 e A = 1073
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Figura 3.6: Energias para ¢ = 10 e A = 1072
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Figura 3.7: Energias para ¢ = 10 e Y = 1073
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E/kT

Figura 3.8: Energias para ¢ = 10 e Y = 1072
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Figura 3.9: Energias para ¢ =10e £ = A = 1073
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E/kT

N t

Figura 3.10: Energias para ¢ = 10, £ =102 e A = 1073
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Figura 3.11: Energias para ¢ = 10, £=10"2e =102
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Figura 3.12: Energias para ¢ =10 e Yy =6 = 1072
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Figura 3.13: Energias para ¢ = 10, Y = 1072 e § = 1073
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Figura 3.14: Energias para ¢ = 10, Y = 1073 e § = 1072
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Figura 3.15: Energias para ¢ =10, = A=y =6 = 1073
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E/kT

Figura 3.16: Energias para ¢ =10, = A=y =6 = 102
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Figura 3.17: Energias para ¢ =10, =y =102e A =0 = 1073



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho, abordamos o problema de troca e dissipacao de energia
num sistema composto por dois osciladores harmonicos interagentes, cada qual
acoplado a um reservatério térmico. Utilizamos, para isto, o formalismo de inte-
grais de trajetoria, segundo o modelo de Caldeira & Leggett.

Obtivemos, primeiramente, a equacao de evolugao do operador densi-
dade reduzido do sistema composto por ambos os osciladores e, por meio desta
equagao, escrevemos um conjunto de equacoes diferenciais acopladas que descreve
os processos de troca de energia entre os osciladores e relaxacao dos mesmos. Ob-
servamos que a simples andlise destes processos de troca e dissipacao de energia
nao é capaz de revelar as diferentes interagoes consideradas entre os osciladores.
De fato, observamos que diferentes interacoes, como por exemplo, x1x5 € p1pa, Te-
sultam na mesma dinamica de troca e dissipacao de energia. Observamos também
que o acoplamento x1py + pix2 nao altera a dinamica de equilibrio de ambos os
osciladores, como se estes estivessem efetivamente desacoplados.

Para um aprofundamento desta analise, devemos, em seguida, estudar
os processos de transferéncia e recorréncia de estados entre os osciladores. Neste
caso, esperamos revelar plenamente os efeitos das interacoes entre os osciladores
nas fases dos estados em suas evolugoes dinamicas.

Devemos, também, analisar os efeitos da dinamica de transferéncia e
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recorréncia de estados no processo de decoeréncia desses estados. Resultados an-
teriores [14,17,18], que se utilizam de aproximagoes perturbativas para o trata-
mento da dissipacao de energia, revelam que estas dinamicas podem atuar no

sentido de retardar o processo de decoeréncia.



Apeéendice A

Calculo do Funcional de

Influencia

Vimos no Cap. 2, que o funcional de influéncia dos osciladores do reser-
vatorio é dado pela seguinte expressao
Flo.y) = [[[afdftadpn(f.G.0)[ | Defitt)DeG)
/ Q/

R

| (A1)
coxp & [SalFO)] - SaQ] + Silele). RO = 106, G .

—

onde Sg[R(t")] e Sr[z(t'), R(t")] sdo as agbes correspondentes ao reservatorio e a
interacao entre o sistema e o reservatorio, respectivamente.
Vamos calcular, neste apéndice, o funcional de influéncia para a La-

grangeana de interesse (2.8), que pode ser escrita como segue

N N
L Lo oy 1 2 P2
L= §Mx — Vo(x) + ; bmkRk — §mkkak] - ; Cyx Ry, (A.2)
de forma que temos
f D (4! ¢ D AN Y2,
DpR(t) exp{ﬁ [SR[R@ )] + Sile(t), B(t')] }
R/
f D (4! ¢ ' / o 1 1 2 P2 -
= [ DpR(t')expq [ dt Z (—mkRk mkkak> — Z Cra(t )Rk}
R’ h 0 k=1 2 k=1
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Mas a expressao para o propagador de Feynman do k-ésimo oscilador

harménico do reservatério sujeito & uma forga —Crz(t) é dada como segue

Ry . t 1 .
Ky (Rt Ry, 0: [2(t)]) = [ DpRu(t) exp{% / dt’ [EmkRi
& ’ (A.4)
1
—§mszRi — Ckx(t’)Rk} },
de forma que a expressao (A.3) pode ser escrita como
B ; .
DrR(t') exp{— [SRIE(®)] + Sila(t), B } H &) (Re t: Ry, 0; [2(t)]).
R h 1
(A.5)

Com estas consideragoes, podemos reescrever o funcional de influéncia

na seguinte forma

Flz,y] ///deR/de (R,Q',0) ;f[lKkI Ry, t: R, 0: [z(t)]) "

<Kl (Rt Q1. 05 [y ().
Nesse ponto, vamos fazer uma observacao fisica. Vamos considerar que
em t = 0 o reservatério esteja em equilibrio térmico a uma temperatura 7'. Isto
nos permite fatorar a matriz densidade do reservatério na seguinte maneira [20]

N

pr(R,@.0) =] 0¥ (i, Q4. 0), (A7)

k=1
de modo que o funcional de influéncia possa ser escrito como
N
Pley) = [ T] audRi Qi) (Rl Qo 0) KL (Rust By 0:[a®)
Pl (A.8)
XKL (Rt Q4 03 [y(2).
Mas, como vimos, o propagador KI(QI(R;C,t; R, 0; [z(t')]) nada mais é

que o propagador do k-ésimo oscilador harmoénico do reservatorio quando sujeito

a uma forca —Cjyx(t). O resultado para esse propagador é bem conhecido [26], e
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¢ dado pela seguinte expressao

(k) / ' MWk UMW 2 2
. . — t
Ky (Bt By, 0 2(2)]) 2mihsin(wyt) o {2hsin(wkt) [(Rk + 1) cos(wit)
2R, Cy, 2R,C,

—2Ry R, — " /dt z(t') sinfwg(t — t')] — " /dt x(t') sin(wyt’)

(A.9)
e, analogamente,
K — Mk — MWk 2 ” "
et (ks 1 Q4 03 [y(1) 2mih sin(wyt) P 2n sin(wyt) [(Rk + Q) cos(wit)
20 Ch, 2R, Cy,

—2R, Q) —

/ d'y(#) sinfwp(t — )] — / dt'y(#) sin(wpt)

MWk MWy

Ainda temos que a matriz densidade para o k-ésimo oscilador do reser-

(A.10)

vatorio é dada por [31]

(k) 1 / 1 wkhﬁ Tk
= 2sinh
r (R, Q5 0) Si ( 9 )\/27rhsinh(wmﬁ)

% exp{m#éfm [(R;f + Q) cosh(whfB) — zR;Q;] }

(A.11)

Vamos calcular o funcional de influéncia para o k-ésimo oscilador do

reservatorio, que pode ser escrito como

Plo.y) = [ aRudRaiof? (R Qo 0) K I, (Rets By, 0 (o(¢)

(A.12)
XKL (a5 Q1 05 [y (),
de forma que, para todos os osciladores do reservatério, temos
N
Flz,y) =[] Flz.y). (A.13)

k=1
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Substituindo as relagoes (A.9), (A.10) e (A.11) na expressao (A.12) e

fazendo as seguintes denotacoes

3 sinh(wk}w>
A= (m;;;ky : - : (A.14)
T (ont) /T )
B = _m;;;k coth(wrhf), (A.15)
__ men
“= hsinh(wyh/3)’ (A.16)
D = Zﬂ;];:)k COt(wkt), (Al?)
_ _Umar
" hsin(wgt)’ (A.18)
_ C t
= mz dt'z(t") sinfwg (t — )], (A.19)
—iCy [t o /
G= m/o dt'[z(t") — y(t")] sin(wkt’), (A.20)
_ C t
N m%(jkt)/o dt'y(t') sinfwy(t — 1)), (A.21)
e
o P
I = ﬁmsz Sikn(wkt)/o dt’/o dt" sin(wgt”) sinfwy,(t — )] [z () (") — y(t)y(t")],

(A.22)
temos que o funcional de influéncia para o k-ésimo oscilador harmonico do reser-

vatério pode ser escrito na forma seguinte

Flz,y] = A///dedR;sz, exp|(B+D)Rp + (B—D)QY
(A.23)

+CRLQ), — ERy R, + ERyQ, + FRy, + GR, — HQ, — 1|,
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que consiste de integrais gaussianas que podem ser calculadas lembrando-se da

formula da integral de Fresnel, dada a seguir

+oo
/ et b g — \ /le_g. (A.24)
oo —a

Assim, apds longos calculos e usando as defini¢oes

02
C
K=F -1 A2
Y 420
CH
L=F— — A2
EH
M=G——— A2
EI2
N — M’ (A.29)
K2
P=N-_"_ A.
= (4.30)
e
KL
=M - — A.31
Q - (A31)
podemos denotar o funcional de influéncia como
. Ar? H? L2 Q2
F = I+ ——— = A.32
3] /JP(D—B) eXp[ +4(D—B) 4J 4P] ( )
e mostrar que
Ar?
—— =1, (A.33)
/JP(D—B)
e também
. 1
F = — | —-4IF*(2B — E*(H*+F*)—4G*(D*- B*
o =ep{ Ty [~ ECE4C) - B F) ~ 4G (D> B

—G2C? + 2EC’G(F+H)+4EDG(H—F)+4EBG(H+F)+2E2HF} }
(A.34)
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Agora, usando as definigoes (A.15) a (A.22) e as vérias relagoes

trigonométricas e hiperbdlicas existentes, podemos mostrar que

9 o dmijwp wrhp
B} (2B+0) = s tanh(T>, (A.35)
E%H%F%z%{[ /O dt'z(t) sin[wk(t—t’)]H /O dt'y(t') sin[wk(t—t’)]] }
(A.36)
2 2 42 2\ _ mjwiC} ' Me(t)) — /Sinwl2
GPUD* 4B + € = L [ /0 a2 (') — ()] sin(wyt )] . (A37)
—2imiw?C? t
2ECG(H+F) = Ty ksirli kw dt'[x(t') — y(t')] sin(wyt")
h t (wrt) sinh( khﬁ)/o (A.38)
X /0 dt'[z(t') + y(t')] sinfwi (t — )],
AEDG(H—-F) = % cos(wkt)/ dt'[z(t") — y(t')] sin(wgt)
o 0 (A.39)
X/o dt'[y(t") — x(t")] sinfwy (t — )],
AEBG(H+F) = %th(wkhﬁ)/ dt'[z(t') — y(t)] sin(wyt’)
’ 0 (A.40)

« / d [2() + y(t')] sinfur(t — ¢)],

2 2 2,72 t t
OF2HF = M / dt'y(t') sinfwy (t — t')] / dt'z(t') sinfwy(t — )],
Rt sin® (wit) Jo 0
(A.41)
e, finalmente
4im2w?C? wph
4IE*(B+C) = FEZE_ tanh
(B+C) Rt sin® (wyt) an( 2 )
(A.42)

X /0 dt'/0 dt" sinfwy, (t — ¢")] sin(wgt”) [ ()2 (") — y (" )y(")].
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Substituindo as relagoes (A.36) a (A.43) na expressao (A.35), utilizando

a seguinte relacao matematica

t t t t
/ dt’ / dt"F(t',t") =2 / dt’ / dt"F(t',t"), (A.43)
0 0 0 0

além das mais variadas relagoes trigonométricas e hiperbdlicas, é possivel rear-
ranjar todas as funcoes que dependem de t' e ¢”.

Portanto, depois de longos calculos e com a mudanga de variaveis
t/ = T (& t// g 0', (A44)

temos, entao, que o funcional de influéncia para todos os osciladores do reser-

vatdrio escreve-se como

h
Flz,vy] Hexp{2 — th wk 5 /dT/dO' 7)] cos|wy(T—0)]

R e e ]sin[wkv—a)][x(a)w(a)]}.
(A.45)

Definindo as funcoes que contém as caracteristicas do reservatoério

N
C? wihp
ar(t—o) = Z Qm,fwk coth( k2 )cos[wk.(T—o)} (A.46)
k—
e N e
kz: kaWk sin[wy (T—0)], (A.A4T)

e usando a relagao (A.6), podemos, finalmente, escrever o funcional de influéncia

dos osciladores do reservatdrio como

Flx,y] = exp{ /dT/dO T)|ar(T— a)][:v(a)—y(a)]}

mm{ /m/w ymfonwwmﬂ}

Com esse resultado, agora é possivel calcular o superpropagador que rege

(A.48)

a evolucao do operador densidade reduzido do sistema S.



Apendice B

Calculo do Superpropagador do

Sistema

Temos a expressao (2.54) para o superpropagador que rege a dinamica

do operador densidade reduzido do sistema

et /.0 = [ [ Deat)Deyte) exp {3 [Ssla(t)] - Selu(e)

8 Lirlatr) o(r)) (a0 0) 4y0)
+2 [arta(r) -yt [0 20 ‘;’” o(0) + y(o)]] )
7T 0 (T a)
xexp{; / /da/ dw wcoth cos[ (1— )][:c(a)—y(a)]}.

(B.1)

Calculando a primeira integral que aparece no argumento da primeira
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exponencial da Eq. (B.1), temos o seguinte resultado

/O drle(r) — y(r)] / do Ty o)) =

(r—0)

- [aran) -]+ @ ) [ar T e - o)

0

. ol (B.2)
+ [artatr) -] [ o™ isto) + o)
+ [arlatr) —ur) [ a2 uto) 4 y(o)
onde estamos denotando
5(0) =2 ¢ y(0) =, (B.3)
e usando o seguinte resultado
T Cl)) Y (B.4)

o—1 QT —0)

de forma a obtermos

ot 0) = [ [ Desttypet) oo 3 [sstet)] - syt

+2 / drla?(r) = y*(7)] = (&' + ) / irla(r) = y(r)

= / drla(r) = u(r) | Tdaw[ﬂa)w(a)ﬂ}

T (tr—o0)

Xexp{;—;}/ot /da/ dwwcoth )cos[ (T—U)][x(a)—y(a)]}.

Aqui, o termo

nQ

™ Jo

dT[ “r) =y (7)) (B.6)

é proveniente da corregao dada ao potencial, expressa em (2.16). Como vimos,
essa correcao pode ser incluida na redefinicao de um potencial efetivo, que vamos

denotar como

V(z) = Vo(z) — %M(Aw)%Q, (B.7)
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com:
2779

(Aw)? = U

(B.8)

A razao para essa notacao é que, depois, quando considerarmos que o

sistema S seja um oscilador harmomico de freqiiéncia w, com potencial dado por

1
Vo(z) = §Mw2x2, (B.9)

entao podemos definir uma freqiiéncia renormalizada, dada por
0% = w? — (Aw)?. (B.10)

Assim, denotando como Sg a agao relacionada ao potencial efetivo, pode-

mos reescrever o superpropagador como

o tis'f ) = [ [ Drat)Drutt) exo{ 3 S5t

~Salu(®)] — 1w+ [ arfatr) - y(r) 22)

T

/ arta(r) —u(r)] [[ar =)+ o]}

(T — o)

Xexp{ - / drle / do / o weoth (27 cosl (Ta)][x(a)(é'(fl)g}

As demais integrais do argumento da primeira exponencial podem ser
simplificadas, se usarmos o fato de que os intervalos de tempo em que estamos

interessados sao aqueles tais que

1
> = B.12
> (B.12)

onde () é a freqiiéncia de cuttoff, definida em (2.21), de forma que podemos efetuar

a seguinte aproximacao

~ (T —o0), (B.13)
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de modo a escrever a primeira integral do argumento da exponencial na seguinte
forma

sin(Q7)

T

n(@ + /) / drlx(r) — y(7)] ~n(e + ) / drs(r)a(r) — y(r)]. (B.14)

Essa integral requer uma atencao especial, visto que a mesma nao é

continua, devido ao seu limite inferior de integracao e vale

/ / ! 0, \ to > 0
n(@ + ) / drs(r)a(r) — y(r)] = (B.15)

to n(z”? —y?), se ty=0

A condicao de contorno para o propagador, idealmente, é a seguinte
J(2,y,0:2",y',0) = d(z — 2")o(y — ¢), (B.16)

mas, como estamos considerando acoplamento sibito, conforme a equagao (2.39),

em que o acoplamento se d4 em ¢t = 07, entdo a condicao de contorno correta é
dada por

J(2,y,0752,y,0) = d(z — 2')d(y — y/). (B.17)

Sendo assim, para que a condi¢ao (B.17) seja satisfeita, devemos efetuar

as integracoes temporais no intervalo 0 < 7,0 <t, jd que t = 0" >t = 0. Nesse

caso, temos, de acordo com (B.15):

n(x' +y') /0+d7'5(7)[:v(7) —y(r)] =0. (B.18)

Para a segunda integral do argumento da exponencial, temos que:

Jartatn) - | 4o T =) 4 (o)

(T — o)

t ] (B.19)
~ /O drlz(r) — y(7)] /0 dod(r — o)[i(0) + y(o)],

mas essa integral nao requer uma anélise sutil como a da (B.14), j& que aqui a

delta esté centrada em o = 7. Ela vale

Jarlatr) =) [ dos(r = oito)+ ito)) = 5 [ drlatr) —u(ritr) + (7))
(B.20)
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e, se denotarmos x = z(t), y = y(t), 2’ = z(0) e ¥ = y(0), podemos reescrever a
expressao (B.20) da seguinte maneira

; . : 1 ; . .
/OdT[ﬂJ(T)—y(T)][$(T)+y(T)] = 5[(562—96’2)—(yQ—y’Q)H/OdT[x(T)y(T)—:U(T)y(T)]-
(B.21)
Vamos definir a constante de relaxacao do sistema, que estd diretamente

relacionada com o coeficiente de dissipagao da equacao de Langevin e também

com a densidade espectral de modos do reservatoério:

Ui

= B.22
tabyye (B.22)
e fazer a seguinte denotacao
M~
fla.ay.y) = —= (2 =)~ (" —y™)], (B.23)

tal que o superpropagador pode ser finalmente escrito como:

J(x,y, t;2",y,0) :exp[_hif (x, 259,y //Dpx YDry(t)
exp{ £[Sule(t)] — Salo(@)] - 217 [[letyp(e)-0)u(0)]

xexp{_i]‘;” /Octmx(T)—y(T)] /0 do /ng wcoth(@)cos[w—a)][x(a)—y(a)]}




Apéndice C

Integracoes do Modelo Duplicado

Vamos fazer algumas consideragbes na equagao (3.38).

e — 0, podemos efetuar as seguintes aproximacoes:

Hin 251 12X H1
2 2e 2

K272 _|_@ _ 120 M2
2 2e 2 2¢’
e
a0 | HeX a2 a2
2 2 € c
Vamos, ainda, denotar:
O - N St
YT onet TP 2he 2= e
e também
-0
A= s + pnza(rz = y2) — paxan],

l

B h[ﬂzxﬂfl + pr2v1 (21 — Y1) — p12022],
~ )

C= ﬁ[ﬂ15y2 - ,u1272($2 - y2) - M12Xyl],
~ 1

D = ﬁ[,UZXyl - Mlﬂl(iﬁ - y1) - ,LL1253/2]

92

Como temos
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I'= {% {—‘71(331) + ‘71(?41) - ‘72(372) + ‘72(142) — (& + pa26x) (T172 — Y192)

2

—p0v1 (21 — Y1) (w2 + y2) — paXxy2(21 + Y1) (22 — y2) + (MX + N12X71> (I% - yf)

2
52 2 kgT 2 kgT
+( B+ pnady ) (o — o) | - SRR R
2 ) I
(C.9)
Temos, usando o fato de que:
el 14 el (C.10)
e definindo ainda:
. 0 0
I = psirse +e0psi08 — (@1 — y1)e ToET (g — yp)e LS
8ZE1 8$2
(C.11)

9Ps1+5s 9ps1+5s
o Y2
que a equacao para o elemento de matriz densidade reduzido do sistema (3.38)

+yi(z1 —y1)e + Yo (xo — Yo)e

Y

fica sendo dada por
9] dps, 9]
povvs, + 2555 = 2 [[lfagastuasass [0 - g, 2o - g, D

/ ap51+52 8p51+52 511 9” PS1+52 512 9” PS1+S2 621 0? PS1+S>
_/821 - /622 a9 a8 9.2 a8 a9

o1 oy T2 o2 T2 a2 T2 oy
522 D051+, 0%ps, 45, 9°ps, 45, 9%ps,+5,
2 012 —F= 3 + BB —F—5— 021024 + b ——— D100 + B Bor—m—r— D101

9’ps, +s 9ps, 1.5 9°psi+s ~ ~
+81209 B 21@ 12 + B12532 B 213 22 +ﬁ§1ﬁ§2TE)y;} exp [Oélﬁﬁ + da 375

—a1 % — doB — APy — BB, + OBy + DBy — aiaf3}, 81 + 0[125&15&2} :
(C.12)

Agora, podemos efetuar as integracoes gaussianas com o auxilio da

seguinte relagao

n/2

+o0 b2 n —b n—2m dm T
n - 2 o .
[ weevisan =eol ()| 20 (E) i w

(C.13)
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de forma que, depois de uma grande quantidade de calculos e desprezando todos

os termos de ordem superior a O(¢), finalmente encontramos:

Opsi+s, _ 1 (2mhe)’

Si4+8; T € =
poies: ot (uTy — papiz

1€
){P51+52 Y [M2X2(5U% - y%)psl+52

o |

+110% (23 — Y3) psi48: + 202X (23 — Y1) psi+sy + 2012072(23 — ¥3) ps1 49

ap51+52
5’x2

8p51+52

ory — Yo(xg — Yo)e

—2p120x (21202 — y1y2):| +elps 45, — 7121 —y1)e

ap51+52

o + Ya(x2 — Yo)e

0 o )
+7 (21 —y1)e PSi+S2 ex [yl PS1+S; +oa psl+32]

ys 0y Oxs

—es {92 Ips,+5, 5P51+52] LEINT {3P51+sz N 3Psl+sz]

8_
oy M 0z, M2 n 09 Y2

€

+ 8PS1+5’2 i ap51+S2:|

— Ty — + pf Ty —
(M%z—muz)[ummw( 2 = Y2) + pig (T y1)][ Oy Dy,

12 2 8p51+52 6p51+52:|

- Ty — y2) + T — -

o (N%z“ﬂlﬂ2>“h2u?%x 2 = y2) + iy (o ylﬂ{ o v

_ he [82p51+52 i 62p51+S2:|+ iﬂ2h€ |:82p51+5'2 B 62p5'1+52:|
2ipu 2(puty — pa o)

Ox3 oy3 oy? Ox?

Z./’L%th |:82p51+52 o 82p51+52:| + Z'/'L12h€ |:82p51+32 821031+52:| }
202(p¥y — papiz) (1iy — papez)

01,0y 011079
(C.14)

03 O3

A partir dessa equacgao, obtemos, igualando os termos correspondentes
de cada lado e depois de alguma algebra:
a)A constante de normalizacao A:

(2mhe)?

A= ——F—
(N%z — [afiz)

(C.15)

b)A equagao mestra que governa a evolugao do elemento de matriz den-
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sidade reduzido do sistema conjunto S; + Ss:

8’051+S2 h 82p31+52 82IOS1+S2 (- ~
ot 20 My 83;% 8y% h[ 1(371) 1(y1)]p51+52
_A (l‘ o ) ap51+52 . aplerSg _2M1")71]{,‘BT(x B )2
T 0y oY1 B2 1= Y1) P81+

h 82 1+S2 82 1702 Ly /
[ PS1+S. PSi1+S ] __[‘/'2(3;2) — VQ(yz)]Plersz

S 2iM, | 922 oy3 h
~ Ipsi+s,  Opsi+s, 2MokpT 9
—Y2(72 — ya) e - e - 12 (T2 — Y2)"psi+5
" My (C.16)
i
— 5 (@172 = y1y2)psies, — ;1 = (21— 1) (32 + Y2)ps 4,
1 Movo0 Ips, +s Ops,+s
- ;i e (w1 +y1) (w2 — y2) P45, — X |:yl 831/2 = 41 8:152 :
Ips, 1 s Ips,+s - Ops,+s,  Opsiis
_5 1 2 1 2 _)\M _ 1 2 _ 1 2
[yz o + 9 D, 17 (1 — 1) Oy Dvs
- s+ 005148 | vy |OPsivs,  0psi4s
—>\M _ 1 2 _ 1 2 )\h 1 2 _ 1 2 ’
272(3:2 y2) { Oy Oy - 0Y10y 0x10x
onde v; = R 7 = 1,2) é a constante de relaxacao do j-ésimo
/ (1 — N2M, M)
— 1Mo

reservatorio, modificada pelo acoplamento.
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