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Resumo

Nesta dissertagao descrevemos primeiramente os conceitos e técnicas matematicas rele-
vantes a teoria dos modelos integraveis bidimensionais. O formalismo do Método do Espa-
lhamento Inverso Quantico é aplicado a um modelo de vértices assimétricos de trés estados
com condicoes de contorno fechado e aberto. Determinamos entao os autovalores e autovetores

das respectivas matrizes de transferéncia pelo método do ansatz de Bethe algébrico.



Abstract

In this work we first review some of the techniques relevant to the theory of two-
dimensional integrable models. We apply the Quantum Inverse Scattering approach to a class
of three-state vertex model with both closed and open boundaries. The respective transfer

matrices eigenvalues and eigenvectors are determined by the algebraic Bethe ansatz method.
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Introducao

Na mecanica estatistica do equilibrio, sistemas sao geralmente modelados especificando um
conjunto de estados {0} associado a uma cole¢ao de N sitios de uma dada rede. Uma energia
E,(p1,-..,pn) é associada a cada estado possivel onde p,...,p, sdo parametros especificos
de um dado modelo. A energia livre F' por sitio a uma temperatura 7" é determinada pelo
seguinte limite

T
F = — lim kBTan, (1)

N—oo

onde kg é a constante de Boltzmann e Z é a funcado de particdo dado por

_Fopy,..pn)
7Z = g e kBT (2)
o€ {estados}

Em geral, a solu¢ao do problema combinatorial associado a funcao de particao é extrema-
mente sofisticado especialmente no caso de dimensoes d > 2. Uma maneira alternativa é a
utilizacao da técnica da matriz de transferéncia, cuja idéia bésica é transformar a soma da
funcao de particao em soma sobre indices de multiplicacao de matrizes. Neste formalismo, o
calculo da funcao de particao é substituido por um problema de autovalores desta matriz. De

fato, seja I'y o maior autovalor da matriz de transferéncia, entdo a energia livre por sitio é

kpT
F=— lim %mrg, (3)

N—xo

onde L é o nimero de sitios que definem o espaco da matriz de transferéncia.

Infelizmente, a dimensio da matriz de transferéncia cresce com a poténcia N(@1D/4 ¢ dessa
forma o cédlculo do maior autovalor desta matriz é ainda uma admiravel tarefa e geralmente
um problema sem solu¢do. Em duas dimensdes entretanto, Baxter mostrou que este problema
é em principio tratavel se olharmos para a classe de modelos bidimensionais cujas matrizes de
transferéncia comutam entre si para valores distintos dos parametros pq,...,p, que caracte-

rizam as interagbes do modelo. Em outras palavras, denotando esta matriz por T'(pi, ..., ps)



escolhemos familias de modelos tais que

[T(ps,---,p0). TPy, 2)] =0 Y i, ;. (4)

Desta condicdo segue imediatamente que a matriz de transferéncia torna-se uma funcgao
geradora de um numero infinito de quantidades conservadas, e dizemos, portanto, que tais
sistemas sao integraveis a maneira classica de Liouville.

Do ponto de vista histérico, a contribuicao considerada como o marco inicial da elaboracao
de métodos exatos em sistemas quanticos unidimensionais ou cldssicos bidimensionais foi a
solugdo dada por H. Bethe em 1931 [1], para o modelo isotrépico de Heisenberg. Bethe utilizou
uma hipétese para as fungoes de onda deste modelo que ficou conhecida com o nome de ansatz
de Bethe. Outros grandes avancos foram a técnica da matriz de transferéncia desenvolvida
por Kramers e Wannier em 1941 [2], que mais tarde desempenhou um papel fundamental na
definicao de integrabilidade, e a solucao do modelo de Ising bidimensional dada por Onsager
em 1944 [3]. No estudo do modelo totalmente anisotrépico de Heisenberg, Baxter [4] obteve
condigoes de integrabilidade para os pesos de Boltzmann do modelo de 8-vértices equivalente.
Paralelamente, no ansatz da solugao de gds de Fermi interagente via potencial delta, con-
digdes similares foram encontradas por Gaudin [5] e Yang [6]. Atualmente, essas condigdes
sao conhecidas como a equagdo de Yang-Baxter. A importancia dessa equacao foi melhor
compreendida com o advento do Método do Espalhamento Inverso Quantico desenvolvido pela
escola de Leningrado [7] que unificou a técnica da matriz de transferéncia, a equagao de Yang-
—Baxter e o ansatz de Bethe. Através do Método do Espalhamento Inverso Quéntico a matriz
de transferéncia ganhou o papel de uma funcao geradora de uma familia de quantidades con-
servadas, o ansatz de Bethe, que torna-se trabalhoso para modelos que possuem um grande
nimero de estados acessiveis, adquiri uma abordagem algébrica, que se fundamenta da co-
mutatividade da matriz de transferéncia e por fim, passamos a melhor entender a estrutura
algébrica da equagdo de Yang-Baxter. Subsequentemente, Sklyanin [8] generalizou o conceito

de matriz de transferéncia comutante no caso de condi¢ao de contorno aberto. Tal extensao foi



construida no espirito do Método do Espalhamento Inverso Quantico e envolveu a utilizacao
de duas novas matrizes K+ satisfazendo as chamadas equagoes de reflexdo [8, 9] que garantem
a integrabilidade na fronteira. Consequentemente, a equacao de Yang-Baxter passa a ser con-
di¢ao fundamental de integrabilidade para modelo de vértices com condicao de fronteira aberta
ou fechada. O estudo de métodos que nos permitam obter solucoes dessa equacao representa,
sem sombra de divida, um tema interessante.

Organizamos esta dissertacdo da seguinte forma. Na préxima se¢do introduzimos e ana-
lisamos as estruturas algébricas relacionadas a integrabilidade de modelos de vértices bidi-
mensionais baseada no Método do Espalhamento Inverso Quantico. Na secao 2, exibimos um
modelo de vértices de trés estados com simetria de carga U(1) obtido a partir de uma repre-
sentacao do grupo de braid através de um procedimento conhecido pelo nome de Baxterizagao.
Também estudamos as solugoes diagonais das equagoes de reflexdo [8] e encontramos uma
familia de solugbes de um parametro que nos leva a uma hamiltoniana integravel de cadeia
aberta e spin 1. Na secdo 3, utilizamos o formalismo algébrico do ansatz de Bethe para obtermos
a expressao explicita dos autovetores e autovalores da correspondente matriz de transferéncia
sujeita as condigoes de contorno fechado e aberto. A secao 4 é dedicada as nossas conclusoes
e comentdrios finais. Em particular, motivado no recente trabalho [10], apresentamos uma
conjectura sobre o espectro de um modelo de vértices de N-estados integravel invariante pela
simetria U(1) com condicoes toroidais de contorno. Finalmente, no Apéndice A estd demons-
trado algumas das propriedades matematicas e técnicas utilizadas no decorrer desse trabalho,
e no Apéndice B estao exibidas as expressoes e identidades usadas na construcao do estado de

uma e duas particulas definidos na segao 3.



1 Integrabilidade

A criacao da versdo quantica do Método do Espalhamento Inverso na década de setenta
representou sem sombra de diuvida um marco no desenvolvimento do estudo de modelos bidi-
mensionais integraveis. Esse método permitiu a unificacao de varios conceitos importantes tais
como a técnica da matriz de transferéncia, o ansatz de Bethe e as equagoes de Yang-Baxter.
Atualmente, o método do espalhamento inverso constitui um assunto muito bem desenvolvido,
possuindo conexdes importantes em diversos ramos da Fisica Matemdtica [11, 12].

Uma das vantagens deste formalismo é que o ansatz de Bethe, usualmente trabalhoso para
modelos com um grande nimero de graus de liberdade, adquire agora uma forma algébrica e
em principio de cardter universal para uma variedade de sistemas.

Nessa secao discutiremos as principais caracteristicas desse método dentro do contexto de
modelos de vértices bidimensionais. Considere uma rede quadrada com L linhas e colunas
como esta ilustrado na Figura 1. A cada cruzamento entre uma linha e uma coluna associamos
um sitio da rede e ao conjunto das quatro ligacoes relativas a um sitio denominamos de vértice.
Suponhamos que a cada ligagao entre os sitios da rede seja associada uma variavel discreta
a,(:’j ) = 1,..., 4. Ao conjunto das ligagoes referente a um dado vértice associamos um peso

(+L) o (i +1)

de Boltzmann £ . ™
a(m) a(m)
1 12

(M) conforme a Figura 2, representando a soma da contribui¢ao
de energia de cada vértice. A variavel continua A é conhecida como parametro espectral,
caracterizando a curva dos pesos estatisticos exatamente soluveis.

(1,3) (i +1)

O peso de Boltzmann £

Q6 i) (M) pode ser visto, para cada i-ésima linha como o
elemento de matriz de um operador £ 4;()\). Este operador é usualmente visto como uma
matriz no espaco auxiliar A = €% representando o niimero das configuracdes horizontais, cujo
elementos sao operadores que atuam no espaco quantico V = Hle ®C# correspondente as
possiveis configuragoes verticais.

Impondo condicoes de contorno periédico em ambas direcoes horizontal e vertical da rede

quadrada, podemos em principio determinar a funcao de particao deste modelo de vértice com

a ajuda do conceito da matriz de transferéncia [2]. Dividimos o sistema bidimensional em um



Figura 1: Rede quadrada com L linhas e colunas.

conjunto de subsistemas unidimensionais, de maneira que o peso estatistico de um dado estado
possa ser escrito como um produto matricial de fatores T'()). Neste caso, a fungao de parti¢ao

pode ser escrita como

Z="Try [T*(N)], (5)

onde T'ry significa que o traco deve ser tomado no espaco V.
A matriz de transferéncia T'(\), por sua vez, é determinada em termos do trago no espago

auxiliar de um produto ordenado de operadores £ 4;()), ou seja
T(A) =Tra[TaV)], (6)
sendo que T4(A) é conhecida pelo nome de matriz de monodromia e dada por

Ta(A) = Lac(A) -~ Lar(N)- (7)
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Figura 2: Configuracao de vértice.

Uma condicao suficiente para a comutatividade da matriz de transferéncia para diferentes

valores do parametro espectral,

[T, T(W]=0 VA u (8)

é a existéncia de uma matriz inversivel R(\, u) satisfazendo as seguintes relagoes locais

R ) Laj(N) @ Laj(p) = Laj(p) ® Lag(MNRA p)  j=1,...,L, (9)

onde é enfatizado que o produto tensorial em (9) refere-se ao espago auxiliar A. Mencionamos

também que a relagao local (9) estende-se globalmente para a matriz de monodromia, isto é

R\, 1) Ta(A) @ Ta(p) = Ta(p) ® Ta(A)R(A, ). (10)

A equacdo de Yang-Baxter emerge da estrutura algébrica (9) com a imposi¢ao da pro-
priedade de associatividade. Considerando tal propriedade, existem duas maneiras de orde-
narmos o produto de trés matrizes £41 (A1), La2(A2) € L43(A3) e a compatibilidade entre estas
duas possibilidades implica em um vinculo para as matrizes R(\, i), denominado de equagao

de Yang-Baxter

R23(/\11 /\2)R12()\1a )\3)R23(/\2, /\3) = RIQ()\?, AZ&)}z2{*}()‘1: )‘3)R12 ()\la )\2), (11)



onde Ry, (A, 1) denota a matriz R(\, p) situada no espago A, ® A,.

Um fato interessante ocorre quando a solugao Rgp (A, i) da equagao de Yang-Baxter satisfaz
a propriedade de diferenca Rqp(\, pt) = Rap(A—p) € 0s espagos associados aos graus de liberdade
vertical e horizontal sao idénticos (¢; = £3). Nesse caso segue-se que uma possivel representagao
para a algebra (9) é dada por L4(X) = PypRap(A), onde Py, é o operador de permutagao dos
espagos A, ® A,. Consequentemente, obter uma solucao da equacgao de Yang-Baxter torna-se
imediatamente equivalente a encontrar um modelo de vértice bidimensional exatamente soltuvel
com condi¢ao de contorno toroidal.

No final da década de oitenta, Sklyanin [8] generalizou este procedimento para o caso de
condicao de contorno aberto no espago horizontal. Neste caso torna-se necessario a introducao
de duas novas algebras referentes as condicoes de integrabilidade nas fronteiras a direita e a

esquerda, como mostra a Figura 3.

K;(A)C ) (DKI(A)

Figura 3: Geometria do Contorno.

As matrizes K5()\) descrevem as interacdes nas fronteiras e a compatibilidade com a con-
digdo de integrabilidade no volume (11) requer que estas matrizes satisfagdo as seguintes

relacoes
Lio(u—v)K| (u) Lo (u+ v)Ky (v) = Ky (v)Li2(u + v) K| (u)Lor(u — v) (12)

t1

Lol —u) K @) [(La(ut o)) ] K5 @) = Ky ) [(Cntr0)?) ] <
K (u)"Lyp(v — u)?, (13)



onde o indice £ = 1 ou 2 denota o espaco A, em que a matriz situa e ¢; indica a operacao de
transposi¢ao no k-ésimo espaco.

Essas equagoes sao denominadas por equagoes de Yang-Baxter de contorno ou equagoes
de reflexao e de reflexao dual, respectivamente. Neste ponto gostariamos de enfatizar que
a equagao (13) é de fato uma generalizagdo da proposta original apresentada no trabalho de
Sklyanin [8]. Nos casos em que o operador L, () possui as simetrias de “crossing” generalizada,

unitariedade e PT [8, 13], ou seja

1

crossing :  [Li2(u)"”] - mMzﬁm(—u —20)2 M, (14)
unitariedade : L15(u) Loy (—u) = p(u)l (15)
PT : ,Cgl(u) = Elg(u)t1t2, (16)

tal que p(u) e p.(u) sdo funcdes de normalizacio, 1 é a matriz identidade, o é um pardmetro

especifico do modelo de vértice em questao e M é uma matriz simétrica satisfazendo a relacao
[£12(U) s MA ® MA] = 0, (17)
a equacao (13) reduz a equagao original proposta por Sklyanin, dada por

Lio(v —u) K (u)" M7 Loy (—u — v — 20) M1 Ky (v)? = K (v)”MLip(—u —v — 2a) Mt %
K (w)" Lo (v — u). (18)

Nas condigdes (14-17) ndo é dificil mostrarmos que os espagos das solugdes K+ (\) podem
ser relacionados diretamente. Mais especificamente, este isomorfismo entre K§()\) e K ()) é
dado por

Ki(u) = MsK (—u — ). (19)

O anélogo da matriz de monodromia 74(\) para o caso de condi¢do de contorno aberto



torna-se

Ua(u) = Lar(u)...Lao(u)Lar(u)Ks(u)Lj(—u)... L4 (—u)
= Ta(u)Ka(w) Ty (—u). (20)

Esta matriz Ug(\) é comumente denominada de operador de monodromia dupla. No
Apéndice A demonstramos que a equagao de reflexdo (12) estende-se globalmente para o ope-

rador Uy (u), isto é
Elz(u - U)Ul(u)ﬁzl(u + U)UQ(’U) = UQ(U)L:lQ(U + v)Ul(u)E21(u — U). (21)

Finalmente, a matriz de transferéncia comutante t(u) para condigdo de contorno aberto,

na situagdo em que o operador de Lax L,(\) possui a propriedade de unitariedade é
t(u) = Tra [Kf(u)Ua(u)] . (22)

A demonstracao da comutatividade dessa matriz de transferéncia dupla, isto é

EA), )] =0 VA, p, (23)

no caso mais geral onde requer-se apenas a propriedade de unitariedade foi desenvolvida no
Apéndice A.

Concluimos esta se¢do mencionando uma conexao entre os modelos de vértices bidimen-
sionais e os modelos quanticos unidimensionais de spin. A Hamiltoniana destes ultimos sistemas
¢é obtida expandindo a matriz de transferéncia em torno de um ponto A = Ay onde o operador
Lap(A) calculado neste ponto torna-se proporcional ao permutador P,. Os operadores que
satisfazem esta condi¢do sao denominados de solugoes regulares da equacgao de Yang-Baxter.

Omitindo detalhes destes calculos, encontra-se que para condi¢ao de contorno toroidal a
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respectiva Hamiltoniana H; é dada por

L-1

Hy = ZHi,i—f—l +Hpy, Hijni=PFiin

=1

dL; it1(N)

d)\ |)\:)\0 : (24)

Para condicao de contorno aberto encontramos que quando 7'r 4 [Kj()\o)} # 0, a Hamilto-

niana é dada por

dK (N
dKl—()\)‘ QTTA [—A—(ﬂ |,\=,\o]
dx M T [KE(N)]

L—1 C
HY = Hig+ o (25)
=1

tal que os parametros ¢ e x sdo determinados pelas relagoes Lq5(Ag) = (Pop € K (Ag) = k1.

Entretanto, na situacao Tr4 [Kj()\o)} = 0, a respectiva expressao ¢ bem mais complicada,

L-1
dK;(\)
() = Higor + 2 35 -
H ;_1 i1+ 5o A=2o

X
N % {Tu [dKjA(A) o HA,L] + %Tr 4 [Kj(AO)PAL% Ix=2o
+ g TralKi00E] | (26)
onde
Y = Try [dl%m \A:AO} +§Tu (K (Ao)Ha] (27)

Na proxima secao discutiremos o formalismo apresentado acima no caso especifico de um
modelo de vértices com trés estados (¢1 = £ = 3), cujos pesos de Boltzmann sdo assimétricos
com relagio a conjugagdo de carga U(1). Por esta simetria entendemos que os tinicos pesos de
Boltzmann nao nulos sao aqueles cuja configuragoes de vértices satisfazem a relagao a’fj +a;’j =

i+1,j t,j+1 : :
o 7 4+ ay’ ", veja Figura 2.
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2 Modelo de vértice de trés estados

Uma maneira de obtermos solucoes da equacao de Yang-Baxter é primeiramente estudarmos

representacoes do grupo de braid ou de trangas de Artin [14]. Este grupo é gerado por um

conjunto de geradores S; (i = 1,...,n) e suas inversas sujeitos as seguintes relagoes
Si Siz1 Si = Siz1 Si Sima (28)
SiS; = 555 li — 7] > 2. (29)

Seja S € €V ® ¢V uma matriz N2 x N2 nio singular, dizemos entdo que S; = 1, ® --- ®
1,,1®5®1;41®---®1, é uma representacio do grupo de braid, desde que S seja solucio da
relacao

Sel)(ies)(sel) =19 (Sei)(i®s), (30)

onde o simbolo 1; denota a matriz identidade N x N no i-ésimo espaco.

Em principio, dado uma representacao S seria possivel gerar solucoes da equagao de Yang-
—Baxter re-introduzindo o parametro espectral A através de um procedimento elaborado por
Jones [15], conhecido pelo nome de Baxterizagido e posteriormente desenvolvido na referéncia
[16].

Nesta secao estamos interessados em explorar uma representacao peculiar de braid, invari-
ante pela simetria de carga U(1), originalmente proposta pelos autores Couture, Lee e Schmeing
[17]. Mais tarde, esta solucao foi interpretada como um caso especial de braids coloridos [18]
relacionados aparentemente com uma extensao Zy das algebras graduadas. Esta representacao
é especial pelo fato de estar em principio ligada a representagoes especificas do grupo quantico
U,[SL(2)] quando o pardmetro de deformagio g torna-se raiz da unidade, ¢~ = 1 [19]. O
caso N = 2 esta diretamente ligado a um modelo de vértices de dois estados satisfazendo a
condigao de férmions livres, cujas propriedades sdo bem conhecidas na literatura [20]. Desta
forma, apenas para N > 3 espera-se encontrar novos modelos de vértices com comportamento

ainda por ser determinado.
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Concentraremos nossa atencao no caso mais simples nao trivial N = 3. Primeiramente,

observamos que a maneira na qual Couture, Lee e Schmeing [17] apresentaram sua solugao

nao ¢ a mais adequada para uma andlise posterior das propriedades do espectro da respectiva

matriz de transferéncia pelo ansatz de Bethe. Entretanto, este problema pode em geral ser

resolvido através de uma transformacao compativel com a propriedade fundamental do braid

(30). No caso especifico de N = 3, o resultado final em coordenadas convenientes é dado por

1
S=—x
Vwg

(1 0

0 0 0 0 0
0 1—¢ 0 Va 0 0 0
0 0 1-g)1-wg) 0 g(1-q)(g—w?) 0 q
0 g 0 0 0 0 0
0 0 g0-g)lg—w™) 0 wg 0 0
0 0 0 0 0 qg(wg—1) 0
0 0 q 0 0 0 0
0 0 0 0 0 wi: 0
\0 0 0 0 0 0 0

onde w = e[%] com € = +1.

Essa representacao do braid possui trés distintos autovalores, denotados por

(5 30) (- ) 5 v =

além de satisfazer a seguinte identidade

(Si = 9) Siza (Si = ¥) = 87" (S —9) S =

(3

(Siz1 — 9) S; 1 (Siz1 —9) — Sity (Si — 9) Sy,

1

Nooo ] ] ] ]

o o O

[

g

o O o o o o o o

g
L=
V)
QJ\
—_
~—

(33)
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_ (=14q)(=14wq)
onde 9 = NCT )

O conjunto das relagoes algébricas (28-33) satisfeitas por S;, conforme demonstrado em
[16], é a condigdo suficiente para gerar uma solu¢do R()\) da equacdo de Yang-Baxter (11). A
matriz R(\) é procurada como combinacio linear de S, S~! e a identidade 1 com coeficientes

dependentes do parametro espectral A\. A solucao final para a matriz R()\) é

72)\_1

-1®1 -1, 4
RO =1@l+——5+——5 (34)

Com objetivo de facilitar futuros calculos algébricos é 1til explicitar uma representacao da
matriz R()\) com os respectivos pesos de Boltzmann simplificados. Denotando ¢ = €*7 e apés
uma segunda transformacgdo compativel com a equagao de Yang-Baxter, encontramos que a

matriz R(A) pode ser reescrita na seguinte forma

(o) 0 0 0 0 o 0 0 0 )
0 FA) 0 b 0 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 dXN 0 ex 0 0
0 b)) 0  h(\) 0 0 0 0 0

R(\) = 0 0 dip(A) 0 g(N) 0 di(\) 0 0 , (35)

0 0 0 0 0 hm(N 0 () 0
0 0 e(N) 0 dsd) 0 al) 0 0
0 0 0 0 0 bis(A) 0 AN 0

\ 0 0 0 0 0 0 0 0 a() ]
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onde os respectivos pesos sao dados por

a(z) = sinh [z + 7] sinh [:E +I(y+ %)} (36a)

a1(x) = sinh [z — I7]sinh [x —I(y+ %T)] (36b)

b(x) = bia(z) = sinh [z] sinh [x +I(y+ %T)} (36¢)

bi(z) = biz(x) = — sinh [z] sinh [x — I7] (36d)

¢(z) = ¢i(x) = sinh [I~]sinh [I(fy + %)} (36e)

d(z) = dy(z) = dio(x) = di(x) = — sinh [z]sinh [I] sinh [1(2%” - fy)} (361)
e(z) = e;(x) = sinh [z] sinh [x + I%T] (36g)

f(z) = h(z) = sinh [I]sinh [+ I(y + %”)] (36h)

£1(z) = hy(z) = —sinh [z — I]sinh [I(y + %”)] (361)

g(x) = sinh [Iv]sinh [1(7 + %T)} + sinh [z] sinh [.CL' - I%T} . (36))

Na Figura 4 ilustramos os dezenove pesos de Boltzmann ndo nulos em termos dos trés
possiveis valores de carga =+,0 referentes a invaridncia pela simetria U(1). Para valores ar-
bitrarios de 7, vemos que a matriz R()\) (35,36) é bastante diferente daquelas associadas a
conhecidos modelos de vértices de trés estados, tais como o modelo de Fatteev-Zamolodchikov
[21] ! e Izerpin-Korepin [22]. Ressaltamos também que muitos dos pesos de Boltzmann de R()\)
(35,36) sao assimétricos com relagao a conjugagao de carga (+ «» —) U(1). Por esta razao, o
operador de Lax L15()) associado a este modelo ndo satisfaz propriedades de “crossing” usuais,

mas apenas uma generalizagao desta dada por

_ 1 2Ime
[Elg(u)t2] ! = Egl(—u + 3

I
pe(u— 3=+ In2)

'Para o valor especifico v = —%, o modelo (35,36) torna-se equivalente a aquele proposto por Fatteev-
Zamolodchikov.

—2InZ)", (37)
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onde p(\) = LEBBA o Z ¢ um inteiro.

16 sinh [A]
+ — 0 0 + +
; } i } _+++o++++oo 0
+ — 0 + 0 +
a(A) a1 () fA) b(A) bia(N) h()\)
0 0 - - - —
——’»—0 ———~—0 0+0+++0++
0 — 0 — _ 0
fi(A) bi3(N) b (N hi (M) c(N) d())
- 0 0 0 + + +
— } ++ } 0 0+0—+0 +—~——0 ——+—
— 0 + — 0 +
) A ) a4 a) Al 0

Figura 4: Representagao gréafica dos dezenove pesos de Boltzmann nao nulos relativos a matriz
oy T @Iy — (i) o (0) _ GHL5) 4Dy g o e
(M). Note que a simetria U(1) (a7 + a5’ = a3 + ay ) é satisfeita.

REDINCED
Outra propriedade importante da matriz R(\) (35,36) é que esta é invariante pelas simetrias

P e T separadamente, isto é
,Clg()\) == £21 ()\) = 512(/\)151152. (38)

Todas estas propriedades mostram que é possivel procurar agora as matrizes de reflexao
Kj (\) dentro do formalismo discutido na se¢ao 1. Em outras palavras é suficiente determi-
narmos K () através da equagdo de reflexdo (12), desde que a matriz de reflexdo K} ()) na

fronteira oposta deverd ser dada diretamente pelo isomorfismo

K5\ = K;(Ig—g _IrZ ). (39)
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Neste trabalho estamos interessados nas condicoes de fronteiras mais simples possiveis.
Estas sao aquelas que comutam com a simetria do volume, e portanto possuem a seguinte

forma diagonal

Ky(u) = 0 Yy(uw) 0 : (40)

Substituindo o ansatz K~ (u) representado por (40) em (12) encontramos vérias relagoes
funcionais entre os elementos Y;(u). Entretanto, poucas delas sao realmente independentes e

as mais simples podem ser escritas na forma

Yo(w) _ b(us) f(u )3} — b(u)f(uy) )
Y (u) b(u_)h(uy) 32 — bus)h(u)

Vo(w) _ br(u)ba(u) 5265 = bi(uo)hu (us) -
Ya(u) bl(u_)fl(u+)¥;‘gzg—bl(u+)f1(u_)’ 2

onde uy = u + .

Substituindo os pesos (36) concluimos que essas equagbes sao separdveis somente se as

Y3 (u)
Yg (u)

~ Yz(’u)
razoes Yi(u) e

forem fixadas na seguinte forma

Ys(u) _ cosh [u] — By sinh [u]
Yi(u)  cosh[u] + f; sinh [u]’
Ys(u) _ cosh [u] — B2 sinh [u]
Yo(u)  cosh [u] 4+ B sinh [u]’

(43)

onde (31 e 33 sao constantes arbitrarias.
As relagoes acima permitem escrevermos uma proposta para as funcées Y;(u) em termos

de um fator de normalizacao global. Substituindo as equagoes (43) em (12) encontramos que
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todas as relacoes funcionais sao satisfeitas se as constantes 3, e By sao fixadas por
TE
f1=cosh[E_] 2 = cosh [5_ + I?}, (44)

onde £_ é um parametro livre.

Simplificando esses resultados concluimos que os elementos da matriz K () sao dados por

i s - i s -
Yi(\) = sinh & — % + Al sinh |€_ + % + A (45a)
. : Iem 7 . _ Iem _
Y5(A\) = sinh [£- — ~ Al sinh f + e + )\ (45Db)
- s : - s
Y3(A) = sinh [ — % — Al sinh [&- + % — )\ . (45c¢)

Considerando o isomorfismo (39), segue que a matriz K} ()\) é dada por

A
onde
| Ime 1.1 Iem ]
Z1(A\) = sinh &4 )\-l—T—Iﬂ'Z sinh £, )\+7—I7TZ (47a)
. : Ine 1 ) : Iem _
Z5(A\) = sinh f++A—7+I7rZ sinh §+—A+7—I7TZ (47Db)
T Ime 1.1 Ier
Z3(A) = sinh §++)\—7+I7TZ sinh f++)\—?+Iﬂ'Z ) (47¢)

tal que &, é também um parametro livre.
De posse das matrizes K3 ()) e R(\) podemos construir as matrizes de transferéncia para
as condicoes de contorno aberto e fechado, e consequentemente as respectivas Hamiltonianas

de spin. Aqui observamos que no nosso caso 174 [Kj(())] = 0 e portanto os calculos referentes
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a Hamiltoniana com condi¢ao de contorno aberto segue da expressao (26). O resultado final
para as Hamiltonianas com condigoes de contorno aberto e fechado em termos de matrizes de

spin-1 sao:

sinh [Iv]sinh [Ty + I%]
2sinh [ + I%] sinh [§ — %€
sinh [I7]sinh [Ty + IZ]
2sinh [ — Iy — IZ] sinh [¢ — Iy — I%2=

I
+sinh [%‘E] Sgsg) ,

L-1

Hy = ZHi,H—l"‘HL,la (48)

i=1

L1
: .
HE = ;Hi,iﬂ + ] (smh [2£_]SF + sinh [?} Sfo)

| (sinh [2§+ oIy — Ig] sz

onde a expressao do termo do volume é

I
Hi;i1 = sinh {217 + %8] S7SEA (8] + 5E)

I N R
#cosh Ty T2 sinh 1] (8¢ + 8757)(1 = S22 + (1 = SESD)(SE S5 + 52

I o "
+ cosh [I7]sinh [17 + %E] [(Szz = SPSP)(1 = 87 S5) + (1= SES)(SE — Sf+15iz+1)}

I ) )
+ 2sinh [?] (S 8781 Sny + S, Sy 818, — (1 — 5787) (1 — §%,57,)]

2
¥ \/ sint [y |1y = 22)| (8757520857, + 57S157,550 + 575157 St

+ 87875715
Irme

+ 2sinh [I’y + ?} [SfS;LS;r1Sf+1 + Sz'_Sz'sz—HSi_:—l]

+ 2sinh [I4] [S;7S7 57,1 Sy + S7S; S 157] - (49)

Na préxima se¢do diagonalizaremos as matrizes de transferéncia T'(A) e ¢(\), determinando

seus autovetores e autovalores pelo Método do Espalhamento Inverso Quéntico [11] .
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3 Solucao Algébrica do Espectro

Nessa segao, através do formalismo algébrico do ansatz de Bethe, abordaremos o problema
de diagonalizagdo das duas matrizes de transferéncia (6,22) referentes ao modelo de vértices

(35,36) com condigoes de contorno fechado e aberto.

3.1 Condicao de Contorno Fechado

O primeiro passo para a diagonaliza¢ao da matriz de transferéncia (6) do modelo de vértices
(35,36) com condigao de contorno toroidal é representar a matriz de monodromia de forma
conveniente. Previa experiéncia com modelos de vértices de trés estados [23] sugerem adotar

a seguinte representagao

A

donde segue-se imediatamente que a matriz de transferéncia é dada por

O préximo procedimento para a diagonalizacao de T'(\) consiste na determinagao de um
estado de referéncia |0) tal que sua atuagdo em 7'()) seja conhecida exatamente. Em geral, a
determinagao deste pseudovicuo para T'(\) é um trabalho drduo, o que felizmente nao ocorre
no nosso caso. Inspegao direta das propriedades de triangularidade do operador de Lax £ 4;())

nos sugere que um possivel vetor é o seguinte estado ferromagnético

L 1
o =[[®] o], (52)

J
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o qual possui as seguintes propriedades

A1(A) [0y = a"(1) [0}, A2(A) [0) ="(N) [0), A3(N) [0) = €"(N) 0)
032(/\) ‘0> =0, B23(/\) ‘0> #0
TN 10) = (la(W)]* + [V + [e(N)]*) [0) - (53)

A idéia agora é escrever possiveis autovetores de T'(\) como combinagoes lineares dos ope-
radores de criacdo Bia()\), Bi3(A) e Bas(A). Explorando as relagbes de comutagio entre a
diagonal A4;()) e os operadores de criagdo que podem ser derivadas da equagao (10), concluimos

que um provavel autovetor é
‘q’l()‘l» = q)l()‘l) |0> = B12(/\1) ‘0> ) (54)

o qual denotaremos por estado de uma particula, sendo A; um parametro a ser determinado.
No célculo do autovalor do estado de uma particula sao utilizados as seguintes relacoes de

comutacio provenientes da dlgebra (10)

AB) = 5E= T Bl () = 5= By, (59
A3(A)Bia(p) = HBM(N)AJA) - HBm()\)Az(N) +
+ PO pca) - T BaNCs), (60
ANBul) = J5 = B0 4n) = 15 B As() +
d(A — p) di3(A — p)
AT — Ay (1) Bas(A) + mBls(u)Cm(/\)a (57)
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Notamos entretanto que a equagao (57) nao estd na sua forma ideal, pois um dos operadores
de criacao By3()) aparece a direita da relagdo de comutagao. A idéia central do método é
ordenar os operadores de criacao e aniquilacao de modo que estes possam atuar a esquerda e
a direita do estado de referéncia, respectivamente. Tal propriedade pode ser recuperada com

o auxilio da relacao

ABa() = 13— B — ) B 4a(3) +
fA—p) (A — p)
* e(A — ) B13(A)Con (u) e(h = )B13(M)021()\) (58)

A>(A)Bia(p) = 7}1312(#)142(/\)—

d(\ — p) d(A — p)
+ 00 )323()\)A1(u) + 0= e — ) Bi3(A)Ca1 (1) +
p Do ped o) —dA-wal = m g 0, (), (59)

b(A — pe(A — )

onde g,(3) = g(3) — 140

Aplicando o vetor |0) nas equagoes (55,56,59) obtemos que o primeiro termo do lado direito
dessas equagoes contribuem para o autovalor da matriz de transferéncia e sdo denominados
termos “queridos”. Os termos restantes nao proporcionais ao autovetor sao denominados

termos “indesejaveis” ou “nao-queridos”e necessitam ser cancelados afim de que o problema de

autovalores seja realmente satisfeito. Utilizando a propriedade ';((:;\)) = —%, encontramos que
a condicao sobre o parametro A\; que garante o anulamento dos termos nao-queridos advindos
de Bia(A) e Bys()) e o autovalor da matriz T(\) para o vetor |®;(\;)) sdo dados por
a()\1 — )\) gr()\ - )\1) bl()\ - )\1)
T @ (\)) = MF 2+ V)T MF——2 ) @1 (A

(60)
(5) -+ o
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A equagao (61) é chamada de equagdo do ansatz de Bethe para uma particula.

Na construcao do estado de duas particulas é esperado que este seja simétrico e dado em ter-
mos dos dois vetores linearmente independentes By2(A1)Bi2(A2) |0) e Bisz(A;1) [0). Experiéncias
anteriores [23, 24] em determinar estado de duas particulas sugerem olharmos primeiro a relagao

de comutacao entre Bia(\1) e Bia(A2). Usando as seguintes relagoes de (10)

BuVBun) = 25 Bua(n)Bua) + 5513 410 Bralh) + ) B 4 1)
(62)
ABA) = E5 B0 = T Bral B - 25 B )
(63)
obtemos
d(A — \2) gr(M1 = Ag)
Bia(A1)Bia(A2) — mBm()q)z‘h()\Q) m X
6()\1 — Ag)d13()\1 — )\2) — d()\l — )\2)61 ()\1 — )\2)
X (B”(AQ)B”(M el A)g0h — ) — A0 — )i — ) Bl‘”’(AQ)Al(Al))
% (312(/\2)312()\1) = HBB(&)A(AQ) . (64)
Logo, podemos construir o estado de duas particulas da forma
_ d — Ap)
[@2(A1, A2)) = (312()\1)312()\2) eOn = o) 313()\1)141()\2)) 10)
= CI)Q(/\l, /\2) |0> ) (65)
onde, devido a identidade
e(u)diz(u) — d(u)er(u) _  d(—u)
e(u)g(w) — dwd;(u)  e(-u)’ %9

o vetor (65) é simétrico em relagdo a A\; e Ay a menos de um fator multiplicativo.
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O autovalor de T'(\) associado a este estado é

T () = WO T] 5=
e O TS + O [T 225 @) (67

As condigoes sobre os pardmetros A\; e Ap necessdrias para |®y(A1, A2)) ser um autovetor da

matriz de transferéncia sao dadas por

a(h)\* by = A) g — )
(bEA,-))) = Ha(' ) 9 ) i1 (68)

Estas equacoes sao denominadas de equacgoes do ansatz de Bethe para o estado de duas
particulas, e foram obtidas a partir do cancelamento dos termos nao-queridos gerados de T'())
atuando em |®5(A1, A2)). As tecnicalidades envolvidas no célculo das equagoes (68) referentes
ao estado de duas particulas sao similares as usadas no estado de uma particula, e devido a
vasta literatura [23, 24] disponivel sobre o assunto no caso de contorno toroidal, essas nao serao
descritas.

A fim de que seja possivel construir o estado genérico de n-particulas é conveniente anali-
sarmos primeiramente o estado de trés particulas. A construcao deste estado representa um
passo nao trivial com relacao ao estado de duas particulas, nos proporcinando um procedimento
a ser seguido no caso de um estado genérico de n-particulas. Esperamos que este estado

| D3 (A1, A2, A3)) = P3( A1, A2, A3) |0) possa ser construido a partir da seguinte combinagao linear

(1)3()‘1a )\Qa )\3) = BIQ()‘I)BIZ(/\Q)BIQ ()\3) + fl?’()‘la )‘2a )‘S)BIZ(AI)BIZ&(AQ)AI ()‘3)
+ f23()‘17 )‘27 /\3)B13(/\1)B12()\2)A1()\3) + f?:,)’(/\la /\27 /\3)B13(/\1)B12()‘3)A1 ()\2)7

(69)

onde os coeficientes f;’()\l, A2, A3) devem ser determinados a partir da propriedade de simetria
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perante a troca A\; <> Ay e Ay <> A3. Novas relacoes de comutacao sao necessarias para a

implementacao deste passo, dentre elas

Biy(A)Bis(n) = b;?’()\)\ M/;)Bl3(u)312()‘)+HBIQ(N)BIS()‘) (70)
Bi3(A)Bia(p) = 1;1(())\\ 5))312(N)B13()\)+]2((;\7__5))Bl3(/1)312()\)- (71)

Impondo tais condicoes de simetrizagao, é possivel escrever o vetor referente ao estado de

trés particulas em termos da seguinte relacao de recorréncia

B30 Ao ds) = Bia(A)®s (0, \g) —Z%Bm(m

As expressoes (65,72) sdo extremamente importantes, uma vez que sugerem ser possivel
escrever o vetor referente ao estado genérico de n-particulas em termos dos vetores de (n — 1)
e (n — 2) particulas via uma relacdo de recorréncia. Em outras palavras, a partir de ope-
radores simétricos ®,_1({\;}, ;) e ®n_2({A;}, ,) é possivel gerar o operador ®,({A;},) e
assim construir o estado de n-particulas através da relagio |®,({);},)) = ®a({\;},)]0).

Seguindo a literatura [23, 24] e com ajuda do método de indugdo, a relagdo de recorréncia

entre ®,_1({\;}, ), Paca({N;},_5) € ®n({};},) torna-se >

“d(\ = )\
(I)n()\la---,/\n) = B12()\1)@n—1()\2,---,)\n) —2(17]')313()\1)

moaOw — M) T (O — A
X @y 5(Agy ooy Ajets Ajts o An) A1) [ ] (A 7)1_[ a((A._A?)).(m)
2 t J

2Ressaltamos que similar relacio de recorréncia pode ser estabelecida para os operadores de criacio Baz(\)
e Bi3()) [24]. Espera-se que os autovalores correspondentes sejam relacionados com o da equagio (76) fazendo
A= e )\
3
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Segue-se também que o autovalor e as respectivas equacoes do ansatz de Bethe para as

varidveis {);}, do estado de n-particulas sao

— L - a(A; —u)
OL X 0 | vt
LT 9 (v = A) Ly bie =)
a()‘l) 8 _ - gr()\l - )\y) b()\] - )\l) _
[b(Az)] h H b — ) a(A — N) f=1...n. (75)

il
Substituindo nas expressdes (74,75) os especificos pesos de Boltzmann (36) relativo ao
modelo de vértice discutido na se¢ao 2, concluimos que o autovalor da matriz de transferéncia
é dado por

sinh [A; — A + ]
sinh [A; — A]

T [@p (A1, -ooy An)) = [sinh [A + I7]sinh [)\ +1(y+ %)HLﬁ

" sinh [A — A; — Iy]sinh [A — ); — T<F]

+ [sinh [A] sinh [)\ +I(y+ %T)] ] ) U sinh [A — ;] sinh P\ — A+ I%ﬂ]

. . em 11l 1q —sinh [\ — \; — 7]
+ [smh [A] sinh [)\ —{—I?H ljl sinh [A— X, + 2] |Dr(ALy s An)) s (76)

enquanto que as respectivas equacoes do ansatz de Bethe para as varidveis {);}, sao

sinh [\, — A; — TF]
sinh [)\l - )\j + I%r]

=

—_ s,
. * ﬂ‘

| =

Uma caracteristica interessante desta tltima equagao é que apenas o lado esquerdo é de-

pendente da anisotropia, enquanto que o direito é fixo. Em geral, o lado esquerdo de uma
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equacao do ansatz de Bethe de apenas um nivel pode ser interpretado como dado pelo produto
das amplitudes de espalhamento elastico entre particulas idénticas. No nosso caso, tal ampli-
tude possui uma estrutura similar a daquela encontrada por Koberle e Swieca [25] no caso do
espalhamento entre particulas invariantes pela simetria Z3. Este fato sugere que as excitagoes
elementares deste modelo podem ter caracteristicas interessantes e desta forma as equagoes

(77) merecem ser estudadas mais a fundo.
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3.2 Condicao de Contorno Aberto

As principais idéias do procedimento algébrico discutido na se¢ao anterior podem ser a-
daptadas para a diagonalizagdo da matriz de transferéncia dupla [8]. Esta generalizacao,
no caso especifico de modelos de vértices de trés estados foi originalmente desenvolvida por
Fan [9] e recentemente revisada por Kurak e Santos [26], corrigindo certos progressos feitos
anteriormente por Li, Shi e Shi [27]. Nesta se¢do reformularemos esta extensio no caso onde
a matriz R(\) possui a estrutura geral dada pela equac¢do (35). Inicialmente definimos uma

representa¢io para a matriz de monodromia dupla Ug4(A) (20),

y |- (78)
A

De acordo com as equagoes (22,46,78), a matriz de transferéncia dupla é dada por
tA) = Zi(A)AT(N) + Zo(N)A(A) + Zs(A)AG(N). (79)

O proximo passo consiste em determinar o valor dos elementos da matriz de monodromia
dupla no estado de referéncia ferromagnético |0) da se¢ao anterior (52). Isto é essencial para
ajudar a distinguirmos possiveis operadores de cria¢ao e aniquila¢do. Através da equagao (20),
podemos representar a matriz de monodromia dupla em termos dos elementos da matriz de

monodromia, isto é,

[ 4N Bu(d) B i) 0 0
Ua(A) = | Cu(A) Ay(A) Bas(N) 0 Y(\) o0
\031()‘) Cx(A)  As(A) 4 0 0 Y3(\) 1
[(A'(=N) By(=N) Bi(-))
x| Gl =) A=A B(-n) | (80)
\ Cai' (=) C5'(=0) A457(=N) )
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Devido a propriedade de unitariedade da matriz £4;(\), o vetor referéncia (52) atua na

matriz 7, '(— ) triangularizando o espago A. Portanto a matriz U4(\) aplicada no estado |0)

é dada por

YiA)ANAT (=) Yi(NAN) B (=) + Ya(A)Bia(M) Ay (=)

Ua)[0) = 0 Y1(N)Car (M) By (=A) + Yo(A\) A2 (V) A7 (=)
0 Yi(A)Ca1 () B (—))

Yi(A\)A1(N)Bg' (=) + Ya(A) Bi2(N) By (=) + Ya(A) Bia(M) A3 (=)

Y1(A)Co1 (M) Bg' (=) + Y2(A) A2 (A) Bag' (=) + Y3(A) Bas(\) A5 ' (=) | 10)-

V) (N Ca2(N)Bay (=) + ¥3(A) As(A) 457 (=)

A
(81)

Logo, para determinarmos a agéo do vetor |0) na matriz de monodromia dupla é necessério

utilizarmos as relagdes de comutacio entre T4(A) e T;*(—=)) [9]. Substituindo p por —\ em

(10) e reescrevendo essa equagao da forma
7;1(_)‘)1112(2/\)7'1()\) = 73(/\)[112(2)\)7;1(_/\)’ (82)

obtemos as relagoes necessarias para concluir que os operadores da matriz de monodromia
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dupla atua no estado |0) da seguinte forma

AT 10) = Vi) ANAT (=) 0),

4010 = L8 mamar 010+ (re - L) amar o).
; 2y B (2/\)h1(2>\)—02)\h
400 = hvinama -y |o>+( )
< (moy- L2y )A2<A 210+ (%0
B a(2)) 1(2/\) c(20)h(2 c(20)9(2)) — F(20)h (20)
O ST~ S O sy e = 7D )

x Az(N)A;7 (=) [0),
C5 (M) [0) = 0, Bi;(A)|0) #0,
Cia(N)10) = 0, B (M) [0) #0, i=12. (83)

Dessa maneira, o vetor |0) é um autovetor da matriz de transferéncia dupla, além de
triangularizar essa matriz. Afim de simplificarmos as relagdes de comutacao utilizadas na

resolucao do problema de autovalores [8, 9], é conveniente introduzimos novos operadores

A;(\) dados por

AN = A, (84)
~ J f2XA) ~

Az(/\) = A2()‘)_a(2/\)A1()\) (85)
) = Al - DI = j))}'jgj))&@)—ZEZXA(A), (36)

de modo que suas a¢des no estado |0) sejam proporcionais a apenas um termo com poténcia
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L, isto é,
Ao = o0 ("9 0, 7
L0 = w0 (B )L\m, (58)
LM = w0 (‘;((AA);)LIO% (59)
onde
W) = ni
S0 = - EE8vw

o a(20)he(2)) — (20 h(2))
@' = M) -NN eSS ey~ PO

(90)
A matriz de transferéncia dupla é dada em termos dos novos operadores ZZ()\) por
3 ~
1) = WPV AM), (91)
k=1
onde
By f(2X) c(22)
(+4) a(2X\)h1(2X) — c(2A)h(2))
wp (N = 2+ ZN) o oy — Fanhn

W0 = Z(). (92)
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Portanto o autovalor de ¢(\) no estado de referéncia |0) é

1)[0) = (w%“(A)w%‘)(A) (p(a))) FRCTIWSISY (“”2)
+ w00 (D) )|o>. )

De posse desse autovetor e autovalor da matriz de transferéncia dupla, seguimos as es-
tratégias do formalismo algébrico do ansatz de Bethe construindo o estado de uma particula

de modo analogo ao desenvolvido na se¢ao anterior, isto é, definimos este por
|(\)) = (A1) [0) = Biy(\1) [0). (94)

As relagoes de comutagao usadas na abordagem algébrica do ansatz de Bethe sao dadas
pela equagao (21), entretanto, com objetivo de facilitar o entendimento das tecnicalidades
envolvendo o processo de diagonalizacio, é conveniente reescrevermos essa equagao em termos

da matriz R(\), ou seja,
ng(u — ’U)Ul (u)ng(u + U)U1 (’l)) = U1 (’U)ng(u + ’U)U1 (u)ng(u — ’U). (95)

Com o intuito de desenvolver as manipulagoes utilizadas na obtencao dos autovalores da
matriz de transferéncia dupla, denotaremos por [i,j] a relagdo de comutagdo localizada na
i-ésima linha com a j-ésima coluna da equagao (95). Para solucionar o problema de autovalor
para o estado de uma particula é necessario obtermos apropriadas relacoes de comutacao entre

A;(\) e Bi()\,). Por sua vez, essas sdo obtidas manipulando as relagdes de comutagdo [1,2)],

[2,3], [2,5] e [3,6] de (95),

[1,2] a(u-) (biz(us) Biy(u)Af (v) + diz(uy) Bz (u)Ciy (v)) =
= f(u-) (brz(us) By () A (u) + dis(us) Bis(v) G5, (u))
+ bia(u-) (P(us) Biy(v) Ag(u) + e (ur) Biy (v)Cip(u) + a(us ) Af(v) Biy(u)) , (96)
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2,3 f(u-) (diza(us) By (u) AS(v) + bis(u) Biy (u) 3, (v)
+ blu-)er(uy) By (u) A (v) =

= c(u-) (dhz(u4) Bio(v) AT (w) + bis(uy) By (v)C5 ()
+ dia(u-) (9(us) By (0) A5 (u) + fi(uy) Bz (v)Cip(w) + f () A7 (v) B (w))
+ en(u) (di(us) By (v)AS(u) + b(uy ) A (v) B3 (u)) (97)

2,5]  b(u=) (bra(us) A3 (u) By (v) + dis(us) Bis () A5(v))
+ flu-) (f(u) AT (W) By (v) + fi(us) Bis(u)Cio(v) + g(u) Biy (u) A5 (v)) =
) (dha(u+) By (v) Af(w) + bis(uy) B3 (v)C3 (u))

) (9(us)Biy(v) A5 (w) + f1(us) By (v) C55(u) + f (uy) AT (v) By (u))

+ dis(u-) (di(uy) Biy () A (w) + blu ) AT (v) By (u)) , (98)

= U

U,

[3,6]  e(u-)er(us)A5(u)Biy(v)

d(u-) (diz(u4) A5 (u) Biy(v) + bis(u) By (u) A5 (v))

c(u-) (c(us)A§(u) Bl (v) + a1 (us) Bis (u)Cio(v) + hy (uy) Biy(u) A5 (v)) =

= bis(u-) (b1 (us) Biy(v) A5 () + d(u.) AT (v) B3y (u))

+ ha(uz) (ho(ug) Biop(v) A (u) + a1 (u) By (v) Oy (u) + e(uq ) AT (v) Biy(u)) , (99)

+
+

onde uy = u + .

A seguir descrevemos os detalhes de tais manipulacoes. A equacdo (96) fornece direta-
mente a relagio entre A;(\) e B4 (\). A partir da subtracdo de [2,5]e;(u_) — [2, 3]dus(u_)
cancelamos o termo B%(v)A%(u). Repassando os operadores A4(\) por A;(A) e permutan-
do os termos A;(u)Bd(v) e A;(v)B%(u) através da equacdo (96), obtemos a relacdo entre
Ay(u) B (v). A equacdo (99) gera a relacio entre As(u) e BY(v), mas ndo de forma direta.

Primeiramente temos que permutar o termo A%(u)B%(v) de (99). A relagao de comutagio
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usada nesse procedimento é obtida do cancelamento do termo A¢(u)Bg%,(v) em (97) através de
(96). Apés essas manipulagdes, repassamos A%(\) por 4;()\) na equagio (99) modificada e por
fim, permutamos os termos A; (u) B (v) e Ay(u)B(v) através das relagdes anteriores obtidas.
Consequentemente, a abordagem do problema de uma particula é feita por um processo de
inducdo, onde em primeiro lugar é contruida a relaco entre A;(u)B%(v), depois Ay (u)Bd,(v)
e por fim As(u)BY%(v), sendo necessério a primeira relacio para entdo obter a segunda e assim
por diante. Esse desenvolvimento indutivo também estende-se ao problema de autovetor para
o estado de duas particulas.

Antes de prosseguir, salientamos que trés identidades entre os pesos estatisticos foram
satisfeitas afim de encontrarmos as apropriadas relagoes de comutacao entre Z,(u) e BL,(v).
De maneira mais especifica, os coeficientes do termo BfZ(v)gl (u) que aparecem na relagao
final de Ay(u)Bd(v) e de As(u)Bd(v) devem ser nulos, sendo o mesmo para o coeficiente de
B, (v) Ay(u) que aparece em Az(u)Bd(v). Estas identidades estdo detalhadas no Apéndice B.

Apoés essas manipulagoes algébricas obtemos a seguinte estrutura

Ai(w)Bh(v) = af(u,v)Biy(v) A1 (u) + aj(u, v) Biy(u) Ay (v) + aj(u, v) By (u) A3(v)
+ ay(u,v) B3 (v)Cy, (u) + ag(u, v) By (u)CF, (v) + ag(u, v) By (u) O, (v),
(100)

Ap(w)Blh(v) = ai(u,0)Biy(v) Ay(u) + a3 (u, v) By (u) Ay (v) + a3 (u, v) Biy(u) A3 (v)
a3 (u, v) B (u) A1 (v) + a3 (u, v) Biy (u) Aa(v) + 0 (u, v) B3 (v) s, (u)
a7 (u, v) B3 (v)Cs,(u) + a5 (u, v) Biy(u) O (v) + ag (u, v) Biy (u) C55(v)

ao(u, v) Biy(v) Ai (u),

-+ -

(101)



34

As(u)Bio(v) = ai(u,v)Biy(v) As(u) + a3 (u, 0) By(u) A (v) + a3 (u, v) Biy(u) A2(v)
a3 (u, v) By (u) A1 (v) + a3 (u, v) By (u) Aa(v) + 0 (u, v) By (v) s, (u)

az(u, v) B3 (v)Cs,(u) + ag(u, v) Biy(u) O3 (v) + ag (u, v) By (u) C55(v)

+ + +

ado(u, v) By (v) As (u) + ai (u, 0) By (v) Aa(u). (102)

Devido a enorme complexidade das expressoes o] (u, v) em termos dos pesos de Boltzmann,
essas funcoes foram definidas no Apéndice B.

Rearranjando a agdo da matriz de transferéncia dupla no estado Bf, (A1) |0) ficamos com

3

) [@10n)) = 3w PN’ (A A) B (M)A [0)

3

+ Bh(\) (Z NP (M)A () + P (Ve (0 mg(m) 0)

j=1

+ B (Z W NP O, A AL () + WP (Ve (3, AI)EQ(AI)) 0).

=2

(103)

Os dois tltimos termos de (103) sdo termos nao-queridos e dando continuidade a estratégia

da abordagem do ansatz de Bethe, impomos que estes devem ser nulos, isto é,

(“(Al))ZL w00 _ e "N ) 3 @ (el () (104)
b)) w7 () TeT e’ A) S e (e (A h)
© 3
t) [2(A)) = D wi P (Nl (0, A) B (A1) Ai(V) [0). (105)
i=1
Simplificando as equacoes anteriores através da substituicao dos pesos de Boltzmann obte-
mos

(a(Al) > w0 WP () baen)?

b(A1) /) Wi () Wi () a(2A1)gs(20) =1 (106)



35

£V [B2N)) = w§><A>w§+>u>§fj;jf)f§2§§iiﬁ ( (AA)>

+ wé‘w)wé“(x)if?_}?})fj((ii i)) ( (8) ) o e )

bis(A — A1) b (A + A)bA + A1) — di(A + A)d(X + Ay) (e(A)Z)L
6()\ — Al) 61()\4‘/\1) ()\'f‘)\l)

[25(M)), (107)

onde g,(u) = g(u) — LK ¢ gi(u) = g(u) — L2Lale)

Comparando as equagoes (104,106) vemos que a condigdo de integrabilidade leva a vérias
relacOes entre os pesos estatisticos, as quais simplificam a equacao do ansatz de Bethe.

Na construcao de um ansatz para o estado de duas particulas, utilizamos as relagoes de
comutagdo [1,3] e [1,5] da equacdo (95). Atuando essas relagdes no estado |0) obtemos a

seguinte expressao

B () B (o) + 54 B () Af) — TSt ) (o) =
d(u_) — de=tdslus) er(uy
. (B;z(meQ(uH ol gty g+ el B;z,(v)A‘f(u)).

(108)
Da equagao (108) segue que um possivel estado de duas particulas é

B0, M) = @A, M) [0) = (B;woB;z(AQ)+MB;@,(M)A§(A2>

bia(A1 + A2)
dis(A1 — A2)er (A1 + A2) .
_ e1(A1 — A2)bi2 (A1 + o) Bi3(\) A7 ()\2)> |0}, (109)

desde que este seja simétrico em relacao aos parametros A\; e Ay a menos de um fator multi-
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plicativo, isto é,

‘@g(/\l, /\2)> - Zd()\l, )\2) ‘(I)g()\g, )\1)> , (110)

onde Z4(u,v) = gf(gf_‘)).

Na resolucao do problema de autovalor para o estado de duas particulas sao necessarias
apropriadas relagdes de comutacio entre A;(u) e Bé(v), BL(u) e Bf. 1 (v), C,i(v) e B (v).
No caso dos operadores Cf,,;(v) e Bf,(v), as relagGes vém de [2,4] e [3,5] da equagdo (95) e as
relacoes referentes aos outros operadores sao obtidas de [1,3]; [1,5],2,6];[2,8] e [3,9]. Através
de manipulagoes algébricas andlogas as descritas no problema de autovalor para o estado de

uma particula encontramos as seguintes expressoes

A;(w) B (v) [0) = b (u, v) B (v)Ai(u) |0) + ndo — queridos, i=1,...,3 (111)

C5 (u) Biy(v) [0) = [C%g(u,v)gz(v)gz(u)+C§1(u;v)ﬁz(v)gl(U)+612(u,v)}1v1(v)gz(U)
+ chi(u,0) A (v) A ()] [0), (112)

Ca(u)Bia(v) [0) = [033(% v) Ap(v) As (1) + 35 (1, v) Az (v) A (u) + &3, (u, v) A3 (v) A3 (u)
+ cla(u, v) A1 (0) As(u) + ¢ (u, v) A1 (v) As (u) + ¢, (u, v) Ay (v) Ay (U)] 0},
(113)

B (v) B (u) 0) = [d;(u, v) B (v) Ay (u) + d! (u, v) B (v) A, (u) + nio — queridos] 0y, (114)

Bi,(v) Bgs(u) [0) = [dg(u, 0) By (v) As(u) + d5(u, v) By (v) A2 (u) + d? (u, v) By (v) Ai (u)

+ ndo — queridos] |0}, (115)

onde por nao-queridos entendemos como os termos que nao fornecem contribui¢oes propor-
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cionais a |(I>g()\1, )\2)>. No Apéndice B estao definidas as expressoes explicitas para as fungoes

b (u,v), ck(u,v) e di(u,v).

7 Z]

Analisando a aciio dos operadores A;()\) sobre o estado de duas particulas ‘@g(/\l,/\Q»

através das relagoes (100-102,111-115) concluimos que os termos queridos para este estado

possuem a seguinte estrutura

A) ‘@g(/\l, A2))

+nao — queridos,

B0 A (0) (A2, D) A2 () + AF L AAD A (%)) [0)
B ODAN) (AR, D) A2(e) + A2 A A (02) ) 0)

(116)
onde as fungoes A¥ (), {)\;}) sdo dadas por
AZFOL (D) = w$P (O (bi’(A, M)A, A2) + a2, A2 (A, o)
+ ai’(A,Al)a§+k(A,A2)d§(A,A1))
+ WS (2N A2 (A, A) + a2 (A a2, (A Ao)d3 (A, An), (117)

AZEOL D)) = WP () (aw, A)eza(N Ao) + a3(A Ar)eka (A, Ao) +

£a A ) A)+ai(A,A1>a?+k(A,A2>d;<A,A1>)

b )\ )\1 Ofk /\1,/\2) +a7(/\ )\1)Ck2(/\ )\2) +a6(/\ /\1)Ck2()\ /\2)

@O A A B AL + 2O e (0, A A, m)

(a4 )\ )\1 ck2 )\ )\2) +CL1()\ )‘1)0“1+k()‘ )\Q)d;()\, )\1)) (118)
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AFOL D)) = WP 0 (aw, M) (N, Ag) + ad (M, Ar) ek (A, Ag) +

+ a$ (N A)ad, (N A)di (A, ) + ad (A, Ar)ad, (A, Ag)d}()\,/\l)>

+ (G,7 )\ /\1 Ck:l A )\2) +G,6()\ Al)ckl()‘ )\2)

£ @AM AEN A + 0Nk OB

+ (b% )\ )\1 O!k )\1,)\2) +a4()\ )\1)Ck1()\ )\2) +a1()\ )\1)al+k()\ )\Q)dl()\ )\1))
(119)

Para que o vetor |<I>g()\1, /\2)> seja um autovetor da matriz de transferéncia sao necessarias

varias identidades entre os pesos estatisticos de forma que
AEOL AT = (g, Ag)w (A Hal (O \) (120)

Dessa maneira considerando as equagoes (116,120,87) derivamos a expressao

A) [@4(Ar, o)) = [w§_)(/\)w§+)(A) (H bl(j( A__A );))128 i i];) ( p((A)) )

+ WM (H SO Mo+ )(bw IR RIVERIY

b(A — A)bia(A + A, p(N)
y H 2 his(A — X)) bi (A 4+ M)A+ X)) — di (A + X)) d(A + A)) (e(/\)2)L
1 e(A=A) er(A+ A;)b ( + ) p(A)
|®4 (A1, A2)) + néo — queridos. (121)

As condigoes sobre os parametros \; e Ay para o cancelamento dos termos nao-queridos

sao equivalentes a condicao de analiticidade do autovalor da matriz de transferéncia dupla, e
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portanto as equagoes do ansatz de Bethe para o estado de duas particulas sao

(CL(AD)ZL W) w0 B(20)? p gsQ + Agal + Xy) g2 — Agbiz (A — A1)
b WS (A ws () a@A)gs(28:) - T3 bie(Ai+ ) b(Ai = Aj)a(A; — Ai)
- (122)

Ressaltamos que as equagoes (122) foram obtidas a partir da imposi¢ao do anulamento dos
termos nao-queridos, sendo que para chegarmos nesse resultado final foram necessarias varias
relagoes entre os pesos estatisticos.

Observamos também que uma andlise das relagoes de comutagao vindas da equagao (95)
revela que o estado de duas particulas pode ser construido por ambos os operadores de criacao
B, ()\) e B4()) ou B&()) e B (M. Essa propriedade nao é particular desse sistema, mas sim
uma caracteristica geral da abordagem algébrica do ansatz de Bethe desenvolvida em [24].

Seguindo o raciocinio da secao anterior para o estado de trés particulas, e observando que
no caso de condicao de fronteira aberta o estado de duas particulas é formado pelos ope-
radores B (), B ()), A4()\) e A4()), esperamos que este estado simétrico | B4(A1, Az, Ag) ) =

®4(A1, A2, A3) |0) possa ser construido a partir da seguinte combinagao linear

DF(A1, Ao, A3) = Biy(M) [Biy(Ae) Biy(Xs)
Bl (M) (g1 AL Aoy Ag) AL () + gQ(/\l,/\Q,Ag)BfZ(AQ)AQ(A:,,))]

(M) [sz (M) (93 (s Aoy A3) A1 (As) +gZ(A1,A2,A3)A2(A3))
By(0) (9200, 22, 20) A1 (42) + g2, A2, ) Do (09)) | (123)

onde, de modo andlogo ao caso de condicdo de contorno toroidal, os coeficientes g;-‘()\l, A2, A3)
devem ser determinados a partir da propriedade de simetria do estado. As relagdes de comu-
tagao necessdrias para a implementacao da simetrizagao sao (100, 101,108), além de [1,6], [1,8]

e [2,9] da equagdo (95). Apés varios calculos, encontramos que o vetor referente ao estado de
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trés particulas é

D4(A1, A2, A3) = Bh(A)@4( A2, As)

3
+ Bi(A)) @ (M) x
=2

x (@00 20, M)A + €4, Ao 20 AL ) (124)
onde
dis(A\ + X)) T 94O = M) gs (N + )
5 (A g, \g) = B Z(\j, M) 2 ,
G, i(A1> A2, As) bu(A1+Ai)g (A )b(/\i—/\l)blz()\i—i-)\l)
G O de Ng) = dis(A1 + X)) [ f(2N) _ di3(A1 — N)er (A + /\z)>
a, VT 720 73 bia(A1+ X)) \a(2X;)  er(A1 — N)dis(A1 + )
1—1

A1 — Ai)bia( A+ N)
2400 2t
8 H ( 7 )b12()\1 — N)a(A + )\i)’

e Z%(\j, \i) é o fator de normalizagdo do estado de duas particulas.
Considerando este resultado e os existentes na literatura [26, 27], é razodvel conjecturar que
o estado de n-particulas para modelos de vértices de trés estados com condigoes de fronteiras

diagonais é gerado por operadores simétricos através da seguinte relacao de recorréncia

[D2(A1, .., An)) = @E(A1,.., M) [0) (125)
®(A1,..., ) = BLOWPE (Mg, ..., M) +

n

+ Bf?,(/\l) Z QTL*Z(AQ, ceay /\ifl, )‘H-la ceey )‘n) X

=2

(GO MBSO + G AAR)), (126)
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onde

. dis(\ + ) T o Ly
Cb,i()\h""/\n) = b12 /\1+)\ IEZ )\]’)‘ A (/\Z’)\la' 7)‘1 1’/\'L+1a' 7)‘ )a

n—2 d
. g\ Ai + A
AP72 (A5 My o Niety Ai1y o0 An) = H b(\ _/\ b12(()\ +/\J))

n . d13()\1 + )\z) f(2/\z) dlg()\l — /\,-)el()\l + )\z)
a ’L()\l’ ...,)\n) —_ -
’ blg()\l + )\z) a(2)\,) eq ()\1 — )\i)d13()\1 + )\z)
i—1
< T2, A) AL 2 (A Aty oy Nimts it An),
j=2

_ a(Aj — A)bia (N + \)
AG ? )\Za)\ a"a)\i— :)\i a"a)‘n = )
o (i b ) Hb12 A — A)a(h + A)
sendo que Z4(\;, Aj) Z%4(\j, \i) =
O processo de recorréncia acima gera um estado de n-particulas simétrico a menos de um

fator multiplicativo, isto é,
|PE(AL, - Ais o A5 An)) = 20 A) | PR, - A A ) (127)

sendo esse fator Z%(\, ) independente de n.

Do ponto de vista do Método do Espalhamento Inverso Quantico, a condicao de associa-
tividade da algebra de Yang-Baxter reduz o espalhamento de m-particulas a sucessivos espa-
lhamentos de duas particulas. Concluimos assim que o autovalor da matriz de transferéncia

dupla e as respectivas equacoes do ansatz de Bethe para o estado de n-particulas sao dados
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por
N [920 M)) = [w§ (H i i;) (C;((AA);)L
- st (TR0 (S0 st oy
>< (E s S ) ()]
D2 (AL, .-, M) (128)

Wi () wi () a2A)gs(2N) 1 oA + )y)? b(Ai — Aj)a(A; — )

(129)

Finalmente, usando a forma explicita dos pesos de Boltzmann e depois de varias simplifi-

(“(A))MwP(Az)w%*)(Aa bi2(2);)° T gs i+ A alh + Ap) gf O — A)bia (N — A1)

cagoes, encontramos que o autovalor da matriz de transferéncia dupla referente ao modelo de

vértices de trés estados descrito na secao 2 é

A |8, e M) = w0 (VwfD() [G(A)Q]L AT A+ Tl sinh A+ )

p(A) - sinh [=A + Ag]sinh [A + A; + 1]

b()\)Q] L' sinh [—A+ A; + Iy]sinh [ A+ A+ I“} sinh [A + A]
-~ sinh [—A + Aj]sinh [ A+ — m] sinh [A + \; + I]
sinh A+ 4+ 1y~ %))
sinh [A + Xj 4+ I(y + Z)]

[P0 (A1, -y An))

(131)

e(A)Z]Lﬁ sinh[ A+ X; + I]sinh [A + )]
sinh [=A+ \; — Z=] sinh [A+ A + I(y + Z)]
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onde p(\) e wz(i)(/\) sdo dados por

p(A) = sinh[A + Iy]sinh [-\ 4 I7]sinh [/\ +I(y+ %6)} sinh [—A +I(y+ %6)} , (132)

0 = fromfeso (30) ] o rors ()5

- sinh [2)\ +(-1) I”E]

X — (133)
Hsmh [2X + Iy + (i + 1 — 3) IZ=]
1
wi(H()\) = Hsmh [§+ + - (g —]) %8 +I7TZ:|
j=1
2
I
x [ sinh [5+ A Iy+ <g —k) %5 —IWZ]
k=i
2 sinh [2/\ +(1-1) %] (134)

X . . e *
gsmh [2X + Iy + (i + 1 — 2) I2=]

Encontramos também que as varidveis \; devem satisfazer as seguintes equagoes do ansatz

de Bethe

[sinh A+ I*y]] 2L sinh [)\l &+ Iy - %)+ IWZ] sinh [Al +& — I”} _
sinh [\/] sinh [\ + & — 25+ In2]  sinh [N —& +T(v+%)]

— (_1) ﬁ sinh [/\l — Iﬂa] sinh [/\l + )\ + I(r)/ _ %)]
sinh [)\l )\- + I;rs} sinh [)\l + XN+ I(y+ %)]

(136)

=1

l=1...n,

Ressaltamos que estes resultados foram verificados numericamente para valores de L =
2,...,5, reproduzindo o espectro do estado fundamental e de alguns estados excitados da

matriz de transferéncia dupla.
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4 Conclusao

Nessa dissertacao revisitamos o Método do Espalhamento Inverso no caso de modelos bidimen-
sionais com condicoes de contorno fechado e aberto. Em particular, introduzimos uma nova
relacao para uma das fronteiras que possibilitou estender a integrabilidade a uma classe geral
de operadores de Lax satisfazendo apenas a propriedade de unitariedade.

Como aplicacao, consideramos a solucao do problema de autovalores para a matriz de
transferéncia de um modelo de vértices assimétrico de trés estados invariante pela simetria
U(1). Tal espectro foi determinado exatamente pelo método do ansatz de Bethe algébrico tanto
para o caso de condi¢do de contorno toroidal como para uma classe de fronteiras diagonais.

A extensao natural deste trabalho seria considerar um modelo de vértice com um nimero
arbitrario N de estados por liga¢do invariante pela simetria U(1). Este sistema possui um total
de % (2N? + 1) pesos de Boltzmann nio nulos, e é natural esperar que no caso mais simples
de condicoes de contorno periédico o espectro seja dado em termos de expressdes universais,
dependendo apenas de algumas das amplitudes da matriz R(\). Neste caso, seria razodvel

representar a matriz monodromia pela estrutura

/ Al()\) 312(/\) e BlN()\) \
Cu(N)  Ay(N) fe Byn(A)
Ta()) = : : (138)
: : Bnv_1yn(A)
\ Cni(A) Cn2(A) -++ COnw-n(A)  An(A) ) 4

enquanto que o estado de referéncia seria dado por

1
o=1[ew, 0= (139)
0
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Nossa experiéncia com sistemas de vértices deste tipo [10], bem como o trabalho de outros
autores [23, 24], sugere fortemente que os autovetores serao dados em termos de uma relagao
de recorréncia de ordem N — 1 envolvendo os operadores de criacdo By;(A) j = 2,..., N.
Embora, no momento nao saibamos os detalhes envolvidos nesta relacao de recorréncia, isto
nao nos impede de conjecturarmos a expressao geral para os autovalores. De fato, em uma
teoria integravel é esperado que a andlise dos estados de uma e duas particulas j4 contenha
os ingredientes fundamentais que descrevem o espectro. Omitindo detalhes da nossa andlise
[28], neste caso, passamos agora a anunciar uma conjectura para os autovalores e respectivas
equacoes do ansatz de Bethe de um modelo de vértices de N-estados invariantes pela simetria
U(1). Seja A(X,{A;},) o autovalor da matriz de transferéncia T'(A) com condi¢do de contorno
periodico, entao

Pi()‘7 )‘j)’ (140)

N n
=1

A N),) = 3D (RO

i=1 j
onde os polinémios P;(A, \;) sdo
(Rii(Y =)
Ry5(0 =)

T (A=) RYLL (A=)
PO =[RS O- ) REO-2) | -
EIO RO i
Ry v(A =)
\ R{Y}\II()‘ - )‘]) ’

1= N.

Por outro lado, as equagdes do ansatz de Bethe vinculadas as varidveis {);}, sdo dadas por

=[[=2222 i=1,...,n. (142)

Acreditamos que os resultados (140-142) sejam vélidos para modelos com matrizes R(\)

satisfazendo apenas a propriedade de unitariedade e evidentemente a equagao de Yang-Baxter.
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Notamos que a forma funcional dos polindmios P;(\, A;) é bem simples, cujo significado mais
profundo, infelizmentes ainda nos é desconhecido. Seria extremamente interessante semelhante
conjectura para o caso de condi¢oes abertas de contorno, mesmo no caso especifico de fronteiras
diagonais. Até o presente momento tal generalizacao tem nos frustado e esperamos voltar a

este problema em um futuro préximo.
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Apéndice A: Demonstracao de Propriedades

Este apéndice tem como objetivo exibir a demonstracao da comutacao da matriz de trans-
feréncia dupla (22), a extensdo da equacao de reflexdo (12) a matriz de monodromia dupla
U4()) e o isomorfismo entre as matrizes K{()\) e K ()\). Dessa forma segmentamos este

apéndice em trés secoes, a extensao, a comutagao e o isomorfismo, respectivamente.

Extensao da Equacao de Reflexao (12)

Nessa se¢do demonstramos que a equagdo (21) satisfeita pela matriz de monodromia dupla
é obtida da extensao da equacao de reflexdo (12).

Inicialmente reescrevemos a equagao (10) nas seguintes formas

Liz(u—0)Ti(u)T2(v) = T2(v)Ti(w)Lrz(u —v), (A1)

T ()T (—u)la(vtu) = La(v+u)T (-u)T (v), (A.2)

T (W (=) Le(u+v) = Li(w+)T;  (-v)T; (), (A.3)

T (o) T (—w)la(-v+u) = La(—v+u)T7 (-u)T; ' (-v), (A.4)

sendo que as ultimas trés equagoes acima seguem da equagdo (A.1) através das transformagoes

(A2) : (u,v) — (v,—u); (1,2) = (2,1) (permutador)
(A3) : (u,v) — (u,—v)
(A4) : (u,v) — (—v,—u); (1,2) = (2,1).

Partindo do lado esquerdo da expressao (21) e utilizando as equagoes (A.1,A.2), juntamente
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com a definicao de matriz de monodromia dupla (20), encontramos

Liz(u =) Ti () Ta(0) T () K1 (w) Ty (—u) Lo (v + w) Ta(0) Ka (v) T

) )

To(v) Ti(u) Laz(u = 0) Ky (u) Ty (0) Ty (=) Lo (v + ) To(0) Ko (0) T
) )
( )

()
()
(Y

To(v) i () L1a(u — 0) Ky (u) Loy (v + w) Ty H(—u) Ty (0) Ta(0) Ko (v) T

(-
(-
(-
To(0) T (u) Lao(u — v) K1 (u) Lon (v + u) Ko (0) T (~u) T (=

)
)
)
v)

(A.5)

Por outro lado, manipulando o lado direito da equacao (21), através das equagoes (A.3,A.4)

obtemos

To(v) K2 (v) T (w) T, (u) Ty (=) Laa(u + 0) Ta () Ky (w) T (—u) Loa (w —v) =
To(v) K2(v) i (w) Lia(u + ) T3 (=) T () Ta () Ky (w) T (—u) Lon (uw — v) - =
To(v) i (u) Ko (v) L1z (u + 0) K1 (u) Ty (=) T (—u) Laa (u —v) =

To(v) T (u) Ko (v) Lia(u + v) K1 (u) Lon (—v + 0) T (=) Ty (). (A.6)

Utilizando a equagéo de reflexdo (12) concluimos que as equagoes (A.5) e (A.6) sdo idénticas e
portanto demonstramos a relagao (21). Logo a equagao de reflexdo (12) estende-se globalmente

a matriz de monodromia dupla.

Comutacao da Matriz de Transferéncia Dupla

Nesse secao do apéndice estd demonstrado a comutacao da matriz de transferéncia dupla
(22) no caso em que a matriz £12(A) satisfaz somente a propriedade de unitariedade.

Através das equagoes (15,20,22) expressamos o produto de matrizes de transferéncia dupla
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Trig [Kf (u)" K5 (0)U1(u)" Us (v)]

1

Trig [ K () K (0) (L1 (u)") ™" Loa(w) 01 ()" U ()]

Tria [K7 ()" 565 (0) (La1 () ™ (Us(0) s (4) Un(0)

Tria | K () K (0) (Car (ug)) (

£21 (—’U,_)

1) )0 (1) (1) U2(0)

(A7)

Assim reescrevemos ¢(u)t(v) como o traco no espago A ® A do produto de duas matrizes

que atuam nos espacos A® Ae A® A® VY. Através da propriedade

Trip [X12Yie] = Trip [X3YS] (A.8)

onde X5 e Y}, sdo matrizes que atuam nos espacos AQ@ Ae AQA® VY, e usando a equacgio

de reflexdo (1

t(u)t(v) =

2) ficamos com

Trio [(Kf(u)th;(u) (521(u+)t1)—1)t1 %

TT‘12

(10 ((eat) ™) 100

Us(v) L12(ut)Ur(u) Lo (u—)]

Tri | (e encr 0t (@) ™) s @)

p(u-)

Us(v)L12(us)Ur(u) Loy (u_)] . (A.9)

Substituindo a equacao de reflexdo dual (13) e utilizando a propriedade ciclica do trago



obtemos

t(u)t(v)

a0

tito

TT12

(K’j(”)tz ((ﬁu(w)“)_l)tl K (u)" 512(_u_)m2>

U (o) 120 ) Ui () ‘;gfjj)]

U (0) a1 U () ﬁ;(lfj‘;)]

Tra | (@ ((Eoti)) ™) K@) U0t )00

(A.10)

Por fim, desenvolvendo a transposta t, na equagio anterior e utilizando a propriedade (A.8),

demonstramos a comutacao da matriz de transferéncia dupla, isto é,

t(u)t(v)

= TT'12

t1 133

(K? (v)” ((Em(m)“)‘l) Kf@)h)

Triy [K5 (0) K (1) (Cra(1)) ™" Ln(u) Vs (0) Vs ()]

(Ua(v) L12(us ) Un (U))tzl

Tria [K5 (v)?Us(v)” K (u)Ui(u)] = Tro[ Ky (0)Uz(v)Tri[ Ky (u)Us (u)]
Ho)t(w). (A.11)

A equagao (13) é uma generalizacdo da equacao (18) proposta por Sklyanin [8]. No caso

particular em que o operador L, () satisfaz as propriedades (14,16), a equacdo (13) recai em
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(18), isto é,
Lol —u) K ) (Lot o)) ) KF@)7 = K@) (Colutv)) )"
x K (u)" Lip(v — u)?
Lo1(—u — v — 2a)
pc(_u-l- - 204)

Lis(—u —v — 2a)

pc(_u-l— - 20&)
K ()" Loy (v — u) (A.12)

Mt

— Lio(v —u) K (u)* M M\Kf(v)” = Kj()2M

— Lip(v— u)Kf’(u)thl_lﬁgl(—u — v —20) M K (v)”

= Kj()2M Lyy(—u—v—2a)M; 'K (u)" Lo (v — u). (A.13)

Isomorfismo das Matrizes de Reflexao

Na demonstragao do isomorfismo entre K (\) e K} (A) consideramos que o operador Lg())
satisfaz a simetria de “crossing” (14), unitariedade (15) e PT (16).

Consequentemente as matrizes K {(A\) e K ()) satisfazem, respectivamente, as relagoes

Lio(u —v) K| (u)Lo(u+ v)K,y (v) = Ky (v)Li2(u + v) K] (u) Lo (u — v) (A.14)

Lio(v —uw) K (u)* M Loy (—u — v — 2a) M1 K (v)®2

= Kf()2?M Lio(—u—v —2a) M K (u)" Loy (v — u). (A.15)

Multiplicando pelo lado esquerdo a equagao (A.14) por M; M, e utilizando a propriedade
[L12, My M;] = 0, temos

Elg(U—U)MlKl_(U)Ml_lMlMQ,Cgl(u-i-’U)KQ_(’U) = MZKQ_(U)Mlﬁlg(u—i-v)Ml_lMlKl_(u)£21(u—v).
(A.16)
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Comutando M; M, e Ly e realizando a mudanga de varidveis (u,v) = (—u — o, —v — @),

obtemos
Lio(v —u)M K, (—u — a)M; Loy (—u — v — 20) Mi MK, (—v — a) = MoK, (—v — )%

XM Lip(—u — v — 2a) M ' MK (—u — ) Log (v — u). (A.18)

Comparando a equagao de reflexao dual (A.15) e a anterior, concluimos que um isomorfismo

entre K} (\) e K7()\) é dado por [K%(\)]™ = MK 7 (—) — a).
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Apéndice B: Funcoes Auxiliares e Identidades

Este apéndice tem como objetivo listar as expressoes das fungdes a (u,v), bl (u,v), cki(u,v) e
@ (u,v), usadas na secdo 3.

Com intuito de facilitar a representacao dessas expressoes definimos trés fungoes auxiliares

Mat) = 120 (B.1)
Mig(u) = Zgg (B.2)
Mos(n) = a(2u)h1(2u)—c(2u)h(2u). (B.3)

Dessa maneira, os referidos coeficientes das relagoes de comutacao sao

a(—u—)biz(u+)

a;(u,v) = bos (—u)a(uy) (B.4)
Ll v) = _h(u+) f(=u_)bip(uy) v
o) =5 (Foaey + e00) ()
a3(u,v) = —ZEZ::; (B.6)
Ly o) = AU (us)
) = () (7
CL}’(U, U) _ _f(_u—)d13(u+) (BS)



a(u.v) = _Cl(u+)
6( I ) CL(U+) (B 9)
b (el )g(u) — di(u)dia(u) (a(uy)gluy) — Flu)h(us))
ai(wv) = ex(u)b(u) ORI (B.10)

Py (@090 i )din(u) a(w)fm) | fu g o

ey (u—)b(u-) biz(u-)aus)  blu-)biz(us)
dis(u_) f(u-)dio(uy) [ fluo)f(us) N P
T e )b(u ora(uy) (b(u)bu(w Mo )> 2, 0) (B.11)
o flul)glus) () ) )
B0 = e Vo) T (b(u)bu(w * M”“”) a(u) (B.12)

az(u,v) _b12(u+) 12(v) + o1 (0 ) bra (1) (B.13)
a3(u,v) = —ZEEZ:; (B.14)

(e1(u-)d(u_) — diz(u-)c(u-)) biz(us)  (ex(u—)g(u-) — diz(u-)dr2(u-))
er(u-—)b(u-) bia(us) er(u-—)b(u-)

o S f(u)dig(uy) [ Flu-)f(us) o) U=u-)dia(us)

ety ~ (it + M) 55

ag(u, v) =

(B.15)
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(er(u)g(u-) — dis(u)dip(u-)) (a(uy) fi(uy) = fluy)er(uy))
ex(u-)b(u-) a(uy)bio ()

az(u,v) =

(B.16)

(er(u—)g(u—) — dig(u_)dia(u_)) f(us)a(u_)diz(u) n diz(u_) f(u_)biz(uy)

a§ (u,v) =

er(u-)b(u-) bia(uq)biz(u-)a(us) — er(u_)b(u-)biz(us)
F(ul)f(us) F(—ul)dis(us)
* (bw-)bu(un*M”(“)) o (—u_)a(us) (B17)
o Ffuy) | Fa) ) ()
%) = e by <b<u_>bu(u+> * M”(“)) alus) (B.18)
o (u,v) = (er(u_)d(u_) — diz(u_)c(u_)) dia(uy) n (er(u_)g(u_) — diz(u_)da(u_))
o er(u-)b(u-) biz(u+) er(u-)b(u-)
o | 9us) uy - Ju)huy) (f(u)bia(us) "
[buwM”( )™ braluy)aluy) (bu(u_)h(un Mo ))}
Flu ) f(us) a(—u_)ba(us)
- (b(u Joraus) M2 ) S ety (B.19)
o o) (b (e )b(us) = d(u)d (1))
% 0) = 20 ex (uy)b(uy) (B.20)
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ay(u,v) =

bys(u- )d(u+)< (u-)dia(uy)  diz(u_
e 1 (u

) f(uy)a(u )512(U+)>
e(u-)er(uy) “)b(ug)  ex(u-)b

)a
(uy)bia(u-)a(uy)

( >c<u+>< )bu(m_( () ()
* el(u+> ( ) ( e (uy) ) - <e<u_>e1<u+> M )>
X a, UU )d12(u+) G,IUU

fuyo) - (el M)y )+ b)) abue)  (B2)

3(’[1,,’1)) _ c(u—)hl(u-i-) _ <d(u—)d12(u+) —|—M23(u)) a%(u’v)

A T e(u)er(uy) e(u_)e(uy)
c(u)e(uy)  d(u_)dia(uy) h(u,)
i (e(u—)el (uy)  e(u)er(uy) Mia(u) + M13(u)) o)) (B.22)

3 _ bis(u)b(u)d(uy) — d(u_)bis(uy) d(u_)diz(uy)

) = e ™ et M50~ (e

+ MQg(U)) az(u,v)

(B.23)
Blu.v) = _ d(u-)bis(uy) d(u_)da(us) u ds(u4)
S0 = = e (uy) *(a(u_>e1<u+> M )) bralus) (B-24)
el f () (i) Y
o) = ey g )a(uy) (e<u_>e1<u+> + M )> o(:)

_ big(uo)d(ug) (C(U—)bls(u+) B d12(u_)f(u+)f(u_)d13(u+))
e(u_)er(us) \ er(u)b(uy)  er(u-)b(us)biz(u-)a(uy)
_ < C(U_)C(u+) + d(u—)d12(u+)M12(u) +M13(’U,)) a(_u—)dl?:(u-l-) (B25)

e(u-)er(us)  e(u-)er(us) biz(—u-)a(us)
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ax(u,v) =

hi(u-)a(uy) — bis(u-)d(ui)dia(u-) (fl(u+) 3 f(u+)01(u+))
e(uJerluy)  efu)er(up)en(u) \ buy)  blus)aluy)
m(uelu)er () (du)dius) | N b

e(u)ex (uJaluy) (e(u_>e1<u+> Mo )> o) (B26)

3y0) = bis(u .g)d(u+) (f(( Jbiz(us) d12(u_)f(u+)a(u_)d13(u+))

(1,8 ,

e(u)eruy) \ ex(u)b(us)  ex(u)bloug)bra(u_)a(us)
Ml )e(us)a(u)diy(u) _ (du)dinu) N
T el Jen (uy ) bra(aalus) <e<u_>e1<u+>+M23( )> s(u,0)
e(uy)  d(u—)dia(ug) f(—u_)dis(us

)
ba(—u Jauy) 2D

c(u
" <e(u Jer(ug) T elus)e(uy) M“(“”M”(“))

e(u-)er(uy)

c(u)e(us) | d(u-)dia(uy) c1(uq)
! <€(U)el(u+) T e )er(uy) M12(“)+M13(u)) (B.28)

3 (u,v) = 513(U—)b1(u+)M13(u) n ha (u—)ha(uy) Mo (1) — b

G1o\U, e(u_)e;(uy) e(u_)er(uy) ;(3?5“)2?((5:)) [i)l((;:)) Miz(u)
* Sy (i ~ gt ) - ;fé W et
e e

- (ec(%_))ecl(&i)) * de((z_))ilf(m )M )+ Ml > bia(— b12 (29



M23 (U) +

arq (Ua U) =

biz(u—)bi (u+) hi(u-)hi(uy)  bis(u-)d(us) (dl(u+)
e(u_)er(u4) e(u)er(us)  e(u)er(uy)
dip(u-)g(us) d12(u—)f(u+)h(u+)) ~ ha(u)c
el((u_;b(uzr) | er(u-)b(us)a(uy) e(u—)e;
d(u_)da(us

(e + vatw)
o laur)g(uy) — f(ur)h(uy))

a(u+)biz(uy)

_|_

er(u_)b(u_)

a(—u_)er (uy)

by (u,v) = er(—u_)a(uy)

b (u, v) = (b13(u_)b1(u=) — fr(u—)hi(u_)) (br3(uy)bra(uy) — dis(uy)diz(uy))

biz(u—)b(u-) bia(u+)bi2(u+)

B(uv) = ar(u-) [ai(us) M

®
—
—~
IS
+
N—
—~
9
—~
IS
—+
~—
<
—~
IS
+
N—
I

o8

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)
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_ Mus) Mis(v) (B.36)

ch(u, U) — f(U+) . b(U+)f(U_) + (b(U+)h(U) o h(U+) Mm(U)) Mlg(U/) (B37)

Coa(u, v) = —ZIZ’EZI)) (B.38)

) == (G o)+ B ) ey ) B

o)== (Gt + L e ot + s+ LR e )
(B.40)

)= E )~ e o)

9 _e(uy)diz(u-) " d(ui)g(u-)  (diz(uy) " g(uy)d(u-) y
) = p et B T e ) <b12(u+>M23()+bu(U+>e(u))M””
(B.42)
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s elw)dil)  d(u)g(n) c(uy)d(u.)

o) = G ey M)+ 5 ey M) + 5 e

(), sl | du)elul)
(b12<u+)M13< )+ ey M)+ bu(une(u_)) Mia(v) (B-43)
! _ diz(uy)
dy(u,v) = oo (i) (B.44)
) [ (el — c(u)dip(ul) enfuy) )
i) = = ) Ll (us) = da(udn(a_) du(uy) 12| (B45)
2 _ (alus) fi(us) = flug)e(uy))
B0 ) = = atu)glus) = Flug)hluy)) (B.46)
2 _ (a(u) fi(us) = flug)e(uy)) u
B ) = gty = Fla)h(ay) 2™ (B.47)
o (e i) e () (sl )dw ) — g(u )e(u)
A v) = = gty = Fah(uy) T ) di ) = g(us)er(a )

« f(U+)€1(U+) (B48)
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Conforme mencionado no texto, as seguintes identidades devem ser satisfeitas

azy(u,v) =0 (B.49)
asy(u,v) =0 (B.50)

a3y (u,v) = 0. (B.51)
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