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Resumo

Estudamos se um sistema dependente do tempo é dinamicamente estavel ou
instavel, i.e., se o valor esperado de um observavel positivo e discreto é uma fungao
limitada do tempo ou nao. Inicialmente consideramos propriedades topologicas das
orbitas dos estados do sistema e como estas propriedades se relacionam com a esta-
bilidade dinamica. No caso de dependéncia temporal periédica apresentamos uma
férmula que permite decidir sobre a estabilidade conhecendo o comportamento dos
elementos de matriz do resolvente do operador de Floquet em relacao a uma de-
terminada base do espaco de Hilbert. Finalmente, apresentamos um exemplo de
operador de Floquet com espectro pontual puro e autofungoes decaindo exponenci-

almente cujo sistema é dinamicamente instavel.



Abstract

We study if a time-dependent system is either dynamically stable or uns-
table, i.e., if the expected value of a positive and discrete observable is a bounded
function of time or not. Initially we consider topological properties of the orbits
of the states of the system and how these properties are related to dynamical sta-
bility. In the case of periodic time dependence, we present a formula that allows
one to decide about stability from the behavior of the matrix elements of the resol-
vent associated with the Floquet operator. Finally, we give an example of Floquet
operator with purely point spectrum and exponentially decaying eigenfunctions and

dynamical instability.
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Capitulo 0

Introducao

A evolucao temporal dos estados de um sistema quantico com Hamiltoniana depen-

dente do tempo é determinada pela equacao de Schrodinger

Ay
“dt

(t) = H(t)y(1)

em que H(t) é uma familia de operadores auto-adjuntos em um espaco de Hilbert
separavel H e ¢(t) € HV t € IR. Sob condi¢oes adequadas em H (), como veremos
no Capitulo 1, existe uma solugdo do problema de valor inicial ¥ (s) = ¥: ¥(t) =

U(t, s)y. Os propagadores, ou operadores de evolugao temporal U(t, s) formam uma

familia fortemente continua de operadores unitarios satisfazendo
U(t,r)U(r,s) = U(t,s)

U(t,t) =13 (operador identidade)

para todo t,r, s.

Para estudar tais Hamiltonianas dependentes do tempo é comum conside-
rar um espago estendido K = L} (R, H,dt) = L*(R) @ H = fﬂ?H de forma que a
variavel t passe a ser incorporada como varidvel espacial, e estudam-se as proprie-

dades espectrais do operador auto-adjunto, formalmente dado por

d
K=—il v H@
i A
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agindo no espago de Hilbert estendido K. Tal operador é conhecido como operador

quase-energia (“quasienergy”em inglés). Obtém-se assim a equagao de Schrédinger

estendida
d
i— =K
do v
cuja solucio é (o) = e K ¢ como veremos no Capitulo 1, existe uma relacdo entre
e~ ¢ os propagadores U(t, s). O operador quase-energia K foi previamente defi-

nido para Hamiltonianas periédicas [34], [55], e entao adaptado para Hamiltonianas
H(t) = Ho+ V(t) com V(t) = V(0(t)), em que 0(t) é uma trajetéria de um sistema
dindmico invertivel tendo uma medida ergddica invariante [42].

Neste trabalho estudaremos modelos cujas Hamiltonianas sdo da forma
H(t) = Hy+ V(t) em que Hy é um operador auto-adjunto nao-limitado em H e com
espectro discreto, isto é, formado apenas por autovalores isolados de multiplicidade
finita. A principal questao a ser investigada é: se ¥y € dom Hy e 1(t) = U(t,0)1o

é solucao da equagao de Schrodinger, como se comportam em ¢ os valores

By, () = (4(t), Hoy(t))

By, (t) = ((t), H(t)(t)),

mais precisamente, Ego (1) e Ey,(t) sao fungoes limitadas de t? E se nao forem
limitadas como comportam-se quando ¢t — 0co? O fato do valor esperado da energia
Ez%o (t) ser uma fungao nao-limitada de t corresponde a uma absorcao ilimitada de
energia pelo sistema nao-perturbado sob a perturbagao V (t).

Motivado nesses modelos cuja Hamiltoniana pode ser posta da forma H (t) =
Hy + V(t) é sugerido analisar o comportamento de uma “energia abstrata’ou “ob-
servavel” que representaremos por um operador auto-adjunto, positivo, nao-limitado
e com espectro discreto A : dom A C H — H, Apyn = Ap@n, 0 < Ay < A\py1. Por
simplicidade evitaremos algumas questoes de dominio assumindo que se ¥ € dom A,

entdao U(t,0)yy € dom A V t > 0, logo E{;l(t) = (U(t,0), AU(t,0))) é finito
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para qualquer ¢ > 0 fixado. Assim, no decorrer deste trabalho diremos que o sis-
tema é A-dinamicamente estdvel quando E;Z‘(t) for uma fungéo limitada de t, e A-
dinamicamente instavel caso contrario. Em geral usaremos apenas dinamicamente
estavel /instavel. E quando o espectro do operador quase-energia K for pontual puro,
diremos que o sistema é espectralmente estavel, sendo espectralmente instavel caso
contrario.

Se a Hamiltoniana H (t) é periédica no tempo com periodo T', ou seja, H(t+

T) = H(t) para todo t € IR, entdo os propagadores tém as seguintes propriedades
Ut+T,s+T)=U(t,s) Vt,seR

Ult+nT,s)=Ul(t,s)[U(s+T,s)|" Vt,seR, VneZZ.

Assim é suficiente conhecer U(t, s) por um periodo t € [s, s+T], para qualquer s. Em
particular Up(s) = U(s+ T, s) é chamado de operador de Floquet em s ou operador
de monodromia. Sabe-se que Ur(s1) e Up(s2) para quaisquer si, s2 € IR fixados séo
unitariamente equivalentes e portanto geralmente trabalha-se com o operador de
Floquet Urp = Up(0) = U(T,0). Outra propriedade interessante dos propagadores

no caso periédico é que eles podem ser escritos da seguinte forma
U(t,0) = P(t)e™ G

em que G é um operador auto-adjunto e P(t) sdo operadores unitérios fortemente
continuos, T periédicos e satisfazem P(0) = P(nT) =1d ¥ n € Z.

E conhecido que e K ¢ unitariamente equivalente d Id @ U(T,0) (Teo-
rema 1.6). Assim, muitas vezes é equivalente estudar as propriedades espectrais de
K ou Up, e escolhe-se o mais apropriado em cada caso para decidir sobre a estabili-
dade ou instabilidade espectral. Para Hamiltonianas diferenciaveis, as propriedades
espectrais sao geralmente obtidas através do estudo do operador quase-energia K.

No caso em que a Hamiltoniana é singular, entre outros, quando ela corresponde

a um sistema kicked, freqiientemente trabalha-se diretamente com o operador de
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Floquet, por ter-se uma expressao explicita. Em ambas as situagoes, estamos tipi-
camente confrontados com o problema em que um operador pontual puro, algumas
vezes com espectro denso num intervalo, é perturbado ou pela adicdo de um opera-
dor auto-adjunto no primeiro caso, ou por uma perturbacao unitdria multiplicativa
no segundo caso. Veja entre outros ([4], [26], [25], [31], [22], [33], [48], [38],[14])
para o caso diferencidvel e ([13], [20], [7], [8], [9]) para o caso kicked. No caso di-
ferenciavel, quando um operador auto-adjunto com espectro pontual puro denso é
perturbado pela adicao de um operador auto-adjunto, geralmente é empregado um
método, conhecido como método KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), para encontrar
condicoes em que K tem espectro pontual puro. Tal método consiste em aplicar a
K = Ky+V, Ky o operador com espectro pontual puro e denso e V' a perturbagao,

uma seqiiéncia infinita de transformacgoes unitarias de forma que no s-ésimo passo
s—1
Ko+V ~Ky+Gs+V, comV,=0(V|*,)

isto é, Ko+ V é unitariamente equivalente a uma parte diagonal Ko+ G, na base de
autovetores de K, mais uma parte nao-diagonal Vi que é exponencialmente pequena
na variavel s desde que ||V||, seja suficientemente pequena.

Ainda no caso periédico, quanto a estabilidade ou instabilidade dinamica
basta considerar o comportamento para t = m1, m € Z, ou seja, precisamos estudar

o comportamento em m da seguinte grandeza
(U(mT,0)¢p, AU(mT, 0)¢) = (Ug't, AUF")

para 1 € dom A, A uma energia abstrata como acima. E uma conseqiiéncia do
Teorema RAGE (Ruelle-Amrein-Georgescu-Enss) (veja Teorema 2.3) que estabili-
dade dindmica para algum A implica estabilidade espectral, pois no Capitulo 2
¢ mostrado (o resultado conhecido) que se o espectro do operador de Floquet é
continuo entao o valor esperado da energia cresce no tempo para qualquer estado
inicial. J4 a implicacao oposta nao é verdadeira como mostra o exemplo, no caso

automomo, em [19] e nosso exemplo descrito no Capitulo 4, no caso nao-auténomo.
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Em [19] é mostrado que o operador auto-adjunto Hy x : [*(ZT) — I>(Z7), sendo

Zt={neZ:n>0}e{e,}>, abase canonica de [*(Z"), dado por
(Hpapu)(n) =u(n+1)+u(n —1) 4+ Vg ar(n)u(n) (1)

com uma condi¢ao de fronteira de Dirichlet em n = —1, e em que Vo (1) é um

potencial real em Z* dado por
Vo,ax(n) = 3cos(man + 6) + Aono (2)

satisfaz:

a) Para cada « irracional tem-se que para q.t.p. 8 € [0,27) e A € IR,

que p q.t.p

Hg o » tem um conjunto completo de autofuncoes normalizadas e cada autofuncao
decai exponencialmente;

(b) Pode-se construir um « irracional de modo que para todo 6 € [0,27) e
Ae[0,1]

e_itH@’a”\eo, X2€_itH9’o">‘€0>

li =
P F(t) >

em que F(t) = % e X2 :12(Z") — I2(Z") é o momento de ordem 2 dado por
X2 =% ez n?len, Yen.
Neste caso estamos considerando H(t) = Hp,x V t, assim U(t,0) = e #Hoan,
Logo para um « irracional adequadamente construido, q.t.p. 6 € [0,27) e q.t.p. A €
[0, 1] tem-se um sistema que é espectralmente estdvel mas que nao é dinamicamente
estavel.

A estabilidade dinamica de um sistema dependente do tempo foi estudada
por exemplo nas referéncias [28], [11], [21], [49], [41], [18], [3], [1], [23], [30], [46],
[29] e [2]. Em [1] é provado que a aplicabilidade do método KAM fornece um

limite uniforme no crescimento da energia para Hamiltonianas como em [26], mais

precisamente

Teorema 0.1 Sejam g, T = %’r >0,V :R — B(H) uma fungio C* de periodo

T, em que B(H) denota o conjunto dos operadores limitados em H. Considere
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Hy = >, E,P, com % > cte > 0 para algum o > 0. FEntdo vale para o

propagador U(t,0) de H(t) = Ho+ gV (t), ¥ € Q(Hp) (= dominio de forma de Hy):

|<U(t7 0)1% HOU(t> 0)¢>| < cte

[(U(t,0)¢, HU(t,0))]| < cte

desde que g seja suficientemente pequeno e w € Qs C [w_,wy]| C (0,00), o conjunto

construido pelo método KAM com medida de Lebesgue |[w—,w;]\ Qu| = O(\/9).

A mesma técnica se aplica para Hamiltonianas como em [25]. Veja [27].

Para Hamiltonianas da forma H(t) = Ho + V(¢) com V(¢) limitado e di-
ferencidvel (nao-necessariamente periédico) e Hy operador auto-adjunto positivo
com o(Ho) = J;2, 0j (ndo necessariamente discreto), denote A; = dist(0j+1,0;) e

dj = Supj ueq, |A — pl, limites superiores do tipo
<U<t7 O>wa H(t)U(t7 O)¢> < cte t%

1

foram obtidos em [49] se ¥ € Q(Hy) = dom H,
cj* <A; < 0% c,a>0, C < oo,

dj < dj”

e V. € C" uniformemente em IR, com n > [1;—0?‘] +1en < oo, isto é,
max;_1,_._n Supserg ||(3)!V(#)|| < oo, e [-] denota a parte inteira do nimero real. A
demonstracao é baseada em técnicas adiabaticas nao permitidas para dependéncias
temporais nao-diferencidveis e portanto nao se aplica a sistemas kicked.

Em [41] s@o obtidas estimativas superiores complementares aquela de Nen-
ciu [49] descrita acima para H(t) = Ho + V(t), pois nao se impoem condigdes de
diferenciabilidade a perturbacdo V e nao se restringem os tamanhos dos gaps no
espectro de Hy, contudo pede-se que V seja “pequena’. Mais precisamente, sob as

hipéteses
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H1- O'(Ho) = U;)il oj, com g; C [)\j,Aj], Aj < )\j+1, lim]’_)OO )\j = 0 €
sup; i\\—; < 00. Denote por P; o projetor espectral associado a o; relativo a Hy.
H2- A aplicagao t — V() é fortemente C! e existem 0 < a(t) < oo, V t,

0 < b < 1 de forma que para £ € dom Hy

IV ()Nl < bl[Hog |l + a(t)[I€]]

e sejam

Vi) = i PV)P; e Vo) =V(t) - V).
j=1

H3- Vale uma das alternativas:
(i) Existe ¢ > § com t — >, M||PVe(t)|| € Li, (R).
loc

(i) Existe ¢ > 3 com ¢ — > )\jz.qHPjVO(t)H2 € Ll _(R).

Tem-se que, definindo para T € B(H) ep >1

00 1
1Tl = (3 XIBTI),
j=1

1
se H1, H2 e H3(i) valem e £ € dom H entao

=

(U (¢, 0)€. HoU (1, 0)€) < cte ( /0 V()1 mgds )

1
e se H1, H2 e H3(ii) valem e £ € dom H entao

Q=

(U (1.0)¢. HolU (1,0)€) < cte (1 /0 VI3 gls) "

Como prosseguimento desse trabalho de Joye tem-se [3] no qual um resul-
tado similar é demonstrado.

Os trabalhos [49], [41] e [3] citados acima ndo fornecem estimativas in-
feriores. Poderemos talvez esperar obter estimativas inferiores no caso periédico,
com H(t) = Ho+ V(t) e Hy com espectro discreto Hop; = Njp;, j = 1,2,...,
0 <A <A2<...e)j — oo, da teoria abstrata iniciada em [30] e melhorada em

([12], [46], [29], [2]). Escrevendo

Up = / e E)
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para a decomposigao espectral de Uy, o resultado principal em [30] afirma o seguinte:
Se a medida espectral d{¢, E\{) = dug(x) satisfaz V @ € SY, pe(z — €, 2 +€) < cte €

para 0 < € suficientemente pequeno entao
(Mg g)(T) > cte Njue YV e>0 (3)

em que (M 4)(T) é a média de Cesaro

T
1 . "
(Me)(T) = = Y (Ue, HIUPE).
T
m=0
No caso A\; = j teremos
(Mg g)(T) > cte T(a—€)q n

Em [46] é mostrado que (3) e (4) valem com € = 0 se p¢ é a—continua, isto

é, ne(E) = 0 para qualquer boreliano £ com

h*(E) =1 inf L1 =0
( ) (%E)l&fcobel}trlllras de EZ| ]|

em que uma familia {I;}32; de intervalos abertos em IR é uma d—cobertura de
ECRseECl;lje|lj| <d Vj. Sabe-se que para cada E existe um tnico a(E),

chamado dimensao de Hausdorff de E e denotado «(F) = dimp(FE), de forma que

ho(E) = oo se a<alF)

0 se a>a(F)

Finalmente em [2] mostra-se que dado € > 0, existe uma constante C'(¢) de
modo que

(Me,)(T) = Ce)A]

T(dimH b —e€)

em que 0 < dimg pe < 1 denota a dimensao de Hausdorff de p, definida por

dimp pie = pie — supess,eid,, ()

sendo

_ e Inpe(r —e x4 €)
dy, (x) = lu?lénf e .
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O problema com tais limites inferiores é que a informacao na medida espectral
é dificil de checar; nao conhecemos nenhum modelo com dependéncia temporal
periddica em que isso tenha sido feito, a nao ser numericamente ou para os casos
triviais em que dimpg pe = 0 ou dimpg pe = 1.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 revisaremos alguns resultados preliminares sobre a existéncia
da dinamica, o formalismo de Howland para Hamiltonianas dependentes do tempo
e a versao proposta por Jauslin-Lebowitz, em particular o caso quaseperiédico (um
numero finito de freqiiéncias) para o qual existe uma generalizacao natural do ope-
rador de Floquet cujo espectro também esta em correspondéncia com o espectro do
operador quase-energia.

No Capitulo 2 trataremos de resultados topoldgicos na dinamica das érbitas
&(t) = U(t,0)&, faremos uma coletanea de resultados obtidos neste sentido em [28],
[21], [23] e [42] e daremos alguns resultados novos complementares, em particular,
mostraremos que no caso periddico uma érbita é peneperiddica se, e somente se, for
precompacta, e daremos um exemplo, no caso quasiperiédico, de 6rbita precompacta
que nao é peneperiédica (“almost periodic”em inglés). Também no Capitulo 2,
Secao 2.4, apresentamos resultados que garantem estabilidade dindmica no caso de
estabilidade espectral.

No Capitulo 3 trabalharemos com Hamiltonianas da forma H(t) = Hp +
V(t), periédicas no tempo e com Hj auto-adjunto, positivo, nao-limitado e com
espectro discreto. Introduziremos uma férmula (Teorema 3.1) para a média temporal
a la Laplace de (Up'¢, HoUF'E) no tempo T', em termos dos autovalores de Hy e da

YT " de modo que obtemos

funcao de Green associada a Ur no circunferéncia de raio e
resultados em estabilidade através do comportamento de tais fungdes de Green. O
restante do capitulo é dedicado a aplicacoes de tal resultado.

No Capitulo 4 daremos o primeiro exemplo de um operador de Floquet

que tem espectro pontual puro mas o valor esperado da energia nao é limitado
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(Teorema 4.2). Consideramos uma escolha particular na familia de operadores de
Floquet estudados em [10]; tais operadores descrevem a dinamica quantica de certos
modelos fisicos interessantes (veja [5, 10]), e apresentam uma estrutura pentadia-
gonal com respeito a uma base ortogonal {¢y} de [?(IN) ou I>(Z). A construcio do
nosso operador de Floquet é uma fusao dos operadores estudados em [10], agora sob
adequadas perturbagoes de posto um, e os argumentos apresentados em [19] para
o modelo (1)-(2). Para valores adequados dos parametros conseguimos as seguintes

propriedades:

1. Os operadores unitdrios resultantes Uy(3,6)" (depois de uma perturbacao de
posto um; veja Eq. (4.7)) ainda pertence a familia de operadores de Floquet

considerada em [10].

2. Ux(B,0)" tem espectro pontual puro com autofungoes decaindo exponencial-

mente.

3. A evolugao temporal pelo operador de Floquet Uy(3,6)" na condigao inicial

1 apresenta instabilidade dinamica.

Ux(8,0)" é obtido como uma perturbagao de posto um da classe de opera-
dores peneperiédicos estudados na Sec¢ao 7 de [10]. Para conseguir espectro pontual
puro, utilizamos um argumento de [32] usado para demonstrar localizacao para ope-
radores unitarios aleatérios, tal argumento combina a teoria de perturbagoes de
posto um e positividade dos expoentes de Lyapunov com autofuncoes generaliza-
das polinomialmente limitadas. Para demonstrar instabilidade dinamica, embora
adaptamos idéias de [19], destacamos que alguns resultados (Lema 4.6, Lema 4.7)

necessitam de uma demonstracao nao-trivial e completamente diferente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre a existéncia da dinamica, a
formulacao proposta por Howland-Yajima para estudar Hamiltonianas dependentes

do tempo e também a formulagao proposta por Jauslin-Lebowitz.

1.1 Existéncia da Dinamica

Comegaremos com a defini¢ao de propagador unitario.

Definigao 1.1 (a) Um propagador fortemente continuo sobre o espaco de Hilbert
H é uma familia de operadores U(t,s), (t,s) € IR?, satisfazendo

(i) U(t,s) : H — H sao invertiveis para cada t,s;

(1) U(t,t) =1Id VtelR;

(ii) U(t,r)U(r,s) =U(t,s) Vit,rs;

(i) Para cada & € H a aplicacio R? > t,s — U(t,s)€ ¢ continua.

(b) Uma tal familia é um propagador unitdirio se além de (a) satisfaz U(t,s) €

unitdrio para todo t, s.

Note que de (iii) segue que U (t,s) ! = U(s,t). Também U(t,s) = U(t,0)U(0, s) =
U(t,0)U(s,0)7L.
O seguinte resultado (Teorema X.70 em [50]) contém condicoes suficientes

convenientes na Hamiltoniana H(t) para a existéncia dos propagadores unitérios
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Ult,s).

Teorema 1.1 Considere a aplicagio H(t) que a cada t € IR associa um operador
auto-adjunto H(t)de modo que
(a) O dominio D de H(t), denso em H, é independente de t.
(b) A fungdo
tys—= (t—8) i+ H®) i+ H(s)) ' —14]
estende-se a wma funcdo fortemente continua em IR2.

Entao existe um inico propagador unitdrio U(t,s) de forma que U(t,s)D C D e
d
Z%U(tv S)dj = H(t)U(t7 3)111

para toda 1y € D.

O teorema acima se aplica quando H(t) = H para todo t e neste caso

tem-se que U(t,s) = e "(t=9)H

Observagoes. 1. Se para cada s existe uma tnica solucao U(t, s) de

GU(Ls) = —iHOU(s) (L1)
U(S,S) — Id

entao para cada r tem-se U(t,r)U(r,s) = U(t,s). De fato, se
V(t) = U(tv T)U(T7 8) - U(ta S)
entao para £ € dom H(s)

LWVWEP = (HOU U )E +iHOU(L ) V(E) +
(V(),, —iH @)U (t,r)U(r,s) +iH (U (t, s)E)

= (SIHOVBE V(B)E) + (Ve —iH(OV()E) = 0

e como V(r) = U(r,r)U(r,s) — U(r,s) = 0 tem-se que V() = 0 V ¢ e o resultado

segue.
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2. Se para cada s existe uma tnica solugdo de (1.1) e H(t) é auto-adjunto para cada

t entdo U(t, s) sao unitarios. De fato, para { € dom H (s)

PO = iU s UL )€)

= (H®U(t,5)& U(t,5)8) + (UL, )¢ H(H)U(t, 5)§) =0

como ||U(s,s)&|| = [[£]| segue que ||U(t,s)¢|| = ||£]| V t. Assim para cada £ €
dom H(s) denso em H tem-se que ||U(t, s)&|| = ||€]| e como os U(t, s) sao invertiveis
o resultado segue.

3. Se para cada s existe uma unica solucao de (1.1) e H(t +T) = H(t) entao
Ut+T,s+T)="U(ts) Vt,s. Defato,se V(t)=U(t+T,s+T)—U(t,s) entao
para & € dom H(s)

d 9
SV el =0

ecomo V(s)=U(s+T,s+T)—Uf(s,s) =0 tem-se que V(t) = 0 V t e o resultado
segue.

Resultados mais gerais de existéncia e unicidade de propagadores unitarios
para a equacao de Schrodinger correspondendo a uma Hamiltoniana H(t) podem
ser encontrados, entre outros, em [43], [44], [36], [37], [24] e [51]. Uma das condigoes
que é enfraquecida é que o dominio de H(t) nao precisa ser constante. O seguinte
exemplo mostra que a solugao pode existir mesmo que domH (¢) N domH (s) = {0}

para t # s.

Exemplo 1.1 Sejam D = —it em L*(R), com dom D = {¢p € L*(R) : 3 g €
L(R) tal que [ %2de = — [ gpdr ¥ ¢ € CP(R)} = HY(IR) denso em L*(IR),

q € L*(IR) com q(x) real e sem derivada em qualquer ponto. Considere
H(t) — eiq(x)tDefiq(x)t

com dom H(t) = {@t)(x) : 1) € dom D} denso em L*(R), entdo H(t) é auto-

adjunto para qualquer t.
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Agora se t # s entdo dom H(t) N dom H(s) = {0}. De fato, se ¢ €
dom H(t) Ndom H(s) entio ¢(x) = e4®t)(z) = ' 1@3p(z) para 1), p € dom D,
logo ¥(x) = e_iQ(‘”)teiq(x)sgp(:L") € dom D e portanto ¢ sé pode ser nula pois q nao
tem derivada em qualquer ponto e o resultado seque.

Contudo para ¢ € dom H(s), s firado, a equacao de Schréodinger

et = Htw()
W(s) = @

possui uma solugao

Y(t) = 4@t U D+a(@)(t=5) o —ia(z)s 4

U(t,s)

pois para v € dom H(s) tem-se

%U(t,s)w = ig(z)eit@t (Do) (t=s) —ia(x)s

+e 9@ —3) (D + q(z))e P Ha@)(t=s) —ia@)sy,
= —jl1@)t pe=ilD+a(@)(t=s) o —ia(x)sy,
= '@t pe—ial@)t gia(@)t =i (Dta(@))(t=5) g —ia(@)sy,

= —iHOU(, s)

e U(t,s) € propagador unitdrio.

1.2 Integral Direta e Aplicacoes Peneperiodicas

As demonstracoes dos resultados enunciados nessa secdo podem ser encontradas em
[47] e [50], no caso de integral direta, e em [15] para aplicagoes peneperiédicas.

Sejam (€2, A, 1) um espago de medida e H um espago de Hilbert separavel.
Seja a aplicagao

A3w— ¢, eH

denotaremos & = {&,}weq = {€(w)}wen. Dizemos que £ é mensuravel se para todo
n € 'H a fungao

Q3w (n,8)
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¢ mensuravel.

Disto segue que para £ = {&,} e n = {n,} mensurédveis o produto interno

Qo>w— <€wa77w> = Z<§w7€k><ek7n¢d>

k

em que {ex} é uma base ortonormal de H, é mensuravel. Defina {41 = {&,+1w }wen

e para a € C, aé = {a, }w-
Definicao 1.2 O espago vetorial dos & = {&,}weq acima em que

/ 1€l Pdu(w) < oo,
Q

com produto interno (§,m) = [(EwsMw)dp(w) € um espago de Hilbert chamado de

integral direta ou soma direta continua de 'H relativamente a (Q, A, u), e denotado

por [ Hdu(w).

Um exemplo simples é L(IR) = fﬂeg Cdt.
Se {e¥} é base ortonormal de H, entdo cada vetor £ = {£, }ueq corresponde

exatamente ao conjunto das seqiiéncias numéricas
_ ok
ag (w) - <6 7€w>

e |17 = Xy Jo lar(w)[Pdp(w) < co.
Denotaremos Z = fés Hdu(w). Se ¢ : Q — Ce L (), define-se o operador

de multiplicacao My, : T — T por

Mp&)w = (W) w e

e verifica-se que
[Mo]| = supess [¢(w)] = ||9|o

e C denotara o conjunto desses operadores de multiplicagao.

Defini¢ao 1.3 Um operador limitado T em T = féa Hdu(w) € dito ser fibrado se

existe uma fungdo T'(-) de Q em B(H) de forma que para todo § € T

(T€)w = T(w)Ew-
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Escreveremos T = fgﬁ T(w)dp(w) = {T(w)}weq. Diremos que T'(-) é mensurdvel
se para todas o, € H a aplicagio w — (o, T(w)) € mensurdrel. Tem-se que

||| = supess || T'(w)]|-
Valem os seguintes resultados

Teorema 1.2 Um operador limitado T : T — I € fibrado se, e somente se, T

comuta com todo operador em C.

Proposicao 1.1 Seja T fibrado. Entdo:

(a) T € invertivel se, e somente se, T(w) € invertivel para w p—q.t.p. e
supess | T(w) 71| < oo.

(b) T € unitdrio se, e somente se, T'(w) € unitdrio p—q.t.p.

(c) No caso @ = IR e p = | (medida de Lebesgue), para o € R denote por T, o

operador em flg Hdt dado por

(TUé.)t = gt—o-

Entao T € constante se, e somente se, T" comuta com T, ¥V o € IR.

Defini¢ao 1.4 Uma funcao T(-) de um espago de medida (2, A, 1) no espago dos
operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert H (ndo necessariamente limita-
dos) é dita mensurdvel se a funcio (T(-)+1i)~! é mensurdvel. Dada uma tal fungdo,

definimos um operador T em T = féa Hdp com

dom T = {€ €T :6, € dom T(w) p— g1p. e /Q IT@)eulfidu() < oo}

por
(T€)w = T(w)&e-

Escreve-se T = [ T(w)dp(w) = {T(w) }wea-

As propriedades de tais operadores sao resumidas por:
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Teorema 1.3 Seja T = féB T(w)dpu(w) em que T(-) é mensurdvel e T'(w) € auto-
adjunto para cada w. Entao:

(a) O operador T € auto-adjunto.

(b) Um operador auto-adjunto T em I tem a forma féB T(w)du(w) se, e somente se,
(T +i)~t é um operador fibrado.

(¢) Para qualquer func¢dao de Borel limitada F' em IR

(&)
F(T) = [ PT@)du(e).

Q

(d) A € o(T) se, e somente se, ¥V e >0
pfw:o(TW) N(A—eA+e) #0}) > 0.
(e) X € um autovalor de T se, e somente se,
w({w : A € um autovalor deT'(w)}) > 0.

(f) Se cada T(w) tem espectro absolutamente continuo puro entdo T também tem

espectro absolutamente continuo puro.

A parte (f) do teorema acima diz que uma condigao suficiente para T =
féB T(w)dp(w) ter espectro absolutamente continuo puro é que cada T'(w) tenha
espectro absolutamente continuo puro. Mas essa condi¢do nao é necessaria. Na
verdade, T' pode ter espectro absolutamente continuo puro e cada T'(w) ter espectro

discreto. O seguinte exemplo ilustra este fendomeno.

Exemplo 1.2 Sejam Q = [0,1] com medida de Lebesque, H um espaco de Hilbert
separdvel de dimensao infinita e T = f[ga,l] T(t)dt com cada T(t) auto-adjunto. Su-
ponha que {1, (.)}°%; sdo funcdes de [0,1] em H de classe C1, e {\,(.)}2; sdo
funcées de [0,1] em € de classe C! tais que:

(i) Lo (t) > 0V n,t.

(11) T'(t)hn(t) = A (£)n(t) para todo t € [0,1]; n=1,2,....

(111) Para cada t, o conjunto {1{n(t)}>2, € uma base ortonormal para 'H.

Entao T tem espectro absolutamente continuo puro.



28

Demonstragao: Para cada n defina

Lo ={¢ €T : &= fyn; f € L*([0,1])}.

Entao os Z,, sao subspagcos fechados que sao mutuamente ortogonais e Z = @7,

pois cada £ € 7 tem uma expansao

[e.9]

& =Y (n(t), &) tn (D).

n=1
Além disso, Z,, € dom T com T'(Z,,) C Z,,. Considere a aplicagao unitaria U, : Z,, —

L?([0,1]), dada por U,(fvn) = f. Entdo T, = UnT‘InUn_l é dado por

(Tnf)e = An() (1)

Basta mostrar que cada T,, tem espectro absolutamente continuo puro. Defina W :
L*([0,1]) — L*([An(0), An(1)]) por

W) = (SX:10) 70 1)

entao

(WTW1g)(t) = tg(t).

Assim T, é unitariamente equivalente & M; e o resultado segue. [ |

Definigao 1.5 Seja B um espaco de Banach. Uma funcao continua f : R — B
é peneperiddica se, para cada € > 0 existe um nimero l(€) > 0 de forma que cada
intervalo na reta real de comprimento l(€) contém um nimero T com a propriedade
que

[ft+7)=f@O)l <e t € R.
Sao validas, entre outras, as seguintes propriedades:

Teorema 1.4 (a) Toda fun¢do peneperiddica € limitada.
(b) Toda fungdao peneperiddica € uniformemente continua.

(c) Se f: IR — B € peneperiddica entao \f, em que A é um nimero complexo, e
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a fungao transladada f, : IR — B dada por fn(t) = f(t + h) sdo peneperiddicas. A
fungdo t — || f(t)|| também é peneperiddica.

(d) Se fn € uma seqiiéncia de fungdes peneperiddicas com valores em B, e se
lim f,,(t) = f(t)
n—oo

uniformemente em IR no sentido da convergéncia na norma, entdo f € peneperio-
dica.

(e) Se f: IR — B € peneperiddica entao {f(t) : t € R} € precompacto em B.

(f) A soma de duas funcoes peneperiddicas é peneperiddica.

(9) Uma funcio T : R — B, cujos valores sao dados por T(t) = > }_; cre™t em
que A\, € R e ¢, € B, € um polinémio trigonométrico (ou aplica¢iao quaseperiodica).
Uma funcdo f : IR — B de modo que para todo € > 0 existe um polinémio trigo-

nomeétrico T, de forma que
1f(t) = T@)[ <, teR

€ peneperiodica.

(h) Se [ : IR — B € peneperiddica e f' (a derivada de f) € uniformemente continua
entdo f' € peneperiddica.

(i) Se f: IR — B € continua e para todo t satisfaz f(t +T) = e **f(t) para algum
0<T <ooeaelR entao f é peneperiddica.

(j) f: R — C € peneperiddica se, e somente se, Re f(t) e Im f(t) sao peneperiddi-
cas.

(k) Se f,g: IR — C sdo peneperiodicas entao f(x)g(x) € peneperiddica. Além disso
se f: IR — C € peneperiddica e a é um nimero real entao f(ax) é peneperiddica.
(1) Se f: IR — C" € peneperiodica, f(x) = (fi(x),..., fu(x)), entao fj(x) é pene-

periodica 1 < j < n.

Funcoes f : IR — B que sao peneperiédicas mas que nao sao quaseperiodicas

podem ser obtidas considerando aplicacdes da forma f(t) = > 70 | cxe !, tomando
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os coeficientes ¢; de forma adequada para garantir convergéncia uniforme em IR no

sentido da convergéncia na norma de B, e os A;’s racionalmente independentes.

1.3 Formalismo de Howland

Nesta segao descreveremos um método devido a Howland e Yajima ([35], [34], [55])
tornando problemas dependentes do tempo em problemas independentes do tempo.
As equagbes de Hamilton para um sistema com fungdo Hamiltoniana
H(p1,. . sPnsqis - qn, t) s80

dt  Op;’ dt  0g’

1=1,...,n.

Se H depende em t, a energia nao é conservada para um tal sistema, mas pode-se
montar um sistema correspondente que conserva energia introduzindo ¢ como uma

coordenada e a energia F como seu momento conjugado. A nova Hamiltoniana é
K(p,q,t, E) = E+ H(p;q;t)

portanto se denotarmos por ¢ o novo parametro “temporal”, as equagoes de Hamil-

ton correspondentes sao

dg; _OH  dp_oH .
da_api’ da_aqz‘7 S
a _OoK ., _dE_0H
do  OE do Ot

Note que t = o + cte e, assim, essas duas formulacoes sao equivalentes.
Pode-se reformular o problema em Mecanica Quantica similarmente. Seja
H(t) uma familia de operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert H e seja

K= L*(IR,H,dt) = f§ ‘Hdt. Definindo K em K por

(K)(t) =~ F(1) + H(1) 70

existiria (de acordo com a analogia cldssica) uma correspondéncia entre as solugoes

de

d

%90(0) = —iKp(o)
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em K e as solucoes do problema dependente do tempo

%%(t) = —iH()ps(t)  ps(s) =

em H. Os detalhes técnicos sdo:

Proposicao 1.2 Dado um propagador fortemente continuo e limitado U(t,s) sobre

H, tem-se que W, : K — K dado por,

(Waf)t = U(t7 l— U)f(t - U)

€ um grupo fortemente continuo a um parametro o. Se K € o operador auto-adjunto
—iKo

gerador infinitesimal de Wy, entdo escreve-se W, = e

Por exemplo, se U(t,s) = Id V t,s entdao (W, f) = Idf(t — o) = (T f)s €

d

portanto e 5% = T, ¢ é conhecido que K = —ig
oK 5
sobre KC € um grupo

Defini¢ao 1.6 Um grupo limitado fortemente continuo e~
de evolugcdo limitado se, para cada o, e_i”KTj € um operador fibrado e limitado.

Note que pelo Teorema 1.2 esse operador é fibrado se, e somente se,

e_iUKT:qu = M¢€_iaKT:

para toda ¢ € L*°(IR). Isto é equivalente a

M(z)a = T0M¢T; = 6_iUKM¢€i0K

sendo ¢4 (t) = ¢(t — o).
Dado o propagador U (t, s) fortemente continuo nota-se pela Proposicao 1.2

que
(7 f)e =Ult,t — o) f(t - o)

o qual é um grupo de evolucao limitado, pois

e Ko = [U(t,t — o)}
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Além disso

(™73 = U(t,t—o)f(t) =U(t,0)U(0,t—0)f(1)

= U(t,0)T,U(0,t)f(t + o) = U(t,0)T,U(t,0) T f(¢)

e assim e K = YT, U~ em que U é o operador fibrado U = {U(t,0)};. Portanto
tal grupo de evolugao é similar a T, e o operador que faz a similaridade é fibrado.

O proximo teorema afirma que isso permanece verdadeiro em geral.

Teorema 1.5 Um grupo limitado fortemente continuo e % em IC é um grupo de
evolugdo limitado se, e somente se, existe um operador fibrado U = {U(t) hiem de
forma que

e K =uT,u".

Além disso, se e 9K ¢ unitdrio, entio U pode ser escolhido unitdrio.

Observacdo. Se no Teorema 1.5 U e U, sdo tais que UT,U ! = e K = UlTO—L{l—l
entdo ToU U = U U T, logo pela Proposigao 1.1(c) U Uy é um operador fibrado
constante. Portanto, U(t) = U;(t)B em que B é invertivel. Isso significa que o
propagador U(t,s) = U(t)U(s)~! é unicamente determinado e portanto existe uma
correspondéncia bijetiva entre propagadores e grupos de evolucao.

No caso H(t + 7) = H(t) sabemos que os propagadores satisfazem U (¢ +

7,8+ 1) =U(t,s) para todo t,s € R e entdo Vn € Z
U(t+nt,s)=U(t,s)[U(s+T,s)]"

e o operador Up(s) = U(s+ 7, s) é chamado de operador de Floquet em s ou opera-
dor de monodromia. Como Ur(t) =U(t+7,t) =U(t+7,s+71)U(s+1,5)U(s,t) =
Ul(t,s)Ur(s)U(t,s)"! segue que Up(t) e Up(s) sdo unitariamente equivalentes e tra-
balhamos com o operador de Floquet como sendo Ur = Ur(0) = U(T,0).

Suponha que K f = Af, como (e~5g)(t) = U(t,t — 0)g(t — o) entdo

e"AF(t) =U(t,t — o) f(t — o)
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logo

ft)=e™U(t,t—o)ft—0) VoelR

denotando t — o = s
F(t) = XU (L, ) f(s)

e como U(+,-) é fortemente continuo conclui-se
Lema 1.1 Se Kf = \f em K, entdo a aplicacio R >t — f(t) € H é continua.

Lema 1.2 No caso de sistemas com periodo T, valem:
(a) Se Kf = \f entio Up(s)f(s) = e f(s), Vs € R.
(b) Se Up(s)és = e™Es, & € H Y s, entdo a fungdo fe(t) = eM3U(L, 5)¢s €

dom K e ng = )\fg.

Denote por W = f[gaT] U(t,0)dt o operador unitério fibrado em K = f[?ﬂ Hdt

eB= fﬁﬂ Updt = Id® Up = f[gir} U(r,0)dt, tem-se que

Teorema 1.6 W (Id@Up)W* = e K7 oy seja, IdRUr e e 57 sdo unitariamente

equivalentes.

Demonstracao: Seja {£;} base ortonormal de H e considere a base ortonormal

1 2mint

de K {up ;} dada por (uy;)(t) = Wefgj. Tem-se que

(W(Id@ Up)Wup;)(t) = U(t,0)((Id @ Up)W*up ;)(t)
= U(t,0)0Up(W"up;)(t)
= U(t,0)U(1,0)U(t,0) tuy, ;(t)

1 2mint

= —e 7 U(t—i-T?T)U(T?O)U(O?t)g]'

1 2mint ]_ 2mint

= —e » Ult+1t)=—=e = U(t,t—1)E
e por outro lado

(€ un ) () = Ut = Thunj(t = 7) = Zze = Ut t =7
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e assim
W(Id® Up)W*uy; =e Eu,;  Vn,j

e portanto W (Id @ Up)W* = e K7, [ |

1.4 Formulacao de Jauslin-Lebowitz

Seja g¢ : 2 — ) um sistema dindmico, em que €2 é métrico compacto, possui uma
medida ergddica invariante p € gi4s = gt © gs, gt_l =g, Vt,s€R.

Considera-se para 6 € () a Hamiltoniana

Hy(t) = H(g+(0)) = Ho + V(g:(9))
ng(g) (t) = H@(t + T’).
Supondo a existéncia do propagador Uy(t, s) tem-se
Ug,0)(t,8) = Up(t + 1,5+ 7).

O préoximo passo é seguir as idéias de Howland-Yajima e construir um
sistema autoénomo. Contudo aqui toma-se como varidveis adicionais “6” e o espaco
estendido serd

. ®
K ﬁ/ Hdu(0) = L*(Q,H, du)
Q
€ 0 grupo a um parametro sera
(W(t)f)o = U, 0t 0)fy 0

agindo em K.

Ou de outra forma:

(W(t)f)o = F-1Up(t,0) fo = Up(0, —t) F_1 fp

sendo F_ifp = fy_,(9)- O gerador infinitesimal K de W(t) age como

.d
(Ko =i fq 0)|,_,+Holo
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em que Hyp = Hy(0).
No caso de Hamiltonianas periédicas 2 = S! = [0,27) com a medida de

Lebesgue normalizada dy = % eg(0)=0+wt, e S w= 2%, tem-se

(W(t)f)o = Up(0, =) fy_,(0) = Us(0, =) fo—wot

.0
(Kf)g = —Zw%‘fa + Hgf@
agindo em L?(S!,H, %).

No caso de Hamiltonianas quaseperiédicas com H dependendo quaseperio-

dicamente no tempo com duas frequécias incomensurdveis wi, wy, @ = ST x ST,

W= %—il‘% e g¢(01,02) = (01 + wit, 02 + wot) com wy = % e wy = %, tem-se
- .0 .0
(Kf)91,92 — ( — 7,(4)18791 — ZWQ% + H(@l, (92))f91’92 (1.2)

agindo em L?(S' x S',’H,du). E isto pode ser generalizado para um ntimero finito
de frequéncias.

Se f* é um autovalor do operador quase-energia generalizado K entéo
Up(t, 0) f(0) = Fre K1 f(0) = Foe ™™ FA0) = e fA(gu(9)) (1.3)

A partir de (1.3) temos a indicagao para se definir o operador de Floquet generali-
zado no caso em que 2 = St x St e g4(61,602) = (01 + wit, B + wot). Defina para

¢ € LA(SY) @ H = L*(S, H)
(T1,0)(01) = (61 + w1 T).
Entao (1.3) torna-se
e~ M fA01 + wit, Oz + wat) = Ug, p,)(,0) f(61,62)
e fixando 6y = 69, define-se h*(01) = f2(61,69), e para t = Ty

Upy09)(To, 0)1N01) = e T2 fA (01 + i To, 03 + woTh)
= ¢ A2 f’\(91 4+ wiTh, 98)

= e MRpNG) + i Ty) = e 2T A 6,)
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portanto

e_i)\TQh)\(el) — T_T2 U(91,98) (TQ, O)h)\(el)

e o operador de Floquet generalizado associado a 9 é o operador unitario
Ur(639) = T, Uo,,69)(12,0)

agindo em K; = L%(S', H, %). Quando nos referimos ao operador de Floquet ge-
neralizado estamos pensando em Up = Up(0) e suas propriedades espectrais sao
equivalentes aquelas do operador quase-energia generalizado. Algumas vezes, deno-

taremos

UF = T,TQ’LLl (14)

em que u1(6h) = Uy, 0)(T2,0). Para mais detalhes e resultados veja [42] e [6].
Para Hamiltonianas quaseperiodicas com mais de duas frequéncias, ou seja,

Q=5"xS'x...8 0 operador de Floquet generalizado seré

n vezes

UF = T_T2 U(91,...,9n71,0) (TTL7 O)

agindo em L?(S' x S' x ...Sl,Hd—el...dH"”) com, para ¢ €

) 21 21

L2(S' x ' x ... 8" M, 400 dbno)

) 2T 2
(T_T2¢)(91, ... 7011—1) = ¢(01 + wlTn, ey Qn—l + wn_lTn).

O resultado a seguir foi demonstrado em [42] para o caso quaseperiédico,

mas a mesma demonstragao se adapta ao caso geral.

Teorema 1.7 Seja ¢ € 'H de maneira que 1 ® ¢ € ICp(f(), o subspaco espectral
pontual de K. Entio a evolugao temporal IR 3 t — Uy(t,0)p € peneperiddica para

g.t.p. 6 €.

Demonstracao: Como 1® ¢ € IC,(K) tem-se que

1®(P:Zcm¢m
m
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em que ¥, sdo as autofuncoes de K, a saber, Kty = Amtm.

Up(t,00p = F(WE)(1® ) =Fule K1 @)
= ft(z Cme_ikmt@bm)e = (Z Cme_w\mtftd)m)e

Agora ) Cme Pt Fyap,, é peneperiédica pois é a soma de funcoes peneperiédicas
que convergem uniformemente, e como conseqiiéncia existem 7, € IR e g, € K de

forma que

0 = ” Z Cme_ikmtftlﬁm - Z Ume_mthQ;@
- /Q 1Us(t,000 — 3" (@m)ae—1"|13,d0

0 que implica que

Up(t,0)p = Y _(om)ge” "

m

para q.t.p. 6, ou seja, Uy(t,0)¢ é peneperiédica para q.t.p. 6. |



Capitulo 2

Estabilidade Via Propriedades

Topolodgicas de Subespacos

Neste capitulo dado £ em um espaco de Hilbert H estudaremos o comportamento
da orbita de &, ou seja, de &(t) = U(t,0)¢ em que U(t,0) é um propagador unitério
de um sistema quantico. De acordo com as propriedades de tais érbitas obteremos
resultados na estabilidade dinamica e espectral do sistema. Na Segao 2.1 isso serd
feito para Hamiltonianas gerais. Nas SegOes 2.2 e 2.3 nos restringeremos a Hamilto-
nianas periddicas e quaseperiddicas, respectivamente. Em particular, na Secao 2.3,
daremos um exemplo de Orbita precompacta que nao é peneperiddica, o que nao
ocorre no caso de Hamiltonianas periddicas e autonomas. Na Segao 2.4 trabalhamos
no sentido de encontrar condi¢oes para obtermos limitacao no valor esperado da

energia.

2.1 Hamiltonianas Gerais

Considere uma familia de operadores auto-adjuntos H(t) para t € IR, agindo em
um espago de Hilbert separdvel H. Assumiremos que a equagdo de Schrdédinger
correspondente possua solugao com propagadores unitdrios U(t, s) que satisfazem

U(t,s)dom H(s) C dom H(t). Uma H(t) dessa forma serd chamada de Hamilto-
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niana geral. Além disso, seja A : dom A C ‘H — H um operador auto-adjunto,
positivo, nao-limitado e com espectro discreto, Ap, = Apwn, 0 < Ay < Apa1, com
dom A invariante sob a evolucao temporal. Tal A serda chamado de energia abstrata
ou observavel. F(A > FE) denotard a projegao espectral no subspaco gerado pelos
autovetores de A correspondendo aos autovalores maiores do que E € IR. Dado
¢ € H considere a aplicacao R > t — £(t) = U(t,0)( € 'H, vamos introduzir os

seguintes subconjuntos de H.

Definigao 2.1 (i) A drbita de & € H é o conjunto O(§) = {£(t) : t € R}.

(ii) Hpe = {§ € H : O(§) € precompacta em H}.

(iii) Hy = {€ € H : limpoo & [} |CU,0)|ldt = O para qualquer operador
compacto C'}.

(i) Hpene = {€ € H : a aplicacdo IR > t — &(t) € peneperiddica}.

(1) Hie = {0 # € € H : limp oo supyeg [|F(A > E)U(, 0)7ér ]| = 0} U {0}.

(Vi) Hue = {0 # € € H : limp_oo supsep || F(A > E)U(t,O)Hg—”H =1} U{0}.

(vii) SPY(A) = {¢ € dom A : a fungio t — EZ(t) € limitada} em que EZ(t) =
(U(t,0)¢, AU(t,0)€).

(viii) S*™(A) = {£ € dom A : a funcao t — E?(t) nao € limitada}.

Lema 2.1 (a) Hs € subspago fechado de H.
(b) Hpe € subspaco fechado de H.

(¢) Hpene € subspago fechado de H € Hpene C Hpe-

Demonstragao: (a) E facil ver que H; é subspaco linear de H. Sejam & € Hy e C

um operador compacto. Dado € > 0, tome 1) € Hy de forma que ||t —&|| < e. Assim

I I
7 | lcveogiar = £ [Cicuos v+ cutopla

1 T
< 7 [ loveoye- v+ jovi. o
1 T
< 7 [ 1eliE =i+ jovopa
1 T
< lCllE= i+ [ lovoplar
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Se T é suficientemente grande,

1 T
/ ICU (L, )02t < ¢
T 0

e vé-se que £ € Hy. Isso implica que Hy é fechado e (a) estd provado.
(b) Hpe é subspaco vetorial pois:
(i) £ =0 € Hpe.
(i) Se £,9 € Hpe entdo dado € > 0 tem-se O(v)) C Uj_; B(¥(t;),5) e O) C

Ué:l B(&(s;), 5). Assim para t € IR existem ¢; e s; tais que

@ — et < 5 e lle@) — sl < 5

logo

1+ €)= (ty) = €(s0) | < ot) = wit) | + €@ = (i)l < 5+ 5 =«

ou seja, O + &) C UiJ B((t;) + &(s4),€) e portanto ¢ + & € Hpe.
(iii) Similarmente, se A € Ce § € Hpe entao A € Hpe.
Para ver que Hp. é fechado seja {1;} € Hpe com lim;_.1; = 1. Dado

€ > 0 existe N € IN de modo que V j > N tem-se
€
I = vyl < 5

como Yy € Hpe tem-se O(¢Pn) C U£:1 B(¢n(ti),§). Assim dado t € IR existe

t; € R com [[¢n(t) —yn(ti)]| < 5 e

[0() =)l = l1v@E) = on () +Pn(t) = on(ti) +n(ti) — p(E)]]

IN

[9() = o @O + [ (8) = b (@)l + 9w () — Pl

€ € € €
< - by - —_ — —_ =
< vl + S —gnl < S S+ E=e

logo O(¢) C U§:1 B(1(t;),€) e portanto 1 € Hpe € Hpe é subspaco vetorial fechado
de H.
(c) Das propriedades de fungdes peneperiddicas, Teorema 1.4(c) e (f), segue

que Hpene € subspago vetorial. Suponha que {£;} C Hpene com lim;_ & = &£. Dado
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€ > 0 existe N € IN de forma que V j > N tem-se ||{; — £|| < e. Logo dado € > 0

existe N como acima de forma que se j > N tem-se Vt € IR

1€(t) = &N = U, 00§ = U, 0)&5]] < [1€ = &l <€

logo & — ¢ uniformemente e como cada &;(t) é peneperiddica segue que £(t) é
peneperiédica pelo Teorema 1.4(d) , e portanto Hpene ¢ subspaco vetorial fechado
de H. Do Teorema 1.4(e) segue que Hpene C Hpe. [ |

As demonstragoes de (a) e (b) do Lema 2.1 foram apresentadas em [21].
Hpene ¢ um subspaco introduzido neste trabalho.

Tem-se a seguinte caracterizacao de Hpc, demonstrada em [23],

Lema 2.2 ¢ € Hy se, e somente se, para cada € > 0 existe um projetor ortogonal

P, que projeta em um subspaco de dimensao finita de H de forma que
[(Id — P)U(t,0)9] < € vVteR

Demonstracao: Suponha ¢ € Hy., como U(t,0) é unitério, O(1)) é um conjunto
limitado (por ||?]]). Seja {¢;} uma seqiiéncia ortogonal em O(v). Se a seqiiéncia
{¢;} é finita entdao O(¢)) estd contida em um subspago de dimensao finita e acabou.
Se a seqiiéncia {p;} for infinita, seja
An = sup el < ¥l
PE[P1,-n] -NO()

e neste caso basta mostrar que A\, — 0 quando n — co. Suponha que \,, - 0 entao
existe g > 0 e uma subseqiiéncia ortogonal ¥, € ([¢1, ... ,on]t N O(Y)) de modo
que

[¢n; ]| > €0 > 0. (2.1)

Como {9y, } é ortogonal e limitada entdo 1, — 0. Mas {1y} estd no conjunto
precompacto O(¢) e assim {1, } tem uma subseqiiéncia convergente, digamos {wn;}
que é também convergente a zero, isto é, ||¢n3. || — 0 e isso contradiz (2.1) e portanto

An — 0 quando n — oo.
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Reciprocamente, dado € > 0 temos, por hipdtese, que P.O(v)) esta con-

tido em um subspaco de dimensao finita e ||y|| < e V y € (Id — P.)O(v).

P1s- -+ Pn(c) de modo que "
P.OW) C | B(pi,e)

=1

Sejam

etome z € (Id—P.)O(¥). Sev € O(W) v = v.®vt v € P.O) vt € (Id—P.)O(v))

entdo para algum j ||ve — p;|| < € e obtemos

1
lv—pj@al®> = llve—p;ll* + Il — =l
1
< @+ ([l Il + lll)?

< 4 (e+e)? =56

logo O(v) C U?z(el) B(p; ® x,5€%) e sendo € arbitrario segue que 1) € Hpe.

Em [21] foi demonstrado que

Lema 2.3

Hpe L M.

Demonstragao: Sejam ¢ € H¢ e £ € Hpe. Entao

T T
.6 =7 [ (o0 = 1 [ W0e0e U000

0

Para cada € > 0 existe P. que projeta em um subspaco de dimensao finita de H tal

que, Vi, ||(Id — P)U(t,0)¢]| < 3 Assim
1 T
0.8 = 7 [ (Pt 1= PUCOR U Ot
T
= 7 [ (RUG0g U0

1 T
+T/0 (Id — P)U(t,0)p, U(t, 0)€) dt

e entao

17 I
. < Nl [ IRU@Old + el [ 1= P)U 0l
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Como ¢ € Hy,
€

2|i¢l

se T é grande suficiente. Portanto, |(p,&)| < € para qualquer € > 0, e o lema estd

1 T
T
T Jo

demonstrado. |
A mesma demonstragao de [23] para Hamiltonianas periédicas é valida para

demonstrar que

Teorema 2.1 Tem-se que
(0,) Hpbe = Hpc;

(b) Hy C Hye-

Demonstracao: (a) Seja ¢ € Hpe. Entao para cada e > 0 existe P. que projeta
em um subspago de dimensao finita de H de forma que |[(Id — P.)U(t,0)9] < e,

para qualquer t € IR. Temos

sup |[F(A > EYU(t,00] < sup|[F(A > E)PU(t, 0]
telR telR

+sup [|[F(A > E)(Id - P)U(t,0)¢||
telR
Como P, projeta em um subspacgo de dimensao finita, o primeiro termo no lado
direito da expressao acima se anula para F suficientemente grande, e o segundo

termo ¢ limitado por € pois || F(A > E)(Id—P.)U(t,0)¢| < ||(Id—P.)U(t,0)¢| < e,

para qualquer ¢ € IR. Portanto,

lim sup ||F(A > E)U(t,0)y| <e,
E—ooteR

para qualquer € > 0, e ¥ € Hpe.

Reciprocamente, seja 1) € Hye. Pela Definigao 2.1,

lim sup||F(A > E)U(t,0)y| =0,
E—ootelR

logo para qualquer € > 0 existe E. de forma que sup;c ||F'(A > E)U(t,0)¢|| < €;

portanto

[(Id = F(A < E)U(t, 00 = [F(A> E)U(t,0)9] <e,
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e, aplicando o Lema 2.2 com P, = F(A < E.), obtemos ¢ € Hpc.

(b) Seja ¥ € Hs com ||| = 1. Entao,

1 T
U=l =5 [ o

_ ! /T[||F(A > E)U(t,0)p + F(A < E)U(t,0)¢|)dt
T Jo

IN

1 [7 1 [7
~ [ i@ mueowa - 14 < mue.os

< wMFM>Ewwmw+1/WFMSEwwmww
telR T Jo

Pela Definigao 2.1(iii) com C' = F(A < E), o segundo termo no lado direito tende a
zero quando 7 tende ao infinito; assim sup;cg ||[F(A > E)U(t,0)y| = 1, para todo
E, portanto ¢ € Hye. |

Conseguimos demonstrar que

Teorema 2.2 Seja H(t) uma Hamiltoniana geral e A como acima, entio se 1) €

dom A et ¢ Hye entdo ¢ € S"(A).

Demonstracao: Seja ¢ € dom A de modo que ¢ ¢ Hpc. Lembre-se que 0 < A\ <
A2 < A3 < ... denotam os autovalores de A (todos com multiplicidade finita e A,, —
oo quando n — o0) e seja Py o projetor no subspago gerado pelos autovetores de A
cujos autovalores sejam menores ou igual a Ay, logo dimImPy < oo e APy = PyA

em domA. Assim para cada N € IN

(1), Ap(t)) = ((Pn+ (Id = Pn))p(t), (Py + (Id — Pn))Ad(t))
= (Pno(t), PnAY(t)) + ((Id = Pr)(t), (Id — Py) A (1))
= (Pno(t), APNe(t)) + ((Id = Pn)ip(t), A(Id = Pn)y(t))
> ((Id = Pn)i(t), A(Id — Pn)i(t))
Z An((Id = Px)y(t), (Id = Pn)i(t))

= Avl(Id = Py)p(t)]*.

Como 19 ¢ Hpe pelo Lema 2.2 existe g > 0 de modo que para qualquer projetor

ortogonal P em um subspago de dimensao finita existe tp de forma que |[(/d —
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P)y(tp)|| > €. Assim para cada N € IN existe tp, € IR de modo que

I(Id — Py )i(tey)| = €

logo

sup [ ((t), A¥(1))] > Avel VNeN
t

e como Ay — oo para N — oo segue que (¥(t), A(t)) nao é limitado. [ ]

Corolario 2.1 (a) (dom ANHg)\ {0} C S"™(4);

(b) S*(A) C Hpe.

Demonstragao: (a) Seja 0 # £ € dom A N Hg, entao £ € dom A e £ € Hy. Pelo
Lema 2.3 como & # 0 segue que & ¢ H,,e € pelo teorema acima segue que § € S"™(A).

(b) Segue facilmente do teorema. [ ]

Se a Hamiltoniana H(t) for da forma H(t) = Hy + V(t) com Hy auto-
adjunto, positivo, nao-limitado e com espectro discreto, entao os resultados acima
valem com A = Hj.

O resultado pode néo valer se A possuir um autovalor \; de multiplicidade
infinita, pois neste caso pode existir 1) € H de forma que para qualquer t € IR, v (t)
esteja no auto-espaco correspondente ao autovalor A\; que tem dimensao infinita com

O(%) nao sendo precompacta, mas neste caso teriamos

(W(t), Av(t)) = (0 (1), Mo (1)) = Mllw ()]

que por sua vez seria limitado.

2.2 Hamiltonianas Periodicas

No caso periédico temos a nossa disposi¢ao o operador de Floquet Up = U(T,0)
e denotaremos por H;, o subspaco espectral pontual de Ur e por H. o subspaco

espectral continuo de Up. Nesta secdo o operador A é como na segdo anterior.
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Teorema 2.3 (RAGE) Seja C : H — H um operador compacto e 1) € H., entdo

1 T
lim = [ [CU(t0)|dt =0
0

T—00 T
A demonstracao deste teorema é um tanto longa e pode ser encontrada no
trabalho de Enss e Veselic [28]. Como conseqiiéncia deste teorema conclui-se que,
no caso periddico, se & € H, entao & € Hy e portanto pelo Corolario 2.1 segue que se
A é uma “energia abstrata”e 0 # £ € dom A, entao a aplicacao (U(t,0)¢, AU(t, 0)¢)
nao é limitada.
Em [23] é demonstrado que £ € H,, se, e somente se, § € Hp. Conseguimos

demonstrar um pouco mais, como discutido no que segue.

Lema 2.4 Seja & € H,, um autovetor de Ug, isto é, Up = e "¢, a € R. Entdo

§ € Hpene C Hpe-

Demonstragao: Como U(t,0) é fortemente continuo tem-se que a aplicac¢ao ¢ —
&(t) é continua.
Qualquer t € IR pode ser escrito na forma t = nT + s, com n € Z e

0<s<T,etemos Up€ = e ¢ e UF_1£ = e'@¢, Como para t > 0 (n > 0)
Ut,0)6 = U(s+nT,nT)U(nT, (n — 1)T)...U(T,0)¢

= U(s,0)U(T,0)...U(T,0)¢ = U(s,0)e" "¢

n vezes

eparat <0 (n<0)
Ut,0 = U(s+nT,nT)UMNT,(n+1)T)...U(-T,0)¢

= U(s,0)U(T,0)" ... U(T,0)7 & = U(s,0)e ¢

tem-se, parat=nT'+sc R, neZe0<s<T, que

U(t,0)6 = U(s,0)e” "¢,

Portanto para cadat =nT +s € R

E(t+1T) Ut +T,0)¢ = U(s,0)e " mHDag

= (5,007 = U (t,0)§ = e (1)
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e assim t — £(t) é peneperiddica pelo Teorema 1.4(i). [ ]

E uma conseqiiéncia do Teorema RAGE e do Lema 2.3 que
Lema 2.5 H,. L He.

Em [23] é demonstrado que Hp, = Hpe = Hpe € He = Hue = Hs, no caso

periédico. Conseguimos demonstrar que Hpene = Hpe € entao temos

Teorema 2.4 Se a Hamiltoniana € periddica no tempo entao
(G,) Hp = Hbe == Hpc - Hpene;

(b) Hc :Hue :Hf-

Demonstracao: (a) (i) Hpc = Hpe. Ja foi demonstrado no Teorema 2.1(a).

(i) Hpene C Hpe. Foi demonstrado no Lema 2.1(c).

(iii) Hp C Hpe. B uma conseqiiéncia imediata de (i) e dos Lemas 2.4 e
2.1(b).

(iv) Hpe C Hp. Segue facilmente do Lema 2.5, e Hf; = H,; na verdade,
Hpe C HE = Hp.

(v) Hpe C Hpene- E uma conseqiiéncia imediata dos Lemas 2.4 e 2.1(c) que
Hp, C Hpene- Como ja demonstramos que Hy, = Hpe o resultado segue.

(b) (i) He C Hs. Segue facilmente do Teorema 2.3.

(ii) H¢ C He. A demonstracao ¢ imediata do Lema 2.3 junto com (iii) e
(iv) acima e H}f = H,; na verdade, H; C Hf;c = H}f =H..

(iii) Hf C Hye- Foi demonstrado no Teorema 2.1(b).

(iv) Hue C H¢. Seja ¥ € Hye com [[¢)|| = 1, e suponha que ¢ = ¢ & 1,

Yy € Hy = He e ¢y € Hp. Entao,

IF(A> EYU(0)¢l = [[F(A> E)U(t,0)(¢r ©4p)ll

< [F(A> E)UE0)¢s|l + [|F(A > EYU(L, 0)],
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para todo t € IR. Como ¢ € Hye, obtemos

1 = lim supl||F(A> E)U(t,0)¢||
E—ootecR
< lim sup||F(A > E)U(t,0)¢|| + lim sup ||F(A > E)U(t,0)p].
E—ooteR E—ootelr

O 1ltimo termo dessa identidade se anula pois 1, € H, = Hpe, € vé-se imediata-
mente que 1 = ¥y € Hs. |

Se H(t) é uma Hamiltoniana geral em um espago de Hilbert H, nao ne-
cessariamente periddica, como vimos no Capitulo 1 que temos associado & mesma
o operador quase-energia K = —i% + H(t) agindo no espago de Hilbert estendido
K = L>(IR, H,dt). Pode-se entdo considerar a Hamiltoniana H (t), independente do
tempo, dada por ﬁ(t) = K para todo t, a qual é, em particular, periédica e tem
operador de Floquet e . A esta Hamiltoniana pode-se aplicar os resultados desta
secdo. Em particular, se IC,(K) e Kc(K) denotam, respectivamente, o subspago

espectral pontual e continuo de K, obtém-se:

Corolério 2.2 (a) ¥ € K,(K) se, e somente se, O(1p) = {e"E% : 0 € R} ¢
precompacto em K se, e somente se, a aplicacio o — e~ %) ¢ peneperiddica.

(b) Y € K(K) se, e somente se, para cada operador compacto C em K tem-se
1 /7 .
lim / |Ce™4||do =0
T—00 T 0

Lembrando que (e "5 f)(t) = U(t,t — o) f(t — o), conseguimos o seguinte

resultado.

Proposicao 2.1 Seja £ € H de modo que 1 ® & € Ky(K) entao a aplicagao t —
U(t,0)71¢ € peneperiddica. Se os autovetores de K forem da forma vy = 1 ® &y,

com &y € H entao § € Hpene-
Demonstracao: Se 1® ¢ € K,(K) entdo

1®fzzcm¢m
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com Ky, = Apm. Logo

eiKU(l ® 5) _ ZcmeiAyna¢m

m

e portanto para cada t € IR

U(t,t+0)¢ = (712 €))( Zcme*”m”wm( )
e conclui-se entdo, que para cada t fixo, a aplicacao
o U(t,t+0)¢

é peneperiddica, em particular tomando ¢ = 0 tem-se que o — U(0,0)¢ é pene-
periddica e o resultado segue.

Agora, se os autovetores de K forem da forma 1, = 1 ® &, entao

E(t) =U(t,0)¢ = (e (1®¢)) Zc ety (1) ZC —itnte

Se a soma for finita segue que a aplicagdo ¢t — &(t) é peneperiédica pois é um
polinémio trigonométrico. Se a soma for infinita tem-se que an:l Cme e —
Sy Cme M mté . uniformemente quando k — oo; e portanto a aplicacdo t — & (t)
¢ peneperiddica, ou seja, £ € Hpene- |

Como vimos, para sistemas quanticos periédicos tem-se
H = Hpc @ Hf. (2.2)

Apresentaremos agora um exemplo, que aparece em [21], o qual mostra que para
Hamiltonianas gerais a relacao (2.2) pode nao valer. Embora um tanto peculiar, esse
exemplo ilustra as possiveis propriedades nao usuais de sistemas com dependéncia

temporal arbitraria. Definimos o subspago H, pela relacao
H = Hpc © He @ Ha.

Exemplo 2.1 Seja {e,}, n > 1, uma seqiiéncia com €, € {—1,0,1}. O modelo é

dado pela Hamiltoniana kicked

=p’+z i €n0(t —n), x € [0,27) (2.3)
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agindo em H = L*(T), em que p = —i%. O operador evolugdo temporal até t =

(n+1-0), n € N (um pouco antes do (n+ 1)—ésimo kick), é dado por
Un,0)=V,Vp—1... 1

0n2 ;. . . . ~
em que V; = e P e "%, Entre dois kicks consecutivos temos a evolugcao temporal
livre. Se denotarmos os auto-estados da Hamiltoniana ndo perturbada p* por v, =

e ¢ I'j=¢e +e+...+¢;, temos

U(n,0)ths = exp [ —iS (4 3)2} exp[—i(Tn + 5)z]
j=1

(U1, 0)bs, pU (1, 0)t)s) = (T + 5)*.
Sejam uy, = 4(10" + 10"~ + ... +10) paran > 1, up = 0, e escolha
1 se j€ Ay = [un +1,u, + 107
=19 —1 se j&Bp=][up+1+10""" u, +2x 10"+ (2.4)
0 se JE€Cy = [up+1+2x 10" ]
Como €; = 0 se, e somente se, j € Cy, e (0 simbolo #Z denota a cardinalidade do

conjunto Z)

#C,, 1

#A, + #B, + #C,, 2

SEquUE que

1 /7 1
i - [P0 0w e = 5
0

T—00 T
em que Ps é o operador projecdo (compacto) no subspaco gerado por 1s. Portanto,
s & Hy para todo s, como {15 : s € Z} é uma base de H e pelo Lema 2.1(a) Hs €
subspago fechado, seque que Hy = {0}.

Como para cada m € IN, m > s, existe j € IN de forma que U(j,0)1s =
M, para algum fator (s, m), o conjunto {U(t,0)s : t € R} ndo € precom-
pacto; entdo s ¢ Hpe, para todo s, e podemos concluir que Hy. = {0}. Portanto

para o modelo (2.3)-(2.4), H = H,.

Assim, para o modelo (2.3)-(2.4) tem-se pelo Teorema 2.2 que se 0 # ¢ €

dom p? entdo ¢ € S™(p?). Ou seja, Hay = S (p?).
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2.3 Hamiltonianas Quaseperiddicas

Neste caso usaremos o formalismo de Jauslin-Lebowitz como na Secao 1.4 para
Hamiltonianas quaseperiédicas, e temos a nossa disposicao o operador de Floquet
generalizado Ur (veja (1.4)), definido em K; = L2(S*, H, %), e o operador quase-

) 2r
energia generalizado K (veja (1.2)) definido em K = L2(S! x S', H, %%), ambos
com propriedades espectrais equivalentes. Nesta secao trabalharemos com apenas
duas freqiiéncias, mas os resultados permanecem véalidos para um ntmero finito de
frequiéncias, em espacos adequados.

Para t fixo seja o operador unitario U(t) : K; — K; dado por
(U(0)Y)(61) = Ugg, 0)(t,0)¢(61), ou seja, U(t) = [ Ugg, 0)(t,0) %2 e dada v € K,
seja

O() ={4(t) =U@®)y : t € R}
a orbita de 1. Seja A um operador em Ky auto-adjunto, positivo, nao-limitado, com

espectro discreto e com U(t)dom A C dom A e F(A > E) o operador projegao como

anteriormente. Denotaremos

Definicao 2.2 (a) K1, o subspaco espectral pontual do operador de Floquet gene-
ralizado Up.

(b) K1, o subspago espectral continuo de Uy.

(c) Kip = { € K1 : limroo L[] [|CU)Y|k,dt = O para qualquer operador
compacto C' em ICl}.

(d) Kipe = {1 € K1 : O) € precompacta em K1}

(e) Kipene = {0 € K1 : a aplicacdo IR > t — )(t) € peneperiddica}.

(1) Ko = {0 # 0 € Ky : T supyes [|F(A > E)U(t) ]| = 0} U {0}

(9) Kiwe = {0 # 1 € Ky : limp_oo supye [|F(A > E)U(t) 7] = 1} U {0}
De forma andloga & Segao 2.1 demonstra-se:

Proposicao 2.2 (a) KCi ¢, Kipe € Kipene sG0 subspagos fechados de Ky .

(b) ¥ € Kipe se, e somente se, para cada € > 0 existe um projetor ortogonal P, que
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projeta em um subspaco de dimensao finita de K1 de forma que
I(Id = POU ()] < e VteR.
(¢) Kipe L Ky

Em [42] é demonstrado o andlogo do Teorema RAGE para Hamiltonianas
quaseperiodicas. A demonstragdo é uma adaptagao da afirmacao similar para o caso

periédico do trabalho [28]. Assim, tem-se

Teorema 2.5 (RAGE) Seja C : K1 — K1 um operador compacto e ¢ € K,
entao

o1
lim —
T—00 T

| Icvele i =o
Sendo tal resultado valido conclui-se

Corolério 2.3 (a) K1 C Kyy;

(b) Kipe L Kic.
Portanto, de forma andloga ao Teorema 2.4, foi demonstrado em [23] que

Teorema 2.6 Para Hamiltonianas quaseperiodicas tem-se
(¢) Kip=Kipe = Kibes

(b) ICI,C = Kl,ue = Kl f-

)

De forma anéloga ao Teorema 2.2 demonstra-se que

Teorema 2.7 Seja Hy(t) uma hamiltoniana quaseperiddica e A como acima, entao

sep €dom A e0# Y € Ky entdo

t— (Ut)y, AU(t)Y)x,

nao € limitado.
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Assim, o fato de o operador de Floquet generalizado ter espectro continuo
implicara em crescimento nao-limitado da energia no espago estendido K1, mas nao
necessariamente no espaco de Hilbert original H.

Na formulacao de Jauslin-Lebowitz, para cada 6 € §2 tem-se uma Hamilto-
niana Hy(t) e pode-se definir, naturalmente, os subconjuntos no espaco de Hilbert
original H, dependendo de 0; Og(€) = {&(t) = Uy(t,0)¢ : t € R}, HO., HE, HO e,
ng, HO., S})’d e Sy, sendo validos os resultados da Secdo 2.1 para cada 6 € Q.

0
pene

No caso periédico, em que Q = S', tem-se em particular que H = ch para
cada 6 € S', pois Hy(t + T}) = Hg. (0)(t) = Hp(t) e sdo vélidos os resultados da
Secao 2.2. O exemplo que segue mostrara que o mesmo nao é verdadeiro para o caso
quaseperiodico.

Primeiramente, vamos introduzir o modelo e alguns resultados cujas de-

monstracoes podem ser encontradas em [6].

Uma Hamiltoniana quaseperiédica geral agindo em H = €? é da forma
3
Hy(t) = ho(t)Id + > hy(t)a; (2.5)
j=1

em que h;(t) sdo fungdes quaseperiédicas reais, isto 6, h;(t) = hj(wit + 01, wat + 02)
com Bj(el,eg) continua e 2m-periédica nos dois argumentos 61, 6o € S wi, wo

numeros reais positivos e o; sao as matrizes de Pauli, ou seja,
o1 = ) o2 = ) 03 =

Denotaremos &L = a.
A Hamiltoniana é uma matriz hermitiana 2 x 2 com trago zero, e assim o
propagador Up(t, s) é unitério com determinante um, isto é, Uy(t,s) € SU(2).
Sabemos que Up = T_g,u1 em que u1(01) = Uy, 0y(T2,0) € SU(2) e por-

tanto tem a forma

IS
=l

up(01) = (2.6)

\
>
Q
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com |a|? + |b|*> = 1, e b denota o complexo conjugado de b.
Para o préximo lema incluimos a demonstragao apresentada em [6], pois a

mesma ¢é usada na construgao de nosso exemplo.

Lema 2.6 Para qualquer escolha de funcées C', a, b de S' em C, | =
0,1,...,00, com |a]?> + |b|> = 1 existe algum Hy(t) quaseperiédico da forma (2.5) de

modo que (2.6) é o operador monodromia correspondente.

Demonstragao: 1° passo: Se o propagador Uy, o)(t,0) é dado para todo 0; € St
e para cada t € [0,T5] entao ele é completamente determinado para todo t: Seja
k e IN*¥,
U, 0)(kT2,0) = U, 0)(kT2, (k — 1)T2) ... U, 0y(12,0)
U, +(k—1)270,0) (12, 0) - .. U, 4270,0) (T2, 0)U(g, 0y (T2, 0)
= w (614 (k—1)27a)...u1(01 + 27a)ui (7).

Para k =0, Uy, 0y(072,0) = Id e para k <0

Ug,,0)(kT2,0) = U, 0)(kT2, (k+1)T2) ... U, 0)(—=T2,0)

= U(91+k27ra,0) (Oa TQ) s U(91—27ra,0) (07 TQ)

= u1(01 + k27ra)_1u1(61 + (k + 1)27TO¢)_1 - U1(91 — 27ra)_1.
Agora dado t € IR tem-se t = k15 4 0; com 0 < §; < T e entao
U, 0)(t,0) = U, 0)(kT2 + 61, 0)

= U, 0)(kT2 + 0¢, kT2)Ug, 0y (KT3,0)
= U9, +k2ra,0)(0t, 0)U(g, 0y (T2, 0).
2° passo: Construgao do propagador para t € [0, Ty):

O conjunto {u1(61) : 6; € S'} € SU(2) é simplesmente conexo. Assim para

6, € S fixado podemos construir uma funcio v(t; 0y), t € [0, T3], que é um caminho
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diferencidvel em SU(2) que liga a Id em ¢ = 0 com u;(0;) em t = T5. Com essa v

definimos para t = kT + ¢
U(91,0) (t, 0) = U(5t; 01 + k:QTFOz)U(gl’O) (k:TQ, 0)
3° passo: Construgao da Hamiltoniana: Seja hg, o) (t) dada por

.0 1
heg, 0)(t) = (laU(el,o) (t, 0))U(91,0) (¢,0)
= (i%v(&t; 01 + k:27roz))v(6t, 01 + k2ma) ™!

= V(601 + k2ma)

Procedemos como segue para verificar que hg, o) (t) é quaseperiddico e construir dele
uma Hamiltoniana mais geral dependendo em dois parametros 61, #2: Levando em

conta que

1 1
615 - (t)modTQ - ;2<W2t)m0d2ﬂ'7 kTQ =t- E(WQt)modZW

e V é 2m-periddica no segundo argumento

w2

1 w
h(91,0) (t) =V (M(WQt)mod%r; (91 + wit — 1(W2t)m0d2ﬂ->m0d2ﬂ'>

1 w
= V<7(w2t)mod27r§ (91 + Wlt)m0d27r - 71(W2t)m0d27r> .
w2 w2

Definindo a fungao 2m-periddica nos dois argumentos

1 w
A(’l91, 192) = V(;z(ﬁ2)mod2w; (ﬁl)mod%r - ;;(192)m0d27r)

podemos definir a Hamiltoniana quaseperiodica
Hy(t) = A(wit + 615 wat + o)

que por construgao tem u; como matriz monodromia. ]

Na Secao 2.2 (Teorema 2.4) demonstramos que para Hamiltonianas com
dependéncia temporal peridédica, uma 6rbita é precompacta se, e somente se, ela é
peneperiddica. O préximo exemplo, que construimos, demonstra que ja no caso de
dependéncia temporal quaseperiédica podemos encontrar 6rbitas precompactas que

nao sao peneperiddicas.
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el 0
Exemplo 2.2 Seja ui(6y) = , € conhecido que o operador de Flo-
0 e

quet correspondente tem espectro absolutamente continuo puro para qualquer o = g—;
irracional. Pelo Lema 2.6 existe uma Hamiltoniana Hy(t) da forma (2.5) que tem
u1(61) = Up, ,0)(12,0) como operador monodromia, e pela construgdo feita em tal

lema tem-se para k € Z, k > 0

U(gho)(kTg, 0) = wi (01 + (k—1)27ma)...u1(01 + 2ra)uy (61)

ei(91+(k2—1)2ﬂ'a) 0 e’iel 0
0 6—i(91+(k—1)27ra) o 0 e 101
et +(k=1)2ra)  ibh 0
0 e—i(91+(k—1)27ra) e

6i(k91+(1+2+...(k—1))27ra) 0

a 0 o—i(kO1+(14+2+...(k—1))2ma)
eik(91+(k)—1)7roz) 0

a 0 efik:(01+(k71)7ro¢)

e para k < 0 o mesmo € valido; portanto para todo k € Z tem-se que
eik(@ﬁ*(k*l)ﬂa) 0

Uo, 0)(kT2,0) = '
0 e—zk(91+(k—1)7ra)

Além disso, para 61 € S defina para 0 <t <T)
ei%z(91+(%2—1)7r04) 0

v t; 01 =
( ) 0 efiTiQ(91+(Ti271)7ra)

entdo v(t;01) € diferencidvel e satisfaz

1 0 e
v(0;61) = = Id, v(To;601) = ' = uy(61).
0 1 0 e

e tem-se que parat € IR, t = kTs + 6, 0 < & < 1o

U(91,0) (t, 0) = U(5t; 01 + ]CQWa)U(gl’O) (k’TQ, 0),
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ou seja, tem-se que

Uo,0)(t,0) =

0
: 0 &1
Assim para £ e H=C", £ = tem-se
&2
Utp, 0)(t, 0)¢ T AUy
(9170) ) = -t t
esz—2(91+(T—271)7ra)§2

Como a aplicacdo, para 0 # a € R, t — sinat? ndo € peneperiédica, pois ndo é

. P . ~ ;42 ~ ,
uniformemente continua (Teorema 1.4(b)), tem-se que a aplicacio t — €' ndo é
peneperiddica (Teorema 1.4(j)). Disto conclui-se que a aplicagao

it t it 42 W1wW2 Wl
t—g(t) = ' T2 (Or+(z5—Dme) _ e' T2 016” in e M
-t
. o ‘ , —it 0 L 129192 ‘
ndio € peneperiddica, pois se fosse teriamos que e 12 'g(t)e' 2z = e Tix seria

peneperiddica (Teorema 1.4(k)).
Portanto se £ # 0 entao a aplica¢do t — U(gho)(t, 0)¢ ndo € peneperiddica
para todo 01 € S* (Teorema 1.4(1) e (c)). E temos um exemplo de érbita precompacta

(fechado e limitado em € é compacto) e que nio é peneperiddica.

O exemplo descrito acima pode ser estendido para o espago de Hilbert de
dimensao infinita H = @nelN@Z dos elementos & = (&n)new em que &, € €2 e

> [én]? < 0o. Denote
el 0
ur(bh) =
0 e

sabemos que existe Hy(t) quaseperiédico de forma que 1;(61) é o correspondente

operador monodromia. Além disso o(Ur) é absolutamente continuo para todo a
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irracional. Seja

it 0
0 e
et 0
u(61) = 0 e
et 0
0 e i
ou, escrevendo de uma outra forma, ui(61) = @ui(f1). Para & € H tem-se

u1(01)¢ = @ui(01)é,. O operador de Floquet correspondente a wui(0y), Up =
T 1yuy : L2(SYH, %) — L2(S' H, %) tem espectro absolutamente continuo para

todo « irracional.
Se Hy(t) = P, e Hy(t) entéo o propagador de Hy(t) é Uy(t,0) = @ Uy(t,0)
e assim Hy(t) tem up(61) como operador monodromia correspondente. Agora dado

E€Hed=(0,0) €S xS tem-se pelo caso anterior que

oit5 O+ —1)ma) 0

U o)t,0¢ = P &n

- 0 efiTiQ(&Jr(TiQfl)ﬂ'a)

it t
o' T (91+(T2 l)wa)grll

- @

St ¢
- esz—2(91+(T—271)71'a)£721

logo t +— U, 0)(t,0)¢ ndo é peneperiédica. Se £ for da forma & = @, com &, # 0
se, e somente se, n = [ entao

.t t
67,T—2(6?1—&-(T—2—1)7roz)€l1

U t,0)§ =
02,0)(t:0) i O+ (= )me) ¢2

e portanto a Orbita é precompacta pois nao sai de um espaco de dimensao finita. Da
mesma maneira se £ é da forma £ = @&, com &, # 0 apenas para finitos n, tem-se

exemplo de érbita precompacta que nao é peneperiddica.
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2.4 Limitacao do valor esperado da energia

Vamos considerar H(t) = Hy+ V (t) em que Hy é auto-adjunto em H, nao-limitado,
positivo e com espectro discreto puro. Os autovalores de Hg serdao 0 < hy < hy <
hg < ..., com multiplicidades finitas.

Se ¢y € dom Hy e ¥(t) = U(t,0)1pg é solugao da equacao de Schrodinger,
sob quais condicoes

E9, () = (¥(t), Hoy(t))

¢ uma funcao limitada de ¢? Também, quando
By, (t) = ((t), H()(t))
¢é funcao limitada? Neste sentido obtemos os seguintes resultados:

Proposigao 2.3 Se V(t) é operador limitado para todo t, e sup, ||V (t)|| < oo entdo

Ego (t) € limitado se, e somente se, Ey(t) € limitado.

Demonstracao: Basta observar que

By () = ((1), H(t)(6)) = By, (1) + ((1), V(1)p(1))
e que

sup [ (1 (1), V($)u (1))] < sup @IVl = sup ol IV (®)I] < oo.

Proposicao 2.4 Se (t) € CY(IR;H) € peneperiddica e sua derivada é uniforme-

mente continua, entio Ey(t) € limitado.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4(h) tem-se que ¢’(t) é peneperiddica e portanto

i%(t) bem como 1)(t) sao aplicagoes limitadas. Como

d

By, (t) = (9(1), H{t)p()) = (¥(2), i (1))

o resultado segue. |
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Proposigao 2.5 Se t +— V(t) é fortemente C' e 4'(t) € dom H(t) para todo t,
entao:
(a) A aplicacio t — Ey(t) é diferencidvel e

d

B (1) = W0,V (u(0).

(b) |Ey(t) = Ey(0)] < ¢ x supg [[V'(s)]]-

(c) Se [|[V'(t)]] < (1S‘tt| =, com a > 1 entio Ey(t) e Eg)(t) sao limitados.

Demonstragao: (a) Ey(t) = (¢(t), (Ho + V(t))1(t)) e portanto

%Ezb(t) = (@'(®), Ht)$(1)) + (b(t), HE)Y' (1)) + (1), VI () ¥ (1))

= (W), (t)) + (@ (8), ' (£)) + (0 (1), VI(£)9 (1))

(b) Como

o resultado segue.
(c) Anélogo a (b). [ ]

Uma possibilidade para a proposicao acima é V (t) = Bjsent + @z com

(1+It|
Bi, By € B(H) e auto-adjuntos. Disto vemos que certamente as escolhas de g
devem depender de Bj.

O préximo resultado fornece condigbes para que um sistema quantico pe-

riédico, com operador de Floquet possuindo espectro pontual, seja dinamicamente

estavel.

Proposicao 2.6 Se V € periddico de periodo T, entdo se o subconjunto
{&,...,&} de autovetores de Uy estd em dom Hy, se t — &;(t) € de classe C1,
entdo se ¢ = Y 7 a;&; tem-se que Ey(t) ¢ limitada. Se, além disso, V (t) sdo

limitados e sup, ||V (t)|| < oo entdo Eg(t) também ¢é limitada.
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Demonstracao: Suponha Ur¢; = ei’\ffj com \; € R, 1 <j <n. Tem-se

d
E¢; 6, (1) = (&(1), H)&r (1)) = ((1), 12, €x (1))
e segue que t — Fg_ ¢ () é continua. Agora

Ee e,(t+T) = (Ut+T,08&, Ht+T)U(t+T,0)&)
= (U(t+T,T)Up&;, H)U(t + T, T)Ur&)
= e e (U(t,0)¢5, H()U(t,0)&)

MM B e (8)

e segue que t — [y (t) é peneperiddica (Teorema 1.4(i) e (f)) e portanto é limitada.
A segunda afirmagao segue da Proposicao 2.3. |
No caso periddico precisamos de condigoes para que os autovetores de Up

pertencam a dom Hy e t — §;(t) de classe C'. Obtemos os seguintes resultados:

Lema 2.7 Seja & € H de forma que H(t)U(t,s)é esteja bem definido, entao a
aplicagio t — H(t)U(t,s)€ € de classe CT se, e somente se, t — e =3)U(t, s)¢

¢ de classe C™ para A\, s € R fizos.

Demonstracao: Observe que

%(ei’\(t_s)U(t, 9)E) = NI (1, 5) — i M=) (U (2, )€

Assim se t — H(t)U(t,s)¢ é C" entdo t — eXE=9)U(t,5) é CT e reciprocamente

se t — M=) (t,5)€ é O™ entdo t — H(H)U(t,s)E é C". [ |

Corolario 2.4 Se fN ¢ autovetor de K, Kf® = X\fN entdo a aplicacio t —
fAN(t) € de classe CT se, e somente se, existe s € IR com t — H(t)U(t,s)fPM(s) de

classe O™ L.

Demonstragao: Da discusao anterior ao Lema 1.1 tem-se que f()‘)(t) =

eMNt=9) U (t,5) fP)(s) e o resultado segue do Lema 2.7. u
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Corolério 2.5 (a) Se H(t +T) = H(t), e EN¢é autovetor de Ug(s), Up(s)EWN) =
e*”‘Tﬁ(A), entao §(>‘) € dom H(s) se, e somente se, existe um autovetor fg(x) de K,
Kfeoy = Afecy com = fern) (t) continua e diferencidvel.

(b) Em particular, Up(s) possui uma base de autovetores em dom H (s) se, e somente
se, K possui uma base de autovetores {f;} de forma que t — f;(t) € continua e

diferencidvel para cada j.

Demonstracao: (a) Suponha ¢*) e dom H(s). Pelo Lema 1.2(b) sabemos que
foa(t) = eXt=9U(t,5)6* € dom K e Kfox = Afer. Como €M € dom H(s)
tem-se U(t,s)&* € dom H(t) e H(t)U(t,s)E* faz sentido e tem-se id,U(t,s)ed =
H(t)U(t,s)e*. Assim t — fen (t) € continua e diferencidvel.

Reciprocamente, existe fer) autovetor de K com t — fe(?) continua e
diferencidvel. Assim fex(t) = MU (t,5)EN e K feoy = Afen implica —i0; for (t)+
H(t)fex(t) = Afea(t) e portanto ¢\ € dom H(s).

(b) Segue de (a). [ ]

Na representacao de Jauslin-Lebowitz vamos procurar o andlogo para o
valor esperado do operador auto-adjunto positivo e discreto A : dom A C ‘H — H.
Se o operador quase-energia generalizado K for pontual puro, existe uma base B =
{fn}>2, ortonormal de K com Kf, = Mfn. Do Teorema 1.7, para toda f € K
tem-se que t — Uy(t,0)f(0) é peneperiddica p-q.t.p. Em particular, se f = 1® ¢
tem-se t — Upy(t,0)¢ é peneperiddica p-q.t.p.

Vamos denotar

Brn(4) = [ (Fu(0), A O i(6) = (s (10 A) )
Se f € Kentdo f =3, anfn, com Y |an|? = HfHQI6 Para o valor esperado
de A, no instante ¢, em relacdo a f e médio em {2
A0 = [ ot 017(6). AV(1,0)F(0)) )
= [ ()0, AF )0 (0
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_ <.7:t€7if(tf, (1 ® A)ftefif{tf%e
— <e—if{tf’ (1 ® A)efif{tfbe
= Y Tname O (f, (10 A) ) g

= Z @ame_it(’\m_k")Bmm(A).

Note que se essa soma for absolutamente convergente entao Af(t) é funcao

limitada e peneperiddica de t, e
é limitada u-q.t.p.

Proposicao 2.7 Se f = Z;nzl a;f;, em que f; sao autovetores de K e fi(0) €

dom A, para todo 0, entio t — As(t) € limitada e peneperiddica, além disso,
t — (Ug(t,0) f(0), AUp(t,0)f(0))n
€ limitada p-q.t.p.

Na formulacao de Jauslin-Lebowitz, supondo que o operador quase-energia

generalizado K tenha espectro pontual, obtemos o seguinte resultado geral:

Teorema 2.8 Suponha que () seja uma variedade diferencidvel compacta, g; : ) —
Q um fluzo C* com sup, g |01g:(0)| < oo e KfO) =XfA com 0 — fN(9) de classe

C'. Entio p—q.t.p. em 0 tem-se que Uy(t,0)fN(8) € dom Hy(t) e a energia

(Uo(t,0) £V (0), Ho())Ua(t,0) 1V (6) )

é uma funcao limitada de t. Além disso, se Hyg(t) = Ho + V(g+(0)) com V(g+(0))

limitado e supy g ||V (9:(0))|| < oo entdo

(Un(t,0)/V(6), HoUp(t,0) ™ (6) )

também € limitada.
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Demonstragao: Como K = Af tem-se que f*(0) € dom Hy(0) q.t.p. em

0 e portanto Uy(t,0)f™ () € dom Hy(t) q.t.p. em §. Também temos que
Up(t,0)fN(0) = Fre KN (G) = Frem ™ fN(0) = e~ f N (g,(9)

e das hipoteses de diferenciabilidade segue

d

G, , o\ d
i, Ua(t,0)f N (0) = xe™X f PV (gu(0)) +ie™ 2 f D (01(6)) -1 (0)

o que implica que i%Ug(t,O)f(’\)(O) = Hy(t)Up(t,0)fN() é limitada e o primeiro

resultado segue. A segunda parte segue como na Proposicao 2.3.

Podemos entao concluir que:

Corolario 2.6 Suponha vdlidas as hipoteses do teorema acima para €2 e g e que

para todo autovetor fO) € K tenha-se 0 — fo‘")(e) de classe C'. Entdio para 0

u—q.t.p., para todo vetor em H da forma
E=arfMO) + ... +apf0)

a energia

(Up(t,0)&, Ho(t)Upg(t,0)8)

€ limitada.

Nocasode & = 3% a, fOm) () com 3 |an|? < oo, uma condigao suficiente

para Uy(t,0)¢ € dom Hy(t) e energia limitada é

S oy (w +sm Haefwa)u) <o

Jj=1
pois isto implica que

[e.e]

b Up(t, 008 = D aje™0 ™ (gu(0))

=1

é de classe C! e i9;Uy(t,0) é limitada.



Capitulo 3

Energia Para Hamiltonianas

Periodicas no Tempo

Neste capitulo estudaremos estabilidade para sistemas dependendo periodicamente
do tempo. Como no estudo de modelos tight-binding ([17] e referéncias deles), vamos

introduzir a média temporal a la Laplace de (Ug'¢, AUZ'E), isto é,
2 S —2m m m
72 ¢ T {URE AUR'E)
em que, ¢ é um elemento do espacgo de Hilbert, Ur é o operador de Floquet e A é

uma energia abstrata. Demostraremos que a média acima € igual a

1 1 2m » -1
Son [ s (v = e B g
j=1

-
mTe T r

em que Ap; = Ajp;. Assim, conhecendo o comportamento dos elementos de matriz
do operador resolvente R, (Ur) = (Up—214) " (2 = e "*Fel/T) nabase {¢;} do espaco
de Hilbert, obtém-se informagoes sobre o valor esperado de energia. O restante do

capitulo é dedicado a aplicacoes de tal resultado.

3.1 Energia Média via Funcao de Green

Considere uma Hamiltoniana H(t) com H(t+7) = H(t) para todo t € IR. Suponha

a existéncia dos propagadores U(t, s), e temos o operador de Floquet Ur = U(T,0)
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a nossa disposigao. Seja A um operador auto-adjunto, nao-limitado, positivo e com
espectro discreto, Ap; = \jp;, para j = 1,2,3,..., e vamos supor, primeiramente
que cada autovetor tenha multiplicidade um, ou seja, 0 < A; < A2 < ... e A\j — 00,
de forma que {¢;}32; ¢ uma base ortonormal de H.

O principal interesse é no estudo de
E¢(m) = (Ui"¢, AU"S)

para m € IN supondo que dom A é invariante sob a evolucdo temporal. Outra

grandeza de interesse é a dependéncia temporal do momento associado a A, ou seja

M (m) =Y Ajllp;, UREP
J=1

Nosso primeiro resultado é:

Proposicao 3.1 Se Up*¢ € dom A%, para todo m, entdo
A A

Demonstracao: Tem-se que

MAm) = SN2, e =Y [(Abg, U
j=1 i=1
= Yy, AZURE) 2 = || Az U
J
= (ATURE, AZURE) = (URE, AURE) = Ef\(m)

que é o resultado afirmado. |

Vamos considerar a média temporal de Eg‘ a la Laplace
2 (o)
L{(T) = T Y e T Ef(m)

Temos que os expoentes de crescimento de ordem superior para tal média temporal

e para a média Cesaro C’g‘(T ) = %Zﬁzo Eg‘(m) sao iguais. Para os expoentes de

ordem inferior ndo conseguimos demonstrar a igualdade, mais precisamente:
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Lema 3.1 Seja (h(m))5°_, uma seqiéncia nao-negativa, com h(m) < Cm™ para

algum C' >0 en > 0 entao

I T h 1 3] _2m h
lim sup 08(2 =0 h(m)) = lim sup 08(Xm—o € T h(m))
T—oo logT oo log T

log(S°F log(3°%°_, e~
T—oo logT T—oo logT

Demonstragao: Denote por

1 T h ] T
T—00 logT T—o00 log T

log(Sioe Fhm) ooy 108 Cma e F h(m)

+ i
Pa P logT T—00 logT

T—o00

2m

Note que para 0 < m < T tem-se e 2<e T <1ledaivalea desigualdade

T T o
Z h(m) < Z eQe_szh(m) < e? Z 6_2Tmh(m),
m=0 m=0 m=0

o que implica BF < 53:.
Por outro lado, tem-se para cada ¢ > 0, denotando [-] o menor inteiro

maior ou igual que um numero real dado,

[e'9) [T'+<] 0
Z e‘27mh(m) = Z 6_2Tmh(m) + Z 6_2Tmh(m)
m=0 m=0 m=[T1+<]+1
[T1+e] s
< Z h(m)+C Z e T m".
m=0 m=[T1+e]+1

Para € e n fixados tem-se que para T suficintemente grande % < THHe < [T e

assim
o0 00
2m 2t
g e Tm" S/ e  Tt"dt.
mZI—TlJ’,E-‘_"_l [Tl-‘-e"l

Portanto, para cada € > 0 e T suficientemente grande

00 |’T1+e‘| oo
Z eJTmh(m) < Z h(m) +C e Tndt
m=0 m=0 [T1+<]
[T1+e]

< Y h(m)+ G TN
m=0
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Como, para cada € > 0, e 27°T™ — 0 quando T — oo segue que

log Yoo g€ # h(m)

T = limsu
Pa- =l log T
T1+e
o og 3y T hm)
< 1
< e S
T1+e
_ imsup 128 Zm=o | () log T
TP T log [T logT
Tl+e .
< limsup ng 1 ( log(T+1)1+
T oo longl"‘ﬂ logT

Tﬂ
_ - log Yy | h(m)
= (T G T

< (1+ep

Como € é arbitrario 8 < 8. [ |

A funcdo de Green G&(j) associada a A, Upem £ € Hez € C, |2| £ 16
dada pelos elementos de matriz do operador resolvente R,(Ur) = (Up — zI4)"! em
ou seja,

relagio & base ortonormal {¢;}32,,

GE(]) = <90j7 Rz(UF)§>

A principal razao técnica para trabalhar com este tipo de média temporal de
Laplace é o teorema que segue. Observe que devido a este resultado é possivel obter
resultados em estabilidade conhecendo o comportamento das fungdes de Green G4 (7)
para z = e “Eel/T T > 0, em uma vizinhanca exterior a S'. Destacamos que tal
resultado nao leva em conta as propriedades espectrais do operador de Floquet Ur,
e podemos obter resultados em estabilidade diretamente sem passar explicitamente

pelas propriedades espectrais de Up.
Teorema 3.1 Para § € H de maneira que Ug'§ € dom A3 para cadam € IN tem-se

LA(T) A/ G () RdE,
¢ Te TT-Z

_ipal
sendo z = e EFT
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Demonstracao: Denote por 1; a medida espectral de U associada ao par (¢;, &)

e por F a transformada de Fourier F : L2([0,27]) — [*(Z). Tem-se
2w -
(s Uvt) = [ ey (1),

Para cada j seja a9 = (a9 (m))ez a seqiiéncia

, 0 se m<0
a9 (m) =
e T fOQW e Emdu (B se m >0
Como F é unitério Ha(j)ng(Z) = Hffla(j)HLz([Ogﬂ) e como a¥) € 1M(Z) N 1*(Z),
temos
) 1 > .
Fla)EB) = — eBmald) (m
FNE) = 3 )
1 = iEm —7% o —iE'm /
= — Z e e T e dp;(E")
2m = 0
1 27 00 A (E o )
= /0 (Ze T>dMJ(E)

27
1 /
ﬁ/o 1— ei(E-Eur%)d“J(E)

2T

1

2w
1 dp; (E')
B \/%/0 ei(EJr%')(e*i(EJr%‘)_efiE’)
1 T dpy(EY)

VorelBE+a) Jo  e—iBE _ p—i(E+4)

1

= Ve P R (TR
S —c )

VoretBe™ T

sendo z = efiEJr%. Portanto
1 (4 1 )
72 (B) = 5 _%|G§(J)|2,
e

ou seja

0 1 2 ,
170D 2 00y = —— / IGE()PdE,
2me~ T Jo
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e disto segue que

LAT) = i;eﬁ”Mé“(m)
= T re Pl oror
j=1  m=0

2w
/O —7,E md'uj (E/)

I
[yl
S
E

o0

= Z)\jf”a(‘j)ﬂz%(m
j=1
[e%S) 9 - .

= 2 NgIF Ao 0m)
j=1

_ ! Z)\ / GE(j)2dE,
Te T T

que é exatamente o resultado afirmado. |

O Teorema 3.1 também vale se os autovalores \; possuirem multiplicidade

finita. Neste caso a cada \; considere os autovetores ortonormais ¢j,, ..., ¢;, , entao

e 2T
% fg (Z/ |<@janz(UF)£|2dE> )

=170

L(T)

em que z é como no Teorema 3.1.
No caso em que a condicio inicial é £ = ¢, denote n(¥) = R,(Up)ep1.

Assim, (Up — 2)n(®) = ¢ implica que Upn®®) = 2n(*) + ¢; e portanto
(ps, Urn®)) = 2(05,n) + 651,
e denotando G,(j) = G%'(j), concluimos

Lema 3.2

.0) ({1, Upn@) = 1), se j=1
z\J) =
L, U@y, se j>1

Na Secao 3.2 vamos considerar alguns operadores de Floquet conhecidos e

analisar a equacao

(Up — 2)n®) = ¢y

na tentativa de explicitar G(j) e aplicar o Teorema 3.1.
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3.2 Aplicacoes

Esta secao é devotada para algumas aplicagoes da formula obtida no Teorema 3.1.

A principal dificuldade é encontrar expressoes e/ou limites das fungdes de Green.

3.2.1 Hamiltonianas Independentes do Tempo

Como um suporte para a férmula apresentada no Teorema 3.1, consideramos o
caso especial de Hamiltonianas auténomas. Neste caso H(t) = Hy para todo t e
assumimos que Hy é um operador auto-adjunto positivo e com espectro discreto,
Hopj = A\jpj, de forma que {goj};?‘;l é base ortonormal de He 0 < \; < Ay < A3 <
... com \j — oo. Para ¢ > 0 podemos considerar H{ como nosso operador energia

, . q9
abstrata A. E conhecido que Up = e *H0 ¢ para & € dom Hj tem-se
(7 —2)Ra(e7)E = &,
e portanto para cada j € IN

(pjs (€70 = 2)R.(e71)E) = (19, €),

ou seja,
(), Ra(e7110)€) — 2(i0j, Ro(e70)8) = (5,€)-
Como eHovi — ¢iA; ©; tem-se
(7 = 2) gy, Ra(e™™)E) = {0.),
portanto
. '76
GE(j) = ot
e A
Assim, para z = 671’E€%7
. ;HY 114 o '
LAT) =L (1) = — TZA?/ GEG)IPAE
o At 0
1 1 [ e O)P
_ 1 )\q/ NS g 3.1
WG;T]'; To e — 22 .
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27 dE

Vamos agora calcular I; = [; 5- Seja vy o caminho fechado em €

|e—iA]- 72‘

. 1 . 1 .
dado por y(E) = €f com 0 < E <27, aj = eTe™ e 3 = e Te™ entdo

I /27r dE
P @ e )

B /27r dE
0 (emN — efiEe%)(eiAj _ eiEe%)

B /27r dE
0 e%(ef%e’”‘i - e‘iE)(ef%e“‘J' — etf)
1 [ dE

et Jo  e—iEemTeiN (et — ay)(eF — 3;)
_ 11 /2,, ie'fdE
ete=in @ o (€ — Oéj)(@iE - B5)
/)

dw
B e%e_i/\j [y (w — ozj)(w - ﬁj)'

Como |oj| > 1 e |Bj] < 1, B; é o tinico pdlo no interior de v e pelo Teorema dos

Residuos

e I; independe de A;.

Com este calculo obtemos de (3.1) que

1 1 o
LUT) = —5=) MNl{p, 85—
¢(T) m_%T; HICIR3] Z_
2 1 1 >

1 g
Tomrier
— €

Como (1 — e_%) =2+ O(%), para T grande obtém-se

q
LYT) ~ || Hg €|,

com (para ¢ € dom H{)

lim LU(T) = (¢, HIE).

T—o0
. . q
Entdo concluimos que a fungao (e~ Hom¢ Hle=tHome) ¢ limitada para & € dom HE,

que é (claramente) um resultado esperado (veja Proposicao 3.1).
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3.2.2 Um Limite Inferior para as Funcoes de Green

Como uma primeira aplicacao tedrica, conseguimos instabilidade dindmica a partir

de limites inferiores das fungoes de Green.

Teorema 3.2 Suponha que existam K > 0 e a > 0 de modo que para qualquer
2N > 0 suficientemente grande erista um conjunto de Borel ndo-vazio A(N) C S*

de forma que

ez=ePTT com E € B(T) = {E" € ' :3FE € AN);|E"—F| < L} (a

+—vizinhanga de A(N)). Entio se § = 1-&-704 tem-se

LAT) > cte |B(T) Aoy 020071

em que [-] denota a parte inteira de um numero real. Se além disso A; > cte j7,
v > 0, entao

L?(T) > cte 700 2a+1)=2,

Demonstragdo: Escolha 2N(T) = [T?]. Assim

LAT) = Z)\/ |GE(5)|*dE

77677 T

2N(T)

Z )\/ |GS(5)|2dE

J=N(T)

Ct—eAN Z/ IGS(j)2dE

Jj=N(T)
2N(T)

Y

v

cte K2

T AN(T) | > W|B(T)|
j=N(T)

cte K?

7 BOve ypym—

cte 1

T| (D) Aprs) [T9]20-1

Y

v

cte | B(T)|[ s 70020071,
Se \j > cte j7, como |B(T)| > £ tem-se que
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e o resultado estda demonstrado. [ |

3.2.3 Perturbacoes Kicked de Posto 1

Agora considere

H(t) = Ho + kP, Z 5(t —n2m),
em que Hp é como na Subsegdo 3.2.1 com base de autovetores {cpj} L, € A os
autovalores correspondentes; Py(-) = (¢, )¢ sendo ¢ ciclico para Hy com ||¢|| =1 e
k € R. Seja
o= big;.
J

Neste caso sabe-se que, [9, 13],
Ur = Up(la + aPy),

em que Uy = e~ 20 ¢ o = (727~ —1). Estamos interessados em n? = R.(Ur)ep:.

Como |z| # 1 tem-se n*) € H. Entao podemos escrever

o

=Y ajp;.
j=1
Note que a; = G.(j) e temos que
Upn® — 2 = o. (3.2)
Também
U = U™ + alyPyn®™

= > a;Usp; + alo(¢,n*))¢

j—l
00
— Zae z27r)\390 +a¢’ ije 127r>\
7j=1 j=1
00
—i27
- Z%—I—agﬂ), Nbj)e g,
j=1

e de (3.2) segue

[e%¢)
Z a]“‘a ¢a > ) _ZZWAJSO _ZZCLJQDJ (101’
7j=1

7j=1
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ou seja,
o . .
Z[aj(e—z%r)\j _ z) + Oz<¢,77(z)>bj€_127r)\j]g0j = o1,
j=1

e conseguimos as equacoes
al(efz?ﬂ)\l . )+ O[<(Z), >b1€ 2T _ 17

aj(e_ﬂ’r)‘j —2)+ a(¢,n(z)>bje_i2”’\j =0 para j > 1.

Assim
_ 1—afg,y@)pe
ar = o—i2Th _ 7 (3-3)
e
o, (2) b e—i2mA; .
= Z%l j>1 (3.4)

i —z

Para o caso trivial a = 0, ou equivalentemente, k € Z tem-se

1

9= g _

aj:0 Jg>1,

en® = —mx;—- Neste caso a andlise de LE,(T) se reduz a

2 2
dE 2
/ ‘allsz :/ ST 2 — T2 T
0 0 [eT*m— 2 eT —1

como calculado na Subsegao 3.2.1. Assim L&, (T)

Q

|Hdp1|| para T grande e
(U1, HIU 1) ¢ limitado.

Voltando ao caso geral a # 0, note que

(6,n?) = b

T 1-— a<¢, fr](z)>b16—i27r>\1 © (_a) <¢7 n(z)>bje—i27r)\j
= b1( o—i2TAL _ ) + 22 b g 1o v
‘]:

> a’b.‘2€7i2ﬂ'kj

b1 z J
e—i27r)\1 _ 5 - <¢7 77( )> Z e—i27r)\j

—Z

j=1
Logo
B 0 Oé|b“2 —i2TAj 4 —
By __ "1 ot bV B
<¢777 > - (6—i271')\1 _ Z) {1 + ]Z_; 671277)\] —
Denotando
a|b |2 —412m

=1+ Z —z27r)\ ’

b —Zz
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por (3.3) e (3.4) obtemos, finalmente, as relacoes

B 1 alby|Pe g (z) 7!
M= o —, (e—i2mh _ 5)2
ab:bie 2™ (z) 1
aj = — i1 (2) i>1

(e—2mM — 2)(e—27N — 2)
Um Oscilador Harmonico

Apresentamos agora uma aplicagao das relagdes acima para o kicked de um oscilador

harmonico com freqiiéncia natural igual a 1, ou seja,

Proposicao 3.2 Seja Hy a Hamiltoniana de um oscilador harménico com parametros
apropriados de modo que seus autovalores sejam \j = j, j > 1, e Up = Up(Ia+aPy)
como acima. Entao para qualquer k € IR e vetor ciclico ¢ para Hy, existe C > 0 tal
que

L (T) < C, VT >0,

em que Y1 € o autovetor associado a A\; = 1.

Demonstracao: Usamos a notacao acima. Neste caso temos

o0
alb;)? a s l—z+4a
=1 4 4 — =~
7(2) +;1_z + 17— llel —

e portanto

1 alby 2
a] = — :
=1 (1 —2)(e2mk — 2)’

Oébjgl
(1 _ Z)(e—z?mi _ Z)

a; = — j>1.

Calculemos agora [; = fo% la;|?dE. Para j >1e~(E)=¢* 0<FE < 2n,

21 27
| laspae = [
0 0
dFE

2 22 [
= bj|“|b T T
"o 1] /0 (1 — e~iBeT)(e—i2mr — e=iBeT )2
_ lalPlb;*1ba]? / wdw
N 5 (W= Pi)(w = Ba)(w = B3)(w — Ba)’

Ozbjgl
(1 _ Z)(e—i27m _

2dE’

je7 e—i2mk
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1 1 1 . 1 ; ~ ’
em que ) =eT, fo =€ T, B3 =eTe?™ e By = e Te'?™: By e B4 sdo os polos no

interior de . E pelo Teorema dos Residuos, para j > 1,

2la by

I =
J e%efi%m
( B2 . B4 >
(B2 = B1) (B2 — B3)(B2 — 1) (Ba — B1)(Bs — B2)(Ba — B3)
omalb PP 2malb;P bR
(eT —1)(e727™ —T)  (eT —1)(ei2™ — eT)
B 27Ta‘bj|2|51|2 ( 1 - €i27'm )
(6% _ 1) e~ 12Tk _ 6% ei2mh _ 6% ’
e para j =1
2w 1 a|b1’2 2
L = — , dE
! /0 1—2z (1—2)(e 2 —2)

Y N Ry dE
_/0 (1-2)1-7%) |b1|/0 (1—2)(1 —2)(e?mr — %)

27 dE
‘“'“2/0 1= 21— 3)(c 2" )
9 4 2m dFE )
+|04’ ‘b1| /0 (1 _ Z)(l _ Z)(e—zﬂm@ _ Z)(€i27m _ z)’

calculando as integrais obtemos

7 27 27|by|? 27| by |? 2ma|by|?
1 = — - N - .
(e —1) (e —1) (e2™ —ef) (e —1)(e72m —eT)
2malby|* 1 ei2mr
+—3 ( . 2 2 )7
(67 _ 1) e—2TK _ T 2Tk _ o7

e depois de substituir isso na expressao da média para a energia obtemos

2 alby|?
L&1(T) = 2 (1 - ’b1|2_ : ‘ 1’ 2 )
(1—e7)T (e=12mr — eT)
2[1|?
2 . 2
e" T (e —eT)T
204’b1’2 1 €i27rn

- ) (0, Hio)

2 ; 2 ;
(1 _ e_T)T e~ 2Tk _ o7 ei2mr _

Portanto, para T grande existe uma constante C'(x,b1) > 0 tal que

£5,(1) < b (14 (0. H30) + 7).

e o resultado segue. |
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E conhecido que o operador de Floquet associado ao modelo da Proposi-
¢ao 3.2 tem espectro pontual puro ([8, 9]), mas nada era conhecido sobre a estabili-
dade dinamica de tal sistema quantico.

Para osciladores harmonicos com autovalores \; = wj,w # 1, o calculo das

integrais resultantes é mais complicado e nao foram realizados.
3.2.4 Perturbagoes Kicked por V em L?(S?!)

Kicked Linear Rotor

Considere

H(t)=wp+V(x Zét—an
neZ

em que p=—iL weReV e L(S?). O espaco de Hilbert é L2(S?); esse modelo

foi considerado em [4, 22, 18] e referéncias deles. O operador de Floquet é

Up =Uy = e—zQﬂwpe—iV(z)'

Sejam ¢j(z) = f}% para j € Z; p* tem autovalores \; = j2 para j = 0,1,2,3,...,
Ao com multiplicidade um e autovetor correspondente g e os demais A;’s com
multiplicidade dois e autovetores correspondentes ¢; e ¢_;.

Considere o caso w = 1; entao

((Ur = 2)""po)(z) =

e portanto
1 27 e—ija:
PO — (- -
G2°(j) = (@), R-(Ur)po) = %/0 g
Denote I; = 2” |GZ°(5)|2dE. Segue que
—ijx
e —iV(z

i PP —
e=V( ]) de> (/0 %dﬂi)dE

—ijz or i
¢ zv(J) Z“)(/{) eivfyjy_zdy)dE

da:’ dE
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1 2w 2w 2w ef’[:jxeijy
(2m)? /0 (/0 /0 (e=V(@) — 2)(etV¥) — %) dxdy)d
1 27 27 o 2 dE
— —ijz iy
(2m)? /0 /0 ce (/0 (e=iV(@) — 2)(eiV(¥) — z)>d$dy'

Para z,y € S! fixados denote I, = 0277 (e—iv(z)i})g(eiv(y)fz)' Se y(E) = €'F, 0 <

FE < 27 tem-se

o [
0 (e7V(@) —eiFer) (VW) — ¢iFeT)
o dE
/o e~ iBe=iV(@) (if — iV(@)eT )eT (e~ TelV () — ¢iF)

9

- 1 1 / dw
eTe= V@) i )y (w—eV@eT)(w— e TelV W)
e pelo Teorema dos Residuos

[ 2 _ 2
Y T e V@ (e T eV W) — eV @eT)  (ef — e~V (@)eiV))

Portanto

1 27 2 S 9
I; = PYRY] / / e Ty 5 ‘7T - dxdy
@m)? Jo Jo (e7 — e=iV(@)eiV))
2T 27

. 1y
_ ! e”x(/ _ Py )da (3.5)
2m Jo 0 (eT — e V(@eiV()

L ey,
2 Jo e VONJy (eFeV —evw))

O calculo dessas integrais nao é uma tarefa facil. Como uma ilustragao, considere o

potencial particular V(x) = x; pela Férmula Integral de Cauchy

27 ijyd 1 j—ld
/ 26—y == / % =0 Se.j > 17
0 (eTe® —eW) tJy (w—eTew®)

e pelo Teorema dos Residuos

/27r eijydy 1 / dw or .
— = = : I : se j <0,
0 (eTe™ —eW) vy wli(w —eTe®)  (eTei®)l—i

e concluimos que

I; =0 sej>1

1 2n —ijx 2 1 2w 2
=0 | e ——dr= / dv = ——  sej<0.
27 0 e~ (efelx)lf‘] 67(1—3) 0 eT(l—J)
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Portanto, segue que para qualquer g > 0
2q 1 1 2 2 9 2
e DML NEL D DT
e concluimos que neste caso
(Ui p0, p*UF" o) = m™.

Esse é um resultado esperado visto que o espectro de Ur é absolutamente continuo
neste caso [4], mas aqui conseguimos o resultado explicitamente sem passar por argu-
mentos espectrais, embora de uma maneira mais complicada. De qualquer maneira,
é novamente um suporte para a férmula no Teorema 3.1.

Para V(z) = kx com k > 2, k inteiro, ja complica um pouco, mas fazendo

célculos similares obtemos

0 se j=Ilk, 1>1

I; = ,
2 se j=1k, 1<0
eT (1-1)
e portanto
2q kaq > 2 _gl
LE(T) > T;z Gl

logo (U, p*AUT o) > C'(k, q)m??. O mesmo ¢ vélido se V(z) = kx com k < —1.

Sistemas Kicked com Poténcia em p

. . . . . 29
Devido a dificuldade em calcular as integrais em (3.5), a fim de estimar L, (T'), em
algumas situacoes, consideraremos uma maneira alternativa.

Considere os modelos Kicked em L2(S') com operador de Floquet

Up = Uy = 67i27rwf(p)efiV(a:)

)

correspondendo a Hamiltoniana

H(t) =2nwf(p) + V(x) Z o(t —2mn)
nezZ
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em que p,V,p; sao como anteriormente e f(p) = p° para algum s € IN. Seja

F: L*(S') — [*(Z) a transformada de Fourier. Entao FUy F 1 : 12(Z) — I*(Z) e
fUfol — Fe*iQﬂwf(p)efiV(m)ffl _ fefiQﬂwf(p)j:’f1fef’iV(x)f‘fl

em que Fe 2/ () F~1 & representado por uma matriz diagonal D cujas entradas
sao

D(’I?’L, n) = e_ﬂﬂwf(n)émna

e Fe~ V(@) F=1 & representado pela matriz W cujas entradas sio
W (m,n) = (Fp)(m —n) = p(m —n),

em que p(z) = \/%e*w(’”). Denote B = DW entdao B(m,n) = e~ 2™/ (") j(m —n) e

tem-se

Uy = F 'BF. (3.6)
Seja n(*) = R, (Uy)yo entéo
Uvn'® — 20 = o,

e usando (3.6) obtemos

BFn®) — 2Fn®) = Fo.

Assim, para cada n € Z,
(BFn)(n) = (2Fn*))(n) = (Fo)(n),
o que resulta em

e RN 7 pn — J)GE(j) — 2GE° (n) = dno. (3.7)
JEZ
A partir desta equacao, para conseguirmos obter uma expressao para as

funcoes de Green, vamos considerar os casos que seguem:

Caso Tridiagonal. Para lidar com tal equagao, tentamos simplifica-la supondo que

V seja tal que p(m —n) = 0 se |m —n| > 1. Entdo, para cada n € Z fixado a
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equagao (3.7) se reduz a

672'271'wf(n) Z /3(77/ _ j)Gfo (]) — szO (n) = o (38)
njl<1

e F~'UyF = B é tridiagonal e tem a forma

B =
g(W)p(1)  g(1)p(0) g(1)p(=1)
9(2)p(1)  9(2)p(0)
em que g(n) = e 2™ f(")  Agora, se U é um operador unitario em 1?(Z) tri-

diagonal entao ou ele é unitariamente equivalente a um operador shift (bilateral),
ou ele é a soma direta infinita de matrizes unitarias 2 x 2 e 1 x 1. (Lema 3.1
de [10]). Para demonstrar tal resultado foi usado apenas que se U é unitério e

Uer = arex_1 + Brer + Yrerr1 em que {ex} é a base canénica de [?(Z), ou seja,

A1
Br—1
U= Ye-1 Bk Qrg1
Ve o Brt1

V41

entao valem, dentre outras, as relacoes para todo k € Z
ok ? + Bk + el = 1,

Vk—18k—1 + Brag = 0,
aryr = 0.
Aplicando essas relacoes & B = F LUy F obtemos

o Se p(—1) # 0 entio p(1) = p(0) =0 e |p(~1)| = 1.
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e Se p(1) # 0 entao p(—1) = p(0) =0e |[p(1)| = 1.
e Se p(0) # 0 entao p(1) = p(—1) =0 e |p(0)| = 1.

O préximo passo € investigar esses casos. O caso em que p(0) # 0 reduz-se
ao caso H(t) = Hyp ja considerado anteriormente.
Os casos p(—1) # 0 e p(1) # 0 sdo similares, vamos considerar o caso

p(1) # 0. Para n € Z fixado a equagao (3.8) fica
S0 1)GE (n — 1) — 22 (1) = G, (39)

e portanto pode-se escrever G£°(n) em termos de G£°(0) e G£°(—1) para todon € Z,

a saber
e—dew(f004n“+f(U)ﬁ(1)n

G£o(n) = ~ G£(0)  n>1,
zn—l

Po(_ =
GZ°(—n) = e—2ro(f(—n+1)+.+(=D) j(1)n

=G (-1 n=2
além disso, para n = 0 em (3.9) tem-se p(1)GZ°(—1) — 2GZ°(0) = 1, logo para
z=e e/ comEc S eT > 1
1< |GE(=D[+ [2]|G£°(0)]
= G2 (=1)| +e/T|GE(0)]
< e(|G2 (=) +G2(0)]),
ou seja, para z = e Fel/T com Ee St eT > 1

GE (=D +|GL(0)* = d > 0.

Portanto, para T > 1

1 1 0 2T 2
L{;ff(:r’) = Tanq ( /0 |G¥° (n)|?dE + /0 Gfo(—n)|2dE>
n=1

_2
e T

11"°2q12”5002
= 2 4725:71 2n 0 ‘(;z (OM dE

e T Tn:1 eT

2(n—1) 2m 2
+e T |G2°(—1)|*dE
0
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1

_2
e T

0o 2w
7o # [T (62O + 62 (-DP) aE
n=1 0

v

2 5
T 2)(?% +1)%e 7
n=

logo <U§Lgoo,p2qU{/"cpo> > CO(m + 1),

Caso Pentadiagonal. Suponha agora que V seja de forma que p(m —n) = 0 se

|m — n| > 2. Entao para cada n € Z fixado a equacao (3.7) se reduz a

el N p(n = J)GL(5) — 2GE(n) = b0, (3.10)

In—j|<2

e F~'Uy F é pentadiagonal e tem a forma similar a F~'Uy F do caso anterior, acres-
centando os elementos cuja distancia a diagonal principal é 2, os elementos acima
da diagonal sendo da forma e~?27/(")5(—2) e os abaixo da forma e~2™/ (") ;5(2).
Para nao recairmos no caso anterior, teremos de supor que p(2) ou p(—2) é nao-
nulo. Agora, se U é um operador unitdrio e pentadiagonal em I12(Z), ou seja,

Uer = (rer—2 + agerp—1 + Brer + Yrerr1 + Orerio e em forma matricial

Br—2 k-1 Ck

Ye—2 Br-1 ak  Crt1

U= Ok—2 k-1 Bk k1 G2
-1 Y Bre1 Qrg2

O Yet1 Brt2

entao sao validas as seguintes relagoes, para cada k € Z
Gl + e l® + [8k]* + [ywl? + 6> = 1

Cek—1 + W Br—1 + BrYe—1 + Tkbk—1 = 0
Ve—20k—2 + Br—1Vk—1 + axfr + Brr1041 =0

Br—10k—1 + Yk + Crog1Bry1 =0
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Chr1Bk—1 + Q1 Vk—1 + Brr10k—1 =0
101+ Gy =0
Chp1Yk—2 + Qpgibk2=0
G0 =0

Chr20k—2 = 0.

Vamos supor p(2) # 0. O caso p(—2) # 0 é similar. Entao pelas relagoes acima
aplicadas ao nosso caso, obtém-se que p(—2) = p(—1) = p(0) = p(1) = 0 e portanto
(3.10) fica

€7i27rwf(n)ﬁ(2)Gfo (n _ 2) _ ZGfO (n) = dn0.

Para n = 0 tem-se p(2)G2°(—2) — 2G%°(0) = 1 e de forma anédloga ao caso anterior
G (=2)* + G2 (0)* > d > 0,

para z = e “Eel/T E e S' e T > 1. Como paran > 1

—i2nw(f(2n)+f(2n—2)++f(2)) A(9\n
Geo(n) = © . A2 oo o),
2" LGE0(—2)
®o (__ —
GZ ( 2n> ﬁ(2)n—1e—i27rw(f(—2(n—1))+"'+f(—2))’
obtemos que
p24 1 1« 2q 2 ©o 2 o o 2
T > jTZ@n) (G20 (2n)|?dE + |G#0(—2n)|?dE
me T L 0 0
1 1< 12
= =N (2n)% / G¥°(0)|2dE
7T 2 < o O
2(n—1) 2m 2
. / G20 (—2)[2dE
0
1
>

1 o [T
F e F [ (aRf +laz-2)P) dE
n=1 0

2
e~ T

2n

2 o0
T z_;)(?(n +1))%e T,

Y

e portanto

(UV' 0, p*1U o) > C(2(m + 1)),
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Caso N-diagonal. No caso de V ser de forma que p(m—n) = 0 se |m—n| > N, para

nao se recair nos casos anteriores tem-se que supor que p(N) ou p(—N) é nao-nulo.
No caso de p(N) # 0 tem-se pela unitariedade e pela estrutura de F~'UyF que
PN —1) =...p(0) = p(=1) = ... = p(—=N) = 0 e portanto (3.7) se reduz, para
cadan € Z, a

e 2l p(N)GE0 (n — N) — 2G2°(n) = 6o,
logo
|G (=N +|G£2(0)* = d > 0,
para z = e Eel/T T > 1 e além disso para n > 1

e=2m(fN)+F (n=)N )4+ (N) 5( )

GZ°(nN) = G£°(0),

zn

2 1GE0(—N)
(N ) le2ral (N D)tV

G?°(—nN) =

Portanto, de forma similar aos casos anteriores concluimos que

o
Z (n+1) 2‘16_7.

Podemos entao enunciar o seguinte resultado:

H\M

Teorema 3.3 Para sistemas Kicked em L%(S') com

Uy = e—i27rwf(p)e—i\/($)

em que f(p) = p°, tem-se que FUyF L 12(Z) — I1*(Z) ¢ representado pela matriz

—i27rwf(n)ﬁ(m _ ’I’L) sendo p(l‘) = (QW)_%e_iV(x). SeV

B com entradas B(m,n) = e
¢ de forma que p(m —n) =0 se [m —n| > N € IN* e p(N) ou p(—N) € nao-nulo,
isto €, V() = £Nx + 0 com 0 € R, entido FUyF 1 € unitariamente equivalente a

TN em que T € o operador shift bilateral (¢ direita ou & esquerda) e

o
Z (n+1) 2‘16 T,

H\N
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Demonstracao: Falta demonstrar apenas que FUy F~! é unitariamente equiva-
lente a TV. Vamos supor que p(N) # 0 (o caso para p(—N) # 0 é similar) entdo

pela discusao precedente tem-se que

0 se m#n+ N
B(m,n) =

e 2 f(M5(N) se m=n+ N

ou seja, Be,, = e 2™/(M) 5(N)e, . n, em que {e,} é a base canénica de 12(Z). Como

|p(N)| = 1, vamos escrever p(N) = e~. Seja W um operador unitario definido por
We, = em"en, n €.

Se 9, satisfaz para todo n € Z
Inen — U = 2w f(n) + 0 (3.11)

segue que W—IBW = TN, (3.11) é satisfeita tomando, por exemplo, Jg = ¥ =
...=9Yn—_1 =0 e os demais ¥,, obedecendo (3.11). [ ]

Observamos que o resultado acima jé é conhecido, visto que para V(z) = x
sabe-se que o espectro de Ur = Uy é absolutamente continuo puro, donde segue tal
crescimento para o valor esperado da energia pela teoria desenvolvida em [2, 29, 30,

46).



Capitulo 4

Operador de Floquet com

Espectro Pontual e Instabilidade

Em [10] sdo estudados uma classe de operadores Floquet em [2(Z) e I2(IN*) que sdo
pentadiagonais. Tais operadores em [?(IN*) descrevem a dindmica quantica de certos
modelos, veja [5, 10] e referéncias 14 citadas. Neste capitulo consideramos uma classe
especial desses operadores e construiremos um exemplo de operador de Floquet com
espectro pontual puro e energia nao-limitada. Para mostrar que o espectro é pontual
puro usaremos um argumento de [32] que foi usado para demonstrar a presenca
desse tipo espectral, com autofuncoes decaindo exponencialmente, para operadores
unitarios aleatoérios; o argumento combina perturbacao de posto 1 e positividade
do expoente de Lyapunov com limitagdo polinomial das autofuncoes generalizadas.
Para mostrar instabilidade dinamica adaptaremos os resultados preliminares usados
para conseguir instabilidade para o modelo em [19], alguns resultados possuem uma
demonstragao completamente diferente.

Este capitulo é organizado como segue: Na Secao 4.1 apresentaremos o
modelo de operador de Floquet que iremos considerar, alguns resultados preliminares
sobre eles sdo apresentados e o resultado principal deste capitulo (Teorema 4.2) é

enunciado. Na Secao 4.2 demonstraremos que o operador de Floquet considerado
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tem espectro pontual puro. A Secao 4.3 é dedicada a demonstrar instabilidade

dinamica do modelo.

4.1 Apresentacao dos Operadores Floquet

Neste capitulo o espaco de Hilbert ¢é 12(Z) ou I2(IN*), em que IN* é o conjunto dos
inteiros positivos, e denotaremos a base canonica de 1?(Z) por {¢i}rez e similar-
mente para [>(IN*). Se S é uma matriz unitdria 2 x 2 entdo S pode ser escrita
como

re”'  jte'

S =
e

ite™™  re
em que a,7,0 € St et,r € IR e satisfazem t? + r? = 1; t é chamado de coeficiente
de transmissao e r de coeficiente de reflexao.

Considere {Sk}rez um conjunto infinito de tais matrizes, em que Sy de-
pende das fases ag, Vg, 0 e dos coeficientes de reflexao e transmissao tg,r;. Sejam
P; os projetores ortogonais nos subspacos gerados por ¢;, ;41 em 12(Z) e U, e U,
os operadores unitdrios em [?(Z) definidos por

Ue=> PuSuPu e U= Pops1S%1Pos1
ez kez

ou, em representacao matricial na base canonica,

S_o

Sa

e similarmente para U,, com So;+1 no lugar de Sag.
Os operadores Floquet U, considerados em [10] e que estudaremos neste

capitulo, sao definidos por
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tal que, para qualquer k € Z

. —i(0 O2k—1) ,—1% —Y2k—
Upar = iroptor—1e (026 +02k—1) g —i(a2k =72k 1)90%_1

+T2kr2k_16—1(92k+92k—1)€—l(a2k—Oézk—l)(p%

, — (10 i
+irops1tane (02 + 2k+1)6 Z(1/211c-|—0t21c+1)SO%_H

1(O2k+02k+1) e_i('YQk +Y2k+1)

—togtogr1e Vk+2,

Upors1 = _t2kt2k_1e_i(92k+62k—1)ei(72k+'Y2k—1)SD?k__l (4.1)

+,L'742k_1t2ke_1(92k+92k—1)61(72k+0¢2k—1)902]{

(026 +02k+1) pi( @2k —2k+1)

+rogrog1€ P2kt1

: —i(0a),+0 i(cuzk—
Firggtop e (OO ilOn T ki) ooy

Em forma matricial, sem explicitar os elementos, temos a estrutura

* * * *
* * * *
* * * *
* * * *
U= (4.2)
* * * *
* * * *
* * * *
* * * *

Considere t, =t, 7, =r,Vk € Z comr> +t2 =1e 0 < r,t < 1. Os casos extremos

em que rt = 0 sao espectralmente triviais; no caso t = 0, i.e., r = 1, U é pontual

puro e se t = 1, i.e. r =0, U é absolutamente continuo. (Proposi¢ao 3.1 de [10]).
Denote a matriz (4.2) por M ({6x},{ax},{7%}) e identifique U a ela, é

conhecido que (Lema 3.2 de [10]) para quaisquer seqiiéncias {0y}, {ax}, {1}, k € Z

U= M0k} {arts {ve}) = M({0k}, {ax},{0})
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em que ~ significa unitariamente equivalente, e pode-se substituir {7} na defini¢ao

de U por qualquer outra seqiiéncia {7, }.

Considerando a equacao de autovalores
_ JiE
Uy =€y,

= cpr, el EeC, (4.3)
keZ

vé-se da estrutura (4.2) do operador U, que se v satisfaz (4.3) tem-se a seguinte

relacdo entre os coeficientes (cog, cor41) € (Cok—2, Cok—1)

Cok C2k—2
=Ty(E

Cok+1 Cok—1

em que T;(F) é a matriz 2 x 2 cujas entradas sao

—i(E+yan o Oap 1+
Ti(E)11 — e~ HE+26—1+726—2+02k 1 +02% 2)’
T _ i _
Iw(E)2 = z;(e i(Et+yak—1—a2k—2+02k—1+02k—2) _ o—i(v2k—1 0121@71))’
r, _
Te(E)yr = i—(e i(O2k—2—O2p+y2k+V2k—1+Y2K -2+ Q2K 1) (4.4)

— e~ WE+O2k2+02k 1726 +7V2K 1 HY26—2F2k) )
M

Tk(E)22 — _lei(E+92k+92k71*'YQk*'YZkfl)
t2
7‘2 . (6 0 .
_|_t72671(72k+72k—1)(61( ok =02k —2+Q2k_2—Q2k_1) + 6*1(04%*021@71))
r2
_7677’(E+02k72+92k71+W2k+72k71+a2k*a2k72)_
t2

det T (E) = e~ 02k —2 =02k +72k+272k— 172k —2)

Note que |det T (E)| = 1, V¥ k. Portanto para k € IN*,

Cok, o o
C2k+1 C1 C1
C2k €o €o
=T p11(E) T (E) 'Ty(E)™! =o_,(E)
Cc1 C1
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No contexto fisico [5], o espago de Hilbert natural é I2(IN*), e a definicio

de acordo com [10] de operador de Floquet, denotado por U, é

U+801 — 7"6_7:(00+91)6_ia1901+it€_i(00+01)€_i71g027

Utpr = Upp, k>1 (4.5)
com Uy, como em (4.1). Neste caso a equagao de autovalores é
U+¢ — eiE
com Y = 220:1 cppr. Entao comecando de ca, 3, temos

C2k (6]
=T(E)... To(F) , k=2,3,...
C2k+1 c3

em que as matrizes de transferéncia Ty (E) sd@o dadas por (4.4), com a condi¢do

adicional
(&) aq (E )

c3 as(F)

em que

%' (e—i(E+71+91+00) B re*i(%*al)) |
1 .
aZ(E) = —t—Qe’(E+92+91*’72*71)
+t£267i(72+71) <6i(02790*a1) 4 re*i(&z*oq))

_ iefi(E+00+91+72+71+a2)

$+2

Para mais detalhes e generalizacoes dessa classe de operadores unitarios,
referimos o leitor a [10, 39, 40, 32]. Em particular, quando as fases sdo varidveis
aleatérias i.i.d., alguns resultados tipicos aqueles obtidos para operadores de Schro-
dinger aleatdrios, discretos e unidimensionais sao mostrados em [10, 39] para o caso
unitario acima. Por exemplo, a estrutura de um formalismo de matrizes de trans-
feréncia para expressar autovalores generalizados permite introduzir um expoente de
Lyapunov para demonstrar uma versao unitaria do Teorema de Ishii-Pastur (e con-

seguir auséncia de espectro absolutamente continuo) e do Teorema de Oseledec [10].
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Vamos considerar o exemplo peneperiédico U = M {6k}, {ow}, {1%}) em
que ap =aVk, v = (—1)'”104 e a peneperiodicidade fica com as fases 0, definidas
por 0 =278k + 0, em que § € R e 0 € [0,27). Denotaremos U por U = U([3,0)

que com as escolhas acima passa a ser dado por (veja (4.1))

U(ﬂ,Q)SOQk _ Z-rtefi(%rﬁ(llkf1)+29)(p2k71

fr2emi2mB(R=1)+20) o

+Z-Tt€fi(27rﬂ(4k+1)+20)SOQk_H

_{2—i(2mB(4k+1)+26) Vo2

U(ﬁ, 0)@2]@-}—1 — 7t26—i(27r,3(4k—1)+29) QOQk'—l (46)

+,L'tTe—i(27r[3(4k—1)+20) Dok

+T2€—i(27r,6’(4k+1)+20)¢2k+1

Litre—i(2mB(4k+1)+20) Dokt

Let U(3,0)% o operador correspondente em I2(IN*) definido por (4.5). O seguinte

resultado foi demonstrado em [10].

Teorema 4.1 (i) Para 3 racional e cada 6 € [0,27), U(f3,60) tem espectro absoluta-
mente continuo puro, os.(U(B,0)T) = 0, 0ac(U(B,0)") = 0ac(U(B,0)) € o espectro
pontual de U(B,0)" consiste de finitos autovalores simples no conjunto resolvente
de U(B,0).

(ii) Sejam TY(E) as matrizes de transferéncia em E correspondendo a U(j3,6). Para

B irracional, o expoente de Lyapunov v(E) satisfaz, para q.t.p. 0,

N
o WITIL )

FE
Yo (E) m N

1
>In— >0,
2
e portanto o4.(U(3,0)) = 0. O mesmo € verdadeiro para U((3,0)%.

Finalmente, introduziremos o modelo particular aqui estudado. Conside-

ramos a perturbacio de posto um de U(3,6)", A € [0,27) (veja também [13])

UNB,0)" == U(@.0) P =U(3,0)" (la+ (® = DR, ), (A7)
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em que Py, (-) = (p1,-)¢1. Observe que
U(B,0)" = U ({0k}7Z0, {an}ile, {1}iy)

€ U)\(ﬁ, 9)+ = U+ ({gk}zio,{dk}zozl,{’fk}zil) em que (9~0 = 90 — e 9~k = Qk,
ar = g, Yk = Yk para k > 1. Portanto, o operador perturbado Uy(f,0)" também
pertence a familia de operadores Floquet estudadas em [10].

Seja X™ o operador momento de ordem m > 0 em [2(IN*)

X™ ="Kk, )Pk, (4.8)
k>1

o qual é auto-adjunto e tem espectro discreto.

Podemos agora enunciar nossa principal contribuicao neste capitulo:

Teorema 4.2 (i) Para (3 irracional, Ux(3,0)" tem apenas espectro pontual para
q.t.p. 0, X\ € [0,2m), e na base {pr} suas autofungoes decaem exponencialmente.

(ii) B pode ser escolhido irracional de forma que

P2
oy X QOO
n—oo n

para todo 6 € [0,27) e qualquer \ € [§, 5], em que F'(n) e X € o momento

— _n?
= n(2+n)
de ordem m =1 dado por (4.8).
Observagoes. 1. Juntando (i) e (ii) do teorema acima obtemos que, para algum [
irracional, para q.t.p. § € [0,27) e X € [%, 5], Ux(3,60)" tem espectro pontual puro
e a funcao

n— ((UA(B,0)7)" o1, X* (Ur(B,0)7)" 1)
¢é nao-limitada. Ou seja, tem-se espectro pontual puro e instabilidade dinamica.
2. Podemos modificar a demonstracao e substituir a fungao f(n) = In(2 + n) por

qualquer seqiiécia monétona f com lim,_,o f(n) = co.

4.2 Espectro Pontual Puro

Nesta se¢ao demonstraremos a parte (i) do Teorema 4.2. Precisamos do lema preli-

minar:
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Lema 4.1 Para qualquer 3 e 0, o vetor oy é ciclico para U(3,0)".

Demonstragao: Fixe 8 e 6. Indicaremos que qualquer vetor ¢, k € IN* pode
ser escrito como uma combinagao linear dos vetores (U(8,60)7)" ¢1, n € Z. Como

U(B,0)T 1 = re iCmB+20)g=ia ) | jte—i(2m6+20)o—ic s entdo
_ U i(2npB420) ia + ir
P2 =€ e"*U(B3,0)"p1 + PRl (4.9)

Agora

(U(ﬂ,eﬁ)il Y1 = a1p1 + a2 + azeps, (4.10)

em que ai, ag € ag sao nimeros complexos nao-nulos. Assim, usando (4.9) e (4.10),
uma combinacio linear adequada de (U(3,0)) " o1, 1 e U(3,6) "¢, fornece 3.
Como U(f3,0) " pa = by1p1 +bawa +b3ps +baps obtemos que ¢4 pode ser escrito como
uma combinagao linear desejada. Devido a estrutura de U(f3,0)", o processo pode
ser iterado para obter qualquer ¢y. |
Estamos em condigoes de demonstrar espectro pontual puro para nosso
modelo.
Demonstragao: (Teorema 4.2(i)) Fixe g irracional e seja | - | uma notagao para
a medida de Lebesgue em [0,27). Pelo Teorema 4.1(ii), para qualquer E € [0, 27)

existe Q(F) C [0,27) com |Q(E)| =1 de forma que
Yo(E) > 0, VoeQE).

Assim, pelo Teorema de Fubini,

27 dE 27 2T do dE

1 :/0 ’Q(E) 9 = /0 (/0 XQ(E)(Q)%> o
2T 2T dE de

= /0 (/o XQ(E)(H)%> o

e para # em um conjunto de medida um

2 dE
79
/0 Xog) ()5 - =1,
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ou seja, 0 € Q(F) para quase todo E € [0,27). Entao existe um conjunto £y C
[0,27) com || = 1 de modo que para qualquer 6 € Qq existe Ayp C [0,27) com
|Ag| =0e

Yo(E) > 0, VE € Ay :=[0,2m) \ Ayg.

Seja ulg @ medida espectral associada com

00 = [ Farm
e 0s respectivos vetores i, de modo que para k € IN* e todo conjunto de Borel
A C[0,27)
11,0 (A) = (pr, Far(AN)er)-
Agora, para perturbacoes de posto um de operadores unitdrios, como em per-
turbagoes de posto um de operadores auto-adjuntos (veja [53, 54] para o caso auto-

adjunto e [8, 13] para o caso unitdrio) vale: Para qualquer f € L'([0,27)) tem-se

21 27 27
[ av [ rmaae = [ e (4.11)
0 0 0

Entao, aplicando (4.11) com f a funcao caracteristica de Ay obtemos

dE

2m
0 = 1= [ B

21 21 2
- /0 0 /0 v (B} () = /0 dyib (g},

e portanto ,ué/\(Ag) = 0 para q.t.p. A. Portanto, para cada 0 € ), existe Jy C

[0,27) com |J§| = 0 de forma que
o A(Ag) =0, Y AEJp (4.12)

Pelo Lema 4.1 e (4.12), segue que Fp z(Ap) = 0 para todo § € Qg e A € Jy. Além

disso, seja Sy o conjunto dos E € [0,27) de modo que a equagao
UA(B,0) "¢ = e
tem uma solugao nao-trivial polinomialmente limitada. E conhecido que

Fy A ([0,2m)\ Spn) =0
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(veja [10, 32]). Assim, concluimos que Sg N Aj é um suporte para Fyx(-) (veja
observacao abaixo) para todo 6 € Qg e A € Jy.

Agora, se E € Sy N A§ entdo Uy(B,0) ) = eF1p tem uma solugio nao-
trivial polinomialmente limitada ¢ e vy(E) > 0. Por construcao vy (E) = y9(E)
em que g x(E) é o expoente de Lyapunov associado com Uy(3,60)". Assim, pelo
Teorema de Oseledec, toda solucao que é polinomialmente limitada tem que decair
exponencialmente, logo 1 estd em [2(IN*) e é uma uma autofuncio de Uy(8,6)".
Portanto, concluimos que cada E € Sp N Ay é um autovalor de Uy (S, 0)* com a
autofuncdo correspondente decaindo exponencialmente. Como I2(IN*) é separavel,
segue que Sp \ N A§ é contével e entdo Fy »(-) tem suporte contavel para todo 6 € Qg
e A € Jy. Assim Uy((3,0)" tem espectro pontual puro para q.t.p. 6, A € [0,27). H
Observagao. Dizemos que um conjunto de Borel S suporta a projecao espectral F(-)

se F([0,27)\ S) = 0.

4.3 Instabilidade Dinamica

Nesta se¢ao apresentaremos a demonstragao do Teorema 4.2 (7). A estratégia inicial
é aquela do Apéndice 2 de [19]. No entanto, alguns resultados técnicos importantes
precisam de argumentos diferentes, que sao os casos do Lema 4.6 e do Lema 4.7.
Iniciaremos com a discussao de uma série de lemas preliminares, adaptados do caso

auto-adjunto para o caso unitario.

4.3.1 Lemas Preliminares

Seja P>, a projecao sobre os vetores suportados por {n : n > a}, ou seja, para
) € IP(INY)
0, se n<a
(Przat)(n) = )
P(n), se n>a

e similarmente para P,~,. Seja f(n) uma seqiiéncia mondtona crescente com f(n) —

oo quando n — oo.
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Lema 4.2 Se existe T),, — 00, Ty, € IN para todo m, de forma que

1 Hm 1
Z [ L (Ux(ﬁv 0t 1) > TR (4.13)
‘7* m
entao
. \5
limsup | X (UA(83,0)%) ¢1 |2f(]i72) =
j—o0

Demonstragao: Por hipdtese existe T, — oo de forma que

2T, 2T,
= Tm+1 = 1
Z H U/\(/B 9) ) 901H2 > 3 = Z T N\20
P P2~ 2 T
logo existe algum j,, € [T}y, 27,,] de modo que
1P, s (UNB.0))" 1> > 2
cisy ’ — f(Tn)?

e entao

1X (UAB.0) )" eil? = 3 02 (UA(B.0)1)™ pi(n)?

nelN*
. 2
e e
neN
- ( ) e (O30 l?
- f(Tm>4'
Portanto
f 'm5 jm f -m5 T72n
FOX OO0l 2 TR
(T ([ fU )>4
B <Jm> <f(Tm> )
>~ f(jm) — o0
e o0 lema estda demonstrado. [ |

Para demonstrar o Teorema 4.2(%) queremos aplicar o lema acima com
f(n) = (In(n + 2))'/>. Mantendo este interesse em mente, a estimativa na relacio

(4.13) é crucial, bem como os lemas seguintes.
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Lema 4.3 Seja & um vetor unitdrio, P uma projecao, e U um operador unitdrio.

Se & =n+1 com (n,¢) =0, entao
1/2

Z IPUII* ] . (414)

2T

= > [ (la = PYUIE|* > |0 - 3

= T+1

Demonstragao: Denote D := %H Z?iT |l(Iq — P)UI¢||2. Entdo

;2
= — Jel|?
D = g P
=T
1 & 2 2 j 2
= g SR + Il = PO+ 9)I?)
J=T
= [1I1* + [In]>
1 . ‘ ‘ ‘
— s SO (IPUIn|P + | PUT|? + 2Re ((PU7n, PU7Y:))
j=T
= 2 inll?
In||* - THZHPU??H
2T ' . '
IR = g S UIPUISR + 2Re ((PUYy, PU74)
=T
— A+B,
com A = |nl> = Zx XL IPUnIE e B = ¢ — 7 St (IPUI)? +

2Re ((PU’n, PU’%))). Claramente,

_ Z |PUIIP < = Z Il = lnll® < 1,

e o mesmo ¢ verdadeiro com 7 substituido por ¢. Portanto

A= || = [In|* =

2T
2
B = 2 PU7 |2 (PU’n, PU?
(e T+1Z” Uy|? — T+1;Re U7y, PU4))
2T
> [l - T—|—1Z”P Tp)? - Z\ (PU1, PUI)|
> 2 Jap||? J J
> |lgl* - T+1 ZHPU YI? ~ T+1 ZHPU nlllPU7y|
L wl2)? |PU7]| |PU7Y]
> 2_ - J 2\ 2
= (T+1§;||PU vl?) 2y
]:

S (T+1)7 (T +1)3
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1 2T 1
] 2
>l = (g 2 1PU7P)
j=T
1 2T 1 1 2T 1
2l ) (4 S 1eoe)
71 2 1P Tﬂjz;u vyl

J:
;X 1
> el - 3( s D IPUiy|?) .
> ol - 3( 2 P
=T
O resultado segue imediatamente. |

Lema 4.4 SejaU = f027r e*dEy(t) a decomposicao espectral de um operador unitdrio
U em um espaco de Hilbert H. Seja & € H um vetor absolutamente continuo para
U, i.e., a medida espectral pg¢, associada a U e §, € absolutamente continua com
respeito o medida de Lebesque, e denote por g = ddigf € LY([0,27)) a correspondente

derivada de Radon-Nikodym. Defina

€l = 1lgll X2

Entao, para qualquer n € 'H, tem-se

j 2
Do UIE P < 2w €N [Im)>-
JEZ
Demonstragao: Se [[[£]|| = oo entdo o resultado é claro. Suponha [[[£]|] < oo e seja

n € H. Denote por P,. a projecao espectral no subespago absolutamente continuo

Hacde U, ng=PFPyeneg= dgzo ; entao e, € absolutamente continua e sua derivada

de Radon-Nikodym h é estimada por

() = g3 (2) 52 (z) < [I€]ll 2 ().

[N

h(x)] < (99)

Portanto h € L?([0,27)) com norma L? estimada por

il < el [ atonas)” = e |

Como

2 1
duno) S =1l moll < N - Nmll-

Uiy = /0 e dpe (1) = /0 ¢Ih(t)dt = \2r(Fh)(j),

segue que
STNTIEP =D 2w |(FR)(G)P = 2x |3 < 2xlIg]l* 0],
jezZ jezZ

que é precisamente o resultado afirmado. |
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4.3.2 Transformadas de Borel e de Cauchy

Dada uma medida de probabilidade pem 0D = {z € C: |z| = 1}, suas transformadas

de Cauchy F),(z) e Borel R, (%) sao, respectivamente, para z € € com |z| # 1,

R = [ S dut

T

Ru(2) = [ r—dut).

D et — 2

R, estd relacionada com F), por
Fu(z) =2zR,(z) + 1. (4.15)
Além disso, F), tem as seguintes propriedades [52]:

o lim,qy Fu(rew) existe para q.t.p. #, e decompondo a medida em suas partes

absolutamente continua e singular

de
dpu(0) = w(0) 5 + dpus(0),
entao
w(0) = lim Re F,(re'). (4.16)

rTl

e 1u({f0}) # 0 se, e somente se, lim,1(1 — r)Re F,(re'®) = 0.
e dus é suportada em {0 : lim,11 F),(re?) = oo}.

Agora, seja U um operador unitdrio em um espaco de Hilbert separavel H

e ¢ um vetor ciclico para U. Considere a perturbacao de posto um de U
Uy =Ue?o = U(Iq+ (e” — 1)Py),

em que Py(-) = (¢,)¢ e A € [0,2m). Denote por duy a medida espectral associada
com Uy e ¢, F)\ = F,, e Ry = R,,. Tem-se as seguintes relacoes entre Ry e Ry, I

(S F()Z



Lema 4.5 Para |z| # 1, tem-se

B Ro(2)
R)\(Z) T eiA + Z(eig — 1)R0(2)
B(e) = D+ DF)

(e +1) + (e — 1) Fy(2)

Em particular, para \ # ,

sin A
14+cos A\’

em que y =

Demonstragao: A relagdo (4.17) foi demonstrada em [13].

usamos as relagoes (4.15) e

Fi(z) =

(1+ y?)Re Fy(2)

Fy(z) =
Re I\®) = T R

epara A =T

Re Fy(2)

ke B\E) = TR@E

(4.17). De fato,

Ry (2)

e + z(e** — 1)Ry(z)
e + z(e" — 1)Ro(z) + 22Ro(2)

et + z(er — 1)Ry(2)
e + z(e? + 1)Ro(2)
PP D)
2e™ + 22eM Ry (2) + 22Ro(2)
2 + 22 Ry (2) — 22Ro(2)
e — 14 e + 2 2Ry(2) + 14 22Ro(2)
et + 1+ et + 2P 2Ry(2) — 1 — 22Rp(2)
(¢ = 1) + (e + 1)(1 + 22Ro(2))
(e +1) + (er — 1)(1 + 22Rp(2))
(€™ —1) + (™ +1)Fp(2)
(€ + 1) + (e = 1)Fo(z)

22Rx\(z) +1 =2z +1

ez)\

Agora, para \ # 7 temos € 4+ 1 # 0 e entdo

Fy(z)

—1

i
g1+ Fo(z)

1+ (iiﬁ) Fo(z)

iy + Fo(z) 1 —iyFo(z)

1 +iyFo(z) 1—iyﬁ(z)

iy + Fo(2) — iy|Fo(2)|* + y* Fo(2)
|1+ iy Fo(2)[? ’

sin A

em que eM+1 =1y € Y = Treesx- LOgo, para A # ,

(1 + yQ)Re F(](Z)

F(2) =
Re IN=) = T RG)1
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Para checar (4.18)
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e (4.19) é obtida. Para A = 7 tem-se F)(z) = Fol(z) e (4.20) segue. [ ]

Lema 4.6 Fize um nidmero racional 3. Entao existem C1 > 0 e Cy < 00, e para

cada 0 € [0,27) e X € [§, 5] uma decomposigdo

©1 =1 ) + Vg \

de forma que

(Mo,x: o.x) = 0, (4.21)
[Yo.All = C1, (4.22)
|||¢}97>‘H’UA(,B,0)+ < Cs. (4.23)

Demonstragao: Quebramos a demonstragao em alguns passos.

1° Passo. Pelo Teorema 4.1, como ( é racional,

USC(U(579)+) =0, oac(U(B, 6)+> = 0ac(U(8,0))

e o espectro pontual de U(3,0)" consiste de finitos autovalores no conjunto resol-
vente de U((,6). Denote por pg a medida espectral associada a Uy(3,0)" e (o
vetor ciclico) ¢1, e por uy a medida espectral associada a U(3,0)" e ¢; (i.e., o caso

A =0). Escreva

dF
dpg \(E) = fe,A(E)g + dulN(E),

Aus(E) = fo(E) o+ d)(E).

2° Passo. Relagao entre fy e fg: Pelo Lema 4.5, para A\ # 7 tem-se

_ (14 y*)Re Fy(2)

Re F, z) = )
M@,)\( ) |1 inﬂe(z)|2
em que y = 18120)5‘ Y € entao
14+ vy?) fo(E
fe,,\(E) ( y°) fo(E)

= - P
11+ iy lim,qy E),, (ret?)|

3° Passo. Relagao entre fy e fo: Por (4.6) e (4.5) conseguimos

UB,0)*t =eU(3,0)+ (4.24)
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e usando essa relacao tem-se que
(U(B.0%) = e (U(B,0)*)
para todo j € Z. Assim, pelo teorema espectral, para qualquer j € Z,

o dE e dE
77’~7E E _ = 7ZJE E — 20 = .
/0 ¢ fe( ) 27 0 € fo( )27r

Portanto
fo(E) = fo(E - 20) (4.25)
para q.t.p. E.

4° Passo. Limitacao superior e inferior para fy : Temos

lim F,, (re'f) = fo(E) + ilimIm F,, (re'?)
rTl rTl

] 27 it iE dt
limIm F,,(re’®) = lim Im (M) Jo(t)5—

ril it Jo et — retl 27
o it iE
. e’ +re 0
lim Im [ ——= ) dup’(¢t).
+ L Jo (e” — re’E) Hp()

Se denotarmos
27 it 1B

e +re dt

<e“ — relE> Jol )27r

entao por (4.25) obtemos gg(E) = go(E—20) para q.t.p. E. Por outro lado, por (4.24)

E) =1l
90(E) Him ;

temos que E é um autovalor de U(f3,0)" se, e somente se, E — 20 é um autovalor
de U(3,0)T. Seja {Eg};‘zl o conjunto dos autovalores de U(3,0)" (lembre-se que

n < oo) e duf = P /i?éE? (0g é a medida de Dirac em E). Entao

o it iE o .
. e’ +re 0 ) 2rsin(E —t) 0
lim Im | ————= | dp/ () = lim du’ (t
rlTl 0 (e” — re’E) Hp(t) 7"1T1 o 1+7%2—2rcos(E —1t) Hp(t)

"~ 2rsin(E — Ef)/f?

= lim E
ril 4= 1+ 12 — 2rcos(E — EY)
7=1 J

n ; 0Y,.0
_ Z 2sin(E — 20 — E7)K

J=1

. p
‘ezE? _ i(E—20)
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Como fo € L'([0,27)), por um resultado de [45] (Teorema 1.6 no Capitulo III), a

funcdo go é do tipo L! fraco, i.e., gg é mensurdvel e existe uma constante C' > 0 de

forma que para todo T" > 0 a medida de Lebesgue

B lgo(B) < TH 2 1- 2. (4.26)

Tome S > 0 de modo que Qg := {E c 4 < fo(B) < S} satisfaz [Qg| > 0 e

dist (Qg, {E?}?_l) = L > 0. Entao escolha T suficientemente grande de forma que
A:=QsnN{E:|g(E)| <T}

satisfaz |A| > 0; por (4.26) isso é possivel. Para 6 € [0, 27) seja

Iy :={F €]0,2r): E—20 € A};

assim |Iy| = |A] > 0. Entdo, para todo 6 € [0,27), A € [0, 5] (equivalentemente

y €[0,1]) e E € Iy tem-se

1 +iylggFua(7“eiE) < 14yl <|fe(E)| + lgo(E))|
" 2sin(E — 20 — E9)x?
> o
+ .
= |61E§-’ — ¢ilE-20)|2 )
" 2],%2-\
< 14 1fo(B = 20)| +lgo(E = 20)[ + ) —3
j=1

2
< 1+S+T—i—ﬁ.

Logo, para todo § € [0,27), A€ [0,5] e E € Iy

B (14 y°) fo(E)
’f@,)\(E” - |1 +2yhmTT1 FHQ(TeiE))P
fo(E — 20)
(1+S+T+2/12)2
1
= S+ S+T+2/I

Para conseguir um limite superior, note que

1 +iyli%r11F#9(reiE) > lyfo(E)l,
T
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e assim, para todo 6 € [0,27), A € [§, 5] (equivalentemente y € [ﬁ, 1}) eFEely

B (1+9°) fo(E)

Do BN = s By (reiP) 2
(L+y)fo(E) _ (1+47)
V(B2 y2fo(E —20)

< 2(2+V3)%S.

Juntando as informagdes, para todo 6 € [0,27), A € [§,5] e E € Iy,
demonstramos que

1
S(I+S+T+2/12)

5 < for(E)| < 2(2+ V3)%S. (4.27)
5° Passo. Conclusao: Para A € [§, 5] e 0 € [0,27) sejam
vor =P o1, mon=(la— Py e,

em que PIBG”\ é a projegao espectral (de Uy(3,0)") em Iy. Entao para cada 6 € [0, 2)
e A € [§, 5] temos a decomposicao o1 = g x + 19\ que satisfaz (4.21). Além disso

por (4.27)

o\ o1
lball* = (ox o) = (P o1, P er)

2
0.\
(o1, P 1) :/o X1o (E)dpo,\

dE A
o ~ 2rS(1+ S+ T+ 2/L2)?

= fo(E)
Ig

logo (4.22) vale com

Cy = ( 1] )1/2 > 0;
YT \2rS(1+ S+ T +2/L2)2 ’
também
ON 12
HW@,A”FUA(@@V = H|PL9 ‘PIWUA(ﬁﬁﬁ. = lIxzp forlloo < 2(2+ V3)%S
e (4.23) vale com Co = (2(2 4 v/3)25)Y/? < 00. O lema estéd demonstrado. [ ]

No caso auto-adjunto, o lema similar ao Lema 4.6 é demonstrado a partir
de estimativas nas matrizes de transferéncia. Neste caso nao foi possivel adaptar tal
argumento, e conseguimos demonstrar tal resultado considerando as transformadas

de Borel e de Cauchy como explicitado na demonstracao acima.
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4.3.3 Variacao de 8

O préximo lema fornece uma estimativa da dependéncia da dindmica em (. Sua
demonstragao usa fortemente a estrutura de Uy(3,0)". O resultado similar no caso
auto-adjunto é obtido aplicando a Férmula de Duhamel, que nao se aplica neste

€aso.
Lema 4.7 Sejam (3, € R. Entao, paran > 1,

| (UA(B,0)T)" o1 — (UA(B,0)T)" 1] <2 x 4"(2n* —n)2r |3 — | .
Demonstragao: E uma inducao. Temos

UA(B.0) 0 = UB.0)" (la+ (™ = 1)Pyy )
U(B,0)" ¢, se j>1
U(B,0) o1+ (e* =1)UB,0) o1 se j=1
UB,0)Tp; se j>1
erU(B,0) o1 se j=1
Assim
Un(B,0) o1 = €U (B,0) T o1 = are” ™oy 4 age ™0,

em que a; = rere=at20) o gy = jtetret20)  Como
le™® — 7| < 2z — 2| (4.28)
and |aj| <1, j =1,2, entdo

[UA(B, )7 o1 = Un(B ) | < 2] — emiCn)

< 4x22mf—2mf|=2x4x2r |87

e o lema estd demonstrado para n = 1.
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Agora

(UA(8.0)") 1 = Ua(B.60)"Ur(5.6) 1
= U(B,0)" (a1 ™oy + age "™ py)
= a1 e CU(B,0) o1 + aze FOU(B,0) Ty
—  eAg emi2m0) (bleﬂ‘(zﬂm@l n b267i<2w%2>
Fagei2m0) (Cleﬂ'(:s&zwﬂ))gp1 + epei32T8)
Fege -279) oo 4 04671'(5.(%5))%)
Como |aj| < 1, |bj] < 1, |¢j| < 1 e temos 2+ 4 < 4 x 4 termos na expansao de
(U (B, 0)+)2 1 em que o maior expoente (o qual fornece a maior contribuigdo por

(4.28)) 6 obtido do produto das exponenciais e (2™ H(2H3)2m8)  —

e~ 1((1+2+3)2703) , obtemos

|00 61 - (Ur(8.07) |

IN

4x4x21+2+3)2r |6 -0
= 2x4*(14+2+3)2n (8- G,

e o lema estd demonstrado para n = 2. De uma maneira similar pela estrutura de

Ux(8,0)" concluimos que (Uy(8,60)7) ¢1 tem no méximo 42 x 4 termos em que o

maior expoente estd em e~ {(112+3)2m0o—i((44+5)2mf) — —i((1+243+445)275) o agim

|(Wr(8,0))° 61 = (0N, 0)) 1| <
< 4Ax4x4x21+2+43+4+5)2r (8- F
= 2x4°(1+2+3+4+5)2r|8—7|.

Indutivamente obtemos que (Uy(3,0)")" ¢1 tem no maximo 4™ termos, e de acordo

com (4.28) a maior contribuigdo vem do produto

o~ 11424 +2n=3)2m8 ,—i(((2n—2)+(2n—1))270) _ ,—i((14+2+4..42n—1)270)

e entao

H(UAB.6)7)" o1 = (UNB6)7)" |
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<2x4"1+24...+2n—1)2n|3-p

)

como 2n? —n=1+4+2+...+2n — 1, o resultado segue. |

4.3.4 Demonstracao do Teorema 4.2(ii)

Finalmente, usando esse conjunto preparatério de resultados, terminamos a demons-
tragao do nosso resultado principal.
Seja f(n) = (In(2 + \n|))é Seqiiéncias By, Tin, Ap, serao construidas indu-

tivamente, comecando com (1 = 1, de forma que
(i) Bms1 — Bm = 27" para algum k,, € IN;

() 7251 2, [Pz (UN(B:0)Y 1] > 7 para todo 6 € [0,27), A €

m

[%7%] € /6 com |/B_Bm| < Am;
(iii) ’ﬂm—i—l — ﬂk| <Apparak=1,2,...,m.

Se (i), (ii) e (iil) sao satisfeitos entao concluimos por (i) que Bo = lim 3y, é
irracional (veja justificativa no final da demonstragao), por (iii) que |Boo — Bm| < A

e entdo por (ii) que

2T
1

P v (U 0)+)? 2 S
Tm+1jo: I nz%( 2B, 0)T) @1|* >

1
f(Tm)?

para 0 € [0,27) e A € [§, 5]|. Portanto pelo Lema 4.2

limsup || X (U,\(ﬂ, 9)+)n4p1H2LZ)5 = 0

N—00 n
para 3 = (B € o resultado estd demonstrado.

Entao construiremos By, T, Ay, em que (i), (ii) e (iii) valem. Comegamos
com (1 = 1. Dados B1,...,0m, T1,...,Tm_1 € A1,...,A,_1 mostraremos como
escolher Ty, Ay € Binr1-

Dado [, seja 91 = 1 + ¢ a decomposicao dada pelo Lema 4.6 e sejam

(4, Cy as constantes correspondentes. Escolha T,,, > 2T,,,_1 (e T1 > 2) de forma que

C = 3V2rCo(2f (Tn) ' + T )2 2 2f(T) ™. (4.29)



Isso é possivel pois C; e Cy estao fixados (dado §,,) e f(n) — oo.

Note que

VI 2 2m , T 2.
THZH < OB O 0P < g n < s I

de fato

T+1ZH ne s (UA(Bms 0) Y y)? =

(T)

THZ > [(@Gn0w) o

=T
I=T n< 517y

- ZZ\(UA@”, Y ) (n)

T =T
<qmy 7=

< T%l > 3 o (0 )
n<FTy =T

entao pelo Lema 4.4

‘2
‘2

Y

2T
1 +\J 012 1 2
T+1;||Pn<fa> O\ O P < g D 2l
= 1’L<W
e (4.30) segue.
Pelo Lema 4.3 e (4.30)
[ 2m s
T, +1 Z H n>; Tm (U)\(/an ) ) SOIH >
§=Tm
2T, . h
2_ J 2\ 2
>yl - 3( mHJ_Z 1Bz (U8, 0)) )
2 27 . m 2 %
> [l = 3( g #{n i < f(Tm)}|||w|||)
2 2m . Tm 2 %
> C5 _3(Tm+ 1#{n n < 7f(Tm)}02>
1 T i
= C%—3@Cz<ﬁ#{n:n<f(T )})2

Como #{n n<f(T )}<2f( )+1 segue que

2Tm
. HZH i (UABm,0)) 1
> c;_mz( ( )
> —3F02(( )+Tl)é

m

110

(4.30)



111

1 2T m . 5
Tm+1j:zT:m HP m (U)\(ﬂma ) ) @1” f( )

para 6 € [0,27) e A € [§, 5.

Logo, pelo Lema 4.7, para 3 € R, 0 € [0,27) e A € [%’ g]

2T,
1

T +1]_Z 1Pz (UNB,07) u]* >
2T, )
> (77 2 1Bz, (03B el

J=Tm

2Tm

1
+
1 .
- <T +1 Z ’ n> Tm (UA(ﬂmv ) ) ¥1
J=Tm

7’7l

1 2T,
- (29 2

J=Tm

= > 5y ((U,\(ﬂ 0) ) (UA(Bm’Q)JF)jSOl) H)

(UA(Bms0) 1) 1

nZ s

(@B 0tY = Vs, 0)*)) 1 )

1 A
(7 2 (1P gy 000" P

—4tm

(2%~ )l )

2 S J+1
- (i (3 et am)a- )’
Tomando
Tm+1

Ay =

F(Tn) Y50, 47+1(24% — j)m
obtemos que, se |3 — G| < An,

2T
1

T, +1 Z 1P, n> (U)\(ﬂa ) ) 4,01||22 T

J=Tm

Finalente, tome [3,,+1 racional de modo que
1Bn — Bms1] <A n=1,...,m,

e Bmi1 = Bm + 27" para algum k,, € IN. Isso termina a demonstracao do Teo-

rema 4.2(ii).
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Demonstracao de que B € irracional: Lembremos que um nimero « € IR é algébrico
de grau n se « é raiz de um polinémio a,z" +ap_12" '+ ...+ a1z +ag com a; € Z
para todo j e a, # 0. Se um nimero a € IR nao é raiz de nenhum polinémio como
acima entao ele é dito transcedente. Vé-se facilmente que se a € IR é transcedente
entao « é irracional.

Seja o € IR algébrico de grau n, assim « € raiz de
f(x) = apx™ + an_12" 1+ ...+ a1z + ao,

com a;j € Z para todo j e a, # 0. Seja d > 0 de modo que « seja a Unica raiz de f
em [ =[a—d,a+d e M =maxues|f (x)|. Assim, para g el,q>0, % # «a, pelo

Teorema do Valor Médio

(=l ) -rf < fg =

Por outro lado,

‘f (p)‘ | anp™ + an—1gp" Tt + . 4 a1¢" o + aog” S 1
- n = n’
q q q
Juntando estas relacoes obtemos
P_o|s /ol 1
q - M T Mg
para o # g € I,qg > 0. Se g ¢ I entao ‘g—a‘ > d > %. Portanto, para
A= min{ﬁ, d} segue que
A
g—a > — Vg;éa,q>()
q qr

E concluimos que:

Se a € algébrico de grau n, entao existe A > 0 de forma que

A
> — Vg;éoa,q>0.
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Vamos mostrar que (3 é transcedente e portanto irracional. Suponha que
Bso nao é transcedente, entao (. € algébrico de grau n, para algum n. Pelo cilculo

acima existe A > 0 de forma que

A
’500_5‘> Y # v >0, (4.31)

q”’l

Por outro lado, como [ = limy,— 00 O com Bpy1 = B + 2=tm! ¢ 31 = 1 tem-se

que B, =1+ 2,31[ 4+ ...+ 2%}_1! = 25:11! e Ky — 00 quando m — o0o. Assim, por

(4.31) segue que

A =1
W < ’ﬂoo _ﬁm| :j;n 25].!

e portanto para m suficientemente grande

> 1 =1
A< Z z(mjl—nnm,l!) = Z 2j—1
j=m j=m

Como Z‘;‘;m 27%1 — 0 quando m — oo chegamos a uma contradicido pois A > 0.

Portanto B é transcedente.

Observagdo. Para o operador Uy(3,0) := U(B,0)(1q + (¢ — 1) P,,) em [*(Z) pode-
mos demonstrar um resultado andlogo. A demonstracao de instabilidade dinamica
para algum [ irracional praticamente nao muda exceto pelo Lema 4.6 que é simpli-
ficado pois U(/3,0) tem espectro absolutamente continuo puro para 3 racional. Por
outro lado, com respeito a espectro pontual puro, a principal diferenca neste caso é
que 7 talvez nao seja ciclico, e assim, nao conseguimos espectro pontual puro para
Ux(B,0) para q.t.p. 6 e A como obtido em [?(IN*), mas conseguimos que @1 estd no

subespago espectral pontual correspondente a Uy (3, 0) para q.t.p. 0 e A.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos a questao de estabilidade dindmica para Hamil-
tonianas dependentes do tempo. A maioria dos resultados obtidos foi para o caso
de dependéncia temporal peridédica, pois neste caso a presenca do operador de Flo-
quet, cujas propriedades espectrais estao diretamente relacionadas com a questao de
estabilidade, ajuda-nos, e muito, a obter informagoes sobre a dinamica do sistema.

Destacamos as seguintes contribuigoes:

e Se £ € H é um autovetor de Up entao £(t) = U(t,0){ é peneperiddica.
Isto nos permite concluir que o subspaco Hpene que introduzimos satisfaz
Hpene = Hpe = Hp = Hye (no caso periddico). Veja Lema 2.4 na péagina

46 e Teorema 2.4 na péagina 47;

e Para Hamiltonianas gerais, se £ € H é tal que 1 ® ¢ esta no subspaco espectral
pontual do operador quase-energia K, entdo a aplicacdo U(t,0) ¢ é pene-
periddica. Se 1 ® £ é autovetor de K entao { € Hpene. Veja Proposicao 2.1 na

pagina 48;

e Para Hamiltonianas com dependéncia temporal quaseperiédica, damos um
exemplo de érbita precompacta que nao é peneperiddica. Veja Exemplo 2.2

na pagina 56;
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e Apresentamos varias condigbes na Secao 2.4 que garantem limitagdo no valor

esperado da energia;

e A férmula da energia média via fungao de Green no Capitulo 3 (Teorema 3.1,
pagina 68), a qual permite obter resultados de estabilidade a partir de estima-
tivas ou expressoes do resolvente do operador de Floquet, sem se preocupar

com as propriedades espectrais;

e Nosso exemplo no Capitulo 4 (Teorema 4.2, pagina 94) de Operador de Floquet
com espectro pontual puro e instabilidade dinamica, o primeiro no caso nao-

autonomo.

No caso de operadores de Schrodinger discretos unidimensionais em que a
Hamiltoniana é dada por um operador auto-adjunto da forma Hy : I?(Z) — I*(Z)
definido por (Hy&)(n) =&(n+1)+&(n—1)+V(n){(n) em que V é uma seqiiéncia
limitada, caso em que nos inspiramos para obter a férmula do Capitulo 3, o problema

similar é calcular
[ leas Ry (v)er) Pa.
R T

em que {e,} denota a base canénica [*(Z). Neste caso o resolvente R i (Hy)ex
estd relacionado com as correspondentes matrizes de transferéncia T'(n,1; E + %),
que por sua vez estao conectadas com T'(n, 1; E'). Assim limites superiores adequados
em n das matrizes de transferéncia T'(n, 1; F') para algum conjunto de E’s, resulta
em estimativas no resolvente e entao propriedades de transporte (crescimento em ¢
dos momentos) s@o obtidas, isso foi estudado em [17] e referéncias 14 citadas, como
uma conseqiiéncia existem interessantes aplicacoes para modelos nao-triviais.

Nos operadores de Floquet descritos no Capitulo 4 temos um formalismo
de matrizes de transferéncia, mas neste caso as matrizes sao bem mais complicadas
do que no caso descrito acima e conseguir estimativas adequadas nao é muito facil,

de forma que ainda nao obtivemos sucesso neste sentido.
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