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Resumo

Estudamos a existéncia de solugdes globais para certas equagdes da forma
Uy +f(u)x = YB(u>xx + Oty — OUxxxx,

Uz +f(u)x = 'YB<ux)x + 6uxxt — OlUxxxx,
N

U+ 1)y = Sty + Z (—1)"ly,02m
n=1

€ no caso multidimensional

d d d [N
U +J;f_,-(u)xj = 3jzzluxjxj, +j:Z1 (;(_1)%1%83]."14) ,
onde y> 0,0 >0, a >0, v >0,.., yw > 0 sdo constantes positivas e f, B sdo fun¢des suaves
satisfazendo certas hipéteses apropriadas. Em seguida consideramos solucdes de leis de conservagao
regularizadas destas equacodes. Seguindo um trabalho pioneiro feito por Schonbek e um trabalho
de LeFloch e Natalini, estabelecemos a convergéncia das solu¢Oes regularizadas da segunda e
terceira equacoes, para solucdes descontinuas de leis de conservacdo hiperbolicas. Seguindo um
trabalho de Szepessy e um trabalho de Kondo e LeFloch, mostramos (usando a teoria de solu¢des
a valores de medida) que as solucdes da quarta equacao convergem para a Unica solucdo entrépica

do problema hiperbdlico associado.



Abstract

We study the global existence of solutions for certain equations of the form
Uy +f(u)x = YB(u>xx + Oty — OUxxxx,

Uy +f(u)x = 'YB<ux)x + 6uxxt — OlUyxxx,
N
ur+ f(u)x = Sttnr + Z (=) y02u,
n=1

and the multidimensional case

us + Zd: fi(u)y, =& Zd: Uyt + Zd: (12\/: (—1)”“}/,,83}."14)
j=1 j=1 j=1 \n=1
where y> 0,6 >0, >0, 71 >0,..., yw > 0, are positive constants, f and B are a smooth functions
satisfying certain appropriate assumptions. We consider solutions of conservation laws regularized
of this equations. Following a pioneering work by Schonbek and a work by LeFloch and Natalini,
we establish the convergence of the regularized solutions of the second and third equations toward
discontinuous solutions of the hyperbolic conservation law. Following a work by Szepessy and and
work by Kondo and LeFloch, we also deal with the convergence of solutions of the last equation,

and the proofs are based instead on uniqueness theory for entropy measure-valued solutions.
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Introducgao

Neste trabalho estudamos a existéncia global de solu¢des para equacodes da forma
ur+ f(u)y = YB(U)xx + Othyrr — Oy, (x,2) e Rx R4, (1)

ur + f(u)y = ¥YB(Uy)x + Othyys — Otlhyyrys (x,1) e Rx R4 ()
e na forma mais geral
N
i+ f(u)y = Sty + Y (—1)" 302", (x,1) ERX Ry, (3)
n=1
com dado inicial
u(x,0) = up(x), x €R. 4
Também estudamos a existéncia global de solu¢des para o caso multidimensional
d d d [N L
ur + Z fi(u)y; =6 Z Uit + Z Z (—1)"* ’y,ﬂxj"u , (x,t) e RY xR, (5)
j=1 j=1 j=1 \n=1

com dado inicial

u(x,0) = up(x), x € RY. (6)

Consideramos as fungdes reais f e B suficientemente suaves satisfazendo certas hipdteses apro-
priadas que serdo dadas nos proximos capitulos. As constantes &, ¥, @, ¥i,..., Yy S40 positivas e

N eN.

As equagdes do tipo (1), (2),(3) e (5) estao relacionadas com as bem conhecidas equagdes de

BBM que foram estudadas por T. B. Benjamin, J. L. Bona e J. J. Mahony em [2] como um refina-



mento das equagdes de KdV [2], [20] e [1]. O estudo das equagdes (1), (2), (3) e (5) é motivado
por consideracdes fisicas da mecanica dos fluidos. Nas equagdes (1)-(3) os termos de viscosidade
YB(1)xx, YB(Uy)y, Yiltxy € O termo dissipativo Qi (0U Prliyyyy) TEpresentam experiéncias fisicas
([2],[5]) e como estudado em [5] e [22], a convergéncia das sequéncias de solugdes {u(x,t;7,0,x)}
quando Y — 0, 6 — 0 e o — 0 corresponde a algum processo fisico como, por exemplo, o desa-

parecimento da viscosidade.

Quando nas equagdes (1) ou (2) temos o« = 0, B(A) = A e f(u) é convexa e satisfaz certas
condi¢des de crescimento no infinito, M. E. Schonbek em [22] discutiu a convergéncia forte para a
sequéncia de solu¢des {u(x,7;0,¥)} quando 6 — 0 e Yy — 0. No caso da equacdo (3), H. Zhao e B.

(4+2p) (6+3p)

Xuan, em [27], estudam o caso N =2 se 0 = 0(3/1(27” ey = O(yl(zfm ) valem para0 < p < 2.0

caso N = 1 foi estudado por M. E. Schonbek em [22]. Logo nossos resultados estendem resultados

de [22] e [27].

Existem investigacdes de convergéncia para a lei de conservacao da forma
o 2n+1
U+ f ()x = €ty + Z(_l)nSnaanr u, (x,t) ER xRy,
n=1

feitas por N. Fujino e M. Yamazaki em [8], onde eles obtem um resultado de convergéncia no caso

N = 3. Além disso, H. Zhao, C.-J Zhu e Z. Yu estudam a existéncia e convergéncia de solucdes de
ur+ f(u)y + 583”“14 = €Uy,

em [28] e

ur+ f(u)y — 58f"+2u = Ellyy

em [29], quando € e  sdo constantes positivas e n € um inteiro positivo. Observamos que o estudo
do problema envolvendo a equagio (3) € diferente destes trés casos pois nenhum deles tem o termo
uy. A presenga deste termo na equacao muda tanto o método de mostrar a existéncia de solucoes

bem como as estimativas que precisamos obter para garantir os resultados de convergéncia.

Dividimos este trabalho em cinco capitulos. No primeiro capitulo apresentamos alguns resulta-

dos (definicoes, lemas, teoremas) que foram usados no decorrer do trabalho.



No segundo capitulo estudamos o problema de Cauchy (1) e (4). Mostramos um resultado de
existéncia global de solu¢des usando uma técnica inspirada num trabalho de D. Hoff e J. Smoller

em [10] (ou veja [26]).

No terceiro capitulo estudamos primeiramente a existéncia de solu¢gdes do problema de Cauchy
(2) e (4). Consideramos B(A) = B(A) + A. Mostramos que para f e 3 suficientemente suaves e
|B’(v)| < M, para todo v € R e algum M > 0, existe uma solugio local em C((0,T]; H*(R)) N
C'((0,T);H*"'(R)), para k € Z, k > 1 e T > 0 suficientemente pequeno. Se além das hipéteses
acima assumirmos que 3(0) = 0 e B é ndo-decrescente entdo obtemos uma solu¢do global em
C((0,00); H¥(R)) N C'((0,00); H*~1(R)), para k € Z, k > 1. Obtemos resultados de convergéncia
para uma sequéncia de solucdes de (2) e (4), quando B(A) = %B (L) + A e B satisfaz as hipdteses
acima. Em alguns casos podemos considerar € = y. Também assumimos f satisfazendo a condi¢ao
de crescimento |f'(1)| < C(1+|A|P) para algum p € [0,2) ou | f'(A1)| < C para p > 0 qualquer (o

conteudo deste capitulo estd em [13]).

As equagdes (1) e (2) tem em comum o fato de terem um termo dissipativo ndo linear. A
equacgao (3), estudada no quarto capitulo, ndo tem nenhum termo nao linear além de f, mas tem
derivadas pares de ordem 2N para N > 1 inteiro qualquer. Mostramos a existéncia de solugdo
local em C((0,T]; H*(R)), para um T > 0 suficientemente pequeno, e obtemos mais regulari-
dade dependendo de N. Mais precisamente, mostramos que a solugio estd em C((0,T]; H*(R)) N
C'((0,T); H*1(R)) se N <3 eestdem C((0,T]; H*V=3(R))nC'((0, T]; H*~'(R)) se N > 3. Es-
tendemos a solu¢do globalmente, ou seja, para todo ¢t > 0. Tomamos uma sequéncia de solu¢des de
(3) e (4) e mostramos resultados de convergéncia quando f satisfaz as mesmas condic¢des de cresci-
mento como no capitulo 3 (o conteddo do capitulo quatro estd em [14]). Para mostrar os resulta-
dos de convergéncia (nos capitulos 3 e 4) consideramos sequéncias de solucdes destas equacdes
e seguindo um trabalho pioneiro de Schonbek [22] e um trabalho de LeFloch e Natalini [18] es-
tabelecemos a convergéncia destas solucdes regularizadas para solu¢des descontinuas da lei de
conservagao

Uz +f(”)x =0.

No ultimo capitulo estudamos a lei de conserva¢do multidimensional (5) com dado inicial (6).

. d ~
Mostramos que se f = (f1,..., fy) € suficientemente suave e uy € H M“(Rd) entdo o problema



(5) e (6) possui solucdo global u € C(]0, T];H[%]+1 (R?)). Da mesma forma como no caso unidi-
mensional, estudado no quarto capitulo, obtemos mais regularidade dependendo de N. Em seguida,
consideramos uma sequéncia {u”} de solugdes de (5) e (6) e mostramos, usando a teoria de solu¢des
a valores de medida (veja [23]), que estas solucdes convergem para a unica solucdo entropica do

problema hiperbdlico associado
d
wt ¥ Hly =0 (nn) eRIXR, )
j=1

u(x,0) = up(x) xeRY, (8)

quando ||f’||« < C para alguma constante C > 0, desde que lirr(l) ul =uy € L'(RY)NLAHRY) (o
Y—

conteddo do capitulo cinco estd em [15]).



Capitulo

1

Preliminares

O objetivo deste capitulo € facilitar a leitura e o entendimento dos proximos capitulos. Para isso
apresentamos alguns conteddos preliminares (definicdes, lemas, teoremas) que foram importantes

para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 A Transformada de Fourier e Espacos Envolvendo Tempo

Seguem abaixo algumas defini¢des e propriedades da transformada de Fourier e sua inversa que

podem ser encontrados em [7].

Definiciio 1.1 Se u € L' (R"), definimos sua transformada de Fourier

A(E) = — / exp{—iv.Eyu(r)dx,  EER"
)2 JR®

e sua transformada inversa por

i) = exp{i&.xtu X "
i(x) = (M)g/n pliExfu(E)dE,  xeR".

Teorema 1.1 (Igualdade de Parseval) Assuma u € L'(R") N L*(R"). Entdo i, 1i € L*>(R") e

el 22 ey = [128]] 2y = [l 22 (1.1)
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Definicao 1.2 Em vista da igualdade (1.1) podemos definir a transformada de Fourier de uma

fungdo u € L*(R") como segue. Escolha uma sequéncia {u}y_, C L'(R")NL*(R") com
Up — u em L*(RM).

A~ A~ —_ . e [ole]} z
De acordo com (1.1), |[ux — |2 me) = [lux — ujll 2mny = Ntk — wjl| 2y € assim {ug}y_, € uma
sequéncia de Cauchy em Lz(]R”). Esta sequéncia consequentemente converge a um limite, que

definimos sendo u :

U —u em L*(R").

A definicdo de u independe da escolha da sequéncia {u}7?_,. Analogamente definimos ii.

Um vetor da forma o = (ay, ..., ®,), onde cada componente ; ¢ um inteiro nao negativo, ¢é
chamado de multi-indice de ordem |a| = @; + ... + @,. Dado um multi-indice &, definimos

ol (x
D%u(x) := 9 Mlu(x)

— aj Q,
= m = 8x1 ...8xn”u(x).

Se k € um inteiro nao negativo entdo definimos
DFu(x) := {D%u(x);|ot| = k},

como sendo o conjunto das derivadas de ordem k e

1
2
|D*u| = < Z |Dau]2> :

|o|=k

Teorema 1.2 (Propriedades da transformada de Fourier) Assuma que u,v € L>(R"). Entdo
(ii) D%u = (i€ )@ para cada multi-indice o tal que D%u € L2(R");
(iii) Se u,v € L' (R") N L*(R") entdo (uxv)" = (27) 2 v

(iv) Além disso, u = (u)".
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Teorema 1.3 (Caracterizacio de H* pela transformada de Fourier) Seja k um inteiro ndo negativo.

i) A funcdo u € L*(R") pertence a H*(R") se, e somente se,
(1+|y["@ e LAR").
ii) Além disso, existe uma constante positiva C tal que

1 ~
lllzrgny < N+l 2y < Cllal sy

para cada u € H*(R").

Seja X um espago de Banach real com norma ||.||x. Definimos os seguintes espacos envolvendo

um tempo 7" > 0 (veja também em [7]).

Defini¢ao 1.3 Definimos C(]|0,T];X) como sendo o espago das fungdes continuas u : [0,T] — X

com

ulleo,r)x) = Jnax, [Ju(t)[|x < oo

Definicao 1.4 Definimos LP(0,T;X) como sendo o espago das fun¢des mensurdveis u: [0,T] — X

com

T p
el = ( ) Iuo)gar )" <=
paral < p<ooe

[ul[=(0,7:x) := sup ess |lu(t)||lx < oe.
0<t<T

1.2 Algumas Estimativas em W5 (IR")

Teorema 1.4 Suponha que G = G(w) é suficientemente suave paraw = (wy,...,wy) tal que G(0) =

0. Para qualquer inteiro S > 0, se a funcdo vetorial w = w(x,t) satisfaz

w=w(x) € W5P(R"), 1 <p< +oo (1.2)
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(W] =y < M, (1.3)

sendo M uma constante positiva, entdo a fung¢do composta G(w) € W5P(R") e

1GW)llws.p ey < CM)[[Wlws.p gy,
onde C(M) é uma constante positiva que depende de M. Além disso, quando p = 2, para cada
inteiro 0 < k < S temos

o
ox®

kG (w)

ox%

)}

o=k

<cm) Y,
L2(R") |ot| =k

L2(Rn) '
Demonstracao: Veja [19], pagina 22.
|

Teorema 1.5 Suponha que G = G(w) ¢ suficientemente suave. Para quaisquer u, w € H*(R") com

s> [%} + 1, se w satisfaz (1.3) entdo temos

G(w)u € H'(R")

1G(w)ul| s ey < Cllul| sy (1G(O) |+ (W] s (e )
sendo Cs uma constante positiva que depende de M e de s.
Demonstracao: Veja [19], pagina 31.
|

Corolario 1.1 Suponha que G = G(w) é suficientemente suave. Se as funcoes w =w(x) e w =w(x)

satisfazem (1.3) e w, w € H*(R") com s > [%} + 1 entdo para

w'=w—

=l
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temos
IG(W) = G(W) | sy < Collw* [l s gy (1G"(O) | =+ [ ]| s oy + [[W ]| s )
sendo Cy uma constante positiva que depende de M e de s.

Demonstra¢io:  Pela férmula de Taylor temos G(w) — G(w) = G'(0)(w —w) com 0 € (w,w).
Podemos escrever 6 = 1w+ (1 —1)w, r € (0,1) e assim [|0|| ys(rny < [|#|| grs(rey + [[W] grs(ny - Pelo

Teorema 1.5,

1G"(8) (= W)l 113 ) < CsllW* [l sy (1G"(0)] + 1[0 s

1.3 Resultados de Compacidade
Em [25] Tartar provou o seguinte teorema:

Teorema 1.6 Suponhamos que K é limitado em R" e Q é um conjunto aberto de R™. Seja {u’}
uma sequéncia de fun¢des mensurdveis tal que u’ : Q — R", com u"(x) € K q.t.p x € Q. Entdo
existe uma subsequéncia {u%} e uma familia de medidas de probabilidade {V,},cq em R" com

Sptv, C K tal que se f € C(R") e

fx)=<ve,f(A4) >, qt.p

entdo

fu%) — f em L™(Q) fraca *.
Schonbek [22] estendeu o resultado de Tartar (Teorema 1.6) para sequéncias em L7 :

Teorema 1.7 Seja Q um conjunto aberto de R™. Seja u’ : Q — R", uma sequéncia de funcoes

uniformemente limitadas em LP (Q) para algum p > 1. Entdo existe uma subsequéncia {u%} e uma
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familia de medidas de probabilidade {V,}.cq em R" tal que se f € C(R") e satisfaz f(u) = o(|u|P),
quando |u| — oo, entdo

J) =< v f(3) >= [ f(2)avi(2)

no sentido das distribuicoes.

Em seguida, Schonbek estudou a compacidade de uma sequéncia de solu¢des aproximadas {u”}

de uma equacao diferencial da forma
U+ f(u)x =0 (1.4)

onde f € ndo linear, suave e satisfaz certas condi¢des de crescimento no infinito.

De Schonbek [22] temos os seguintes resultados:

Teorema 1.8 Seja Q C R? um conjunto aberto e limitado. Seja f € C', satisfazendo
f(u) =o(|ul?), quando |u| — oo,

para algum p > 1. Seja {u"} uma sequéncia de solugcdes aproximadas de (1.4), uniformemente

limitada em LP(Q), que satisfaz a condi¢do de entropia

%n(u”) + %l]/(u”) e {conjunto compacto de H'(Q)}

para toda 1 € C%, que tem suporte compacto e é convexa em algum intervalo limitado, néo vazio e
V(1) =n'(u) f'(u) entdo existe uma subsequéncia {u*} tal que u* — 1, f(u") — f(u) no sentido

das distribuicoes e u é solugdo fraca de (1.4).

Corolirio 1.2 Sejam Q, {u"} e f como no Teorema 1.8. Se para quaisquer funcoes 1 € C* que
tem suporte compacto e sdo convexas em algum intervalo finito temos que %n(uy) + %I[/(uy) €
{conjunto compacto de H='(Q)}+ {conjunto limitado de M(Q)}, onde M(Q) denota um espaco
de medida e ' (u) = n'(u) f'(u), entdo a conclusdo do Teorema 1.8 vale. Se, além disso, " >0

entdo u¥ — u fortemente em L1(Q), 1 < g < p.
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Em [18] podemos encontrar uma versao mais simples (caso em que m =2 e n = 1) do Teorema

1.7 dada no seguinte lema:

Lema 1.1 Seja {u;} uma sequéncia uniformemente limitada em L™ (R ;LY(R)). Entdo existe uma
subsequéncia {u;} e uma aplicagdo v : R x Ry — Prob(R) com valores no espago das medidas
ndo negativas com massa unitdria (medidas de probabilidade) tal que, para toda funcdo g € C(R)
satisfazendo

g(u) =o(|ul"), quando |u| — oo, (1.5)

para algum r € [0,q), vale o seguinte limite de representagdo

fim / /R L 81y (1) et = / /R - /R g(A)dV(e (M)0 (x,0)dxdt  (1.6)

j/—>oo

para toda ¢ € CX(RxR,).

Definicao 1.5 A aplicagdo a valores de medida V(y ;) é uma medida de Young associada com a

sequéncia {u;}.

De Kruzkov [16], Lax [17], DiPerna [6] e Szepessy [23], definimos agora as solucdes entrépicas

e as solucdes entrdpicas a valores-de-medida (m.-v.) do problema de Cauchy
u+ f(u)y =0, (x,1) eERxR (1.7)

u(x,0) =up(x), x eR. (1.8)

Definicao 1.6 Dizemos que u é uma solucdo entrépica de (1.7) se u é solucdo fraca de (1.7)-(1.8)

e satisfaz a condi¢cdo de entropia

n(u) + y(u)x <0,

no sentido das distribuicées, para toda fungdo convexa M (u) com y'(u) = n'(u) f'(u).

Definiciio 1.7 Assuma que f satisfaz a condicdo de crescimento (1.5) e ug € L'(R)NLY(R). Uma

medida de Young v associada com uma sequéncia {u;}, que é assumida uniformemente limitada
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em L*(R;LY(R)), é chamada uma solucdo entrépica m.-v. do problema (1.7) e (1.8) se
O <V(.),|A —k| >+ <V(.),sgn(A —k)(f(A) — f(k)) ><0 (1.9)

no sentido das distribuicoes para todo k € R e se para todo intervalo fechado e limitado I C R

temos que

1 T
angﬁ/o /1< Vier) |A — uo(x)] > dxdr = 0. (1.10)

De LeFloch e Natalini [18] temos o seguinte resultado de convergéncia:

Lema 1.2 Assuma que f satisfaz (1.5) e up € L'(R) N LY(R). Seja {u;} uma sequéncia uniforme-
mente limitada em L (R;LY(R)) para g > 1, e seja v uma medida de Young associada com esta
sequéncia. Se V é uma solugdo entrépica m.-v. do problema (1.7) e (1.8), entdo

limuj=u € L”(R4;L,.(R))

j—)oo

para todo r € [1,q), onde u € L*(R1;L(R)) € a iinica solugdo entropica de (1.7) e (1.8).

1.4 Resultados de Compacidade: o Caso Multidimensional

Para comecar damos a generalizacdo de medida de Young associada com uma sequéncia limi-
tada em L™ como usada por Tartar [25] e DiPerna [6], e limitada em L?, como usada por DiPerna
em [6] e por Szepessy em [23].

Lema 1.3 Seja {u;} uma sequéncia uniformemente limitada em L™(R.;LP(RY)), isto ¢,

il pray <k qtp. teER,. (1.11)

Entdo existe uma subsequéncia {u;} e uma aplicagdo mensurdvel v : R? x R — Prob(R) com

valores no espaco das medidas ndo negativas com massa unitdria (medidas de probabilidade) tal
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que, para toda fungdo g € C(R) satisfazendo
g(u)=o(1+|ul") quando |u| — o (1.12)
para algum r € [0, p), vale o seguinte limite de representacdo

fim / /R s, B (000 (1) dxds = / /R n. /R g(W)dVin (M)0 (x,t)dxds (1.13)

j/—>oo

para toda ¢ € CZ(R? x R).

Definicao 1.8 A funcdo a valores de medida V.,  é uma medida de Young associada com a

sequéncia {u;}.

De DiPerna [6] e Szepessy [23] definimos as solucdes entropicas a valores de medida (m.-v.)

do problema de Cauchy

d
w+ Y fil)y, =0 (x,1) ERIXR,, (1.14)
j=1

u(x,0) = up(x) xR (1.15)

CcOmo segue.

Defini¢do 1.9 Seja f € [C(R)]? satisfazendo

fA)=0(14+]|A]") para algum r, 0<r<p, (1.16)
limsupL_af(o)| < oo para algum a, a-1 <a<l] (1.17)
4|0 Al d
e
up € L'(RY) N LP(RY). (1.18)

Uma medida de Young v associada a uma sequéncia satisfazendo (1.11) é entdo chamada de

solugdo entropica a valores de medida (m.-v.) de (1.14) e (1.15) se

% < v(.),|A —k| > +divy < v(.),sgn(A — k) (F(X) — F(k)) >< 0 (1.19)
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no sentido das distribuicées para todo k € R e para todo compacto K C R?,

N
Tli)r(r)1+ ?/0 /K < V(xp)s |[A —uo(x)| > dxdt = 0. (1.20)

Analogamente, uma fun¢do u € L (R, L'(RY))NL> (R, LP(R?)) é chamada uma solugdo entrdpica

em LP de (1.14) se SM(.) é uma solucdo entropica m.-v. de (1.14) e (1.15).

Definicdo 1.10 Um par de funcoes suaves (n,y) : R — R x R? é chamado de par de entropia se
Vv = n'Vf e afuncdo n é afim fora de um conjunto compacto. Dizemos que ele é convexo se 1 é

convexa.

Em [23], Szepessy provou os seguintes resultados de existéncia e unicidade de solucdo entrdpica

de (1.14) e (1.15):

Teorema 1.9 (Unicidade) Suponhamos que v e & sdo solucoes entropicas m.-v. de (1.14) e (1.15)

entdo existe uma fungcdo

we LRy, L' (RY)) N L= (R, LP(RY)) (1.21)

tal que

Vy=0y=38,, para qtp. YERIxR,, (1.22)

isto é, v(.) e 6(.) sdo medidas de Dirac concentradas em w(.).

Lema 1.4 Suponhamos que v é uma medida de Young associada com uma sequéncia {u;} satisfazendo
(1.11). Entdo
wj—u em L (RIxRy), 1<r<p (1.23)

se, e somente se,

Vy = 5u(y) q.t.p. (1.24)

Teorema 1.10 (Existéncia) Sejam f e ug satisfazendo as mesmas hipéteses como na Definig¢do 1.9.
Entdo existe uma tinica solugdo entropicau € L*(R ., L' (R))NL® (R, LP(R?)) de (1.14) e (1.15)
que, além disso, satisfaz

()l ray < lluollr gy
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para q.tpt € Ry el <r < p. A aplicagdo a valores de medida v, ;) = 5,4(”) é a tinica solugdo

entropica m.-v. do mesmo problema.



Capitulo

2

Resultados de Existéncia de Solugcoes do

Problema (1) e (4)

Neste capitulo estudamos somente a existéncia de solu¢des do problema de Cauchy (1) e (4).
Aqui 7, 6§ e o sdo constantes positivas e f, B(A) = A(A) + A sdo fungdes suaves. Além disso,

suponhamos que

A'(A) =a(A) >0, VA ER.

Denotamos por F(u) a transformada de Fourier parcial de u com relagio a x e F~! a transformada

inversa de F'. Assim, formalmente, de (1) e (4) segue que
F(ut - suxxt — Yy + auxxxx) = F(YA(U)XX - f(u)x>

(1+8E)F () + (V&> + a&*)F (u) = F (YA(u)xr — f(u)q)-

Assim

2 4 exp % F(YA(u)xx — f(u)x)
{12 ) LB 0

de onde segue que

ds.

2 teXp y§2+a52)( ) (YA()xx — f(u)x)
- {520 [
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Logo

u(x,t) =F~! (exp { _((Yi;gf;)t } F(uo))

—(v82+agh)(1—s)
T (1LSE2Y YA xx_f X
. /F (exp eI F(yAw) (””)ds.

(1+6&2)

Portanto a equagao integral da solucdo é

u(x,t) = G(t)uo + /) "Gli—s)F! (F (Y‘L‘((I”jf’%gzj;(”m) ds 2.1)

sendo

G(t)u=F"" (exp { _((Yigg‘f;)t } F(u)) .

A familia de operadores lineares {G(t)};>( definida acima (cuja linearidade segue da linearidade
de F e F~!) satisfaz as propriedades de semi-grupo:
i) G(0) = I pois G(0)u = F 1 (F(u)) = u=I(u);

i) Parat > 0, s > 0 temos

G(1)G(s)u = G(1)F~! (exp{ _(z’fi;g‘f )s }F(u))
= (oo T [ (oo {5 2 )]
)

= (oS )

=G(t+s)u.

O seguinte lema d4 algumas estimativas que serdo usadas no decorrer do trabalho.

Lema 2.1 Paray>0, &« >0, 0 > 0e 6 > 0 temos as seguintes estimativas:

e 208 adhe| _ |
i) (1+2§ )2 eXP{ 2%1;2562)54)9 <8 %s5ed <4
.. —2(Ys "+ o _
Qe e SN

iii)

g —2(yE2 + a&*)6 Y
m“p{ (1+8&2) }Sa E

. —2(v6*+aé*)0 _ (a+75)

v ﬁze"p{ (1+682) }< 2706

g° —2(YE2+at*)e _
(1+882)? eXp{ (1+8&2) }§(2a69) :

V) m—cz5s
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Vi)

& {—2(7§2+(X§4)9
(rag 1 (1488
. —2(y6"+ag™)6
vii) E*exp{ (17680

} < (Zaee)_l;

(o +yad +7°8°)

}<

Demonstracdo: i) Para provar (i), observe que exp{w} <leque 6262 < (1+

(1+6&2)

5E2)?, VE € R se, e somente se, §2E4 + (26 — 82)E%2 +1 >0, VE € R. Fazendo y = £2 obtemos

82?4+ (26 —8)y+1>0,VyeR,,5e 0< 5 < 4.
£ £

i1) Para provar (ii), observe que

Dai, |x|exp{—270|x|} < (2¢ey0)~!, Vx € R.

4
iii) Para & = 0 temos e < 672, Quando & # 0 entdo

(14682%)2 —
—2(y¢2+a£4>9} <1

lembrando novamente que exp { (17582

iv) Temos para & # 0

- 2y oo
(14 8E2)2 = (1+6E2) cexp { ZEES

Além disso, a fung¢@o f(x) = xexp{—2y0x} definida em (0, +o0) atinge seu maximo em x =

54

<o

54

62

2y + akh)e
52‘”‘"{ (1158 } <

IN

IN

v) A prova de (v) € andloga a de (iv).
vi) A prova de (vi) € andloga a de (ii).

vii) A prova de (vii) é andloga a de (iv).

Definimos o operador

2(yE2+att)6
1+ 1+6&2

£2(1+882)
2(y62+ad*)e
(a+796)

2ya0

(YA(u)x — f (1))

Lult) = Glt)uo+ /O "Gt — )P (F

(1+882)

) ds,

(1+5§2)2 < 5254 o

—2vE2%9
(1+68&2)
1

276"

—

_ 572
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cm

/r ={u € C([0,T):H' (R)):||u(r) — G(t)uoll 1 ) < luoll gyt € [0, 77}

€ a norma €m dT como

[u(x,0)||lor = sup [lu(®)[| g w)
0<t<T

Lema 2.2 Sejam f e A suficientemente suaves. Sejam u(t), ug € H'(R) tais que
lu(t) = G()uol| 1 (r) < lluol| 1wy, vt € [0,T]. (2.2)

Se T > 0 é suficientemente pequeno entdo vale o seguinte:

(i) Lu(t) € H'(R) com

L u(t) = G(t)uoll g1 (ry < lluollgi(r), V2 €[0,T]

L u() ] w) < 2uollgi ), Ve € 0,T];

(i) [|-Zu(t) |0 < 22| |ut0 | 1 )
(iii) <7 € invariante por £;

iv) £ é uma contragdo na norma ||.|| o, em .

Demonstracao: (i) Sejam a; = sup la(v)| e E = sup |f'(v)|. Sem perda
MI<2v2lluo |l 1 g VI<2v2lluo | 1 gy

de generalidade, consideramos f(0) = 0. Seja u € H'(R) satisfazendo (2.2). Entdo usando pro-

priedades da transformada de Fourier em L*(R) e a igualdade de Parseval temos

%G (1) ’
G0l z) = Z /. .

B feof- ﬁéﬁf ()

< [luoll g1 (m)

1

2 2
dg]




2. Resultados de Existéncia de Solugoes do Problema (1) e (4)

21

Além disso

|-Zu(t) = G(t)uol| 1 r) <

- (exp{%}ﬂnawmf<u>x><ié>k>

(1+6882)

2 2
dx} ds
1

& oo { P P (ratuu] - ) PEX |
/{kzo/ (1+06&2)2 ds o ds

usando a igualdade de Parseval

exp{ 5} IF (ra(ws — FW)PE?
_/ / (14 6&2)2 s

1

exp { 2L NI F (yaupu, — ) PE* |
—l—/R (140872 d& } ds

usando o Lema 2.1 (ii) e (vi)

1

g/ot[(2ye(t—s)) + (2ae(t —s)) {/ |F(ya(u )’2615}

novamente pela igualdade de Parseval

1

= [lrett—5) "+ Qotetr —s)) 1 { A IYa(u)ux—f(u)lde}zdS

< [1ret—5) " + (2aet —s)) ) { [ Iratwuax ' [ Irtwpax é}ds

< [l2re(t—5))"+ atelt—9) " {var a9l zqe) + Eus) 2z}

usando (2.2)

< /Ot2[(27’e(t —5)) ™'+ (2ate(r — )| (a1 + E) o]l g1 () ds

< [luoll g1 (w)
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1
se T <

~ 8[((re)~" + (ae) ") (ya1 + E)?]’

(i1) Para mostrar (i1), basta observar que

|- Zu(t) e < (2IL(0) 3y | (L0) 2y € s .

(iii) Falta mostrar que se u € C([0,T];H'(R)) entdo .Zu € C([0,T];H'(R)). Seja ty € [0,T].
Podemos considerar #o > 0 pois no caso fo = 0 temos Zu(ty) = ug e o resultado vale. Sejat € (0,7].

Sem perda de generalidade, supomos 7y < t nos cdlculos abaixo. Temos

[-ZLu(t) = Lu(to) | g1 () < ||G( Juo — G(to)uo|| i (m
(Yla(w)ux]x — f(u)x)
( 1+ 5882 )‘“
F(yla(u)ug)y — f(u)yx)
=, G(to—s)F 1( 15682 )ds

< NG (#)uo — G(t0)uol| 1 (r)

H'(R)

t

o (FOatuts — )usle — e f e = 1))
* ), I €0F ( (1+6882) )Hl(R)dr
+ /’“ 7 (g F aluts = Dhuste == £t =),
~(Halutt— P)utto — e Fatto — ) s e

=A+B+C.

Vamos estimar separadamente cada uma das parcelas. Para A, pela igualdade de Parseval

A= {/R [eXp { _(Yfin;gf“)t} exp { —(?’fi:rb‘gfzt)to H 2 o
+/ [eXp{ Vfigg‘f )t }_exp{—(yfi:;gf‘*)to HZF(MOX)Zdé}%

1
i \
L pexp{ 2B (24 al -l | ok |
L (52)[«

<

(1+682)

okuy
F(5¢)

1
It — 102 S
262 dg

1
<9y
{k:O R
|t —toll[uoll g1 ()

N V2t
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Para B, usando a igualdade de Parseval e o Lema 2.1 (i) e (iii)

[ exp{ I P (ya(ule — )uc(e = ) — flul = r))) PE>
B<4{4 :

—2(y§*+agh)r 284 2
exp — e IF(va(u(t = r))ux(t —r) = f(u(t = 1r)))|*8
v, il (1+8¢%)? dé} v

1

< [vas ] [ 1Ftratutr = (e =) - stute - n)Pa }ar

novamente pela igualdade de Parseval

1

= zot V267! {/ |Ya(u(t —r))u.(t —r) —f(u(t—r))|2dx}2dr

< tot\/ia—l{{/wa (t = r))ux(t — rzdx} U|f t—r) 2dx} }dr

t
< , V287! {ya1||ux(t I’)HLz +E|| (t— r)||L2(R)}dr
0
usando (2.2)
t
< / 27287 (yay + E)|luo | 1 myd
0
= (t—to)2\/§5_l(?’al +E)||”0||H‘(R)

Finalmente, para C

o | 1 exp{%}gzk
C:/O {,CZZ)/R (11 682)2 |F (Yla(u(t —r)) (ux(t = r))]x — f(u(t —7)x)

—(Ma(u(to = r)) (ux(to — )] — fu(to —r))x)) [PdE) dr
e desde que A’ (1) = a(u)

§2+a§4

fo eXP{(HT}(&Jré )
<[ {z [ / e Y [AGu(t — ) — Alulto — )] PdE
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1
2

| (f (u(t =) = f(u(to - r)))zdél } dr

exp{ g L (224
+/ (1+882)

usando o Lema 2.1 (ii), (v) e (vi)

< /oto {2 {((2aer)l + (2oc5r)1)72/R|A(”(t —r)) —A(u(to — r))|*dx

1

H(2ren) !+ aen) ™ [ 170ut-) ~ flatio—r)Pas]| ) ar

s/Oto{[(ae)‘l+(a6)‘1]}'2a%+[(Ye)‘l+(ae)‘1]E2}5r‘§Hu(t—r)—M(IO—F)HH%R)dr

onde C — 0 quando |t —to| — 0 pois u € C([0,T]|;H'(R)) e to —r € [0,T]. Portanto Lu(t) €
c([0,T);H' (R)).

iv) Sejam u, v € @71 entdo usando a igualdade de Parseval, (ii) e (vi) do Lema 2.1 e o Corolario

1.1 temos

2(yE*+ag)( 2
t exXp 2 (& ‘|‘€ )
1L u(t) — Lv(0) |1 gy g/o {/R { 1(+15i - }
YEIAG) ~AW)] ~ FIf(0) — ()P} dr
< [1@rett—) "+ @ae(—5)) "1 [Eluts) v e
FYIA(s) = AWS) i ry | dr
< [l2re(t—5))"+ Catelt—9) "} [Ellats) =)o
+YCllu(s) = v($) || g1 (m) (@1 +2 sup Hu(t)HHl(R))] dr
[0,7]

1
< _Hu(x7t) _v(xvt)HJZ{T

\S]

1
seT < [ |

8[(ve)~" + (ae) ! [¥C(a1 +4|uol 1 () + EI*

Observacdo 2.1 No lema acima, o espaco C([0,T]; H'(R)) poderia ser substituido por L (0, T; H' (R)).
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Podemos agora provar nosso resultado de existéncia de solugdo local do problema de Cauchy

(e (4):

Teorema 2.1 Sejam ug, f e A como no Lema 2.2. Entdo o problema de Cauchy (1) e (4) admite

uma solucdo local suave
u e C([0,T;H' (R))NC'([0,T];L*(R)).
Além disso, para cada k € 71, k > 1, temos
u € C((0,T; HY(R))nCt((0,T); H* 1 (R)).

Aqui T é como no Lema 2.2.

Demonstracio: Sejam u” =0 e " = Z(4"'). Entio usando o Lema 2.2 segue por indugio
que u" € ofr e satisfaz (i), (if) do Lema 2.2, para cada n € N. Além disso, por (iii) e (iv) do
mesmo lema, .Z é uma contragdo na norma de 7. Segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach
que .Z tem um e somente um ponto fixo em o7, ou seja, a equacdo integral (2.1) possui uma
solugio u € C([0,T];H'(R)). Mostremos agora que se u € C((0,T];H'(R)), I > 1, entdo u €
C((0,T];H'*'(R)). Seja t; € (0,T) qualquer, basta mostrar que u € C([t;,T]; H!(R)). Escolha

) = %, pelas propriedades de semi-grupo do operador G, temos

u(x,t) =Gt —n)u(ty) + tG(t—s)F’1 [

15}

F(Y[a(u)”x]x_f(u)x) d

1+ 6&2 >

Mostremos primeiro que

sup [|u(r) || g1 gy < oo
l‘lgl‘ST

Temos

ds
HIF1(R)

G(t — 5)F~! (F(Y[a(z)ixgxé—z f(u)x))

t
o1y < 1600 = 2)u(e2) lgon ey + |
2

=A+B.
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Para o primeiro termo usamos a igualdade de Parseval para obter:

B o atrenm)
R e S
b fon{ 2 ol (P2)

pelo Lema 2.1 (iv)

2va(t —17) =

1
(@+7) ]
< |1+ 2 e e

s{/w ) 2ag 4 L8+ 10) i/R

De modo anélogo, para o segundo termo:

¢ | [+
N 15 ];)/R
—2(y&2+ag?) (1—s)

I+1 , ex 5 E2k
RE [Z/ A - F<y[a<u>ux1x>2d5]

1482

o=

(1468&2)2
22 at)1—s) | g2 :
I+1 . exp E g
+[2 A v s e } F<f<u>x>2d5] ds

BN (E2 4 E4)|F (va(u)u, P

! €X (
</\/§{[/R r (1+682)2

o { A} 0 (e P T
L (1+ 682y a

2

1

2 2
dz;}

(%) ac)

—(yEZ+ k) (1—s) =Nk
expy — s ¢ (i6)
jo ( { (1+667) } F (Yla(u)uy)x f(u)x))

1

2
dx}
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- 2 (_s
X /exp{ 2 e I e R () P
R

(1+682)

o=

_ 2 4y(sg
+i/ exp{ 2(73%11??2))0 A)}§2k+2|F(f(u))|2d5 .
= Jr (1+682)?

< tz’\/i{y[zaw(zaﬁ(r—s))1]5“a(u(s))ux(s)HHl_,(R)

V28 (1) sy

onde usamos o Lema 2.1 (1), (ii) e (v). Usando agora os Teoremas 1.5 e 1.4

< ,:ﬁ{y[za—l+<zaa<t—s>>—11%c1||u<s>||H1<R><al+“”<S>“H’1<R>>+

V287 Cllus) e } s

onde C; depende de [ € ||uo|| 1 (w) € C depende de [|ug || 1 (r)

< [: \/5{7[25‘1 +(2a8( —5))7'2C; sup||lu(s) gy (@ + [[aaC) [ o1 gy D1+

[12 aT}

+v2871C sup ()] g (m) } ds.

[[27T}

Logo,

sup [1(5) 1 s <
[thT]

Da mesma forma colocando #, no lugar de #; nos cdlculos acima, obtemos

sup |[u(1) || gre1(ry < oo
tH<t<T

Sejaty € [t,T]. Sejat € [t;,T]. Temos

() = uto) | g1 ) < 1G(t = 12)u(t2) — Gt — t2)u(t2) || o1 ()

[ G- (E) 1)

" B 1+6§2
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_/: Gty —s)F~! (F(Y[a(bll)ixj;é_z f(“)x)) ds

Hl+l (R)

<||G(t —t)u(tz) — G(to — t2)u(t2) || g1 (m)
+/ |GrF! (F(Y[a(u(t = r))u;;(jr—sg)z]x — flu(t - r))x))
0=t F(ylau(t —r))ux(t — )] — f(u(t — 1))
“, 1 [ 11582
_ F(vla(u(to — r))ux(to — r)]x — f(u(to — r))x)]
14+ 8E&2

t—1)

dr
Hl+1 (R)

G(r)F~

dr
Hl+1(R)

=A+B+C.

Estimamos separadamente cada uma das parcelas:

= (B 3 (eof )

e[

pela igualdade de Parseval

[+1
- {kio/n@ (1+6&?)
# (o) a5}

pela desigualdade do Valor Médio

(1+6882)

AT ) T )

};

|t t| l+1

l‘() l‘z ]R 8x’<
[t —tol[[u(t I\Hm (R)

B (to —12)

exp{—(}’§2+a§4)(t—t2) } —exp{_(yié2+a§4)(t0—f2) Hz
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Para a segunda parcela, usando a igualdade de Parseval temos

i 1 (F(Yla(u(t —r))ux(t —r)]x — f(u(t —r))x)
b= fo—12 GF 1( 1+682 ) H”](R)dr
(7€2+a§ 2%k 2 2
- 1+1 eXP EX|F (Yla(u(t —r))ux(t —r)]x)]

I+1 exp{%}ézkw( Flu(t—r))))? ’
’ LO/R (1+6882)? Cl

exp { G E2IF (ya(ult — )t — )
</ \/5{{/]R (1+06€2)2

L exp{ PN 2 (atute - e ) ]
i (15 68 “
exp { 2B L IR (f(ule — )
* /R (1+0E2) ds
(&2 +ash)r\ g2k+4 2 2
exp { 2GS L ERHIF (f(u(c — 1))
+Z/ (1+882) do| pdr

fo—

usando o Teorema 1.5 e o Teorema 1.4 com C; dependendo de [ e [[ug|| 1

ol (m)

d&

< [V (v latule =)t =)y + V28 LAl =) e

, C dependendo de

t—1)
< [ 2 {r87 il = Pl (o + =) )+ 67 €l =) ey

0—12

Finalmente,

fo—1p
C:/ G(r)F~
0

F(yla(u(to — r))ux(to — r)]x — f (u(to — r))x)}
14 6&2

14 8&2

dr
Hl+1(]R)

1 [F(Y[a(u(t — )t =)l — f(u(t —r)))
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2
_ fo— t2 I+1 exp (J;i;;éé }€2k
- /0 Z / (14 8&2)2

VF ([a(u(t = r)ux(t =) — [a(u(to — r)ux(to — r))x) *d&]?

1
2

w1 exp{ BRI P (f(ule = )= flulio =)o) PE*
[Z/ (1+882)2 a1
=C+C.
Para Cy,
exp { 2IESES L yF (Aulr = ) = Alultg — ) P&*
Cl:/o fz{[/]g (1+6€2)2 ds

1

+Z/ (1+552)2

usando o Lema 2.1 (vi) e (v) e a igualdade de Parseval
—h ~1 17k
V2[(2aer) ™ + 2a8r) 2 yl|A(u(t — 1)) — Aluto — 1) | gy dr
usando o Corolario 1.1

lo—12 1 1
< /0 2[(ae) ™!+ (a8r) 2y 2Crllult — r) = ulto — 1) | ey (a1 +2[Sup} (O] 1) )
t), T
<C
onde C — 0 quando |t — fo| — 0 pois u € C((0,T]; H'(R)). Para C,,

exp { 2SS E2IF(f(u(e = 1) — fluio— 1))
<=, ﬂ{ |:/]R (1+8E2)2 a5

dr

'y /exp{%}éww we=r) =0 1°
& (1+682)2
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<257! /Ozo_tz 1/ (u(t —r)) = f(uto— )|l g rydr

usando o Corolario 1.1

fo—1
<287 [ Cllts =)= ulo =)y (E 2 59 o) e
th, T
<C
onde C — 0 quando |t — to| — O pois u € C((0,T]; H'(R)). Portanto u € C((0,T]; H'*'(R)).

Mostremos agora que u, € C((0,T]; H'(R)). Vimos que

(8> +afh) 4 Frlatyuds— f(u),)
(1+6E2) (1+6E2)

F(u),=—

edaiparar, =% <1, <t

TR aEh (2t —n)
ult)=—F 1{ (17882 e"p{ (7682 }F

CTOE 0 [ —(rE 4 (- 5) | F(laluuds — f(u))
- 1[ (17 682) e"p{ (11682) } ]"S

L TF(la@ugs — £(0),)
*F]{ (11682 ]
Assim,
2 4 g2 N
R e e R L)
o [ agY) (o) —s) | FOlatud.—f(),) )
A [( 552) p{ (11 682) } (11682 ]HZOR)”’
H [ f(u)x)}
1+552) H!(R)
=A+B-+C.

Para A temos

{11

(Y2 + a&?) —(y&*+ &) (1 —n)
e [ (1+08E&2) eXp{ (1+08E2) Z}F(u(b))]

2 V3
dx}
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pela igualdade de Parseval
(v +at*)? —2(y&* + a&)(t —n) o
{Z Dot ol e ) | (Fae)

k=0
2 13
(t—1) {k 0 (axk ) dx}

- [w(22) | )

(t1 —12)

2 )2
dg}

| N

Temos

D=

ds

o exp{ OSSN (42 1 g4 ET A (pau — f(w)
B= {,{ZO/R (11 622) a5

< [w;a}%/t( a0 ey s

t—s)2

(Sl
J—

<2 {%} (T —12)2 sup [YCil[u(t) || gro1 () (@1 +2{[u(t) | g ) + Cllut) || gy )-

[t2,T]
Finalmente,
1
242k 2 )2
{Z/é |F [ya(u : — f(u)]| dx}
= +5€ )2
< & | ya(u)uy — f ()| 1 gy
< 87" sup 1)l e+ 20 )+ ) e )
n,
Portanto

sup [[u; (s) || e )y < o
[t17T}

Sejaty € [t1,T]. Sejat € [r,T]. Temos

2 4 g2 o
e 2) — 1)y < HFI [% (p{ (v Jfgélgt tz)}

Y

H(R)
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CTHE aEY) [ (4l —s) | F(rla(us— F(0),)
+LF 1{ (17 682) e"p{ (11 682) } (11 682) }ds
[0t (e —9)| F(rlaul— fw0)]

[ [ (17 682) p{ (11 622) } (1+687) ]d .
., HFI [F<y[a<u<r>>ux<r>]x — f(©)) F(Ya(u(o)udio): —f(u(to))x)]
(11887 (1+0682) .

(Y62 +aé?) —(y&*+att)(t—n)
Fr [ (1+682) <exp{ (1+682) 2}

—exp { _(Yézdufgé)z()lo —1) }) F(u(tz))} 2dx}%
+ tot__: {;/R ok Fl {M xp{_(752+06§4)r}

ok (11082 © (1+682)
F(Yla(u(t —r))ux(t —r)]x — f(u(t - r))x)]

2 Y2
(1+5§2) dx} dr
AR

& +agh) [ —(rE+alY)r
P {<1+652> e"p{ (1+682) }
F(Y[a(u(f—r))ux(f—r)]x—f(u(f—r))x—(?’[a(u(fo—"))ux(fo—r)]x—f(u(to—r))x))}
| (1+6€2)
AL 12

=A+B+C+D

{E1]2

2 Y32

dx} dr
2 V3
dx}

1 [ u(t))ux(t)]x — f(u(t))x — (Yla(ulto) )ux(to)]x — f(u(fo))x))]
8xk (1+6882)

Estimamos separadamente cada uma das parcelas. Para a primeira temos

{11

exp { —(VézJ ff;?z()to —1) }) F(u(tz))]

(V&2 +at?) —(Y&*+ a&*)(t—1)
Er { (11 682) (e"p{ (1+8&2) 2}

1

2 2
dx}

{ (8 +ak*)(t—n) } B
(1+6&2)

pela igualdade de Parseval

(&> +ad)?
{Z C(1+882)7

k=0
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~(v8? +ak*)(1n—n)

ex

(1+6882)

pela desigualdade do Valor Médio

(Y& + ag)*
C(1+68E2)%

{E 1!

3|t 0] &
l‘] l‘2 =0

<\/_|t fo [|u (tz)HHz

i[5

{ —2(y§?

1+
JF[%5]

V2(t —1)?

Para a segunda parcela temos

dg}

t—1t)

fo—1

|F (va(u(r —

t—1p
S /
ty—12

{

(

(yE2+ a54)2§2+2kexp{

—l—océ“)e} B
682)

—2(7§2+a§4)r}

(1+68%)

(1+682)*

r))ux(t—r) — S (ult -

Y0 + 30
683r

[t27T]

Para C, pela igualdade de Parseval

|F [yau(r -

to—1p
< (
0

{1 (e =
I

+Hf( (1=

(?’52 + (x§4)252k+2

))PdeL?

[t = to] sup [Crylu(t)]| i my (a1 +2[(t) [ 1 r

(1+6882)

)= Flulto =) e }

756;3305 p HA
)= Flulto =) e }

{ -2
exp

)t 1) — Flult 1)) ~ (ra(u(to ~ 7)uslio — ) — Flulio )] dE ) dr
t—r))u(t —

(y§2+aé4>r}
(1+6882)

r)

(u(to — ”))HH!H(R)

2| [9’%(&)}

2 V2
dg}

2 2
dé}

oxk

) lva(u(z —r))ux(t —r) = f(u(t =)l gowydr

< Y6 +3a 2
- 653(1‘0 —tz)

—a(u(to —r))ux(to = r)|| g1 (w)

) +Cllu() | w)

!
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e pelo Corolario 1.1 temos

1
0+3a) 2
s<—y 653 ) Cillu(t = r) = uto = r)ll g1 | ¥(@r+2 sup [[ue(t) [ 1) + (E +2 sup [[u(e) ] )
[ZQ,T} [tZ’T}

<C

onde C — 0 quando |t —to| — 0 pois u € C((0,T]; H'*'(R)). Finalmente, para D pela igualdade de

Parseval
(&% +E)|F {ylau(r))ux(r) — au(to) Jux(t0)] — [f (u(r)) — f(u(t0))]}
! = S
v [ I {Iv(a(u(r))ux(t) — au(io))ux(t0)) — (f (u(r)) = f (u(10)))]} :
L. (116822 0 dé}

<287 [yllau(r))ux(r) — a(u(to) Jux(to) | g1y + 1 ((r)) = f (u(t0)) |-+ ()]
<287 [YllA(u(r)) = Au(t0)) oy + £ () = f (u(t0)) | )

e pelo Corolario 1.1

<287 Cillu(s) = uto =)l ry [ V(e +2[su% lu() | g (wy) + (E +2 sup (@)l gt ()]
1, 1,

<C
onde C — 0 quando |t — to| — 0 pois u € C((0,T]; H'*!(R)). Portanto u, € C((0,T]; H'(R)) e dai
u € C((0,T;H(R))NC'((0,T);H'(R)). u

A fim de estender nossa solucdo globalmente precisamos de algumas estimativas dadas pelos

seguintes lemas.

Lema 2.3 Seja u(x,t) = u(x,t;7,8, ) solucdo do problema de Cauchy (1) e (4) em R x [0,1;].

Entdo u satisfaz as seguintes estimativas para 0 < 1 ety >t >ty > 0:

By exp{B(12 —10)? H|u(to) | 2 gy

(t—10)7

lax (O] 22 () < (2.3)

aty

1
2
2oy ) , By = [(Oce)’%yal + (j/e)’%E]B (3.3) e B é a fungdo beta.

sendo B1 = (
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Demonstracao: De (2.1) e das propriedades de semi-grupo do operador G(t) segue que para

r>1:
u(x,t) = G(t —to)u(to) + :G(t —s)F! (F(Y[a((bi)ix]sxé—z)f(”)x)> ds,
dai
ux(X,f) = Gx(l - fo)u(fO) + t Gx(l — S)F_l (F(Y[aib{)ix;xéz;C(u)X)) ds
e
’ 1 (F(Yla(u)uy]x — f(u).)
L B e (e e e A
usando a igualdade de Parseval e o Lema 2.1:
—2(y§*+alh)(t—1)) .. 25e]”
< | [eo{ P LA e Pag
20E2+aE ) 1=5) | g4 SR
exp > S |F (va(u)uy)|
N t\/E / { (1+6&2) }2 . dé
fo R (1+682)
e { ZEEE S Srvwor 1
an (1+ 88272 Sl
aty |} ' [(ee)~2yar + (ye) 2E]ux(s) e
< |zt | Wl + | o ds.
Logo, fazendo B, = (oce)_%}/al + (}/e)_%E, obtemos
, ! (12— 10)2Ba(s — 10)? lu(s) | 2
(=0 sl < Bl + || = = S s
e a desigualdade de Gronwall nos d4 (2.3).
|

Lema 2.4 Seja u(x,t) = u(x,t;y,0,a) uma solucdo de (1) e (4) em R x [0,t;]. Entdo temos a
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seguinte estimativa para 0 < t; <t:
131
/ uz(x,tl)dx+2}// / a(u(x,1))u? (x,1)dxdr + 5/ u?(x,1y)dx
R 0 JR R

t t
+2}//1/u)26(x,t)dxdt+2a/l/ u%x(x,t)dxdt:/u(z)(x)dx+5/ 3, (x)dx. (2.4)
0 JR 0 JR R R

Demonstracao:  Multiplicamos (1) por 2u e integramos em R e em [0,7;]. |

Podemos agora provar o resultado de existéncia global:

Teorema 2.2 Sejam f, A e ug como no Teorema 2.1. Se

| ol 1 (w)
(0l g + S0l ) < ——miB)_
- g (1+Ci(T)%)3

sendo 1
Bl exp{B3 (%) 7}

Ok

entdo a solucdo de (1) e (4) pode ser estendida globalmente e satisfaz

C (T) =

()l ) < 2lluoll (v Vit>0.

Demonstracdo: Do Teorema 2.1, existe uma solugdo u(x,t;y,8,a) = u(x,t) definida até um

tempo 7 satisfazendo:

()11 ) < 2wl () 0<t<T

ede (2.4)

1

(Tl 2y < (ol 72 ) + Slluoxl72(z)) 2
Agora, aplicando (2.3)com#t, =t =T, 1ty = %, obtemos
T3
B exXp {33 (7) 2 }

[ue(T) | 2y < i

(3)°

(3)

L2(R)

)N
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1

< CoT)(lluo | F2 ) + Slluoxl 72 m)) 2

Entao

1
(T |1 gy = ()72 gy + Nax(T) 722
1 1

< (1+Ci(T)*)2 ([luol 72 gy + 8lluox]| 72 (z)?

< o]l (w)

e segue do Teorema 2.1 que u(x,t) pode ser estendida até o tempo 27. Agora suponhamos que

u(x,t) pode ser estendida até um tempo kT com k € Z e que
@)1y < 2luol 1 (r) 0<t<kT

() ] =y < 2V 2l 1 O0<7<kT
1
(kT )12y < (litol| 72z + S o 72())2

1

(KT | 20y < C1T) (101 72 ) + S |t |72 )

Entdo por (2.7) e (2.8) temos

(KT )| 1 (my < lutol| o (m)

assim pelo Teorema 2.1 podemos estender u(x,t) para um tempo (k+ 1)7T com
()1 ) < 2laol 1 v 0<t< (k+1)T

lue () =) < 2V2[ut0 111 ) 0<t<(k+1)T.

Mas entdo de (2.4) parat; = (k+ 1)T temos
e (k+ DT 2y < (luol|F2 gy + S lluoxl 2 )
Além disso, usando (2.3) com ¢ =1, = (k+1)T e o = (k+ )T obtemos

s ((k+ 1))l 22y < CUT) (lluo | F2 ) + Slluoill 2 )'

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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Assim (2.5)-(2.8) valem para (k+ 1)T. Procedendo indutivamente, podemos estender u(x,?) glob-

almente com

()|l wy < 2Mluol| g1y, ¥V £2>0.

Observacao 2.2 A técnica usada acima para estender as solugcoes globalmente foi inspirada num
trabalho de Hoff e Smoller ( veja [10] ou [26]). Para estudar a convergéncia de uma sequéncia de
solugdes de (1) e (4) quando v+ 6 + o — 0 seria preciso encontrar estimativas para as limitagdes
de T que ndo dependessem de Y, 0 e . No Teorema 2.2, o fato de T — 0 quando tomamos
Y+ 0 + o — 0 faz com que os dados iniciais u(x,0;y,6,0) — 0. A técnica usada nos proximos
capitulos para estender as solugcoes globalmente poderia ter sido usada também neste caso, o que
ndo nos daria condicdes suficientes para obter estimativas a priori para garantir os resultados de

convergéncia de solugées de (1), da forma como obtemos para as equagaes (2) e (3).



Capitulo

3

Resultados de Existéncia e Convergéncia de

Solugoes de (2) e (4)

3.1 Resultados de Existéncia

Nesta secdo estudamos a existéncia de solu¢des do problema de Cauchy (2) com dado inicial
(4), sendo f: R —ReB:R — R, para B(A) = (1) + A. Denotamos por F(u) a transformada
de Fourier parcial de # com relacdo a x e F~! a transformada inversa de F. Assim, formalmente,

segue de (2) e (4) que

F(l/t; — Ollyyr — Yibxx + auxxxx) = F(Yﬁ (ux)x - f(u)x)

(1+8E2)F (u)e + (vE* + a&*)F (u) = F(yB (ux)x — f (1))

[exp{%}mﬂt ~exp] ij:;f)) LEIBECN]

de onde segue que

(12> + o) (16 + 01— 5) | F(rBus)s— f(w))
i =ew{ =g+ [[om{ =t HI

Logo
u(e,t) = F! [exp { _((Yfi;gf;)t } F(uo)} +
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NEITIE y&§1++a65€2>)<r—s>}F<yﬁ(<1ufgng;<u>x>} i

Portanto a equagdo integral da solucdo é

u(x,t) = G(t)uo + /0 "Gl —s)F! {F (Yﬁ((lui)gng)"(u)xq ds (3.1)

sendo

G(tu=F"! [exp { _((Yfi;g‘f;ﬁ } F(u)] .

A familia de operadores lineares {G(7)},>¢ definida acima (cuja linearidade segue da linearidade

de F e F~!) satisfaz as propriedades de semi-grupo, conforme vimos no capitulo anterior.

Definimos o operador

Lu(t) = G(l‘)uo—k/otG(t—s)F_l {F(Yﬁ((luf%;;;(u)x) ds.

em
o ={ue C([0,T;H (R)); lu(r) = G()uol 1 () < lluollg1 gyt € [0, 77}
€ a norma em .2y como
Ju(x,) ||l e = sup |u(®)l| 1w

0<t<T

Lema 3.1 Sejam f e B suficientemente suaves com |B'(v)| < M, para todo v € R. Sejam u(t),uy €
H'(R) tais que
lu(t) = G(@)uoll g1 () < lluollgi(r), V2 € [0,T]- (3.2)

Se T > 0 ¢ suficientemente pequeno entdo vale o seguinte:

(i) Lu(t) € H(R) com

L u(t) = G()uol i (w) < lluoll(r), Ve € [0,T]

L u(®) ]| ) < 2uollg ), Ve € 0,TT;
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(ii) || L u(t)|]e0 < 2v/2]|ut0 |1 )
(iii) o1 € invariante por £

iv) £ € uma contragdo na norma ||.|| oz, em /.

Demonstracdo: (i) Sem perda de generalidade, consideramos B(0) =0 e f(0) = 0. Seja

E = sup |f'(v)]. Seja u(t) € H'(R) satisfazendo (3.2). Entdo usando propriedades da
|V|§2\/§||u0||H1(R)
transformada de Fourier em L?(R) e a igualdade de Parseval temos

kG (1)
8xk

|G (e 1y = kZO A

Além disso,

|-<Zu(t) = G(t)uol 1 r) <

t exp { 2SN L 241 (B (1) — £ (1)) 2
/O {kio /R P{ (1+687) } Y

ds

(1+6&2)2

QU
e
N —
(S

[ exp{ AN (24 £ P (vB () — f(w)
</o{/R (1+587) e

usando o Lema 2.1 (ii) e (vi) e a igualdade de Parseval

S/0’ [(ZYe)_(ltifae -1 5{/ 7B (uy) Zd!;}l

_ /f [(27e)~ + (2ae) ]%WMuux( ez +Elu@lem)
(1 —s)2
< 4[(2ye) " + (2ate) "2 [yM + E] ol |1 () T2

< |[uoll g (m)
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se tivermos

T <

8[((ve)~" + (ae) ") (YM +E)?]

Portanto segue (i).
(i1) Para mostrar (i1), basta observar que
|- Zu(t)l|e < 21 L0(0) | 2y | (L2l 22))? € sar G).
(iii) Falta mostrar que se u € C([0,T];H'(R)) entdo .Zu € C([0,T];H'(R)). Seja to € [0,T].

Sejat € (0,T]. Sem perda de generalidade, supomos # <  nos célculos abaixo. Temos

[ L u(t) — ZLu(to) | g () < [|G(1)uo — G(to)uol| g1 (w)
_1 (F(yB(ux)x — f(u)x) o 1 (F(yB(ux)x— f(u)y)
1 ( (1+5€2) )ds— A G(to—s)F 1 ( (1_|_6§2) )ds

L (F Bt — ) £t — 1))
(F 1( (i + 582 )

H'(R)

< |G (t)uo — G(t0)uol| g1 r)
Ty
“y |l

=A+B+C.

dr
H!(R)

{ 1_|_15€2) [YB(”X(I_F))x_f(u(t_r))x
— (VB (ux(to =) — f (ulto =)o)} 1 () dr

Usamos a igualdade de Parseval, a desigualdade do valor médio com 6 € (1,7) para obter

A< {Z/ (%) exp{—Z(YlﬁiJg;@)e}h_ ) F(%kjco) 2d§}%
_ lr=rollluollen g

)

Para estimar B, usamos um raciocinio anidlogo ao feito em (i) para obter

—_

Bg/t [(27e) '+ (20e) 2 [yM|uat — 1) | 2m) + ElJu(t = )| 2w ]dr

_ Y 1
< 4[(2ye)~" + (20e) "2 [yM + E]Juo | 1 gyl — 0]
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Para estimar C, vamos usar a igualdade de Parseval e o Lema 2.1 (i) e (iii)

282 +ahr| (g2 g4
of ;e P e g
c- [ { /L b‘sj&z)}z IF (1B aslr = 1)) = flule =)

—(¥Bwelto — 7)) — flulto —r)))] PdE ) dr
¥ V287! [YM + E]||u(t —r) — u(to — r)HHl(R)dr

IN

0

IN
Ql

onde C — 0 quando |t — 9| — 0 pois u € C([0,T);H'(R)) e to — r € [0,T].

iv) Sejam u, v € o/7, usando a igualdade de Parseval e o Lema 2.1 (ii) e (vi) obtemos
| ZLu(t) = L) ||y (w)

[ poxp{ PUEEENED Y (24 EYIF B ) — YB(v) — (f() — FONIP )
; /0{ [ AW

(1+6882%)?

< [/ 112080 L gt~ psalPast 1) rPas) s

<[ [(27e)~" + (2ae)™ 13 [yM + Ellu(s) —v(s) 1 s
~Jo (t—s5)2

1 1
<2[(2ye) ™" + (20e) 2 [yM +E] sup [Ju(t) —v(1)]| g1 r) T2
0<t<T

ds

< ||u(x,t) _ v(xat)H&ZfT
- 2

S€

1
"= 8le) T+ (@e) DM+ B

Portanto, nestas condi¢des, -Z é uma contracao. [

Observacio 3.1 O espaco C([0,T];H' (R)) poderia ser substituido por L=(0,T;H'(R)).

Podemos agora provar nosso resultado de existéncia de solugdo local do problema de Cauchy

(2) e (4):
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Teorema 3.1 Sejam ug, f e B como no Lema 3.1. Entdo o problema de Cauchy (2) e (4) admite

uma solucdo local suave
uc C([0,T;H (R))nC' ([0, T];L*(R)).
Além disso, para cada k € Z, k > 1, temos
u € C((0,T);H*(R))nC'((0,T); H* 1 (R)).

Aqui T é como no Lema 3.1.

Demonstracio:  Sejam u’ =0 e " = Z(u"~"). Entio usando o Lema 3.1 segue por inducio
que u" € o7 e satisfaz (i), (ii) para cada n € N. Além disso, por (iii) e (iv), - é uma contra¢do na
norma de /7. Segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach que . tem um e somente um ponto
fixo em 277, ou seja, a equagio integral (3.1) possui uma solugio u € C([0,T]; H' (R)). Mostremos
agora que se u € C((0,T];H'(R)), I > 1, entdo u € C((0,T]; H"*1(R)). Seja t; € (0,T) qualquer,
basta mostrar que u € C([t;,T]);H'*!(R)). Escolha t, = %, pelas propriedades de semi-grupo do

operador G, temos

u(t) = Gt~ )u() + [ Gl —s)F! [FWﬁ(ux)x—f(u)x) .

14 6&2

15)

Mostremos primeiro que

sup |[u(t) | gre1(ry < oo
11 <t<T

Temos

t

e ey < NG = r2)uee2) sy +
2

ds
Hl+1(]R)

G(t —s)F*l (F(Yﬁ(luj—))éng(u)x))

=A-+B.

Para o primeiro termo usamos a igualdade de Parseval para obter:

= (B e (or {5 )

2 V3
a’x}




3. Resultados de Existéncia e Convergéncia de Solucoes de (2) e (4) 46

~{ [ewn{ PO EE N 1 a
+Z/exp{ ygzlj:_oé%z))(t m}éz F (g—;(u(fz)))
pelo Lema 2.1 (iv)

(a+17y0) /
< 2
_{/|F d§+2yo¢t ) kZO

1
(¢+78) 12
< [1+2706(t1—t2) ||u(t2)||Hl(R)

(Fatwe)[ o

Para o segundo termo:

- [{81
_/{/ [ e s rp 1)
{exp{ e Ll M) 8 F (B ) - )

oSN ()

pela igualdade de Parseval

 [exp { TS} 8V (vB )y — £())
F 1462

d&

. { /exp [P I (24 64) F (B () — £ ()P
b (1+6882)?

(e i—g) & | (o
L ool e ey (2 0p -1

pelo Lema 2.1 (i), (iii) e (v)

< /;{25—2 [ (B ) ~ () Pt
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-1

F( e -

{k 0 (8x" (1B lux) = >)) 2

= [ |5+ 2wt 1) 5@l s

e pelo Teorema 1.4

1
rr2 1 2
< [ |3+ 5m5e—s] Clrtunto)amey+ (o) s

onde C ¢ uma constante que depende de |[uo||1(w)

—_

2(1+7y)C sup Hu(t)”Hl(R) [(l;t2)+(l—t2)2]

H<t<T (ad)

B—

Dai,
1
(a+7yd) |2
< -
IISSI:ET ||u(l‘)||Hl+l(R) = {1 + 2’}/06(l1 —tz) ||”(t2)||Hl(R)
(T—-1) (T-0):
+2(14+7y)C + sup {ju(? < oo
(I+7) 5 (@5)! ZZSZETH O] (m)

Da mesma forma colocando #, no lugar de #; nos cdlculos acima, obtemos

sup._[u(r) 101z <
1 <t<T

Sejaty € [t1,T]. Sejat € [t;,T]. Sem perda de generalidade, consideramos #y < ¢. Temos

[u(r) = u(to)[| o1y < |G(1 = 12)u(r2) — G(to — t2)u(t2) || o1 (m)
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_|_

/,: Glt—s)F~! <F(Yﬁ(1”i)gng(u)x)) s
—/:)G(to—s)F_l (F(YB(luj—)xsng(u)X))ds

< NGt —12)u(t2) — G1o — tz)u(tz)HH (R)

H

Z+I(R)

t—1
o,
ty—12

1+ 62

= (EUBGl = e ft )

to—1
+/o 14582

_F(Yﬁ (et — 7))x — f (u(to — r))x)}
14862

=A+B+C.

Vamos estimar separadamente cada uma das parcelas:

{lf/ —F Kexp{—(yéz(;tfgggz—rz)}

HI+

exp { —(752(7; fg‘;)z()to —1) }) F(u(tz))]

pela igualdade de Parseval

FVF 1[1’ ue(t —7r))x— fu(t =r))x)

dr

'(R)

2 V3
dx}

- (182 + gt —n) -y ~ (1 + a1

H+

dr
I(R)

2

(1+6882)

ak 2 %
’F <a—xku(t2)> d&}
pela desigualdade do Valor Médio
I+1 2 2 2
(v§>+at?) (v&®+ak*e),
{Z/ [ (1+682) { 1+5¢§2) = to

|t fo | [+1
Z axk dx

|f lo|||ul2 HH (®)
(to—12)

{x/

(1+6882)

—lz)} _

F (;—;u(tz)>

2 )2
dg}
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Para a segunda parcela, usando a igualdade de Parseval temos

[ 282+ aghr| &
- {/Rp{ (1+882) }<1+a§2>2‘
|F(yB (ux(t = r)) = f(u(t —1)))|*d§

+Z/e"p{ ﬁ;gaf) }(1+§;§2)2‘

[ Bl =)~ rtate =) Zdaf}zdr

k

iy (1 RN
§251/t {];)/R %(yﬁ(ux(t—r))—f(u(t—r))) dx} dr

0—12

t—1t)
=251 [y~ () ey
to—1p
e segue do Teorema 1.4

<28 e —1nolC(1+7) sup [Ju(®)|l g1 (-

H<t<T
Finalmente, pela igualdade de Parseval e o Lema 2.1 (1), (iii) e (v)
/fo fZ{/ { 2(v8> + a&h)r }
C= .
(1+6&2)

2
((1€+Jg§2))2‘| (VB (ux(t —r)) = f(ult —r)) — (vB(ux(to —r)) — f(u(to — 1)) *d&

2(v€% + a&?)(r) £°
+Z/exp{ (1+6¢2) }<1+552>2
ak
'F [WWB(W =) = Flult = 1) = (¥ (ulto — 1)) — f(ulto — r>>>>}
g/OtO 267"+ (208r) {121/
k=0

~(¥B(uslto ) — fulto 1)) dx} " d
< [" 21874+ o) 4 {FIB i =)~ Blstio =) -z

1

2 2
d&} dr

2 (Bt =) — flute = 1)

LAl =) = Futo =)l
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usando o Corolario 1.1

1

to—1
< [* " 2126 + adn) -+ 1l — ) —utto — )lgeyr
<C
sendo C uma constante que depende de |[|uo|| 1 (), I sup ()| e ey € C — 0 quando |t —19| — 0
0,7

pois u € C((0,T]; H'(R)) e to — r € (0, T]. Mostremos agora que u; € C((0,T]; H'(R)). Temos que

(82 agh) o FOBw).— fw)
(1+08&2) (1+06&?)

F(u), =—

e dai parat, <t

2 4 g2 N
CTOE ) [ —(rE2 ) — )\ F(rBlu)e— F(),)
‘/QFI[<1+652> e"p{ (11682 } (11 682) ]ds
F(Yﬂ(ux)x—f(u)x)]
(11682 |

+F”{

Assim,

<[ [w&%aa“) - (18 + e - 1) b rtue)

el 1 ()

(1+682) (1+682) HI(R)
ot (€24 aEY) [ —(rE2+ aEh) (1 —5) | F(YB ) — f(u))
A [( 1582) e"p{ (1+6€2) } (1+682) ]HZ<R>”’S
| Pttt
1+6§2 HI(R)
=A+B+C.

Para A temos

{115

(FE 1 alh)  [—(rE+ ath)(i—n)
PR {Haaz) ‘”‘p{ (17582 Q}F(”(””]
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pela igualdade de Parseval

(v&*+atk*)?
{,;0/ S

—2(y€* + ag?)

oo

Eld

(1+6882)

1

%M@))

S {ko (axk ) }
1
= o e <>
Temos
SN [0 [ el (8t —
= {k O/R " {<1+652> e"p{ (1+58&2)
FBude— fo) [, |
(1+6§2) ] dx} ds
S 0 aE? (2 al)(-9)) .o
_/{kgo/]R (145882 exp{ (1+582) }é |
. 2 y4
| 1B~ 100) dx} ds
5 > y4
</L‘2; +a} {kzo/ 5 (B (us) = /() dx} ds
v+ a
[y B~ s
<2 258 -1+ 9C s a0y <
Finalmente, :
(WB(w)e— )]
{kzo/ o [ (1+682) } d’“}

{,;)/ (1+58&2)2

s L5

2 (VB () — ()

1
= 5B Gue) = f ()l )

2
dg}

s)}_

1
2
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(L Y)Clu(@) || o1 ) < oo

Ool»—

Além disso,

| sy (o)

_exp{ (Y§2(;Lf§6§)2()lo ZZ)}>F(W2))} HI(R)

CTOE R aEY) ()~ s) | F(rB s — F(u))
/QFI[<1+652> ‘”‘P{ (17 0682) } (1+682) }‘“

(FE 4+ aE*) [ (&2 aE*)(to—s) | F(yBlus)s — flu)y)
/F [(1 522) ‘”‘p{ (17 682) } (11 682) }‘“

H [ (¥B (ux(2))x — f(u(2))x) B F(’}/ﬁ(ux(to))x_f(u(to))x)]
1+6§ : (1+8E2)
{3 (88 (o)
_exp{_(ygz(;rfié)z()to_m})F(u(tz))} 2dx}2
(YB (ux(t —1))x — 2 )2
- e
)exp{

—(v&* +ag?
(1+5§2
o=t L[ (€2 +al? ~(v8? +alh)r
B

||“t ||Hl

_|_

HI(R)

HI(R)

}

)
)

(
dr
(

) 146&2)
u(t —r))x)
(1+6882) (1+6882) }
F(yB(ux(t —1))x — fut =r))x — (¥B(ux(to —1))x — f (u(to — r>>x>)]
(VB (1 (2))x — f(u(t))x — (VB (ux(t0))x — £ (u(to))x))
{,;;)/ axk [ (1+6&2) ]

=A+B+C+D

{1

axk [

1

2 2
dx} dr

1

2 2
dx}

(Y624 a&?) —(Y&*+ a&*)(1—n)
ok [ (11 682) <exp{ (1+682) }

Para A,
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Cexp { —(Yézdt fg‘;)z()to —1) }> F(u(tz))]

pela igualdade de Parseval

Y62 +ag?)?
{5 [y

—(Y&*+ a&*)(to—12)
""p{ (1+682) }

(1+882)

2

k
5 slute)

pela desigualdade do Valor Médio

(Y62 + &) —2(y&*+ a&*)6
{Z G i e IR

k=0

o 15 £ 1

|

}_

(1+682)

3t —10f* :
{ l‘1 l‘2 k=0 { ] }
V3l —tol i)
_\/z(tl— n)? H(®)
Para B,
(L1 T e [ —(rEt alyr
=, {,CZO/R ' [ (1+382) "”‘P{ }
Bt =)= flutt =2
(1+5(§2) } dx % dr

pela igualdade de Parseval

Y R S —2(YE* +ak*)r
= {I;)/R_(1+5§2>4‘CXP{ (1+8E2) }gz

1

2 2
d&} d

[ B =) = state =)

L) {E

IN

to h r2

<w£3a> B e =) — e — ) ey

F [ 3 1Bt —r) ~ st =)

5 |
d&}

2

dr
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1
Yo+3a \? 1
< (gl ) =l 9C sup ) e

1 <t<T

onde usamos o Teorema 1.4. Para C,
o0t (r&?+ag?) [—(r&2+alh)r
= {k 0/ " [ (1+682) e"p{ (1+682) }

F(yB (ux(t —r))x — f(u(t — 1)) — (VB (ux(to — r))x — f (ulto — r))x))]
(1+0682)

2 )2
dx} dr
pela igualdade de Parseval
_/’0 & (r§2+ g6 {—2(y62+aé4)r}
0 k e (1+882)F TP (14682
ak
|32 7B ls =) = s =) = (Bl =) = o =)

< [ (M) B )~ Blusto = e

e =) = Flulio =)l | dr

1

2 2
dﬁ} dr

e pelo Corolario 1.1 temos

1
§+3a\2 o=tz fJu(t —r) —ulto = r)l| 1 g
S(y653 ) <7+1)C/) ———ar

r2

<C

com C — 0 quando |t — 9| — 0 pois u € C((0,T]; H'T!(R)) e to — r € (0, T]. Finalmente

o~ {5 112 f

[ (VB (ux(1))x f(u(f))x)—(Yﬁ(ux(fo))x—f(u(to))x)]l
Fre (1+6€2)
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pela igualdade de Parseval
2 4
-{/ % 1B a(e)) — Bla(10)] ~ 1 (00) — ul0) I}

* Z / T 55
<28 Y11 (ux(£)) = B (ux(20)) | -1 gy + 1 ((2)) = f (u(0)) | -1 )]

ak
{55 1B u(0) — Blusto)] ~ (at0) — Fu)]

2 2
dg}

e pelo Corolario 1.1
<287 [y + 1)Cu(t) — uto) ||t )
C

IN

com C — 0 quando |t —to| — 0 pois u € C((0,T]; H'(R)) e tg—r € (0,T]. Logo u; € C((0,T]; H'(R))
e dafu € C((0,T);H'T'(R))NC!((0,T]; H (R)). |

A fim de estender nossa solucdo globalmente precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2 Seja u(x,t) =u(x,t;8,7, o) uma solucdo de (2) e (4) em R x [0,1,]. Se B é uma aplicacdo

ndo decrescente com 3(0) = 0 entdo temos a seguinte estimativa para 0 <t} < t:

/uz(x,tl)dx+5/u)zc(x,tl)dxg/u(z)(x)dx+5/u(2)x(x)dx
R R R R

Demonstracao:  Multiplicamos (2) por 2u, integramos em R e em [0,7;] e obtemos

/R W2 (1) )dx + 27 /O ! /R Bt (x, 1) )ite (x, 1) dxdt + & /R w2 (x, 11 )dx

4 t
+27/1/ux2(x7t)dxdl‘—‘r2a/1/ Mxxz(x,t)dxdl:/uoz(x)dx+5/ uoxz(x)a’x. (3.3)
0 JR 0 JR R R

Como B é uma aplicagdo ndo decrescente e (0) = 0 temos 3(A)A > 0, para todo A € R, de onde
segue que todos os termos do lado esquerdo da igualdade sao positivos e o resultado do lema segue.

Combinando o Teorema 3.1 e o Lema 3.2 temos o seguinte resultado de existéncia global:

Teorema 3.2 Sejam f, B e ug como no Teorema 3.1. Se B é uma aplicacdo ndo decrescente com
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B(0) = 0 entdo o problema (2) e (4) tem uma solugdo global suave
u € C([0,00);H' (R)) NC([0,00); L*(R)).

Além disso, para cada inteiro k > 1, temos u € C((0,0); H*(R)) NC' ((0,00); H*"1(R)).

Demonstracao: Do Teorema 3.1, existe uma solugdo u(x,#;7,8,a) = u(x,t) definida até um
tempo T satisfazendo u € C([0,T]; H'(R)) N C'([0,T];L*(R)) e para cada inteiro [ > 1, temos
ueC((0,T];H(R))NnC'((0,T];H'~'(R)). Além disso, do Lema 3.2, temos para 0 <t < T

lee() 172y + Slla(t) 72y < N0l 72y + Sllntoxl| 2 sy (3.4)

Consideramos entdo o problema (2) com dado inicial u(x,T) = ur(x). Temos ur € H'(R), e da,
pelo Teorema 3.1, u(x,) pode ser estendida até um tempo 27'. Agora suponhamos que u(x,?) estd

bem definida até um tempo k7 para algum k, e que para cada inteiro [ > 1, temos
u e C((0,kTT;H'(R)) NC' ((0,kT);H' ™ (R)) (3.5)

e (3.4) vale para 0 <t < kT. Entdo pelo Teorema 3.1, u(x,t) pode ser estendida até o tempo (k+1)T
e (3.5) vale para (k+ 1)T. Mas entdo do Lema 3.2 (para kT <t < (k+1)T) e (3.4) (para kT), temos

e () 1172 gy + Sl 72y < Nu(KT) 72 s +5||Mx(kT)lliz(R)

< lluoll72r) + Slluoxl| 72

upenr €H I(R). Procedendo indutivamente, estabelecemos a existéncia de solugdo u(x,t) para

todo # > 0 e, para cada inteiro > 1, temos u € C((0,0); H'(R)) NC'((0,0); H'"1(R)). u

Observacao 3.2 Consideramos a equagdo
th +f<u)x — SB (ux)x + ’}/uxx + 5uxxt - (Xuxxxx, (x,t) e R >< R+, (3.6)

com f e B satisfazendo as mesmas hipéteses como no Teorema 3.2. Tomamos B(A) = =B() e

entdo temos (2) com B(A) = E(/l) + A. Logo existe solugdo de (3.6) e (4) pelos resultados acima.
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3.2 Resultados de Convergéncia

Consideramos a familia de soluc¢des suaves u = u(x,;€,8,7, o) do problema de Cauchy (3.6)
e (4), conforme sec¢do anterior, para €, 8, ¥ e o pequenos (€ + 8 + Y+ a — 0) e os dados iniciais

suaves uy = u(x,0;€,0,7, @) que tem suporte compacto e satisfazem

ol 2wy + H”0||L2<p+1>(R) < o,

para algum p € [0,2) e Cyp > 0 que ndo depende de €, §, v e . Observamos que u depende de €,
0, Y e a mas no teorema abaixo fazemos €, 6 e a dependerem de ¥ e por isso denotamos u = u”.

Entdo temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja f suficientemente suave satisfazendo |f'(u)] < C(1+ |u|P), p € [0,2). Se 6 =
(4+2p) (6+p) 2

O(y@r ), o =0(y@») e € = 0(y@ ) entdo existe uma subsequéncia {u%} tal que u* — u,

f(u%) — f(u) no sentido das distribuicdes e u é uma solucdo fraca de (1.4). Se além disso, f" >0

entdo u% — 1 fortemente em L (RxR.), 1<q<2(p+1).

Demonstracao: SejaQ =R x (0,T) paraalgum 7 > 0. Seguindo Schonbek (temos 2(p+1) > 1,
flu)= 0(\14](“%)) quando |u| — e p—l—% € [0,2(p+ 1)), é suficiente provar que

(i) {u?} é limitada em L2P+1)(Q) e

(i) (%n (u?) + a%l,t/(bﬂ’) € {conjunto compacto de H~!(Q)}+ {conjunto limitado de M(Q)},
sendo M () um espago de medida e 1 (u) qualquer fungio convexa tal que ' e " sdo uniforme-
mente limitadas em R e y/(u) = 1’ (u) f'(u). Para simplificar a nota¢do, nos célculos que seguem

omitimos o indice superior y. Multiplicamos (3.6) por —u,,, integramos em R e em (0,7 para

T T S T
a/ /uﬁma’xdt—ky/ /uﬁxdxdt%——/ uﬁxdx—ks/ /ﬁ’(ux)u)%xdxdt
0o JR 0o JR 2 Jr 0o JR

1 1 0 r
—|——/ uldx = —/ u())zcdx—i——/ uoixdx—f—/ /f/(u)uxuxxdxdt.
2 JrR 2JRr 2 Jr 0o JR

obter:
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Estimamos separadamente a ultima parcela do lado direito:

/ /f Yuxydxdt < Y/ /u dxdt+—/ /]f (u)|*udxdt

< 1’/ /uxxdxdz+c«y—2(1+||u||ip>
2J)o Jr

onde usamos (3.3). Dai

T
/ / xxxdxdt-i—y/ /u dxdt+2/]1£u)2(xdx+8/0 /Rﬁl(ux)uixdxdt

1
+5 [ e < oy (1 ul), 3.7)
R
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.7) e (3.3) obtemos
X
lu(x,0)|? < 2/ | dx

< 20| 2y llux ()] 22 ()

1
< C(L+[lufl2P)2y 7,

assim

1
|ulle < Cy &P (3.8)

se 0 < p <2.Dai

T
/ / xxxdxdt+y/ /u dxdt+2/Ru)2dex+8/O /Rﬁl(ux)uixdxdt

1 4
+5 [z oy . (3.9)

Portanto usando (3.9) e (3.3) obtemos

T 4
o / / W2 dxdi < Cay @7 (3.10)
0 JR

/ /!uxum|dxdr<a { / / dedzl { / / mdxdt]

<Ca'}/ za 2')/ 2P
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1 _ (6-p)

=Cazy 2@, 3.11)
Multiplicando a equacdo (3.6) por du?’*! (com d a ser escolhido) e integrando em R e em (0,7)
obtemos

2p+2
R2p+2

dx+d(2p+1) // u?B( ux)uxdxdt—l—d(2p+1}// / u*Puldxdt

2p+2
/2 dx—d@p+1) 6/ / 2 yudxdt +d(2p + 1) / /u Putteedxdr. (3.12)
p

Multiplicando agora a equagio (3.6) por 2yu, e integrando em R e em (0,7) obtemos

T T
2}// /utzdxdt—ka’y/ u)zcxdx+2}/5/ /ui,dxdt—f—"yz/ uﬁdx:ocy/ b dx
0 JR R 0 JR R R

T T
+7 / ud dx —2y / / £ (w)uudxdt +2ey / / B (1t) xitsdxdt (3.13)
R 0 JR 0 JR
Somando (3.12) e (3.13) vem

2p+2 T T
5 +2dx—|—d(2p+1)8/ /u2pﬁ(ux)uxdxdt+d(2p+1)y/ /u2pu§dxdz
p

+2y / / wdxdt + oy / ul dx+2y8 / / uldxdt +y / uldx

2p+2
/2 +2dx+oc}// uoxxdx—i—}/z/uoxdx d2p+1) 3/ /u Puuydxdt
+d(2p+1)a/ /upuxuxxxdxdt—Zy/ /f/(u)uxutdxdt—l—Zey/ /ﬁ(ux)xu,dxdt
0 JR 0 JR 0 JR

T T
<Co—d(2p+ 1)5/ / u?P g dxdt + d(2p+ l)a/ / u?P u it dxdt
0 JR 0 JR

T T
-2y / / [ (w)ucudxdr +2€y / / B () xurdxdr.
0 JR 0 JR

Estimamos separadamente cada uma das parcelas do lado direito. Para a primeira usamos (3.3)

T T
—d(2p+1)8 / / WPPuiigddt < d(2p + 1) |ul|2? / / it |dxdt
0 JR

<C8y~ 1|yu||41"/ / 2dxdt—|—5y/ /u dxdt

4+2p
<Coéy @»r -1-5}// /utdxdt.
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Para a segunda parcela usamos (3.3) e (3.10)

d2p+1) //u Pupttyedxdt < = //Zpuzdxdt—I—C}/lHqupa/ / u?, dxdt

,(7
<7 / / WP uldxdi + Cay

Para a terceira parcela usamos (3.3)

2y / / 7 (u)usuydxds < Cy / / W2dxdt + Cy / / WPPildxdi + X / / 2 dxdt
§C+C2}// /uzl’u)%dxdtﬁ-z/ /u,dxdt
0 JR 2Jo Jr

Finalmente, para a tltima parcela usamos (3.9)

T T T
ey / / B (i) xurdxdt < Ce*y / / (B ()] Pdxdr + ¥ / / u?dxdt
0o JrR 0o JR 2Jo Jr
T y T 5
§CM282)// /uzxa’xdt—k—/ /u,dxdt
R

<ce?yengt / / W2dxdr.
Dai
2P 2 T T
dx+d(2p+1)8/ /uzl’ﬁ(ux)uxdxdt+d1}// /uzl’u)zcdxdt
R2p+2 o Jr 0o JR
T

+y/ / dxdr+ay/ uﬁxdx+y6/ /u)%tdxdt—l—}/z/u)zcdxgc, (3.14)

R o JR R

(4+

p) P) 2
se 6 =0(y® "), a= 0()/ ), e=0(y? ") ed; = (2p+1)d—C?— 5 > 0. Para verificar (i),
repetimos os cdlculos acima trocando T por t, € (0,7). Desta forma obtemos (3.14) trocando T
por 7, e dai integramos sobre (0, 7). Falta verificar (ii). Multiplicando a equagéo (3.6) por n’(u) e

considerando que ' (u) = n’(u) f'(u) obtemos

9100+ 2y ) = e ()~ 0" ()b )+ S0 (W) — 51" (g

8
+y(n (Wue)x — yn" (W)u2 — o (Witee)x + an” (W)iste = Y T,
=1
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Seja 6 € Ci (). Usando (3.3) temos

|<1“1,9>|<£//m B (ux) Ox|dxdt

1
2
< Cellolsay | [ ] 1Bt Pt
; ]
< CMe { / / u)zcdxdt]
R

< Cey

(2+p)

< Cy2-p)

N\

| <T5,0 > | <e/ /In” (1), 0|dxdt

SCS/O /Rﬁ(ux)uxdxdt

Para I'; usamos (3.14)

T
|<T3,0>|< 5/ / I (1)t O | dxdlt

1

< €|l 20y 577} [53// /u dxdt}

Para I'4 usamos (3.14) e (3.3)

T
y<r4,9>\§/ /\an” )ittty O dxdlt

<C5U / zdxdt} U /udxdt}
<5ty {y / / 2dxdt} {51/ / /u dxdt}

<Cy
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Agora,
T
|<r5,e>|g/O /R\yn’(u)uxex\dxdt
l P,
<C72[|6:l 120 {}// /uxdxdt]
o JrR
<cy?
e
T
| <T6,0 > | < )// / In" (u)u? 6| dxdt
0o Jr
T
§C}// /u)%dxdt
o JrR
por (3.3).
T
|<T5,0>|< oc/ / 117 (1) s O | dxdlt
<C{ / /uxxxdxdt}
2+p
< Cy*e-
por (3.10).

T
| <Tg,0>|< oc/ / 10" (u)tttyns O |doxdt
0 JR

T
SCOC/ /|uxuxxx|dxdt
0 JR

_P
< C}/(Z*p)
por (3.11). Dai escrevendo
d d ~ =
En(u) + g‘l/(”) =I1+1I3,

sendo fl =1 4+I13+I4+154+17+1ge fz =TI, +TI%, vimos que fl €{conjunto compacto de
H~'(Q)} e I'; €{conjunto limitado de M ()}, logo vale (ii). u

Suponhamos agora que existe uma funcio uy € L' (R) NL*P+D(R) tal que

lim ul =up € LY(R)NLAPTD(R). (3.15)
’)/—)

Teorema 3.4 Suponha que f, €, 8 e a satisfazem as mesmas hipdteses do Teorema 3.3 (No caso
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p =0, consideramos € = 0(y), § = o(y*) e & = o(y?)). Entdo

lim u” = u € L (R+: L, (R))
’}/—>

para todo r € [1,2(p+ 1)), onde u € L= (R ; L*P+1)(R)) ¢é a iinica solugéo entrépica de (1.7) e
(1.8).

Demonstracido:  Primeiramente estabelecemos que para qualquer fungio 7 (u) tal que n’ e n”

sdo uniformemente limitadas em R, temos

8
AY =Y T converge em ®'(RxR,), (3.16)
i=1

a uma medida ndo positiva, com I';, i = 1,...,8, dados como na prova do Teorema 3.3. Observe que

I'; e I'g s@o ndo positivas:

T
<T5,0 >— —s/ / 1" () (1 )ux 0 dxdi < 0
0 JR

T
<T,0 >= —}// / n" (u)u?0 dxdt < 0.
0 JR

Temos entdo que (3.16) segue do fato de que para qualquer 8 € C°(R x (0,7)), 6 > 0, temos
< l~"1, 0 >— 0 quando Y — 0 (como vimos na prova do Teorema 3.3) e do fato de que I'; e I'g sdo

nao positivas.

Para aplicar o Lema 1.2 mostramos que (1.9) e (1.10) sdo satisfeitas para uma medida de Young
v associada com a sequéncia {u’}. E um tépico padrdo provar que, para todo par de entropia

convexo (satisfazendo (1.5)),
9 <Vv(.),nA)>+d < Vv(.),¥y(A) ><0,

da propriedade de convergéncia (3.16). Em poucas palavras, segue da definicio de medida de

Young que os termos em (3.16) convergem (no sentido das distribui¢cdes) a seus “’limites naturais”,

nw') —=<v,n>, yu)—=<v,y>.
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Mais precisamente, seja ¢ € C°(R x (0,7))

T T
— lim { / / () dydxdi + / / l//(uy)q)xdxdt]
r—01Jo JR 0 JR
T T
_ { / / < Vi) > Gudxdi — / / <V W > q)xdxdt}
0 R 0 R

Por outro lado, por (3.16), n(u?); + y(u?), converge a uma medida néo positiva em D'(R x R).
A desigualdade (1.9) (para todo k € R) entdo segue de uma regularizagdo padrao da funcéo |u — k|.
Para mostrar que (1.10) € satisfeita, nos baseamos em argumentos detalhados por Szepessy em [23]

e por LeFloch e Natalini em [18]. Consideramos a fungéo g(A) = A? e tomamos

G(A,h0) := g(A) — 8(A0) — &' (A0) (A —2o) = (A — ) = (3.17)

Seja I C R um intervalo fechado e limitado. Usando a desigualdade de Jensen e (3.17), segue que

<—/ /<vx, A —uo(x)2 > dxdi

— T

1 /T
‘m/o /,< Vixs)s A —uo(x)| > dxdt

1 (T
N m/o /,< Vixs), G(A,uo(x)) > dxdt

e assim obtemos

1

1 (T 1 T 2
—/ /< Ve |2 —uo(x)| > dxdt < G <—/ /< Viery GO o (x)) > dxdt) RCRT)
TJo Ji ’ T Jo Ji ’
Seja {y, } € C(R) uma sequéncia de fungdes teste tais que
lim y, = g'(ug) em L*(R).
n—oo
Temos

//<v“ (A, 1o (x)) > dxdr = //<vx, A2 = Juo(x) > — & (0 () (& — o (x)) > dixdt

_/ /< Vixp)s M| — |uo(x) >dxdt+/ /< Vixs) (A —up(x)) > (Wn(x)—g'(uo(x)))dxdt
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T
4 /0 / < Vi (0(x) = A) > W (x)dxdl. (3.19)
1
Vamos analisar separadamente os dois primeiros termos do lado direito de (3.19).

T T T
/0 /< Vi), AP = o ()2 > e = / /< Vi A2 > dxdt—/ /< Vier), o) > dxdr
1 0 1 0 1

T T
< / / < Vi A2 > 0 (x,1)lxdr — / / o (x) Pdxdt
0 JR 0o JI

para ¢ € C(R x R, ) satisfazendo ¢ (x,#) =1em e 0 < ¢(x,7) < 1. Usando entdo (1.6) e (3.3),

obtemos

— lim /O ! /R " (x,1) 20 (x, ) el — /O ! /1 o (x) Pdxdr

y—0

T T
< lim/ /|uy(x7t)|2dxdt—/ /|u0(x)|2dxdt
r—0Jo JR 0 JI
T T
gnm/ / [l ()2 + 8l (x)?] dxdt—/ /yuo(x)\2dxdt.
0 JR 0 JI

r—=0

Portanto, por (3.15)

T
/ /< Vs |42 = [uo(x) 2 > dxdr < T/ g (x) dx. (3.20)
0 JI R—1

Para o segundo termo,

[ [/« i O 109) > ()~ e = [ < Vi3> (99— ) e

[ [0t v~ oot

e usando (1.6), como fizemos acima,

<tim [ [ e o)~ vl + [ [ )&/ uo(a)) — vl

=0

Usando entdo a desigualdade de Holder, (3.3) e (3.15), obtemos

T
| < Vi (2= 106)) > (yio) = (o)) e < 2T o2y 1 (00) = vz B21)
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Dai por (3.19), (3.20) e (3.21) vem que

T T
/ / < Viua) G(A,up(x)) > dxdt < / / < Vi #0(x) = A > i (x)dxdt + T / ()P
0 1 0 1 Ra—1

+2T |Juo || 12(r) ll&’ (#0) — Wallr2(w)- (3.22)

Tomamos uma sequéncia crescente de conjuntos compactos K; que cobrem R, isto €, tais que

ICKiCKyC...e UKj:]R,temos
j=1

T T
/ / < Vs G(A,up(x)) > dxdt < / / < Viur) G, ug(x)) > dxdt.
0 / 0 JK;

Usando esta desigualdade e (3.22) para K, obtemos

T T
! / / < Ve G o(x)) > dxdt < lim ~ / / < Vi G uo(x)) > dxde (3.23)
T Jo Ji ’ T Jo K; ’

Jj—oo

1 T
- 7/0 /R < Vg Ho(x) = & > Y (x)dxdt + 2|uo | 2 1€ (10) — Wall 2wy

desde que

lim |ug(x)[>dx = 0.
j—==JR-K;

Agora, em vista de (3.18) e (3.23), a propriedade de consisténcia forte (1.10) serd estabelecida se

mostrarmos que

1 T
Jim /O /R < Vi) to(x) = A > Ydxdt <0 (3.24)

para todo n. De fato, suponha que (3.24) vale, por (3.18), (3.23) e (1.10) temos

1T 2
0< lim [? /0 /1 <v(x’t),|7t—uo(x)|>dxdt]

1 T
. 2
< Tlg&C, [?/0 /1< Vixs)> G(A,uo(x)) > dxdt]

1 T
0
< Jlim ¢ {7/0 /R < Vieay, A — o (x) > Wy (x)dxdt +2||uo || 2wy ll&' (#0) — Wall 2 ()

< 2lluoll 2wy 18" (w0) = Winll 2(m)
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e o lado direito vai a zero quando n — oo. Falta mostrar que vale (3.24). Pela defini¢cao de medida

de Young (Equacao (1.6)), temos

T T
1 / / < Vi) tio(x) — A > Ydudt = lim — / / 1o () — 7 (x, )] Wi () et
TJo Jr ’ TJo Jr

7—0
— 71/13(1) {% /()T/R[uo(x) —uz)/(x)]l//n(x)dxdt — %/OT/R/OI ul (x,s)dsy, (x)dxdt
= lim(A+B).

Pela propriedade (3.15), o termo A tende a zero quando Y — 0. Usando (3.6) temos

T t
B= l/ // ul (x,8)dsy, (x)dxdt
T Jo JrJo
1 T t
= | L eB )t v+ Sl — ol dsyn(x)dvds < T,
0 JRJO

onde usamos o fato de y;, € Lz, assim como todas as suas derivadas . Isto nos da (3.24).

Observacgio 3.3 O mesmo resultado de convergéncia é estabelecido no caso p >0 e |f'(u)| < C

see=0(y) (oug=7),8=0(y""?) e o =0(y"").



Capitulo

4

Estudo do Caso Geral

4.1 Resultados de Existéncia

Nesta secao estudamos a existéncia global de solucdes suaves do problema de Cauchy (3) e (4).

Aqui d e ¥, n=1,...,N, sdo constantes positivas ¢ f é uma funcdo suficientemente suave.

Seguindo a idéia do capitulo 2, a equagdo integral da solugdo é

P wh

u(x,t) = G(t)upg — /OIG(t _S)F_l (m

_ (VN 2n
onde G(t)u=F~! <exp {(Z(YTT?%)[ } F (u)) . A familia de operadores lineares { G(t) },>( satisfaz

as propriedades de semigrupo.

O seguinte lema d4 algumas estimativas que serdo usadas nesta se¢ao:

Lemad4.1 Para® >0,6 >0e 7y, >0,n=1,....N, temos as seguintes estimativas:

L&Y —2(X0 W™ ) A
i) (1+5§2)2exp{ (1]4\’_5&2)2 }35 ,5e0 <4, j=1,2
/ —2(Y,—1 s )0 1.

e 2B mEPO _ (n+1id)
iii) & exp{ (1682 } < —2%}/29 )

68
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Demonstracao: As estimativas (i) para o caso j = 1, (i) para o caso j =2, (ii) e (iii) sdo provadas
de forma andloga como foram provadas as estimativas (i), (iii), (ii) e (iv), respectivamente, no Lema

2.1 do capitulo 2. |

Para iniciar, definimos o operador

Lult) = Gt )uo — /Otca _g)F! (%) ds

cm

tr ={u € C([0, T H' (R)):||u(r) = G(t)uoll 1 gy < luoll gyt € [0, 77}
e anorma em 7 por [[u(x,?)||lop = sup ||u(t)| g1 (g)-
<t<T

Nosso resultado de existéncia local segue das propriedades de . dadas no seguinte lema:

Lema 4.2 Suponha que f é suficientemente suave. Assuma que u(t), up € H'(R) e que
lu(t) = G()uoll g1 gy < lluollgi gy, Ve €[0,T]. (4.2)

Se T > 0 ¢ suficientemente pequeno entdo vale o seguinte:

(i) ZLu(t) € H(R) com

1L u(t) = G@)uollp ) < lluollgr ), V2 €[0,T]

1L uO) g1y < 2lluollpr ), V2 €[0,T];

(ii) |- ZLu(t) ]l < 2V2 0| 1 )
(iii) <7 € invariante por £;

iv) £ é uma contracdo em t.

Demonstracao: SejaE = sup |f'(v)|. Sem perda de generalidade, tomamos f(0) = 0.
MI<2v2lluo | 1 g

(i) Seja u(t) € H'(R) satisfazendo (4.2), entio usando as propriedades da transformada de Fourier
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em L*(R) e a igualdade de Parseval temos

1

|G (e 1) = Z . ]

_ _kzl‘b/ReXp{ ((%%%?E)Zn)t}‘p <8;;0)‘2d§]z

< luoll g1 (my-

kG (1)
8xk

Além disso, usando novamente a igualdade de Parseval

2(50 mE™) 2£2
| exe { RIS P ()P
|- 2u(t) = Gl < [ 4 [ v i 552)} ag

(Tpey mE>
o exp { 2Lttt S () P64

(11 682)2 ds o ds,

usando o Lema 4.1 (ii) e a igualdade de Parseval

< [1Cnet—s) "+ @net-9) 1 [ 11t |2dx} ds
< [[1els =) + @rela—)) o) qayds
< [ 21(2elt )"+ 21l —5)) 1 Bl ey ds

< Juoll g1 ()
T < !
se .
~ 8[(ne)' + (ne)'JE?
(i1) A estimativa (ii) € uma consequéncia de (i) e

|- Zu(t) e < 21| L0(0) | 2y || (L2027

(iii) Para provar (iii), somente precisamos mostrar que se u € C([0,T];H!(R)) entio Lu €
C([0,T];H'(R)). Seja ty € (0,T]. Sejat € (0,T]. Sem perda de generalidade, tomamos 7o < ¢.
Temos

L u(t) = Lu(to) | (r) < [1G(0)uo — G(to)uol| 1 ()
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fov-or (g [ oo (i)

_|_

H'(R)

< |1G(t)uo — Gto)uol| g1 () + tot G(r)F~! (F(](cl(bfs_&gm) H'(]R)dr
fo L (Flfu(t—r)— flulto—r))x)] _
Jr/o et 1( (1+6882) ) Hl(R)dr_AjLBjLC.

Para A, usando a igualdade de Parseval e a Desigualdade do valor médio, obtemos

(S

» exp{ 2L BENON (PN 32221 — (PP
Z/ (14 8&2)? ( dxk ) &
|t — 10| [|uo| g1 (m)
N V21
Para estimar B, usamos a igualdade de Parseval e o Lema 4.1 (i)
s [ /exp{%}w - n)PE e
R (1+682)2

< tot\/§5_1{/R|f(u(t—r))|2dx};dr

t
< / V25 E|Jult — )| 2 dr
fo
<2V28 7 Euo| 1 g It — tol-

Finalmente,

o | exp{ 2EEBEIY g2 g4y
Cg/o /R { 1(+16j652)} )

F(f(ult— 1) — flulto—r)[2dE )} dr

usando o Lema 4.1 (i)

S/Ofo \/55*1 {/R’f(u(t—r))—f(u(to_r))‘zdx}Zdr
S\/ES_IE/O%“u(t—r)—u(to—r)HHl(R)dr

<C
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onde C — 0 quando |t — 9| — 0 pois u € C([0,T]; H'(R)) e to —r € [0, T].

iv) Sejam u, v € .97,

L u(t) = Zv(O) | r) <

o=

_ N 2n _s
2(X,—1 mE™)(t )}(§2+€4)

/ exp{ 1+8&2
R

(1+682)?

t

Ff ()~ f)][aE o ds

S—

—

f[2ne) " + (210) " ZE Ju(s) = v(s) | gy

(t—s)2

IN
S~

< Slu(x,t) = v(x,1)]| o

| =

1
= 8{((ne) T+ (pe) DEZ}

Podemos agora obter nosso resultado de existéncia local de soluc¢des de (3) e (4). Observamos

se T [ ]

que se N < 3, os resultados obtidos aqui sdo andlogos aos obtidos para o problema (2) e (4). Se

N > 3 os resultados sao diferentes, como veremos no teorema abaixo.

Teorema 4.1 Suponha que ug e f satisfazem as mesmas hipoteses como no Lema 4.2 entdo o

problema de Cauchy (3) e (4) admite uma solucdo local suave
ucC([0,T];H' (R)).

Além disso, para cada inteiro k > 1, temos

i)uc C(0,T);HY(R));

i) u € C((0,T]; HY(R))NC'((0,T]; H*(R)) se N < 3;

iii) u € C((0,T); HFN=3(R))NC((0,T); H*1(R)) se N > 3,
onde T depende de i, Vs, E e |[uo]| g1 (w)-

Demonstracio: Sejam u’ =0e u" = Z(u"~"). Entdo, por indugio, as estimativas (i) e (ii) do
Lema 4.2 valem para cada u". Além disso, pelo Lema 4.2 (iii) e (iv), .o/ € invariante por .Z e .Z €
uma contracdo. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach, a equacao integral (4.1) possui uma solugdo
u € C([0,T];H' (R)). Para provar os resultados de regularidade, somente precisamos mostrar que se

uc C((0,T;H'(R)), 1> 1,entio u € C((0,T]; H*(R)) (e no caso N < 3, u, € C((0,T); H' "1 (R))
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ouse N >3eucC((0,T];H*N=3(R)) entdo u, € C((0,T]; H'~1(R))). Sejat; € (0,T), precisamos
mostrar que u € C([t;, T]; H'T'(R)) (e no caso N < 3, u, € C([t;,T|;H'"'(R)) ouse N >3 euc
C((0,T];H"™3(R)) entdo u, € C([t1,T);H'~'(R))). Tomamos t, = . Entdo as propriedades de

semi-grupo de G implicam que, para t >,

u(e,t) = Gt — () — [ Gt —s)F~ 1[

15)

F(f(u)x)
+o82 } ds.

Para comecar, usando a igualdade de Parseval e o Lema 4.1 (i) e (iii), temos

t

ds
Hl-H (R)

Jut) o1y < 1610 = 2)ult2) gproney + | |Gl =5)F (i(f(g‘g);))

< { [Lewp{ T8 DD e P

Bl () e}
—2L) e (- 2

)\ g2k .
I+1 exp < g
L ey } F(f()) PdE § ds

1

2 2
dé}

{/ IF(u 2d§+Mi F(akaugﬁ)

2y 72(t _IZ) k=0

exp { e 2 E21F(f(u)) 2
=0/, C (Hffwé)} ‘

1
2

—2 h
exp (ZH(IIJSEZ)) }§2k+4|F( ())]?

+2/ (11882 dé % ds

(r+m0)
< 14220
_{ 2ny(t —n)

] el + V28 Al e s

usando o Teorema 1.4,

1
(r+m0) r |
< |1+ t + \/_6 C ds.
_{ 2np(t —1) Ju (Z)HHI [ZU%” ()HHI(R) §
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onde C € uma constante positiva dependendo de [|u | 1 (). Assim

sup |u(r) || g1 () < oo
11 <t<T

Por outro lado, note que

(X e F(f(u)x)
= =058 "W Tyee

eparat =4 <t <t

N 2n _ (VN 2n\ (4 _
ut(t) :_F—l [(Z(T: 2;’%52) ) CXP{ (Zn:l Yné )(t l‘z) }F(u(lé))]

(1458
| me e { S R |
" (1+687)2 '

Vamos analisar separadamente os casos N >3 e N < 3. No caso N < 3, observe que

— (YN 2n s
e Gl DA
(1+882)* <)

onde C =C(0,%,..-,Yn), poisse N = 1

25 E2(1—s)
e { s ) c_n

(1+8E2) T 658(r—s)
seN=2 2(nE*+pEY(-s)
_ + t—s
(Vlézﬂzé“)%xp{ M) }<[£+£} !
(1+087)" T 60 658 (1)
eseN=3

_ 2 4 6Y(t—s
(71524'?’2544‘}’356)26@{ 2ns +(71/2+§6§+27;35 = )} < [£+ Y2 i 73] 1
(1+6&2)% — 66 6862 283 (1—s)
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Desta forma

o [FU)]

)y < ‘

(168 -1
R S s L)
o Fl[ e p%;é;& JE f(u)x)] .
| e |
<D e+ |5 [ SR ) [ Wﬁrd
< sup )+ g (T =) s ) e

onde C' = C'(|[uo|| 1 (r)) € C =C(N,8,1,.., ). No caso N >3

| F U)x
ol =7 75585 ],

e [o:fy_l 7E>) {—(zﬁf_l 1E) (1) b rtuto)

X
(1+6€2) =P (1+882) R
N t Fl PIMER A exp{ 111522 } f(u)x) "
; (1+0882)
Hlfl(R)

o )P ]
< 16+ | T RTtszdé]

S [ (L1 S (£ (u)y) dgll
k=0

t

_|_

15}

2(14882)°(1 =)
(@) 12y

< Cllu lwy + 70—
t (Zi lynézn)ész
+ Q{LZE)/ 2(1+882)3(t -

Hu(tZ)HHl(]R) _ |
< C sup lult + ———+C(T —1)2 sup |ju(t 3
[[hT] || ( )HHI(R) \/§(t1 _l_z) ( ) [IZ’T} || ( )||HI+N %(R)

i

ES (TN s EMEXF (f(u)y) |
/ Olyf;&z =) dé] }‘“'



4. Estudo do Caso Geral 76

onde C = C(|[uol| g1 (g)) € C=C(8, %1, ..., ) Assim

sup |l ()] -1y < ee.
11 <t<T

Para o restante da prova usa-se argumentos andlogos aos usados na demonstra¢do do Teorema 2.1

no capitulo 2. L

A fim de estender estas solugdes globalmente, provamos primeiro o seguinte lema.

Lema 4.3 Suponha que u(x,t) =u(x,t;6,%,..., ) € uma solugdo de (3) e (4) em R x [0,1;]. Entdo

temos as seguintes estimativas para 0 <ty <tp:
/ u? (x, 1) dx + 5/ u?(x, 1) dx < / ud(x) dx + 5/ ud, (x) dx.
R R R R
Demonstra¢do:  Multiplicamos (3) por 2u e integramos em R e em [0,7;] e obtemos

N t
/uz(x,tl)dx+5/u)%(le)dx—i—Zyn/]/ ]3;’u(x,t)|2dxdt:/u%(x)dx+5/u%x(x)dx.
R R n—1 0 JR R R
(4.3)

Podemos agora afirmar nosso resultado de existéncia global:

Teorema 4.2 Suponha que f e ug satisfazem as mesmas hipoteses como no Teorema 4.1. Entdo o

problema (3) e (4) tem uma solucdo global suave
u e C([0,0);H' (R)).

Além disso, para cada inteiro k > 1, temos

i)u € C((0,00); H*(R));

i) u € C((0,00); H*(R))NC'((0,00); H*"1(R)) se N < 3;

iii) u € C((0,00); H*N=3(R)) N C((0,00); H*"1(R)) se N > 3.
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Demonstracao: Pelo Teorema 4.1, existe uma solugdo u(x,t;0,,...,w) = u(x,t) definida até

um tempo 7 e que satisfaz (i)-(iii) do Teorema 4.1. Além disso, do Lema 4.3, temos para0 <t < T

() 172y + St 72y < N0l 72y + Sllntoxl| o sy (4.4)

Consideramos o problema (3) com dado inicial u(x,T) = ur(x). Entio ur € H'(R) e daf pelo
Teorema 4.1, u(x,t) pode ser estendida até o tempo 27'. Agora suponha que u(x, ) estd bem definida
até um tempo k7', para algum inteiro k, e que para cada inteiro / > 1, temos

a)u € C((0,kT];H'(R));

b) u € C((0,kT]; H' (R))NC' ((0,kT); H'(R)) se N < 3;

¢)u € C((0,kT); HFN3(R))NCH((0,kT]; H =1 (R)) se N > 3,

e (4) vale para 0 <t < kT. Entdo pelo Teorema 4.1, u(x,t) pode ser estendida até um tempo (k+1)T
e (a)-(c) valem para (k+ 1)7T. Mas entdo do Lema 4.3 (para kT <t < (k+1)T) e (4.4) (para kT) ,
temos

)17z gy + Sl 72y < NuRT) 172y + Sllutx (KT) | 2

< lluoll 72y + Slluoxl| 72

eugnr €H '(R). Procedendo indutivamente, estabelecemos assim a existéncia de solucio u(x,)

para todo ¢t > 0 e u(x,1) satisfaz (i)-(iii).

4.2 Estimativas a Priori

Seja f suave satisfazendo a condi¢do de crescimento |f(u)| < C(1+ |u|?), 0 < p < 2. Seja

{u=u(x,t;8,7,...,7v)} uma sequéncia de solucdes de (3) e (4) obtidas anteriormente, para o e 7,
N

suficientemente pequenos (6 + Z ¥, — 0) e com dados iniciais suaves ug(x) = u(x,0;0,71, ..., )
n=1
com suporte compacto e satisfazendo

[0l gv(r) + ol 2041 () < Co, (4.5)

para algum 0 < p < 2, e Cyp > 0 independente de 6, y1, ..., v-
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Lema 4.4 Para todo T > 0 temos

N T T 4
/ de+2/Ruﬁxdx+Zyn/o /R|8;‘+1u|2dxdt+%/0 /RuﬁxddeSC}/l . (46)
n=2

T R
}’3/ / wfﬂulzdxdthynyl e, 47
0 JR
N— 11
{%/ |8/u|2dx+6y]/ |&j+1u|2dx:| 45
j= 2
¥ YZ ! / u r . _(2+p)
+Z EJ/O /Rfaxszdxdt—k Z ynyj/o /R’afﬂu|2dxdt <cy, op)
=2
j -
I n#j |

(4+2p) (6+p) (4+2p)

Se5=0(1""), n=0"") et =0(t1%,"" ),n=3,...,N entdo

2p+2 T
d/2 dx+[2p+1)d CZ——}%/ / uPu? dxdt + = //utdxdt (4.9)

né 7 Y
+7/0 /Ruﬁ,dxdt+r; 2”/R|agu|2dxgc.

Demonstra¢do:  Primeiramente multiplicamos (3) por —u,, e integramos em R e em [0,7],

1/u2dx+§/u2 dx+§’y /T/ 107+ | dxdr
2 Jr X 2 Jr pod o n o Jr X

1 ) T
- E/Ru(z)xdx+§/R”(2)xxdx+/o /Rf'(u)uxuxxdxdt.

A tultima integral pode ser estimada usando (4.3)

T T T
/ /f'(u)uxuxxdxdt < ﬁ/ /uixdxdt—l—yl_l/ / | ()| 2u? dxdt
0o JrR 2Jo JR 0o Jr

T
< B[ [ ddrar e+l
2Jo Jr

obtemos
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Obtemos

1 5 T il T
E/uidx—ka/uixdx—}—%/ /u)%xdxdt+2yn/ /|a;+1u|2dxdtgc<1+||u\|3f)y;2
R R o Jr ="Jo Jr

(4.10)
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (4.10) e (4.3) obtemos
X
u(x, 1) < 2/ ey dx
< 2ffu(t) | 2 ey [l () | 2 )
Lo
<C(U+[|ufl22)2 7,
e assim
S
ul|leo < Cy @7 @.11)

Combinando (4.10) e (4.11) obtemos (4.6) e (4.7). Multiplicamos (3) por (—l)j}/j&?ju, je{2,..,N

1} e integramos em R e em [0, 7],
i 12 9%; 1,12 - g i 2
—/ 19l dx+—/ 19{ | dx+2m,~/ /ya;:w! dxdi
2 Jr 2 Jr o= 0o JR

/\Wu \zdx+5 /|8]+1u 2dx+(— JHY/ /f )50 udxdt.

A ultima integral pode ser estimada usando (4.3) e (4.11)

, T , T .
(—I)JHyj/ /f(u)x(')xz]udxdtgyj/ /C(1+|u|p)|ux8xz]u|dxdt
0 R 0 R
(p+2)

YZ T . _
< —f/ /\a,%fu|2dxdt+Cyl &)
2 Jo JR

Isto d4 (4.8). Finalmente, multiplicamos (3) por du?P*! + Yius, € integramos em R e em [0, 7],

u2p+2

R2p+2

T N N
2 ylyn/ n, 2 o ’}/1’}/}1/ n, 12
d = /|0 = 0
s [ e+ Y I [0t = Y E [ 190 s

2p+2

+d/ 2p_|_2dx '}/1/ /f xuthdt—(Z])—l—l d5/ / puxuxldxdt

dx+(2p+1) dyl/ / u?Pu? dxdt—l—}’l/ /u, dxdt
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N T
+ Z(—l)”(Zp—I—l)d}/n/ /uzljux(axzn_lu)dxdt.
0 JR

n=2

As ultimas (N + 1) integrais podem ser estimadas como segue. Usando (4.3)

T T T
—Yl/ /f(u)xu,dxdtg ﬂ/ /utzdxdt—i-C—f—Cz%/ /uzl’u)zcdxdt.
o JR 2 Jo Jr o JR

Usando (4.3) e (4.11)

T s (T T
—(2p—|—1)d5/ /u2puxux,dxdt§ ”1—/ /u,%,dxdt+(2p+1)2d25uu||ipyl1/ /u)%dxdt
0 JR 0 JR

(2p+4)

< YT /ux,dxdt+C5y]

Para n = 2 usamos (4.11) e (4.7)

r T
(2p+1)dp, /0 /R WP Ut dxdt < ﬁ /0 /R PP ddr
T
+C7’11H”Hip?’zz/o /R|um!2dxdt
(6+p

! /T/ 2.2 ~2p)
< —0 dxdt +C
S3N=1) o Ru uydxdt+CpYy,

Para n > 3 usamos (4.11) e (4.8) com j = (n—1)
T 2 2n—1 ! T 2p. 2
(—1)”(2p+1)d7n/ /u Pu o udxdr < —/ /u Py dxdt
0o JrR 2(N—1)Jo Jr

T
+Cy,3y;1||u||zf/0 /R|8x2”_1u|2dxdt
(4+2p)

h d 2p. 2 —1 ,, @)
= m/o [ wrasdi+cpy iy, ©

Assim
et lopsa—c2 ! " eridrd
—C*—~ t
/ / W2 dxdi + 10 / /uxtdxdt+2y]y"/ 10ul? dx

(2p+4 (6+p) 4+2p

<Cl1+8y, 7 4y " +nrlin O

A prova do Lema 4.4 estd completa. |
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4.3 Resultados de Convergéncia

Usando as estimativas obtidas no Lema 4.4 podemos agora afirmar nossos resultados de con-

vergéncia. Para melhorar a leitura, denotamos u(x,#; 98,71, ..., ) = u”(x,t) e ¥ — 0 significa que

N
3—|—Zyn—>0.

n=1

Teorema 4.3 Assuma [ suficientemente suave satisfazendo a condigdo de crescimento |f'(u)| <
(4+2p) (4+2p)

C(1+uP), 0<p<2.58=01"")e =00 11"") n=2,.,N, entdo existe uma

subsequéncia {u%} tal que u — 4, f(u") — f(u) no sentido das distribui¢cdes e u é solucdo fraca

de (1.4). Além disso, se " > 0 entdo u™ — U fortemente em L] (RxR), 1 <gq<2(p+1).

Demonstracao: Seja Q =R x (0,7) para algum 7 > 0. Seguindo Schonbek [22] (temos 2(p +
>1, f= 0(|u|(1’+%)) quando |u| — e p—i—% €10,2(p+ 1)), somente precisamos mostrar que
(i) {u"} fica num conjunto limitado de L2P*1)(Q) ;

(ii) %77 (u’) + %l]/ (u¥) € {conjunto compacto de H~!(Q)}+ {conjunto limitado de M(Q)}

onde M(Q) denota um espago de medidas e 1 (u) é uma fung¢do suave com crescimento linear
no infinito e, mais precisamente, tal que n’ e n” sdo uniformemente limitadas em R e y'(u) =
N’ (u) f'(u). Daqui pra frente nos cdlculos, por simplicidade, omitimos o indice superior ¥ sempre

que isto ndo gerar dividas.

Substituindo T por tx € (0,7) em (4.9) e integrando a equag@o obtida em (0,7), obtemos (i).

Agora falta mostrar (ii). Multiplicamos (3) por 1’ (u) e substituimos 1’ (u) f' () por ¥'(u)

2 00) + 2oy(a) = Sl (e~ 50" (e

X
N 2N+2

+ Y {0 @0+ (1) (W d? = Y T
i—1

n=1 j
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Seja 6 € C;’(Q). Para estimar I'1 usamos (4.9)

T
|<T1,0>|< 5/ / I (1) s 6| dx

<Cy, 232 [3’)/1/ /u dxdt}

3p+2

SC% 7.

Para estimar I'; usamos (4.9) e (4.3)

T
| <T5,0> §5/ /\n”(u)uxuxteldxdt

cestr [n || [eua] [on || [ o]

§C}/12 ”

Para estimar I'5 e I'4 usamos (4.3)

T
| <T3,0 >| < }’1/0 /Rln’(u)ux9x|dxdt

1 T ’ %
<Cy! {}q /o /R uxdxdt]

1
<Cvy;
T
| <Ty,0 > | < }/1/ / In" (1)u?6| dxdt
0 JR

T
§C'y1/ /u)zcdxdt
0 JR

ParaI'5 e I'g usamos (4.7) e (4.3)

T
| <T5,0>| gyz/ /m’(u)umex\dxdt

<C[y2 / / xxxdxdt}
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T
| <Te,0>|< }’2/ / IN" () txttr 0| dxdt
0 JR

T 37T 3
<C lﬁ / / u)%xxdxdt] { / / u)%dxdt]
0 JR 0 JR

1 )

=
<Chy f

p
S C'}/l(27p) .

Finalmente, para n > 3 usamos (4.8):

T 3
<oy, U / ]8)?”_1u|2dxdt}
0 JR

~3 .0 d 2n—1,12 %
SCYnYn_Z] Yo {}’n—l'}/n/o /R‘ax M| dxdt]

T
/ / N’ (u) 0>~ ub, dxdt
0 JR

Tn

T
Yo / / 0" ()2 ' dxde| <
0 R

)
Vemos que —n (u) + a—l//(u) decompdem-se na forma
x

ot

d d ~
En(u) + al]/(u) =11 +17,

sendo I'j = Z I'; € {conjunto compacto de H~'(Q)} e T’ = I’y €{conjunto limitado de M(Q)} se

i#4
N+1 N+1

p > 0. Quando p = 0 entdo f‘l = Z I qe fg = Z I';; 0 que completa a prova.
i=1 i=1
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Assumimos agora que existe uma fungo ug € L' (R) N L2P+1)(R) tal que

lim ul =up € L{(R)NLAPTD(R). (4.12)
Y—

Teorema 4.4 Suponha que f, 8 e ¥, satisfazem as mesmas hipoteses como no Teorema 4.3 (quando
p = 0 entdo consideramos § = o(y}) e Yo = 0(Yu—177), n > 2). Entdo

lirr(l)uy =u in L”(R4;L;,.(R))
Y—

paratodor € [1,2(p+1)), onde u € L (R ; L2PT1(R)) é a tinica solucdo entrépica de (1.7)-(1.8).

Demonstracao: Primeiramente estabelecemos que, para qualquer fungio convexa 1 (u) tal que

N’ e n” sdo uniformemente limitadas em R, temos

2N+2
AV = Z [; converge em ®'(R x R), (4.13)
i=1
a uma medida ndo positiva, onde os I';, i = 1,...,2N + 2 sdo como na prova do Teorema 4.3. Além
disso, vimos que para qualquer 8 € CZ°(R x (0,7)), 0 >0, < Z I';,0 >— 0 quando Yy — 0. Temos
i#4
I'4 ndo positiva:

T
<T4,0>— —}/1/ / 1" ()2 dxd < 0.
0 JR

Agora a prova segue da mesma forma como fizemos no capitulo anterior, na prova do Teorema 3.4.

Observacao 4.1 O mesmo resultado de convergéncia é também estabelecido no caso p > 0 e

FwW)]<Csed=00"") ey =001 "),



Capitulo

5

Resultados de Existéncia e Convergéncia do

Caso Multidimensional

5.1 Resultados de Existéncia

Nesta sec¢do estudamos a existéncia de solugdes do problema (5) e (6) para f;(u), j=1,....d,

suficientemente suaves.

Como nos capitulos anteriores, encontramos a representacao integral da solugao

u(x,t) = up — [ —s)F~! —F(fj(u)xj) s
(x,t) = G(t)ug J;/O G(t—s)F ((1+5\€|2))d (5.1)

sendo

ol —[X (T mE)e s .
G(t)u=F~" | exp (512D F(u) | . A familia de operadores lineares {G(t)},;>0

definida desta forma satisfaz as propriedades de semi-grupo.

O lema abaixo nos d4 algumas estimativas que serao usadas nesta secao.

Lema5.1 Para® >0,6 >0e 7y, >0,n=1,....N, temos as seguintes estimativas:

i) & { _226;:1( e Yngjzn)e

7 < §2 < — i— 1. ..d-
(T oEPP P\~ (+oEP) }—5 sedsdn=l2es = hd
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ii)

5,2 ex —22?:1( 1;1\’:17n§j2n)9
(1+3857) (1+38]51)

} < (20e0)7!, j=1,...d;
—2):4:1( N:l?’ng'z")e (po+24718)

2 J n J .

iii) |5 e"p{ (1+8|E]?) = 2ppe

E2EP {—22?:1@5:1%5}")9

v)

TS A }“2‘”‘69)1‘

Demonstracao: A prova de (i) é andloga a prova de (i) (se n = 1) e de (iii) (se n = 2) do Lema

2.1 do capitulo 2.

Para provar (ii) basta considerar o fato de que |x|exp{—2y0|x|} < (2ye0)~!, para qualquer

xeR.

iii) Como para quaisquer aj, ..., a, constantes positivas temos (aj +... +a4)* <29 1 (a? + ... +

a?) (visto que ((a+b)? < 2(a®+b?*), para a, b € R) entdo, para || # 0, temos

s [l L wEe) RO +sER)
d e"p{ (1+3[EP) }Szz;?_l(zﬁzlyné}")e
EP sl
T 2nl8Pe  2pyd  &te
1 241§

< — .
20 + 21,0

iv) Para provar (iv) também usamos o fato de que |x|exp{—2y8|x|} < (2ye0)~!, para qualquer

x€Rey>0.Para|§| # 0 temos

2% (X mEMe 2% (X mEMe
elePexp] B griepexy { SEEEpE |

(1+ 327 = SIER(T+OIER)

2 -2n&26
J eXP{—<1+6|5|2>}

6(1+6[&1%)
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Definimos o operador

d t (1),
Zu(t) = G(t)up — Z/O G(t—s)F! (%) ds

ot ={ue C([O,T];H[%]‘FI(RCZ)); u(r) — G(t)uo||H[%]+1 J

(R) S HMOHH[%]H NAS [OaT]}

(R9)

7 t = t :
e a norma em <77 por [|u(x,1)| zltlgTHM( M 14141 o)

Nosso resultado de existéncia local segue das propriedades de .Z dadas no seguinte lema:

Lema 5.2 Suponha que f;, j=1,...,d, sdo suficientemente suaves. Assuma que u(t), uo € H [2]+1 (R9)
e que

Ju(r) — G(I)MOHH[%]H(RGI)

Se T > 0 é suficientemente pequeno entdo vale o seguinte:

(i) ZLu(t) € HIZIT (RY) com

< HMOHH[%]“(Rd)’ Vr € [0,T]. (5.2)

|Zu(t) =Gyl g1,

<
_ HMOHH[%]“(W)’ Vt € [0,T]

H.,?u(t)HH[g]H(Rd) < 2HuoHH[%]+l(Rd), vt € [0,T];

(ii) || -ZLu(t)]| < CHuOHH[%]“(Rd)"
(iii) o1 € invariante por £

iv) £ é uma contragdo em <.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, tomamos f;(0) =0, j=1,...,d.
(i) Sejau(t) e H [2]+1 (R9) satisfazendo (5.2). Usando as propriedades da transformada de Fourier

em L?(RY) e a igualdade de Parseval temos

1
2 2

D° {G(t—s)Fl <—F(f /) )} dx b ds

(1+8[1%)

d t
ng(t)—G(I)MOHH[%]H(R(I) < Z/O Z /]Rd
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(S

2

L 8 exp{ LRI (i) £,0)
“Xhy E L T+ 3P s

=R PE
( —205 (B méI a 2 2
L exp { ZERESEEINI L e218)r (10)
L |a<%1+1/w (1 5ERP o

1
2

d t
<Y [ X [ E P b ds

=170 2ne(t =) | |g<[4]+1

usando novamente a igualdade de Parseval

_ zd:/t ||fj(u(s))||H[‘21]+1(Rd)dS
S0 2y —s))?
pelo Teorema 1.4
Clu(s)l rg1.,

desde que

onde C; depende de ||uol| 4]+ ' ey

. . . « [4]+1 (d oo mod\ 4 . .
ii) Para provar (ii) usamos o fato de que a inclusdao H!2I™ (R*) C L*(R?) é continua e (i), ou

seja, existe uma constante C tal que

()l e, < L, g1
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e por (i)
12014111 g < L0 = GO0l g1 L +IGO0] g1

<2 .
< HL‘OHH[%]H(W)
: 441 N
iii) Para provar (iii), somente precisamos mostrar que se u € C([0,T]; H!2I™" (R?)) entdo Lu €
C([o, T];H[%]Jrl (R9)). Sejaty € (0,T]. Sejat € (0,T]. Sem perda de generalidade, tomamos #o < ¢.

Temos

|ZLu(t) —.,iﬂu(to)HH[%]H(Rd) < [|G(r)uo — (to)uo||H[%]+1
S (f(u(r =1r))y)
+ GrFl( ! ) dr
POY St Gt 2w | TV OO
1( (f(u(r = 1))z, — f(uto r))x,)) i
(1+5I5| ) uls] ey
=A+B+C.
Para A, usando a igualdade de Parseval e a desigualdade do valor médio, temos
A e \t—fol\luoHH[g]H(Rd)'
21
Para B,
' T (5N L
, [igyenp { R BB )P (5 ute )
B:/ / F~ dx p dr
0 a<z[:é;]+1 R (1+31EP)
\
1
( _224: ZN h 2
1. exp { ZER S 218)F (7t 1))
= d& % dr
2
1o jal<[4]+1 R4 (1+6[81%)
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pelo Lema 5.1 (i) e pelo Teorema 1.4, para C dependendo de ||u|| 4]
H

-H(Rd)'

Finalmente para C, usando a igualdade de Parseval, o Lema 5.1 (i), temos

C=
L exp { ZEREAREI Y 218 ut— ) - fula - )P |
VTR (1+8EP) “pa

<87 [Tt =)=t =)I g, dr

pelo Corolério 1.1

~1 fo
<cs /O||u(t—r)—u(to—r)HH[azl]H(Rd)dr

<C
onde C — 0 quando |t —fy| — 0 pois u € C([O,T];H[%]H(Rd)) eto—re[0,T].

iv) Sejam u, v € oy,

12u(0) = 2501, <

1
-2 Zd z:n n :
el s exp { EREGEII 212)F (700 - £0)
< / / d& 3 ds
=190 | o 2 R (1+8E[%)
"y U0 =50,
=R 27ie(t )2
pelo Corolério 1.1 obtemos
Cllu(s) =v(s)| 1a
d 1 +1
<y / B
j=170 271e(t —s)]2
< Nuls) =v(s)llar
- 2
1
se T < Cy, 2, onde C é uma constante apropriada que depende de ||uo| 4]+ (B u

Temos entdo o seguinte resultado de existéncia de solugdo local.
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Teorema 5.1 Suponha que ug e fj, j=1,...,d, satisfazem as mesmas hipoteses como no Lema 5.2.

Entdo o problema de Cauchy (5) e (6) admite uma solucdo local suave
4]+ (Rd
ueC([0,T);HLZIT (RY)).

Além disso, para cada inteiro k > [%} + 1, temos

i)uc C((0,T]; HY(RY));

i) u € C((0,T); H*(RY)) N C'((0,T]; H* 1 (R?)) se N < 3;

iii) u € C((0, T); HFN=3(R))Y N ((0,T); H* ' (RY)) se N > 3,
onde T depende de 7y, e ”uOHH[%]“(Rdf
Demonstracio:  Sejam 1’ =0 e u" = Z(u"~'). Entio, por inducio, as estimativas (i) e (ii)

do Lema 5.2 valem para cada u". Além disso, pelo Lema 5.2 (iii) e (iv), < € invariante por

Z e £ € uma contragdo. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach, a equag@o integral (5.1) pos-

sui uma solucdo u € C([0,T];H [%]“(]Rd)). Para provar os resultados de regularidade, somente
precisamos mostrar que se u € C((0,T];H'(R?)), I > [4] + 1, entdo u € C((0,T}; H''!(RY)) (e

no caso N < 3, u, € C((0,T);H ' (R?)) ouse N >3 e uc C((0,T];H*N=3(R?)) entio u, €
C((0,T];H'=1(R))). Sejat; € (0,T), precisamos mostrar que u € C([t,T]; H'*'(R?)) (e no caso
N<3,u,€C([t;,T);H ' (R?)) ouse N>3euc C((0,T); H*N=3(RY)) entdo u, € C([t;, T); H' =1 (RY))).

Tomamos t; = %‘ Entdo as propriedades de semi-grupo de G implicam que, para ¢t > t,

d t
u(x,t) = G(t —tr)u(tz) — ;/[2 G(t—s)F [%] ds. (5.3)

Para comecar, usando a igualdade de Parseval e o Lema 5.1 (iii) e (iv), temos
ds

—s)F! Ffi(u);)

0 (T8 ) o
L W -02) )

{a;m/ exp{ (1+61EP) }’“5) F<“<’2>>’d€}

/exp{ R ey p ()P
(14 3ER

()| g1 may < (|G (8 = t2)u(t2) | gy

1
2

d& 3 ds

+Z/

2 |(x|<l+1
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1
2

205 (T mEN( — 1) .
{ (1+8E]%) }\élzl(lé) F(u(tz))lzdg}

oy Z/em{mﬂh? = E31e Pl F )

=172 | |a|<i R4 (1+6’§| )

d& 3 ds

24-1§
< (—YZ+ }’1) u(t HHI Rd) +Z/ I/t HHZ )ds
. s wne BE

pelo Teorema 1.4

4 ”(”(s)HHl(Rd)l "
2 [267e(r —s)]2

P +297187\ 2
S(W [u(2)| 1 ety +dC

Isto prova que u(t) € H'*'(R?). A continuidade é provada de forma andloga como fizemos no caso

A2 (R em (iii) do Lema 5.2.
Por outro lado, note que

f‘. (W) Tii (T mE™
+5|€| (1+0]&%)

F(u)

€ como para t) = % <11 <tvale (5.3) e entdo

iFl{1+§@&]

j=1
LR RE) [ (R B mE e —n)
e “p{ ST SED Flut)
[ e { FREE (0,
L r (I+ 3[EPP -

Dai

d a
[t (£) | 11 ety Sg{ Yy 1f(3]|cjg(|)) )| dé}

d
laj<i—17/R



5. Resultados de Existéncia e Convergéncia do Caso Multidimensional 93

n —2(L9 I mEI—1) | |, 2
(X (50 >Pexp{ S }|(15)aF(u(f2))\2

T / d
Py (1+3[EP)? :
d N 2 %
—2y4_ " EM) (t—s .

‘o [z?_1<z£¥:mé;">12exp{ B i )¢ >}|<lé>“F<f,-<u>xj>|2
+ / / d ds

121 n |a|§'1 R (148[612)* :
=A+B+C.
Temos

ENNGE)F(f;w)P ] °
= Z {lalg 1/Rd (1+8151%)? dé}

J=1

< dCHu(l‘)ngl(Rd)

pelo Teorema 1.4 e
[(t2) || i1 (ma)

V2(t 1)

B <

Precisamos analisar C.

8=

. X (5 mEP)Pexp { PEjm Ty B } [GE)F (£(u)x,)P
LT (T4 3P o

IN

y [ EREL I r)f . '
|a|<l 1 2(1+ 68123t —s)

y [ ERE e, P,
A 21+ S1EPV—9)

(T s WEIGE) F (f(u)y, )] dé]}z

IA

™M~ TM=~

M\\

\

2(1+ 8|51 (1 =)
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d CI(i&)F (f;(u),) 2
SRR St
Y (N GE)F (fi ()P :
* /Rd 263(1 —s) : do ¢ ds

onde C =C(8,71,%,13),

3 /r?7||fj<u>||m+m<w) P

=T POk

§¢/5W®Wwfwmﬁ
15) (t—s)i

com € = C(8. 71w . [0l 4], )

Para terminar a demonstra¢io, usamos argumentos andlogos aos usados na demonstracao do

Teorema 2.1 no capitulo 2. [

A fim de estender estas solu¢gdes globalmente, provamos primeiro o seguinte lema.

Lema 5.3 Suponha que u(x,t) = u(x,t;8,%, ..., W) é uma solugéo de (5) e (6) em RY x [0,1,] (com
t1 > T). Entdo temos as seguintes estimativas:

i)
.

ii) Se ||u(t)[| j=ray < C(71, T), para todo 0 <t <ty, entdo para cada multi-indice 0t = (01, ..., 0ty)

d
ul? +8°Y Jus |
=1

d
luo|* + & Z] |M0xj|2] dx.
]:

5.4)

d N t 5
dx—f—ZZ Z‘l}/n/o /Rd|(9fju| dxdt :/Rd

J=1

comay >0, k=1,...,d, inteiros e || > 0 temos

>,
2 JRrd

d .
D% +8 Y [DPiuf?
j=1

3!
< Z
=73

J_
sendo By = (..., Qj—1,0j +1n,0j41,...,04).

Ly Bl 2 d
d — DPtu|“dxdt
H,;z/o /w' udx +j;

N 1 j
Z }/n/ / Dy dxdr
n=2 0 JRrd

1
/ DYuldxdt  (5.5)
R4

d .
|DO‘MQ|2 +0 Z |Dﬁljuo|2
=1

dx+C(n,T) Y, /

ly|=la| 7©
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Demonstracao:  Multiplicamos (5) por 2u e integramos em R? ¢ em [0,11] para obter (5.4).

Agora, para ot = (¢, ..., 0y) com oy > 0, k = 1,...,d, inteiros e |o| > 0 multiplicamos (5) por

(— 1)l D2%y, integramos em R¥ e em [0,7,], para obter

1/
2 R
=

Precisamos estimar a dltima parcela:

d .
DU +8 Y [DPtuf?
j=1

d N t j
dx+), Zly/o /Rd\Dﬁ"uFdxdz]
n=

j=1

d .
|Dau0|2 +0 Z |Dﬁl]u0|2
j=1

d 1
dx+(-1)*'y / i) D udxdr. (5.6)
=Jo JR

t —1 t t .
(—1)l / [ fi ) D udxdr < T / D% () Pt + / ‘ / DB uPdxat.
0 JRrd 2 Jo Jrd 2 Jo Jra

Como [|u(t)||=re) < C(,T), segue do Teorema 1.4 que

" g e N2 C(n,T)y
2 /0 Rd’D fi(w)|7dxdt < ———— Z /

t
l \DYu|*dxdt.
Yi=la|’0 /R

Estas estimativas junto com (5.6) nos dao (5.5). [

Observacao 5.1 Analisamos algumas estimativas dadas pelo Lema 5.3. Para i € {1,...,d} fixo,

tomamos &; = 1 e oy = 0 para s # i. Dai obtemos de (5.5) que

d 44! h 2 Va d i 0 2
a Uy, |2dxdt < Co+C(p, T / / u|*dxdt
jZ] 2 /0 /]Rd | xzx]| 0 (’yl )];1 0 Rd | Xk |

< C(’}’],T)

onde usamos (5.4) paran = 1. Logo

d 1
Z/O /Rd]uxl.lezdxdtSC(yl,T), i=1...d. (5.7)
=1

Em seguida, para i,r € {1,...,d} tomando |ot| =2 com a; =, = 1,se i #r (o, =2sei=r)e
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os=0ses#ies#rem(5.5), obtemos

d t t
— Uyx,x; | dxdt < Co+C(n,T D'u|“dxdt
j; 2 Jo Rd' | o+CnT) L 0 Rd‘ |

[v|=2

e por (5.7) vem que

d f
Z/O /]Rd ’Mxixrlezdxdl‘ < C('}’l,T)7 ir=1,...d.
Jj=1

Seguindo este processo, obtemos que

51
/ /d|D“u|2dxdt§C('y1,T), | < d. (5.8)
0 JR

Dai, usando (5.5) para qualquer o tal que |a| = d e (5.8) obtemos

1 o H
/0/Rd|DG“|2dde§Co+C(Yl,T)Z/O /Rd|DYu|2dxdt
|vI=d

<C(n,T)

onde |G| = d+ 1. Procedendo indutivamente estabelecemos que para qualquer multi-indice ©
temos

1
/O [ 1DuPdxds < C(n, 7).

Teorema 5.2 Suponhamos vdlidas as hipéteses do Teorema 5.1. Entdo o problema de Cauchy (5)

e (6) possui solugcdo global suave
7[4]+1 (Rd
u € C([0,00); HI2ITH(RY)).

Além disso, para cada inteiro k > [%} + 1, temos

i) u € C((0,00); H*(RY));

ii) u € C((0,00); H*(RY)) N C'((0,00); H1(RY)) se N < 3;

iii) u € C((0,00); H*N=3(R?)) N C1((0,00); H*1(RY)) se N > 3.

Demonstracao: Pelo Teorema 5.1, existe uma solugdo u(x,#;68,7,..., ) = u(x,t) definida até
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um tempo 7 e que satisfaz (i)-(iii) do Teorema 5.1. Além disso, do Lema 5.2, temos para0 <t < T
que

o) < ol g1

logo vale a hipétese do Lema 5.3 (ii) e portanto as estimativas deste lema. Consideramos entao o
problema (5) com dado inicial u(x,T) = ur(x). Pelo Lema 5.3 (Observagdo 5.1), concluimos que
ur € glsl+ (RY) e que |jur HH[%]H(]RCI) < C(y,T). Portanto, nossa solu¢do pode ser estendida até
o tempo 27 e vale o Lema 5.3. Suponhamos que u(x,#) estd bem definida até um tempo k7T para
algum inteiro k e que para [l > [%] + 1, temos

a) u € C((0,kT]; H' (R?));

b) u € C((0,kT); H (R?))NC'((0,kT]; H'~1(R)) se N < 3;

¢)u € C((0,kT); HFN3(RY))NC ((0,kT); H -1 (RY)) se N > 3,

e o Lema 5.3 vale para 0 <t < kT. Pelas estimativas do Lema 5.3 garantimos que uyr € H [2]+1 (R9)

e que ||ugr|| [4] < C(7,T). Procedendo indutivamente, estabelecemos assim a existéncia de
H

+1
(RY)
solugdo u(x,t) para todo t > 0 e u(x,t) satisfaz (i)-(iii). u

5.2 Resultados de Convergéncia

Seja {u¥(x,t) = u(x,t;6,%,...,¥v)} uma sequéncia de solugdes de (5) e (6) obtidas anterior-
N

mente, para § e ¥, suficientemente pequenos (0 + Z % — O representado por ¥y — 0 ) e com 0s
n=1

dados iniciais ug(x) =u(x,0;0,7,...,Yv) suaves . Assumimos também que a fungio ug em (1.15)

é tal que up € L'(RY) NL*(RY) e

lim ud = ug em LY (RY)NL*(RY). (5.9)
')/~>

Nosso objetivo agora € provar que as solucdes de (5) e (6) convergem para a solucao entropica do

problema hiperbdlico associado (1.14) e (1.15).

Para cada ug € LZ(Rd ) o problema de Cauchy (1.14) e (1.15) admite uma tnica solugdo u €

L*(R,L*(R%) no sentido de Kruzkov. Veja [16], [6],[23] e [12]. Assumimos que, para alguma
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constante Cy > 0 independente de J, 71, ..., W,

””O” [%]—0—1 )+||”2)/||HN(Rd)§C0-

Podemos agora afirmar nosso resultado de convergéncia:

Teorema 5.3 Sejam f;, j=1,...,d suficientemente suaves satisfazendo a condigdo de crescimento
Hf]/(),)Hoo < C, paratodo 2 €R. Se § = o(V}) e Yu = o(Y—_1Y}?), para n > 2, entdo as solugdes de
(5) e (6) convergem em LerC(Rd X Ry) (para 1 <r < 2) para a unica solugdo entrdpica no sentido

de Kruzkov do problema de Cauchy (1.14)-(1.15).

Demonstracao: Nos baseamos em resultados de convergéncia propostos por Diperna [6] para
solucdes L~ e generalizadas para solucdes LP por Szepessy [23] e Kondo e LeFloch [12].
Consideramos uma medida de Young v associada com a sequéncia {u”} e baseada na limitagio
uniforme em L? garantida por (5.4). Para mostrar que v é uma solucio entrépica a valores de
medida precisamos verificar que valem (1.19) e (1.20). Para comecar, mostramos que valem as

desigualdades de entropia associadas com (1.14), isto &,

d
<V >+ ) <,y > <0, (5.10)
j=1
sendo (1, y) : R — R x R? um par de entropia convexo onde y; é normalizado tal que y;(0) = 0.
Para simplificar a notacao, nos célculos que seguem omitimos o indice superior Y sempre que isto
nao gerar dividas. Pela definicdo de medida de Young, somente precisamos estabelecer que, na
decomposicao
8 d d /)
8t u)+ Z o, Vi(u Z uxj —on (u)uxjuxjt]

j=1

d N
+Z{Z D™’ (o  uly; + (1) %" (wug o5 }=F1+Fz
=1 \n=1

d d N
sendo I'] = Z [8(N ()thjo)x; — ON" ()t 1 ;6] + Z {Z 1)y, u)&%”_lu]xj

j=1 j=1 | n=1
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N d
+ Y (=1)"n" (u )ijazn ! } elb=-n) n"(u)u,zcj, temos
n=2 j=1
I''—0 (5.11)
€
I; <0, (5.12)

d
no sentido das distribui¢cdes. (Mais precisamente, isto significa que, por um lado a—tn(uy) +

Z ) converge a uma medida ndo positiva em ®’(RY x R, ) quando y — 0. Por outro

lado usando a defini¢do de medida de Young (equagdo (1.13)) obtemos que

i 7
i [ [0 £ v

Logo se (5.11) e (5.12) valem entdo temos (5.10). A desigualdade (1.19) (para todo k € R) entdao

dxdt = // [<vn>6t+2<v1//]>9 dxdt.
J

segue de uma regularizagio padrdo da fung@o |u —k|.)
Antes de mostrarmos que valem (5.11) e (5.12) precisamos obter algumas estimativas.

Primeiramente, para k € {1,...,d} ei € {1,...,N — 1} multiplicamos (5) por (—1)"3/,-8)62;14, inte-

gramos em R? e em [0, T], para obter

Yi
E/Rd[ u|2+52| (1) dx+2

an / L1 zdxdz]

dx+(—=1)"y Z/ xjaxzkludxdt

_ Y 2 2
_E/Rd[ { o) +6Zy (1)
e estimamos o ultimo termo usando (5.4):
‘“}/,Z/ xjaj;udxdmy,z/ / (1) ot |02 | dxd
SCZ/ / \ux.|2dxdt+y—i22d:/T/ 102uPdxdr
iZ1/o Jrd / 2dj:1 0

—1 %‘2 T 2 12
<cy; +3/0 / 1922 dxde
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0 que nos da

dx+2/ / |02 u|*dxdt

; Zyny,/ /] u)|>dxdt

onde n* significa que n # i se j = k.

2 2
] +5Z\ kuxj\

2

<cy! (5.13)

Multiplicamos (5) por y;u; e integramos em R? e em [0, 7]

%/OT/ dxdt+—Z/ / | | *dxdt + ;

=
=

; "1/| 2dx]

Zi [if %Yn/ |0, uolzdx] —}’12/ / fi(u xju,dxdt

Para estimar o dltimo termo usamos (5.4)
g d 2 44! T 2
—%/ / fj(u)x»utdxdtgcn/ / oty | dxdt—l——/ / u; dxdt
0 JRrd ! J 2 Jo Jrd
<C+ = / / a’xdl

Obtemos

T d T d
2 2
}/1/0 /Rdutdxdt—i—S%j;/o /Rd|uxjty dxdt+j_zl

<C. (5.14)

u 2
¥ /Rd 197 ul2dx

Agora podemos provar que valem (5.11) e (5.12). Seja 6 € C(R¢ x (0,T)) tal que 6 > 0.

Temos para cada j € {1,...,d}, por (5.14), que

1

T 2
u)uty ;1 Oy;dxdt| < C8||0 || 12 (max (0,1 [/0 /Rd\uxjtlzdxdt}

Bl —

<csty,
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epor (5.14) e (5.4) (comn = 1) que

T ) 3T T ) 3
<Co {/ / |ty | dxdt} {/ / 7™ dxdt}
0 JRd 0 Jra

T
5/ N (u)ux, 1y ., Odxdt
0 Jrd s
<csiy .
Quando n = 1, temos por (5.4)
T T % 1
Y / / N’ (u)uy, 0y dxdt| < Cy [/ / |ux.]2dxdt] <Cy}
0 JRd Y 0o Jra

d T
<0>=-pY / /d 0" ()i, Odxdt < 0.
o Jr

Paran > 2 usamos (5.13) (comi=n—1e j=k)

1

T 2
<cy, { I L ]&xzj”lu\zdxdt]

1 1

1 1
<ChiYan -’

T

T
/0 /R (w2 uby dxdi

e finalmente, usamos (5.13) e (5.4) para obter
T 30T !
<Cy, [/ / |ux.|2dxdt] [/ / |8xzf‘_lu|2dxdt}
0 JRA I 0 Jrd J

o1
<CRYAN

T
T / 0" () 07" ubdxd
0 JR

Portanto vale (5.10).

A fim de mostrar que (1.20) vale para v nos baseamos em argumentos detalhados por Kondo
e LeFloch em [12]. Observemos primeiro que sendo (1,y) : R — R x RY um par de entropia

convexo qualquer, existe um subconjunto compacto / C R fora do qual 1 € afim. Fora de I temos
n(u) =au+>b, a,beR

e entdo N’ (u) = a. Como y'(u) = n'(u)Vf(u) entdo fora de I temos y(u) = af(u), ou seja, fora
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de I temos y;(u) = afj(u). Vimos que

L nw+ ¥ vy <0
91 T gy VI =T

no sentido das distribui¢des. Para mostrar este resultado, mostramos (5.11) e (5.12) usando 6 €
CZ(RY x (0,T)) tal que 8 > 0. Mas (5.11) e (5.12) também valem (mesmas contas) para 6 €
C2 (R4 x [0,T)) e dai obtemos

_ /R 1)) x,0)dx — /]R + /]R () By, ) e

L f )6 (edsa = [ [ [P +Tj0G0dan

Fazendo y — 0 e usando o fato de que u}j — ug em L' (R¢), obtemos

d
— ux@x,de—/ / < Virs)s >9dxdt—/ / < Vi), Vi > O.dxdt <0,
Jrntnes0as= [ [ < vy > = [ [ < Vi v >0,
(5.15)
no sentido das distribuicdes. Seja K C R? um subconjunto compacto qualquer. Seja Q C R? um
subconjunto aberto e limitado tal que K C Q. Agora, usando (5.15) com 0(x,#) = 0;(x)6,(¢) com

suporte compacto em Q x [0,7') e tal que 6y, 6, > 0:

—6,(0) /Q N(0(0)6 ()= [ 62(1) /Q < Vi) M > O (x)dxdr <

d
L 620 [ Y < Vi wi > buy (). (5.16)
R, o=

Vamos estimar separadamente a integral do lado direito de (5.16). Vimos que fora de um conjunto
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compacto / C R temos para j = 1,...,d, que y¥;(u) = af;(u) e y; sdo suaves. Assim
d
/ Qz(t)/ Z < V(x,t)v V> lej(x)dxdt =
Ry Q5
d
/ 0 (1) / y [ / wi(A)dv + / wj(x)dv] O1, (x)dxdt
R, Q= L R—1
d
<[ o / s Qx.xdx+// afi(A)|dv|6n. (x)|dx] dt,
< [, o0 L | fwlieito iae [ [ lasiiavion, o)
usando a defini¢ao de medida de Young (Equacdo (1.13)) para a segunda parcela,
d
<c [ ewd+ Y tim [ 6:0) [ lafi(ul(x,0)0n (0)ldxdr
R+ ]:1 ’}/_>0 R+ R4
e para || f']|.. <C
d
<c / 6x(1)dr + Y lim / 0 (1) / la|Clu? (x,1) By, () dxdr
R+ ]ZIY_)O R+ R4
d
<c [ 6@+ 1im / 62(1)|a|C e (1) | 2 1B 2 e
R+ =170 Ry
< Cl/ ez(t)dt.
Ry
Substituindo esta estimativa em (5.16) obtemos
— 6,(0) / 1 (o (x)) 01 (x)dx — / 6 (1) / < Vi > 61 (x)dxdt < C / 0>(1)di.  (5.17)
Q Ry Q R+
Agora, a funcio
V(t)= —C1t+/Q < V(xs), M > 01 (x)dx
satisfaz a desigualdade
do,(t
—/ v 4 < 92(0)/ 1 (o(x)) 63 (x)dx. (5.18)
Ry

dt Q
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Usando em (5.17) uma fung@o 6, > 0 com suporte compacto em (0,7') encontramos

B V(t)dez(l‘)

dt <0
R, dt -

isto €, (no sentido das distribui¢des) a fung@o V(¢) é decrescente e portanto tem variagdo total
localmente limitada. Desde que é uniformemente limitada, V(¢) tem um limite quando ¢t — 0.

Resumindo, provamos que:

a) para toda entropia convexa 11 = 1n(u) e toda func¢@o suave 6 = 6(x) com suporte compacto
em Q, a funcdo

t l—>/ < Vixs) M > 0 (x)dx
Q
tem variacdo total localmente limitada e admite um trago quando ¢ — 0.
Agora, fixe um tempo ty > 0 e considere a sequéncia de fun¢des continuas

1 para t € (0,1

Gf(f) = W para t € [to,to+ €]

0 para t>tyo+E.

Pela propriedade de regularidade (a) acima, vemos que

dos(t
- V(t)Adt — V(1) quando e—0.
Ry dt

Como 65 (0) = 1 ety ¢ arbitrdrio, por (5.18) vale

V%ﬁ>€@ﬁ4<mmm>&mw§LmWMWMMx

para todo #y > 0 e em particular

fim <me>&mw§/nMMWMMn V6, = 6 (x) > 0. (5.19)
=0+ JQ ’ Q

Note que o limite do lado esquerdo existe por (a). Consideramos o conjunto de todas as combinacdes

lineares finitas, convexas da forma Zajelyj(x)Uj(u), sendo a;j > 0, Zocj = 1, as fungdes U; sdo
J J
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suaves e convexas em u € as funcdes 0y j(x) > 0 sdo suaves com suporte compacto, e além disso,
Uj(u)61,;(x)| < Clu| +|Uj(x)|

comC>0eU i€ L'(Q). Este conjunto é denso (para a topologia uniforme em u e topologia L'
em x) no conjunto de todas as fun¢des U = U (u,x) que sdo convexas em u e mensuraveis em x e
satisfazem

U (u,)| < Clu| + U (x)]

paraalgum C >0e Uell (Q). Portanto pela densidade podemos deduzir que

limsup | <V, U(.,x) >dx < / U (up(x),x)dx (5.20)
—0T Q ’ Q

para toda U = U (u,x) que é convexa em u e mensurdvel em x tal que |U (1, x)| < C|u|+ |U (x)| onde

U e L'(Q) e C > 0. Em particular, escolhendo U (1, x) = |u — uo(x)| em (5.20) obtemos que

limsup [ < Vi, [u—up(x)| >dx=0.
—0+t JQ 7

Como v, ;) >0e K C Q

lim [ <V, |u—up(x)| >dx=0. (5.21)

t—0t JK
Suponhamos que (1.20) ndo vale, ou seja, que existe um & > 0 e uma sequéncia {7,,} com T, > 0,
T,—0e
1 [T
Tn/o /K < Vixn)s |u—uo(x)| > dxdt > &, VT,. (5.22)

Por (5.21), existe um & = §(&) tal que

&
/ < Vi), [ —uo(x)] >dx<30, se 0<t<é. (5.23)
K

Como T, — 0, existe T, < §. Por (5.22) e (5.23) obtemos entdo que

1 Ty .
80<_/ O/ <v(x_t),|u— ()|>dxdt<_/ ng 0 &
0 K )

Ty,

o que € um absurdo. Logo vale (1.20).
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Portanto v € uma solugdo entrépica m.-v. de (1.14) e (1.15). Pelo Teorema 1.9 existe uma
fungio u € L(R,, L' (RY)) N L*(R,LP(R?)) tal que
=4 RY xR
Vy = Oy(y) para q.t.p. yE X R4,
isto &, v(.) € uma medida de Dirac concentrada em u(.) e u € a tnica solucdo entropica de (1.14) e

(1.15). Pelo Lema 1.4, como vy = §,(y) q..p., segue que u; — uem L; (RYxR,),paral <r<2.

loc
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