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Resumo

Seja v uma solucao de classe C? de um sistema involutivo Gevrey de equacoes diferenciais
parciais nao lineares de primeira ordem.

Neste trabalho, demonstramos que o conjunto frente de onda Gevrey de ordem s de
u esta contido no conjunto caracteristico da estrutura involutiva gerada pelos operadores
linearizados associados ao sistema dado.

Nossa abordagem inclui o estudo de solugoes aproximadas Gevrey, um conceito que acre-
ditamos ser de interesse independente, e que pode ser aplicado em situacoes muito mais

gerais.



Abstract

Let u be a C? solution for a Gevrey involutive system of first order nonlinear partial
differential equations.

In this work, we show that the Gevrey wave front set of order s of u is contained in the
characteristic set of the involutive structure generated by the linearized operators associated
to the given system.

Our approach includes the study of Gevrey approximate solutions, a concept which we

believe is of independent interest and could be applied to much more general situations.
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Introducao

No presente trabalho, consideramos um sistema sobredeterminado de equacoes diferenci-
ais parciais da forma

Fi(z,u,u,) =0, 1<j<n,

o qual é involutivo (ver definigao 3.1.2) e generaliza o caso linear.

Esse estudo foi motivado pelos artigos de Barostichi-Petronilho [BP] e Berhanu [B1]. Em
[BP], considera-se uma solugao u de classe C? da equagao diferencial parcial nao linear de
primeira ordem

Uy = f(x,t,u,uz).

No caso em que f(z,t,(p, () é uma fungao suave para (z, t, (o, () variando em um conjunto
aberto de R™ x R x C x C™, holomorfa em ((y, ¢), temos um resultado bastante conhecido
devido a Chemin [Ch] que nos diz que o conjunto frente de onda C'*° de u esta contido no
conjunto caracteristico do operador linearizado

0 )
= — — —f(ac,t,u,um)a—xj.

Tal resultado é valido também no ambiente analitico. De fato, foi provado por Hanges e
Treves [HT] que, sob a hipdtese de que f é analitica real, o conjunto frente de onda analitico
de u estd também contido no conjunto caracteristico de L.

O argumento chave no trabalho de Hanges e Treves é a construcao de certas integrais
primeiras através do Teorema de Cauchy-Kovalewsky. Embora sem possuir tal ferramenta
no caso suave, Asano [As| a substituiu em seu trabalho por certas integrais primeiras aproxi-
madas de modo que os argumentos de Hanges e Treves pudessem ser aplicados para obter o
resultado provado por Chemin mencionado acima.

Dessa forma, em [BP] foi preenchida a lacuna existente entre os resultados de Chemin e
Hanges—Treves, ou seja, assumindo que f é uma funcao Gevrey de ordem s > 1, holomorfa

com respeito a ((p, (), provou-se que, se u é uma solugao de classe C? da edp dada acima,

5



entao seu conjunto frente de onda Gevrey de ordem s esta contido no conjunto caracteristico
de L" (ver Teorema 6.1 em [BP]). Para tanto, mostrou-se necessario um estudo de solugoes
aproximadas no ambiente Gevrey.

Em [B1], foi considerado o caso de sistemas com mais de uma equagao, onde as fungoes
F}; sao analiticas em todas as variaveis. Provou-se neste caso que o conjunto frente de onda
analitico de uma solucao u de classe C? do sistema estd contido no conjunto caracterfstico
da estrutura involutiva gerada pelos operadores linearizados (ver Corolario 2.3 em [B1]).

Neste trabalho, provamos o equivalente ao Corolédrio 2.3 de [B1] para o caso em que as
fungoes F; sao de classe Gevrey de ordem s > 1 na varidvel x e holomorfas nas demais
variaveis (ver Teorema 3.1.1).

No caso linear, que corresponde as estruturas involutivas (M,V), numa vizinhanga U
de um ponto p € M, podemos sempre escolher coordenadas locais (z,t), x = (21, ...,Ty),

t=(t1,...,t,), com m+n = dim M e campos vetoriais

0 — 0
L. = — E , tH)—, 1<53<
J atj £ a3k<x7 )8xk’ 7N,
tais que {L1, ..., L,} forma uma base de V em U. Neste caso, uma distribui¢ao v € D'(U)

¢ uma solugao de V se, e somente se

De modo andlogo, para o sistema nao linear Fj(z,u,u,) =0, 1 < j <n, estudado aqui,
podemos escolher um sistema local de coordenadas (x,t), z = (z1,...,%m), t = (t1,...,t,)
e funcoes f;(z,t,(p,(¢), 1 < j < n, definidas em uma vizinhanca da origem, de classe G*
em (z,t) e holomorfas em ((y, () € C x C™, de modo que o sistema pode ser descrito pelas
equacoes

ug, = fi(x, t,u,u,), 1<j<n.

Ressaltamos que, em [B1], é usada também a existéncia de integrais primeiras para certos
sistemas de equacoes lineares, obtida através do Teorema de Cauchy-Kovalewsky, tal como
no caso de uma Uunica equacao, e assim, no caso Gevrey, necessitamos novamente da nocao
de solucao aproximada, agora para sistemas.

Para explorar tal conceito, iniciamos por recordar uma questao classica conhecida como
problema de Carleman (ver também J. Bruna [Br| e T. Carleman [Ca]): dada uma sequéncia
de niimeros complezos, {m,}, satisfazendo |m,| < B""n™ n = 0,1,..., onde B é uma

constante positiva e s > 1, existe uma fungao Gevrey f(x) de ordem s, definida em [—1,1],
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tal que f™(0) = my, n =0,1,... 7 Essa pergunta tem uma resposta afirmativa, conforme
demonstrado por Mityagin [Mi]. Em Dzanasija [Dz], uma construgao explicita de tal funcao
f pode ser encontrada.

Mostramos aqui que a construcao de Dzanasija pode ser estendida de modo a obter
o seguinte: dados uma estrutura involutiva (M,V) de classe G®, com M uma variedade
analitica real, uma subvariedade analitica real X de M, que é maximalmente real com
respeito a V, e uma funcdo ug € G*(X), é possivel estender uy a uma fungdo G*, u, que
é uma solugao aproximada (em um sentido muito preciso) da estrutura V. Essa extensao
envolve, entre outras coisas, substituir a sequéncia {m,, } no problema de Carleman por uma
multi-sequéncia {ug} € G*(X). Gostarfamos ainda de observar que, para uma aplicacao
diferente, Adwan e Hoepfner [AH] também estudaram a existéncia de solugdes aproximadas
Gevrey, no caso de uma equacao, para a mesma classe de campos vetoriais estudada aqui.
Entretanto, o resultado obtido por eles é mais fraco, no sentido que a extensao de uy obtida
por eles é de classe Gevrey s > s+ 1, com s arbitrario. Assim, como uma consequéncia do
que é feito aqui, alguns dos resultados de [AH] podem ser melhorados.

Para mais resultados interessantes sobre regularidade analitica de equagoes diferenci-
ais parciais quasilineares ou puramente nao lineares de primeira ordem, referimos ao leitor
os artigos de Berhanu [B2], Metivier [M] e Lerner, Morimoto e Xu [LMX] e algumas das
referéncias 14 citadas.

Nossa exposicao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 1, recordamos algumas
notagoes e defini¢oes bésicas, entre elas os conceitos de fungoes Gevrey, estruturas involutivas
de classe G*, transformada FBI e conjuntos frente de onda Gevrey, além de alguns resulta-
dos basicos importantes no desenvolvimento do trabalho. No capitulo 2, definimos a nocao
de solugao s-aproximada, e apresentamos uma extensao do resultado de Dzanasija-Mityagin,
que nos possibilitara construir uma solugao s-aproximada para estruturas involutivas a partir
de um dado inicial. No capitulo 3, damos a demonstracao do nosso principal resultado. Para
tanto, definimos a nocao de sistemas involutivos de classe G*, demonstramos os resultados
auxiliares analogos aos de Asano, para sistemas, no ambiente Gevrey e utilizamos as ferra-
mentas obtidas no capitulo 2 para provar o resultado de micro-regularidade Gevrey desejado.
Finalmente, no capitulo 4, apresentamos como a teoria desenvolvida neste trabalho pode ser
aplicada a fim de demonstrar uma versao Gevrey do Teorema Edge do Wedge, e finalizamos
com a demonstragao de alguns resultados complementares utilizados, cujas demonstracoes

foram omitidas ao longo do texto.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Vamos, neste primeiro capitulo, tratar de alguns conceitos que formam a base para o
estudo dos sistemas involutivos de classe Gevrey de equagoes diferenciais parciais nao lineares
de primeira ordem, e que nos serao uteis nas demonstragoes dos principais resultados deste
trabalho.

1.1 Notacoes basicas

Se z = (z1,...,zy) sa0 as coordenadas usuais no espaco euclidiano RY, entdao, dado um

N-multifndice o = (ay, ..., ay) € ZY, denotamos

aa — aalaOQ . 801N

T T T2 TN’

onde 0, = % ¢ a derivada parcial com relacao a variavel z;.
J
Se a = (a1, 0n,...,an) € ZY e 8= (b1, B, ..., Bn) € ZY, usaremos a seguinte relagao
de ordem

fp<aepfi<a, Vji=1,...,N.

Denotamos ainda

|Oé’=0£1+"'+OéN

al =aq!---apn!.

O coeficiente binomial é dado por

o al
(ﬁ) = Ba_pi P
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onde a — f = (g — By -,y — Bn)-
Usaremos também a notacao

o _ _aq apn
% =7t

Dadas fungoes f,g € C®(RY), vale a férmula de Leibniz

0%f-m==§:(g)@“5fiﬁg

B<a
Sendo 2 C RN um aberto, f € C®(Q) e zy € Q, definimos a série de Taylor de f por

Z aaf(xo) (lL‘ o 170)& )

|
aczn (%)
+

Denotamos por C* (2) o espacgo vetorial das fungoes f € C™ () que sdo analiticas, ou
seja, para todo xy fixado em €2, existe uma vizinhanca V' C €2 de xy onde f é dada por sua
série de Taylor.

Seja agora f : Q — R, com  C RY um aberto, uma funcao de classe C™ e fixemos k € N.
Se f®)(x) denota a derivada de ordem k de f no ponto z € €, vista como transformacao
k-linear, podemos escrever a férmula de Taylor como

flata)= f(@) + FO(@) o+ 57O a) 7+ @) ) 4ry(a),

ondez €RY , a,a+x€0Qe

e = (z,..., 7).
——
k entradas
Temos que, se x = (x1,...,2x), entao
N
oF f

01,0 =1

Denotamos ainda por [a,a + x] o segmento em RY que une os pontos a e a + z. Nestas

condicoes, vale o seguinte

Teorema 1.1.1 (Fdrmula de Taylor com resto de Lagrange) Se |a,a+ x] C Q, entdo existe

0 € (0,1) tal que
1

(k+1)!

f(k+1) (CL + 0[[‘) . J](}H—l).

ri(z) =



A demonstragao do teorema acima pode ser vista, por exemplo, em [L]. Se f: Q — C,

denotando f; = Re f e fo = Im f, definimos a derivada de ordem k de f em x € Q) por

FO @)= (@) +if" (2).

Assim, ¢é facil ver que o teorema acima vale também para fungoes de classe C'™° a valores

complexos.

Dado um operador diferencial parcial linear de ordem M

P(z,D) = Z co(x)D?,

o] <M

com coeficientes ¢, € C*(RY), definimos o simbolo principal de P como sendo a fungio

Py(z,8) = > calz)E™ .
|a|l=M
Definimos entao o conjunto caracteristico de P, e denotamos por Char(P), o conjunto
de todos os pontos (z, €) tais que £ # 0 e Py (z, &) = 0. E facil ver que Char(P) é um conjunto
fechado em RY x R¥\ {0} e conico na segunda variavel. No caso em que Char(P) = (), dizemos

que o operador P ¢ eliptico.

1.2 Espacos Gevrey

Os espagos Gevrey sao espagos intermedidrios entre o espaco das fungoes analiticas e o
espaco das fungoes C°; e possuem um importante papel no estudo de equacoes diferenciais
parciais. Nesta secao vamos dar sua definicao e algumas de suas propriedades. Maiores deta-
lhes, incluindo as demonstragoes de resultados omitidos nesta segao, podem ser encontrados
em [R].

Definigao 1.2.1 Seja Q@ C R™ um aberto. Dizemos que uma fungio f € C®(£2) € uma
funcao Gevrey de ordem s > 1 ou simplesmente uma funcao de classe G* em § se, para

cada compacto K C Q, existe uma constante C' > 0 tal que, para quaisquer o € Z1' e x € K,
0% f(z)| < CleH (e, (1.2.1)

Denotamos por G*(2) o espago das fungoes Gevrey de ordem s em Q.

10



E facil ver que G*(Q) € G*(Q), sempre que s < . Mudando a constante C, se necessério,

vemos ainda que a desigualdade (1.2.1) é equivalente as seguintes:

0% f(x)] < RC'®l(a!)®, para algum R > 0, (1.2.2)
0% f ()] < CF(Jaly)?, (1.2.3)
0% f ()| < ClMH (1.2.4)

0°f ()] < O ((Ja| + A, AcZ,. (1.2.5)

Observagao 1.2.1 O conjunto G'(Q) coincide com o conjunto das funcgoes analiticas em

Q, C¥(Q).

O préximo exemplo mostra que existem fungoes Gevrey de ordem s > 1 arbitréria, que

nao sao analiticas.

Exemplo 1.2.1 Considere, para s > 1, a funcao g : R — R dada por
1
e/ se >0
g(t) =
0 se t<0
Temos que g € G°(R).

De fato, observemos inicialmente que g nao é analitica em qualquer vizinhanca da origem.

Mostraremos que existe C' > 0 tal que
gB @) < CFEY*, VteR, VkeZ,. (1.2.6)
Mostremos que existe p = p(s) € (0,1) tal que, para todo t > 0 e para qualquer ntiimero
complexo z € 7,(t)={t (1 + pe”’) : 0 < 6 < 27}, temos
1 1

Re — > — .
PrE= Y e

De fato, como

1 0\ = L

1 Rez=1 Re [ts_l (1+ pe”) 1] 1 Re(1+ pe?)T
- 2 = 2 1 2
Lo ’(1 + peit)s—1

£ (1 4 peit) =

11



definindo )
min{Re (1 +pei9)ﬁ 0<0< 27r}
v(p) = — :
max{‘(l +pe?)s=1| 1 0<6< 27r}

obtemos

1 1
Re—— >(p)— ,Vze(t),Vt>0.

zs—1 tsfl

Uma vez que ¢ é continua e ¢(0) = 1, dado € = 1/2 temos que existe 6, 0 < 6 < 1, tal

que, se p < 4, entao

1/2 <(p) < 3/2.

Logo, fazendo p = /2, segue que

1
Re — 25 - ,VZE’)/g(t),Vt>O.

Complexificando agora a variavel ¢ por z = t + iy, segue da férmula de Cauchy que, para

quaisquer t >0 e k € Z,

9] =

k! o

Kt / 95(2) .

27T’l 'Yp(t) (Z — t)k+1

< k! 1

< ————sup
27 (pt)" L @)

k! L

— - sup e—Re 1/zs-1

(PO ~0)

e 1/217T)

tk

_1
e /=t 27 (pt)

IN

klp=*.
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Segue da desigualdade e < z74d% ¢ (ver [R]) que

V@) /()
th = (tsil)(s_l)k
( L )_(S_l)k[(s _ 1)k](s—1)ke—(s—1)k
S 2ts—1

(tﬁ)(sq)k
— 2(3—1)k[<8 . 1)k](s—1)k€—(s—1)k _ [2(8 i 1)k](s_1)k€_(s_l)k
_ [2(8 o 1)](571)kk(571)k67(571)k

r 1—(s—1)k
_ € (kk)(sfl)
[2(s = 1) ]
[ e R K (s—1)
< |=— k! -
— |12(s—1)] ( ¢ )
r 1—(s—1)k
1
S k)6
-2(5 _ 1)_ ( ) Y
uma vez que k¥ < kleF.
Logo,
(k) ) IR S Y
) < klp | —m—— kN~
0] < B ||

1 1 ev )’ i
— 1) [— _ — 1\s
(k) {2@_1)} ; CHKI), Vt>0,VkeZy,

concluindo a demonstracao de (1.2.6). O

Teorema 1.2.1 Seja 2 C R™, aberto.
(i) G*(Q) é um espago vetorial e um anel com relagdo ao produto de fungoes;
(ii) Se g € G*(Q) e eriste B > 0 tal que |g(x)] > B™', para todo x € Q, entdo
1
- e G*(Q).
g

Demonstragao:
Para a demonstracao de (i), provaremos apenas que, dadas f,g € G*(Q2), entao fg €
G*(2), uma vez que as propriedades de espago vetorial e anel s@o facilmente verificadas.

Se f,g € G*(R2), entao dado K C 2 compacto, existe C' > 0 tal que

0°f ()] < ClH (al)?

[0%g(x)| < ClHH(al),

13



para quaisquer z € K e o € Z'".

Assim, segue da férmula de Leibniz que

(@ < Y (O‘)maﬁf(:cnmﬂg(:c)r

BLla B

< 3 (5) ta-smreren

BLa B

= (al)*ClTCN "1

BLa

mwdmm§:©)

BLa

= ()il = ol aly,

IN

onde C; = max{2C, C*}.
1
Para demonstrar (ii), denotemos ¢;(x) = —. Dado K C € compacto, como g € G*(£2),

existe A > 1 tal que 9(z)
10%g(x)| < AN al)*) Ve e K, acZm. (1.2.7)
Vamos mostrar que
10%g1(2)] < BLAM)*F (o)) V2 e K, a e 7, (1.2.8)

onde M > 1 é uma constante a ser determinada.
Procederemos por indugao sobre |a|. Se |a| = 0, entdo a = 0 e, pela hipé6tese sobre g,

temos que
l91(2)] < B < B(AM)*™(0)*, Vz € K.

Suponhamos entao que (1.2.8) vale para todo 5 € Z7', tal que || < |a| e mostremos que

vale para a. Como
g9(x)gi(x) =1,

entao, pela regra de Leibniz, temos

Logo,

14



ontalate) = - 3 ()00 (o)

B<a
B#0

Observando que f < «a e |a| = |B| implica que a = [, temos que, se f # 0 entdo

la — B| < |a| e assim, segue de (1.2.7) e da hipdtese de indugao que

ol < B (5) AT BAMH o - gy

B<a
B0
= B(AM)*"'(a!)*ABY M.
BLa
B0

Observemos agora que

S M = S M

B<a B<a

g ) (20

B1=0 Bm=
() ()
B1=0 Bm=

()

Como a tultima expressao tende a zero quando M — oo, podemos encontrar M > 1

suficientemente grande tal que
ABY M <1,

BLa
570
Portanto,
10%g1 ()] < B(AM)** (o)), V2 € K,a€Z7,
concluindo a demonstragao do Teorema. O]

Observacao 1.2.2 Se Q;,€Qy sao abertos de RM e R™2, respectivamente, e f : Q0 —
¢ uma funcdo analitica, entdo temos que go f € G*(Q1), para toda g € G*(§s) (ver [R]).
Assim, se f € analitica, fica bem definido o pullback f* : G*(Qs) — G*(Q4) dado por
f*(g) =gof.
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No caso em que s > 1, existem funcoes de classe G° que possuem suporte compacto.
Como um exemplo, seja g : R — R a func¢do do exemplo 1.2.1. Para z = (z1,...,2,,) € R™

e r > 0, definimos
m

p(z) = [ ol +z)9(r — ;).

j=1

Pelo Teorema 1.2.1, segue que ¢ € G*(R™). Além disso, é facil ver que supp(p) C
[—r, r]™.

Denotamos entdo por G§(§2) o espago vetorial de todas as fungoes f € G*(§2) com su-
porte compacto em 2. Assim como feito no caso C'*°, podemos munir G§(2) com uma
topologia apropriada e considerar o dual topoldgico D;(Q), isto é, o espaco de todos os
funcionais lineares continuos em G§(Q). Aos elementos de D.(£2) damos o nome de ultradis-
tribuicoes. Propriedades andlogas as propriedades satisfeitas pelas distribuicoes podem ser
demonstradas para as ultradistribuigoes.

Vamos encerrar esta secao definindo um espaco de fungoes de especial interesse no pre-
sente trabalho.

Considere s > 1 e sejam € C RM um aberto e E um espaco vetorial localmente convexo.
Denotamos por G*(£2, E) o espaco das fungoes f : Q — E de classe C* que satisfazem a
seguinte propriedade: Para todo compacto K CC () e toda seminorma continua p definida
em F, existe uma constante C' > 0 tal que

sup p(9° f(x)) < C1*(al)”.

rzeK

Estamos particularmente interessados no caso em que £ = H(N), o espago das fungoes
holomorfas em N, com N/ C CV aberto. O espago G*(€2, H(N)) descreve as funcoes f =
f(z,¢) que sao de classe G* em x € ) e holomorfas em ¢ € N.
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1.3 Estruturas involutivas de Classe G*

Nesta se¢ao, vamos introduzir os conceitos de variedade Gevrey e estrutura involutiva
Gevrey, além de outros tais como campos vetoriais, formas diferenciais, entre outros. Como
as defini¢oes aqui sao muito proximas do caso suave, eventualmente omitiremos alguns de-
talhes que podem ser encontrados, por exemplo, em [BCH].

Sejam s > 1 e M um espaco topolégico de Hausdorff com base enumeravel. Uma estrutura
de classe G* sobre M de dimensdo N é uma colegao de pares F = {(U,z)}, onde U C M é
um aberto nao vazio, z : U — RY ¢ um homeomorfismo sobre um aberto x(U) C RY e as
seguintes propriedades sao satisfeitas:

O) UwmerU = M;

(i) A aplicagio 2/ o™ : z(UNU') — 2/(UNU’) é de classe G* para cada par
(U,z), (U, 2') € F,com UNU" # {;

(iii) F é maximal com respeito a (i) e (ii), ou seja, se V. C M ¢é aberto nao vazio e
y: V — y(V) é um homeomorfismo sobre um aberto de RY tal que, para qualquer (U, z) € F
com UNV # 0, as composigoes yox ™' : z(UNV) = y(UNV) ezoy ' : y(UNV) = z(UNV)
sao de classe G*, entao (y,V) € F.

Observacao 1.3.1 Dada uma cole¢io F* como acima satisfazendo as condigoes (i) e (ii),
€ facil ver que existe uma unica estrutura F de classe G* sobre M, de dimensao N, tal que
FrCF.

Definicao 1.3.1 Uma variedade Gevrey de ordem s > 1 ou variedade de classe G* ou ainda
simplesmente G®-variedade de dimensao N é um espaco topologico de Hausdorff M, com

base enumerdvel, equipado com uma estrutura de classe G° de dimensao N.

Um elemento (U, z) € F ¢ dito uma carta local ou um sistema local de coordenadas
de M. Se escrevermos x = (x1,...,Ty), entdo se p € U, suas coordenadas locais, com
respeito a essa carta local, sdo dadas por (z1(p),...,zn(p)).

Se M = RY considere a colecao F* = {(RY,r)}, sendo r : RY — R a aplicagao
identidade. E claro que F* satisfaz as condicoes (i) e (i) acima. Assim, a estrutura de classe
G*, F, que contém F*, torna RY uma G*-variedade.

Dizemos que M é uma variedade analitica real se M é uma variedade de classe G*.
Vamos, ao longo deste trabalho, estabelecer nossos principais resultados no ambiente das

variedades analiticas reais.
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Definicao 1.3.2 Seja M wuma variedade analitica real. Se f : M — C, entao dizemos que
f € uma funcao de classe C* em M, e denotamos f € C*(M) (com k € N ou k = o0) se,
para todo (U,x) € F, a composicdo fox™t é C* em x(U). Analogamente, se s > 1, dizemos
que f € de classe G* em M, e denotamos f € G*(M) se, para todo (U,x) € F, temos que

foxz™! € de classe G¥ em x(U).

E fécil ver pela definicao acima que G5 (M) C G%2(M) se 51 < so e G5(M) C C=(M),
para todo s > 1. Observe ainda que G*(M) é uma &lgebra sobre C. Assim como no caso
de fungoes de varidveis reais, denotamos o conjunto G*(M) por C*(M) e o denominamos

conjunto das funcoes analiticas reais de M.

Definicao 1.3.3 Um campo vetorial complexo em M ¢é uma transformacao C-linear L
C>®(M) — C*(M) que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f), f.g€ G (M).

De modo andnologo, podemos definir campos vetoriais complexos de classe C*. Deno-

taremos por X(M) o conjunto de todos os campos vetoriais complexos sobre M.

Definigao 1.3.4 Dizemos que L € X(M) é um campo vetorial complexo de classe G* em
M se L(G*(M)) C G*(M). Denotamos o conjunto dos campos vetoriais complezos de classe
G* por Xs(M).

Vale a seguinte

Proposicao 1.3.1 (i) Se L € X,(M) e f é constante, entao Lf = 0.
(i) supp(Lf) C supp(f), para quaisquer f € G*(M) e L € X4(M).

Dado um aberto 2 C M, dizemos que f € G*(Q) (respectivamente em C*(Q), k € N
ou k = o0) se fox! éG* (respectivamente C*) em z(U) para toda carta local (U, z) com
U C ). Podemos entao utilizar a proposicao acima para definir a restricao de um campo
L € X,(M) ao aberto . Tal restrigdo, a qual denotamos por Lo € X4(2), é definida da

seguinte forma:

La(f)(p) = L(f)(p),
com f € G*(M) tal que f = f em vizinhanca de p € Q. Em geral, denotamos L simples-

mente por L para simplificar a notacao.
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Dados g € G*(M) e L € X4(M), definimos gL € X,(M) por
(GL)(f) = g-L(f), feG(M).
Com tal multiplicagao, Xs(M) torna-se um médulo sobre G*(M).
Defini¢ao 1.3.5 Dados Ly, Ly € X,(M), definimos o comutador de Ly e Ly por
(L1, Lo](f) = Li(L2(f)) — La(La(f)), [ € G*(M).
E facil ver que [Ly, L] € X,(M).

Seja agora (U, x) uma carta local em M e seja L € X4(U). Fixado p € U, para f € G°(U),
escrevemos [* = fox~!. Observe que f* € G*(z(U)). Entao, de modo andlogo ao caso C*,

concluimos que

L

i:; (La;)(p (af* ow) ().

Definimos entao o elemento aTj € X,(U) por

0 (? f *
Lj x]
Assim,
Y 9
(L1)0) = (L)) (5 ) ()
=1 !
e como p ¢ arbitrario, obtemos a representacao de L nas coordenadas locais (x1,...,xy):
L= Z (Lx;) a%
Observe que, como as coordenadas (z1, . ..,z y) s@o analiticas em U (e portanto, de classe

G*, para todo s > 1), segue que os coeficientes L(x;) sdo todos de classe G*.
Lembremos que um vetor tangente complexo em um ponto p € M ¢é uma aplicacao

C-linear, v : C*°(p) — C, que satisfaz

v(fg) = f(p)v(g) +g)v(f), f,g€C(p),

onde C*°(p) é o conjunto dos germes de fungoes de classe C'>° em vizinhanga de p e f denota
o germe de f. Denotamos por CT,M o conjunto dos vetores tangentes complexos em p e o

denominamos espaco tangente a M no ponto p.
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O fibrado tangente complexo de M é definido por
(CTM == UpEM(CTpM'
Lembremos ainda que, a cada campo L € X(M), associamos um vetor L, € CT,,M por

L,(f)=L(f)(p), fe€C=0p).

Suponha agora que v € CT,M e seja (U, x) cartalocal tal quep € U. Se x = (xy,...,xN),
podemos mostrar que
al )
v = Zv(xj) <—> :
=1 — al‘j »

Uma vez que o conjunto {(%) : j=1,...,N} é linearmente independente, segue que
J

o mesmo forma uma base para C1,M.

Definicao 1.3.6 Um G*-subfibrado vetorial complexo de C1'M de posto n é uma unidao
disjunta
v=|JVv,ccrm

peEM
tal que
(i) Para todo p € M, V, é um subespago vetorial de CI,M de dimensdo n.
(i)  Dado py € M, existe vizinhanca U de py e campos Ly, ..., L, € X;(U) tais que
Lip,..., Ly, geram V,, para todo p € U.

O subespacgo V, é chamado fibra de V em p. Definimos subfibrados vetoriais complexos
de classe C* simplesmente por substituir os campos vetoriais G* na definicdo acima por
campos vetoriais de classe C*.

Dados um G?-subfibrado V € CT'M, e um aberto W de M, dizemos que um elemento
L € X,(M) é uma segao de V sobre W se L, € V,, para todo p € W.

Uma das principais defini¢oes desta se¢ao é dada a seguir.

Definicao 1.3.7 Uma estrutura formalmente integrdvel de classe G° sobre M é um
G?-subfibrado V C CTM que satisfaz a condi¢ao de Frobenius: Se W C M € um aberto e
Ly, Ly € X4(W) sao segoes de V sobre W entao [Ly, Lo] também é uma seg¢ao de V sobre W.

Dadas M uma variedade analitica real e VV uma estrutura formalmente integravel de

classe G* sobre M, dizemos que o par (M,V) é uma G*-estrutura involutiva.
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Observamos que, dados V uma estrutura formalmente integravel de classe G* sobre M e
p € M, se U é um aberto coordenado com p € U e Ly, ..., L, € X,(U) sao geradores locais

de V em U, entao existem fungdes cj, € G*(U), j, k,v =1,...,n tais que

Lj L) =) 4Ly, jk=1..n
v=1

Definicao 1.3.8 Uma solugao cldssica para a estrutura formalmente integrdvel de classe G*
V sobre M é uma fungio u € CY(M) tal que Lu = 0 para toda se¢io L de V definida em
um aberto de M.

Denotaremos por E!(M) o dual do G*(M)-médulo X,(M) e nos referiremos aos seus
elementos como formas diferenciais G* de grau um ou simplesmente 1-formas G*. Ou seja,

uma 1-forma G® sobre M ¢é uma aplicagao G*(M )-linear
w:Xs(M) — G*(M).
Vale o seguinte

Lema 1.3.1 Sejam w € EX(M), L € X,(M) e suponha que L, = 0. Entdo w(L)(p) = 0.

De modo anélogo ao caso dos campos vetoriais, podemos aqui também restringir as 1-
formas a abertos de M, ou seja, podemos considerar 1-formas w € E!(2), onde Q é um
aberto de M.

Definimos

CT; M= dual de CT,M

e introduzimos o fibrado cotangente complexificado como sendo a uniao disjunta

cr'M = | J e

peEM

Segue do Lema 1.3.1 que podemos associar, a cadaw € EL(M), um elemento w, € C1; M,

para todo p € M, pela férmula
wp(v) = w(L)(p), veCIT,M,
onde L € X,(M) é tal que L, = v.
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Reciprocamente, dada w : M — CT*M satisfazendo w(p) = w, € CT;M, para todo
p € M, e tal que a aplicacdo p — wy,(L,) estd em G*(M) para todo L € X4(M), podemos
definir w € E}(M) por

Definicao 1.3.9 Dada f € G*(M), definimos o diferencial de f como sendo a 1-forma
df € EX(M) dada por
df(L) = L(f), L€ XJ(M).

Sejam agora p € M e (U,x), © = (1,...,2y), uma carta local em torno de p. Se

w € E}U), entao podemos escrever

w = ﬁ:w ((%) da;. (1.3.9)

J=1

Notemos ainda que {(dz;), : j=1,...,N} C CI;M é a base dual de {(8%) L j =
7 p
1,...,N} C CT,M. Obtemos entao, por meio de (1.3.9), a representagao do diferencial df

em coordenadas locais:

J:
Uma definigao analoga de subfibrados pode ser dada para o fibrado cotangente:

Definicao 1.3.10 Um G?-subfibrado vetorial complexo de CT*M de posto m ¢ uma
uniao disjunta
w=Jw,
peM
onde cada VW, é um subespago vetorial de CT;M de dimensao m e tal que, para todo py € M,
existe uma vizinhanga U de py e 1-formas wy, ... ,w, € EX(U) tais que wip, . .. ,Wny geram

W,, para todo p € U.
Da mesma forma, chamamos aqui também o espaco W, de fibra de WW em p.

Proposigao 1.3.2 SejaV =

n e considere, para cada p € M,

e Vp um G?-subfibrado vetorial complexo de CI'M de posto

Vo ={AeCI;M: A=0emV,}.

Entdo V*+ = UpeM Vpl € um G*-subfibrado vetorial complexo de CT*M, de posto m, onde

m= N —n.
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Demonstragao:
Dado py € M, existem uma carta local (U, x), x = (z1,...,2y), com py € U, e campos

vetoriais

Mz

=1,...,n
Jkal'] .] ) ) 1Yy

tais que aj; € G*(U) e Ly, . .. ,an geram V,, para todo p € U.
Rearranjando os indices se necessario, podemos supor que a matriz (a;i)jx=1,. n ¢ in-
versivel em U. Seja (bjk)jk=1,.n» sua inversa. Diminuindo U, segue do Teorema 1.2.1 que

bir € G°(U), para j,k =1,...,n. Definindo entao

L;:zn:bjuj;y, j=1,....n

v=1
temos que os vetores Llp, e ,L’np também geram V), para todo p € U. Além disso,
A )
Lj:; axk ZL Ty 8—%4—;[1 xn+k I
Note ainda que, para k =1,...,n,

= ijyLu<xk) = Z bjuauk = 5jk-
v=1 v=1
Logo, fazendo ¢, = L;(wmk) eG'U),j=1,....,n, k=1,...,m, temos que

, 0 i 0
J— . _
7 O, i ; Cjkﬁxmk

Considere

n
Wg:d$n+g—g Cydxy, £=1,...,m.

y=1
Observe que
Wg(L;-) = dzr,o(L chgclyc7
= dr,o(L chL Ty)

= L;(¥nie) —cje =0,
donde segue que wy, € VPL, para todo £ =1,...,m e para todo p € U.
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Vemos também que wyy, . . . ,wp, sao vetores linearmente independentes para todo p € U.
Assim, como dim VpL = m, para todo p € U, concluimos que wip, ..., wWn, geram VpL, para
todo p € U e, portanto, V*+ é G*-subfibrado de CT*M de posto m. O

Observacgao 1.3.2 Na demonstragao da Proposicao 1.5.2, ficou claro o sequinte fato: Dado
po € M, existe carta local (U,x) em torno de po, x = (x1,...,2y), tal que z(p) =0 e, em

U, podemos encontrar geradores locais de V dados por

0 - 0
Li=—+ a; , J=1...,n.
J an Z ]ka$n+k J
k=1
Trocando x; por t;, para j = 1,...,n e Tnyp por xy, k = 1,...,m, encontramos entao
um sistema de coordenadas (x,t), x = (x1,...,Ty) et = (t1,...,t,), definido em vizinhanga

de po e tal que x(po) = 0 e t(py) = 0, de modo que os geradores locais de V em vizinhanga

de py podem ser tomados da forma
0 “ 0
L, =— e— =1,... 1.3.10
j at] +;a]kaxka J ) y 1, ( )

onde € claro que as funcoes aj, € G°(U). Segue de (1.3.10) e do fato de a estrutura ser
involutiva, que os campos L; comutam, ou seja, [L;, L;] = 0, para quaisquer 1 < i,j < n.

Usaremos esses fatos nos capitulos posteriores.

Dado L € X (M), dizemos que L é um campo vetorial real se L(G*(M,R)) C
G*(M,R), onde G*(M,R) denota o conjunto das fungdes em G*(M) a valores reais.

Da mesma forma, se p € M e v € CI,M, dizemos que v é um vetor tangente real se
v(G*(p;R)) C R, sendo G*(p;R) o conjunto dos germes de fungoes de classe G* a valores
reais, definidas em vizinhanca de p.

Definimos entao
T,M = {v e CI,M: v éreal}.

E facil ver que T,M ¢ um espagco vetorial real de dimensao N e, se x = (21,...,2y) €
um sistema de coordenadas definido em vizinhanca de p, entao o conjunto {(%) t] =
J

1,...,N} forma uma base de T,M. Definimos o espago Ty M como sendo o dual de T,M

como espaco vetorial real. Denotamos também:

T™ = | J T,M;

peEM
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T°M = ] T; M.

peEM

Se U C M é um aberto, denotamos TM|, = U T,M e T*M|, = U oM.

peU peU
Sejam agora M, e M,y duas variedades analiticas reais, com dim M; = N; e dim My = Ns.
Dizemos que uma funcao f : My — M, é de classe G se, para todo p € M, existirem cartas
locais (U,z) de M; em torno de p e (V,y) de My em torno de f(p) tais que f(U) C V e a
composicio yo fox~!:x(U) C RV — y(V) C RM é de classe G*.

Definicao 1.3.11 Sejam M, M, variedades analiticas reais e f : My — My de classe G*.
Definimos a derivada de f no ponto p com sendo a transformacao linear df, : T,M, —
Ty My dada por

dfp(v)(g) = v(go f),
ondev € T,M; e g € G°(f(p); R).

Observagao 1.3.3 Se f : RM — M, € de classe G°, com M, como acima, entio df, :
T,RM — T Ma, para p € RN Fazendo a identificagao de T,RM com RN por meio do
isomorfismo que leva a base candnica de R™ na base {(%) cj=1,...,Ni} de T,RM,
onde (r1,...,7N,) 8do as coordenadas candnicas de R™ | podemos considerar a derivada de

f mo ponto p como uma aplicacao da forma
dfy - RN — T M.

Dadas M, My e M3 variedades analiticas reais e funcoes f : My — M, g : My — M3 de
classe G*, é facil ver que a funcao composta go f : M; — M;s é de classe G® e, além disso,
vale a regra da cadeia:

d(go f)p = dgsp) © dfy.

Sabendo que o Teorema da funcao inversa vale para funcoes de classe G° definidas em

abertos de RY a valores em RY (ver, por exemplo, [K]), podemos demonstrar o seguinte

resultado:

Teorema 1.3.1 (Fungado inversa) Sejam f : My — My de classe G* e p € M;. Se df, €

um somorfismo de espacos vetoriais, entao f é um G*-difeomorfismo em vizinhanca de p.

Seja f : My — M, de classe G®. Dizemos que f é uma imersao (respectivamente sub-
mersao) em p € M; se df, : T,My — Typ) M, é injetora (respectivamente sobrejetora).

Utilizando a versao Gevrey do Teorema da fungao inversa, podemos provar:
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Proposicao 1.3.3 (Forma local das imersoes) Sejam My e My variedades analiticas reais
de dimensoes Ny e Ny, respectivamente, com N1 < N,. Se uma funcao de classe G*, [ :
My, — My € uma imersao em p € My, entao existem sistemas de coordenadas (U,x) de M
em torno de p e (V,y) de My em torno de f(p), tais que x(p) = 0 e y(f(p)) =0 e a aplicagdo
g=yofox':x(U)CRM — y(V)CRM x R""N ¢ dada por g(z) = (z,0).

Uma versao semelhante da forma local das submersoes, a qual nao enunciaremos aqui, é
também valida e pode ser demonstrada de modo andlogo ao caso das imersoes.

Vamos encerrar esta se¢ao por definir o conjunto caracteristico de uma G*-estrutura
formalmente integravel, conceito este que ocupa um papel central neste trabalho.

Se M é uma variedade analitica real e ¥V é uma G*-estrutura formalmente integravel sobre

M, denotaremos o subfibrado V* definido na proposicao 1.3.2 por 1.

Definigao 1.3.12 Sejam M uma variedade analitica real e V uma G*-estrutura formal-
mente integrdvel (ou uma estrutura de classe C*, com k =1,2,... ) sobre M. O conjunto

caracteristico de V é o subconjunto de T*M definido por
T°M =T ' NT*M.
Observemos que T£M =T,NT;M, para todo p € M.

Definicao 1.3.13 Dizemos que a estrutura formalmente integrdavel ¥V € uma estrutura
eliptica se T)M = {0}, para todo p € M.

Definimos o simbolo de um campo vetorial L € X,(M) como sendo a funcao
o(L): T*M = C, o(L)(€) = £(L,), se & € TEM.
E vélido o seguinte
Lema 1.3.2 Seja & € T*M. Entao & € T'M se, e somente se, o(L)(€) = 0, para toda se¢io

L de V.

Seja agora (U, z) carta local de M, com = = (21,...,2y). Tome p € U, { € TyM e
L € X,(U). Se escrevermos

£= Zﬁj(dfﬂj)p (& €R)
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Y9
L=2 g
=1 !

entao

o(L)(©) = §(Ly) = Y a;(p)¢ (ai

) = Z a;(p)§;.

j=1
Assim, se L; = Z]kvzl ajk% € X4(U) sao n secoes linearmente independentes de V sobre

U, entao podemos descrever o conjunto caracteristico de ¥ em U pelo sistema de equagoes

N
S an@)é =0, pel, &eR, j=1,...n
k=1

Observacao 1.3.4 Segue do que fizemos acima que o conjunto caracteristico da estrutura V
pode ser visto, localmente, como a interseccao dos conjuntos caracteristicos de seus geradores

locais.

Exemplo 1.3.1 Escrevendo as coordenadas de M = R? como (z,t), definimos o operador
de Mizohata por
0 0

S S 2
L_at ztaxE%S(R ).

O congunto caracteristico da G*-estrutura gerada por L € dado pela equagdo
T —1t& = 0.

Assim, se p = (x,t), temos que

0 { 0, set#0
TOM =
{&{(dx), : € € R}, sep=(x,0).

1.4 O conjunto frente de onda Gevrey

Esta secao sera dedicada a definicao do conjunto frente de onda G* de uma distribuicao
definida em uma variedade analitica real M e algumas de suas principais propriedades. Para
um estudo da teoria de distribuigoes, bem como para as demonstracoes dos resultados a
serem mencionados nesta se¢ao, sugerimos ao leitor a referéncia [H].

Seja u € £&'(RY). Lembremos que a transformada de Fourier de u é a funcio de classe
C> de R" dada por

a(€) = (u,e™*), £ eRY,
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onde a distribuicao age com respeito a varidvel z € RV,
Como sabemos, a regularidade C'*™ da distribuicao u pode ser descrita em termos do

decaimento de sua transformada de Fourier. Mais especificamente, v é uma funcao de classe

C> em RY se, e somente se, para todo k = 1,2,..., existe C, > 0 tal que
A Ck N
[a(€)] < e vV £ e RT\{0}. (1.4.11)

Assim, para que uma distribuicao u € D'(RY) seja C* em um ponto zy € RY, é
necessario e suficiente que encontremos uma funcio de corte ¢ € C(RY), que vale 1 em vi-
zinhanga de x( e tal que a distribuicao de suporte compacto pu tenha o decaimento descrito
em (1.4.11). Dessa forma, a nao validade de (1.4.11) para a distribui¢ao de suporte compacto
pu, para qualquer ¢ como acima, caracteriza as singularidades da distribuicao w.

Dado um ponto (zg,&) € RY x RM\{0}, dizemos que u é micro-regular em (zg, &)
se existirem ¢ € C®(RY), igual a 1 em vizinhanca de zy e uma vizinhanca conica I' de
&o tais que pu tem o decaimento dado por (1.4.11), para todo £ € I". Definimos entao o
conjunto frente de onda C* de u como sendo o conjunto dos pontos (z, &) onde u nao é
micro-regular e denotamos por W F'(u).

Dessa forma, enquanto que o conjunto suppsing(u) localiza as singularidades da dis-
tribuicao u, o conjunto W F'(u) localiza as dire¢oes que provocam tais singularidades. A esse
processo de localizacao de diregoes damos o nome de microlocalizagao.

Vamos agora dar a idéia de microlocalizagao de singularidades Gevrey. Lembremos que
uma distribuicio u € D'(RY) é dita ser de classe G° em um aberto Q@ C RY se existe
f € G*(Q) tal que, para toda p € C°(Q),

(u, ) = /Qf(x)go(m)daj

Denotamos por suppsing,(u) o complementar do maior aberto onde u é de classe G*, e o

denominamos o suporte singular Gevrey de ordem s de u.

Proposigao 1.4.1 Sejam s > 1, Q C RY um aberto, vy € Q eu € D'(). Entdo u € G
em vizinhanca de xo se, e somente se, existem uma vizinhanca U de xo e uma sequéncia

limitada u, € E'(Y), que é igual a u em U e tal que eziste uma constante C' > 0 satisfazendo

s\ k
[, (€)] < C (%) , k=1,2,..., ¢ e RM\{0}. (1.4.12)

A proposigao acima, cuja demonstracao pode ser vista em [H], torna natural a seguinte

defini¢ao:
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Definigao 1.4.1 Sejam s > 1, Q C RY um aberto e u € D'(Q). Se (wg,&) € Q x RV\{0},
dizemos que u € s-micro-regular em (x,&y) se existem uma vizinhanca U de xy, uma
vizinhanga conica T de & e uma sequéncia limitada uy € E'(Q), coincidindo com u em U,
de modo que (1.4.12) wvale para todo £ € T'. Definimos o conjunto frente de onda G* de
u, e denotamos por W Fy(u), o complemento em 0 x RN\{0} do conjunto dos pontos (x,§)

tais que u é s-micro-regular em (x,§).

Segue diretamente da definicao acima que W Fy(u) é um conjunto fechado em Q x RV\ {0}
e conico na varidvel £ € RV\{0}.

No caso em que s = 1, denotamos W F; (u) por W F4(u) e o denominamos conjunto frente
de onda analitico de u. Dizemos ainda que u é micro-analitica nos pontos (z,£) € QxRN\{0}
tais que (z,&) ¢ W F4(u).

A sequéncia uy que aparece na Proposicao 1.4.1 e na definicao 1.4.1 pode sempre ser
escolhida como produto de u por uma sequéncia apropriada de fungdes de corte (ver [H]).
Entretanto, para o caso em que s > 1, caso este de especial interesse neste trabalho, essa

caracterizagao pode ser melhorada, como vemos no préximo resultado.

Teorema 1.4.1 Sejam s > 1, Q@ C RY um aberto e u € D'(Q). Se xy € Q, entio para que
u seja de classe G° em vizinhanga de xy é necessdrio e suficiente que existam uma fun¢ao

de corte ¢ € G§(2), que vale 1 numa vizinhanga de xo, e constantes C e € > 0 tais que
1
|pu(€)| < Ce™¥¥l* ¢ e RV, (1.4.13)

Além disso, a condi¢ao (1.4.13) € equivalente a sequinte:

k
|@(§)I§O(glz) . k=12, ¢eR". (1.4.14)

A demonstracao do teorema acima pode ser vista em [R].

Observacao 1.4.1 A condigao (1.4.14) € equivalente a:

Ck®
€]

De fato, é suficiente mostrar a equivaléncia para o caso em que || > 1, pois o caso

lpu(é)| < C ( ) . k=1,2,..., £ € R"\{0}. (1.4.15)

contrario segue facilmente do fato de que funcoes continuas sao limitadas em conjuntos

compactos. Seja k um inteiro positivo e suponha que vale (1.4.14). Tomando-se N o menor
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inteiro maior ou igual a sk e supondo, sem perda de generalidade, que C' > 1, temos, para
€l > 1,

N
s

€f1Bu(e)] < lgl~1zu(¢)l < C(ON)™ < Ok,

pelo Lema 4.2.1 (ver Apéndice), para alguma constante C; > 0. Isso mostra (1.4.15).

Reciprocamente, se vale (1.4.15), tomando-se agora N o menor inteiro maior ou igual a

f, temos, para || > 1,

€15 Izue)] < 1¢NIFue) < C(CN*)N = CVHINN < Cy(Crk)*,

novamente pelo Lema 4.2.1. A prova da observacao esta agora completa. U
Enunciamos a seguir algumas importantes propriedades satisfeitas pelo conjunto frente
de onda G*.

Proposicao 1.4.2 Sejam u € D'(2) e s > 1.
(i) A projecao de W Fs(u) em Q € igual ao suporte singular G* de u, suppsing,(u);
(11) WF(u) C WEs(u) C WF4(u) e, se sy < sa, entdo WF,(u) C WF, (u);
(111) W F (%) C WFy(u), para todo j =1,...,N;

J

(iv) Sea e G*(Q) entao W F(au) C WFy(u).

Se
P(x,D) = Z aq(z)D”

laf<m
¢ um operador diferencial com coeficientes em G*(2), segue dos itens (iii) e (iv) da Propo-
sicao 1.4.2 que
WEF,(P(x,D)u) C WFs(u).

No caso em que P(z,D) é um operador diferencial com coeficientes analiticos em (2,

mostra-se que

WF,(u) C Char(P)UWF,(Pu), ueD(Q).

Assim, se P(x, D) é um operador eliptico com coeficientes analiticos em €2, entao, para
toda distribui¢ao u € D'(Q2),
W Fy(u) = WF(Pu).

Vamos agora definir a transformada de Fourier-Brés-Tagolnitzer de uma distribuigao com
suporte compacto e dar uma caracterizagao de sua regularidade G* em termos de tal trans-

formada.
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Como vimos anteriormente, enquanto que a regularidade G*, s > 1 (e também a regu-
laridade C'*°) de uma distribuigdo u pode ser caracterizada localmente através do compor-
tamento da transformada de Fourier de uma distribuicao de suporte compacto que coincide
com u numa vizinhanca, para caracterizar a analiticidade de u, necessitamos estudar o com-
portamento da transformada de Fourier de uma sequéncia de distribuigoes de suporte com-
pacto, o que torna tal caracterizacao mais dificil nas aplicagoes. Neste sentido, uma nova
transformada, introduzida primeiramente em [IS] e elaborada em [BI], a qual chamamos
transformada de Fourier-Brés-lagolnitzer (FBI), mostrou ser a ferramenta ideal para o es-
tudo da analiticidade e micro-analiticidade de distribui¢oes, dando uma caracterizacao para
este caso similar a que obtemos para o caso G*, s > 1, através da transformada de Fourier.
Encontramos na literatura algumas pequenas variagoes na definicao da transformada FBI;
entretanto, suas propriedades se mantém inalteradas sob tais variacoes. Vamos aqui dar a
defini¢ao encontrada em [Chr].

Para y = (y1,...,y,) € CV definimos (y) = (1 + Zjvzl y?)lm, o qual estd bem definido
e é holomorfo numa vizinhanga conica I' de RY, (ver [Chr]). Sejam (z,&) coordenadas em
CN x C¥. Para cada vy € [0, 1] considere a forma diferencial w definida em uma vizinhanga

conica de RY em CV por
w=dri N - Ndey ANd(& +iz1(§)T) A - Nd(En + iz (E)7).
Definimos ainda a funcao a, por
w=ay(z,§)dry N Ndey NdE N - NdEy.

Assim, o coeficiente «, é holomorfo com respeito a z, e igual a 1 + O((£)"!) para z em

qualquer aberto limitado de CV.

Definigao 1.4.2 Seu € &'(RY), (z,£) € CN xT e 0 < v < 1, definimos a transformada de

Fourier-Bros-lagolnitzer, ou simplesmente transformada FBI de u por
Fou(z,€) = (u, /@@ e="P (1 — o/ €)),
onde a distribuicdo u age com relacao a varidvel x'.
Para mais detalhes sobre a transformada FBI, ver, por exemplo, [BCH].
Teorema 1.4.2 Sejam s > 1, Q C RY um aberto, xg € Q e u € D'(). Sao equivalentes:
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1. u e G* em x.

2. Ezistem v € £'(Q) coincidindo com u em vizinhanga de zo, v € [1/s,1], 6 > 0, C >0

e uma vizinhanca V' C ) de xq tal que

|Fro(z, €)] < Ce %" para todo (z,€) € V x RV, (1.4.16)

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada em [Chr]. Uma vez que, para

€] > 1, temos €] < (€) < V/2[€|, é facil ver que a condicdo (1.4.16) é equivalente & seguinte:

| Fyu(x, €)] < Ce " para todo (z,6) € V x R, (1.4.17)

Dessa forma, se 2 é um aberto de R, u € D'(Q) e s > 1, podemos descrever o conjunto
frente de onda W F,(u) como o complemento em € x R¥\{0} do conjunto dos pontos (¢, &)
para os quais vale o seguinte: Existe ¢ € G§(€2), igual a 1 em vizinhanca U de zg e existe
uma vizinhanga conica I' de & em RV\{0} tais que a desigualdade (1.4.17) é satisfeita para
v =u e para (z,§) € U x I'.

Utilizaremos a descrigao acima nos capitulos posteriores.

Para finalizar esta secao, vamos definir o conjunto frente de onda G* de distribuigoes
definidas em variedades analiticas reais. Para tanto, necessitamos do seguinte resultado,

cuja demonstracao pode ser vista em [H].

Teorema 1.4.3 Considere s > 1. Sejam Q; e Qs abertos de RN e RN2 | respectivamente e

seja f: Q0 — Qo uma fungao analitica real, com conjunto normal Ny dado por
Ny = {(f(z),n) € Q x RN : tf'(2)n = 0}.
Se u € D'(Qy) é uma distribuicao que satisfaz
Ny NWE(u) =0,

entao o pullback f*u € D'(Q) pode ser definido de maneira unica tal que f*u = wo f quando
u € C*® e, além disso, temos

WEF(f*u) C f*WFy(u),

onde

FWE(u) = {(z," f'(x)n) : (f(2),n) € WE(u)}.
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Sejam €; e €, abertos de RY e suponha que f : Q; — Q5 é um difeomorfismo analitico.
Segue entao que a transformacao linear f'(x) é um isomorfismo, para todo x € €. Logo,
neste caso, temos que Ny = f(£) x {0} C Oy x RN, Assim, toda distribui¢ao u € D'(£s)
satisfaz Ny N W Fy(u) = (. Logo,

WEF(f*u) C f*WFs(u),

para toda u € D'(€).
Aplicando o mesmo raciocinio para a aplicacao f~! : Qy — €, com a distribuicao
f*u € D'(y), temos que

WE((f71) fru) € (fT) WE(fu)
e, como (f71)* = (f*)7, segue que
WE(u) C ()" WE(f*w),
ou ainda
J*WF(u) C WF(f"w).

Portanto, se f : Q) — Q9 é um difeomorfismo analitico e u € D’'(£25), entédo
WE(f*u) = f*W Fs(u). (1.4.18)

Segue, em particular, de (1.4.18), que u € D'(£22) é s-micro-regular em (f(z9),n) € Qg %
RM\{0} se, e somente se, f*u € D'(Qy) é s-micro-regular em (o, f (20)n) € Q1 x RV\{0}.
Vamos agora relembrar a definicao de distribuicao em variedades. Para mais detalhes,
ver [H]. Sejam M uma variedade analitica real de dimensao N e (U, x) uma carta local de
M. Se u é uma funcao continua em M entdo, por definicdo, a funcao u, = uox ! é continua

em z(U). Se (V,y) é outro sistema de coordenadas tal que U NV # (), entao
u=uzoxr=uy,oy, em UNYV,
e assim,
uy=uyo(woy )= (zoy ) u, em yUNV)

Uma vez que, como verificado acima, o conjunto normal de um difeomorfismo entre
abertos de RY tem interseccao vazia com o conjunto frente de onda G* de qualquer dis-
tribuicao definida na imagem do difeomorfismo, segue do Teorema 1.4.3 que o pullback
(xoy ) : D'(z(UNV))— D'(y(UNV)) é unicamente definido.
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Se, para todo sistema de coordenadas (U,z) de M, associamos uma distribuicao u, €
D'(z(U)) tal que
u, = (xoy u,, em yUNV), (1.4.19)

para quaisquer cartas locais (U, x), (V,y), com U NV # (), entdo chamamos o sistema u,
uma distribui¢do v em M. Denotamos entao por D'(M) o conjunto de todas as distribuigoes
em M.

Usamos a notacao u, = uox !, em concordancia com o caso em que u é continua. Se, para
toda carta local (U,z) de M, temos definida uma distribuigao u, € D'(z(U)) satisfazendo

(1.4.19), entdo existe uma unica distribuicao u € D'(M) tal que u o z~!

= u,, para toda
carta local (U,z) de M (ver [H]). Em particular, segue que a defini¢ao de distribui¢ao em
variedade dada acima coincide com a defini¢ao que ja conhecemos, no caso em que M é um
aberto de R¥.

Seja entdo u € D'(M). Assim, fixada uma carta local (U,x) de M, x = (x1,...,2n),
temos que uox~t € D'(x(U)). Podemos considerar o conjunto frente de onda W F,(uoz™!)
como um subconjunto do fibrado cotangente real de RY, identificando um elemento (z, &) €

z(U) x RN\{0}, £ = (&,...,&N), com n € T*RN|$(U) \{0} dado por
n==~&(dr)s + -+ En(drn)a,

onde (r1,...,ry) sdo as coordenadas canonicas de RY. Da mesma forma, os elementos de
T*M|, podem ser identificados com elementos (p,&) € U x T,,M.

Definimos entao
P WE (o) = {(p,'deyr) € T M \{0} : (2(p), ) € W EL(woa)},
onde *dx,n € Ty M é dado por

tdz,n(v) = n(dz,(v)), v e T,M.

Definicao 1.4.3 Sejam M uma variedade analitica real, w € D'(M) e s > 1. Definimos o

conjunto frente de onda W F(u) C T*M\{0} como o conjunto tal que sua restricao a cada
carta local (U, z) de M € dada por x*W F,(uo z™1).

Segue do Teorema 1.4.3, juntamente com (1.4.18), que a definicao de W Fy(u) é indepen-
dente da escolha das coordenadas locais. Além disso, a definicao acima fica compativel, no
caso em que M = R, com o que ja haviamos definido, considerando o conjunto frente de

onda como subconjunto do fibrado cotangente de R”.
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1.5 Teorema da funcao implicita para funcoes na classe
G*(Q2, HN))

Sejam s > 1, Q C RM, N C C» abertos. Estamos interessados em mostrar uma versao
do teorema da fungao implicita para fungoes na classe G*(2, H(N)).

Enunciamos primeiramente o Teorema da funcao implicita na versao Gevrey.

Teorema 1.5.1 Se F' = (Fy(z1,...,2N),..., Fo(x1,...,2N)) € uma fungdo de classe G*

definida em um aberto U contendo um ponto xo = (29, ...,2%) a valores em R", comn < N,

tal que F(xo) =0 e
OF;
det (—3)
0%t ) 1<

¢ nao nulo em xg, entao existe unica func¢ao f = (f1(Tni1, - TN),y - fo(Tng1, .., 2N)) de
classe G* de uma vizinhanga Vo de (29,,...,2%) € RV™™ em um aberto Uy de R" tal que
x? :fj(x2+1,...,:p?\,), j=1,....n
e
F(f(Tnt1s-- s TN), Tng1, - 2n) = 0.

O teorema acima é uma consequéncia do teorema da fungao inversa para funcgoes de classe

G*, cuja demonstragao pode ser vista, por exemplo, em [K].

Considere F(z, z, w) uma fungao de classe G° em z € 2, Q C RM um aberto, e holomorfa
nas variaveis (z,w) € NV C C2. Se w = y; + iy, e F = u + iv, entao as equagoes de Cauchy-

Riemann ficam

ou B ov ov ou

— =— ¢ — = ——
dy1  Oys oy OYa
Suponha que, em um ponto py = (g, 20, wp) € QX N, temos F(py) =0 e g—i = 0. Temos

que

T TP ) N
ow 2 \0y; Oya  Oyr Oy oy Oy

Assim, em pg temos

ot [ B B | _ Qudv  Oudv _ (%)Z <%)2_ oF
gv  Ov 0y1 0y Oya Oy o 0y ow

oy Oy2
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Ainda, como F' ¢é holomorfa em (z,w), segue que u e v sdo analiticas em (Re z,Im z, ¥y, y2)
e, portanto, de classe G! nessas varidveis. Uma vez que F é de classe G° em z ¢ G C G,
temos que u e v sao funcoes de classe G°. Assim, pelo Teorema 1.5.1, existem funcoes
fi(z,Rez,Imz) e fo(x,Rez,Im 2) definidas em vizinhanca de (x¢, Re 2o, Im 2¢) e de classe G*
tais que Rewy = fi1(zo, Re 20, Im 2p), Imwy = fo(z0, Re 29, Im 2p) e, se f(z, 2) = fi(z,Rez,Im2)+
ifa(x,Re z,Im 2), entao
F(z,z, f(z,2)) = 0.

Segue dai que 5
%F(ZE’ 2, f(l',Z)) =0.

Logo,
OF 0f OFOf
——{ + —_—{ =0.
ow 0z 0w 0z
Como F' ¢é holomorfa em w, temos que g—g = 0 e, uma vez que g—i # 0 em vizinhanca de

af _

Po, concluimos que 72 = 0. Portanto, f ¢ de classe G* em z e holomorfa em 2.

Esse resultado ¢é valido em dimensoes maiores e serd demonstrado a seguir.

Teorema 1.5.2 Sejam Q C RM, N C CN abertos e (20,¢') € Q x N. Suponha que
F=(F,...,F,) e F;=Fj(x,() € GS(QHWN)), paraj=1,....,n en <N, onde x € Q e
¢=(C,...,¢n) €V. Se F(z0,()=0¢

det (aFj (I07C/)) # 0,

9G; 1<i,j<n
entdo eziste vizinhangca U C CN~™ de (41, - - ., Cy) tal que {(¢1, ..., )} x U C N e eziste
uma tnica fungao f = (fi,...,fn) de modo que f; = fi(z,(ni1,-..,Cn) € G*(Q,H(U)),
j=1,...,n, CJ/ :fj(:vo,C;LH,...,C;V) para todo j =1,...,n e

F(xaf(magnJrla'"7CN)7C71+17"'7CN) :07 v (x7Cn+17"'7<N) e xU.

Demonstragao:

Como cada F; é de classe G° em x e holomorfa em (, escrevendo F; = u; + 1v;, segue
que as fungoes u;(z,Re(,Im() e vj(x,Re(,Im() s@o analiticas nas varidveis (Re(,Im() e
assim, temos que u;, v; sao de classe G°, para todo j =1,...,n.

Fazendo ¢ =t + iy = (t; +iyy,...,tx + dyy), temos que, no ponto (z,¢ ),
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OF; ou,; ou,;
7 = (_J) :(ﬂ> _Z<ﬂ> ~ A+iB.

ack nxn atk nxn ayk nxn
Por hipétese, temos que Z é localmente inversivel. Seja entdao Z~! = C +iD, com C, D

matrizes de ordem n x n com entradas reais. Como Z~'Z = Id,,, temos que

CA-DB=1d,
CB+ DA =0.

Assim,
CA—-DB —(CB+ DA)
= Idy,.

C —-D A -BY\
D C B A )] \CB+DA CA-DB
Ou;

8 .
ﬂ) e B— — (8
nxn Yk

Logo, como A = < o > , segue pelas equacoes de Cauchy-Riemann
nx

que a matriz
(%) (%)
Ok ) s Yk ) xn
(% vy
Otk ) pxn Yk / xn

é inversivel no ponto (g, ().
Portanto, pelo Teorema 1.5.1, diminuindo €2, existe vizinhanca U de
Re(,Im()} xU C V e exis-

(Re i1, Im Gy, Re Gy, Im Q) tal que {(Re ¢y, Im ¢y, ..
tem fungoes f}, f7 € G*(Q x U), com

Re(; = f}(zo,Re 4y, Im ¢y, ..., Re Gy, Im Cy)

e
Im ¢ = f2(zo,Re (1, ImGyyys - .., ReCy, Im Cy)
.y fn), entao

para todo j = 1,...,n, e ainda, se f; = f} +if] = (f}, f7) e f = (f1,
(1.5.20)

P}(xvf(xagn+17‘"7<N)7<n+1""7<N) = 07

para (z,(pi1,---,Cn) € XX U ej=1,...,n, onde usamos a notagao
.,ReCN,ImgN).

(Cn—i—l; e 7<N) = (Regn—&-laIan—&-lv .-

Resta-nos portanto mostrar que cada f; é holomorfa nas variaveis ((,41,...,(y). Para

tanto, é suficiente verificar que
af;
T(‘ra Cn-‘rlv s 7CN) - 07
Ok
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para todo (x,(ui1,.-.,Cn) €EQxUek=n+1,...,N.
De (1.5.20) temos, parak=n+1,...,Nej=1,...,n

0
ac,

Assim, uma vez que cada [} ¢é holomorfa em ¢, segue que

OF, 0f,
Z G ac,,

Escrevendo a equagao acima matricialmente, obtemos

0¢1 OCn, 0Cn41 N
c : : : =0.
OF, . 0Py, Ofn .. Ofn
1 A 01 N N

Uma vez que, diminuindo €2 e U se necessario, a matriz

<g§; (@, f(x, Gugts -+ (V) Gug s - - - 7CN>>”X”

é inversivel, segue que
af;

ack('x CTL+17"'5CN) = 07

(‘T f(x Cn-i—lu"‘7CN)7<71+17"‘7CN) =0.

para todo (z,(ut1,...,¢n) € @ x U ek =n+1,...,N e portanto, concluimos que f; €

G*(Q,H(U)), paratodo j =1,...,n
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Capitulo 2

Solucoes aproximadas Gevrey para

estruturas involutivas

Neste capitulo, vamos definir o conceito de solucao s-aproximada e mostrar a existéncia
de tais solucoes para sistemas lineares formados por geradores de GG*-estruturas involutivas.
Uma vez que o nosso problema é de carater puramente local, vamos aqui dar as definicoes
e demonstrar os resultados para campos vetoriais complexos definidos em vizinhanca da
origem em RY. No apéndice deste trabalho, damos uma definicao intrinseca de solucoes

s-aproximadas para G*®-estruturas involutivas.

2.1 Problema de Carleman para funcoes de classe
Gevrey

Esta secao sera dedicada a demonstracao do resultado abaixo. Embora demonstrado em

[BP], incluimos sua demonstracao aqui de modo a deixar completo o presente trabalho.

Lema 2.1.1 Sejam s > 1 e {vg(x)}, B € Z, wma multi-sequéncia de fungoes C* definidas
em vizinhanga €@ C R™ da origem tais que, dado um compacto K C ), eviste B > 1

satisfazendo
|0%vs(x)| < BB () (8] Vo € K,a € Z7,8 € 7. (2.1.1)
Entao, diminuindo §) se necessdrio, existe ' € G*(2 x (—1,1)") tal que 9] F(z,0) = v,(z),

para todo v € ),y € Z1}.
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Para a demonstracao do Lema acima, vamos inicialmente mostrar o caso em que n = 1,

ou seja, mostraremos o seguinte

Lema 2.1.2 Seja s > 1 e considere uma sequéncia {vi(x)} de funcoes definidas em uma
vizinhangca V- C R™ da origem, C* em V e tais que, dado K C V' compacto, existe B > 0
tal que, para todo o € N™,

0% (z)| < Bl (o) (k) Vo e K k=0,1,2,.... (2.1.2)

Entao existe f € G*(V x (=1,1)) tal que
an

PT (2,0) =v,(z), Yz eV, n=0,1,2,....

O Lema acima generaliza o que conhecemos como problema de Carleman, mencionado
na introdugao. A construgao utilizada aqui é semelhante aquela encontrada em [Dz], substi-
tuindo a sequéncia numérica pela sequéncia de fungoes vg(z).

Demonstragao:

Para t € [—1, 1], definimos ao(t) =1 e, se k > 1, considere

0, 1<t< 0y
_ 0.4r

be(t) = 4 exp (tQ(fk—jﬂz) . —op<t<0 (2.1.3)
0, 0<t<1

1

onde r é um inteiro tal que o <57 leo, = D' 6D para algum D > 0 a ser
r

determinado.

Ainda para k > 1, definimos

agw—lﬁﬁﬁﬂ@ (2.1.4)

para —1 <t <0 e ag(t) = ar(—t), para 0 < ¢ < 1.

Consideremos a série

= ()

M@MW=%@+;;

Uk

éfjtlk(t)tk. (2.1.5)

k=0
Para mostrar que (2.1.5) define uma fungao f que satisfaz as condigoes do lema, é sufi-
ciente mostrarmos que a série
— k()
k!

ap(t)tk
k=1
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define uma fungao g(z,t) de classe G* tal que

g
— = =1,2,....
(%n(a:,O) (), n=12

1

Iniciemos a prova estimando / br(y)dy. Para —oy, < u < 0, temos que
—1

_ko.4r
b = —k ).
) = (G, )

Logo, derivando a funcao acima, concluimos que by(y) cresce para —o, < y < —% e

decresce para —% <y < 0. Além disso, para 0 < y < ¢, é facil ver que

Ok Ok
bp(—— —y) = bp(—— .
K= =) = b= +y)
Assim, tomando-se a particao [—ak,—%], [—3%,—%], [—2£,0] do intervalo [—oy, 0],

obtemos

: ’ g o o o o o
/ b (y)dy = / be(y)dy > Zkbk(—gk) + by <—Zk> + Zkbk(()) = Lp, (—f) .

1 —0k 2

Assim,

1 1627‘k
/ bi(y)dy > %exp (— o ) . (2.1.6)

1
Uma vez que bi(t) é analitica em (—oy,0), estendendo by, a um aberto de C e aplicando

a Formula de Cauchy para as derivadas b,(cn) (t), tomando como contorno uma circunferéncia

C de raio —ht, onde h > 0, e centro t € [~,0), obtemos

! bi(2)
p™ (¢ :n_/k—d_
e W=55 | Gopm®

Sez€ C,entdo z =1t — hte??, 0 < § < 21 e dz = —ihte?dd. Logo,

L (%7 by(t — hte)
Wt—i/-L—f—w
e (1) 2 Jo  (—hte?)"
Assim,

1 /27r ”
by (t — htei®)|do. 2.1.7
i ), (2.1.7)

Usando a expressao que define by, apos alguns célculos, obtemos

|
p™ ) < &
o) <

—ko}" cos(28r + 2r) )

bi(t — hte')| =
|k ( ") = exp (tw(l — 2hcos@ + h2)"[(o) +t — htcos 0)% + h2t? sen? 6]
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onde

—hsenf sonny — —htsend
(1 —2hcosf+ h?)2’ ! [(os +t — htcos)? + h2t?sen2 6]z

sen =

Observe que

(op +t — htcos0)* + h*t?sen’ 0 = of + 2oy + t* — 20,ht cos @ — 2t*h cos O + h*t?
2 2 2 2 2

%% , % Ok 9k Ok 12

4+ 2 +2-Eh+2—"h+ —h

2 + 4 * 2 + 4 + 4

1 h h?
= o2 (14+14+-4+h+—-+—
ak<+ Ty tht g+

< op+2

IN

403,
para h suficientemente pequeno. Além disso, também para h pequeno, temos
0<(1—-h)?=1+h*-2n<1—2hcosf+h*><1+2h+h*=(1+h% <2
Logo,
1 S 1
(1 —2hcos® + h?)[(of + t — htcos )% + h2t?sen? 0] — 8o
Note ainda que, quando h — 0%, cos(26r + 29r) — 1 e assim,

1
cos(20r + 29r) > 2

para h pequeno.

Segue entao que

; —ko}r —ko?" L
b (t — hte®)| < exp (W) = exp ( th > : (2.1.8)

_ 1
onde L = 3¢

Portanto, segue de (2.1.7) e (2.1.8) que

! —Lko}r
B (1)) < ——— exp | ——k
0] < e ()

para t € [~%,0), com L dependendo apenas de 7.

Se n = 0 na tultima expressao, obtemos

—Lko¥
Ibi(8)] < exp< Tk ) <1

t2r

Assim, como



segue de (2.1.6) que, para t € [—%,0),

/ 2 16k
ol < 2o ()

IA
|
@
o
e

1 2r
< 2exp( gk) TDEED, (2.1.9)

para algum 7" > 1 a ser determinado.

Suponha agora que n > 1. Neste caso, a funcao

—Lko?r
# exp <—k> , t#0

f(t) = "
0, t=0

atinge seu valor maximo nos pontos t tais que

o Lotk o
= (F7E ,

Segue disto e do fato de que lim f(¢) = 0 que
t—0—

1 /n\3= 1\ .
0 0 () o+
e =G (M) ©

1 1 \2
Dessa forma, fazendo T; = 7 (ﬁ) e_Tlr, tomando-se T" = max{Ty, 1} e lembrando
r

que n! < n" e g, = D'k~6=Y | obtemos, para n > 1,

n! Lok

hn|t|n€ £2r

n! 1 <n)2"r 1\ n
R (e - o3
hvop \k 2rL
nlnaz 1 1 \2 n
— R _— e 2r
opka h™ \ 2rL

nlnz (1 1 o " "
— - n 0 P—— (& T
opkar h \2rL

n
. ninar

! ok

b (1))

IN

n"nzr B Tr D" nar k™=
(D—lk—(s—l))nk;j o kar
TnDnnan"—rkn(s—l)

IN

T{‘

IN

(2.1.10)
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para todo t € [—%,0). Porém, devido a simetria de by no intervalo (—oy,0) e ao fato de
que, fora desse intervalo, by se anula, concluimos que, de fato, a estimativa (2.1.10) é valida
para todo t € [—1,1].

Logo, da definigao de ay(t) em (2.1.4) e das desigualdades (2.1.6) e (2.1.10), segue que,
para cada t € [—1,1] e para n > 2,

n-ly (n—1)(s—1)

é exp (162%) 771D (n — 1) (n — 1)

(n) 32r
a, (t)] <
0] < —
2 exp (%) Tn D nmp s k(s
< _ : (2.1.11)
k 2r
visto que op = D'k~ T > 1e (n—1)""' < n" Ainda, tendo em vista (2.1.9), temos

que, de fato, a estimativa (2.1.11) ¢é valida para todo n > 1.
A derivada formal da série (2.1.5), de ordem a € N™ com relacdo a = e de ordem n com

relacao a t, coincide com a série cujo termo geral é

i=0 \ !

(1) = 20 5 ( . ) af' ()t

Para o caso em que n = 0, fazendo a = 1:,)67?, temos de (2.1.6) que

92 t
lak(t)] < —e“’“/ |0 (y)|dy
—1

Ok

2 t
< —e“’“/ dy
Ok -1

92 4ak
= Zetk(t41) < =
(% (%

Assim, para —% <t <0, da definicao de oy, temos

- ‘ k — 1 k+1 ‘71]3
Z |ar(@)|[¢]* < ZHB Jan(t)

k=1 k=1
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12 1
k ok—1 Dk—1f(k—1)(s—1)

I
WME@

ea(k—l

1 )
a2 k—1
=2eb ZHB DT

<1 [/ Ber\ !
:2@3225(;)

k=1

=1
<2e"B*) 5 <%, (2.1.12)
k=1

escolhendo D > Be®.
Observe que |(t°)?)] < ko ™", para t € [—oy, 0g]. Assim, da desigualdade (2.1.11) temos,
paran > 1,

|0%vg ()] 167k — n (n—a)" (n—z)nzzr - b
t < 2 €T T’I’l ’LDn 7 k,l 1
|'I,Uk(x, )| — ]f' eXp 327, — Z k (n Z) 8 1)]{;” i—1 Uk;
@) (167K = [ n I i
< 2= T D"D
> il €xp 32r - ; Jo—(n—i)(s— 1)]{;”72»"1
o 1627k n n—iy n= Z 1 ik~ k(s—1)
S 2| zvk( )| exp n TnDnD—kn H—
k! 32r PR 7 k—n(s—1) "= —
|0%vg ()] 16%"k b k(1) N i e
pR DFgkE=Y D" 2.1.13
KoOOP\ e ; i s 1>k:7" e (2149)
Suponha inicialmente k& < n. Observe que, para cada ¢ =0,1,...,n,
i1
z'—i—n(s—l)—(n2;) >itn(s—1)—n(s—1)=i>0,
r

onde, para 7t =n — 1 e i = n, a desigualdade é imediata e, para i < n — 1, basta lembrar que

2L < s—1. Assim,
T

(n—i—1)

i+n(s—1)— 55—
B
n

donde segue que

n—i—1 . . n—i—1 .
n"in 2 k' n"'n 2z n
L—n(s— 1)]{:”211” t T n—n(s— 1)71”224 -
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Logo, para k < n, temos

|05 vk ()] 16"k hpk(s-1) N "I nt
) < 2=l D kR " D" :
‘wk’<x7 )‘ —_ k‘ eXp 327. Z Z n (S l)nn—z—l

. 2r
=0

_ |(9§‘vk(x)| 162rk —k1.—k(s—1) - n n Myn,,ns
= 2 exp (o | DR > .| 7D

=0

1 2r
_ 2n-&-1|a Q;:'( )l 6Xp< :6))2rk) D_k/{?_k(s_l)TnDnTLns.

Seja entao K C V um compacto dado. Entao, existe B > 0 tal que a desigualdade (2.1.2)

se verifica, isto é,
0% ()] < B (o) (k1)) Vee K k=1,2,....

Assim, para x € K, t € [-1,1] e k < n, do fato de k! < k¥ e ’Z—]f < e, temos

2n+1B\a|+k+1 s (ks 162rk
|wk<x7t)‘ < o (Oé) ( ) exp( o )Dkkk(sl)TnDnnns
k 162Tk — n myn, ns
< B‘Oé|+1(a!)s2n+l (k' Bk’ exp< = )D k) T" D"n,
162"k
< B‘a|+l(a!>52n+l (ekBk exp ( §2T ) Dk) T" D

< B\a|+1 (a!>s2n—k+1TnDnnns
para D > 2eBe®. Dessa forma,

Z lwi(z,1)] < ZB"*'“ )son-kHln prpgns < Blaltl(gl)sont2pr prprs - (2.1.14)

Agora, se k > n, entao segue de (2.1.13) que

|08 vk ()| 1675\ e[ n i nmiml

7t < 2 T e D %L (s—1) 7" D" .

|wk(x )‘ - k‘ Xp 327‘ — Z k_n(s_l)kn;zrfl
B|a\+k+1 NS (kN3 162rk n i n= Zr 1]{:1
< 2 (a)( )eXP(T)D k~ slTnDnZ n n n2n11
k! 32r par i L-n(s—1) "5t
Blaltk+1 ()3 (k1) 162
S 2n+1 kgla/ ) ( ) exp (( 327, + 1) k) D~ kk (s—1) T"ZDTLkns

Para justificar a tltima desigualdade, considere inicialmente 0 < i < mn — 1. Dali,
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’!LL].

nint e kb kit K
n—i—1 S n—i—1
k— n(s—1) k T k— n(s— 1)k o7

Agora, para ¢ = n, temos

kns < ekkns'

n—i—1

. . 1
n"tn 2 k' n-2r k"

f—n(s—1) kn QZT 1 k—n(s—l)k—%

2r
— (E) Lns S k}QflT S kL™ S ekkns,

n

donde segue a desigualdade.
Seja entao D > 2B exp ( s+ 3) Dai,

kB k 72kk (s—1) 2n+1Tnanns

2_k6_2kkkk‘ns
la|+1 ¢  1\son+1gm ryn
Bl al) 2 S

BlaH_l(CY!)82n+1TnDn2_k6_2k6kk'ns
B|a\+1(a!)52n+1TnDn2—k€—kkns'

Bkkks
|a|+1 s
jwe(2,1)] < B (a!)——

VAN VAN

Lembremos que, dados a, d reais positivos, e @ < a~%d%~¢. Assim,
e—k S k_nS(TLS)nSG_nS
S
e, portanto, fazendo M = (E) , temos

|wk(:v,t)\ < B\aH—l(a!)52n+1TnDn2—k’(ns)nse—ns

Bl (glysgntipn pro=k (f) s
e
Bl (aly2m i pro~k prrane,
Logo,
> fwile,t)] < BN a2 T DM Y 27k
k=n-+1 bt

< B|a|+1(a!)s2n+1TnDnMnnns'

Portanto, se (z,t) € K x [—1,1], segue de (2.1.14) e (2.1.15) que

47

(2.1.15)



Z\wk(:c,t)\ = Z\wk z,t)| + Z |wg(x, )]
k=1

k=n+1

< B‘”"“(a')s2”+2T”D” ns 4 Blal+l(gnysontin pnympns
< Bl (gl)yson 3 pr s

< BlFYah*(16TDM)"n"™

< BlH(a)*(16TDM)"e" (n!)*

< BlHF(a)*(16TDMe*)"(n!)*

<Al ) (nl)?,

onde A = max{B, 16T DMe*} independe de « e n. Isso mostra que a série (2.1.5) converge

em C'™ e, além disso, se denotarmos

[z, t) =vo(x) + Z Ukk(!x)ak(t)tk,

temos que f € G*(V x [—1,1]) e, pela forma como as fungdes a; foram definidas, é facil ver

que 5
%f(x 0) =v,(x), Ve eV, neN,
conforme queriamos demonstrar. O]

Demonstracao do Lema 2.1.1:

Defina, para x € Q e y € [—1, 1]",

Pl =Y 29 a0, (2.1.16)

|
BeNn B
onde Ag(y) = ag, (y1) ... aa,(yn) € ag, sdo as fungoes definidas no lema 2.1.2.

Considere {A,} uma n-multi-sequéncia dada por A, = ag, ...a,,, onde {a;} é uma

sequéncia de reais positivos qualquer. Nessas condicoes, temos que

> Aa= (i aa1> (i aa2> (i aan> . (2.1.17)

aeN" a1=0 az=0 anp=0
Para simplificar a notacao, vamos justificar a afirmacao acima para n = 2. Considere em
N? a o-4lgebra P(N) ® P(N) e denotemos por u e v as medidas de contagem em N e N2,

respectivamente. Sabemos que, dadas f : N — [0,00) e g : N> — [0, 00) fungoes mensuraveis,
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/Nfdu—gf(n) e /Nzng— > gla).

a€eN?
Afirmamos que v = ux . De fato, como u é o-finita, basta ver que as medidas coincidem

nos retangulos A x B, com A, B € P(N). Observe que

V(A x B) = p(A)u(B) = p x p(A x B)

e assim, v = [t X [4.
Seja agora a = (v, ) € N2, A, = a,, a4, € denotemos f(n) = a, e F(a) = f(ag)f(as).

Assim, pelo teorema de Fubini,

Y Aa = /N2F(Oé)d(u><ﬂ)

a€N?

— /N/Nf(al)f(az)du(al)du(az)
_ / Flan)dp(an) / flas)du(as)

() )

- (S) ()

A derivada formal da série dada em (2.1.16), de ordem « com relagao a x e de ordem ~

com relagao a y, é a série cujo termo geral é dado por

Igvs(x)

’y - / ’

Wp(x,y) = T > ( N ) 97" As(y)0y (y°).
7' <y

Seja K C £ um compacto dado. Tendo em vista a desigualdade (2.1.1) e supondo B > 1,

podemos escrever

Blal+l8l+1

(Wa(z,y)| < T(a!)s(ﬁl)s|G1(%ﬁ,y)---Gn(%5,y)|

< B|a\+1 (CE!)S

n
1=

(l;_j;(ﬁj!)s |Gj(%ﬁ,y)|) )

1
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onde
Vi ’Y'*Vl '
Gi(v.B.y) =Y ( ) )@;ﬁ ag, ()0, (4,
e v
V=Y
paraj=1,...,n
Para estimar o termo acima, repetimos o que fizemos na prova do Lema 2.1.2. Assim,

usando a igualdade (2.1.17), obtemos

S Wyl < B ) Y]] 5 (B, 1G5 (7. B, >|)
B J°

B\@I-H( s

( 1G5 (v, B,

< By [ A7 ()
< ARRPH(l (),

para (z,y) € K x [—1,1]".
Da definigao de F'(x,y), é facil ver que

Iy F(z,0) = v,(z), Yz eV, yeN"

A demonstracao do Lema 2.1.1 esta completa. O

2.2 Existéncia de solucgoes s-aproximadas para estru-

turas involutivas

Em [BP], encontramos a demonstracao da existéncia de solugoes s-aproximadas para
campos vetoriais complexos de classe G*. O conteido desta secao generaliza o que esta feito
em [BP], no sentido de dar uma demonstracao da existéncia de tais solugdes aproximadas para
G*-estruturas involutivas, o que, localmente, equivale a encontrar solugoes s-aproximadas
para sistemas lineares formados por campos vetoriais de classe G*, que comutam.

Seja U x V C R™ x R"™, vizinhanca da origem. Considere os seguintes campos vetoriais
complexos

0 = .
j:8_+za]k axk ]:17,_"’”’ (2218)

k=1



com aj; € G*(U x V), e suponha que
[Li,Lj] =0, paral<i, j<mn. (2.2.19)

Definigao 2.2.1 Dizemos que u € CYU x V) € uma solucio s-aprovimada do sistema

L;Z =0,j=1,...,n, se existe uma constante positiva C tal que, para todo v € N,
Lyu(e, )] < C* @)Y, (e ) €U Vj=1,....m

Podemos definir solucoes s-aproximadas de estruturas involutivas de classe G*, definidas
sobre variedades, de modo que, localmente, tal defini¢ao coincida com a defini¢ao acima (ver
Apéndice).

Em [AH], para uma aplicacao diferente do principal objetivo deste trabalho, foi intro-
duzida uma nocao de solucao aproximada que no caso de apenas um campo L de classe G*,
pode ser localmente caracterizada pelo seguinte: Para todo ¢y > 0, existe C' > 0 tal que,

para todo v € N,

ILZ(x,1)] < C*FLw1)*+=0|t]”, ¥ (,t) € Q.

A partir de um dado incial f(z) € G*(U), é construida em [AH] uma solugao aproximada
de LZ = 0, & qual pertence a G¥, s’ > s + 1 arbitrério, e tal que, em ¢ = 0, coincide com
f- No nosso trabalho, tal solucao é obtida no mesmo espago G*, o que nos permite mostrar
nosso principal resultado, sem perda de regularidade.

Assim, se f € G*(U), vamos construir uma solugao s-aproximada u € G*(U x V') para o
sistema L,;u = 0, satisfazendo u(x,0) = f(z), para todo x € U. Para isso, faremos uso do
Lema 2.1.1, construindo uma multisequéncia {vg}, 8 € Z7, que satisfaz a condicao (2.1.1).

Seja B € Z%. Se f = 0, definimos ug(z) = f(x). Para § # 0, suponha 8 = (51, ..., B,) e

tome j o menor inteiro tal que 1 < j <nef; = max {B,}. Definimos entao recursivamente
1 1 . Ou

us(@) = - Yy Zaﬁ " aje(x,0) 5 2 (). (2.2.20)
Bi G, (B—ei— ),

Para a sequéncia {ug} definida acima, vale o seguinte
Lema 2.2.1 Dado um compacto K C U, existem constantes M, N > 1 tais que

M8l

|07 ug (@) < A

—— Nl (o] +|8))), V2 € K,a€ZT,BEZ. (2.2.21)
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Demonstragao:
Uma vez que f € G°(U) e aj, € G°(U x V), existe A > 1 tal que, para o € ZT?, v € Z7},

reK,j=1,...nek=1,..m, temos

102 f(z)] < AP (al)* and |920]ai(z,0)] < AlPHPIFL (1) (413, (2.2.22)

Vamos provar (2.2.21) por indugdo sobre |5|. Tome M = AL and N = 2A, onde L é

uma constante a ser escolhida. Segue de (2.2.22) que, paraz € K e o € ZT7,

MO
|05 uo ()] = 05 f ()] < AP (al)® < WN'“‘“(WI +0)"

e assim, (2.2.21) vale para |3]| = 0.
Assumamos entao que (2.2.21) é satisfeito para cada v € Z% tal que 0 < |y| < |f] e
provemos que o mesmo vale para [3.

Temos

1 1 T el
Bus@) < 5 D Gy 2 (‘“)|az+eku7<x>uaz—ﬁaf (@, 0)].

v<p—e; A 7)' k=1 < 0
(2.2.23)
Pela hipdtese de inducao, segue que
. M 5
02+ (@)] < T NI+ ]+ 1) (2224
e de (2.2.22), temos
‘agféatﬁ—ej_'yajk<x’ 0)‘ < A|a75\+|ﬁ*€j*’)’|+1 (Oé _ 5)'3(ﬂ —e; — ’y)'s (2225)

Além disso, sabemos que, dados ni,ng, p1, pe inteiros nao negativos tais que p; < ng e

ny N9 < ny + No
D1 p2 )\ p1+Dp2

e entao, para quaisquer multifndices o e 6 em Z', com § < «, temos que

(1)=()

Segue entao da desigualdade plg! < (p+ ¢)! que

D2 S na,

52



(a>(w++ﬂ+nﬂa—®ﬂﬁ—%—vw

B V[N —e; —7)!
< laltdél+ v+ D (al = [6D=(18 =1 = YD
- (Ja] =150 ]y|!

o (16] + [+ 1)!
- |61 1!

Afirmamos agora que

(Jel + (B (2.2.26)

e (o] + [+ D _ (laf + 18D
I (/e (2220
De fato, se |y| = |8] — 1, temos que
a'(o] + [+ DB =D [ed!((o] + |8])!
6]ty (el +151)! |61 (eel + [8])!

_ Jatdof + 18D s + 181 = 1) - .. (|6 + Dfo]!
(el + 18D (laf + 8] = 1) ... (la] + Dlaf!
_ oI+ 18Dl + 161 = 1)... (o] +1) _,
(led + 18D (el + 8 = 1) ... (Jel +1) =

visto que § < a.

Agora, se 0 < |y| < |8] — 1, temos

at(of + 2+ D8 =D (O + I +D .- (o + DB =1) - ([ + 1)
! [! (el + 15])! (laf +18]) - - (ol + 1)
o[+ I+ (ol + DB = 1) - - ([ + 1)
ol +16]) - (lal + Iy + 2) (el + [+ 1) ... (o] + 1)

(

_ P+ h+D o+ (8[=1) (bl +1)
(
1

~ (al+ P+ (el + D) (ol +18) 7 (ol + [y +2)

<

Portanto, de (2.2.26) e (2.2.27), segue que

a ) (0] + I+ D (a = 0)#(8 —e; =)' _ (jo] + 8"
( 0 ) VB —e; —)! < FE (2.2.28)

De (2.2.23), (2.2.24), (2.2.25) e (2.2.28), podemos concluir que
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|Ous(@)] < Z ZZM”'NMH?AM 181 (el + [B)Y

J y<B—e; k=1 6<a (16 =1)!

|B|‘M|BINIa\+1(|a|+|5| S S U8 el glad-Iot+isl—h
v<p—e; 6<a

— ’B|‘M|5|N|a\+1(’a’—|— ’ﬁ’ Z M~ |6— ’Y|A\ﬂ ’Y|ZN|6| |a‘+1A|a‘ 15
Y<B—e; 0<a

18—
- WMlﬁlem(!aH!BD > (%) S Agli-lali

v<B—e; 0<a

1 24 1 [B—v|-1 5]
= e S (7)) S

Y<B—e;

IN

| /\

M PN ol 8 2 (Z(

v=0

2m+1A "
(=)

para L > 1 suficientemente grande. A prova do Lema 2.2.1 estd completa. U

= MV o+ |8

Sejam agora U C R™ aberto, V' C R™ uma bola aberta centrada na origem, v > 1 um
inteiro fixo e g(x,t) uma funcdo de classe G®* em U x V. Suponha que 8fg(x, 0) = 0, para
todo B € Z1, com || =0,1,...,v — 1.

Para z fixado, denotemos g, (t) = g(x,t). Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange

(Teorema 1.1.1), temos que

k=0
para algum ¢ no segmento de reta que une a origem ao ponto t = (ty,...,t,).
Uma vez que, para qualquer ty € V,
9™ (t Z g”“’ T (LR
z 825 ce k

.....
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temos que gg(ck)(O) t*) =0, para 0 < k < v —1 e, sendo g de classe G°, diminuindo U e V

se necessario, existe uma constante A > 0, independente de v, tal que

0"g B
‘I < AV+1 1 ‘
) < 4, v Uy
Assim,
1 n az/gx B
t = U )| |ty ] - |t
|g(x7 )| - V!i Zil 8t11'atw()‘| 1| | u’
1 n , .
< o2 AT
01 yeenyip=1
— Ay+1(V!)s—1|tluny
< e )T 022
onde C' = nA.

Ou seja, se queremos que (2.2.29) seja valida para todo v € N, sendo g de classe G*,
basta exigir que 87 g(z,0) = 0, para todo § € 7"

Usaremos este fato na demonstracao do préximo resultado.

Lema 2.2.2 Sejam L;, j = 1,...,n, os campos vetoriais dados em (2.2.18), definidos em
vizinhanga U X V' da origem em R™ x R™ e satisfazendo a hipdtese (2.2.19). Se f € G*(U),
entao, diminuindo V', se mecessdrio, existe uma solu¢do s-aprozimada v € G*(U x V') do

sistema L;Z =0, j =1,...,n, tal que u(z,0) = f(x), para todo z € U.

Demonstragao:

Seja {ug(x)} a multisequéncia definida em (2.2.20). Se definirmos vg(z) = Blug(x), entdo
segue do Lema 2.2.1 que a multi-sequéncia {vg(z)} satisfaz a condigdo (2.1.1). Assim, pelo
lema 2.1.1, existe u € G*(U x V), diminuindo V' se necessario, tal que 8 u(z,0) = vs(x).

Portanto, existe u € G*(U x V) tal que

ug(x) = é@fu(a:,O), VeeU,BeZ. (2.2.30)

Em particular, temos que u(z,0) = f(x), para todo x € U. Precisamos mostrar agora
que u é uma solugao s-aproximada do sistema [;Z = 0. Para tanto, conforme observado
acima, é suficiente mostrar que 8,?(Liu)($, 0) =0, para todo 8 € Z" e paratodoi =1,...,n.

Fixemos i = 1,...,n. Vamos provar que 85(Liu) (z,0) = 0 por indugao sobre |5|. Para
B =0, temos
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. - %)
Liu(z,0) = 0/ u(x,0)+ Z ai(z, O)a—xzu(x, 0)
=1

< 0
= e (2) + Y aie(w,0)5—
o) + 3 el 05 (o)

- 0, (2.2.31)

pela defini¢do de u,,(x), conforme dada em (2.2.20).
Seja B € Z', B # 0 e suponha que 9/ (L;u)(z,0) = 0, para todo v € Z", com 0 < || <

|5|. Seja 1 < j < n o inteiro que aparece na definigdo de ug(z). Observe que
e [ O
ot;

e - 0
= 8{53 g (LJ(LZU) _Zajka_l‘kljiu>

—e; - /8 — € —e;— 0

Assim, usando a hipotese de inducao, obtemos

0P (Liu)(x,0) = 8]~ L;(Lsu)(x,0). (2.2.32)

De modo anéalogo, temos

af_ej+ei(LjU) (.Z‘, 0) _ atﬁ—ejLi(Lju) (:L‘, 0) (2.2.33)

Segue de (2.2.32), (2.2.33) e da condigao (2.2.19) que

0F (L) (z,0) = 8]~ (L;u)(x,0). (2.2.34)
Considere 8 = 3 + ¢;. Temos as seguintes possibilidades:
(2) ﬁz+1:ﬁ]ej>zouﬂz+1>ﬁ]
Suponhamos que vale (1). Observe que, neste caso, i # j, sendo que a possibilidade i = j

estd contemplada no caso (2). Temos entao que
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—ej—y Ou,
ug(x) = _Bij > T e Zaﬁ J ajkxO)axk()

v<B —e; —& =)
1 1 B—eite;— au
= —— 0, T Va(z,0) =2 ().
bi WS,B—Zej+ei (B—ejtei~ Z ’ Oz

Observemos ainda que, para i # 7,

(ﬁ‘i‘ez’)!_

(B—ej+e)l= 5

Utilizando as formulas acima, temos

k=1

B—ejtei 1 . aB-ejte % - ' @
o8 (Lju)(z,0) = 9, <atj + Z%kaxk>

t=0

= 97 u(x,0)
(ﬁ — 6] + Gz B—ejtei— 8
+ > Z o, O)a—xkagu(x, 0)

(B —e€j+e—7)

y<B—ejte;
= (B+ei)lusie (x)
(ﬁ — € + ez B—ej+e;— 8%
" 'Y<5ze:'+e. (B—ej+e—)! Z O )095k (=)

= (B+e)lugie,(w)
f O S YA T 03

bi Y<p—ejtei (B—ejtei— Oy,
= 0. (2.2.35)

Logo, de (2.2.34) concluimos que 0/ (L;u)(z,0) = 0.

Se vale o caso (2), entdo

1 1 U 0
up (@) = =g D ﬁgaf Taa(r, 0)5 1 (@)

</B/ —€

1 . Ou
- _ﬁi—FlZ(ﬂ 7'265 ale:vO)axé()

e assim, como feito acima, obtemos
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O (Lau)(x,0) = (B+e)luges, () +

m

ﬁ' s auv
+Z ,Za Tai(w,0)5 ()
7<,6’
= 0. (2.2.36)

Portanto, 8;8(Liu)(x,0) = 0, para cada 3 € Z7 e i = 1,...,n, completando assim a

demonstracao do Lema. 0

Adaptando a idéia utilizada na demonstracao do lema 2.2.2, podemos provar o proximo

resultado.

Proposicao 2.2.1 Sejam Q C R™™ e N' C C™" abertos tais que (0,0) € Q. Considere os

campos vetoriais complexos
0 " o m 9
L;=— (x,t — E bri(x,t —
J at] +kz;ak.7<x7 7C07C)axk + e k;](l‘, 7C07<)a<k7

onde ¢ = (C1,...,Cm) € 0s coeficientes ag; e by; pertencem a classe G°(2, H(N)). Suponha
que [L;, L;j] =0, para 1 < 1,5 <n. Seja U C R™ uma vizinhan¢a da origem em R™ tal que
U x {0} C Q e seja f(x,0,C) € G5(U, H(N)). Entio, diminuindo Q0 se necessdrio, existe
u(x,t, G, C) € G*(Q, H(N)) tal que u é uma solugio s-aprozimada de Lyw =0, j=1,...,n
e u(x,0, ¢, ¢) = f(z, G, ().

A proposicao acima é uma importante ferramenta e sera utilizada no préximo capitulo.

o8



Capitulo 3

Micro-regularidade Gevrey de
solucoes de sistemas involutivos de

edp’s nao lineares de primeira ordem

Neste capitulo, provaremos os principais resultados deste trabalho.

3.1 Sistemas involutivos (Gevrey de edp’s nao lineares

de primeira ordem

Dada (M,V) uma G®-estrutura involutiva, procurar solugdes u para a G®-estrutura V
equivale a procurar, localmente, solugoes de um sistema de equacgoes diferenciais parciais
lineares, com coeficientes de classe G°. Vamos, neste capitulo, dar uma definicao global de
sistemas involutivos de edp’s nao lineares de primeira ordem que generaliza o caso linear
dado pelas G*-estruturas formalmente integraveis. As defini¢oes e resultados desta secao sao
anédlogos ao caso analitico, conforme pode ser encontrado, por exemplo, em [B1].

Seja s > 1 um numero real e considere M uma variedade analitica real de dimensao N.

Definigao 3.1.1 O um-jato fibrado complexo de M, denotado por CJ*(M), é definido como

sendo o congunto de todas as triplas da forma (z,a,w), onde x € M, a € C ew € CT}M.

Observe que CJ' (M) pode ser identificado com C x CT*M. Considere (U, z) uma carta

local de M, com = = (x1,...,zyN), € sejam (1, ...,(x as correspondentes coordenadas com-

29



plexas em CT M, para z € U, ou seja, se w € CT Y M, entao
0

Cj(w):w<% ), j=1,...,N.

Observe ainda que C x (CT*M]|,;) = U x CN*!, onde associamos a cada ((p,w) €
C x (CT*M|,) o elemento (z, ¢y, ((w)) € U x C¥*! se w € CTM, onde ¢ = (i, - -, Cn)-

Denotamos entao por O = C x (CT*M|,;) =2 U x C¥*! e o denominamos o subconjunto

aberto do um-jato fibrado que mora em U.
Sejam F(z, (o, (), .., Fu(z, (o, () fungoes definidas em O, que sdo G* em x € U e holo-

morfas em ((p, (). Estamos interessados em estudar sistemas de edp’s da forma

Fi(z,u,u,) =0, 1<j<n. (3.1.1)

De modo a obter uma independeéncia linear para o sistema acima, assumimos que

Note que a condicao (3.1.2) implica que n < N. Ainda, se existe p € O tal que Fj(p) =
0,7 =1,...,n, entao o conjunto

é uma subvariedade de O cuja interseccao com cada fibra {r} x CN*! = CV*! ¢ uma
subvariedade holomorfa de dimensao complexa N + 1 — n.

Vamos agora caracterizar a involutividade do sistema (3.1.1). Se F'(x, (o, () ¢ uma funcao
suave em O, de classe G* em z e holomorfa em ((p, ), definimos o Hamiltoniano holomorfo

de F' por

oF 0 oF 0
Z ¢ Ox; ; (8 Cl 9o ) G

0 oF
<ZQ% )6’40 e (3.1.4)

Se G(z,(p,() é outra funcao tal como F, definimos o colchete de Poisson holomorfo

{F,G} por

{F,G} = HyG = —HF. (3.1.5)
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Observe que, para a classe de funcoes que estamos considerando, a definicao do colchete
de Poisson holomorfo é independente da escolha das coordenadas locais zy, ..., xxy, uma vez

que o mesmo vale para cada um dos trés campos vetoriais

N N

N
oF 0 oF 0 0 0
9¢; O - Zzl axia_fi’;(ia_@ ‘ 3_C0'

=1

Expressamos entao a condigao de involutividade do sistema (3.1.1) por

F; Fi} =0em X, paratodo j,k=1,...,n. 3.1.6
J

Proposicao 3.1.1 A condi¢io (3.1.6) é uma condi¢ao necessdria para a integrabilidade for-
mal do sistema (3.1.1), ou seja, se supusermos que, para cada (xo,(y, () € X, eviste uma
solugio u de classe C* das equagoes Fj(z,u,u,) =0, j =1,...,n, perto de g, satisfazendo

u(zo) = Cy e ug(x0) = ¢, entdo necessariamente a condicio (3.1.6) se verifica.

Demonstragao:
Suponha que para cada (zg, C('], C') € X, existe uma solucao u de classe C? das equacoes
Fi(z,u,u,) =0, 5 =1,...,n, perto de zo, satisfazendo
u(zg) = C(/) e uz(zo) = ¢
Sejam F' = F, e G = Gy, para v,k = 1,...,n. Derivando as equagoes F(z,u,u;) = 0
e G(r,u,u,) = 0, com relagdo a z;, i = 1,..., N, uma vez que F' e G sdo holomorfas em

(COa C) ) obtemos

N
Py, + Feott, + Y Fe g0, =0, (3.1.7)

j=1

nos pontos (z,u(x),u,(z)) e, analogamente,

N
Go, + Gyt + Y Gejtla . = 0. (3.1.8)

Jj=1

Multiplicando (3.1.7) por —G¢,, (3.1.8) por F¢, e somando em 7, obtemos

N N
ZFCi( z; T GCouIi) - Z GQ(FIZ + FCouxi)

=1 =1
N
= Z Z(GQFC]' - GCjFCi>uijxi = 0.
i=1 j=1
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Como (z,u(z),u,(x)) € ¥, a ultima equacao implica que, em tais pontos,

N N
ZFCZ(G% + GCouIi) - Z GCz(sz + FCOU’%) + FCOG - FGCO = 0.
i=1 i=1
Portanto,
HpG ={F,G} =0 em X
e a demonstracao esta completa. U

A definicao global de sistemas involutivos Gevrey pode entao ser dada como segue:

Definicao 3.1.2 Um sistema involutivo de classe G* de equagoes diferenciais parciais de
primeira ordem de posto n sobre M é uma G*-subvariedade > de CJ'(M) satisfazendo as
sequintes propriedades:

(i) a projecio 7 : CJH (M) — M satisfaz ©(X) = M;

(i) cada ponto de ¥ possui uma vizinhang¢a O sobre a qual existem n fungoes C™
Fi(x,$0,C), ..., Fn(z,o,C), de classe G em x e holomorfas em ({y,(), tais que XN O € o
conjunto (3.1.3) e valem as condi¢oes (3.1.2) e (3.1.6).

Definicao 3.1.3 Seja X um sistema involutivo de classe G* de equagoes diferenciais parciais
de primeira ordem. Uma funcgdo u de classe Ct definida sobre um aberto Q C M € dita uma

solugao de ¥ se (v, u(x),u,(x)) € X, para todo x € .

Exemplo 3.1.1 Toda G*-estrutura involutiva define um sistema involutivo de equagoes dife-

rencials parciais de primeira ordem.

De fato, seja (M, V) uma G*-estrutura involutiva. Seja ¥ a imagem inversa de V* sob a
projecao
CJY(M) — CT*M.

Seja ainda {Li,...,L,} um conjunto de geradores de V sobre um aberto U tal que
[L;, L;] = 0, para quaisquer 4,j = 1,...,n.

Suponha que (U, x) é uma carta local, x = (z1,...,zy), €

~ 9
szzajka—xk, jzl,,n
k=1

Definimos entao as fungoes
N
Fi(2.0) =Y ap(2)G, j=1,....n.
k=1
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Sobre U, temos a seguinte caracterizacio: Se w € CT*M, entdo w € V* se, e somente
se, w(L;;) =0, paratodo j=1,...,n
Assim, se w = SN G(drr)s e € = (G, ..., Cn), entdo

Sly = A{(2,6,¢) € CIHM)|, = U xC"*': Fy(x,¢) =0, j=1,...,n}.

E facil ver que deFy N --- ANdeF, # 0 em U, uma vez que Ly, ..., L, sao linearmente
independentes. Vamos mostrar que {F}, Fi,} =0 em X[, para todo j,k=1,...,n

Considerando z € RY, por meio do sistema de coordenadas, definimos
g(x, () =x- ¢ =210+ - + 2NN
Note que Lig = F}, paratodo k =1,...,n. Assim, se F' = F; e G = F},

(F.G} = HFG
N

oF 0 oOF oG
N Za@asz Z(&c “ c)acﬁ

oG  OF
<Z “ag " ) 56 G

N
0 0
— =G — i—F
= L;jF, — LF

= L;Li(g) — LiL;(g) = [L;, Li](g) = 0.

Portanto, ¥ é um sistema involutivo de classe G* de equagoes diferenciais parciais de

primeira ordem. 0

Seja X um sistema involutivo de classe G° de edp’s de primeira ordem de posto n e
fixe (9,(y,¢) € X. Sejam O vizinhanga de (o, ¢, ¢) e Fj(x,¢,¢), j = 1,...,n, como na
definigao (3.1.2). Considere (U,z), x = (x1,...,2y), carta local de M tal que zy € U e
z(xo) = 0. Podemos assumir que 7(O) = U.

Seja u uma solucao C2 de ¥ definida sobre M, tal que u(z) = ¢ € uz(2¢) = ¢'. Considere

os seguintes campos vetoriais em U

N
F 0
- —, 1 <5< n. 1.
kZa 7 ua(w) g 1< (3.1.9)

63



Nos referimos aos campos L} como os operadores linearizados do sistema
Fj(z,u(z),u.(x)) = 0 em U. Dadas uma fungao v € CY(U) e F(x,(y, () de classe C' e

holomorfa em ((y, (), denotaremos por F a fungao dada por
Fi(z) = F(z,0(x), v:(2)).

Denotamos ainda por H{. a parte principal do Hamiltoniano holomorfo Hp definido em
(3.1.4), ou seja,

N

Z o ;(aF Sk (ZQ’% )520

=1

Lema 3.1.1 Sejam u, F; e L} como acima. Se G(x,(o,() € uma fungdo Ct, holomorfa em

(COJC)? entao
LHG") = (ngc;) CVji=1,....n

Demonstragao:
Uma vez que u é solucao de X, segue que Fj(z,u,u,) = 0. Assim, parai = 1,...,N,
temos
0
0 = o, (Fj(z,u,uy))
OF; OF; OF; 0
= % L (z,u,uy) + 8—4,0@ Uy Uy ) Uy, + ,;:; T@(x,u,ux)a—xluxk
Logo,
OF; OF; Y OF; 0
o L (2, u,u,) + a—CO(:E Uy Uy ) Uy, = — ; %(x,u,ux)a—%uxk (3.1.10)

Temos ainda que

OF; 0G OF, 0G (<~ OF; oG
i = 23_@8_9%_;< <Za<)acz+(§gka—gk‘Ff>a—¢o-

Assim,
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aF]xuu)—i—u aF(xuu)
21 Oz ! "9 !

Portanto, segue de (3.1.10) que

onde a pentltima igualdade se deve ao fato de que a fun¢ao G é holomorfa em ((, ().

(H, G)"

Zagk”“‘” dr,

+Zuzk%(
k=1

8€k xau7u1’>8_€0(

N (Lo 0
+Z <Z a—C;(J:,u,ux)a—

oG

—(z,u,ug) +

G

oG

oF,
+Za—<k(x u, um)&CO

)

x? u7 ul’) +

oG
G

(@, U, Ug ) Uy, +

oG

—(x,u, uy,)

Z@C xuumza< T, U, Uy auxi
k

ZGC a:uux 0
k

L{(GY),

demonstracao do lema estd completa.

Ty

(G*(x))

A
U

O préximo lema, cuja demonstragao pode ser vista em [B1] ou [T], nos possibilita mostrar

a involutividade do sistema formado pelos operadores linearizados.

Lema 3.1.2 Ainda sob as mesmas condicoes acima, sobre o conjunto XN O wvale a sequinte

relacao

HF ) HFk

Mz

a k
(=1
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Lema 3.1.3 Seja V" o fibrado gerado por LY, ... L%. Entao V" é involutivo.

Demonstragao:

Segue do lema 3.1.2 que

Mz

HF7HFk ak z,Co, ¢ Hf«“[

=1
Ainda, pelo lema 3.1.1, uma vez que os coeficientes dos Hamiltonianos Hr,; sao holomorfos

em ((p, (), temos

Hy, (Hp ()] = L (Hp (0)") = L (Li(2,)).
para todor =1,..., V.
Logo, para todor =1,..., N,

Ly, L)) = (2, 13 ] @) = (fjxc Q) HE, ) =fjak (), us(2) L (z),

completando a demonstracgao. U

Lema 3.1.4 Podemos encontrar coordenadas (x,t) de M, x = (x1,...,xmy), t = (t1,...,t,)
tais que x(xg) = 0, t(zg) = 0 e, se u € a solugdo de classe C? do sistema ¥ dada anterior-

mente, entao

utj :fj<x7t7u7ux)a 1§j§na

com f; definida em um aberto Q x N, com Q C RN wizinhanga da origem e N'C C™*1, de

classe G* em (x,t) e holomorfa em ({y,(), para todo j =1,...,n

Demonstragao:

Tendo em vista a hipétese (3.1.2), rearranjando os indices das coordenadas x;, se necessé-

oF;
det ( j) # 0.
9Gi 1<i,5<n

Assim, pelo Teorema 1.5.2, podemos substituir as fungoes Fj por novas funcoes da forma

rio, temos que

¢ — £i(2,¢o0,Cnrs - - -, (), definidas em vizinhanca de (0, (;,¢’) e munidas com as mesmas
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propriedades satisfeitas por F}, ou seja, sao de classe G° em (x,t) e holomorfas em (o, (),
paraj =1,...,n.
Escrevendo ¢; em lugar de z; e 7; em lugar de (j, se 1 < j < n e substituindo x;;,, por

x; € Cian pOr (G, 86 1 < i <m =N —n, temos que ¥ N O é dado pelas equagoes

T; = fj(xata COaC); 1 S .7 S n,

onde (z,t) = (x1,...,Tm,t1,...,tn) € C = ((1,...,(n). Portanto, uma vez que u é solugao
de X,
utj:fj(x7t7u7ux)7 1§j§n7

completando a demonstracao. O

De posse desses lemas, podemos enunciar o nosso principal resultado:

Teorema 3.1.1 Seja ¥ um sistema involutivo de classe G° de edp’s de primeira ordem de

posto n em uma variedade analitica real M. Seja v uma solucdo de classe C? de X. Entao
WFE,(u) c (V) NT*M =T°M.

As préximas secoes serao dedicadas a demonstracao do teorema acima.

3.2 Resultados preliminares

Seja 2 C R™ x R™ uma vizinhanca da origem. Definimos os seguintes campos vetoriais

complexos

0 = 0
Li=— (x,t)— =1,... 3.2.11
7 at] +;akj(x7 )al’k’ J ) y T ( )
onde a = (agj)mxn € CHQ),j=1,....,nek=1,...,m.
Seja U(x,t) = (Uy;(, 1)), ., € CH(Q) tal que, para todo £ =1,...,m, as funcdes

Zy(w,t) = a0+ Uy, t)t;

J=1

sao solugbes s-aproximadas do sistema L;Z =0, j = 1,...,n. Fazendo Z = (Z1,...,Z,,),
podemos escrever Z(z,t) = x + W(x,t)t. Observe que Z,(x,0) = Id,,, para todo x tal que
(x,0) € Q.
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Se denotarmos a;(z,t) = (aij(x,t),...,amj(x,t)), uma vez que L;Z é t-flat em ¢t = 0,

temos que

0=L;Z(x,0) = Z,(2,0) + Z(,0)a;(x,0) = Z;,(x,0) + a;(z,0)

e assim
—a;(r,0) = ¥ (x,0), (3.2.12)

onde W/ (z,t) = (Uy;(x,t),...,V,,;(z,t)). Logo,

—a(z,0) = ¥(x,0). (3.2.13)

Como Z,(x,0) = Id,,, diminuindo € se necessirio, podemos assumir que Z, é nao-

singular em Q. Definimos entao b(z,t) = (b;(x,t))mxn POr

b=-2"7,. (3.2.14)
Consideremos agora novos campos vetoriais L;, 7 =1,...,n, dados por
/ 0 - 0
L, =— b (z,t)—. 3.2.15
J atj + kz_; kJ(x7 >aIL’k ( )
E facil ver de (3.2.14) que
L,Z=0, j=1,...,n. (3.2.16)
Notemos também que, de (3.2.14),
b(x,0) = —Z (2,0)Z,(x,0) = —Z,(x,0) = a(x,0), (3.2.17)

ou seja, os campos L; e L; coincidem em t = 0.

O conjunto caracteristico de L; ¢ definido por

Char(L;) = {(z.4,6,7) € AxR™" 75+ ay;(x,1)& = 0}
k=1
= {(2,t,,7) € QX R™" . 75+ a;(z,t) - £ =0}
e, analogamente, o conjunto caracteristico de L é dado por

Char(L;-) ={(z,t,£,7) € A X R™" : 75 + b;(z,t) - £ = 0},
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onde bj(x,t) = (byj(z,t),...,bnj(x,1)).
Como a(z,0) = b(z,0), os conjuntos caracteristicos de L; e L} coincidem em t = 0.
Temos ainda de (3.2.17) que, para t = 0, o conjunto caracteristico de L’(e de L;) ¢ dado

pela equagao

7 — Z,(2,0)- £ = 0. (3.2.18)
Mostremos agora que, se h € C'(Q2) é uma solugao s-aproximadade L;h =0, = 1,...,n,
entao h também é uma solugao s-aproximada de L;»h =0,75=1,...,n. De fato, uma vez

que L;Z = 0, temos que

LjZ = L]Z — L;Z == th + Zmaj - Zt]. - bej == Zm(aj — bj)

Assim,

—ZI_ILJZ = bj — aj.

Logo,

Segue da definicao de solucao s-aproximada que existe C' > 0 tal que, dado v > 0,

Li(z,t)] < C"F ) U,V (2,8) € Q

L Z (2, )] < OV (W) )Y, W (,t) € Q

Como h € C'(Q2), diminuindo €2 se necessario, existe C; > 0 tal que

ho(2,)] < Ch, ¥ (2,8) € Q

Da mesma forma, como Z; € C1(Q), i=1,....me Z = (Zy,-+ , Z,), existe Cy tal que
|Z (2, t)] < Oy, para todo (x,t) € €.

Portanto, aumentando a constante C' se necessario, temos

|Lih(a, )] < |Lih(z, )] + 12 (2, )| L Z (2, )] |he (2, )] < CUHWA) TV (2,t) € Q,
o que completa a demonstragao da afirmacao. 0
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Seja agora V (x,t) = (Vig(z,t))mxm = (*Zo(z,t)) "', onde ' Z,(x,t) denota a matriz trans-

posta de Z,(x,t). Definimos assim, para k =1,...,m,
M, = Vi (x,t : 3.2.19
£ 2 el gy (3.2.19)
Segue imediatamente da definicao acima que
Assim, os campos vetoriais L;» podem ser reescritos como
Ly=L; =Y LiZy(x, )My, j=1,....n (3.2.21)

k=1
De fato, segue de (3.2.16) que

“ )
LiZy(x,t) =Y (ag(x,t) — by(, t))asz (1)
/=1

e entao
m m m 8
Li =Y LiZp(x, )My, = Lj— Y > (ag(x,t) — by(a, )5~ Zi(, £) My
k=1 k=1 (=1 Te
m m a
= L;— ;(%(x,t) — byj(z,1)) <Z 8_:ka($ 1) M, )
= L;— i(ag'(:r,t) — bg~(3:,t))i
J — J J axg
= —I— Zbg] Z, t L
Uma vez que Ly,..., L ,M,..., M, sio campos linearmente independentes definidos

em 2, eles geram o conjunto dos campos de classe C? em €. Observe agora que L;-t,- = 045,
para 1 <i,j < n e assim, segue de (3.2.16) e (3.2.20) que {dty,...dt,,dZ,,...dZ,} é a base
dual de {L),..., L, M, ..., M,}.

Logo, dado H € C'(), seu diferencial pode ser escrito como

dH(z,t) = > LiH(w, t)dt; + > MyH(x,t)dZy.
j=1 k=1

70



Assim, considerando a m-forma
w(z,t) = H(x,t)dZ(x,t) = H(z,t)dZy(x, t) N -+ - NdZpy(x,t),

temos

dw(z,t) = z": L;-H(m, t)ydt; NdZ(x,t). (3.2.22)

=1

Estamos em condigoes de demonstrar nosso préximo resultado.

Lema 3.2.1 Seja ¥(z,t) = (Vy;(x,1)) € CY(Q) tal que Z(z,t) = x + V(z,t)t é uma
solugdo s-aproximada do sistema L;Z =0, j =1,...,n. Seja £ € R™\{0} e suponha que
exista T € R™ tal que £ -Tm ¥ (0,0)T < 0. Se h € CY(Q) € uma solucio s-aprozimada de
Lih=0,j=1,...,n, entio (0,£°) ¢ WF,(h(-,0)).

mxn

Demonstracao: Definimos 7 : [0, r] — R™ por
v(r) =rT.

Considere B C R™ uma bola aberta centrada na origem e ry suficientemente pequeno tal
que B x v C Q, onde v = [0, ]
Seja ¢ € G§(R™) tal que supp(¢) C B e ¢ = 1 em uma vizinhanga da origem. Considere

ainda
H(y,& x,t) = S0 2@=-Ol=2@q (y — 7(2,1),€)¢(x)h(z, 1),

onde h(z,t) vem da hipétese, « é a fungdo que aparece na definicdo 1.4.2 no caso em que

" 22, As varidveis (y, £) sao consideradas como parametros.

v=1le paraz € C" [z]? =3, 27

Pelo teorema de Stokes, temos

/’Y/Bd(HdZ):/B(BX’Y) HdZ. (3.2.23)

De (3.2.22), podemos escrever a equagao (3.2.23) como

[ H6n.00de = [ HpbwnoT) det Zulo, T
B B
+Z// LiH(y, €, x,t)dt; A dZ. (3.2.24)
j=17778

Seja Q(y. & x,t) =i - (y — Z(x,1)) — )y — Z(x, 1))
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Temos que

Qy. & w,t) = —i& - (v —y + U(x, )t) — (E)r —y + U(z, )]
e assim,
ReQ(y, &, z,t) = & - Tm U (x, 1)t — (€) Rer — y + U (z, t)t]>.
Notemos que
Re[r —y + U(z,t)t]* = |z — y + Re Ut|* — | Tm Ut .

Dai, para (z,t) € €, existe K; > 0 tal que, para |§] > 1,

ReQ(y, &, x,t) = &-ImVU(z,t)t — (£) <|£L‘ —y+ReVUt]* — |Im \Ift|2)
E-Im W (x, 1)t + (&) Im U (z, t)t]* — |€||x — y + Re Ut|?
- Im W (z, )t + Kyt]?[¢] — [€] |z — y + Re Wt[%,

IN

IN

uma vez que |£] < (€) < V/2[¢], para todo [£] > 1.

Observemos agora que

—lllz =y +Re Wt]* = —[¢]le —y* — [¢||Re Wt* - 2[¢|(z — y) - Re Pt
r—Yy
< —elle - + 207 Y 2 Rowt)
2
r—Y
< —lelle o + 161225+ ajel Rewep
2
r—Y
< T g
para algum Ky > 0.
Logo, existe uma constante K > 0 tal que, se |{] > 1,
R 2 ’x _y’2
cQU.€.a.t) < € Im W, 1)t + KJePle] - g (3.225)

Segue da desigualdade do valor médio, diminuindo €2 se necessario, que existe M > 0 tal que
(W (z,t) = ¥(0,0)] < M(z,t)| < M(|z[ +[t]), (z,1) € .
Logo,
E-ImU(z, )t —€-Im¥(0,0)t < [&-ImW(x,t)t —&-ImW(0,0)t
< [¢[|W(z, 1) —w(0,0)[[t]
< MIg[[tl(x] + [2]),



ou seja,
E-ImW(x,t)t <&-ImW(0,0)t + MIE|[t|(Jx| + [¢])- (3.2.26)

Assim, de (3.2.25) e (3.2.26), temos que

ReQ(y,§,x.t) < &-ImW(0,0)t + Me]lt[(|a] + [¢]) + K[t[*[¢]
= & Im (0,00t + M| [t||=| + (M + K)[t]*|¢]-

Definamos Cy = —¢° - Im ¥(0,0)7T > 0. Logo,

3C
gmmwmﬁﬁz—%<—7§
Assumindo, sem perda de generalidade, que |£°] = 1 e |T| = 1, podemos encontrar

vizinhanca W de £° tal que

gmmwmmT<—%?,vgeWm9%P

Dai, se t =rT € v, com 0 < r < rg, temos
f-Im\I/(O,O)t:TS-Im\IJ(O,O)T<——|t| VEeWwns™,
uma vez que |t| = |rT| =r.
Consideremos entao a vizinhanca conica de £° dada por

T = {n e R™{0} : % eWw NS,

Entao, para todo & € I', temos

¢-Im¥(0,0)t = U (0,0)t < ——|£Ht|

£
|£!|€|

Tomando-se entao 6 = e assumindo que 0 < [t| < § e |z| < §, temos, para £ € T,

€] > 1, que

Co
AM1K)

ReQ(y,& x,t) < &-ImW(0,0)t + M|E[|t]|x] + (M + K)[t]*|¢]

C
~2016]1) + Molelle| + (M + K)alell

(—3—% Gy ) €l

1

IN

IN
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ou seja,

ReQ(y,&,7.1) <~ Colell, (3:2:27)

parat € v, com 0 < [t| <0,y € R™, || <de& €T, com [§| > 1.

Assim, podemos encontrar uma constante positiva C' tal que

/ H(y,& x,roT) det Z(z, roT)dx (3.2.28)
B

< / eReQs D) o (y — Z(z,7T), &) p(x)h(z, 7T det Zy(x, 7oT)| da
B

_ CorolT]I€]

<Ce CRE

para todo (y,£) € R™ x I, diminuindo 7y se necessério.

De (3.2.16), podemos ver que

LiH(y, & x,t) = eQWssDa(y — Z(x,t),€)¢(x)L;h(z,1)

+eQWET o (y — Z(2,t),€)(L;¢(x))h(z, t).

Logo,

Z//(L;H)dtjmz
j=177/B

Xn: / /B QWETD oy — Z(z,1), €)p(x) L, £)(det Zu(a, £))dudt,
=177

< (3.2.29)

+

> / /B RQUETD oy — Z(x, 1), €)(L,b(x))h(x, 1)(det Zo(x, 1)) dadt,

Vamos agora estimar o segundo termo do lado direito de (3.2.29). Uma vez que ¢(x) é
constante em uma vizinhanga da origem, existe a > 0 tal que L;¢(x) = 0 em B(0,3a) C B.

Considere y € R™ tal que |y| < a. Assim, se z € B\B(0, 3a),
[z —yl > [a] = |yl = 3a —a=2a

e assim, |z — y|? > 4a?, para todo x € B\B(0,3a) e para y em vizinhanca da origem.
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Logo, para z € B\B(0,3a), |y| <aet=7rT € v, com 0 < r < 1y, assumindo ry < 1,
temos de (3.2.25) que

|z —

yl?
5[l

ReQ(y, & 2, t) < &-ImU(x, t)t+ K|t]|¢] —
roci|é] + roK || — 2a*|¢]

= ro(c1 + K)[E| — 2a?[¢],

IN

onde [ImVU(z,t)| < ¢ e [€] > 1. Escolhendo 7y < min{1, q“%}, temos

ReQ<y7 57 T, t) < _&2’5‘7

para £ € R™\{0}, x € B\B(0,3a), t = 1T € , com 0 < r < 19, ry como antes e y numa
vizinhanca V' da origem em R™.

Logo, existe C' > 0 tal que

> / /B QWETD oy — Z(z,1), E)(Lb(x))h(x, D) (det Zo(, £))dadt,

n
S Z // eReQ(y7£1x7t)
j=177"8

<C e—a2|§|

aly — Z(z,t), E)(L;gb(x))h(at, t)d. Z(x, t)‘ dt  (3.2.30)

e portanto, esse termo tem decaimento exponencial para £ € R™\{0} e y em vizinhanga da
origem.

Finalmente, estimemos o primeiro termo do lado direito em (3.2.29).

Como h ¢é solucao s-aproximada de L;h = 0, temos que h ¢ também uma solucao s-
aproximada de L;h = 0. Dado v € N, considere M o menor inteiro maior ou igual que Z.
Assim, para £ € I, com [£|] > 1, tendo em vista a desigualdade (3.2.27) e lembrando que

|T| = 1, podemos estimar
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14
s

€

SCHZ// e Ml Lo n(x, 8)|1€|M dadt,
j=1777B

SC’M(M—l)!S1012//ec|t|5||t|M1|§\dedtj
j=1/7/B

zn://eQ(y’g’x’t)a(y—Z(:v,t),f)ng@)Lé-h(x,t)(detZz(x,t))dxdtj
j=177"8

< CM(M_ 1)!5_102Z/€_C|t|£||t|M_1’f|Mdtj

=17
= ML= )Gy 3 [ e Oy o) T

j=1"0
<M -1 Y / e~ (| ()] ] Ty

j=1"0

2\ M ch(r)llel\ "
_ M _ s—1 = —cly(r)llg] [ LT TS T .
— MM — 1) 02(0) ;/0 el ( d ) [T dr

M s—1 2 M E "o —cly(r)]|€] elv(n)ll€l
<omr-nrtey (2) 30 [T e r - e g 7
j=1"0

< MM -1 (2 M_li/m e F ¢ lar
< A 2+ Jy .

Fazendo a mudanca de varidveis \ = CM;)”Q = C'g‘r, segue da desigualdade acima que

HE En:// eQ(y’gﬂxﬁt)a(y—Z(x,t),{)gzﬁ(x)L;h(x,t)(det Z(x,t))dxdt;
j=1777/B
M oo
< CM(M —1)P°Cy (%) n/o e A

9 M
S DM-i-lMsM

< C'(C'vy,

onde a ultima desigualdade vem do Lema 4.2.1 (Apéndice).
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Portanto, existe C' > 0 tal que

I =

Z// eCWEma(y — Z(x,1),£)¢(x) Lih(x, t)(det Z,(x, t))dadt;| < C(Cv)"[€]"~,
j=1/77B

(3.2.31)
para todo £ € I, [£| > 1.
Note que

v
s
Y

C(Cr) le]=s < CvPlellg]™s < Cyriulle

com C; = max{C, Ce"}.

Assim,

Crvwh HesI<Cy, Yv=1,2,....
Definindo € = ﬁ, obtemos

(W HeEFI <O, Yr=1,2,...

e portanto,

v 1118 1

e’(w) e s[§012—y, YVvr=12,....
Logo,

%I S 027

D)7
v=0

1
isto é, I < CyeclEl™,
Observe que, embora tenhamos estimado apenas para || > 1, o caso || < 1 segue

simplesmente do fato de que fungoes continuas sao limitadas em compactos. Assim,

1
< Coe™l6 1 (3.2.32)

i / /B QWELD oy — Z(z,1), €)p(x) L, £)(det Zu(a, £))dudt;
=177

para todo £ € T.
Portanto, de (3.2.24), (3.2.28), (3.2.29), (3.2.30) e (3.2.32), encontramos uma vizinhanga
conica I' de § € R™\{0}, uma vizinhanca V' C R™ da origem, ¢ > 0 e C' > 0 tal que

< Ce cll" (3.2.33)

/ H(y, €., 0)de
B

para todo (y,£) € V x I.
Como a transformada FBI, com v = 1 na defini¢ao 1.4.2, da fungao u(z) = ¢(x)h(z,0),
¢ dada por
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Fi(y, &) = /B QWErDa(y — 2, &)u(z)dr = /B H(y, &, x,0)dz,

segue de (3.2.33) que Fi(y,&) tem um decaimento s-exponencial para (y,&) € V x I'. As-
sim, como ¢ € G§(Q) e ¢(x) = 1 para z em vizinhanga da origem, temos que (0,£°) ¢

W F,(h(-,0)), o que completa a demonstragao do lema. O

Sejam L;, j = 1,...,ne Z = (Zy,...,%Z,) como no lema 3.2.1. Para 6 € |[0,27),

definimos novos campos vetoriais da forma

0

o _ —if S
onde r = (ry,...,r,) é uma nova variavel em R".

Seja V' uma vizinhanga da origem em R™ e suponha que, para cada 6 € [0,27) e para
k=1,...,m, existem funcoes U{(z,t,7) = (VY (z,t,7),..., ¥ (2,t,r)) € CL(Q x V) tais
que Z9(z,t,r) = ) + 7 - Wi(z,t,r) é uma solugdo s-aproximada de Lf-u =0,7=1,...,n,

com 7 substituindo ¢ na definicao 2.2.1.

Definimos também, para j =1,...,n,
Z0 (wtr) =t +r- W0 (2, t,r), (3.2.35)
onde W9 . =e"e; e {er,...,e,} é abase canonica de R™.
E f4cil ver que
0 76
LiZy.; =0,
para todo 1 < ¢,j < n. Assim, se tomarmos W’ = (U} ) iminywn € Z2° = (Z1,...,20,,,.),
entao
7%z, t,r) = (x,t) + 90 (a,t,7)r, (3.2.36)
e Z% é uma solucao s-aproximada do sistema L?u =0,7=1,...,n,emr € R".
Notemos que, para j =1,....,.nek=1,...,m,
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B2 tr) = o2l tr) — e LA 1)
Tj

0
= r. a—Tj\I/Z(x,t, r)+ \Ifgj(x,t, )
—e ™ iZ‘g(a: t,r) + zm:ag-(x t)iZa(x t,r)
at] k » Yy i J ) axe k » Yy

0 , 0
= r-—W(x t,r)+ \I/Zj(:v,t, r) —e Oy —}Iﬁ(m, t,r)

07“j at]
—e 0 ap(z,t) (147 i\lfi + Zm: api(z, t)r - i\lfz
AN axk I 8@
0=
C#k
Assim,
0=L227(0,0,0) = ¥7.(0,0,0) — e “ay;(0,0)
e entao

¥(0,0,0) = —e % < _i(zoc; 0) > =" ( \Ij_(g’do) ) : (3.2.37)

uma vez que vale (3.2.13).
Lembremos agora que, para todo j = 1,...,n, o conjunto caracteristico do campo vetorial

L; ¢ dado por
Char(L;) = {(z,t,£,7) € Q x R™™ . 1, 4+ a;(x,t) - £ = 0}.
Logo, de (3.2.12), o conjunto caracteristico de L; em ¢ = 0 é dado pela equagao

7 — W (2,0)- £ =0, (3.2.38)

Denotemos por L o sistema L = (Li,...,L,) e suponhamos que (0,0,&,7) ¢ Char(L).
De (3.2.38), existe 1 < j < n tal que 7; — ¥9(0,0) - £ # 0. Isso implica que

7, # Re W/ (0,0) - & ou ImW(0,0)-& #0. (3.2.39)

Além disso, podemos concluir de (3.2.37) que
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(<) mvoone = () (o)

B <§> cos 0 ITm W7 (0,0) — sen § Re W7 (0, 0) )

sen fe;
= —Im¥(0,0)-&cosd — (1; — Re W/(0,0) - £) sen.

VR

\]

Assim, segue de (3.2.39) que existe 6 € [0,27) tal que

( ¢ ) -Im ¥?(0,0,0)e; # 0.

T

Podemos entao, sem perda de generalidade, assumir que

( ¢ ) -Im ¥?(0,0,0)e; < 0.

-

Seja h € C1(2) e suponhamos que existam funcoes h?(z,t,7) que sdo solugdes s-aproxima-
das de Lghe = 0, com r substituindo ¢, e satisfazem h?(x,t,0) = h(z,t). Entdo, aplicando o
Lema 3.2.1, concluimos que (0,0,&,7) ¢ WFE(h).

Resumimos o que foi discutido acima no préximo resultado.

Lema 3.2.2 Sejam L;, Z como no Lema 3.2.1, Lf-, Z% como em (3.2.34) e (3.2.36), respec-
tivamente e h € C*(Q). Suponha que, para cada 6 € [0,27), existe h’ € C1(Q x V) tal que
h?(z,t,0) = h(xz,t) e h? é uma solucio s-aprozimada de L?u =0,j=1,....n,emr eV.
Entao, WF,(h)|, C Char(L)|,, onde L = (L1, ..., Ly).

3.3 Demonstracao do resultado principal

Sejam s > 1 e ¥ um sistema involutivo de classe G* de edp’s de primeira ordem de posto
n em uma variedade analitica real M. Seja u uma solucao de classe C? de ¥ e fixemos p € X.
De acordo com a notagao da defini¢ao 3.1.2, juntamente com o Lema 3.1.4, se xy = 7(p),
podemos encontrar uma vizinhanga O de p em ¥ e coordenadas (x,t) de M definidas em

7(0), x = (z1,...,&m), t = (t1,...,t,) tais que x(zg) = 0, t(z¢) = 0, de modo que

Eﬁ@z {(l’,t,CO,C,T) € OITJ' :fj(l',t,CO,C),j: 1,...,77,},
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onde cada f; é de classe G* em (z,t) e holomorfa em ((p, ().
Podemos encontrar entao uma vizinhanga Q@ = U x V' C R™™ e supor que u € C*(Q) e

satisfaz

u, = fi(w, t,u,ug), j=1,...,n, (3.3.40)

com fi(x,t,(o,C) € G5, HWN)), (z,t) € Qe (¢,() € N CCxC™ com N aberto.
Os operadores linearizados definidos como em (3.1.9) sao dados, neste caso, por
0 0
Z f] (x,t,u(x,t), up(z,t))=—, Jj=1,...,n. (3.3.41)
(%zzk
Considere ainda os seguintes campos

0 0 .
Z fj (2,1, Co, C) or ji=1,...,n. (3.3.42)

Se ®(z,t,¢, () € G*(Q, H(N)), denotamos por ®“(z,t) = O(x,t,u(x,t), u.(z,1)).

Uma computacao direta mostra que
L (u,up) = gi(x, t,u,u,),  j=1,...,n, (3.3.43)
onde g; = (goj, G1j, - - - » gm;) € dada por

ng(x7t7CU?<> f] z, t CO) ngaf] l’ ta CO?C)a

0
i (2, t,C0,C) = (f5)an (2,1, o, €) + Gk ?

Definimos, para j = 1,...,n, os seguintes campos vetoriais

(:CataCOaC)v k= 17"-7m'

0 - 0

Hj = ﬁj +ng8_(0 + ngja—ck.
k=1

Sendo Hf;j a parte principal do Hamiltoniano holomorfo de Fj(z,t,(p,(,7) = 7; —
fi(z,t,¢0,C), 7=1,...,n, segue de (3.1.4) que

of; | _9f;
— H;+ Z (atz %) o (3.3.44)

Uma vez que ® nao depende da Varlavel T, temos, pelo Lema 3.1.1, que

81



(H;®)" = (Hp,®)" = Lid". (3.3.45)

Segue do Lema 3.1.2, tendo em vista a forma como estamos representando localmente o

sistema involutivo X, que

[Hy Hf] =0, ij=1,..n

Logo, segue facilmente de (3.3.44) que

[H, H]=0, ij=1,...n (3.3.46)

Uma vez que os coeficientes de H; estdo em G*(Q, H(N)) e vale (3.3.46), segue da
Proposi¢ao 2.2.1 que existem fungoes Zy(x,t,(o,C), k = 1,--- ,m e Z(x,t,(, () que estao
em G*(Q2, H(N)), sdo solugbes s-aproximadas do sistema H;w = 0, j = 1,...,n e satisfazem
Z1(2,0,(0,¢) = a2k, k=1,...,m e Z(x,0,(, () = (o, diminuindo € se necessario.

Podemos escrever (ver Apéndice, Lema 4.2.4) Zy(x,t, (o, () = xp +t - Vi(2,t, (0, (), k=
L,---,m,onde Uy = (Wyy,..., Ug,) e portanto, Zi(x,t) = Zp(x, t,u,uy) = xp +t - Ui(x, 1),
onde ¥¥ € C''(Q). Portanto, tomando-se Z = (Zy,. .., Zy), temos Z%(x,0) = x e ainda, de
(3.3.45), temos que

(H;Zp)" = L5Zy, k=1,....m, j=1,...,n

e assim, Z}(x,t) = x +t- Wi (x,t) é solucdo s-aproximada de Lyw =0, j = 1,...,n, para
todo k=1,...,m.

Definimos agora h(z,t) = Z%(x,t). Com raciocinio andlogo ao utilizado acima, con-
cluimos que h é uma fungao de classe C', solugao s-aproximada de Ljw =0, j = 1,...,n,
que satisfaz h(x,0) = u(z,0).

Definimos agora

w(x, t,r) = u(x,t),

onde r é uma nova varidvel em R". Uma vez que u ¢ uma solugao do sistema u;, =

fi(z, t,u,u,), j=1,...,n, segue que & é uma solucdo do novo sistema
Uy, = f1 (2, b0, 0, U, W), j=1,....n, (3.3.47)

onde fje(ac,t,r, €0, ¢, 7) = e (1; — fi(x,t,¢0,C)), e 0 € [0,2m).
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Observe que esta ultima equagao é do mesmo tipo de (3.3.40) com 7 substituindo t e (z,t)
substituindo x. Os campos vetoriais Ef« associados as equagoes acima, como em (3.3.42) sao
dados por 5

Li=_——e"C;, j=1,...,n,
J 87"]‘ J J
onde os campos £; sao os mesmos dados em (3.3.42).

As equagdes (3.3.47) também definem um sistema involutivo, uma vez que, se

P}‘?(x,t,r,Co,g,T,f) :gj_ff(xatvrag(bC?T)? ]: 17"‘7”7

entao o Hamiltoniano holomorfo de Fje satisfaz

0 .
Hpo=——¢ YHp
Fj9 8TJ Fy
onde F}(*/Ea t? CO) Ca 7-) =T — fj(xv ta CO? C)
Observemos também que, denotando por (Ifj)e, 7 =1,...,n, os operadores linearizados

do sistema (3.3.47), temos que
0 4
LY = — —e LY
( J> @T’j J
Assim, repetindo todo o nosso argumento com @ em lugar de u, (z,t) substituindo = e r

substituindo ¢, concluimos que, para cada 6 € [0, 27), existem solugoes s-aproximadas
Z8(x,t,r) = xp + U(a,t,7) v, k=1,...,m,

para o sistema L?Ze =0,j=1,...,n, comrelagao a varidvel r, sendo Wy, = (W, ..., ¥y,) €
C1(QxV), onde V C R" ¢ uma vizinhanga da origem. Ainda repetindo o argumento anterior
para cada 6, concluimos que existe uma funcao C*, hf(x,t,r), tal que h? é uma solucao s-
aproximada de (L¥)%w = 0 e h(x,t,0) = a(z,t,0) = u(z,t). Segue entao do Lema 3.2.2 que
W Fy(u)|o C Char(L")|g, onde L* denota o sistema

LY = (LY, ... LY.

Uma vez que o ponto p € M foi tomado de forma arbitraria, concluimos que W F(u) C
TM, completando a demonstracao do Teorema 3.1.1. 0

O resultado abaixo é uma consequéncia imediata do Teorema 3.1.1.

Corolario 3.3.1 Seja u uma solucao de classe C? de um sistema involutivo X de classe G*
e suponha que a estrutura formalmente integravel V* gerada pelos operadores linearizados de

Y seja uma estrutura eliptica. Entao u é uma funcao de classe G*.
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Observacgao 3.3.1 No caso de sistemas involutivos de classe C*, de edp’s nao lineares de
primeira ordem definidos sobre variedades de classe C*°, a técnica utilizada em nosso trabalho
para o caso Gevrey pode ser aplicada de modo a demonstrar a versao C*° do teorema 3.1.1,
usando neste caso, a nogao de solugoes aprorimadas no contexto suave (ver, por exemplo,

[As]). A construgao de solugoes aprozimadas para sistemas, neste caso, pode ser encontrada

em [T].

Observacao 3.3.2 As técnicas apresentadas nesta tese permitem também estudar a micro-

reqularidade Gevrey das solucoes u de classe C?, reais, da equacao

Uy = f($7t7u7uz>7

onde [ € real, suave e Gevrey nas varidveis (x,t).
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Capitulo 4

Apeéendice

4.1 Teorema Edge do Wedge em Estruturas Gevrey

Nesta secao, vamos utilizar nosso resultado de micro-regularidade para apresentar uma
versao Gevrey do Teorema Edge do Wedge. Estabeleceremos aqui as nossas definicoes em
variedades analiticas reais; entretanto, os resultados abordados permanecem validos se subs-
tituirmos tais variedades por variedades de classe G*.

Iniciamos por dar uma defini¢ao intrinseca de solucao s-aproximada para estruturas in-
volutivas.

Considere a G*-estrutura involutiva (M,V), sendo M uma variedade analitica real de
dimensao N e V uma G*®-estrutura formalmente integravel de posto n.

Seja X C M uma subvariedade de M, ou seja, X é um subespaco topoldgico de M que
possui uma estrutura de variedade herdada de M. Mais especificamente, existe m < N tal
que, para todo p € X, existe um sistema de coordenadas (U,z) de M em torno de p tal
que (U N X) é um aberto de R™ x {0}. E facil ver que, nessas condi¢oes, X torna-se uma
variedade analitica real de dimensao m.

Suponhamos que X é maximalmente real, ou seja, para todo p € X, temos
CI,M =CI,X @ V,.
Observe que m +n = N.

Definigao 4.1.1 Sejam (M,V) e X C M como acima. Dizemos que uma fungdo u € C(M)
€ uma solucdao s-aproximada de V' se, para toda secao L de V, existe uma constante C' > 0

tal que, para todo inteiro nao negativo k,

|Lu(p)| < CF1(k1)*~" (dist(p, X)), Vpe M. (4.1.1)
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Vamos agora dar uma caracterizagao local para solugoes s-aproximadas.

Fixemos py € X. Uma vez que a inclusao i : X — M é uma imersao em pg, temos, pela
forma local das imersées, que existe uma carta local (U,y) de M, com py € U e y(py) = 0,
de modo que X NU é um aberto coordenado em X, e existe um sistema de coordenadas
px : XNU — B CR™ de X, em torno de pg, onde B é uma bola centrada na origem em

R™, tais que a funcgao
h=yoiopy' : BCR™ = QCRY=R™xR",
com ) = y(U), é dada por
h(z) = (z,0), Ve B.
Dai,
yUNX)=yoi(UNX)=hopx(XNU)=h(B)=B x{0}.
Assim, escrevendo y = (x,t), com x = (21,...,%y,) e t = (t1,...,t,), concluimos que,

localmente, podemos escrever X como
X ={(z,0): z€ BCR™}.
Logo, para p € U, segue que

dist(p, X) = dist ((z(p), t(p)), {(2,0) : € B}) = [t(p)|. (4.1.2)

Observemos ainda que o subespago vetorial complexo CT,X de CT,M ¢é gerado pelos
0
vetores (—) ,k=1,...,m, para todo p € U.
8:1:k P

Diminuindo U se necessario, podemos encontrar campos vetoriais

= 0 = 0
/— + f) — ] — '—
L; = g ajgatg—l— g bjk@xk7 j=1,...,n,

/=1 k=1

!/

com coeficientes de classe G* em U e tais que os vetores Lj,, ..

pel.

., L, geram V,, para todo

Afirmamos que a matriz (a;o(p))nxn € inversivel, para todo p € U. De fato, suponha que

exista p € U que nao verifica tal afirmacgao. Segue entao que os vetores

n 9 ‘
Z%K(P) (a_w) ) ]:]_,...,TL
p

(=1
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sao linearmente dependentes. Assumimos entdao, sem perda de generalidade, que existem

escalares ao, ..., a, € C tais que
" 0 - 0 - 0
axe(p) (—) = ( ase(p) (—) ) + - Fay ( ane(p) (—) > :
ezz; ot p ; Ot P zzz; It P
Assim,
“ 0 e 0
Ly, = aie(p) (—) + bik(p) <—>

b = 2 g ) 2 ) (g, )

" 0
= wa(p) (8_) +

k=1 k) p

Uma vez que CT,M = CT,X & V,, concluimos que

Ly, = asLhy, + -+ oy, L,

np’

o que contradiz o fato de que os campos L}, ..., L] sao linearmente independentes em U.
Procedendo entao como na demonstracao da Proposi¢cao 1.3.2, podemos encontrar ge-

radores locais de V da forma

o I 0
I, — 2 L
g atj“L;CJ’“axk’

comcjy, € G(U), j=1,...,n, k=1,...,m.
Observe que, como V é formalmente integravel e pela forma dos geradores acima, con-

cluimos que

[Li, Lj] =0, (4.1.3)

para quaisquer 1 < 1,5 < n.

Seja agora u uma solucao s-aproximada de V de classe C' em M. Podemos olhar para
u, localmente, como uma funcao de classe C' definida num aberto contendo a origem em
R™ x R™. Dai, como os campos L; acima sao secoes de V, fazendo a mesma identificacao

que nos permite olhar para os campos L; como campos definidos em vizinhanga da origem
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em R™ x R", segue da definigao 4.1.1 e de (4.1.2) que, para todo j =1,...,n, existe C; >0
tal que, para todo k =0,1,2,...,

|Lju(z, t)| < CEFHRD T,V (2, t) € Q.
Tomando-se entdo C' = max{C; : j =1,...,n}, temos que
|Lju(z, t)] < CFEHENTYtE, V¥ (,t)€Q, j=1,...,n. (4.1.4)

Reciprocamente, supondo que vale (4.1.4), dada uma se¢ao L de V definida em U, existem
funcoes ¢g; € G*(U) tais que
L=g L1+ -+ g,Ln.

Considerando g;, j = 1,...,n, como funcoes de classe G* nas varidveis (x,t) €  por meio
do sistema de coordenadas, diminuindo (2 se necessério, seja B > 0 tal que |g;(z,t)| < B,
para todo (x,t) € Q.

Assim, para todo (x,t) € Q e para cada k=0,1,2,...,

| Lu(a, )| < |gi(x, )| Lyu(e, )]+ -+ [gn (@, )] | Lo (x, 1)) <nBCHE) ",V (2,1) € Q.
Tomando-se C7 = max{C,nBC}, concluimos que
| Lu(a,t)] < CYFH (R THHE, W (2,8) € Q.

Acabamos de mostrar entao que, localmente, a propriedade de u ser solucao s-aproximada

de V pode ser caracterizada pelo seguinte: Existe C' > 0 tal que, para cada k =0,1,2,...,
|Lju(z,t)] < CHHE)S P, V(2 ) €Q, j=1,...,n, (4.1.5)

onde €2 ¢ uma vizinhanca da origem em R™ x R" e os campos L, sao secoes de V da forma
0 “ 0
L.=— e 4.1.6

com aj; € G*(12), sendo esta a forma como haviamos definido solugdo s-aproximada na
definicao 2.2.1.

Vamos agora definir o conceito de wedge em variedades analiticas reais. As definigoes e
resultados a serem dados aqui sdo andlogos aos encontrados, por exemplo, em [AB] e [AH].
Procuramos aqui dar as demonstragoes de alguns resultados cujas provas foram omitidas em

tais trabalhos.
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Sendo (M,V) e X C M como antes, definimos, para p € X, o seguinte subespago vetorial
da fibra V),

VX ={LeV,:ReLeT,X}. (4.1.7)
Proposicao 4.1.1 VX ¢ um subfibrado real de V| de posto n. A aplicacio
Im: V|, = TM

que toma a parte imagindria induz um isomorfismo

~ TM|
VI = X

Demonstragao:

Fixemos p € X. A aplicagao linear Im : V{DX — T, M induz a aplicagao

T M
I e <

- X e(v) =Imv+ T,X = [Imuv].

Afirmamos que ¢ é sobrejetora. De fato, se v € T, M, uma vez que CT,M =V, ®CT, X,
existem L € V, e w € CT, X tais que

w=L+w.

Assim, como Re(iv) = 0, temos que Re L = —Rew € T,X. Logo, L € V]f(.
Ainda,
v=Im(iv) =ImL + Imw

e, uma vez que Imw € T,X, segue que
o L)=ImL+T,X =ImL+Imw+T,X =v+T,X = [v].

Portanto, ¢ ¢ sobrejetora.
Temos ainda que ¢ é injetora pois, se L € VI;X e p(L) =0, entdo ImL € T,X. Além
disso, como L € Vz‘,x, segue que L € V, e ReL € T, X. Assim,

L=ReL+:ImL e CT,X.

Mas V, N CT,X = {0} e assim, L = 0.
Logo,
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T,M

yX o~ :

P T X
Em particular, dim VX = N —m = n e, portanto, V* é um subfibrado de V| de posto
ne VX = My O

TX

Uma vez que existe subespago n-dimensional N, de T,,M tal que
T,M =T,X @& N,,

T, M

Ty X
mento N, de T,X.

segue que = N, e assim, a Proposi¢ao 4.1.1 nos mostra que V];,X ¢ isomorfo ao comple-

Definicao 4.1.2 Seja E uma subvariedade analitica de M de dimensao k. Dizemos que um
conjunto aberto YW é um wedge em M no ponto p € E, com edge E se vale o sequinte:
Existem vizinhancas V. C RN da origem e U C M de p, um difeomorfismo analitico F :
V — U, com F(0) =p e existe BxT' CV, onde B é uma bola centrada na origem em R*

e I' é um cone aberto, convexo e truncado, com vértice em 0 € RN=F tal que

F(BxT)=W ¢ F(Bx{0)=ENU. (4.1.8)

Exemplo 4.1.1 Considere W = B X I', onde B C R™ ¢ uma bola centrada na origem e

' € R"™\{0} € um cone aberto, convexo e truncado. E facil ver que W €é um wedge em RN
com edge R™ x {0}.

Lema 4.1.1 Seja W um wedge em M em um ponto p, com edge X, como na defini¢ao 4.1.2
e suponha que X € uma subvariedade mazximalmente real. Entao existem coordenadas locais
(x,t) = (x1,...,Tm, 1, ..., t,) definidas em um aberto U C M e se anulando em p € X, tais

que, localmente, podemos representar
X ={(z,0): x| <r} e W=XxT,
onde I" € um cone aberto, convexo e truncado em R™.

Demonstragao:
Basta tomar o difeomorfismo analitico vy = F~' : U C M — V C RY, onde F : V C
RY — U C M vem da definicao 4.1.2, como sistema de coordenadas em torno de p e

denoté-lo por (z,t) = (z1,. .., Tm, b1, ..., tn). O
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Definicao 4.1.3 Sejam E, W e p € E como na definicao 4.1.2. O wedge diregcao
I',(W) C T,M ¢ definido como o interior do conjunto

{c(0)/c:[0,1) = M € suave, ¢(0) =p ec(t) e W,V t > 0}. (4.1.9)

No exemplo 4.1.1, observamos que o wedge dire¢cdo de W = B x I' é dado por I',(W) =
RF x T onde I' = {Mw:velel>0}

Seja Z um espaco vetorial real de dimensao N. Podemos facilmente ver que Z herda
naturalmente uma estrutura de variedade analitica real. Seja ainda Y um subespaco vetorial
de Z de dimensao k. Se YW é um aberto de Z para o qual existe um isomorfismo de espacos
vetoriais ' : RN — Z e existe um cone aberto e convexo I' C RV=%, com vértice na origem,
de modo que

FRFxT)=W e FR*x{0}) =Y,

entao dizemos que W é um wedge linear em Z com edge Y. No caso em que Y = 0, dizemos
que W é um cone em Z. E fécil ver que vale a seguinte propriedade: V¥ é um cone em Z se,

e somente se, para quaisquer v € W e A > 0, temos que \v € W.

Lema 4.1.2 Sejam E uma subvariedade de M e W um wedge em M no ponto p € E, com
edge E. Entao I',(W) é um wedge linear em T,M com edge T,E.

Demonstragao:
Considere F' : V C RY — U C M, B e I' como na definicao 4.1.2. Definimos

G=dF,:RY = T,M,

a derivada de F' no ponto 0 € V. Como F' é um difeomorfismo, temos que G é um isomorfismo

entre espagos vetoriais. Definimos ainda o seguinte cone
I'={Mw:velel>0}

Vamos mostrar que G(RF x I') = T),(W) e G(R* x {0}) = T, E.
Seja G(x,0) € G(R* x {0}). Podemos encontrar r > 0 tal que tz € B, para todo

—r < t < r. Definimos entao
a:(=rr)—=E, aft)=F(tz,0).

Como F(B x {0}) = ENU, temos que, de fato, a(t) € F, para todo t € (—r,r). Note
ainda que a(0) = F(0) =p e, se £ : R — RY é dada por £(t) = (tz,0), entdo
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a'(0) = (Fo€) (0) = dFy(£'(0)) = dFy(z,0) = G(,0).

Portanto, G(z,0) € T,E e assim, G(R* x {0}) C T,E.

Como R* x {0} € RY ¢ um subespaco de dimensao k e G é um isomorfismo, segue que
dim(G(R* x {0})) = dimT,E = k e, portanto, G(R* x {0}) = T,E.

Seja agora G(z,y) € G(R¥ xI"). Considere 0 < r < 1 tal que (rz,ry) € BxTI'. Definimos
v:[0,7) CR = RY ~(t) = (tx,ty) e ¢ : [0,7) — M dada por &(t) = F o y(t).

Temos que ¢(0) = F(0) = p e, para 0 < t < r, temos que (tx,ty) € B x I' e assim, de
(4.1.8), temos que F(tz,ty) € W. Logo, é(t) € W, para todo 0 <t < r.

Ainda,

¢(0) = dFy(v (0)) = G(z,y).

Considere agora ¢ € C°(R) tal que 0 < p < 1, o =1 em (—5, 5) e p(t) = 5, para todo

r <t < 1. Temos que 0 < tp(t) < r, para todo 0 < t < 1. De fato, se 0 < ¢t < r, entao
to(t) <t <,

eser <t <1, entao

Definimos entéo ¢ : [0,1) — M por c(t) = é(tp(t)). Segue que ¢(0) = ¢(0) = p e, se
0 <t<1,entao 0 < tp(t) < r e assim, c(t) = é(tp(t)) € W. Além disso,

¢ (0) = &(0)(te(t)

’

(0) = &(0)(0-¢'(0) + 9(0)) = &(0) = G, y).
Logo,
GRF xT') c {c'(0)/c:[0,1) = M é suave, ¢(0) =pec(t) e W,V t> 0}

e, como G(RF x I'") é aberto, concluimos que G(RF x T") C T,(W).

Finalmente, seja v € T',(W) C T, M. Dai, v = ¢ (0), onde c : [0,1) — M é suave, c¢(0) = p
e c(t) € W, para todo t > 0.

Considere as funcoes a : [0,1) — R¥ b:[0,1) — RY=* tais que

(a(t),b(t)) = F'oc(t).

Note que a e b sao suaves, a(0) = 0 € R¥, 5(0) =0 € RN "% e b(t) € I, para todo t > 0.

Além disso,

!/

(a'(0),0°(0)) = d(E),(c (0) = (dFp) (¢ (0)) = G (v).

92



Resta-nos entdo agora mostrar que b'(0) € I, pois, neste caso, teremos (a'(0),b (0)) €
RF x T" e v = G(a'(0),b'(0)), mostrando entdo que I',(W) C G(R* x I').

Uma vez que b(t) € I', segue que, para todo t > 0, @ e I'. Assim, como b/(O) =

b(t / =

lim Q, temos que b (0) € I'.
t—0t 1

Uma vez que v € I',(W) e I',(W) é aberto, temos que existe U C T,,M aberto tal que v €
U C I'y(W). Aplicando a mesma idéia utilizada acima, concluimos que my_(G~(U)) C T,
onde

Tn_p : RY = RF x RNk 5 RNk

é a projecdo usual. Como b'(0) € my_x (G~ (U)) e este tiltimo é aberto, segue que b (0) € I"".
Portanto, G(R* x I') = T,(W) e G(R* x {0}) = T, E, ou seja, I[',(W) é um wedge linear
em T,M com edge T,LE. O

Nas mesmas condicoes anteriores, denotamos

row) = J,mw).

peE

Seja (M,V) uma estrutura involutiva Gevrey, como antes. Suponhamos que W é um

wedge em M, com um edge maximalmente real X. Definimos
IYOW)={L e V) :ImLeT,(W)} (4.1.10)

Lema 4.1.3 Sejam (M,V) estrutura involutiva de classe G* e W um wedge em M no ponto
p € X, com edge mazimalmente real X. FEntao F;}(W) é um wedge linear em VZ;X com edge

{0}, ou seja, € um cone.

Demonstracao:

Pelo Lema 4.1.2, temos que I',(W) é um wedge linear em 7, M com edge 7,X. Ou seja,
existem um isomorfismo G : RY — T, M e um cone aberto e convexo I' C R™, com vértice
em 0, tais que

GR™xI')=T,W) e GR™ x {0}) =T,X.

Pela Proposicao 4.1.1, temos que a aplicagao linear

T,M
S VA s iy v)=Imv+T,X
Vi 7Ty w(v) P
¢ um isomorfismo. Denotemos por , a projecao m, : RY = R™ x R® — R". Definimos
5o (1. LM n
entao G : T’;X — R"™ por

Glo+T,X) = m, (G~ (v)).
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Temos que G estd bem definida e ¢é injetora pois, dados vy, vs € T,M, temos que

n+T,X =v+T,X & vy —-—velX
= G_l(vl — ’UQ) € R™ x {0}
& m(GTH ) = (G (1)) = 0

& Gu +T,X) = Gvg +T,X).

T, M
Ty X 3

Considere entao F : R" — VI;X dada por F' = ¢! o G71. Temos que F é isomorfismo e
F1=Goop.

Uma vez que IY (W) = {L € VX : Im L € I',(W)}, temos que

= n, concluimos que G é um isomorfismo.

Uma vez que G ¢ linear e dim

FHIY V) = Ge(Ty (W)

= G{v+T,X :veT,(W)})
— n{G () v eT,0W)})
= Wn(G_l(Fp(W) )

= m(R™xT) =T,

Assim, F': R" — VX satisfaz F(T') = T') (W) e portanto, I} (W) é um cone em V,X. O

Finalmente, definimos
T ) Y
r,wW)= {ReL:LE€ L, (W)}. (4.1.11)

Como I'Y(W) é um cone aberto em VX, é facil ver que '/ (W) é um cone aberto em
(ReV,) NT,X. Escrevemos

W) = [ riw). (4.1.12)
peX
Se W é um wedge em M com edge uma subvariedade maximalmente real X, dizemos
que uma distribuicao f € D'(W) é uma solugao s-aproximada de V se, para toda se¢ao L de
V, Lf € L, (W) e vale (4.1.1), para todo p € W.

O polar de I'"' (W) no espaco cotangente 7% X, denotado por (I'"(W))?, é definido por

Trow)” = Jaym)’,

peX

onde

(TTO) = {€ € TyX\{0} < (£,0) 20, Yo e TTOW)}.
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Lema 4.1.4 Sejam (M,V) uma G®-estrutura involutiva, onde M ¢é uma variedade analitica
real, X C M ¢é uma subvariedade maximalmente real e VW um wedge em M com edge X.
Suponha que u € D'(X) € o valor de fronteira de uma solug¢do s-aprozimada f € D'(W).
Entao

W E,(u) C (TT(W))°.

Demonstragao:
Segue do Lema 4.1.1 que existe um sistema de coordenadas (x,t) definido em vizinhanga

U de um ponto p € X e se anulando em p tal que, em U,

X ={(z,0) : |z| <r}

W =X xT,

onde I' é um cone aberto, convexo e truncado em R".
Uma vez que X é maximalmente real, conforme feito anteriormente, podemos encontrar

geradores locais L; de V da forma

0 “ 0
= — ; t)— =1,...,n.
(9tj +kz:;a]k(z7 )a-fk’ J ) ,

Note que, como V ¢ involutiva, os geradores L; comutam. Pelo Lema 2.2.2, existem

fungoes Zi(z,t),..., Zy,(x,t) de classe G® em vizinhanga da origem, que sao solugoes s-
aproximadas do sistema L;Z = 0, j = 1,...,n e sao tais que Zy(x,0) = zy, para todo
k=1,...,m. Segue do Lema 4.2.4 (Apéndice) que podemos escrever

Zk(xat) =T, + \Ijk(xat) -1,

onde ¥y, = (Vyq,...,¥s,). Denotamos ¥ = (W, )pmxn.
Note que
—ajk(0,0):\Ifkj(0,0), ijl,...,n,kzl,...,m.

Afirmamos agora que
VX = [ZLj’() 01 Sj S n]R.

De fato, para 1 < j < n, temos que iL;|o € Vy e
) 0
+1 Z a;r(0,0) =— .

: 0
Re(iLjlp) = Re( oL, 2

:E}m%] a
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Logo, [iL;lo:1<j <n]g CV§ e, como Vg tem dimensio real n, segue que tais espagos
sao iguais.

Sabemos que o wedge direcao é dado por
FQ(W) = dQD()(Rm X F),

onde ¢ é o difeomorfismo da defini¢ao de wedge. Entao, no nosso caso, sendo {ej,...,ex} a

base canonica de RY,

Fo(W) = {dgo(a,b) :a e R™" beT}

= {d(ﬂo (Z Gj@j) + d(po (Z bjeerj) a e Rm,b € F}
j=1 j=1

= Z&ji + bji ICLGRm,bGF .
= 833j 0 pra 6t] 0
Logo,
Ly(W) = {LeVyf:ImLely(W)}
= {Zzb]Lj|0bEI‘}
j=1
Ainda,
ITg(W) = {ReL:LeTy(W)}
= {Re (Z ZbJL]b) b e F}
j=1
= Zb ZIm\Ifk (0,0) 0
Jj= ’ 8
- 0
— {Z (Zb Tm Wy;(0 o) ) beF}
k=1 \j=1
Portanto,

CeOV)” = {£eTgx\{0}: (&) 20, VoeTgW)}
= {£€R™{0}:£-Tm¥(0,0)b>0, Vbe T},

Assim, se £ ¢ (IT(W))? entao existe T € T tal que & - Im¥(0,0)T < 0. Procedendo

agora de modo andlogo ao que fizemos na demonstragao do Lema 3.2.1, concluimos que
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&% ¢ WF,(u). Repetindo o argumento para todos os pontos de X, concluimos a demonstracao
do Lema. 0

Segue como consequéncia do Lema acima o seguinte

Teorema 4.1.1 (Teorema Edge do Wedge) Sejam WT e W~ wedges em M, com edge X,
cujas diregoes sao opostas, ou seja, I',(WT) = —I',(W~). Se u € D'(X) € o valor de
fronteira de uma solugdo s-aproximada f* de V em W™ e também o valor de fronteira de

uma solucao s-aprorimada f~ de V em W™, entao
W Fy(u)|, C i}(TSM).
A demonstracao do teorema acima é idéntica a demonstracao que encontramos, por
exemplo, em [AH].
4.2 Demonstracoes de alguns resultados

Lema 4.2.1 Seja s > 1 e sejam C, L constantes positivas arbitrarias, com C > 1 e L > 1.
Se M € o menor inteiro tal que M > %, entdo existe uma constante Cy > 0, independente

de L mas dependente de C' tal que
CM+1MSM S Cl(OlL)L.

Ainda, se N € o menor inteiro tal que N > sL, entdo existe uma constante Cy, indepen-

dente de L, mas dependente de C, tal que

C(CN)N < oittpst,
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Demonstragao: Seja M o menor inteiro maior ou igual a % Dai, M —1 < % < M. Logo,

s(L+1
CM+1M5M < C%+2 (£ + 1) (s )

IN

Cy(C L),

onde Cy = maX{C’% <8 i 1) ef, C? (S il 1) }.

s s
Seja agora N o menor inteiro maior ou igual a sL. Entao, N —1 < sLL < N. Assim,

CN—HNN

CsL+2<SL + 1)3L+1
CsL+2(2SL)sL+1
CsL+2 (zs)sLJrlLLsL
(C*(2s)%e)" C*2sL*

L+1 7 sL
CL+ipsL,

C(CN)N

(VAN | I VAN VAN

IA

onde Cy = max{C*(2s)%e, C*2s}, completando a demonstracao do lema. O

Lema 4.2.2 Se Z = (Z',...,Z™) € de classe C' em um aberto Q@ C R™ x R, entao
d.Z(x,t) = det Z,(z,t)dz.

Demonstracao: Pelo que conhecemos da teoria de determinantes, se A = (a;;)mxm, entao

det A = Z (sinal o(J1,. .., Jm))@1j,---Qmjy,»

onde ji, ..., jm sao todos distintos e o(ji,. .., jm) denota a permutagao do conjunto

{1,2,...,m} tal que o(i) = j;, i =1,...,m.
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Observemos agora que

d,7 = d,Z'N...Nd,Z"

(o
N ijl

Ji1=1

uma vez que sinal ¢ = sinal o~! para toda permutacao o. Como

matriz Z,, temos que

ANNOYAL
dl‘j1> VAN ( mdl’jm>
Jm=1

oz™
com—dxj Ao ANdxj, (Ji,- -, Jm distintos)
0j,,
oz™
. (sinal o7 (j1, ..., 0m))dz1 A ... Adzy,
Ljm
oz™
. (sinal o(j1,. .., Jm))dx1 A ... Adzy,
L jim

7

sao as entradas da
8xjk

dt NdZ

d.Z(x,t) = det Z,(z,t)dx,

concluindo a demonstragao do lema.

Lema 4.2.3 Se Z ¢ como no lema acima, entao

dt N dZ = (—1)"d, Z(z, t)dt.

Demonstragao: Tendo em vista o lema anterior, podemos escrever

= dtNdZ N . NdZ™

= dtA (Z Zy da; +Zt1dt> AN (Z Zdx; + 27 dt

J=1 J=1

= dt A (Z Z;jdxj) A A (Z Z;;;dxj)
=1 =1

= dt Ndet Z,(z,t)dx

= (=1)"det Z,(x,t)dx A dt

= (-1)"d,Z(x,t)dt,

completando a prova do lema.
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Lema 4.2.4 Sejam Q C R™ x R® e N € C™! abertos e considere Zy(z,t,(,C), k =
1,...,m, fungoes de classe C em (x,t) € Q e holomorfas em ((o,() € N. Suponha que

Zk(a:,(),(g,():xk, szl,,m

Entao, existem funcoes Vi(x,t, (o, (), Ve = (Vp1,..., Ukn) ek =1,...,m, de classe C* em

(x,t) e holomorfas em ((p, (), tais que

Zk(xa t? COa <) =T+ ‘I}k(x7 ta <07 C) -t
Demonstragao: Seja r € R. Para (x,t, (o, () fixos, definimos A\y(r) = Zy(z,7t, (o, (). Dal,

Zip(2,t,00,C) =2 = (1) — Ax(0)

_ /O ()

(9Zk 8Zk

1
= /0 (tla—tl(x,'rt,go,C)+"'+tn6_tn<xart7 COJC)) dr

Yoy Yo7y
= tl/o a_h(x7rt7<07g)dr++tn/o 8—%(13,7“15,4-0,()617“
= tl\ykl(xata CO; C) + -+ tn\llkn(a:at7 COJ <>
= \Ilk(xat7<07<) ' ta

completando a demonstracao do lema. U
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