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Resumo

Neste trabalho, estudamos a constru¢ao de solucOessfrara alguns sistemas de leis de

conservacao e para uma lei de conservacao escalar.

Para o p-sistema relativistico aplicamos o método Wemetftracking baseado em Bressan,
quando a variacao total do dado inicial & localmentetiida. O nosso método de constru¢éo & um

pouco mais simples que os métodos estudados por outragsuto

Para as equacdes de Aw-Rascle aplicamos o método de @lionmetodo Wave-front tracking
permitindo ou ndo o aparecimento de vacuo nas solugiyegianadas, quando a varia¢ao total do

dado inicial & localmente limitada.

Para a lei de conservacao escalar estudamos a comstitaggolucdes fracas admissiveis uti-

lizando o método de Glimm e a aproximagao poligonal.



Abstract

In this work, we studied the construction of weak solutiarssiome systems conservation laws

and for a scalar conservation laws

For the p-systems relativistic we use the Wave-front traglkiased on Bressan, when the total
variation of the initial data is locally bounded. We constris somewhat more simpler than in

methods studied by other authors.

For the equation of Aw-Rascle we apply the method of Glimm #remethod Wave-front
tracking, we consider the appearence of the vacuum, whetothlevariation of the initial data is

locally bounded.

For the scalar conservation law we study the constructicadaiissible weak solutions using

the Glimm method and the poligonal approximations.
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Cagtulo

1

Introduco

Os Sistemas de Leis de Conservagao Hiperbolicos saortenies modelos matematicos para
uma variedade de fendmenos fisicos que ocorrem em fluxafego, dinamica dos gases, dinamica
dos fluidos, teoria da elasticidade entre outros. Em gesalugao classica do problema de Cauchy
para uma lei de conservagao existe apenas localmenteppatempo finito, mesmo que o dado
inicial seja suave. Isso significa que descontinuidadesmaaparecer na solugao em um tempo
finito. Como a solucao é descontinua e nao satisfaz agdgudiferencial parcial dada, no sentido

classico, buscamos solu¢des que satisfazem a equagamtido fraco.

Nosso objetivo neste trabalho & estudar a construcaoldedes fracas para alguns sistemas
de leis de conservacao aplicando o método wave-frockitrg baseado em Bressanm [6], quando a
variacao total do dado inicial & localmente limitada. €$o método de constru¢cdo € um pouco
mais simples que os métodos estudados por outros autae®ém estudamos a construcao de

solugdes fracas utilizando o método de Glinini [17].

Este trabalho esta dividido em trés partes, alem destaducao e do segundo capitulo que

mostra alguns resultados basicos que usaremos ao longabadtho.

No CapituldB, consideramos o sitema de leis de consaovac”

& (12220 1 p) 1o (225) —o,

2\

(1.1)
& (M) 44 (MJF p) =0, (xt)eRx[0,0).

22 22
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Esse sistema, também chamadmestema relativistico, descreve o fluxo de um gas istité&r
relativistico em coordenadas de Euler, onde a consta@ta velocidade da lup & a densidade,
p(p) = a’p & a pressa@ > 0 & uma constante,c (—c,c) & a velocidade do gas. O dado inicial
é da forma(po(x), Vo(X)), ondevo(X) € po(X) > p > 0 sao fungdes limitadas e com variagao total

localmente limitada.

Formalmente, tomando o limite quande- «, obtemos a versao nao relativistica desse sistema

Pt + (pV)X = 07

(1.2)
(pV)t + (pV? + p)x = 0.

Para o sistem&(1.2), no caso isentropico (entropia coie3taao relativistico, ondg(p) = a’p”,

a> 0 & uma constanteye> 1 & a constante adiabatica do gas, Glirhnh [17] mostrousiéndia de
solucao fraca global, quando o dado inicial tem vaaighial suficientemente pequena. No caso
isotérmico,y = 1, Nishida [ZT] provou a existéncia de solucao fraca doam dado inicial tem
variacao total localmente limitada. Quango 1, Nishida-Smoller[28] demonstraram a existéncia
de solugado fraca quandy — 1) vezes a variac¢ao total do dado inicial & suficientemeetgieno,

0 que generaliza [27]. Asakuria [1] mostrou que a variag#al ta solucao de Nishida]27], decai
fortemente para zero, quantle> o, se o dado inicial tem variacao total limitada e € cortstaara

x| suficientemente grande, no caso isotérmico.

Para o sistema relativisticB{lL.1), no caso isotermicandop(p) = a®p, Smoller-Temple
[B4] demonstraram a existéncia de solu¢ao fraca pareoblgma de Riemann e para o prob-
lema de Cauchy, quando o dado inicial tem variacao tatatdida, o que em certo sentido &€ uma
generalizacao deé [27]. Chenl [9] mostrou a solugao pgpaoblema de Riemann quangdp)

é uma fungao suave ¢g p'(p) > 0 e p’(p) > 0, e a solucao do problema de Cauchy quando
p(p) = a’p’, y > 1, e o dado inicial tem variac&o total limitada. Frid-Reslésa [16] estudaram

a estabilidade da solucao fraca quando o dado iniciatiégieo. Esses resultados estao baseados
no método de Glimni[17].

Em Asakural[2], o método wave-front tracking foi aplicadooaso isentropico nao relativistico,
quando o dado inicial tem variacao total limitaday 2 1. Em Asakural[3], o método front trac-

king & aplicado no caso nao isentropico nao relatodstNo caso relativistico, Colombo-Risebro
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[L1] estudaram uma classe de leis de conservacao ondeoardeidl tem variacao total limitada,
usando semigrupos. Chen-L1[10] estabeleceram a unicidadelucao de Riemann em uma classe
de solugdes entropicas difi N BV, com oscilagao limitada, fazendo uma analise global aon-co
portamento das ondas. Calvo-Colombo-Frid [8] provardr estabilidade de solucdes peribdicas

usando semigrupos.

Usando o método wave-front tracking e supondo que a \&itgtal do dado inicial & limi-
tada, construimos uma solucao fraca para o sistema Rritheiro verificamos que as curvas de
choque tém boa geometria. Parametrizamos as curvas emaiste coordenadas definido pelos
invariantes de Riemann, mostramos que o problema de Riepoal@ser resolvido, mesmo quando
os estados laterais tem “grande” amplitude, e encontrastwsativas sobre as interacdes entre as
ondas. Aplicamos a decomposi¢ao por caminHads ([1], B]e[I35]) para estimar o tamanho total
das ondas que sao criadas pelas interacdes entre oonda® fmostramos que o tamanho total
das ondas nao fisicas geradas pelo algoritmo front mgokipequeno. Construimos entao uma
sequéncia de solucdes aproximadas para o sisfenha (hdgteamos que existe uma subsequéncia
que converge para uma solucao fraca do sistéma (1.1).Infénte, usamos um argumento de
diagonalizacao para mostrar que a solucao pode setraaesquando o dado inicial tem variacao

total localmente limitada

No CapituldH, consideramos o sistema de leis de conservac

P+ (PV)x =0,
(pr)i+(prv)x =0, (xt) € R x[0,0).

(1.3)

Esse modelo foi proposto em Aw-Rasdlé [8]e v sdo a densidade e a velocidade de carros em
uma rodovia, respectivamente;, € v+ p(p). Supomos que(p) = p*, ondep > 0ek > 0&uma
constante. O dado inicial & da fornjeo(x), vo(X)), ondevo(x) > 0 e po(x) > p > 0 sao funcdes

limitadas e com variacao total localmente limitada.

O sistemal(T]3) € do tipo Temple, isto &, as curvas de ig@efa as curvas de choque da mesma
familia coincidem, segundo LU[26]. Aw-Rasclé [4] mosamara existéncia de solucao para o
problema de Riemann, permitindo o aparecimento de vacadvi&-Hanche-Olseri[18] provaram

a existéncia de solucao fraca para o problema de Cautlzando uma pequena modificacao do
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sistema e permitindo o aparecimento de vacuo.

Usamos o método de GlimmJ17] para mostrar a existénciaolie®o fraca, sem o apare-
cimento de vacuo. Mostramos que a solucao fraca podeoséueda com o método wave-front

tracking, apresentado no Capitlllo 3, sem o aparecimentaam®. (Vejal[1b]).

Resolvemos também o problema de Riemann permitindo o@peeto de vacuo. Com algu-
mas mudancas na solucao do problema de Riemann presete-&ascle [[4], podemos aplicar
0 método de Glimm ou o wave-front tracking para resolverabjama de Cauchy permitindo o

apareciemento de vacuo.

No Capituld®, usamos o esquema de Glimim [17] e a aproximpgligonal apresentada em
Dafermos|[1B] para construir uma solucao fraca admesgiara a lei de conservagao escalar com

valor inicial

U+ F(U)x=0 (xt) €Rx[0,+e) (1.4)

u(x,0) = up(x) XxeR,

onde f & localmente Lipschitz continua el e up € LY(R) & limitada, continua a direita e de

variacao localmente limitada ek’ (Veja [14]).
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Matenatica preliminar

1. Sistema de leis de conservag

SejaQ c R" um conjunto aberto e sefa: Q — R" um campo vetorial suave. Consideramos

o sistema de leis de conservagao

Ui+ F(U)x=0, (xt)€R x [0,0), (2.1)

ondeU = (U1,U,, ...,Uy). Algumas vezes os pontos esao chamados de estados.

Definicdo 2.1 Diremos que o sistemB(2.&)estritamente hipedico se, para todo Ut Q,
a matriz DHU) tem n autovalores reais e distintdg(U) < A2(U) < ... < Ay(U). Esses

autovalores 8o fun@es suaves de g Q.

Para sistemas estritamente hiperbolicos, podemos eacaonta base de autovetores a direita

{r1(U),r2(U),...,rn(U)}, dependendo suavementelde

Defini¢do 2.2 Para j € {1,2,...,n}, diremos que o j-campo caractisticoé genuinamente

nao linear se

(OAj(U),r;(U)) £0, YU € Q.

Diremos que o j-campo caracisticoé linearmente degenerado se

(OAj(U),r;(U)) =0, YU € Q.
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Onde(.,.) & o produto interno usual ef®".

2. Variacao total

Considere um intervald C R, ndo necessariamente limitado, e uma aplicagab— R". A

variacao total de é definida como

N
TV(u) = sup{ S Iu(xj) - u<xj_1>|},
=1

onde o supremo & tomado sobre td¢lo 1 e todo(N + 1)-conjunto de pontos; € J tal que

X0 < X1 < ... <Xn. SeTV(u) & limitado, dizemos que tem variacao total limitada.

Lema 2.1 Se u: (a,b) — R" tem varia@o total limitada erdio para qualquer x (a,b), o

limite a esquerda e o limita direita

u(x") = lim u(y), u(x”) = lim u(y),

y—X" y—x*t

esfio bem definidos. Am disso, u tem noawimo um imero cordvel de pontos de descon-

tinuidade.

Comentario 1 Pelo Lema anterior, se u tem variag total limitada, podemos redefinir os
valores de u em cada ponto de descontinuidade colocaldo=ulim,_,.+ u(x). Em par-

ticular, podemos considerar que a f@iggu € contnuaa direita, (ou corihuaa esquerda).
Se u tem variado total limitada erdio os limites (—o) = limy_. ., U(X) € U(00) = limy_,c U(X)

estio bem definidos.

Comentario 2 Seja u uma furipp com varia@o total limitada. A variaéo total de ué
majorada por duas vezes a vartg decrescente mais a diferenga no valor da &mem

+oo. Notamos ainda quBu||e < [u(—)|+ TV (u).
Teorema 2.1 Considere uma se@ucia 4y : R x [0,00) — R" com as seguintes propriedades:
u(xt] < M, V(xt) e Rx[0,),

TV(U|(,t)) < C7 Vte[(:)?oo)?
/ xt) —uxs)|dx < Lit—s|, ¥Yt,s€[0,0),
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para algumas constantes M, C e L. Batexiste uma subsegucia y, que converge para

alguma fungo ue LL (R x [0,0); R"). Esse limite satisfaz
[ lutxt) —uix 9] < Lt—sl, vtse [0.0)

Podemos ainda redefinir a fuag u pondo

u(xt) =u(xt,t) = lim u(y,t), v (x,t) € R x [0,).
y—=x*

Nesse caso, a fulg limite tamiém satisfaz

TV(u(.,1)) <C, |u(x,t)| <M, V(xt)€Rx]0,00).

3. Estimativas de Taylor

Lema 2.2 Sejay : R™ — R" diferencavel com derivada Lipschitz cdantia. Se
oy
W(0) =0, Z(0) =0,
en@o

Y(x) = O(1)|x>

Lema 2.3 Sejay : RP x RY — R" duas vezes diferer@niel, com segundas derivadas Lips-

chitz contnuas. Se

Y(x,0) = Y(0,y) =0, paratodoxc RP, yec RY,

W(x,y) = O(1)[x]]yl,
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para todo X, y em uma vizinhanca da origem. Se em adicional

0%y
m(O, 0) =0,

enfo

Px,y) = O(L)[Xy| (x| +[y])-

Comentario 3 Nos lemas anteriores, se assumirmos que adanjg e suas derivadas de-
pendem continuamente de um @@aretro adicionalw e satisfazem as hipoteses dos lemas
para todos os valores de@, enfio as estimativas anteriorefs \alidas para quantidades
O(1) que permanecem uniformemente limitadas quasdassumi valores apenas em um

conjunto compacto.

4. Transformacao de Lorentz

Como em|[34], se uma particula no sistema de coorden&dgsse move com velocidade
vV em relacdo ao sistema de coordenagdas), e sev denota a velocidade da particula no

sistema de coordenadést), e v denota a velocidade da mesma particula no sistema de

coordenadaséx,t), entao pela Transformacgao de Lorentz

_ X—VUt — t—VUxe?
X— =

VeZ—\ 2V

temos que

v V4V
C14-0ve?’

ondee = : e a constante & a velocidade da luz.

Lema 2.4 A quantidade

1+evg 1+ev
In —In
1-evg 1-—¢evg

€ invariante pela Transformada de Lorentz.
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Demonstra@o: Assumimos que

P G S G
1715 ve2 0T 11 we?
notamos que
V4V — ~
n (1+ev1) i AN n ((1+ev1)(1+ve)>
1—ev; 1-eri (1—ev)(1-Ye) )’

assim,

n <1+£v1) I (m) o ((1+£\71)(1+\7£)) I ((1+e\@)(1+\7£))

1—evg 1—evp (1—evq)(1—Ve) (1—evp)(1—Ve)

1+ev; 1+ &vo
= In — ] —1In — .
1-evg AT

5. Seqencia equidistribuida

Como em[[25], diremos que uma sequér(@d C (—1,1) & equidistribuida se

. Blam,k,I) pu(l)
m e T

para qualquer subintervalade (—1,1), ondeB(am, k, ) denota o numero de, 1 < m <Kk,

coman € |, eu(l) & o comprimento dé. Para mais detalhes veja[31].
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Equa@es de fluxo relatisgtico

Consideramos o seguinte sistema de duas leis de congervag™

3 (B2 1+ p) +a, (022 =,
& ((p+p02) ) Y ((P+PCZ)V2 + p) —0,

22

(3.1)

22

ondep & a densidadey = a?p & a pressio; € (—c,c) é a velocidade, a constarte- 0 & a veloci-
dade da luz e a constaraeatisfaz O< a < c. Esse sistema descreve o movimento unidimensional

de um gas isotérmico relativistico em coordenadas derEul

Consideramos o problema de CauchyRm [0, ), para o sistemd&(3.1), com dado inicial

U (Xv O) - (p(X, O)7V(X7 O)) = (pO(X)7VO(X)>7 (3.2)

ondevo(x) € po(X) > p > 0 sao funcdes limitadas e com variagao total localeéntitada.

o l . 1 . ~ .
Como eml[24], fazemos = ¢, assim O< a < =, e o sistemd{311) pode entao ser escrito como

(3.3)

& G*izsz pV2e? + p) + 6k G* & pv) 0,
7} (ffziz pV) + 0« <i+2232 sz + a2p> 0.
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A transformacao

Y
V=— t=at £ =ac,
a

reduz o sistemd(3.3) ao mesmo sistema ecal, ou seja

& (LesmpvPe?+p) + o ( £250v) =0,

1—g2v2 1—g2y

(3.4)
2 2
al <1J;t~§v2pv) + dX (11522\/2‘)\/2 =+ p) = 07
nesse caso assumimos que @ < 1. Simplificando, temos
1+efv? 1+e? —
7] (1_;\/29) + 0x (1—s§v2 pV) =0, (3.5)

& (Ei5pv) + o (%) = 0.

A velocidadeyv, fica entao restrita ao interva(&%, %). Notamos que o conservativo e o fluxo
explodem (blow-up), quando— i%.
No limite formale = 0, o sistema corresponde a versao nao relativistican(ipua velocidade

daluzc = ),

ap +dx(pv) =0,
6(pV) + 0((14+V2)p) = 0.

No limite formal e = 1, o sistema corresponde a versao escalar (quando a \&deaitb som e a

velocidade da luz coincidem),

Y

3 (25) + 0 (Zo0v) ~0
0.

A (1Zop) <o 20

Consideramos neste traballgos (0, 1) fixo.

Nosso objetivo neste capitulo & construir uma soluggaf) , para o problema de Cauchy([3.5)

em(x,t) € R x [0,), utilizando o método wave-front tracking.
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SEjamG(p,V> = (Gl(ﬁ),V),Gz(F),V)) eF(p7V> = (F]_(p,V),Fz(p,V>), onde

Gi(p,v) = HE¥ 0 Gy(p,v) = £, pv,

122 — 1-£22

2
Fi(p,v) = {5550V, Fa(p,V) = 555 p.

Podemos escrevdr (B.5) como

GU)+F(U)=0, U= ( P )

\Y

Defini¢io 3.1 Dizemos que uma fuéig mensuavel U : R x [0,») — R? & uma solugo fraca para
o problema de Cauchy(3.5) se a féiagt — U(.,t) & contnua em L, a condi@o inicial (32)é

satisfeita e, para cada fuég ¢ € C* com suporte compacto contido & [0, »), tivermos

/om /o:o {GUE)) @) +F(U ) g(x 1)} dxdt+ /ZG(U (%,0))@(x,0) dx=0.

3.1 Autovalores, autovetores e invariantes de Riemann

Agora, queremos calcular a matriz jacobiana do sistEmh (®afa isso comecamos calculando

as matrizes jacobianas @ee deF. As matrizedDG e DF sao dadas por

v(1+e?)  p(14€?)(1+e2v?)
1-e22 (1-£2v?)2

14e42 2pve?(14-€)
DG(p, V) — 1—g2\2 (1—$2V2)2 ,

V(1+e?)  p(l+e?)(1+e?)
_ 122 (1—e2v2)?
DF(p,v) = 142 2pv(14£2)

1-g2\2 (1-e2v?)2

A equacaol(3l5) pode entao ser escrita como

DGU; +DFUy =0, U = (p )
\Y
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2 4
Notamos que o determinante da mabi@ é igual a%%;;"z)

podemos calcular a matriz inveréaG) 1, assim temos que

> 0, poisp >0 e|v| < %, logo

es g
-1 _ 1-&%v 1-&%v
DC) (V) =y @er)iiehe) |-
p(1—eM2)  p(1—eH2)(1+£2)

A matriz jacobiana do sistema{B.5) & portanto

1+£2\2 _ove2 v(1+2522) p(1+52)(2142r522v2)
_ -1 _ 1—eH2 1—eh? 1—g4v: (1—€2v?)
J=(DG) 'DF = —v(1-e22)  (1—£22)(14-eM2) 142 2ov(1-+£2)
p(1-e*2)  p(1-e*2)(1+£2) 1-£22 (1-£2v2)2
v(1-£?) p(1+€?)
_ 1-e42 142
B (1—£22)2 v(1—£2) ’
p(1-e4v?)(1+€2)  1-e4?
Podemos entdo escrever a equafad (3.5) como
o)
U+JUx=0, U= . (3.6)
\'%

Os autovalores do sistenia{]3.5) satisfazem a equacao

2Av(1-€%) V-1

— p— 2 =

defJ—Al)=A Y + 1 o2 0. (3.7)

Resolvendd(3]7) obtemos

v—1 v+1
= e —— = = 3.8
Notamos que
2(1—e2v?)

Az —)\]_ — 1—784\/2 > O, (39)

pois|v| < %, logoA; < Ay.
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Para encontrarmos os autovetores do sistEmh (3.5), prexssasolver o sistema

v(1—£2) A p(1+€?) X
1-eh2 1-eh2 _
(1—e2?)? v(1-£?) A =0, (3.10)
p(1—ef2)(1+€2) 1-eh2 71 y
i =1,2. Quanda = 1, (310) pode ser escrito como
1-£22 p(Lte?) X
142 1-g%2 —0
(1-g2v?)? 1-e2? T
p(1-eMV2)(1+€2)  1-e%2 y
O autovetor associado ao autovaleré portanto
1 1
rn=r V)= | — . 3.11
1 1(p7 ) ( 1—82V27p(1—|—82)) ( )

De modo analogo, o autovetor associado ao autovalér

1 1
re=ra(p9) = (1= s ) (312)

Notamos que

Assim,
1—¢g2 1
<D)\17r1> (1—€2V)2 p(1+£2) > 07
1—¢g? 1
OA = )
(DAz.12) (1+€2v)2p(1+¢€2) >0

Comentario 4 Como em[[3B], no plano x t, as curvas integrais do campo vetorial=v (A;, 1)
sao chamadas de i-curvas caracigticas, i= 1,2. O autovalorA; € a velocidade caractestica da
i-curva caractefstica, i=1,2. O campo vetorial ré o i-campo caractéstico. O autovalon;(u)

tamkemeé chamado de i-faitia caractelistica, i= 1, 2.

Como em|[24], temos que
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Lema 3.1 O sistemal(3]5¢ estritamente hipedico quando|v| < % e p > 0 (isto &, mesmo na
presenca de singularidades daouo no campo densidade), mas essa propriedade falha quando
vV — i% (isto &, na presenca de singularidades da velocidade da luz n@oamlocidade). Am
disso, o sistem&{3.5) admite dois campos carastieos genuinamenteéio lineares quandov| <

1 - . . . 1
= ep > 0. Porém, a propriedade de genuinamenéoninear falha quando v +=.

3.2 O problema de Riemann

O problema de Riemann para o sistemal (3.5) consiste em eacanta solucao fraca de(B.5)

com dado inicial constante por partes da forma

U=(p,v), X<0,
Ux,0)=1{ (o1, v) (3.13)
Ur:(pr,Vr>a X>07

ondeU;,U, e Q={(p,v);p>0e|v| < %}. Construiremos uma solugao fradéx,t) = U (%) para
esse problema, usando ondas elementares de rarefacébagde, cont : R — R? possivelmente

descontinua.

3.2.1. Ondas de rarefag

Para encontrarmos as ondas de rarefac&@o escredemgse procuramos as solugdes continuas

nao nulas do tipty = U (£), da equaco diferencial ordinaria
(I-&NVU'(§) =0, (3.14)

onde

i =1,2. ComoJ possui dois autovalores distintdg < A2, obtemos duas ondas de rarefacao.

De (3.1%), temos que 0 veth’(é) =# 0 & um autovetor dé associado ao autovalgr. Portanto
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U’(&) # 0 é paralelo ao autovetor, e podemos assumir que, para cagal, 2,

V() = mrommomp iU E), AUE©)=¢ (3.15)

Assumimos em adicional que

OAi(U) =U;, UA(Uy)) =U.

Entao para cada tempa> O fixo, a funcadJ (£) conectara continuamente o estado & esquérda

e o0 estado a direitd;,.

Definicao 3.2 Chamaremos de i-onda de Raredac¢ ou simplesmente i-rarefag, a uma solugo
confnuaU de [3I#), comU’(&) # 0, ondeé = X € [&1,&;], para algumé; e algumé; tal que
&1 < &2

Como o sistema{3.5) &€ genuinamente nao linéaa;,r;) > 0, por [31Ib), a funcad —
Ai(U(£)) & crescente, = 1,2. Observamos que a fungBi€) satisfazendd{3:15), é de classe

C! no intervalo abert¢éy, &).

Parat > 0, ai-onda de rarefagao tem a seguinte forma

U, )f(<'
U =1 0. Al

£ <Ai(Ur), (3.16)
Ur, %( >A|(U|’),

i=12.

Uma funcadJ satisfazendd(3.16) & uma solucao fraca do sist€mh (B&)ato, temos que
U (x,t) — U (x,0), pontualmente para cada 0, alem disso, a funcdo & continua, logo limitada.
Portanto temos qui) (.,t) —U(.,0)] — 0 emL{ ., quanda — 0. A equac&o{316) é trivialmente

loc?

satisfeita nas regides onge< A;(U;) ou§ > Aj(Uy).

Para concluirmos qué é solucao fraca do sistenia(3.5) € suficiente mostraques equacao

(E8) & satisfeita na regiao intermediaria, ong&);) < ¥ < A;(Uy). Por definicaolJ & constante
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ao longo de cada raio através da origem. Dali
X
Ut(x,t) + EUx(x,t) =0.

Por [3T5), nesse setr= A; (U (xt)). Por [3TIb), observamos que

1

(OA(U(E)),ri(U(E)Y) r(U(<))

Ux:

~|

é paralelo ao autovetoy(U ), logo & um autovetor d& com autovalod;(U). Dai, seAj(U)) < § <

Ai(Uyr), temos

Ui(X,t) +JUx(x,t) = Ui(x,t)+

- Ut(xvt) +

1
((HAU(E)),ri(U (&) t
1

),ri(U

¢ ¢
(BAUE) U@t !
= Ui(x,t)+ Ux(xt) 0.

Portanto a equacab(B.6) & também satisfeita na regideA; (U) < ¥ < Ai(Uy),i=1,2.

SejaU; um estado fixo, queremos encontrar o conjunto dos estadgsara os quais o pro-
blema de Riemann correspondente pode ser resolvido com-anta de rarefacao. Comecamos

considerando o autovaldg. O autovetot)'(£) = (p’(€),V(&)) satisfaz

4 1—£22 p(1+€?) 7
(J—Al) — 1-eM2 142 -0
\7 (17 82V2)2 liszvz \7 )
p(1-eM2)(1+€2) 1-eM?

logo = ;xzp + pll;ilz V =0, comoV(&) # 0, temos

dp  p(1+¢?
dv. 1—¢g22’

Integrando, obtemos

Vo1 q /P 1 q
V=— ———dp.
Vi 1- &2 b p(1+52> P
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Portanto a 1-curva de rarefac®g comecando erfp,V; ), & formada pelos pontdp,v) € Q, que

satisfazem

}In 1+ev . € n —}In 1+ev . € n
2 \l1l—ev) 1+¢2 P=3 1— ey 1+¢€2 A

A condi¢aoA1(p,Vv) > A1(p1, Vi), mostra quer > v, logop < p emRy.

De modo analoga, a 2-curva de rarefagapcomecando enipo,, V), € formada pelos pontos

(p,v) € Q, que satisfazem

}In l1+ev € n —}In 1+ev N n
2 \l—gv) 1+¢2 P=3 1—ev 1+¢€2 A

ondep > py.

O invariante de Riemann correspondenté-eampo caracteristico € uma funcao suane&) —
Rtal que s€p,v) € Q entao(Uw(p,V),ri(p,Vv)) = 0. Podemos definir os invariantes de Riemann

para o sistemd(3.5) como

- 1 1+ev £

r = r(p,v):?n(l_gv)+1+82Inp, (3.17)
- 1 l+ev £

s = s(p,v):éln<1_gv) 1+52|“p- (3.18)

Observamos que $@,V) pertence a curvR; entdor(p,v) = ¢ e se(p,V) pertence a curvi,

entaos(p, V) = ¢y, ondec; e c, sdo constantes.

3.2.2. Ondas de choque

Definicao 3.3 Chamaremos de i-onda de choque, ou simplesmente i-chogolkeig@o descorihua
de [33) com dado inicial{313), da forma

U, x<st,
Upt)y=4 = X3
U, x>st,
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onde s é a velocidade do choque=1,2. A velocidade do choque deve satisfazer a cduwle

salto de Rankine-Hugoniot

S (G(Ur) —=G(Uy)) = F(Ur) —F(Uy),

e a condi@o de entropia de Lax

S < Al(U|), Al(Ur) <5 < Az(Ur),
AU <2< A2(Y)), A2(Uy) < 3.

Umai-onda de choque & uma soluc¢ao fracd dd (3.5), pois satisgfandicdo de Rankine-Hugoniot.

Como em [[34], devido a Transformacao de Lorentz, (veja pitG [, item 4), podemos
sempre assumir, sem perda de generalidade, que o estagioeadssd); = (p;,0). A condi¢ao de

entropia de Lax nos diz que devemosuer v; = 0 sobre as curvas de choque.

Lema 3.2 Assumimos que|U¥= (p1,0) e U = (p, V) satisfazem a condiip de salto de Rankine-

Hugoniot, e que w 0. Entao as curvas de choque satisfazem

:_\/ (p—p1)?
(p+e2p)(e2p+p1)

Quandop > p temos qu%‘g’ < 0, e quand < p temos qu%‘g’ > 0.

Demonstrago: A condicao de salto de Rankine-Hugoniot aplicadad (31d$ da as seguintes

igualdades

1—e22

$<<p+82p)V) _ <<p+ezp)v2

+£2p)\2e2 +&2p)v
S(—(p 2 +p—p|) = (7(q_32€2) )

1—¢g2v2 1—¢g22 +p—p|). (3.19)
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Eliminandos, temos que

1— e [(p+&2p)V? (14 €2)2p2V2
_ 2 _ ol —
0 = [t+eorteo-m | IR - p)] - SERE

2 2\2 2 2 V2

= P+ 5t (p+E)(p—pPV+ (P +EP)(P—P)
B 2(1—52V2)_ 2 2 V2
+(P pl) £2 P (1+€ )82(1—82V2)
V2

= p*(1+e?? L_ 27 2 52\/2)} +(p+e%p)(p—p)V°

2 _ o2
Hp+ep)(p—p) 5y + (o~ 25

2 22
= p2(1+52)21_V82V2 {E Vg2 1} +(p+€zp)(p—p|)v2
2 22
+(P—p1) {(p+£2p)%+(p_pl)(1£7‘zv)}

_ 2 22V_2 2 o2 B 5 v_2 1
prAte) St (p+ep)p—p)V+(p—p) | (P+EP) 5+ (P—P) 3
v 2 2y, 2 2 VP 21

= alpte p)(—p(1+e)+e(p—p))+(p—p)(p+e Azt P—P) 5
V2 V2 1

= g(p+62p)<—p—82p|)+(p—p|)<p+62p|)g+(p—pl)zg

v 2 2 21

= —?(p+s p)(pe“+p)+(P—p) o2

assim,

V2

1
;(p+szp|>(psz+p|> = (p—p|)2;,
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portanto

(p—p1)?
(p+€2p)(e2p+p1)

Comov < 0 sobre as curvas de choque, temos que

:_\/ (p—p1)?
(p+e2p)(e2p+p1)

Derivandov em relagcao @, temos que

dv _}\/(p+szp|>(82p+p|>< 1 )
dp 2 (0—m)? (p+e2m)*(e2p+p1)?
{2(0+€%m)(Ep+p)(P—p)— (P—p)2(E%p+p)+(P—p)(P+E%P)}
_ 1 (p—p) (o +€°m) 2 2
- -3 (p—p|)2(p+82p|)%(520+0|)%{(p+8 p)+(E%p+p)}
Quandop > p, temos qu%‘)’ <0, e quand® < p, temos qu%‘)’ > 0. -

Defini¢ao 3.4 A 1-curva de choque;Scomecando erfp;,0), &€ a curva

o (P—p)?
SV \/(p+82p|)(82p+p|>’
ondep > py.

A 2-curva de choque Scomecando erfp;,0), € a curva

o (p—p)?
=V \/(p+82p|)(82p+p|>’

ondep < py.

O proximo lema mostra que as curvas dadas na Defilich@aBsflazem a condi¢ao de entropia

de Lax.
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Lema 3.3 A velocidade caractéstica § da 1-onda de choque satisfaz
s1<A1(Ur), A1(Ur) <s1<A2(Ur),
enquando a velocidade caractstica $ da 2-onda de choque satisfaz

A(U) < < A2(U)), A2(Uy) < sp.

Demonstragio: Comop > p emSy, entéiop + 20, > £2p + py, logo

20 +E%p)

e2p+p
(P—p)? (p—p)?

. 3.20

Prepepip) (ot o) (3.20)

> (p_p|)27

(p—pr)

Pelo Lemd312 temos que

_ (p—p)?
B \/(P+€2p|)(£2p+p|)’ (3.21)

como(p —p) > 0em$;, de [320) e[(3.21) temos

P—p
p+ep’
~V(p+e%p)+eXN(p—p) > p-p,

—~V(p+%0)(1-€2%) > (p—p)(1—€V)(1—€*V),
1-e? (p—p)(1—er?)
C1-g% v(p +€2p)
1-e2v? (p—p)(1— &3
Vo S VT v(p +€2p)
v—1 V(p—e’p)+(p—p)(1—&H)
1-¢g2v v(p+¢€2p)
Vo1 V2(p—€2p) Yp—p

1—22
1— g2y v(p+£2p)

1—g2\2

-V >

b

b

)

Segue dd(318) €(3119) que(pr,Vr) < s1. Agora, queremos ver queg < Az(pr, Vr ).
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Lembramos que <v; =0e|v| < % assim

1-v
P 1+ g2v

p—p(1+ev)

(p—p)(1+€%)
P—pP
(P +&2p) 12z
2
V2(p+£2p) fp—p

122
(P+€2P) 2
V2 2
AR PP

v(p+€2p)
1—e2\2

Segue de[(318) €(3.119) qse< Az(pr, Vr).

> P,
> Vp,

> v(p+€e%p),
1— &2 v
1+e2v 7

1— A2 4-v(14 %)
1+ €2v

b

v+1
1+ g2v

Resta mostrarmos quse < A1(py, V). Observamos que

1—g22

2
V(p+€%p) )

2 2
e ae-n\  (pretp)+(p-p)(A-AP)
v(p+€2p) N

_ (vz(p+szp|> +p—p

2
V(p+€2p) )
(p—m)?

2
2

= (P—PI)Z[

(p—p1)? 2p)2
Brepcpra) P T EP)

p—p 1]2 (p+€%0) (%0 +p1)
(e2p+p1) (p—p)%(p+e2p)?

(p+£€%p)? (p+€°m)(e%p+p1)

(e2p+p1)?

(p+&2p)?

p+e%p

> 1

Isso mostra que el$;

(e2p+p1)?

v(p+e2p)
1—g2\2

V2(p+€p)
( (1—£2V2) +P—pP ) <1
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Segue de[(318) €(3119) gse< A1(p,vi) = —1.
As estimativas parg, seguem de forma analoga. |

Quando consideramas = 0, segue do Lenma3.2 que

__(p+efp):  (pretm)
(€2p+p)?’ (€2p+p)?
No caso geral, a velocidade d@nda de choqus;, i = 1,2, pode ser encontrada usando a

condicao de salto de Rankine-Hugoniot, ou a Transfoadmalg Lorentz. Como ern[B4]

_v+s
1+¢&2vs’

De modo analogo, as velocidades caracterisficeambém satisfazem

_ VI+Xi
' leya

Comentario 5 No caso geral, a velocidade sobre as curvas de chogaeladas por

V-V Alp,pr)

1-e22  1-vie2/Alp.p)’

Observamos que, usando a expéess

v +Vv
1y

obtemos

v=—vVAp,m),

onde

(p—p)?
p+e2p)(e?p+p)

Alp,p) = (
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3.2.3. Propriedades das ondas de choque

Mostraremos nesta secao algumas propriedades gecaséadas curvas de choque.

Lema 3.4 A 1-curva de choque e a-curva de choqued® “starlike” em relagdo a U, isto €,

qgualquer raio atraes de Y corta § em no naximo um ponto.

Demonstrago: Para mostrar qus; & “starlike” em rela¢ao b = (py,0), & suficiente mostrar-
mos que: dados dois pontos diferenths= (p1,v1), U2 = (p2,V2) sobreS;, o segmento de reta
U,U1 tem inclinacao diferente do segmento de kétas.

As inclinacdes do segmento de rel@)1, e do segmento de rethU,, sao respectivamente

PL—P  P2—pP
vi Vo o

Sobre a curva de choque temos que

_ (pp)?
(p+e2p)(ep+pr)’

assim,

2
(P52) = (o etpiepsn

como a velocidadedepende apenas da densidageé suficiente mostrarmos que+ £2p; ) (¢%p+

p1) € crescente em relacagpaNotamos que

% [(p+€m)(e%p+ )] = €*(p+ %) + (%0 +p1) > O,

poisp, p; > 0. Portanto

Pr—pP , P2—pP
V1 7& %) ’

logo S e S, sao “starlike”. ]

Consideramos agora os invariantes de Riensan definidos em[(3.17) € (3.11.8).
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Lema 3.5 As curvas de choque do sisterhal3.5) satisfazem

dr
— <1,
O<d<

ao longo dal-curva de choque;Se

ds
— <1
O<dr< ,

ao longo da2-curva de choqueS

Demonstragao: Comecgamos derivando os invariantes de Rientaas) com respeito @, sobre

S, assim temos que

dr e dv €
dp  1—¢22dp * p(l+e2)’ (3.22)
ds_ & dv. &
do 1—&e22dp p(l+€?2)
Como(1— ezvz) >0egY <0emS, entaog> < & o>
queg;gs dp, logo| 4t } < 1. Como@s > <0, resta mostrarmos qL% <0.
Lembramos que
_ (P—p)° '
(p+e2p)(e?p+p1)
Derivandov em relagao @ obtemos
ﬂ:i(P—PO(Pl+€ZP|)(P+P|)(1+52)' (3.23)
do 2v (P+€2p)?(e2p +p)?
Notamos que
£ i _ € 1 1
(1-e2)2v  21_g2__ (p-n)® —(p—p1)
(P+E2m)(E20+0) (p1e2)% (e20+01)2
2 2 2 1,0 1
__e(ptep)(ep+p) (P+epr)2(e p+p|)27 (3.24)

2(p+e%p)(p+€2p) (P—p1)
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De (322), [32B) d(3.24), temos que

e dv e
dp 1-e22dp  p(1+¢€?)
e 1(p-p)(p+ep)(p+p)(L+ed) £
1_e222  (p+e2p)2(e2p 1) (it e?)
£ —(p+p) 1
) 2513 (2 I 1re2 )
P\2(p+e2p)2(e?p+pr)2

Como
2
((p+e2p)2~(Pp+m)?) >0,

segue que

I\)IH

prelorelptp > 2(p+e2m)i(e?p ),

(P+p)(1+e%) > 2p+ep)i(e%p+p)2,
pP+p 1
1 1 > 5
2(p+€2m)2(6%0+p1)? 1+e

I'\)H—\

Portanto

d — 1
2(p+e%p)z(e?p+pr) e

i
2

ds

p dp
mostrarmos qu% > 0. De fato, com argumentos similares aos usados antericemaoiemos

dsdr

Por outro lado,g¥ > 0 em S, logo §& >0 e . Como Q5L = §8, |$| < 1. Resta

que

do P \2p+e?p)z(e2p+p)z 11
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3.2.4. Parametrizap

Definimos a fungad’ : R? — (0,00) x (—g71,e71)

gts-1
Te(@ts+1)

) = (p(s.r),v(sr)), (3.25)

onde os invariantes de Riemasar estao definidos eli (31 7)[€(3.18).

Observamos que

2 2
1+eze—1§§ (r—s) 142rgsze—1§§ (r—s)

e
DLP(S’r) - 2;+s g +s
e(@7s+1)? e(@7s+1)?
£2 grsr1)?  (@541)2
(204 eE e e 3.26
B € (g@+s+1)2 ef%é—zvfs) e—%gf—zufs) (3.26)

14-€2 14£2

Notamos que os vetores coluna da matriz a direita da igdelaaterior sdo os autovetorgé¥(s,r))
era(W(s,r)) (linearmente independentes), definidos Em{3.1L)€1(3.12).

Os estadoss, r) e (s,rr) sao unicamente determinados pelos estgqdos) e (pr, V), pode-
mos entao utilizar os invariantes de Riemdsir) como um sistema de coordenadas. Usamos
o sistema de coordenadésr) para parametrizar as curvas e estudar a geometria das cevas

choque.
Comop > p emS, entdo pelo Lema3.2

a—-1
1 )

V= — .
(a+¢€2)2(1+¢€2a)z?

ondea = g > 1.

Usando os invariantes de Riemann definidos[em)3.17) € (&18nbrando qug = s(p}, V)
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er =r(p,Vv ), podemos escrever a 1-curva de chofuieomo segue

St (3.27)

ondea > 1.
Por outro ladop < pj emS,, entdo pelo Lema3.2

1-a
(a +€2)2(1+€2q)2

V=—

Y

o

ondea = £ < 1.

e}

Podemos entao escrever a 2-curva de ch&uemo segue

/ 1 1
2y2 20)2 —
Nor— (In ((a+e 2(1+6%)2 te(a 1)) o zlna),

S: (3.28)

ondea < 1.

Lema 3.6 A curva de choque;Scomecando erfs, r}), pode ser escrita como

S-S

f—r=gi(s—9) E/ ha(a)

0

dg, s<s.
a=ay(B)

onde0 < 44 B)<le0< igzl B). De forma similar, a curva de choque,$omecando erfs, 1),
dg dB

pode ser escrita como

§—s=g(n—r)= /0”r ha(a) dg, r<r.

a=a1(B)

onde0 < %—%Z(B) <le0< ‘312—[3922([3).
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Demonstragio: Comecamos considerando a cugzaDe (3.2T) temos que

dis—9) _ e(1+e?)(a+1)+2s(a+e2)3(1+e%a)?

da 20 (1+ €2)(a + €2)2 (1+ €2a1) 2

)

1

din—r)  e(l+e?)(a+1)—2¢e(a+e?)z(1+€2a)z
da 2a(1+€2)(a+e2)i(1+e2a)t

Definimos a funcao

d(r—r)
hl(G)E da =

(1+€%a)
(1+¢€2a)

(1+&d)(a+1)—2(a+£?)
1B A+ (a+1)+2a+e2)

Nl Nl
Nl=| Nl

: (3.29)

Notamos quéa —1)?(1—£2)? > 0, logo

(1-2a+a?)(1-2e%+¢% > 0
(1+20+a?)(1+2e%+¢€*) > 4(a+e%a’+e%+¢a)

(a+1)%(1+&%)? > 4a+e%)(1+€%a),

logohi(a) >0,Va > 1.

Definimos também a fun¢afa da seguinte forma

B (a+&?)
A=l ((a+£2)

(1+€2a)
(1+€2%a)

NI NI
NI NI

+e(a—1) € B
—s(a—l)) + 1_,_52"‘“ = f1(a).

Derivandof; em relacao &, temos que

dfy y_dE-9 _ e(1+€2)(a+1)+2¢(a+e2)z(1+€2a)? o
da da 20 (1+€2)(a + £2)2(1+ €20 2 ’

ondea > 1. Comof; & crescente, temos qye= 0 se, e somente se,= 1. Pelo Teorema da

-1
funcao implicita temos que = a1(B). Alem disso,‘(‘j—%l(B) = [%(u)] > 0.
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Derivando a funcao composta —r)(a1(B)) em relacao @8, e usandd(3.29), obtemos

d(r—r) d(rp—r) da;

= —~(B)
4B la—ayp) da |o_ayp) 9B
_ d(rp—r) {ﬂ(a) -1
da |a_ayp) Lda

= hi(a)|g—a,(p)-

Definimos entao

gi(s —9) /; N h1(0)g—a, () 4B

— (n (a+€2)2(1+€2a)% +e(a—1) € g
(a+€2)2(1+€2a): —gla—1)) 1+€ a=ay(3—9)
Derivandog; em relacao #, obtemos
d
0< 2(B) =hi(a(B)) < 1
B
Derivando novamente em relaca aobtemos
d’gs dhy dhy day
d—Bg(B) = @(0’1(5)) = E(al(ﬁ))ﬁ(ﬁ)
B 1 2e2(14-€%)(1—€?)(a — 1)
£(a+1)(1+€2) + 2¢(a +€2)2(1+ €2a) 2 (a +€2)2(1+€2q)2
> 0,
poisa > 1 emS,.
Consideramos agora a curSa de [3.2Z8) temos que
d(r, —r) (e(1+e¥(a+1)+2¢e(a+e2)E(1+ %)
da 20(1+€2)(a +£2)2(1+£2q)? ’

d(s —s) B (8(1+82)(a+1)—25(a+52)%(1+52a)%>

da 201 (1+ €2)(a + £2)2 (1+ €2a)?
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Definimos a fungao

d(s— . .
)= 58 (l+$2)(a+l>_2(a+82>i(1+820{>i.
% <1+52)(a+1)+2(0’+€2)?(1+£2a)?

Observamos quie;(a) > 0,V0< a < 1.

Definimos também a funcai da seguinte forma

- (a+¢&?)
- <In<<a+sz>

Derivandof,; em relacao &, temos que

_|_

(1+&%a)z+e(a—1) £ B
_s(a—l)> - 1+£2|na> = fo(a).

(1+¢€2a)

NI NI
NI NI

ﬁ( ) da

- 1

dfp y_dn-r _ (3(1+32)(“+1)+2€(0{+82)%(1+82a)%> <0
20(1+€2)(a +£2)2(1+ £2a)? ’

onde O< a < 1. Comof; & decrescente, temos ge= 0 se, e somente sa,= 1. Pelo Teorema

1
<0.

da fungao implicita temos que= a>(f). Além disso,‘fj—ol’;(ﬁ) = [%(a)}

Derivando a fun¢ao compostg — s)(a2(8)) em relagao #, obtemos

d(s —s) _ dls-9 daz g,
dB  |a—ayp) da  Jy—a,p) 9B
d(s —s) dfp, 17"

—(a)
4o |o—ayp) ld“
= ho(a)|g_a,(p)-

Definimos entao

21-1) = [ ho(@)]a_ayp OB
_ _<|n((a+£2)i(1+52a)i+£(a—1)>_ € 2Ina>
(a+e?)2(1+e&2a)2 —g(a—1) 1+e a=ax(r—r)

A analise das derivadas @dp segue de forma similar a feita anteriormente, concluimase q

0< G (B) <1e0< GH (). o
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Podemos entao parametrizar a 1-curva de choque, coneeand,r;), COmo

y—Si(Y)(s,n) = (s +y,n—0g1(—y)),

ondey < 0, e a 2-curva de choque, comegando(gT|), COmo

y—S((Y)(s,1) = (s —9(-y),n+Y),

ondey <O0.

Dessa forma, temos que
92(0)(s,1) = (1,0), E2(0)(s,1)=(0,1).

Notamos que a curva de chog8gcomecando em um pontd pode ser obtida por uma re-
flexao, em relacao ao eix® = r|, da curva de choqu&, comegcando no mesmo pornith. De
fato, as funcded; e f,, definidas na demonstracao do Ldma 3.6, sdo monotorigsy = fz(%),
Va >1,logogi(B) =g2(B), VB > 0.

De forma similar, podemos parametrizar a 1-curva de rgef&, comecando ents,r),

como
Y= Ru(y)(s,n) = (s +y.n),
ondey > 0, e a 2-curva de rarefagao, comecanda(gom ), como
Y= Ra(y)(s,11) = (s,n1+),
ondey > 0. Assim, temos que
S (0)(s,11) = (1,0), FE(0)(s,1) = (0,1),

observamos que a curva de rarefaBaa@omecando no pontd; também pode ser obtida atravées

de uma reflecao, em relacao ao ese- r|, da curva de rarefacd@® comecando no mesmo ponto
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Figura 3.1: Curvas de rarefagcao e curvas de choque no plano

3.2.5. Soluéo do problema de Riemann

Consideramos o problema de Riemann para o sistena (3.5)adwormicial [3.IB). Quando,
esta suficientemente proximo g a existéncia e unicidade da solugao do problema de Rieman
para o sistemd (3.5), na classe das ondas elementares sefg@réma de Lax, que € aplicado a
qualquer sistema de leis de conservacao que € estritarigerbolico e genuinamente nao linear
em cada campo caracteristic@] ([611[17]1[28].1[33]).

Para o sistem&(3.5), a solucao do problema de Riemannsgodenicamente) construida para

guaisquer estadd$ eU,, satisfazendo

1 1
P, Pr>0, —2 <V, <z

Para mostrarmos isso, fixamdse consideramod = U, variavel. Notamos que as curnas
S, R1 e Ry, que comecam erd, dividem o planos—r em quatro regioes abertigsll, I11 elV,

como mostra a Figufa3.1.

SeU, pertence a qualquer das quatro curvas, o problema de Rieenegsolvido com uma
Unica onda elementar, como vimos na definicao das ondaweetares. Assumimos entao dye

esta em uma das quatro regides abdrts |11 elV, de acordo com a Figuia’B.1.
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Como em|[[3B], par) € R? definimos

R(U)={(sr);(sr)eR;, comecando ery},
S(U)={(sr);(sr) €S, comecando erd },
T(U) =S(U)UR(U),

(VA

Figura 3.2:

Lembramos que o sistema{3.4) & estritamente hiperhlice: A,. Para resolvermos o pro-
blema de Riemann, precisamos conectar o edta@dm estado intermediarld,, por uma onda da

1-familia, e entdo conectar o estado intermedidrao estad®J), por uma onda da 2-familia.

Consideramos ent&o a curVg(Um) = S(Um) UR2(Unm) paralm € T1(U)) = S1(U)) URL(Y)).
Precisamos verificar que quaisquer duas cuigéldy) e T2(U/), Um, U/, € T1(U)), ndo se inter-
ceptam e que o conjunto de todas essas tais curvas cobrera ted&op > 0, —% <V< % no

planos—r, ou seja, cobrem todo o plase- r. (Figural3.R).

Quando o estadb, esta na regiadv o estado intermediarioy, = (Sn,rm) satisfazsy = s
erm=r;. QuandoU, esta na regiadll o estado intermediarioy, satisfazsp,=s erm=r1, —
01(|sr —s|). QuandaU; esta na regiad o estado intermediario, = (Sm,rm) satisfazr,, =r, e

Sn==5+02(|rr —n|). (Figural31).

Supomos agora qud, esta na regiadl. Precisamos definir o conceito de curva de choque

inversa. Uma curva de choque inveBzaconsiste dos estadds,r) que podem ser conectados ao
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estado(s, 1), pela direita por uma onda de chodge Sem perda de generalidade, supomos que

vy = 0. Pela Definicab 34, a curva de choque inv&sa representada por

N (p—pr)?
%= \/(p+s2pr><s2p+pr>’

ondep; < p. Como no Lem&3]5, podemos mostrar que

dr
d_s>1’

emS,. Mas

dr
0<—<«1
<ds<’

emS;. Assim, temos que as duas curvas podem se interceptar ajpeaagez, logo o pontty,
é Gnico. Portanto, provamos que o conjufie(Um),Un € T1(U))}, cobre toda a regiap > 0,

1 1
—£ <Vv< gz, noplancs—r.

Observamos que o estado intermedi&figque aparece na solu¢ao do problema de Riemann

satisfaz
Sm>min{s, s}, rm<max{ry,r}.
Definicao 3.5 A amplitude das ondasdefinida como

B=Sn—S, Y=Im—1I|,

ondef é a amplitude dd-onda ey & a amplitude d&-onda. Os valores absolutdg| e |y| sdo

chamados de tamanhos das ondas.

Observamos qug@, y > 0 para ondas de rarefacao<e0 para ondas de choque. Muitas vezes

diremos apenas a ongkaou .

Comentario 6 Quando a solugo do problema de Riemar&nformada por duas ondas de choque
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nao é claro que s < s;. Supondo que \«= 0, temos que

(p+£2%p)
(e2p+p1)

S = — < 0.

NlE=| Nl

Assumindo queyy= 0, obtemos

(p+€%p)
(e2p+p1)

> 0.

NI NI

Mas, pelo LemB&3l2,,v< vi =0, usando a Transformag de Lorentz, temos que

S —Vm

——>0.
1— VS -

S =
Dai 51 < $. Para mais detalhes vejal34].

Comentario 7 Devido a[31l) d7318), temos qug+ Sm= ﬁ—iz In pm > 0, logopmn > 0e 0 \acuo

nao aparece na sol@p do problema de Riemann. Observamos@iesy,+rm=In (fjim) < 0,

l0go |Vim| < £.

Comentario 8 As curvas de choque e as curvas de raratacéo dependem do ponto inicial,
no sentido que, quando analisamos seuafigos no plano s r, todas as curvas de choquas
translag@es figidas de outras curvas de choque, 0 mesmo ocorre com ascdevarefago. Aem
disso, al-curva de choque baseada em um estadoreflefio da2-curva de choque baseado no

mesmo estado sobre o eix¥c=sr;, 0 mesmo ocorre com as i-curvas de raréfag

As Figurad=318-3710 ilustram os tipos de solucdes fracasipeis para o problema de Riemann
@3), com dado inicial{3.13), dependendo da regiao onegtaddJ, esta localizado em relacao

ao estadd;, de acordo com a FiguEaB.1.
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3.3 Aproxima@o por ondas front tracking

Nesta secao discutiremos a construcao de soluc@esiayadas pelo método wave-front trac-

king para o sistem&(3.5). Assumimos inicialmente que awgad total do dado inicidlg & limi-

tada.
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De forma simplificada, para catlece N, queremos construir uma solugd@proximada para o
sistema de leis de conservagial(3.5) que consiste de ingfdfeonstante por parte$ = U (x,t),
cujos saltos de descontinuidade estao localizados enmunmeno’ finito de segmentos de reias

Xq (t), no planox—t, e satisfazem de forma aproximada a condigao de Rankirge+tiot.

Defini¢ao 3.6 Para cada he N, diremos que uma fuip U : [0,«) — L (R,R?) & uma solugo

h-aproximada por ondas front tracking de{[3.5) se as segsinbndifes §0 verdadeiras:

1. Como uma furlip de duas vaéveis, U= U(x,t) & constante por partes, com descon-
tinuidades ocorrendo ao longo de urimero finito de segmentos de retas no planetx
Os saltos podem ser dees tipos: choques, rarefags e ondasdo fisicas, denotamos a
uniao destes saltos por3 SURUNP, onde & o conjunto dos choques,&b conjunto das

rarefagdes e NRe o conjunto das ondasio fisicas.

2. Ao longo de cada onda front de choque x4 (t), a € S, os valores U=U (x;,t) e U =
U (x},t) sdo relacionados por

Ur = S, (0a)(U)), (3.30)

para algum k € {1,2} e alguma onda de tamanlay, ondeo, < 0. Alem disso, a veloci-

dade da onda front de choque satisfaz
: 1
Xa — A1, (Ur,Up)| < n’ (3.31)
ondeAy, (Ur,U)) & a velocidade do choque que conecta os estagdes )
3. Ao longo de cada onda front de rarefscx= X4 (1), a € R, temos
Ur =R, (0a)(Uy), da € (0,h7Y,
para alguma k-familia. Alem disso,

. (3.32)

o Y )

Xa = Ak (W(Ur))| <
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4. Toda onda front &o fisica x= X4, o € NP, tem a mesma velocidade
Xa - }\7

ondeA > 0 & uma constante fixa estritamente maior que toda velocidadecteiistica.
O tamanho total de todas as ondas fro@dionfisicas em Ux,t) permanece uniformemente
pequeno, ist&,

U (%, t) =U (Xg, )] <
aeNP

, Vt>0.

Sl

Se em adicionalJ"(.,0) — Ug, emLy ., quandoh — e, diremos queJ" & uma solugad-

aproximada por ondas front tracking do problema de Cadchy,(@m dado inicialg.

Comentario 9 Em [6], o dado inicial W pertence a L e a solu@o h-aproximada satisfaz tarain

1
IU(0) —Uollus < =

A construcao da nossa soludaaproximada deve produzir algum erro. Para cada temy0,
precisamos garantir que esse erro permanece controladoxip lema estima o erro na solucao
h-aproximada, em um tempo datlo 0. O tamanho de uma onda front nao fisica & definido como
Yl = [Ur =Url.

Lema 3.7 Seja U= U (x,t) uma solugo h-aproximada por front tracking dE(8.5). Fixamos qual-
qguer tempo t> 0 onde r&o ocorre interaéo entre ondas front. Consideramos qualquer onda front
localizada digamos emyxcom tamanhgy . Sejam Y= U (x;,t), Uy = U (x{,t). Definimos o erro

na equaé@o de Rankine-Hugoniot como
Ea = [[F(%(Ur)) —F(WU))]—Xa [G(W(Ur)) - G(PUN))II, (3.33)
ondeW est definida em[{3.25).
1. Ao longo de toda curva de rarefag temos

1
Ea = O(1): |¥al.
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2. Ao longo de toda curva de choque temos

1
Ea = O(U)7lval

3. Ao longo de toda onda fron&w fisica temos

Eq = O(1)lyal-

Demonstra@o: Primeiro supomos que a onda front pertence a 1-familiataiatica. Vamos

mostrar o item 1. Para um estadoe R2 fixo, consideramos a funcao

o(y,U) = [F(W(Ru(y)(U))) — F (L)) = A (¥(V)) [G(¥(Ru(Y)(U))) - G(P())].

Assim, temos que(0,U) = 0, poisR;(0)(U) = U. Derivando em relacio @ e usando{3.26),

obtemos

9 G 7 %R0

a—y(O, ) = DF(¥(Ri(0)(U)))D¥(Ri(0)(U)) 3y (0)(U)
—A1(¥(U))DG(Ry(0) (J>)DW(R1(0>(J)>%F:,1(O)( J)
= 0.
Portanto pelo Lem@3d.2, temos que
ob —
2y ($V) =0y’ (3.34)

Observamos que, quando a onda fronbgnpertence a d-familia caracteristica fazembs= U,

1 =14 em [33%). Supomos agora guec [0,h~1] e observamos que

|W(Ry, (Ya)(Up)) — W)

IN

O(1)|Ry, (Vo) (Uy) = Uy
O(1)|yal
oWy,

IN

IN
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15 (W(Ruy (Vo) (U1))) = A (P(U1)) < O(1)

Sl

Por [3332), temos que

Ea = {IF(W(Ru () (U)) ~ F($(UN)] ~ hay ($(UD) [G(W(Ry, () (U1))) ~ GW(UI)]}
Dby ($(UD) — A, (YR, (16) U] [G(W(R, (1) (U1))) — G(W(U)]
Dy ($(Ry (1) (U1) — ] [G(W(Ry, (1) (U1) — G(W(U)]
= 1)yl +O() el

1
— O(L)zyal

Para mostrarmos o item 2, notamos primeiro que

A

|W(S1, (Yo )(Up)) =W))< O(1) S, (Vo) (Ur) = Uy
O(1)!Va|

O(1)7.

IN

IN

Agora, por [3.3D) d(3.31) temos

Ea = {F(W(S (1) (UN)) — F(WU))] —Ar, (Ur,Un) [B(W(Ss, (1) (U)) ~ G(W(U)])
DM (U U) e [G(¥(S, (¥0) (U1)) ~ GW(UD)]
= O()I¥al.

ondeU; = S, (ya)(U). Finalmente, a estimativa no item 3 & consequéncia daneodade Lips-
chitz das funcdeBb e G. De modo analogo, temos resultados similares quando damg@ertence

a 2-familia. m

Comentario 10 Precisamos mostrar que as quantidaded Ogue aparecem no lema anterior e
no restante do texto, permanecem uniformemente limitddss.ficaé claro quando mostrarmos
gue a varia@o total da soluéo aproximadae controlada pela variago total do dado inicial, ou
seja, TMUM(.,t)) < MTV(Up), para cada he N e para cada t> 0, onde M> 0 & constante. De
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fato, para cada t> 0 temos||U"(.,t)||e < TV(U"(.,1)) 4+ |UN(—w,1)|, e assumindo por enquanto

que U'(—w,t) = Up(—), obtemos|U"||.. < M1, onde a constante \hzo depende de h.

Comentario 11 Como eml[[2], estabeleceremos a edigtia de solu@es aproximadas, definidas
paratodoO <t < T, para algum T> 0 fixo. Depois, mostraremos que a s@do@proximada pode

ser constrida para todo £ 0. Construiremos e@b uma sed@ncia de soluges aproximadas, que
satisfazem as condies do Teorem@ad.1. O limite erﬁ)(!_de uma subse@ucia dessa se@ncia

serd a solu@o fraca do sistemd(3.5).

3.3.1. 0O algoritmo wave-front tracking

Comecgamos a constru¢ao da solucao aproximada par thiaxking escolhendo uma funcao
constante por partas”(.,0), para cada € N, que aproxima o dado inici&ly. ComoUp tem

variacao total limitada, existem os limites laterbig(—) e Up(x). Entdo podemos escrever

Uo(—%) = po.

Dadoh € N fixo. Definimos a fungao

UO(_OO)7 X< _h7
Uh(X,O) = U0<2_kj)7 Xe [_h+2_hj7_h+2_h<j +1))7
Uo(®),  x>h,

ondej =0,1,...,2"th—1. Para cadh € N, a funcadJ"(.,0) satisfaz

UR(x,0)[ < ||Uo||L=, VxeR,
TV(U"(,,0)) = TV_pp(Uo) < TV (Up).

Mostraremos quel"(.,0) — Up, emLL , quanddh — .

SejaN € N fixo. Notamos qudU"(x,0) — Ug(x)| — 0 quandoh — «, para quase todr €
[—N,N]. De fato, comdJy tem variacao total limitad&Jo & continua para quase tode [—N, N].
Sejaxg € (—N,N) tal queUp & continua enxg. Dadoe > 0 existed = d(xg) > O tal que se
[Xo—Y| < & entao|Uo(xo0) —Uo(y)| < €.
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Seja hgp=hg(xg) e N tal que 2™ < 5. Seja joe {0,1,...,20"IN—-1} tal que
€ [-N+2"M0jo, —N+2"M0(jp+1)). Notamos quéxg — (—N +2M0jg)| < 270 < 5. Dai

U™ (x0,0) —Uo(X0)| = [Uo(—N+2 o) — Uo(x0)| < .
Notamos qué&’ h > hg, h € N,
U"(%0,0) — Uo(x0)| < &.

PortanddJ"(x,0) — Ug(x), para quase todoe [—N, N].

Como|UN(x,0) —Up(x)| < 2||Ug||L=, V¥ X € [-N,N], pelo Teorema da convergéncia dominada

temos qu&J"(.,0) — Ug, emL} ., quandch — .

Portanto, a funcab "(.,0) satisfaz

Uh(—O0,0) - va
TV(UN(.,0)) < TV(Up),
JUn(.,0) _UOHLlloc — 0.

Sejamx; < ... < Xy 0s pontos ond&"(.,0) & descontinua. Para cadac {1,2,...

problema de Riemann

,N}, o

é resolvido em uma vizinhanga de,,0) no semiplanox—t, t > 0, por uma funcao da forma

U(xt) =@ (*), comg: R — R? constante por partes.

Resolvemos cada problema de Riemann conforme estudadgaelZ2.3.. Quando a solucao

envolve apenas ondas de choque, temos uma solucao frastamte por partes para o problema de

Riemann. Isso nao acontece quando temos ondas de erefagdlvidas na solucao. As ondas de

rarefacao sao entao aproximadas por um leque de onulatsdie rarefacao contendo um nimero
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finito de estados constantes separados por descontingigij@ndo com velocidade proxima a

velocidade caracteristica.

Comentario 12 Uma onda de choque e uma onda front de chodie solu@es iguais para o
mesmo problema de Riemann. Um leque de ondas front de racefagma fun@o constante por

partes que aproxima uma onda de raredag

Prolongamos entao a solugloaté um tempd; que € atingido, onde o primeiro conjunto de

interagOes entres duas ou mais ondas front ocorre.

Em um ponto onde ocorre uma interacao as ondas que chegarhamhadas de ondas front de

chegada, e as ondas que saem desse ponto sao chamadassdmahda saida.

ComoU(.,t;) é ainda uma fung¢ao constante por partes, usando os antpsrenteriores, 0s
problemas de Riemann correspondentes podem ser resotléadosma aproximada por solucoes
dentro da classe de fungdes constantes por partes. Aasduentao & prolongada até um tempo

t> onde o segundo conjunto de ondas interage, e assim por.diante

Denotamos comg o tempo onde ocorreiainteracao entre ondas front. O conjuite,ty, ...}
pode ter infinitos elementos, quando isso ocorre, podemuncar nossa aproximagao até um
tempoT., = lim;_.tj. Observamos que g for finito a solu¢cao aproximada n&o & global. Notamos
queU (—oo,t) =Up(—), Vt € [0, Teo).

Queremos garantir que o nUmero de interacdes entre as draht seja finito, assim garan-
tiremos que a solugcdo aproximada é global. Para issemsa dois procedimentos diferentes
para resolver o problema de Riemann dentro da classe dédsicpnstantes por partes o primeiro
chamaremos de solucao exata do problema de Riemann, daemduzir novas ondas front, e
o segundo chamaremos de solucao simplificada do problerRéethann, que envolve no maximo
trés ondas front de saida. No segundo procedimentodinimos uma nova onda front de saida

nao fisica com velocidade fixada> 0 estritamente maior que toda velocidade caracteristica.

A solucao exata do problema de Riemann pode introduzia;mowndas front na solugao apro-
ximada. Como a variaczo total do dado inicial & limitagaipondo qud@ Vv (U"(.,t)) < MTV(Uy),

vVt >0, ondeM > 0 & constante, entdo as novas ondas front geradas posnmigsacoes S0 muito
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pequenas. Quando o tamanho dessas ondas tornar-se menar gagametrqs > 0, 0 método de
solucao simplificada & usado, esse método pode geranovaaonda front nao fisica, com tamanho
muito pequeno. Mostraremos que esse processo mantem gmtotaed de ondas front limitado

para todo tempo.

Descreveremos agora os dois métodos de solucao pardlemade Riemann, 0os quais irao

gerar nossa solucdwaproximada.

Dado o problema de Riemann geral em um pdmto)

G(W(U))+F(¥(U))x=0,
Uk = U, x<>§ (3.35)
Ur, X>X,

Para um dado estadlb= (§ ') € R?, consideramos as curvas compostas

Rl(y)(§7 F) - <§+ y7 F)? VZ 07
Si(Y)(ET) = (S+y.F—ai(~y)), y<0,

W1(y)(57)

(3.36)
Rao(y)(57) = (5F+Y), y >0,

Wa(y)(§F)

e Solucao exata do problema de Riemann
Dados dois estaddg; e U, primeiro determinamos 0s estados, w;, wp, € 0 valor dos

parametrog; e y», de modo que

w =V, w=Wi(y)(w), w=W2(y)(w)="Ur.

Observamos quey, wi, a, sa0 0s estados constantes que aparecem na solugcao do pro-
blema de Riemani{3.B5). Se a solucao for composta apenaspgas de choque entdo o
problema de Riemann tem uma solu¢ao constante por pamesic nimero de linhas de
descontinuidade menor ou igual a 2. Se a solugao posguimal onda de rarefagao, essa
sera aproximada por um leque de ondas front de rarefag@iantes por partes, inserindo

estados adicionais j, da seguinte forma: sefa> 0 uma constante pequena, dada no inicio
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do algoritmo de construgao.

— Sey > 0, consideramos o inteiro

pi=1+ H , (3.37)

ondels| & o maior nimero inteiro menor qeeParaj = 1, ..., p;, definimos

— Sey <0, definimosp;=1e

wj = Y (J'é) (w-1), (3.38)
X, = X+ ({t—D)A(W(w,))). (3.39)
w1 = ,

X1 = X+ (t—tHAi(w-_1,0), (3.40)

ondeA(w_1,w) é a velocidade do choque que conecta os estadq® « e satisfaz

a condicao de Rankinie-Hugoniot.

Agora que determinamos as localizagdes dos sajtas), por (2.39) e[(3.40), podemos

definir uma solucao aproximada para o problema de Rienf&aBB)(da seguinte forma

U (xt)

(

\

U, X < X171(t),

Ur, X > Xn,pa (1), (3.41)

Ww(=wp), Xpt)<x<xpa(t),
UJJ, X|7](t><x<x|,j+1(t>7 (J :177p|_1)

A diferenca entre a funcdd e a solucao exata de(3135) esta no fato que a onda deg@wefa

dai-familia & substituida por um leque de ondas front ddagé® contendp; ondasj =1, 2.

Devido a[33l) €(3.38) temos que o tamanho de cada ondadieaatefacio & J, de fato

o<
A\
I
&

oIx| =<

e Solucao simplificada do problema de Riemann
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A Solucao simplificada do problema de Riemann é dividitied®is casos:

1. Sejamj e | € {1,2} duas ondas front que interagem, cgm j’. Assumimos que 0s

estadodJ;, Uy, eU; antes da interacao sao relacionados por
Un=Wj(y)(U), Ur =¥ (y)(Um).

Definimos o estado auxiliar a direira

Wi(y) oWy (Y)(Uy), [>7,
Wi(y+Y)(U), =17

Ur

(3.42)

SejaU_: U_(x,t) a solucao constante por partes do problema de Riemannadosd
Ur, construida como eri{3#1). De acordo cEm{B.42) a fungastante por partés
contém exatamente duas ondas front de tamaythgsse | > j’, ou uma simples onda

front de tamanhg + v, sej = j'.

Como consequéncia do ComentdddJg,= Uy qguando as ondas sao de familias dife-
rentes,j # j’, (Figural3Ill). Quando as ondas sao da mesma fanpitaj’, entao

Uy # U_r, nesse caso a velocidade do salto ebre U_r, é definida coma > 0, que

€ uma constante fixa e estritamente maior que as velocidadasteristicas, (Figura

B.12). Assim, em uma vizinhanga do po(xat ), podemos definir portanto uma solugao

aproximadaJ da seguinte forma

U(x,t), (X—X)< (t—DA,

U (x,t) R
Ur, (X—=X) > (t—=1)A.

(3.43)

Notamos que quandp= j’, a solucao simplificada do problema de Riemann introduz

uma nova onda front nao fisica, com velocidade constante.

2. Uma onda front nao fisica interage pela esquerda comanda fronty dai-familia
caracteristica, para algune {1,2}. SejamU;, Un, U, 0s estados antes da interagao.

Entao os estaddsy, e U, estao relacionados por

Ur = Wi(Y)(Unm).
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Vi Vi S 5
Vi Vi y -
Figura 3.11P+P — P+P. Figura3.12P+P — P+NP.
Definimos entao o estado auxiliar
Ur = Wi(y)(U)). (3.44)

SejaU a solucao do problema de Riemann gerado pelos estides);, construida
como em [341). Devido 4(3144)l possui uma {nica onda front pertencente a
familia, com tamanhg. ComoU; # U,, a velocidade do salto entth e U, & definida
comoA > 0. Na vizinhanga do pontg;t), a solugao aproximada & portanto definida

de acordo con{(3.23).

Como as ondas front nao fisicas viajam com velocidadetantess > 0, elas nunca interagem

umas com as outras.

Para concluirmos a descricao do algoritmo resta espaciiims em que tipo de interacao entre

ondas front utilizamos cada tipo de solugao do problemidmann.
Como mencionamos anteriormente, a escolha é feita de@cord o parametrp > 0.
e O método exato & usado @m- 0, e em toda interacao entre duas ondas front fisicaséjst
rarefacdes e choques, quando o produto do tamanho das guelinteragem gy/| > .

e O método simplificado & usado em toda interacao que e@wwha onda front nao fisica, e &
também utilizado em interacdes entre duas ondas $isipendo o produto do tamanho das

ondas que interagem|gy/| < p.

Toda onda front & unicamente continuada avangando nootesnpiglo ser que ela tenham sido

completamente cancelada por interacdes com outras fnodésla mesma familia e sinal oposto.
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A construcao de uma solugao aproximada portanto eavahs parametros:

e Uma velocidade fixa > 0, estritamente maior que toda velocidade caracterjsjicadefine

a velocidade das ondas nao fisicas.

e Uma constante pequera> 0, controlando o comprimento maximo das ondas front de

rarefacao.

e Um parametrqu > 0, determinando quando usaremos a solugao exata ou @sameplifi-

cada do problema de Riemann.

Isso completa a definicao do algoritmo.

Definicao 3.7 Definimos o tamanho de uma ondaonfisica como a diferencél, — U,|. Para

facilitar nossas aalises, diremos que as ondas froiafisicas §o0 da3-familia caracteiistica.

Precisamos mostrar agora que se o dado inigjaem variacao total limitada, entao para cada
h € N existe uma escolha apropriada dos parameirest, que faz com que a aplicagao do algo-
ritmo produza uma solucdeaproximada definida para tode> 0. Assumimos qué = % e que
A= % O parametrqu sera escolhido de forma que o tamanho total de todas as naddssicas

seja< t.

Comentario 13 De acordo com o algoritmo, ondas front de choque viajam eratée com a ve-
locidade de Rankine-Hugonigg = A, (Ur,U;), enquanto que as ondas front de rarefagiajam
com velocidades caractisticas de seus estadaslireira Xy = A, (W(Ur)).

Porem, se tés ou mais ondas front se encontrarem em um mesmo ponto, msidarmalocidade de
uma ou mais ondas front, para garantirmos que raximo duas ontas front interagem em cada

ponto. Claro que essa mudanca de velocidade pode ser edaalibitrariamente pequena.

3.4 Estimativas de interag

Nesta secao estudaremos os tipos de interacao entes dnaoht que podem ocorrer quando

o algoritmo apresentado na secao anterior & aplicadista® [3.b). Estamos interessados na
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relacao entre os tamanhos das ondas de entrada e os tang@shondas de saida envolvidas em

uma interacao.

Supomos que a solucao aproximadf¥(x,t) & construida para €@t < T, para algunil > 0.
Sejat € (0, T) fixo, onde ndo ocorre interacdo entre ondas. Sgjar = 1,...,N, as localiza¢des

das ondas front etd"(.,t).

DefinicAo 3.8 Diremos que duas ondas front enf(Ut) localizadas nos pontog,x< Xg € perten-
centesas fanilias caractefsticas kg, kg € {1, 2,3}, respectivamente, &gt se aproximando quando

Ko > kg, ou quando k = kg e pelo menos uma das ondasm choque.

Observamos que duas ondas front de rarefacao da mesniia feanécteristica nunca se apro-

ximam. De fato, sejart;, Uy, e U, 0s valores intermediarios, relacionados por

Un=R(Y)(U), Ur =R(Y)(Um),

ondey, Y > 0. Esses estados estao sobre a mesomva de rarefacdo e como a velocidade
caracteristica & crescente ao longa-darva de rarefacao temos gdgW(Up)) < A(W(Uy)), o

gue mostra que as duesndas de rarefacao nunca se encontram,iparg 2.

As ondas front nao fisicas nao interagem entre si, paia tmda front nao fisica viaja com a

mesma velocidade caracteristica

3.4.1. Estimativas locais de integag

As ondas front nao fisicas que sao da 3-familia caresties interagem com qualquer onda que
esteja a sua direita. As ondas front podem interagir da segigrma:

1. NPinterage con%,, ou comS;, ou comRy, ou cOmRy,

2. S interage con$, ou comS;, ou comRy, OU COMRYy,

3. Ry interage con%,, ou comS;, ou comRy,

4. S interage cong;, ou comRy,
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5. Ry interage cong;.

Notagdes Nesta secao usaremos uma notacao que deve nos anailanalise das interacdes
entre ondas front: usam@spara denotar uma 1-onda front de choque com tamgBih®e forma
similar, usaremogy para denotar uma 2-onda front de choqupara denotar uma 1-onda front de
rarefacao et para denotar uma 2-onda front de rarefacao.

Em um ponto onde ocorre intera¢ao, denotamog3poma 1-onda de choque de chegada efpor
uma 1-onda de choque de saida.

Escrevemoy’ + 0 — o+ y para denotar a interacao entre uma 2-onda front de chaquesma
1-onda front de rarefacao que gera uma 1-onda front déagé@e e uma 2-onda front de choque,
essa interacao também sera denotada c@mdR; — R; + S quando nao quisermos especificar o

tamanho das ondas envolvidas.

Primeiro analisaremos as intera¢des entre uma ondafaarfisica e uma onda front de choque
ou uma onda front de rarefacao. SefjdmUn, eU; os estados intermediarios antes da interacao. Os
estadodJ; e Uy, estao separados pela onda front nao fisica, e assumiinosio que os estados
Um e U, estao relacionados pbk = W»(y)(Uny), ondey & o tamanho da 2-onda de choque. De
acordo com a solucao simplificada do problema de Riemamndgve ser aplicada nesse caso, a
solucao do problema de Riemann gerado por essa intepasiui os valores intermediaridg U,
eU,, sendo que os estadU_seUr estao separados por uma onda front nao fisica, e os estpdo

U, estao relacionados ptk = W (y)(U,). Por [Z36), temos que
[Ur —Ur| = Ui = Up| = [Wa(y)(U1) = Wa(y) (Um)| — [ —Um| = 0.
Os outros casos sao analogos. Portanto uma onda frorftan@onao tem seu tamanho alterado

depois de uma interacao com uma onda front qualquer.

Segue do Comentarid 8 que a interacao entre uma 2-onatediecchoque/ com uma 1-onda
front de choqug3’, gera na solucao exata do problema de Riemann uma 1-omwtadie choque
com tamanhg@ = 3’ e uma 2-onda front de choque com tamaphkey’, ou sejay + ' — B’ + V.

O mesmo fato ocorre nas seguintes interacdes

S+RI—Ri+S, R+Ri—=R+R, R+5 —5+Ro.
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Lembramos que quando usamos a solucao simplificada dtepralde Riemann para essas interagoes,
a diferenQaJJr — Uy | & nula, ou seja, quando a interacao é entre ondas frofgndiéias carac-

teristicas diferente, nao ha introducao de uma noda &mont nao fisica.

Resta agora analisarmos as interagdes entre ondas &anesma familia, ou sej& + S,
S+R, S +S,S+R, R+S eRy+S;. Lembramos que devido ao Comentdldio 8 as interacdes
$S5+95e5+5,S+ReS+R, R+S eRy+ S sao analogas.

A solugao do problema de Riemann gerado por uma interdgepende da posicao do estafo

em relacao ao estadd, (Figura[31).

Quando temos uma interacao do tigo+ R, temos duas solugdes possiveis, que dependem
do tamanho da 2-onda front de rarefacdo. No primeiro @seR> — S+ S, temosy + 1 —
B +y. Nesse caso o estatlh esta na regiadl. Pelo Comentarigl8, podemos considerar uma
interacao auxiliar, de forma qué+ ' — y+ B — B+, (Figurd3IB). Assim, temos qixg < |V/|.
Escrevendd = |y| — |y

, temos que| < ¢ = || — |y|. De fato, notamos que

s—s = Gn—r)=g(Y]),
§—S = gn—r)=0v),

assim, temos que

Bl=s—s=(5—5)— (s =5 = q(V]) - 2(ly) < W (V|- VD),

ondey esta entr¢y/| e|y|. Como maxg;(y)} = k < 1, ondey & limitado pelo tamanho maximo das

ondas, entaa depende apenas do tamanho maximo das ondas. Agsim .k (|Y|— |y]) = k(.

No segundo cas& + R, — S + Ry, temosy + ™ — 3+ 1. Nesse caso, o estatlp esta na

regiaolll . Pelo Comentaril8, temos qif¢| < k||, além dissgmj < |1T|.
Temos resultados analogos para as intera@pesS;, R+ S e S+ R; .

A interacads; + S, gera uma onda front de rarefag@pe uma onda front de choq&g, quando
aplicamos a solucao exata do problema de Riemann, ouSej& — R1 +$. Sejamy ey’ as

2-ondas front de choque de entradaey a 1-onda front de rarefacao e a 2-onda front de choque
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Sm S U N
S
F
Ur Ty
U Tm,

Figura3.13%+ Ry — S+ S.

de saida, respectivamente. SeldniJy, eU; os estados intermediarios antes da interacao, esses es-
tados est&o relacionados fly; = Wa(y)(U;) eUy = Wa(y')(Um). Sejalm o estado intermediario
de saida, relacionado cddp porUny, = W1(0)(U)) e comU, porU, = W (y)(Upm), (Figura[3IH).

Nesse caso o estatlp esta na regiab. Notamos que

U =(s,r) = (s,m)+qdvD)-ady'D.y+Y"),
(sr) = (@) +ERlY+YD.Y+Y),

fazendoo = s — 5, temos que
(S11)+(0,0) = (s,17).
Alem disso,
0=5—-5=-0(—Y)—%R(-V)+ (=Y -V)=0V.V).

Como ¢ & C? com segundas derivadas Lipschitz continuggg,0) = ¢(0,y”) = 0, pelo Lema
22, temos que =C|yy’

, onde a constante depende apenas do tamanho maximo das ondas.

Devido ao Comentarid]8), temos um resultado analogo duagcorre uma interacao do tipo
S+3.
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|

Sr Sm Ul Um

Figura3.14S+ S — R+ S.

O erro gerado quando uma nova onda front nao fisica éidtassem nossa solu¢ao aproximada

€ pequeno, isso sera mostrado nas proximas secoes.

As observacgdes anteriores estao resumidas no proxima.|

Lema 3.8 Assumimos qué < p < g, pr < p. Entio existe uma constante C e uma constante
K, 0 < k <1, dependendo apenas do sistelnd 3.5 e dos valorgs, @de tal que as seguintes

desigualdadesdo verdadeiras

(1) y+B —B+y ondef=p'ey=y.

(2) Yy +0d —o+y,ondec=0d ey=yY.

(3) Y +V'—o+y, ondely| = |y|+|y'| e o=C|yV"|.

4) y+1m — B+y,onde =|y|—|yl e|B| < k. Observe qué > 0 por construgo.
(5) Y +m — B+m onde|B| <k|y|e|m <|r|.

6) "+d —o+m

Devido ao Comentarid 8, o lema anterior cobre todos os asogeracao entre ondas front.

Comentario 14 No item(3) do Lemd3B, temos que<0gx(|Y|+|Y']) < Y|+ V'] , pois ¢, < 1.

Conclimos que os estados interm&@dos Uy, que aparecem em cada soiazdo problema de
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Riemann permanecem em uma vizinhanca do estagdsebldo quéU; — Uyy| < |U; — U, |. De fato,
supomos que = (r,s +g2(|rr —r1])), onde ¥ —r; < 0O, ou seja, W, est sobre R. Usando a

norma da soma eiRR?, temos
Ui =Um| = |sm—s| = s + Q(Irr —nf) =s| < [s —s [+ [rr =1 = [Uy = Ui |.

Os outros casosa® aralogos.

3.4.2. Estimativas globais de integax
Supomos que a solucao aproximadf¥(x,t) & construida para @t < T, para algunil > 0.
Queremos verificar que a variacao total da soluczo apamaTV(U"(.,t)) permanece limitada.

Sejat € (0,T) fixo, um tempo onde nao ocorre interagao entre ondas. fidehotamos por
S(t) o conjunto de todas asondas front de choque ed'(.,t) e S= S, US,. Denotamos poR; (t)

o conjunto de todas asondas front de rarefacéo anf(.,t) eR=R; URy.

Definimos os funcionais

L= Y lal.
aeSt)

L't)= Y al.
aeR(t)

O funcionalL~ & a variacao negativa deer emU"(_,t), e o funcional* & a variac&o positiva de

ser emUN(,t).

Sejat € (0, T) um tempo onde duas ondas interagem. O proximo lema mostra fyuncional

L~ permanece limitado apds cada interacao.

Lema 3.9 Assumimos qué< p < p|, pr < p. Enifio

AL (1) = L (t")—-L (17)<0.
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Demonstra@io: A demonstracao € consequéncia direta do Llemla 3.8. Bejfadndo a interagao
é entre ondas front de familias diferenfds (1) = 0. Quando a intera¢éo & entre ondas front da
mesma familia, vamos analisar dois casos possiveis.iisgs, sem perda de generalidade, que

apenas as ondase Y’ interagem enT.

1) yY+y' —o+y,

L(t) = Slal+YI+1Y'],
L(t") = Ylal+v

onde o somatbrio & sobre todas as ondas de choqué"énT) que nao interagem em
Assim, pelo Lem&3l8,

AL (1) =yl =Y[-1Y'| =0,

pois|y| = Y| +[v"l.

@ y+m—B+y,

L(r) = Slal+lYl,
L=(r*) = S lal+1Bl+Iyl

onde o somatbrio & sobre todas as ondas de choqué"énT) que nao interagem em
Assim, pelo Lem&3l8,

AL (1) = Bl + IVl = Y[ =1B]-{ <0,
pois|y| = Y|~ { e|B| <k{ <.

Os outros casos sao analogos. |
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As estimativas do Lenfa_3.9 sao independenteB deD, e validas para todo > 0 onde ocorre

uma interacao entre ondas front.

Para concluirmos que a variacao total da solucao aprada é limitada para cada- 0, ainda

precisamos mostrar que o tamanho total das ondas naasfsicontrolado.

Comentario 15 Quando duas ondas de choque interagem e geram uma nova omedeetbzo,
o tamanho da onda de rarefagé limitado pela constante C vezes o produto das ondas de ehoqu

que interagem. Assim, para cada t(0, T) fixo,

L™(t) < L7(0)+ 5 AL™(1)

o<rt<t

< L'O+C Y v

o<t<t

< L*(0)+CL (0
onde o sométrio & sobre todos os pares de ondas de choque que interagem em=&g(0,t).
Comentario 16 Como o fimero de descontinuidades no dado inicidl(kl 0) & finito e a veloci-
dade de cada onda froré limitada porA, engio UN(—oo,t) = po, Vt € [0,T). Alem disso, as

constantes C & que aparecem no Lenila B.&csuniformes para qualquer interag entre duas

ondas front, pois dependem apenas do taman&ximo das ondas.

3.5 Decomposio por caminhos

Nesta se¢cao vamos mostrar que o tamanho total de todasas geradas por interagoes entre
ondas front permanece uniformemente limitado. Para essei$ianemos as estimativas locais de

interacao estudadas na secao anterior e a nocao dehwzn([2]).

Consideramos uma solug&o aproximbdix,t), para 0<t < T.

Definicao 3.9 ([2]) Uma seqi&ncia de pontos de interag R, Py, ..., Py, constitui um caminho se
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Po € {t = 0} e cada segmentg P, P; &€ um choque front, 4 1,...,n. Esse caminhé denotado por

MNP—P—...—hBR.

Defini¢éo 3.10 ([P]) Definimos cindice(cj, k) de cada segmentq R P; do caminhd™ da seguinte

forma: definimos k=1,

1, seR_1Pj &€uml—choque

2, seR_1Pj € um2—choque

Kj—1, se G = Cj_1,

Ki-1+1, seqg#cj_1,

j=2,...,n.

Cadak; & chamado de ordem de geragao do segmento e a sequénkia, (c2,ko), ..., (Cn, kn) €

chamada de indice do caminho.

Suponha que uma 1-onda front de choffum inicio em um pont®, € {t = 0}. Sejat; o
primeiro tempo de interacao, que ocorre no pdAtoDefinimos o tamanho do segmento em um

caminho de forma indutiva.

Primeiramente, consideramiég®; como um simples caminHo: Py — P, e definimos o tamanho
do segment®P, como|S|. Dai, o tamanho do caminioé || = |B| e seu indice €1,1). Dessa
forma, definimos o tamanho de cada caminho que possui apenssgmento constituido por um

choque front com origem et = 0}.

Depois de uma interacao o caminh@ estendido de acordo com o tipo de interacao. Os tipos

de interacao que podem aparecer no caso geral sao:

e Supomos que umgl, 1)-ondaf’, que conecta os pont®s e P;, e uma(2,1)-onday/, que

conecta os pontdg) e P;, interagem enf; e as ondag e y sdo geradas. De acordo com o
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ComentaridB, temos qyg&= B’ e y= y. Assim temos dois caminhos (ndo nulos) possiveis

1:Po— PL— Py,

r2:P6—>P1—>Pé,

ondeP, e P, sao os pontos onde ocorrera, possivelmente, novasgiesa

O tamanho do segmenBP, € definido comdp’| e seu indice & definido com{@,1). O
tamanho do segmenRP; & definido comay’| e seu indice é definido contd, 1). Notamos

gue nessa interacao nao ocorre mudancga nos indicesnshos.

Nas interacdeS, + R; e R, + S, e nas interagcdes onde ondas front ndo fisicas est@bven

das, definimos os caminhos possiveis de forma analoga.

Definicao 3.11 Definimos o caminho que passa pelos pongs$Pe B, e o caminho que

passa pelos pontog P e B, como de tamanho nulo em cada segmento.

e Supomos que um@, 1)-onday’ interage com uma 2-onda front de rarefagdd_embramos
gue dependendo do tamanhometemos duas solucdes possiveis para o problema de Rie-

mann gerado por essa interacao,
y+1m —B+youy +m — B+,
segue do Lema3.8}), que

VE<IVE IBI<IV] Bl < k(Y] = I¥D,

no primeiro caso, e segue do Lemd &8 que

Bl < klYI,

no segundo caso, onde0k < 1, k depende apenas do sistefnal(3.5), dos va@&eﬁe de
TV(Up).

No primeiro casoy + ™ — B+, o caminhd™ : Py — Py, com tamanhdy/| € decomposto

em dois caminhoB,P; e uma copia d&P;, com tamanholy/| e|y| — |y|, e com indice igual
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a(2,1). Dessa forma, temos dois caminhos possiveis,

1:Po— PL— Py,

M2:Py— PL— P

Estendemos entao(@, 1)-segmentagy|, do pontaP; até o pontd%, com tamanhoy| e indice
(2,1). Estendemos @, 1)-segmentady’| — |y|
e indice(1,2).

, do pontoP; até o pontd?, com tamanhdg|

No segundo casy, + ™ — B + 11, temos apenas um caminho possivel,

M:Ph—PL—P.

O tamanho do segmenkyP, é definido comad| e o indice comd1,2).

Nas interacoeS; + Ry, R1+ S e Ry + S, definimos os caminhos possiveis de forma analoga.

e Supomos que umg2,1)-onday’, que conecta os pontd e P;, interage com umé2,1)-

onday”’, que conecta os pontd¥ e P;. Nesse caso, a solu¢do do problema de Riemann

criado pela interacao gera uma 2-onda de chggaeauma 1-onda de rarefacado. Segue do

Lemal3.8 que
vi=1YI+lY']-
Temos entao dois caminhos possiveis

F1:P0—>P1—>P2,
rzipéﬁplﬁpz.

Nesse caso, o indice nao muda em nenhum dos dois camirdrasddfinirmos os tamanhos,

0 segmentdy| & primeiro decomposto em dois camintig®, e uma copia dé;P,, com

tamanhosy/| e |y’|, respectivamente.

Estendemos o caminhio;, apds o pontd®;, com tamanhdy/|, sem mudanga de indice.

Estendemos o caminti@, apods o pont®;, com tamanhdy”’|, sem mudanca de indice.
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A interacao do tipd, + R, merece atencao especial. Nesse caso, os caminhos gom®sta
considerando na interacao sao todos divididos propoatmente. Por exemplo, consideramos a

interacaoy +y’ — o+ y, nesse caso, existem dois caminhos possiveis

F1:P0—>P1—>P2,
I_ZZP(/)HPlHPz,

o indice dos caminhoB; e I'; € igual a(2,1), e seus tamanhos s#ioy| = ||+ |Y| e [[2| =
lY'|+1y’|, respectivamente, além dissy,= |V/|+ |y’|, de acordo com o terceiro tipo de interacao

possivel.

Supomos entao que a 2-onda front de chogiterage com uma 2-onda front de rarefaggo
no pontoP,. Essa nova interacao gera duas ondas de ch®@ug que conectam os pont&s, P;

e P, P}, respectivamente, (Figuia3115).

Figura 3.15: Decomposicao dos Caminlhgse .

O caminhd 1 € entao dividido em dois caminhﬁél) com tamanhq)l'l\M e F(lz) com tamanho

Vi
|F1\W. O caminhol'(ll) é estendido, entre os pontBse P4, com tamanh ‘TW, e com indice

(2,1).0 Caminhd'(lz) é estendido, entre os pontese P;, com tamanh V||V‘|B| , e comindicel,2),
(Figura[3.I5).

O caminhol ; também é dividido em dois caminhﬁél) com tamanhqrz|% e ng) com
tamanho|r2|%. O caminhd'(zl) é estendido, entre os pontBse P, com tamanh V\W’ e com

indice (2,1). O caminhoréz) é estendido, entre os pontBs e P;, com tamanh V{Uf', e com
indice(1,2), ( Figural3Ib).
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Notamosquéw—JrWW— ﬂe‘ﬁ— | ,‘J\B‘:W-

Comentario 17 O segmento conectandg B sua primeira intera8o em P pertencea a muitos
caminhos, e o tamanho do choque que conecta os pop®$&Fserd igual a soma dos tamanhos
do segmentodP, em cada um desses caminhos, essaigualdade se repete eregowno P 1P;,

por constru@o.
O caso geral pode sempre ser tratado como um dos casos mesrdadriomente. Definimos
entao uma colecao finita de camintios: {l}, 1 <1 <m, na solugao aproximada.

Um caminhal & considerado uma curva Lipschitz I' (t). Para todd diferente dos tempos

de interacéo, definimas-(t) o tamanho d& emt ekr (t) a ordem de geracao dleemt.

Lembramos qué(t) & o conjunto de todas as ondas front de choqué&/émt), e para cada

t > 0 fixo, diferente dos tempos de interagao, denotamos ag&rinegativa, por

L t)="3 lal.
aeS(t)

O proximo lema segue direto das definicdes.

Lema 3.10 Assumimos que T(Wo) & limitada e qued < p < po(x) < p, Vx € R. Para toda

solu@o aproximada, temos uma co&gfinita de caminhoB = {r}, 1< <m,tal que

L L) = Yaesw lal = Yrerar(t).

2. Sejd :Py— PL— ... — Pyum caminho, e sejafg;j,kj) eaj oindice e o tamanho dg P,P},

respectivamente. E&b

kj+1:k]’ = ajJrlSaj,

Kiti=kj+1 = 0aj1 <Kaj,

ondeO<k<lej=1..,n-1

O proximo lema é consequéncia direta do lema anterior.
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Lema 3.11 Assumimos que T(Up) € limitada e qued < p < pp(x) < p, Vx € R. As seguintes

desigualdadesdo verdadeiras:

ar(t) <ar(0) sel(t) =1,
ar(t) <k’"tar(0) sek(t)>2,

onde0< k < 1.
Usando esses lemas, temos que

ar(t) <kt ar (0) < kI71L7(0).

{Mkr(t)=j} {Mkr (t)=1}

Portanto, o tamanho total das ondas front de choque & ekiipta

1
1-«k

kKI7IL(0) <
=1

L (0).
Denotando poL; (t) =  (rk-t)=j; ar (t) a soma dos tamanhos dos caminhos com ordem igual
a j emt, obtemos
Proposigio 3.1 Assumimos que T(Wp) & limitada e quéd < p < po(x) < p, V x € R. Enio
Ly <L(0), Li(t)<ki=lL=(0), j=2

onde0 < Kk < 1.

3.5.1. Estimativa sobre o tamanho total das ondas geradas@@des

Agora vamos estimar o tamanho total das ondas geradas @& &sdnteragdes. Assumimos

queTV(Uo) € limitada e que & p < pp(X) < P,V x € R. Segue das analises anteriores que:

1. Uma novai-onda de rarefacao & gerada apenas pela interacaoasej-dmdas front de

choquej # |.
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2. O tamanho de uma onda front de rarefacao nao se altaradqlessa onda interage com
ondas front de familias diferentes, e decresce quandmadsanterage com uma onda front

de choque da mesma familia.
3. Ondas front de rarefacdo da mesma familia nao intenagntre si.

4. Uma nova-onda front de choque pode ser gerada apenas pela irdezag@& umaj-onda

front de choque e umponda front de rarefacaoy j.

5. Quando duas-ondas front de choque interagem, o problema de Riemanespmndente

gera uma grandieonda front de choque e uma pequgranda de rarefacao# j.

6. O tamanho de uma onda front de choque nao se altera qussalomda interage com ondas
front de familias diferentes, e decresce quando essa otetage com uma onda front de

rarefacao da mesma familia.

7. Uma nova onda front nao fisica &€ gerada apenas quaradoathadlas front da mesma familia

interagem e a solucao simplificada do problema de Rierearsada.

8. Quando uma onda front nao fisica interage com uma owndé filsica seus tamanhos nao se

alteram.

9. Ondas front nao fisicas nao interagem entre si.

Seja{Pn} a colecdo de todos os pontos onde ocorrem interacoes émas ondas front de
choque da mesma familia. O tamanho das ondas front de cheqreegada e, € denotada por
al(Pm)’ J = 172

Lema 3.12 O tamanho total de novas ondas de raréfageradas pela interd@p de duas ondas

front de choque da mesma fdia € estimado por

3 IRz (P < 2(171_K)L(0)2.

m
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Demonstrag@o: SejaFaj(Pm) a colecéo de caminhos que compdeniPy) e sejaarj(Pm) 0

tamanho do caminhd; € Faj(Pm), j =1,2. Entao temos que

Z|01(Pm)02(|:’m)| < Z lar, (Pm)ar, (Pm)|
m m r1€raj(Pm) r2€raj(Pm)
1
< 52\ D larBl - > lor(Ra)l ],
rer \Pnel el (1 ,P)

ondeF*(I’, Pn) denota o conjunto dos caminhos que interegem Ea@m Py, e [ esta definido no

Lemal3ID. Comap erl*(I",Py) € T —{I'}, mudando a ordem do somatorio, encontramos que

S lorPol 5 lermis 3 (Pme;r* \ar(Pm)ar*(PmN) .

Pmel’ rer*(r,Pm)

SejamPy, P, € T NIr'*, Py # P, € supomos que ndo existe um pontoldel* entrePy, e Py,
Notamos que nao podemos te(R,) = kr (R, ) ekr+(Py,) = kr+ (P, ) ondeR,, =lim;_p-t, ao
mesmo tempo, pois depois da interacadigrpelo menos um dos caminhos deve mudar de direcao
(dei-choque parg-choquej # j) para que eles interajam novamente®mA ordem de geracao
del ou del* cresce pelo menos uma vez &n— P}, e temos que

. . 1 §
Z lar (Rm)ar-(Pm)| < 3 k! ~Har (Ry)ar-(Fg)| = 1 lar (Ro)ar-(Fy)],
Pmel Il =1 —K

ondeRy € I', By € I'* sado pontos iniciais erft = 0}. Portanto, obtemos que

Zlal(Pm)az(Pm)l < > lar(Bo)l > [ar(Pw)|

n rer \ Pmel e (", Pm)

1
< 5 |aF(Pm>ar*(Pm)|>
2 rer r*erz_{r} (PmEZﬂr*

1 1 .
< 53| Y goclarPoar(R)
rer \r~er—{r}
< ! L= (0)2.
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Parat > 0 fixo, onde n&o ocorre interacao entre ondas, lembrame& q(t) = Y scrq) |0

denota a variacao positiva, onBé&) & o conjunto de todas as ondas front de rarefacad &mt).

Os resultados anteriores, provam que o tamanho total dess afel rarefacao geradas pela
interacao de duas ondas front de choque da mesma famélitirado porz(l%K) L=(0)2. Alem
disso, temos que o tamanho de uma onda front de rarefagioraSce depois de uma interagao.
Portanto o tamanho total das ondas de rarefacao em um temfP@ estimado pelo tamanho total
das ondas de rarefagdo @&ifl(.,0"), mais o tamanho total das ondas de rarefacio geradas pela

interacao de duas ondas front de choque da mesma famils®ja,

L+(t)g{L+(O)+ c L(O)Z}.

Lema 3.13 O tamanho total das ondas geradas pela int@@de uma i-ondas front de choque

e uma j-onda front de rarefé@p 6, i # |, &€ estimado por

S a(rB(Pr)] < 1l (0 {104 557 L (0.

m

Demonstra@o:  Pelas observagdes anteriores, o tamanho total das oadaseraltera quando
umai-onda front de rarefacao interage com ujy@anda front de choqueé# .

Quando uma onda front de rarefacao interage com uma oodéde choque, da mesma familia,
ocorre um cancelamento, e a onda front de rarefacao ou @ foot de choque que resta € da
mesma familia. Dai, cada onda front de rarefacao nfiswage novamente com o mesmo choque
(caminho), sem que esse tenha mudado sua ordem de gefsgm, a quantidade total dessas
interacdes &€ enumeravel por todas as ordens de geraca

Portanto o tamanho total das ondas geradas por essas@eteestimado pelo tamanho total das

ondas de choques vezes o tamanho total das ondas de aarefacseja,

-1y — +
J;K L (0){|_ (0)+
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Denotamos pouo, T as ondas de chegada &y EntaoQ(Py) = |oT| estima o tamanho das

ondas geradas pela interacao Bm

Combinando os resultados anteriores, temos que

Proposicao 3.2 Assumimos que T(Up) € limitada e quéd < p < po(X) < p, ¥V x € R. Otamanho
total das ondas geradas pela integagzde duas ondas froituniformemente limitado, is& existe

uma constant€ dependendo apenas do sistefmal(3.5), déJpYe dos valorep e p, tal que

ZQ(Pm) <C.

m

3.5.2. Estimativas sobre as ond@wrisicas

Como em [[2], vamos mostrar que a solu¢ao aproximada ércdes para todo &t < oo.
Assumimos o contrario. Supomos que existe uma sequéederpos onde ocorrem as interagdes
Tm, tal que limy .« Tm = T < 0. Como a estimativa da Proposidaal 3.2 vale para togdd & T,

existe uma constan@®, tal que

Q(Pm) < Co, (3.45)
0<Tm<Tw
onde 1, denota o tempo onde ocorre a interacao Rye o somatorio € sobre todos os pontos
de interacao entre=0 e T.. Sejau o0 parametro introduzido pelo algoritmo front tracking. A
estimatival(3.45) diz que existe no méxir%e pontos de interacao tal que os tamanhos das ondas
de entrada satisfaze®(Py) > ¢. Como novas ondas fisicas sdo geradas apenas em tais,gonto
numero de ondas front fisicas € finito. Como uma nova oratd hao fisica & gerada apenas pela
interacao de duas ondas front fisicas, e quaisquer chdesdront fisicas podem interagir apenas
uma vez, o nUmero de ondas front nao fisicas é finitondldmos que o numero total de ondas

front & finito, o que & uma contradicao.

Sejaa uma onda de choque etn> 0. Essa onda de choque contém muitos caminhos que
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podem ser organizados de forma que tenhamos

Fa(t),M2(t),T3(t), ..., kry(t) <krp(t) <kry(t) < ...,

A ordem de geracao da onda de choque definida pokr, e denotada pdty. Sejan* (t) a soma
dos tamanhos de todas as ondas de choque@rja ordem de geracao € maior ou igugl &ntao

segue qu¥; (t) = 3>j L (t), e da Proposicéia3.1, obtemos

_ _ 1 KITL(0)
tS;OWj ()<L (O>|;K =1«

Lembramos que apenas a solucao simplificada do problerRéedeann gera uma onda front
nao fisica. Em particular, uma ou duas ondas front de ahegtéo envolvidas nessa interagcao. Por
definicdo, temos quk™(t) nao cresce. Suponha que as ondas front de chgqrig’ interagem
e geram uma onda front nao fisica. Entao a ordem de gemaonda nao fisica & definida como
max{ky,k} +1. Se ainterac&o & entre uma onda front de chgtgema onda front de rarefacao,
entao a ordem de geracao da onda front nao fisica gezatidinida comd, + 1. Lembramos que

as ondas front nao fisicas nao interagem entre si.

Nos proximos lemas, faremos estimativas mais explicilssrésultados que aparecem €im [2].

Lema 3.14 Sejac uma onda front &o fisica arbitraria. Existem constanteg@ G, dependendo
apenas do sistemB(3.5), de TW) e dos valorep, p, de modo que as seguintes estimativés s

verdadeiras

o] < Copl, > ol <Cisupvy(t).
{o0eNP ks >} t>0

Demonstra@o: Sejama e 0 as ondas envolvidas na interacao que gera a onda néa disi

SejamU;, Un e U, os valores intermediarios depois da interacdo. Defigimo
@(a,8) =Ur —Ur = Wi(a)(Uy) — Wi(a) o Wi(6)(Uy),

ondeW; esta definida en{{3.B6)p & C? com segunda derivada Lipschitz continua, aléem disso,
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©(0,08) = @(a,0) =0, pelo Lem&ZI3 temos que
o] < Co|a8] < Cop.
Supondo que a ordem de geracaardeejak, + 1, temos que

lo| <Colab| <Cial gClsugi\/k;(t).
t>

Pelo Lemd3.14, temos

Proposicdo 3.3 Para cada he N, existe um pa&imetrou > 0 tal que a solugo aproximada cons-

truida pelo algoritmo front tracking satisfaz

o)<+
oxp D
Demonstragio: Como em|[[B], sejdy 0 nUmero de ondas de choque £m0. Entao existe um

certo polindmiadP(.,..) tal que

o = Y o+ Y o]

oeNP {0eNP: ks<j} {0eNP: ks> j+1}
< P(No,h)Copt +Cy supv;-
t>0
kI71L—(0
< P(No,h)Cou +017(>-
1-k
Dai, escolhemogtal queClKjfllf;(O) < 4 e entdo escolhemgstal queP(No,N)Copt < 5. m

Dessa forma, obtemos um limite uniforme sobre o tamanhé datondas nao fisicas, con-

cluimos entao qu&V(U"(.,t)) & uniformemente limitado.
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3.6 Exiséncia de soluges

Para cadd € N, existe uma solugab-aproximadaJ" do problema de Cauchff{3.5). Pelas

analises anteriores, as func@#y .,t) satisfazem

‘Uh<X,t)| < My, v (X7t) cRx [0700)7
TV(UN, 1) <My, V¥ tel0,0).

Alem disso, as fun¢des— U (.,t) sdo uniformemente Lipschitz continuas com valores &R; R?).
De fato, podemos supor sem perda de generalidade, que @xigiaico tempa entret e sonde

ocorre uma interagao. Como

U0 =UCsle < 3 [ W6 (Ug) ~Ug Lo

< CY Xa —Xa-1ll¥el
a

< Clt-9 5 |yllAl,
a
entao

U, = U D)+ UM 1) = UM, 9)] .
CY |yal[All(t—1)+ (1 -9)|
L|t —9|,

[UNC,t) = U, 8|

IN TN

IN

para alguma constanteindependente die t es.

Portanto, podemos aplicar o Teoremd 2.1 e encontrar umacuiscia déU h), gue converge

para alguma fun¢ao ¢ Li ., quandoh — c. Como|/U"(.,0) — Uoll 2 _— 0, quandch — e, a

condicao inicial em[{3]2) € satisfeita g.bps R.

Para provar qu& & uma solucao fraca do problema de Cauchy, resta mostsagoe, para

todag € Ct, com suporte compacto contido gin> 0}, temos

/ooo /_Z{G(”’(U»‘H F(W(U))@} dxdt=0.
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Como(U") & uniformemente limitadd; e G sdo uniformemente continuas em conjuntos limitados

e WP é suave, é suficiente provarmos que

h—oo

lim [/Ooo/_o;{G(kP(Uh))qq+F(W(Uh))q;<}dxdt 0. (3.46)

Escolhemod > 0 tal queg(x,t) =0,Vt ¢ (0,T). Parah € N fixo, em qualquer tempb> 0,

sejamxy(t), ..., xn(t) os pontos onde (.. t) tem saltos, e definimos

AG(WU" (X)) = GWU"(xg.1)) — GWU"(xg. 1)),
AF (W(U"(xq))) = F(PUNXED)) —F(PU" X 1))

Observamos que as linhas da poligoxal X4 (t) dividem a faixaR x [0, T| em um numero finito
de regide$ ; ondeU" & constante. Consideramos o vetor (G(W(UM) @, F(W(UM)g@). Usando

o Teorema do divergente, podemos escrever a expressdo desatcolchetes erh (3146) como
Z/ divbdxdt=Y [ @.ndo, (3.47)
] Ij ] ar

ondedr ;j & a fronteira orientada degj, e n & o vetor normal exterior. Observamos quéo =
+(Xq,—1)dt ao longo de cada linha da poligonak x4 (t), enquanto que(x,t) = 0 ao longo das
retast = 0 et = T. Por [3.4Y¥) a expressao dentro dos colchetefem (3.46}@ada como

/0 ! S [xa (DAG(WUM) —AF (WUM) | p(xa(t),t)dt. (3.48)

Sejalyy| 0 tamanho da onda front ery. De acordo com as estimativas sobig Lemal3Y, se

essa onda front & um choque ou uma rarefacao entao tareos q

: 1

Xa () AG(W(UM) — AF (W(UM) = O(L) 1 IVal,
por outro lado, se a onda front & nao fisica entao

Xa () AG(W(U") — AF (W(U") = O(1) Va -
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Separando o somatoério em(3.48) em ondas front fisica® disitas, concluimos que

limsup [ (DAG(W(U"(xa (1),1)) — AF (WU (xa (1), 1)) | @ (),1)| <
h—e | geSTRUNP
(rg§x|cp<x,t>|)nmsup{ O lyal + 0<1>|va|}=o. (3.49)
) h—o0 acSUR aeNP

De fato, para todd > 0 o tamanho total das ondas front &fi(.,t) permanece uniformemente
limitados, enquanto que o tamanho total das ondas fronfisi@as é< % assim ele se aproxima
de zero quandb — 0. O limite em [3.4b) segue dET3149), 0 que mostra'§fdd ) é uma solucao
fraca do problema de Caucly(B.1), com dado ini€ial (3.2).

3.7 Varia@o total localmente limitada

Consideramos agora o dado inicial

Uo(X) = (Po(X),Vo(X)), XER,

ondepg eV sao fungdes limitadas com variagao total localmentédda, goo(x) > p >0,V X R.

Podemos assumir qlik & continua a direita effi-N, N], para caddN € N.

Dadok € N, sejaUf a funcao definida por
US00 =Uo(j27), xe[j27% (j+1)27Y),
ondej € Z.

Notamos qu&JX — Ug emL} ., quandok — oo

SejaN € N fixo. Consideramos o dado inicial

Uo(—N), x< —N,
Vi(x) =14 Ug(x), —N<x<N,
Uo(N), x>N,
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e a sequéncia de fungé@%‘) definidas por

UK(—=N), x< —N,
VE(X) =4 USx),  ~N<x<N,
US(N), x>N.

Notamos qué&/; € uma fungao limitada com variacao total limitada és$at

[Vil[eo < [Uole
TV(V2) = TV (Uo)-

Além disso, a sequéncia de funcd®d) satisfaz

VG l|eo < [V
TV(Vg) =TV(V),
IV§ =Vl — 0.

Cada fung?aﬁ/g, k € N, tem apenas um numero finito de descontinuidades.

Aplicando o método wave-front tracking, podemos constima sequéncia de solugdes apro-
ximadas(V*1) que converge, erhlloc, para uma funcav'! que é solucao fraca do problema de

Cauchy com dado inicial;.

Consideramos agora o intervdle2N, 2N], o dado inicial

Uo(—2N), x< —2N,
Vz(X) = Uo(X), —2N < x < 2N,
Uo(2N), x>2N,

e a sequéncia de fungée%"l) definidas por

Ust(=2N), x<—2N,
V=] USt, aN<x<on
Ugvl(zN), x> 2N,
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onde(U(')"l) C (U&) & encontrada na primeira aplicagéo do método wave-fracking.

Podemos aplicar o método wave-front tracking usando o did@l V, e a sequéncia de
fungées(vg’l). Obtemos assim uma sequéncia de solucdes aproxinidldsque converge, em
Llloc, para uma funca¥? que & solucao fraca do problema de Cauchy com dado inigiam
[—2N, 2N]. Notamos quéVk?) & uma subsequéncia ¢e¢<1) em[—N, N].

Lembramos qué > 0, a velocidade da onda nao fisica no algoritmo wave-fi@uking, €

estritamente maior que qualquer velocidade caractisti
Notamos qu&/?(x,t), onde(x,t) pertence ao subconjunto
N ~ ~
{(x,t);ogt < T e —N+At<x< N—)\t},
& unicamente determinado pelos valore¥g&), ondex € [-N,N| eV>(X) = V1(X) VX € [-N,N]
(dados iniciais), essa propriedade & chamada de donérdekendéncia finito.
Portantov?(x,t) = Vi(x,t) g.t.p. (x,t) € {(x,t);og t< v’)\‘\r e —N+At<x<N —ﬁt}.

Repetindo os argumentos anteriores podemos construir equéscia de fungdgd"), que
podemos assumir continuas a direita, tal\dié solucao fraca do problema de Cauchy no subcon-
junto {(x,t);o <t< n,A’\J e NN+ At <x< nN—f\t}, sendo qu&/"(x,t) = V" 1(xt) g.t.p. no
subconjunto{(x,t);ogt <(-pNe—(n-N+At<x<(n-1)N —E\t}, vneN.

Podemos redefinW" em um conjunto de medida nula, se necesséario, e consMépat) =
V—1(xt) no subconjunte[(x,t);ogt <(n— 1)7’)\‘7 e —(n—1)N FAt<X< (n—1)N —ﬁt},Vne
N.

Definimos a funcao
U(x,t) =V"(x,t), —NN+At < x<nN—At, O§t<n}\’\i,

onden € N. A fun¢aoU é solucao fraca do problema de Cauchy com dado ifigal
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4

Equa@es de Aw-Rascle

Consideramos o sistema de leis de conservacao

(4.2)

Pt + (pV)X — 07
(Pr)e+(prv)x=0.

ondep é a densidades & a velocidade € = v+ p(p). Esse sistema descreve o movimento de

carros em uma rodovia.

Consideramos o problema de CauchyRm [0, ), para o sistem&(4.1), com dado inicial

U (Xv O) - (p(X, O)7V(X7 O)) = (pO(X)7VO(X)>7

ondevop(x) > 0 epo(X) > p > 0 sdo fungdes limitadas e com variagao total localeéntitada.

Supomos qu@(p) = p¥, ondek > 0 & uma constante@ > 0. Podemos reescrever o sistema

@) como
GU)+F(U)x=0,

ondeU = (p,v), G(U) = (p,pv+p**1) e F(U) = (pv, pv? + p*tlv).
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As matrizes Jacobianas @Gee F em relagao 4p,Vv), sao dadas por

1 0 v P
DG(p,v) = ,» DF(ev)=1| . :
v+ (k+1)p" p Vet (K +1)phv p*t+2pv

O determinante d6 é igual ap > 0, logo existe a matriz inver€dG—1, dada por

_ 1 p 0 1
DG 1(p,V) =7 = 1
P\ —(v+(k+1)p*) 1 —5 — (K +1)p*”
Podemos obter a matriz do sisteffial(4.1) calculd@o'DF, ou seja,
1 0 v
J=DG IDF = P
—5—(k+ D)t 5 )\ VP (k+1)pfv pti2pv

0 v—kpX '

Os autovalores do sistenfa{4.1) sdo dados pela equatgde-dd ) = 0, ou seja,

Dl O

(V=A)(V=—KPX —A) =AZ— A (2v—kp¥) +V? — kpXv=0.
Resolvendo essa equacao, obtemos
AM=Vv—KpX, A=V

Observamos que o sistenla{4.1) & estritamente hipedhalic< A,, quandgo > 0.

Os autovetores associadodqae A», sao encontrados quando resolvemos os sistemas

kpX p X B 0
0 0 y 0/’

0O p X - 0
0 —kpX y 0
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Assim, temos que
M= (_17KpK_1)7 o= (170)
Notamos que, quandm > 0,

(DAgry) = (—k2p* L 1) (=L,kp" ) =k?p* L+ kp 1 >0,
(OAz,12) = (0,1)(1,0) = 0.

A 1-familia caracteristica do sistenfa{4.1) & genuinameao linear, e a 2-familia caracteristica

do sistema(4]1) € linearmente degenerada.

Definimos os invariantes de Riemann para o sistéma (4.1) como

r(p,v) =v+p, s(p,v)=v. (4.2)

4.1 O problema de Riemann

Consideramos o problema de Riemann para o sistena (4.1)Jadminicial

U, x<0,
U(x,0) = (4.3)
U, x>0,

ondeU;, U, € {(p,V); p > 0 ev > 0}. Para construirmos a solugao do problema de Riemann-usare
mos no maxima duas ondas elementares, sendo uma ondafdedareu uma onda de choque da

1-familia caracteristica e um contato de descontin@akd2-familia caracteristica.

4.1.1. Ondade rarefag

Como no CapitulBl3, para encontrarmos a 1-curva de rérefagcrevemo$ = §, e procuramos

as solucdes continuas n&o nulas da fothza J(é), da equacao diferencial ordinaria

(I-ENU'() =0,
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onde

Lembramos que o vettt' (£) # 0 & um autovetor d& associado ao autovalér Temos ainda

que

U_/(E> - (D)\l(J(E)])-,rl(U_(E))}rl(U_(E»’ Al(J(E» =¢.

Assumimos em adicional que

U(A1(U))) =U;, U(Ar(Ur)) = Ur.
Entao para cada tempo> O fixo, a fungécU_(E) conecta continuamente o estado a esquérda
o estado a direithl;.

Como o 1-campo caracteristico & genuinamente nao Jifieéag,r1) > 0, entdo a funca§ —

A1(U(&)) é crescente.

Parat > 0, a 1-onda de rarefacao €& a solucao do problema de Riefd@) com a seguinte

forma

Ut =9 U (), M) <F<hUr),

U, <M,
Ur, )f( >)\1(Ur)

Assumimos qué&J, = U. De acordo com o Capituld 3, a 1-curva de rarefacao dersas{4.1)

(7))

satisfaz
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Assim,kpXp’ + pV =0, comoV (&) # 0, temos que

dp ___ 1
dv  kpKk—L

dai, a 1-curva de rarefacao € dada por
Ri:v—vi=—(p" - pf).
Em adicional, temos qui; (U) > A1(U)) emRy, dai

—(P =pf)=v-v > k(p"-p{),
0 > (K+1)(p"—pf).

Comok > 0, temos que < p emR;.

4.1.2. Ondade choque

Como no Capitul@l3, a 1-curva de choque satisfaz a condiedRankine-Hugoniot, ou seja,

silp—p1) = pv—pw, (4.4)
si(pv+p Tt —pvi — gt = pvP+p T v—pvf — pf v,

ondes,; € a velocidade do choque. Eliminangio obtemos

pvV—pvi PV2+pK+1v—p|v|2—p|K+1v|
P—pP pV+ pK+1 — oV — p|K+1 )
(v=w)? = (v=v)(pf —p"),
A (4.5)
De {&3), temos que
S = pV—pvi. 46
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A 1-onda de choque deve satisfazer a condicao de entrepiaxd

Lema 4.1 A velocidade dd-onda de choque que conecta os estados U, satisfaz

s1<A1(U)), A(Up) <sp< Ax(Up). (4.7)

Demonstra@o:  Assumimos quéJ, = U. Primeiro observamos que, par{4.7), devemos ter
A1(U) < A1(Y)), entéov —v; < k(p* —pf). Assim, por [4Db), devemos t@gr> p ev < v na
1-curva de choque.

Para mostrar qug < A1(U), definimos a funcéao
e(t) =t — (k+ Dt +k.
Como
ot)=(K+t"—(k+1) = (k+1)(t"-1) >0,

a funcaop é crescente quando- 1, além dissog(1) = 0. Comop — p; > 0 na 1-curva de choque,

entao

K+1
0 < (B) +K—(K+1)B,
P P

0 < ptkpftt—(k+1)ppf,

0 < p(P“—pf)—kpf(p—p1),

0 < pvi—Vv)—Kp(p—p1),
K+1

pv—pv < pvi—Kpp[ —pvi+Kp[ T,

pv—pvi < (p—p1)(v —Kp),
PV—pPpv
P—p

< v —Kpf,

Por [48), temos; < A1(U)).
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Agora, vamos mostrar qua (U) < s;. Definimos a funcao
o(t) = kt* T — (k + DX+ 1.
Como
@) =K(K+ Dt —k(k+ Dt 1= k(k+1)(tK —t*1) > 0,
a funcaop é crescente quando- 1, aléem dissog(1) = 0. Comop — p; > 0 na 1-curva de choque,

0 < K(%)K+l—(K+1) (%)K+1,

0 < Kp*"'—(k+1)p"p +p,

entao

0 < —p(P"—p)+kp“(P—p),
0 < p(v—w)+kp“(p—p),
pv—Kkp Tt —pv+kp o < pv—pw,

(V=kp")(p—p) < pv—pV,
PV—pv

VoKt < T,

Por [45), temo3;(U) < 5.
Finalmente, queremos mostrar gge< A2(U). Comov—v; < 0ep—p > 0 na 1-curva de choque,

entao

0 < p(vi—v),
pv—pvi < pV—QV,
PV—pV < v
P—pQ

Por (45), temos que< A(U). [
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4.1.3. Contato de descontinuidade

A 2-familia caracteristica & linearmente degeneradap,ro) = 0. Nesse caso a 2-curva de

rarefac@o do sistema{#.1) satisfez v, assim

Ry:v=w.

Observamos que a 2-curva de rarefacao coincide com ava-derchoque, de fato, definindo

S = Vi, temos ques, satisfaz a condigao de Rankine-Hugoniot. Portanto adoinc

U, X<st,
U(xt)=
Uy, X> st

€ uma solucgao fraca do problema de Riemdnd (4.1) com deciali(4.3). Essa solugao fraca é

chamada de contato de descontinuidade.
Observamos que a 2-curva que conecta os estjdeld, satisfaz
AMU)) <s2=22(U)) = A2(U),

A(U) <2 =A2(U)) = A2(V).

4.1.4. Parametrizap

Podemos parametrizar a 1-curva de rarefacao, como segue
y — Ruy)U)=(—y+p,—(=y+pm) +vi+0n°),
onde 0< y < py. A 2-curva de rarefacao pode ser parametrizada como
y — Re(y)(U)=(v+p,Vv),

ondey € R.
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A 1-curva de choque pode ser parametrizada como

y — SIWU)=(=y+p,—(=y+m)“+v+p),

ondey < 0.

Comentario 18 As curvas de choque e as curvas de rarétadal-familia caracteristica podem
ser definidas para todg € (—«, pj], € nesse caso vemos que elas coincider®-farilia carac-
teristicaé linearmente degenerada log@®acurva de choque e 2-curva de rarefago coincidem,
e podem ser definidas para toglae R. Segundol[6], al-curva de choque com> 0 e al-curva

de rarefa@o comy < 0, ndo geram soluges admisseis.

Dadosp_, p; > 0,v_ > 0 ev, < p¥, definimos o subconjunto
D1 = {(p,v); 0<v_<v<vy <pf 0<pf<v+pl<plf <o},
ou equivalente,
Dy = {(,8);0<s_<s<sy<r_<r<rg},

ondesy = vy ery = pX. Observam que; = v, < pX =r_, entdo o vacuop = 0, ndo ocorre
quando o dado inicial e a solu¢gao tomam valores no subotnidp, ou seja, quand¢r,s) € D;

temos que —s=p > 0.

v S

V4 S4

D, D,

p— P+ P r— v T

Figura4.1:Dq, k > 1. Figura 4.2:D5.
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Definimos a aplicaga® : (0, ) x [0,00) — (0,0) x [0,00), cOMO Segue
W9 = ((r—9%,9) = (b,V),

onde os invariantes de Riemana s estéo definidos eni (4.2). Observamos §{®,) = D1.

O determinante da matriz jacobiaD& & igual a%(r — s)%—l > 0, pois(r —s) > 0. Os esta-
dos(r;,s) e (rr,S) sao unicamente determinados pelos estados;) e (pr,Vy). Podemos entao
utilizar o sistema de coordenad@ss). Nesse sistema de coordenadas, o sistemh (4.1) & escrito

como

G(W(r,s))t +F(W¥(r,s))x=0. (4.8)

Observamos que o invariante de Riemaréconstante ao longo da 1-curva e o invariante de
Riemanns & constante ao longo da 2-curva. Podemos entdo paraanetsizas curvas, no sistema

de coordenadas, s), como segue

y — Ru(y)(n,5)=(r,y+s), ondey >0,
y — Si(y)(n,s)=(r,y+s), ondey <0,
y — R(y)(n,s)=(y+r,s), ondeycR.

Assumimos quéJ (x,0) € D1, para cadx € R.

4.1.5. Solugo do problema de Riemann

Definimos as funcdes

Wi(y)(r,s) { Ri(y)(ri,s) = (r,y+s), y>0,

Si(y)(r,s) =(n,y+s), y<0,

Wo(Y)(r,s) = Ru(y)(r,s)=(y+r,s), YER.
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As funcdes¥; sao suaves.

Nosso objetivo agora & construir uma solucao fraca pgreoblema de Riemanii_(4.8), com

dado inicial

(r(x,O),s(x,O)){ (f8), x<0, (4.9)
(rr,s), x>0,

onde(r},s), (rr,S) € D2. Definimos a fungado composta

Ay, yo)(r1,8) = Wa(yp) o Wi(y1)(r1,s)-

De modo equivalente, sejamy, w; e w, definidos por

@ = (rs) = R(¥)(r,s), % =0, 10
S(y)(r.s), y<O0.
AssimA(y1, yo)(r1,8) = wp. Assumimos quér,,sy) = A(y1, 1) (S, 1).

Cada problema de Riemann com dado inicial

(f(X,O),S(X,O)){ @ X<0 (4.11)
w, x>0,

i =1,2, comaw definido em[4.10), tem uma solucao fraca, consistindorda simples onda da

i-familia caracteristica. Mais precisamente

1. Sey; > 0 entdo a solugao d€(#.8) [e(4.11) consiste de uma l-omdardfacdo. Suas

velocidades caracteristicas variam no interyalo, A,"], onde
AL =A(P(r,9)), A =M (W(r,s)).

2. Sey; < 0 entao a solucao de(#.8Ye(4.11) consiste de uma 1-aclaodjue, com velocidade
A = A" =5, ondes; é dado por{Z]6).

3. Sey, # 0 entao a solucao de(#.8)[e(4.11) consiste de um conéatiesicontinuidade da
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2-familia caracteristica, com velocidagfe= Ao(W(w_1)) = A2(W(w)).

A solucao del(418) ¢.(4.9) é construida por justafasdas solucdes dos problema de Riemann
@&3) e[@1N)j = 1,2, no planax —t.

De acordo com o Capituld 3, para 0, consideramos a funcao

(

(I’|,S|), )f(e(_oovA]__)7

(r(x,t),s(x,t)) = (FrsTr) t€02,%), (4.12)
wr, t €M),
Ri(6)((r,8)), F€AAf] (F=A(W(RO)((r1,5)))) .

Observamos que, por defini¢do e pelo Lgmé 4.1, temod fjlue A, e temos que; < Sp, assim a
funcgao(r(x,t),s(x,t)) estd bem definida e & tal qUe(x,t),v(x,t)) = W=(r(x,t),s(x,t)) & solugao
fraca del(41) d(413).

O proximo Teorema diz que quando os valores laterais est@nbconjuntd;, equivalente-

mente enD,, existe uma Unica solu¢ao do problema de Riemanh (4EI8A)

Teorema 4.1 Consideramos o sistemB(¥.8). Sejams), (rr,5) € D>. Entio o problema de
Riemann[[418) €1419) tem ungaica soluéo fraca(r,s), da forma[4IR), onde

=% -5,

Yo=rr—1.

Demonstragio: De fato, supomos sem perda de generalidadeygue0, i = 1,2. De [49),

temos que

Wr(yo) oWi(va)(r,s) =Wo(yi)(ryi+s) = (o +r,vi+s) = (', s).

Lema 4.2 Dados(r|,s), (rr,s) € D2. Seja(rm, sm) 0 estado intermedrio que aparece na soléo

do problema de Riemann. Eat(rmn, Sm) € Do.

Demonstra@o: De fato, como as-curvas sao paralelas aos eixos coordenados no sistema de
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coordenada#, s), temos que mifr,,r} <rp<maxr,,rn}emins,s} <sm<maxqs,s}. Em

particular temos quey — sm= py, > 0, logopm > 0.

Comentario 19 Dados(p,Vvi) e (pr,Vr) € D1, temos que

X[

vu=p— M-V +p)x,

X[

Yo =Pr — (V| —Vr + ).

Comentario 20 O tamanho de uma onda que resolve o problema de Riemann cars ldderais
(r,s) e(rr,s), no sistema de coordenadgss), & definido comdy|, onde(r;,s) = Wi(y)(r,s),
i=12

4.2 Construgo de soluges pelo ratodo de Glimm

Consideramos o problema de Caudhyl(4.1) com dado inicial

(P(x,0),v(x,0)) = (po(X),Vo(X)) € D1, (4.13)

para cadx € R, ondepg e Vp sao funcdes limitadas com variagao total limitadataérexistem os

limites lateraigog(—) = limy_, e Po(X) € Vo(—) = limy_, _ Vo(X).

Consideramos a fungdoo(x), So(X)), tal que(p(x,0),v(x,0)) = W(ro(X),So(X)). Assumimos

que(ro(—o),s9(—)) = po, € definimos

U (x,0) = Ug(x) = (ro(x),So(X))-

Sejamh > 0 ek > 0 de modo que a condi¢ao de estabilidade

h
= K> sup 1Ai(p, V),
(p,v)eDy

i =1,2, seja satisfeita.
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Definimos o conjunto

Y = {(mn) € Z%,m+n=0(mod 2,n> 0}.

Dividimos o semiplandR x [0,0) em um numero contavel de retangulos, (Fidurd 4.3), com

vértices

(m—1,n), (m+1,n), (m+1n+1), (m—1n+1).

Escolhemos um pontgmh+ 6hh, nK) ey, Onde 6, € (—1,1) & escolhido aleatoriamente.

Assumimos qué = (6,) € uma sequéncia equidistribuida e, 1), (veja [17] e [25]).

RYARVARVARVS

Figura 4.3: Método de Glimm.

Consideramos a aproximacao do dado inicial dada por

Uo((m—1+6p)h), (m—1)h<x<mh

U™ (x 0) =
Uo((M+1+60)h), mh<x< (m+1)h,

onde(m,0) €Y.

Para cadan € Z fixo, tal que(m,0) € Y, sejaV (MY a solucao fraca, dada pelo Teordma 4.1, do

problema de Riemann

GWV))+F(W(V))x=0, (xt)eRx[0,00),
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com dado inicial

V(x,0) =

Uo((m—146p)h), x< mh
Uo((m+ 1+ 6p)h), mh<x

Definimos
Ui(x,t) =VMI(xt), (m—1h<x<(m+1)h, 0<t<k,

onde(m,0) € Y. Devido a condi¢ao de estabilidage; K ndo ha interacao entre as ondas.

Indutivamente, assumimos quig esta definida na faix& x [(n— 1)k, nk). Resolvemos entao

0 problema de Riemann
GWV)+F(W(V))x=0, (xt)€Rx[0,00), (4.14)

com dado inicial

(4.15)

Un((m—=14+6,)h,nk™), x<m
Vit = § on(me i) "
Un((Mm+14 6,)h,nk™), mh<x,

para caddm,n) € Y, ondenk™ = lim;_, t. Sejav(™" a solucao fraca, dada pelo Teordma 4.1.

Definimos
Unpa(xt) =VmD(xt), (m—1Dh<x<(m+1h, n<t<(nt+1)k,

onde(m,n) €Y.

De acordo com o Lemia4.2, esse processo pode ser repetidimig@@ente pois os estados
intermediarios que aparecem em cada solucao de um prallle Riemann pentencem ao domimio
D,. Dessa forma, construimos uma solugcao aproximé{a,t), para todo(x,t) € R x [0, ),

definindo

Un(x.t) =Un(xt), (x.t)€Rx[(n—1)k,nk)
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onden=0,1,....

Para provarmos a convergéncia da solucao aproxitdgdasando a convergéncia do esquema

de Glimm, precisamos mostrar que existe uma contantd, independente de tal que

TV(Un(,1))<C, Vt>0.

Para obtermos esse limite, precisamos estimar o tamanhandas na solugcao do problema
de Riemann{414) €{4115). Comec¢amos defin@de= (mh-+ 6,h,nk) 1, n)cy, € considerando o

“diamante”Omp, com vertices

N=amnt1, L=amiin, S=amn-1, O=am 1n.

que é chamado de “diamante de interacao” centraddreimnk), para cadgm,n) € Y, (Figura

E.4).

5 S v

Figura 4.4: Diamante de interac&gn .

As ondas emitidas effm—1)h, (n—1)k) e ((m+1)h, (n—1)k) que entram endm , denotadas
por B = (B1,B2) ey = (y1,¥2), sao chamadas de ondas de chegada em rela¢@maAs ondas
emitidas emmh nk), denotadas powr = (01,02), s&o chamadas de ondas de saida em relacado a
Omn. Diremos que e y interagem ent>m, € gerama. Denotamos pofej|, j = 1,2, o tamanho

daj-onda eme = (&1, &2).

Lema 4.3 Sejamf e y ondas de chegada e ondas de si@a em relago a um diamante de

interagdo Ompn. Entio segue que

la] 4 |az| < [Bi| +|B2| +[ya| + ol
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Demonstra@o: SejamU,, Uy, eUn, U, 0s dados iniciais dos problemas de Riemann que geram
as ondasB ey, respectivamente. Sejab), U; os dados iniciais do problema de Riemann que
geram as ondas.

SeU; =U,, U, = U, entao|a;| = |Bi| + |y, i = 1,2, pois a 1-curva caracteristica & paralela ao eixo
r e a 2-curva caracteristica é paralela ao sjxw sistema de coordenadass).

Notamos que os pontdd, U, estdo necessariamente sobre as curvas caracterisiiegae que

ai| < |Bi[+[u].T=1,2. u
Considere um tempio> O fixo, tal quet # nk, n=1,2,.... Definimos o funcional
L) => I,

onde o somatorio & sobre todas as ondatlgmt).

O Lemd4.B, mostra que
AL(nk) = L(nk") —L(nk™) <0,

onden=1,2,....
PortantoT V(Up(.,t)) < TV(Up), vVt > 0.

ComoUp(—oo,t) = limy_ o Un(X,t) = po, @ funcadJy, satisfaz

[Un(-,t)[[Le < M, Vt>0,
TV(Up(.,1)) <TV(Up), Vt>0,

para alguma constank# > 0 que nao depende theet.

Lema 4.4 Sejam#, t; > 0, enfio
[|Un(-;t2) =Un(.,ta) |2 < L([t2 —ta] +K),

onde L rdo depende de s e t.
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Demonstragio: A prova segue como erh [B3].
Assumimos qué > t1. Sejatg = sup(t < t3;t = nk, para algunn}. Notamos quéy <t; < to+k.

SejaS= [22] + 1, ondejw] & o maior inteiro menor que. Dai
kS<ty,—tg+k<to—t;+2k.

Devido a condicao de estabilidage—_ K, temos que a funcddy(.,t), i = 1,2, restrita ao intervalo
Imh (m+2)h| & unicamente determinada pela fungkg.,to) restrita ao intervalg(m— S)h, (m-+
2+ 9)h.

Como a variagao total &€ controlada, para cadgdmh (m- 2)h| temos que
Un(%,t2) = Un(x,ta)| < 2TV{Un(y,t0);y € Im},
ondelm = [(m—S)h, (m+ 2+ S)h|. Dai

0 m+2h
/ Un(%t2) —Un(x.t1)[dx < Z/ IUn(% t2) — Un(x,t1)| dx

meZ

< 4h S TV{Un(y.to);Y € Im}.

meZ

Sejam* = 2(1+ S). Para qualquen € Z temos que

lnym = [(N—1)m" = S)h,((n— 1)m' + 24 9],
= [(nMi — S)h, (¥ + 2+ S)h.

Notamos qué¢n—1)m* +2+S=nm"—S vV n e Z. Assim

/ |Uh(x7t2) _Uh(x7t1)|dx < 4hnt Z TV{Uh(y,tO),YE II’\I’TT"}

nez

8KTV(Up)(kS+k)

IN

IN

Ma(t2 —ty +K).
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Escolhemos entao uma sequéngig) tal queh; — 0, quandoj — . A convergéncia do es-
quema de Glimm, garante que existe uma subsequén¢ig )dejue por simplicidade chamaremos
de (h;), tal queU = (p,v), ondeU = limUy,, & solucao fraca do problema de Caudhyl(4.1) com
dado inicia[ZIB.

4.3 Construgo de soluges pelo mtodo wave-front tracking

Consideramos o problema de Cauchyl(4.1) com dado in[ciaB)J4.Consideramos a fun¢ao
Uo(x) = (ro(x),0(x)), tal que(p(x,0),v(x,0)) = ¥(Uo(x)).

Assumimos quérg(—),sg(—)) = po, € que para cada ponke= R a fungadJp(x) assume

valores enD,. Além disso, lembramos queV (Up) € limitada.

Para cad € N, podemos construir uma funcao aproximad4x, 0), como no CapitulBl3, que

aproxima o dado inicidlp(x), satisfazendo

Uh<_°°7o) = p07
TV(UN(.,0)) < TV(Up),
HthOW—Udhh—*Q

Aplicando o algoritmo wave-front tracking, como no Cafuifi, podemos construir uma solucao

aproximadaJ "(x,t), para todd > 0, satisfazendo

UN(—oc0,t) = po, V't > 0 fixo,
Uh(C,t) —UN( s)|| e <Lt—s, Vt,s>0,

onde a constaniendao depende de t es.
Comentario 21 Nossa constripo réo apresenta “breakdown”, pois as curvas de choque e as

curvas de rarefago da mesma failia coincidem, elas&o retas no sistema de coordenadas).

Dessa forma, &o ha gerago de novas ondas quando duas ondas interagem, em particataha
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gerag@o de ondas &o fisicas.
O nimero total de ondas em cada tempo O, permanece limitado peloimero total de ondas
geradas quando resolvemos os problemas de Riemann=ef tLogo o rumero de interages

permanece finito.
Denotamos pof a 1-onda de choque, poia 1-onda de rarefacao, e poo contato de descon-
tinuidade.

Os tipos de interacao possiveis entre as ondas, de acomm Capituld13, e a solucao do

problema de Riemann resultante, sdo enumerados no prbeima.

Lema 4.5 Os tipos posseis de interago entre duas ondas e as sddes dos problemas de Rie-

mann correspondenteds

1. y+B—B+y,
2. y+0—0+Y,

3. B+o(0+B)—{=B+0,

onde pode ser umd-onda de choque ou unitkonda de rarefago dependendo do sinal que

assume.

A estimativa 3 no Lem@4l.5, ocorre porque as 1-curvas cantidDbservamos que os contados de

descontinuidade nao interagem entre si.

Considere um tempio> O fixo, onde nao ocorre interagao entre ondas. Definimascdnal

V)= v,

onde o somatorio & sobre todas as ondat)émt).

Sejat > 0 um tempo onde ocorre uma interacao. O LEmh 4.5, mostra que

AV(T)=V(tT)-V(T7)=0.
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PortantaTV(U"(.,t)) < TV(Up), V't > 0.

A sequéncia de solugdesaproximadagU") satisfaz

([ UN(—c0,t) = po, vt > 0fixo,
UN(x,t) € Dy, Y (xt) € R x [0, 00),
TV(UN(,t)) < TV(Up) vVt >0,
lUPC,t) —UN( 9)]| s < Ljt—8, Vt,s>0,

ondelL nao depende de set. Observamos que o conjuriie & limitado, logo existe uma constante
M > 0 tal que|U"(x,t)| < M, ¥ (x,t) € R x [0, ).

Pelo Teorem& 21, existe uma subsequéfidi®) c (UM que converge enl ., para uma
fungaoU. De acordo com o Capituld B,(x,t) & solucao fraca dé(4.1) {41 13).

4.4 Varia@o total localmente limitada

Supondo agora que a variacao total do dado inical & |lcaatenlimitada, podemos usar um
argumento analogo ao usado no Capilllo 3 para constrsioma solucao fraca para o problema

de Cauchy usando o método de Glimm ou 0 método wave-frackitrg.

Considerando o esquema de Glimm, notamos que a solugi&ifnao subconjunto
1 1
(x,1);0<t<NKe _N+tR <X< N_tR

é unicamente determinado pelo valor do dado inldgaho intervalo(—N, N).

4.5 Problema de Riemann com aparecimentoaizig

Consideramos agora o subconjunto

D={(r,s);0<s<r <Vp},
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ondevy, € a velocidade maxima na rodovia.

S

Um 7T

Figura 4.5: SubconjuntD.

Resolvemos o problema de Riemann com dado iniciaDene acordo com Aw-Rascle, porém
com algumas diferencas na regiao onde ocorre o vacuo.o¥aliferenciar os pontos no vacuo
de acordo com a velocidade (falsa) assumida. Isso nao tehunesignificado fisico, porém nos
ajudara a construir solugdes fracas para o problema deh@apelo método de Glimm e pelo

método wave-front tracking.

Dividimos a solucao do problema de Riemann com dado inicia

U|:<r|,5|), X<O7
U =
Ur = (rr,sr)a X> 07

ondeU,, U, € D, em diversos casos.

1. 0<s <g,5<res <r. (ouequivalentg > 0,0, >0e0< Vv, <V.)

Vamos dividir a construcao da solugao em dois subcasos.

1.1.rn<r,.
Nao ocorre o0 aparecimento de vacuo. A solugao é fornppadaima onda de choque
conectando os estad@s,s) e (r,s) e um contato de descontinuidade conectando os
estadogr|,s) e(ry,s), viajando com velocidad® = s.. (Figurad4kb €417).

1.2. 1 >ry.

Esse caso & analogo ao anterior.
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sy
(r1.sv)
5]

(r1,51) (rr,sr)
T Tr T T

Figura 4.6: Figura 4.7:

2. 0<g<s<r,g<r es <fr. (ouequivalente, > 0,0, >0e 0< v <vy <V +pf.)

Vamos dividir a constru¢ao da solucao em dois subcasos.

2.1. 1 <ry.
Nao ocorre o aparecimento de vacuo. A solugao é forrpadama onda de rarefacao
conectando os pontds|,s) e (r],S) e um contato de descontinuidade conectando os
estadogr|,s) e(rr,s ), viajando com velocidad® = 5. (Figurad4.B €4]9).

S

Sr

51 [
T Tr T T
Figura 4.8: Figura 4.9:
2.2. 1 >Try.

Esse caso & analogo ao anterior.

3. 0<s < <s <r;. (ouequivalentg > 0,0 >0evi+pf <v.)

Nesse caso, temos o0 aparecimento de vgaoue 0. A solucao é formada por uma onda de
rarefacado conectando os pontoss) e (r;,r) seguida de uma regido de vacuo que liga os

pontos(r,r) e (s,S). No planox—t vamos definir a solu¢ao nessa regiao cdma),
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seguida de um contato de descontinuidade conectando asspens,) e (ry,s ), viajando
com velocidade, = s, (FiguradZ10 EZ11).

S

Sy

(re,m1)

81

(le 51) (T'ry ST)
T Tr T T

Figura 4.10: Figura 4.11:

Notamos que no vacuo consideramos apenas o ponto de ‘&htrad, ). A descontinuidade

no planox —t conecta os pontds,r;) e (rr,s ).

Precisamos verificar se a descontinuidade que conecta tssgonr) e (rr,s ), realmente

define uma solucao frack. suficiente verificarmos que

V
$GU) —FU) =v | P N ~0,

orvr +pftl PrvE+ oKt vy

ondes, € a velocidade do contato de descontinuidade.

Nossa solugao difere da solu¢cao dada em Aw-Rascle nasseporque definimos um valor
para o vacuo, essa definicao sera importante quandcaaplds os métodos de Glimm e

wave-front tracking.

4. 0<sg <re0<r =s. (ouequivalentg >0,p, =0.)

Vamos dividir a construcao da solucao em trés subcasos

4.1 r <r,. Nesse caso, a solugcao é formada por uma onda de rapetagiectando os
estadogr|,s) e (r;,r) e de uma regido de vacuo que liga os poritps)) e (ry,rr).
No planox —t vamos definir a solu¢éo na regiao de vacuo cqmg), acrescenta-
mos entdo uma descontinuidade conectando os estadqs$ e (r,ry) viajando com

velocidade igual & . Notamos que; < V;, (FiguradZ 1P EZ13).
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Sr

(r1,m1)
81

(le 51) (7“;«, 87‘)
o Ty r T

Figura 4.12: Figura 4.13:

4.2 5 <r; <r. Nesse caso, a solugao é formada por uma onda de ranefagiectando
os estadosr|,s) e (r},r;) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos
(r,ry) e(rr,re) € viaja com velocidads, = r; = v, (FiguradZ 14 EZ15).

S

Sr

S1

Tr T[ r T

Figura 4.14: Figura 4.15:

4.3 rr < 5. Nesse caso, a solugao é formada por uma onda de chocgrtaoto os estados
(r;,5) e (r,ry) e de um contato de descontinuidade que conecta os pamnios e

(rr,rr) € viaja com velocidads, = ry = v, (Figurad4.1l6 EZ417).

5. 0<s <re0<r =g. (ouequivalentg, =0, o >0.)

Vamos dividir a construcao da solucao em trés subcasos

5.1 <. Nesse caso, a solugao é formada por uma regiao de Vigando os estados
(r1,5) e (r,r) e de um contato de descontinuidade que conecta os pantos e
(rr,s). No planox —t vamos definir a solugdo na regidao de vacuo cdmg), a
solucao & formada entdao por uma Unica descontinuidijiendo com velocidade:,
(Figurad4.IB £4.20).
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(ri,r)

S1

5 I
(11, 81) (rr,77)
Tr T T T
Figura 4.16: Figura 4.17:
S S
.
Sr
S Si
Sy
(T[,Sl) (TNST)
T T r T Tr T T
Figura 4.18: Figura 4.19: Figura 4.20:

5.2 5 <r <ry. Nesse caso, a solugao é formada por uma onda de chogeetaoto
os estadosr|,s) e (r),S) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos
(r,s) e(rr,s) e viaja com velocidade, = ry, (Figural4.IP). Notamos que = v,
poisp = 0. No planox—t a solucao é entao formada por uma Unica descontineidad

viajando com velocidade .

53.rr <.

Esse caso & analogo ao anterior.

6. 0<r=s5e0<r,=gs. (ouequivalentg =0,p, =0.)

Esse caso nao é abordado em Aw-Rascle. Como estamosdiégréo os pontos na regiao
de vacuo, precisamos definir uma solu¢cao quando o dadalimionsiste de dois estados

nessa regiao. Vamos dividir a construcao da solucad@msubcasos.

6.1 r <r;. Nesse caso, a solu¢ao & formada por um regiao de vagamdb os estados

(rj,n) e (rr,re). No planox—t a solucéo é formada por uma Unica descontinuidade
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viajando com velocidade, (FiguralZ.211).

6.2 r >r,. Nesse caso, a solucao é formada por uma onda de choeraoto os estados
(rj,n) e(r,s) e de um contato de descontinuidade que conecta os pgmies e
(ry,rr). Notamos que; = vy, poisp; = 0. No planox—t a solucao é entao formada por

uma GUnica descontinuidade viajando com velocidadériguralZ.2P).

S S
Sy St
S Sy
Tl Ty r Ty T r
Figura 4.21: Figura 4.22:

Observamos que os valores intermediarios que apareceotut@s do problema de Riemann

pertencem ao subconjunin

Definimos o tamanho de uma onda ou de uma descontinuidad®neeta os estadds,s ) e
(rr,s) como sendo a norma da somfg, s) — (r,s)| emR?. Essa definicio nZo muda a defini¢ao
usual do tamanho de uma onda quando nao temos o estado we esamlvido na solucao do

problema de Riemann.

Notamos que a soma dos tamanhos das ondas envolvidas nacsdtuproblema de Riemann
éigual a|(r),s) — (rr,s)|, ondel.| & a norma da soma eR7, logo a variag&o total da solugzo do
problema de Riemann & sempre igual a variacao total do méclal. Alem disso, o subconjunto

D é invariante pela solu¢ao do problema de Riemann.

Com argumentos similares aos usados anteriormente, pedattém aplicar o método de Glimm
ou 0 método wave-front tracking para construir soludé@sas para o problema de Cauchy onde o

dado inicialup = (po, Vo) & uma fungdo limitada com variacao total localmentethda.



Cagtulo

5

Leil de conservago escalar

Consideramos a lei de conservacao com valor inicial

(5.1)

U+ f(u)x=0 (xt)€Rx[0,+)
u(x,0) =up(x) X€R,

ondef & localmente Lipschitz continua efie ug € L1(R) & limitada, continua & esquerda e de

variacao localmente limitada e

A limitacao deug junto com a condicao de localmente Lipschitz continua des permite
considerarf Lipschitz no intervald—M, M], onde||up||. < M, sem perda de generalidade podemos

considerar qu& € N.

Uma solucéo fraca admissivel para o problema de Caliclly &%lefinida como em13].

Definicao 5.1 Uma fun@o mensuiivel localmente limitada uR x [0,0) — R & chamada de
solu@o fraca admistvel de [5.1L), se para qualquer fulxg rio decrescente(lr) e qualquer fungo

suave Ao negativap(x,t) com suporte compacto eRnx [0, ), tivermos

// Wa +F(u (g()dxdt-l—/_wI(uo(x))(p(x,O)dxzo, (5.2)

onde

/thF /hdf
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Comentario 22 Fazendo fu) = 1 e h(u) = —1 em [&2), temos que

/m/m (U@ + f(u)@) dxdt+ /w Uo(X)9(x, 0) dx = 0. (5.3)
0 J-oo —o0

queé a condi@o classica satisfeita por qualquer sobug fraca del[B11).

Comentario 23 Se Ux,t) & definida enR x [0, T) e (&2)é satisfeita para qualquer fufio suave
ndo negativagp(x,t) com suporte compacto el x [0,T), enfo ux,t) &€ uma solugo fraca
admisével local de[[&L) enR x [0, T), de acordo com[13].

5.1 Solu@o Aproximada

Inicialmente, assumimos que o dado inicigtem variagao total limitada efR.

Para cada inteirb > 1, queremos construir uma solucao aproximada parh (Edmecamos

aproximando a func¢ab por uma funcao poligonal.

SejaP = {xo = —M < X < ... < X = M} a particio dg§—M,M], tal que|xj — xj_1| = 27,
j=1,2,....5, s=21IM. Sejaf, a funcio afim por partes que coincide céram todos os pontos

XjeP,comj=12, .., s, istoé:

fi(8) = 5o 104) + o Fxi-a).

quandos € [xj_1,%j], j =1,2,...,;s.

SejaK a constante de Lipschitz de ou seja,
|f(W)_f(Z>|<K|W_Z|7VW7ZE[_M7M]7 (54)

sem perda de generalidade podemos sHporl.

A inclinacao def, também é limitada poK, em outras palavrag € Lipschitz continua com
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constante de Lipschitg, em|[—M, M|, ou seja,

[fi(w) — fi(2)| < Klw—12, Vw,z€ [-M,M].

Lema 5.1 (O problema de Riemann para uma aproxifdagoligonal)
Assuma que & linear por partes, ou seja, existe uma paidgP= {—M =Xp < --- <Xy =M} de
[—M,M] tal que fé linear em cada intervalx_1,%], i =1,...,n. Supomos que f satisfaz{5.4) e

u—, Xe (—oo,y]
Uo

U™, X € (y,+),

onde U e u" s3o constantes efr-M,M] e yé constante erR,. Enfio existe uma sol@p fraca
admis$vel u de [[B]1), que consiste de uranmero finito de constantes separadas por ondas de
choque centradas na origem.&hh disso, TVU(.,t)) < [u" —u~|,Vt € [0,), e|u(X,t)| < ||Uo||c,

vV (x,t) € R x[0,00).

A demonstracao desse lema é encontradd em [13].

Comentario 24 Os valores intermedrios assumidos por cada sobug .o sempre aqueles desta-
cados nos értices da fungo poligonal f considerada no lema. Temos ainda que a &olvai do
valor u~ para o valor u" de forma crescente ou decrescenteémidisso, cada descéntidade
x=X(t),t € (0,0), satisfaz a Assica condigo de salto

ag _ fi(ut) - fi(u)
dd  ut—u

e satisfaz ainda a condi@ de Oleinik[Z9]

fi(ut) —fi(w) _ fi(ut)—fi(u)
ur—u ut—u-

Y

onde U™ = lim, g4+ U(X,t) € U™ =limy_gq)- U(X",t), e u esh entre U e u'.

Consideramos uma grade no semiplano supéRior[0,%), com passch = 2!, tal que a
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condicao de estabilida(%: C > K, seja satisfeita. Definimos o conjunto

Y = {(m,n) € Z%m+n=0(mod 2,n> 0}.

Definimos também o conjunto
® =M mpey{[(m=1)h,(m+1)h] x {nk}}.

Consideramos o pont@nh-+ 6,h,nk) mn)cy € @, onded, € escolhido aleatoriamente gml, 1],
e escrevemo$ = (6, 61,...). Como em[[3B], existe um isomorfism®,~ [][0,1], de® em um
produto contavel de copias do intervalo unitario, asgodemos considerar o ponto aleatoio

definido em um espaco fixo de probabilidabendependente de (Para mais detalhes ve[a[17],
[33)).

Para cad& > 1 fixo, consideramos a lei de conservacao
U+ fi(u)xy=0 (x;t) € Rx[0,+0). (5.5)

Sejab € ¢ fixo. Consideramos a aproximacgao do dado inicial

(5.6)

1 Uo((m—1+6p)h), (m—1)h<x<mh
Ug(X,0) =
Uo((m+ 1+ 6p)h), mh<x < (m+1)h,

para caddm,0) €Y.

Para cadd> 1, e para cadéam,0) € Y, o problema de Riemann
i+ fi(V)x=0 (Xt) € Rx[0,+00),

com dado inicial

{ Uo((M— 1+ Bo)h), X € (—oo,mH,
V(X,0) =
Uo((m+1+ 6g)h), x €& ((M+1)h, o),
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é resolvido pelo Lema3.1. Seypmo a solugao fraca admissivel desse problema dada pelo Lema

B.J. Notamos que m o € uma solugéo fraca admissivel no retang(io— 1)h, (m-+ 1)h] x [0, k).

Para cad& > 1 fixo, definimos
U 1(Xt) =vimo(x,t), (M—1)h<x<(m+1)h, 0<t <Kk,

onde(m,0) € Y. Notamos qud V(u 1(.,t)) < TV(up), Vt € [0,K), e|uj 1(X,t)| < ||Uo||e, ¥ (X, 1) €
R x [0,k).

Comentario 25 Devido a condigo de estabilidad$ =C > K, ndo ha interaes entre os ondas.

Indutivamente, assumimos qug, esta definida na faix& x [(n— 1)k, nk). De forma analoga,

para definirmos) 1, resolvemos o problema de Riemann
i+ fi(V)x=0 (Xt) € R x [nk, +00),

com dado inicial

U n((M—1+6n)h,nk™), xé& (—co,mh,
V(X,nk) = ’
U n((M+1+464)h,nk™), xe& ((m+1)h, ),
para caddm,n) € Y. Sejav| mn a solugao fraca admissivel desse problema dada pelokg&ma

Definimos entao
U ni1(X%t) =V mn(Xt), (M=1)h<x< (m+1)h, nk<t < (n+1)k,

onde(m,n) € Y. Notamos quej n1 € uma fungao constante por partes, onde as constamtes sa
separadas por segmentos de retas. Alem diB¥o n.1(.,t)) < TV(up), Vt € [nk (n+1)k), e
U 1% )] < [[Uollew, ¥ (x,t) € R x [k, (N+1)K).

Para cadac N fixo e para cad@ € @ fixo, consideramosg | (X, t) = U n(X,t), (X,t) € (—00,00) x
[(n—1)k,nk), paran=1,23,....
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Comentario 26 Devido a condigo de estabilidad§ =C>K, arestrigode y, (.,t) em qualquer
intervalo[xs,Xz], & unicamente determinada pela resfiigde @(.) no intervalo[x; — (1+Kt), xo +

(1+Kt)], queé a propriedade de doimio de depen@ncia finito, e

TV, ] (U (1)) < TV, (14Kkt) o+ (1+kt)] (Uo(-))-

Lema 5.2 Sejaf € ¥ fixo. Para cada k N, para cada fungo rio decrescente(l) e cada fungo

nao negativap € C3(t > 0), temos que em cada faifax [nk, (n+ 1)k],

(n+1)k [
/n / (1(Ug )@ + F (Ug. ) dxdt-i—/ool(ueJ(x,nk*))(p(x,nk)dx

~ [ 1(e1(x (n+ DK )p(x, (n+ 1)) dx= 0

onde

u

R =/ hE@)diE).

—M

Demonstragio:  Supomos, sem perda de generalidade, que na Raixdnk; (n+ 1)k), temos
fi (uz) — fi(ug)
Uz —up
(%2,nkK) e (x1, (n+1)k), contruida de acordo com o Leinal5.1, separando os valpms, que sao

apenas uma descontinuidade-X(t) com inclinagaoa; = , que liga os pontos
assumidos pela fun¢ag | na reta = nk, (Figural3.1).

Assumimos que o suporte deesta contido no conjunt@, b] x R. A fronteira orientada d®;
é parametrizada pdri(s) = (s,nk), ondea < s < xp, ['2(S) = (X(s),S), ondenk<s< (n+1)ke
M3(s) = ((x1+a) —s,(n+1)k), ondea < s< x;. De forma anéaloga, a fronteira orientadalieé
paramitrizada poF 1(s) = (s,nk), ondexs < s< b, ['>(s) = (X((2n+1)k—s),(2n+1)s—s), onde
nk<s< (n+1)kefls(s) = ((b+x1)—s (n+1)k), ondex; <s<b.

Integrando temos que

(n+1)k
/n / (Ug )@ +F(ug)gx)dxdt = //D (I(u1)@ + R (u1)gx) dxdt

+ [ 0w)a-+Rw)g)dxat
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I's 7 s (n+1)k
12
D D
L'y " u22 TF4
Ty N
=N T
a 1 T2 b nk

Figura 5.1: Exemplo de solucao fraca local admissivéana R x (nk, (n+ 1)k).

Pelo Teorema de Green, temos que

[ [ twa+Ruegdxdt = — [Fiueoonkt) e [M et (n+1k ) dx

(n+1)k

+ [—aal (up) +F(up)]@(X(s),s)ds,
[ [ 0w+ Rumaxat = — [1wotxnaxs [ 1we (D
(n+1)k
. [a1l (u2) — R (u2)]@(X(s),s)ds
Somando as integrais obtemos
[ nwena - Rusggoaxdt = — [ 100k gtxnkax

b
+ / | (Ug (%, (n+1)k™))@(x, (n+1)k) dx

(n+1)nk

+ [aa (1 (u2) — 1 (u)) + (R (u1) — R (u2))]@(X(s),s) dt.

nk

Comoa; = % pelo Lema 6.1 de [19], temos que

fi(uz) — fi(uy)
Uo — Up

((H(uz) = 1(u1)) + (R (u1) =R (u2))) = 0.
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Portanto

(n+1)k
/ / (Ug, )@ +F(ug ) dxdt-l—/ | (ug, ( (x,nk"))(x, nk) dx
nk

— [ 1l (04 ) @0, (1 DK =

Concluimos que para catla N fixo e para cad@ € ® fixo, a fungcaaug | definida no semiplano

t > 0, € uma solucgao fraca admissivel local em cada faikgn+ 1)k], v n € N.

5.2 Conver@ncia

Por construgao, para caflac @ fixo, a sequéncia de fungd@sy | )1 satisfaz

‘UGJ(X?t)‘ S ||UOH°°7 V<X,t)ERX[0,00),

TV(ug,(.,t)) < TV(up), Yte[0,0).

Como em|[38], temos

Lema 5.3 Sejamt,t, > 0, enfo
[ luoi(ty) g (xta) o < C(la—tel +K).

onde a constante Cao depende de B, t; e b.

Teorema 5.1 Existe uma subse@ucia(ug,,) C (Ug,) que converge emil (R x [0,00) : R) para

uma fun@o wy, para cadad € @ fixo.

Agora, usaremos a convergéncia do esquema de Glimm pateamgse a funcaaog € uma

solucao fraca admissivel de{b.1).
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Sejab € @ fixo, dada qualquer funcao nao decrescérite e qualquer funcao nao negativa

@ € C}(t > 0), definimos o funcional?,, como segue

// ua+F(u q&dxdt+/ (up(X)) @(x,0) dx.

Nosso objetivo & encontrar uma funcég tal que.Z,(1(ug),F(ug)) > 0 para cada fungéo nao

decrescentB(u) e cada fungéo nao negatigee C}(t > 0).

Para cad® € @ fixo, para cad& € N fixo, para cada funcao nao decrescédifte e cada funcéo

nao negativap € C&(t > 0), a fungaaug | construida na se¢ao anterior, satisfaz

n+l
/n / (Ug, )@ +F (Ug,) @ )dth-l—/ (ug.1(x,nk™))@(x,nk) dx

— [ 1au(x (n+ DK )plx, (n+ k) dx= O

na faixank <t < (n+ 1)k, para cada € N, de acordo com o Lenia’.2.

Somando enm, obtemos

/ / (Ug, )@ +F(ue, ) dxdt-l—/ (Ug1(X,0))(x,0)dx
s [ 1K) @(x.nk) dx> 0,
N BUCHICLILELTLEE
onde[l (ug,)](x,nk) = I (ug 1 (x,nk")) — 1 (ug (x,nk™)).

Lema 5.4 Para cadaf € & fixo, para cada fungo rio decrescente(l) e para cada fungo réo

negativagp € C3(t > 0), temos que

[ L 0wen@+Ruengodxdt— [ [ (1(us)a-+F(ug) dxat

quando |— co.

Demonstrago: De fato, sejd € N fixo. Seu e [-M, M] ent&o existg € P tal que|lu—p| <2,
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logo
() = fi(u)] < [f(u) = fi(p)[+[fi(p) — fi(u)] < 2KJu—p| < %
Notamos que
IR (ug) —F(ug)| < |F(ug) —F(ug)|+|FR(ug) —F(us)l.
SejaH = max{|h(—M)],|h(M)|}, assim

|1 (ug,) —I(ug)| <

uG,l
/ h(E)dE‘ < Hlug) — g,
Ug

u

Fe) - = | [ n©are)- [ i)

—M

Ug

IN

h(E)d(F(E) f|(E)>'

—-M

IN

Ih(u)(f(ug) — fi(ug))| +

IGE ﬂ(f»dh(ﬂ}

K
F(H—FZH)

IN

3HK
21-17

IN

IR (ug,) —F(ug)| =

[ &)8()] < HK e - o

SejaB C R x [0,0) um subconjunto compacto. Seque que

//|I(u97|)—l(u9)\dxdt§H//\u97|—u9|dxdteo,
B B
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//|F|(ue|)—F(ue)|dxdt < L_C0+HK//|UQ|—UQ|dth—>O,
B ) 2l-1 B )

pOiSuUg | — Ug €M Llloc(]R x [0,0);R), quandd — o, ondeH & uma constante que depende apenas

da funcad e Cy € uma constante que depende apenas do corfuaida funcad. |

Portanto, nosso teorema de existéncia sera demostradovsemos que

Lema 5.5 Sejad € @ fixo. Entio ug = lim|_. Ug | & uma solugo fraca admiswel de [2]l) desde

que:

I (g, (-,0)) — I(uo(.)),

8

[| (UQJ)](., nk) — O,

n=1
fracamente, quando+t .
Observamos que
Ug,1 (x,0)
(U (6.0) ~ 1ok = | [ h<s>df'3H|ue,|<x,o>—uo<x>\,
[ (ug,)](-,nK)[ = [I(ug,(x,nk")) —1(ug,(x,nk"))]

Ug,| (x,nk+)
/ h<s>da'

g, (X,nk™)

< HJug,(x,nk") —ug (x,nk")|

< H|[ug,](.,nk)].
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Portanto, a prova do Lenia®.5 & consequéncia do proxima.le

Lema 5.6 Sejaf € @ fixo. Enfo

Ug,i(-,0) — Uo(.) (5.7)

8

[ug,](.,nk) — O, (5.8)

=)
[
[

fracamente, quando+t .

Comoug(x,0) — up(X) g.t.p., quandd — o, e |ug(X,0)|, [up(X)| < M, VX € R, obtemos a

convergéncid(bl7) usando o Teorema de Lebesgue. Restamuss [G.B). En1[33], temos que

Teorema 5.2 Existe um conjunto de medida nuladN® e um subsedincia |j — 0 tal que para

qualquerf € ®/N e qualquer furgo réio negativap € C3(t > 0), a conver@ncia [E8)e \alida.
O proximo teorema & nosso principal resultado.

Teorema 5.3 Se o dado inicial g(.) & limitado, corinuoa esquerda e com variag total local-
mente limitada enR, entio existe um conjunto de medida nulad\pP e uma subseduncia |; — 0
tal que sef € ®/N, h(u) & qualquer fungo réio decrescente @ € C3(t > 0) & qualquer fungo
Nao negativa, emdto Up = lim;; _Ug); € tal queZy(l(ug),F(ug)) > 0. Alem disso, y satisfaz a

propriedade de domio de depen@ncia finito.

Demonstragio:  Assumimos primeiro queg(.) tem variacao total limitada, entao escolhemos
uma subsequénciy ) j>1 tal que a convergéncia(®.7) seja verdadeira. Usando eifelb.P, esco-
lhemos uma subsequéncia @dg), que por simplicidade chamamos deg), tal que parad € ®/N

a convergéncid(9.8) seja verdadeira. Usando agora omef€l, escolhemos uma subsequéncia
(u97|g) C (ugy,) tal que(ueﬁ) converge para uma funcag, emLl .. Entao pelo Lema&.4, temos

gueug € uma solugao fraca admissivel HeX5.1).

Para cadg € N, Ug satisfaz a propriedade de dominio de dependéncia firld@cdrdo com
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o Comentarid_26, assimg tem a mesma propriedade. Portanto, podemos usar o processo d
diagonalizacao de Cantor para construirmos uma solfrgga admissivel d€{3.1), supondo que o

dado inicialup(.) tem varia¢ao localmente limitada €t Além disso,

TVha ) (U (-51)) = TV (14k1) s+ (1-0kt)] (Uo ()
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