
UNIVERSIDADE FEDERAL DE S ÃO CARLOS

CENTRO DE CÎENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a construção de soluções fracas para alguns sistemas de leis de

conservação e para uma lei de conservação escalar.

Para o p-sistema relativı́stico aplicamos o método Wave-front tracking baseado em Bressan,

quando a variação total do dado inicial é localmente limitada. O nosso método de construção é um

pouco mais simples que os métodos estudados por outros autores.

Para as equações de Aw-Rascle aplicamos o método de Glimme o método Wave-front tracking

permitindo ou não o aparecimento de vácuo nas soluções aproximadas, quando a variação total do

dado inicial é localmente limitada.

Para a lei de conservação escalar estudamos a construção de soluções fracas admissı́veis uti-

lizando o método de Glimm e a aproximação poligonal.



Abstract

In this work, we studied the construction of weak solutions for some systems conservation laws

and for a scalar conservation laws

For the p-systems relativistic we use the Wave-front tracking based on Bressan, when the total

variation of the initial data is locally bounded. We construct is somewhat more simpler than in

methods studied by other authors.

For the equation of Aw-Rascle we apply the method of Glimm andthe method Wave-front

tracking, we consider the appearence of the vacuum, when thetotal variation of the initial data is

locally bounded.

For the scalar conservation law we study the construction ofadmissible weak solutions using

the Glimm method and the poligonal approximations.
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2 Matemática preliminar 5

3 Equações de fluxo relativ́ıstico 10

3.1 Autovalores, autovetores e invariantes de Riemann . . . .. . . . . . . . . . . . . 12

3.2 O problema de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 15

3.2.1. Ondas de rarefação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 15

3.2.2. Ondas de choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2.3. Propriedades das ondas de choque . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 25

3.2.4. Parametrização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 28

3.2.5. Solução do problema de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 34

3.3 Aproximação por ondas front tracking . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 38

3.3.1. O algoritmo wave-front tracking . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 43

3.4 Estimativas de interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 50

3.4.1. Estimativas locais de interação . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 51

3.4.2. Estimativas globais de interação . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 56

i



3.5 Decomposição por caminhos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 58

3.5.1. Estimativa sobre o tamanho total das ondas geradas por interações . . . . . 64

3.5.2. Estimativas sobre as ondas não fı́sicas . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 68

3.6 Existência de soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 71

3.7 Variação total localmente limitada . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 73

4 Equações de Aw-Rascle 76

4.1 O problema de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 78

4.1.1. Onda de rarefação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 78

4.1.2. Onda de choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.1.3. Contato de descontinuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 83

4.1.4. Parametrização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 83

4.1.5. Solução do problema de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 85

4.2 Construção de soluções pelo método de Glimm . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 88

4.3 Construção de soluções pelo método wave-front tracking . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4 Variação total localmente limitada . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 96

4.5 Problema de Riemann com aparecimento de vácuo . . . . . . . .. . . . . . . . . 96
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Caṕıtulo

1

Introduç̃ao

Os Sistemas de Leis de Conservação Hiperbólicos são importantes modelos matemáticos para

uma variedade de fenômenos fı́sicos que ocorrem em fluxo de tráfego, dinâmica dos gases, dinâmica

dos fluidos, teoria da elasticidade entre outros. Em geral, asolução clássica do problema de Cauchy

para uma lei de conservação existe apenas localmente, para um tempo finito, mesmo que o dado

inicial seja suave. Isso significa que descontinuidades podem aparecer na solução em um tempo

finito. Como a solução é descontı́nua e não satisfaz a equação diferencial parcial dada, no sentido

clássico, buscamos soluções que satisfazem a equaçãono sentido fraco.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a construção de soluções fracas para alguns sistemas

de leis de conservação aplicando o método wave-front tracking baseado em Bressan [6], quando a

variação total do dado inicial é localmente limitada. O nosso método de construção é um pouco

mais simples que os métodos estudados por outros autores. Também estudamos a construção de

soluções fracas utilizando o método de Glimm [17].

Este trabalho está dividido em três partes, além desta introdução e do segundo capı́tulo que

mostra alguns resultados básicos que usaremos ao longo do trabalho.

No Capı́tulo 3, consideramos o sitema de leis de conservaç˜ao



















∂t

(

(p+ρc2)v2

c2(c2−v2)
+ρ
)

+∂x

(

(p+ρc2)v
c2−v2

)

= 0,

∂t

(

(p+ρc2)v
c2−v2

)

+∂x

(

(p+ρc2)v2

c2−v2 + p
)

= 0, (x, t) ∈ R× [0,∞).

(1.1)
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Esse sistema, também chamado dep-sistema relativı́stico, descreve o fluxo de um gás isotérmico

relativı́stico em coordenadas de Euler, onde a constantec é a velocidade da luz,ρ é a densidade,

p(ρ) = a2ρ é a pressão,a > 0 é uma constante,v∈ (−c,c) é a velocidade do gás. O dado inicial

é da forma(ρ0(x),v0(x)), ondev0(x) e ρ0(x) ≥ ρ > 0 são funções limitadas e com variação total

localmente limitada.

Formalmente, tomando o limite quandoc→∞, obtemos a versão não relativı́stica desse sistema







ρt +(ρv)x = 0,

(ρv)t +(ρv2 + p)x = 0.
(1.2)

Para o sistema (1.2), no caso isentrópico (entropia constante) não relativı́stico, ondep(ρ) = a2ργ ,

a > 0 é uma constante eγ ≥ 1 é a constante adiabática do gás, Glimm [17] mostrou a existência de

solução fraca global, quando o dado inicial tem variação total suficientemente pequena. No caso

isotérmico,γ = 1, Nishida [27] provou a existência de solução fraca quando o dado inicial tem

variação total localmente limitada. Quandoγ > 1, Nishida-Smoller [28] demonstraram a existência

de solução fraca quando(γ −1) vezes a variação total do dado inicial é suficientemente pequeno,

o que generaliza [27]. Asakura [1] mostrou que a variação total da solução de Nishida [27], decai

fortemente para zero, quandot → ∞, se o dado inicial tem variação total limitada e é constante para

|x| suficientemente grande, no caso isotérmico.

Para o sistema relativı́stico (1.1), no caso isotérmico, quandop(ρ) = a2ρ , Smoller-Temple

[34] demonstraram a existência de solução fraca para o problema de Riemann e para o prob-

lema de Cauchy, quando o dado inicial tem variação total limitada, o que em certo sentido é uma

generalização de [27]. Chen [9] mostrou a solução para oproblema de Riemann quandop(ρ)

é uma função suave deρ , p′(ρ) > 0 e p′′(ρ) ≥ 0, e a solução do problema de Cauchy quando

p(ρ) = a2ργ , γ > 1, e o dado inicial tem variação total limitada. Frid-Perepelitsa [16] estudaram

a estabilidade da solução fraca quando o dado inicial é periódico. Esses resultados estão baseados

no método de Glimm [17].

Em Asakura [2], o método wave-front tracking foi aplicado no caso isentrópico não relativı́stico,

quando o dado inicial tem variação total limitada, eγ > 1. Em Asakura [3], o método front trac-

king é aplicado no caso não isentrópico não relativı́stico. No caso relativı́stico, Colombo-Risebro
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[11] estudaram uma classe de leis de conservação onde o dado inicial tem variação total limitada,

usando semigrupos. Chen-Li [10] estabeleceram a unicidadeda solução de Riemann em uma classe

de soluções entropicas emL∞ ∩BVloc com oscilação limitada, fazendo uma análise global do com-

portamento das ondas. Calvo-Colombo-Frid [8] provaram aL1 estabilidade de soluções periódicas

usando semigrupos.

Usando o método wave-front tracking e supondo que a variação total do dado inicial é limi-

tada, construı́mos uma solução fraca para o sistema (1.1). Primeiro verificamos que as curvas de

choque têm boa geometria. Parametrizamos as curvas no sistema de coordenadas definido pelos

invariantes de Riemann, mostramos que o problema de Riemannpode ser resolvido, mesmo quando

os estados laterais tem “grande” amplitude, e encontramos estimativas sobre as interações entre as

ondas. Aplicamos a decomposição por caminhos ([1], [2], [3] e [35]) para estimar o tamanho total

das ondas que são criadas pelas interações entre ondas front e mostramos que o tamanho total

das ondas não fı́sicas geradas pelo algoritmo front tracking é pequeno. Construı́mos então uma

sequência de soluções aproximadas para o sistema (1.1) emostramos que existe uma subsequência

que converge para uma solução fraca do sistema (1.1). Finalmente, usamos um argumento de

diagonalização para mostrar que a solução pode ser construı́da quando o dado inicial tem variação

total localmente limitada

No Capı́tulo 4, consideramos o sistema de leis de conservação







ρt +(ρv)x = 0,

(ρr)t +(ρrv)x = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞).
(1.3)

Esse modelo foi proposto em Aw-Rascle [4],ρ e v são a densidade e a velocidade de carros em

uma rodovia, respectivamente, er = v+ p(ρ). Supomos quep(ρ) = ρκ , ondeρ > 0 eκ > 0 é uma

constante. O dado inicial é da forma(ρ0(x),v0(x)), ondev0(x) ≥ 0 eρ0(x) ≥ ρ > 0 são funções

limitadas e com variação total localmente limitada.

O sistema (1.3) é do tipo Temple, isto é, as curvas de rarefação e as curvas de choque da mesma

famı́lia coincidem, segundo Lu [26]. Aw-Rascle [4] mostraram a existência de solução para o

problema de Riemann, permitindo o aparecimento de vácuo. Godvik-Hanche-Olsen [18] provaram

a existência de solução fraca para o problema de Cauchy, utilizando uma pequena modificação do
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sistema e permitindo o aparecimento de vácuo.

Usamos o método de Glimm [17] para mostrar a existência de solução fraca, sem o apare-

cimento de vácuo. Mostramos que a solução fraca pode ser contruı́da com o método wave-front

tracking, apresentado no Capı́tulo 3, sem o aparecimento devácuo. (Veja [15]).

Resolvemos também o problema de Riemann permitindo o aparecimento de vácuo. Com algu-

mas mudanças na solução do problema de Riemann presente em Aw-Rascle [4], podemos aplicar

o método de Glimm ou o wave-front tracking para resolver o problema de Cauchy permitindo o

apareciemento de vácuo.

No Capı́tulo 5, usamos o esquema de Glimm [17] e a aproximaç˜ao poligonal apresentada em

Dafermos [13] para construir uma solução fraca admissı́vel para a lei de conservação escalar com

valor inicial







ut + f (u)x = 0 (x, t) ∈ R× [0,+∞)

u(x,0) = u0(x) x∈ R,
(1.4)

onde f é localmente Lipschitz contı́nua emR e u0 ∈ L1(R) é limitada, contı́nua à direita e de

variação localmente limitada emR. (Veja [14]).
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Mateḿatica preliminar

1. Sistema de leis de conservação

SejaΩ ⊂ R
n um conjunto aberto e sejaF : Ω → R

n um campo vetorial suave. Consideramos

o sistema de leis de conservação

Ut +F(U)x = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞), (2.1)

ondeU = (U1,U2, ...,Un). Algumas vezes os pontos deΩ são chamados de estados.

Definição 2.1 Diremos que o sistema (2.1)é estritamente hiperb́olico se, para todo U∈ Ω,

a matriz DF(U) tem n autovalores reais e distintosλ1(U) < λ2(U) < ... < λn(U). Esses

autovalores s̃ao funç̃oes suaves de U∈ Ω.

Para sistemas estritamente hiperbólicos, podemos encontrar uma base de autovetores à direita

{r1(U), r2(U), ..., rn(U)}, dependendo suavemente deU .

Definição 2.2 Para j ∈ {1,2, ...,n}, diremos que o j-campo caracterı́stico é genuinamente

não linear se

〈∇λ j(U), r j(U)〉 6= 0, ∀U ∈ Ω.

Diremos que o j-campo caracterı́sticoé linearmente degenerado se

〈∇λ j(U), r j(U)〉= 0, ∀U ∈ Ω.
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Onde〈., .〉 é o produto interno usual emRn.

2. Variação total

Considere um intervaloJ ⊂ R, não necessariamente limitado, e uma aplicaçãou : J→ R
n. A

variação total deu é definida como

TV(u) ≡ sup

{

N

∑
j=1

|u(x j)−u(x j−1)|
}

,

onde o supremo é tomado sobre todoN ≥ 1 e todo(N+1)-conjunto de pontosx j ∈ J tal que

x0 < x1 < ... < xN. SeTV(u) é limitado, dizemos queu tem variação total limitada.

Lema 2.1 Se u: (a,b) → R
n tem variaç̃ao total limitada ent̃ao para qualquer x∈ (a,b), o

limite à esquerda e o limitèa direita

u(x−) ≡ lim
y→x−

u(y), u(x+) ≡ lim
y→x+

u(y),

est̃ao bem definidos. Além disso, u tem no ḿaximo um ńumero cont́avel de pontos de descon-

tinuidade.

Comentário 1 Pelo Lema anterior, se u tem variação total limitada, podemos redefinir os

valores de u em cada ponto de descontinuidade colocando u(x) ≡ limx→x+ u(x). Em par-

ticular, podemos considerar que a função ué cont́ınuaà direita, (ou cont́ınuaà esquerda).

Se u tem variaç̃ao total limitada ent̃ao os limites u(−∞) = limx→−∞ u(x) e u(∞) = limx→∞ u(x)

est̃ao bem definidos.

Comentário 2 Seja u uma funç̃ao com variaç̃ao total limitada. A variaç̃ao total de ué

majorada por duas vezes a variação decrescente mais a diferença no valor da função em

±∞. Notamos ainda que||u||∞ ≤ |u(−∞)|+TV(u).

Teorema 2.1 Considere uma sequência ul : R× [0,∞)→ R
n com as seguintes propriedades:

|ul(x, t)| ≤ M, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞),

TV(ul (., t)) ≤ C, ∀ t ∈ [0,∞),
∫ ∞

−∞
|ul(x, t)−ul(x,s)|dx ≤ L|t −s|, ∀ t,s∈ [0,∞),
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para algumas constantes M, C e L. Então existe uma subsequência ulk que converge para

alguma funç̃ao u∈ L1
loc(R× [0,∞);Rn). Esse limite satisfaz

∫ ∞

−∞
|u(x, t)−u(x,s)| ≤ L|t −s|, ∀ t,s∈ [0,∞).

Podemos ainda redefinir a função u pondo

u(x, t) = u(x+, t)≡ lim
y→x+

u(y, t), ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞).

Nesse caso, a função limite tamb́em satisfaz

TV(u(., t))≤C, |u(x, t)| ≤ M, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞).

3. Estimativas de Taylor

Lema 2.2 Sejaψ : R
m → R

n diferencíavel com derivada Lipschitz contı́nua. Se

ψ(0) = 0,
∂ψ
∂x

(0) = 0,

ent̃ao

ψ(x) = O(1)|x|2.

Lema 2.3 Sejaψ : R
p×R

q → R
n duas vezes diferenciável, com segundas derivadas Lips-

chitz cont́ınuas. Se

ψ(x,0) = ψ(0,y) = 0, para todo x∈ R
p, y∈ R

q,

ent̃ao

ψ(x,y) = O(1)|x||y|,
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para todo x, y em uma vizinhança da origem. Se em adicional

∂ 2ψ
∂x∂y

(0,0) = 0,

ent̃ao

ψ(x,y) = O(1)|x||y|(|x|+ |y|).

Comentário 3 Nos lemas anteriores, se assumirmos que a função ψ e suas derivadas de-

pendem continuamente de um parâmetro adicionalω e satisfazem as hipoteses dos lemas

para todos os valores deω, ent̃ao as estimativas anteriores são v́alidas para quantidades

O(1) que permanecem uniformemente limitadas quandoω assumi valores apenas em um

conjunto compacto.

4. Transformação de Lorentz

Como em [34], se uma partı́cula no sistema de coordenadas(x̄, t̄) se move com velocidade

v̂ em relação ao sistema de coordenadas(x, t), e sev denota a velocidade da partı́cula no

sistema de coordenadas(x, t), e v̄ denota a velocidade da mesma partı́cula no sistema de

coordenadas(x̄, t̄), então pela Transformação de Lorentz

x̄ =
x− v̂t√
ε2− v̂

, t̄ =
t − v̂xε2
√

ε2− v̂
,

temos que

v =
v̂+ v̄

1+ v̂v̄ε2 ,

ondeε = 1
c e a constantec é a velocidade da luz.

Lema 2.4 A quantidade

ln

(

1+ εv1

1− εv1

)

− ln

(

1+ εv0

1− εv0

)

é invariante pela Transformada de Lorentz.
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Demonstraç̃ao: Assumimos que

v1 =
v̂+ v̄1

1+ v̂v̄1ε2 , v0 =
v̂+ v̄0

1+ v̂v̄0ε2 .

notamos que

ln

(

1+ εv1

1− εv1

)

= ln

(

1+ ε v̂+v̄1
1+v̂v̄1ε2

1− ε v̂+v̄1
1+v̂v̄1ε2

)

= ln

(

(1+ ε v̄1)(1+ v̂ε)

(1− ε v̄1)(1− v̂ε)

)

,

assim,

ln

(

1+ εv1

1− εv1

)

− ln

(

1+ εv0

1− εv0

)

= ln

(

(1+ ε v̄1)(1+ v̂ε)

(1− ε v̄1)(1− v̂ε)

)

− ln

(

(1+ ε v̄0)(1+ v̂ε)

(1− ε v̄0)(1− v̂ε)

)

= ln

(

1+ ε v̄1

1− ε v̄1

)

− ln

(

1+ ε v̄0

1− ε v̄0

)

.

5. Seqûencia equidistribúıda

Como em [25], diremos que uma sequência(an) ⊂ (−1,1) é equidistribuı́da se

lim
k→∞

B(am,k, I)
k

=
µ(I)

2
,

para qualquer subintervaloI de(−1,1), ondeB(am,k, I) denota o número dem, 1≤ m≤ k,

comam ∈ I , eµ(I) é o comprimento deI . Para mais detalhes veja [31].
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Equaç̃oes de fluxo relativ́ıstico

Consideramos o seguinte sistema de duas leis de conservaç˜ao







∂t

(

(p+ρc2)v2

c2(c2−v2)
+ρ
)

+∂x

(

(p+ρc2)v
c2−v2

)

= 0,

∂t

(

(p+ρc2)v
c2−v2

)

+∂x

(

(p+ρc2)v2

c2−v2 + p
)

= 0,
(3.1)

ondeρ é a densidade,p = a2ρ é a pressão,v∈ (−c,c) é a velocidade, a constantec> 0 é a veloci-

dade da luz e a constantea satisfaz 0< a < c. Esse sistema descreve o movimento unidimensional

de um gás isotérmico relativı́stico em coordenadas de Euler.

Consideramos o problema de Cauchy emR× [0,∞), para o sistema (3.1), com dado inicial

U(x,0) = (ρ(x,0),v(x,0))≡ (ρ0(x),v0(x)), (3.2)

ondev0(x) e ρ0(x) ≥ ρ > 0 são funções limitadas e com variação total localmente limitada.

Como em [24], fazemosε = 1
c, assim 0< a < 1

ε , e o sistema (3.1) pode então ser escrito como







∂t

(

1+ε2a2

1−ε2v2 ρv2ε2+ρ
)

+∂x

(

1+ε2a2

1−ε2v2 ρv
)

= 0,

∂t

(

1+ε2a2

1−ε2v2 ρv
)

+∂x

(

1+ε2a2

1−ε2v2 ρv2+a2ρ
)

= 0.
(3.3)
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A transformação

v′ =
v
a
, t ′ = at, ε ′ = aε,

reduz o sistema (3.3) ao mesmo sistema coma = 1, ou seja







∂t

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv2ε2+ρ
)

+∂x

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv
)

= 0,

∂t

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv
)

+∂x

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv2 +ρ
)

= 0,
(3.4)

nesse caso assumimos que 0< ε < 1. Simplificando, temos







∂t

(

1+ε4v2

1−ε2v2 ρ
)

+∂x

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv
)

= 0,

∂t

(

1+ε2

1−ε2v2 ρv
)

+∂x

(

1+v2

1−ε2v2 ρ
)

= 0.
(3.5)

A velocidadev, fica então restrita ao intervalo(−1
ε , 1

ε ). Notamos que o conservativo e o fluxo

explodem (blow-up), quandov→±1
ε .

No limite formalε = 0, o sistema corresponde a versão não relativı́stica (quando a velocidade

da luzc = ∞),







∂tρ +∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv)+∂x((1+v2)ρ) = 0.

No limite formalε = 1, o sistema corresponde a versão escalar (quando a velocidade do som e a

velocidade da luz coincidem),







∂t

(

1+v2

1−v2 ρ
)

+∂x

(

2
1−v2 ρv

)

= 0,

∂t

(

2
1−v2 ρv

)

+∂x

(

1+v2

1−v2 ρ
)

= 0.

Consideramos neste trabalho,ε ∈ (0,1) fixo.

Nosso objetivo neste capı́tulo é construir uma solução fracaU , para o problema de Cauchy (3.5)

em(x, t) ∈ R× [0,∞), utilizando o método wave-front tracking.
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SejamG(ρ,v) ≡ (G1(ρ,v),G2(ρ,v)) eF(ρ ,v) ≡ (F1(ρ,v),F2(ρ,v)), onde

G1(ρ,v) ≡ 1+ε4v2

1−ε2v2 ρ, G2(ρ,v) ≡ 1+ε2

1−ε2v2 ρv,

F1(ρ,v) ≡ 1+ε2

1−ε2v2 ρv, F2(ρ,v) ≡ 1+v2

1−ε2v2 ρ.

Podemos escrever (3.5) como

G(U)t +F(U)x = 0, U =





ρ

v



 .

Definição 3.1 Dizemos que uma função mensuŕavel U : R× [0,∞)→R
2 é uma soluç̃ao fraca para

o problema de Cauchy (3.5) se a função t→ U(., t) é cont́ınua em L1loc, a condiç̃ao inicial (3.2)é

satisfeita e, para cada funçãoφ ∈C1 com suporte compacto contido emR× [0,∞), tivermos

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
{G(U(x, t))φt(x, t)+F(U(x, t))φx(x, t)} dxdt+

∫ ∞

−∞
G(U(x,0))φ(x,0)dx= 0.

3.1 Autovalores, autovetores e invariantes de Riemann

Agora, queremos calcular a matriz jacobiana do sistema (3.5), para isso começamos calculando

as matrizes jacobianas deG e deF. As matrizesDG e DF são dadas por

DG(ρ,v) =





1+ε4v2

1−ε2v2
2ρvε2(1+ε2)
(1−ε2v2)2

v(1+ε2)
1−ε2v2

ρ(1+ε2)(1+ε2v2)
(1−ε2v2)2



 ,

DF(ρ,v) =





v(1+ε2)
1−ε2v2

ρ(1+ε2)(1+ε2v2)
(1−ε2v2)2

1+v2

1−ε2v2
2ρv(1+ε2)
(1−ε2v2)2



 .

A equação (3.5) pode então ser escrita como

DGUt +DFUx = 0, U =





ρ

v



 .
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Notamos que o determinante da matrizDG é igual aρ(1+ε2)(1−ε4v2)
(1−ε2v2)2 > 0, poisρ > 0 e|v| < 1

ε , logo

podemos calcular a matriz inversa(DG)−1, assim temos que

(DG)−1(ρ,v) =





1+ε2v2

1−ε4v2
−2vε2

1−ε4v2

−v(1−ε2v2)
ρ(1−ε4v2)

(1−ε2v2)(1+ε4v2)
ρ(1−ε4v2)(1+ε2)



 ,

A matriz jacobiana do sistema (3.5) é portanto

J = (DG)−1DF =





1+ε2v2

1−ε4v2
−2vε2

1−ε4v2

−v(1−ε2v2)
ρ(1−ε4v2)

(1−ε2v2)(1+ε4v2)
ρ(1−ε4v2)(1+ε2)









v(1+ε2)
1−ε2v2

ρ(1+ε2)(1+ε2v2)
(1−ε2v2)2

1+v2

1−ε2v2
2ρv(1+ε2)
(1−ε2v2)2





=





v(1−ε2)
1−ε4v2

ρ(1+ε2)
1−ε4v2

(1−ε2v2)2

ρ(1−ε4v2)(1+ε2)
v(1−ε2)
1−ε4v2



 .

Podemos então escrever a equação (3.5) como

Ut +JUx = 0, U =





ρ

v



 . (3.6)

Os autovalores do sistema (3.5) satisfazem a equação

det(J−λ I) = λ 2− 2λv(1− ε2)

1− ε4v2 +
v2−1

1− ε4v2 = 0. (3.7)

Resolvendo (3.7) obtemos

λ1 ≡ λ1(ρ,v) =
v−1

1− ε2v
, λ2 ≡ λ2(ρ,v) =

v+1
1+ ε2v

. (3.8)

Notamos que

λ2−λ1 =
2(1− ε2v2)

1− ε4v2 > 0, (3.9)

pois|v| < 1
ε , logoλ1 < λ2.
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Para encontrarmos os autovetores do sistema (3.5), precisamos resolver o sistema





v(1−ε2)
1−ε4v2 −λi

ρ(1+ε2)
1−ε4v2

(1−ε2v2)2

ρ(1−ε4v2)(1+ε2)
v(1−ε2)
1−ε4v2 −λi









x

y



= 0, (3.10)

i = 1,2. Quandoi = 1, (3.10) pode ser escrito como





1−ε2v2

1−ε4v2
ρ(1+ε2)
1−ε4v2

(1−ε2v2)2

ρ(1−ε4v2)(1+ε2)
1−ε2v2

1−ε4v2









x

y



= 0.

O autovetor associado ao autovalorλ1 é portanto

r1 ≡ r1(ρ,v) =

(

− 1
1− ε2v2 ,

1
ρ(1+ ε2)

)

. (3.11)

De modo análogo, o autovetor associado ao autovalorλ2 é

r2 ≡ r2(ρ,v) =

(

1
1− ε2v2 ,

1
ρ(1+ ε2)

)

. (3.12)

Notamos que

∇λ1 =
(

0, 1−ε2

(1−ε2v)2

)

, ∇λ2 =
(

0, 1−ε2

(1+ε2v)2

)

.

Assim,

〈∇λ1, r1〉 =
1− ε2

(1− ε2v)2

1
ρ(1+ ε2)

> 0,

〈∇λ2, r2〉 =
1− ε2

(1+ ε2v)2

1
ρ(1+ ε2)

> 0.

Comentário 4 Como em [33], no plano x− t, as curvas integrais do campo vetorial vi = (λi,1)

são chamadas de i-curvas caracterı́sticas, i= 1,2. O autovalorλi é a velocidade caracterı́stica da

i-curva caracteŕıstica, i= 1,2. O campo vetorial ri é o i-campo caracterı́stico. O autovalorλi(u)

tamb́emé chamado de i-faḿılia caracteŕıstica, i= 1,2.

Como em [24], temos que
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Lema 3.1 O sistema (3.5)́e estritamente hiperb́olico quando|v| < 1
ε e ρ ≥ 0 (isto é, mesmo na

presença de singularidades de vácuo no campo densidade), mas essa propriedade falha quando

v→±1
ε (isto é, na presença de singularidades da velocidade da luz no campo velocidade). Além

disso, o sistema (3.5) admite dois campos caracterı́sticos genuinamente não lineares quando|v| <
1
ε e ρ ≥ 0. Porém, a propriedade de genuinamente não linear falha quando v→±1

ε .

3.2 O problema de Riemann

O problema de Riemann para o sistema (3.5) consiste em encontrar uma solução fraca de (3.5)

com dado inicial constante por partes da forma

U(x,0) =







Ul = (ρl ,vl ), x < 0,

Ur = (ρr ,vr), x > 0,
(3.13)

ondeUl , Ur ∈ Ω≡ {(ρ,v);ρ > 0 e|v|< 1
ε }. Construiremos uma solução fracaU(x, t) = Ũ

(

x
t

)

para

esse problema, usando ondas elementares de rarefação e dechoque, comŨ : R→R
2 possivelmente

descontı́nua.

3.2.1. Ondas de rarefação

Para encontrarmos as ondas de rarefação escrevemosξ = x
t , e procuramos as soluções contı́nuas

não nulas do tipōU ≡ Ū(ξ ), da equação diferencial ordinária

(J−ξ I)Ū ′(ξ ) = 0, (3.14)

onde

λi(Ul) ≤ ξ =
x
t
≤ λi(Ur),

i = 1,2. ComoJ possui dois autovalores distintosλ1 < λ2, obtemos duas ondas de rarefação.

De (3.14), temos que o vetor̄U ′(ξ ) 6= 0 é um autovetor deJ associado ao autovalorξ . Portanto
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Ū ′(ξ ) 6= 0 é paralelo ao autovetorr i , e podemos assumir que, para cadai = 1,2,

Ū ′(ξ ) = 1
〈∇λi(Ū(ξ )),r i(Ū(ξ ))〉r i(Ū(ξ )), λi(Ū(ξ )) = ξ . (3.15)

Assumimos em adicional que

Ū(λi(Ul)) = Ul , Ū(λi(Ur)) = Ur .

Então para cada tempot > 0 fixo, a funçãoŪ(ξ ) conectará continuamente o estado à esquerdaUl

e o estado à direitaUr .

Definição 3.2 Chamaremos de i-onda de Rarefação, ou simplesmente i-rarefação, a uma soluç̃ao

cont́ınuaŪ de (3.14), comŪ ′(ξ ) 6= 0, ondeξ = x
t ∈ [ξ1,ξ2], para algumξ1 e algumξ2 tal que

ξ1 < ξ2.

Como o sistema (3.5) é genuinamente não linear,〈∇λi, r i〉 > 0, por (3.15), a funçãoξ →
λi(Ū(ξ )) é crescente,i = 1,2. Observamos que a funçãōU(ξ ) satisfazendo (3.15), é de classe

C1 no intervalo aberto(ξ1,ξ2).

Parat > 0, ai-onda de rarefação tem a seguinte forma

U(x, t) =



















Ul ,
x
t < λi(Ul),

Ū
(

x
t

)

, λi(Ul) ≤ x
t ≤ λi(Ur),

Ur ,
x
t > λi(Ur),

(3.16)

i = 1,2.

Uma funçãoU satisfazendo (3.16) é uma solução fraca do sistema (3.5). De fato, temos que

U(x, t)→U(x,0), pontualmente para cadax 6= 0, além disso, a funçãōU é contı́nua, logo limitada.

Portanto temos que|U(., t)−U(.,0)| → 0 emL1
loc, quandot → 0. A equação (3.6) é trivialmente

satisfeita nas regiões ondex
t < λi(Ul) ou x

t > λi(Ur).

Para concluirmos queU é solução fraca do sistema (3.5) é suficiente mostrarmosque a equação

(3.6) é satisfeita na região intermediária, ondeλi(Ul) ≤ x
t ≤ λi(Ur). Por definição,U é constante
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ao longo de cada raio através da origem. Daı́

Ut(x, t)+
x
t
Ux(x, t) = 0.

Por (3.15), nesse setorx
t = λi (U(x, t)). Por (3.15), observamos que

Ux =
1

(〈∇λi(Ū(ξ )), r i(Ū(ξ ))〉)
1
t
r i(Ū(ξ ))

é paralelo ao autovetorr i(U), logo é um autovetor deJ, com autovalorλi(U). Daı́, seλi(Ul) ≤ x
t ≤

λi(Ur), temos

Ut(x, t)+JUx(x, t) = Ut(x, t)+
1

(〈∇λi(Ū(ξ )), r i(Ū(ξ ))〉)
1
t
Jri(Ū(ξ ))

= Ut(x, t)+
1

(〈∇λi(Ū(ξ )), r i(Ū(ξ ))〉)
1
t

λi(Ū(ξ ))r i(Ū(ξ ))

= Ut(x, t)+
x
t
Ux(x, t) = 0.

Portanto a equação (3.6) é também satisfeita na regiãoondeλi(Ul) ≤ x
t ≤ λi(Ur), i = 1,2.

SejaUl um estado fixo, queremos encontrar o conjunto dos estadosUr , para os quais o pro-

blema de Riemann correspondente pode ser resolvido com umai-onda de rarefação. Começamos

considerando o autovalorλ1. O autovetorŪ ′(ξ ) = (ρ̄ ′(ξ ), v̄′(ξ )) satisfaz

(J−λ1I)





ρ̄ ′

v̄′



=





1−ε2v2

1−ε4v2
ρ(1+ε2)
1−ε4v2

(1−ε2v2)2

ρ(1−ε4v2)(1+ε2)
1−ε2v2

1−ε4v2









ρ̄ ′

v̄′



= 0,

logo 1−ε2v2

1−ε4v2 ρ̄ ′+ ρ(1+ε2)
1−ε4v2 v̄′ = 0, como ¯v′(ξ ) 6= 0, temos

dρ
dv

= −ρ(1+ ε2)

1− ε2v2 ,

Integrando, obtemos

∫ v

vl

1
1− ε2v2 dv= −

∫ ρ

ρl

1
ρ(1+ ε2)

dρ.
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Portanto a 1-curva de rarefaçãoR1, começando em(ρl ,vl ), é formada pelos pontos(ρ,v) ∈ Ω, que

satisfazem

1
2

ln

(

1+ εv
1− εv

)

+
ε

1+ ε2 lnρ =
1
2

ln

(

1+ εvl

1− εvl

)

+
ε

1+ ε2 lnρl .

A condiçãoλ1(ρ,v) > λ1(ρl ,vl), mostra quev > vl , logoρ < ρl emR1.

De modo análoga, a 2-curva de rarefaçãoR2, começando em(ρl ,vl ), é formada pelos pontos

(ρ,v) ∈ Ω, que satisfazem

1
2

ln

(

1+ εv
1− εv

)

− ε
1+ ε2 lnρ =

1
2

ln

(

1+ εvl

1− εvl

)

− ε
1+ ε2 lnρl .

ondeρ > ρl .

O invariante de Riemann correspondente aoi-campo caracterı́stico é uma função suaveω : Ω→
R tal que se(ρ,v) ∈ Ω então〈∇ω(ρ,v), r i(ρ,v)〉 = 0. Podemos definir os invariantes de Riemann

para o sistema (3.5) como

r ≡ r(ρ,v) ≡ 1
2

ln

(

1+ εv
1− εv

)

+
ε

1+ ε2 lnρ, (3.17)

s ≡ s(ρ,v) ≡ 1
2

ln

(

1+ εv
1− εv

)

− ε
1+ ε2 lnρ. (3.18)

Observamos que se(ρ,v) pertence a curvaR1 entãor(ρ,v) = c1 e se(ρ,v) pertence a curvaR2

entãos(ρ ,v) = c2, ondec1 ec2 são constantes.

3.2.2. Ondas de choque

Definição 3.3 Chamaremos de i-onda de choque, ou simplesmente i-choque, asoluç̃ao descontı́nua

de (3.5) com dado inicial (3.13), da forma

U(x, t) =







Ul , x < sit,

Ur , x > sit,
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onde si é a velocidade do choque, i= 1,2. A velocidade do choque deve satisfazer a condição de

salto de Rankine-Hugoniot

si(G(Ur)−G(Ul)) = F(Ur)−F(Ul),

e a condiç̃ao de entropia de Lax

s1 < λ1(Ul), λ1(Ur) < s1 < λ2(Ur),

λ1(Ul) < s2 < λ2(Ul), λ2(Ur) < s2.

Umai-onda de choque é uma solução fraca de (3.5), pois satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot.

Como em [34], devido a Transformação de Lorentz, (veja o Capı́tulo 2, item 4), podemos

sempre assumir, sem perda de generalidade, que o estado à esquerda éUl = (ρl ,0). A condição de

entropia de Lax nos diz que devemos terv < vl = 0 sobre as curvas de choque.

Lema 3.2 Assumimos que Ul = (ρl ,0) e Ur = (ρ,v) satisfazem a condição de salto de Rankine-

Hugoniot, e que v< 0. Ent̃ao as curvas de choque satisfazem

v = −
√

(ρ −ρl)2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
.

Quandoρ > ρl temos quedv
dρ < 0, e quandoρ < ρl temos quedv

dρ > 0.

Demonstraç̃ao: A condição de salto de Rankine-Hugoniot aplicada à (3.4), nos dá as seguintes

igualdades

si

(

(ρ + ε2ρ)v2ε2

1− ε2v2 +ρ −ρl

)

=

(

(ρ + ε2ρ)v
1− ε2v2

)

,

si

(

(ρ + ε2ρ)v
1− ε2v2

)

=

(

(ρ + ε2ρ)v2

1− ε2v2 +ρ −ρl

)

. (3.19)
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Eliminandosi , temos que

0 =

[

(ρ + ε2ρ)v2+(ρ −ρl )
1− ε2v2

ε2

][

(ρ + ε2ρ)v2

1− ε2v2 +(ρ −ρl)

]

− (1+ ε2)2ρ2v2

1− ε2v2

= ρ2(1+ ε2)2 v4

1− ε2v2 +(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl)v
2 +(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl )

v2

ε2

+(ρ −ρl )
2(1− ε2v2)

ε2 −ρ2(1+ ε2)
v2

ε2(1− ε2v2)

= ρ2(1+ ε2)2
[

v4

1− ε2v2 −
v2

ε2(1− ε2v2)

]

+(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl)v
2

+(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl )
v2

ε2 +(ρ −ρl)
2(1− ε2v2)

ε2

= ρ2(1+ ε2)2 v2

1− ε2v2

[

ε2v2−1
ε2

]

+(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl )v
2

+(ρ −ρl )

[

(ρ + ε2ρ)
v2

ε2 +(ρ −ρl )
(1− ε2v2)

ε2

]

= ρ2(1+ ε2)2 v2

ε2 +(ρ + ε2ρ)(ρ −ρl )v
2+(ρ −ρl)

[

(ρ + ε2ρl)
v2

ε2 +(ρ −ρl)
1
ε2

]

=
v2

ε2(ρ + ε2ρ)
(

−ρ(1+ ε2)+ ε2(ρ −ρl)
)

+(ρ −ρl )(ρ + ε2ρl)
v2

ε2 +(ρ −ρl)
2 1

ε2

=
v2

ε2(ρ + ε2ρ)(−ρ − ε2ρl )+(ρ −ρl )(ρ + ε2ρl)
v2

ε2 +(ρ −ρl)
2 1

ε2

= −v2

ε2(ρ + ε2ρl)(ρε2+ρl)+(ρ −ρl)
2 1

ε2 ,

assim,

v2

ε2(ρ + ε2ρl)(ρε2+ρl) = (ρ −ρl )
2 1

ε2 ,
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portanto

v2 =
(ρ −ρl )

2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
.

Comov < 0 sobre as curvas de choque, temos que

v = −
√

(ρ −ρl)2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
.

Derivandov em relação aρ , temos que

dv
dρ

= −1
2

√

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )

(ρ −ρl)2

(

1
(ρ + ε2ρl )2(ε2ρ +ρl )2

)

{

2(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl)(ρ −ρl )− (ρ −ρl )
2(ε2ρ +ρl )+(ρ −ρl )

2(ρ + ε2ρl)
}

= −1
2

(ρ −ρl)(ρl + ε2ρl)
√

(ρ −ρl)2(ρ + ε2ρl)
3
2(ε2ρ +ρl )

3
2

{

(ρ + ε2ρl)+(ε2ρ +ρl)
}

.

Quandoρ > ρl temos quedv
dρ < 0, e quandoρ < ρl temos quedv

dρ > 0.

Definição 3.4 A 1-curva de choque S1, começando em(ρl ,0), é a curva

S1 : v = −
√

(ρ −ρl )2

(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl )
,

ondeρ > ρl .

A 2-curva de choque S2, começando em(ρl ,0), é a curva

S2 : v = −
√

(ρ −ρl )2

(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl )
,

ondeρ < ρl .

O próximo lema mostra que as curvas dadas na Definição 3.4 satisfazem a condição de entropia

de Lax.
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Lema 3.3 A velocidade caracterı́stica s1 da1-onda de choque satisfaz

s1 < λ1(Ul), λ1(Ur) < s1 < λ2(Ur),

enquando a velocidade caracterı́stica s2 da 2-onda de choque satisfaz

λ1(Ul) < s2 < λ2(Ul), λ2(Ur) < s2.

Demonstraç̃ao: Comoρ > ρl emS1, entãoρ + ε2ρl > ε2ρ +ρl , logo

(ρ −ρl )
2ρ + ε2ρl

ε2ρ +ρl
> (ρ −ρl )

2,

(ρ −ρl )
2

(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl )
>

(ρ −ρl )
2

(ρ + ε2ρl )2 . (3.20)

Pelo Lema 3.2 temos que

v = −
√

(ρ −ρl)2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
, (3.21)

como(ρ −ρl) > 0 emS1, de (3.20) e (3.21) temos

−v >
ρ −ρl

ρ + ε2ρl
,

−v(ρ + ε2ρ)+ ε2v(ρ −ρl ) > ρ −ρl ,

−v(ρ + ε2ρ)(1− ε2v2) > (ρ −ρl)(1− ε2v)(1− ε2v2),

−1− ε2v2

1− ε2v
<

(ρ −ρl)(1− ε2v2)

v(ρ + ε2ρ)
,

v− 1− ε2v2

1− ε2v
< v+

(ρ −ρl )(1− ε2v2)

v(ρ + ε2ρ)
,

v−1
1− ε2v

<
v2(ρ − ε2ρ)+(ρ −ρl )(1− ε2v2)

v(ρ + ε2ρ)
,

v−1
1− ε2v

<

v2(ρ−ε2ρ)
1−ε2v2 +ρ −ρl

v(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2

.

Segue de (3.8) e (3.19) queλ1(ρr ,vr) < s1. Agora, queremos ver ques1 < λ2(ρr ,vr).
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Lembramos quev < vl = 0 e|v| < 1
ε , assim

ρ
(

1−v
1+ ε2v

)

> ρl ,

ρ −ρl(1+ ε2v) > vρ,

(ρ −ρl )(1+ ε2v) > v(ρ + ε2ρ),

v+
ρ −ρl

(ρ + ε2ρ) v
1−ε2v2

<
1− ε2v2

1+ ε2v
+v,

v2(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2 +ρ −ρl

(ρ + ε2ρ) v
1−ε2v2

<
1− ε2v2 +v(1+ ε2v)

1+ ε2v
,

v2(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2 +ρ −ρl

v(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2

<
v+1

1+ ε2v
.

Segue de (3.8) e (3.19) ques1 < λ2(ρr ,vr).

Resta mostrarmos ques1 < λ1(ρl ,vl). Observamos que





v2(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2 +ρ −ρl

v(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2





2

=

(

v2(ρ + ε2ρ)+(ρ −ρl )(1− ε2v2)

v(ρ + ε2ρ)

)2

=

(

v2(ρ + ε2ρl)+ρ −ρl

v(ρ + ε2ρ)

)2

=

(

(ρ−ρl )
2

(ρ+ε2ρl )(ε2ρ+ρl )
(ρ + ε2ρl)+ρ −ρl

)2

(ρ−ρl )2

(ρ+ε2ρl )(ε2ρ+ρl )
(ρ + ε2ρ)2

= (ρ −ρl )
2
[

ρ −ρl

(ε2ρ +ρl)
+1

]2 (ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl )

(ρ −ρl)2(ρ + ε2ρ)2

=
(ρ + ε2ρ)2

(ε2ρ +ρl)2

(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl)

(ρ + ε2ρ)2

=
ρ + ε2ρ

(ε2ρ +ρl)2

> 1.

Isso mostra que emS1





v2(ρ+ε2ρ)
(1−ε2v2)

+ρ −ρl

v(ρ+ε2ρ)
1−ε2v2



< −1.
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Segue de (3.8) e (3.19) ques1 < λ1(ρl ,vl ) = −1.

As estimativas paras2 seguem de forma análoga.

Quando consideramosvl = 0, segue do Lema 3.2 que

s1 = −(ρ + ε2ρl)
1
2

(ε2ρ +ρl)
1
2

, s2 =
(ρ + ε2ρl )

1
2

(ε2ρ +ρl )
1
2

.

No caso geral, a velocidade dai-onda de choquesi , i = 1,2, pode ser encontrada usando a

condição de salto de Rankine-Hugoniot, ou a Transformação de Lorentz. Como em [34]

si =
vl + s̄i

1+ ε2vl s̄i
.

De modo análogo, as velocidades caracterı́sticasλi também satisfazem

λi =
vl + λ̄i

1+ ε2vl λ̄i
.

Comentário 5 No caso geral, a velocidade sobre as curvas de choque são dadas por

v−vl

1− ε2v2
l

= −
√

A(ρ,ρl)

1−vl ε2
√

A(ρ,ρl)
,

Observamos que, usando a expressão

v =
vl + v̄

1+ ε2vl v̄
,

obtemos

v̄ = −
√

A(ρ,ρl),

onde

A(ρ,ρl) ≡
(ρ −ρl)

2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
.
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3.2.3. Propriedades das ondas de choque

Mostraremos nesta seção algumas propriedades geométricas das curvas de choque.

Lema 3.4 A 1-curva de choque e a2-curva de choque s̃ao “starlike” em relaç̃ao a Ul , isto é,

qualquer raio atrav́es de Ul corta S1 em no ḿaximo um ponto.

Demonstraç̃ao: Para mostrar queS1 é “starlike” em relação aUl = (ρl ,0), é suficiente mostrar-

mos que: dados dois pontos diferentesU1 = (ρ1,v1), U2 = (ρ2,v2) sobreS1, o segmento de reta

UlU1 tem inclinação diferente do segmento de retaUlU2.

As inclinações do segmento de retaUlU1, e do segmento de retaUlU2, são respectivamente

ρ1−ρl

v1
,

ρ2−ρl

v2
.

Sobre a curva de choque temos que

v2 =
(ρ −ρl )

2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
,

assim,

(

ρ −ρl

v

)2

= (ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl ),

como a velocidadev depende apenas da densidadeρ , é suficiente mostrarmos que(ρ +ε2ρl )(ε2ρ +

ρl) é crescente em relação aρ . Notamos que

d
dρ
[

(ρ + ε2ρl)(ε2ρ +ρl )
]

= ε2(ρ + ε2ρl )+(ε2ρ +ρl ) > 0,

poisρ , ρl > 0. Portanto

ρ1−ρl

v1
6= ρ2−ρl

v2
,

logoS1 eS2 são “starlike”.

Consideramos agora os invariantes de Riemanns e r, definidos em (3.17) e (3.18).
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Lema 3.5 As curvas de choque do sistema (3.5) satisfazem

0 <
dr
ds

< 1,

ao longo da1-curva de choque S1, e

0 <
ds
dr

< 1,

ao longo da2-curva de choque S2.

Demonstraç̃ao: Começamos derivando os invariantes de Riemannr es, com respeito aρ , sobre

S1, assim temos que

dr
dρ

=
ε

1− ε2v2

dv
dρ

+
ε

ρ(1+ ε2)
, (3.22)

ds
dρ

=
ε

1− ε2v2

dv
dρ

− ε
ρ(1+ ε2)

.

Como(1−ε2v2) > 0 e dv
dρ < 0 emS1, entãods

dρ < dr
dρ <

∣

∣

∣

ds
dρ

∣

∣

∣
, logo

∣

∣

∣

ds
dρ

∣

∣

∣
>
∣

∣

∣

dr
dρ

∣

∣

∣
. Além disso, temos

que dr
ds

ds
dρ = dr

dρ , logo
∣

∣

dr
ds

∣

∣< 1. Como ds
dρ < 0, resta mostrarmos quedr

dρ < 0.

Lembramos que

v2 =
(ρ −ρl )

2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )
.

Derivandov em relação aρ obtemos

dv
dρ

=
1
2v

(ρ −ρl )(ρl + ε2ρl)(ρ +ρl)(1+ ε2)

(ρ + ε2ρl)2(ε2ρ +ρl)2 . (3.23)

Notamos que

ε
(1− ε2v2)

1
2v

=
ε
2

1

1− ε2 (ρ−ρl )2

(ρ+ε2ρl )(ε2ρ+ρl )

1
−(ρ−ρl )

(ρ+ε2ρl )
1
2 (ε2ρ+ρl )

1
2

= −ε
2

(ρ + ε2ρl )(ε2ρ +ρl )

(ρ + ε2ρ)(ρl + ε2ρl)

(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2

(ρ −ρl )
, (3.24)
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De (3.22), (3.23) e (3.24), temos que

dr
dρ

=
ε

1− ε2v2

dv
dρ

+
ε

ρ(1+ ε2)

=
ε

1− ε2v2

1
2v

(ρ −ρl )(ρl + ε2ρl)(ρ +ρl )(1+ ε2)

(ρ + ε2ρl)2(ε2ρ +ρl )2 +
ε

ρ(1+ ε2)

=
ε
ρ

(

−(ρ +ρl )

2(ρ + ε2ρl )
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2

+
1

1+ ε2

)

.

Como

(

(ρ + ε2ρl)
1
2 − (ε2ρ +ρl)

1
2

)2
> 0,

segue que

ρ + ε2ρl + ε2ρ +ρl > 2(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2 ,

(ρ +ρl )(1+ ε2) > 2(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2 ,

ρ +ρl

2(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2

>
1

1+ ε2 .

Portanto

dr
dρ

=
ε
ρ

(

−(ρ +ρl )

2(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2

+
1

1+ ε2

)

< 0.

Por outro lado,dv
dρ > 0 em S2, logo dr

dρ > 0 e
∣

∣

∣

dr
dρ

∣

∣

∣
>
∣

∣

∣

ds
dρ

∣

∣

∣
. Como ds

dr
dr
dρ = ds

dρ ,
∣

∣

ds
dr

∣

∣ < 1. Resta

mostrarmos queds
dρ > 0. De fato, com argumentos similares aos usados anteriormente, obtemos

que

ds
dρ

=
ε
ρ

(

ρ +ρl

2(ρ + ε2ρl)
1
2(ε2ρ +ρl )

1
2

+
1

1+ ε2

)

> 0.
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3.2.4. Parametrização

Definimos a funçãoΨ : R
2 → (0,∞)× (−ε−1,ε−1)

Ψ(s, r) ≡
(

e
1+ε2

2ε (r−s),
er+s−1

ε(er+s+1)

)

= (ρ(s.r),v(s, r)), (3.25)

onde os invariantes de Riemanns e r estão definidos em (3.17) e (3.18).

Observamos que

DΨ(s, r) =





−1+ε2

2ε e
1+ε2

2ε (r−s) 1+ε2

2ε e
1+ε2

2ε (r−s)

2er+s

ε(er+s+1)2
2er+s

ε(er+s+1)2





=





2(1+ ε)

ε
e

1+ε2
2ε (r−s)er+s

(er+s+1)2









− (er+s+1)2

4er+s
(er+s+1)2

4er+s

e−
1+ε2

2ε (r−s)

1+ε2
e−

1+ε2
2ε (r−s)

1+ε2



 . (3.26)

Notamos que os vetores coluna da matriz à direita da igualdade anterior são os autovetoresr1(Ψ(s, r))

e r2(Ψ(s, r)) (linearmente independentes), definidos em (3.11) e (3.12).

Os estados(sl , r l) e (sr , rr) são unicamente determinados pelos estados(ρl ,vl) e (ρr ,vr), pode-

mos então utilizar os invariantes de Riemann(s, r) como um sistema de coordenadas. Usamos

o sistema de coordenadas(s, r) para parametrizar as curvas e estudar a geometria das curvasde

choque.

Comoρ > ρl emS1, então pelo Lema 3.2

v = − α −1

(α + ε2)
1
2 (1+ ε2α)

1
2

,

ondeα = ρ
ρl
≥ 1.

Usando os invariantes de Riemann definidos em (3.17) e (3.18), e lembrando quesl = s(ρl ,vl )
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e r l = r(ρl ,vl ), podemos escrever a 1-curva de choqueS1 como segue

S1 :



























sl −s= ln

(

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2 +ε(α−1)

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2−ε(α−1)

)

+ ε
1+ε2 lnα,

r l − r = ln

(

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2 +ε(α−1)

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2−ε(α−1)

)

− ε
1+ε2 lnα,

(3.27)

ondeα ≥ 1.

Por outro lado,ρ < ρl emS2, então pelo Lema 3.2

v = − 1−α
(α + ε2)

1
2 (1+ ε2α)

1
2

,

ondeα = ρ
ρl
≤ 1.

Podemos então escrever a 2-curva de choqueS2 como segue

S2 :



























r l − r = −
(

ln

(

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2 +ε(α−1)

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2−ε(α−1)

)

+ ε
1+ε2 lnα

)

,

sl −s= −
(

ln

(

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2 +ε(α−1)

(α+ε2)
1
2 (1+ε2α)

1
2−ε(α−1)

)

− ε
1+ε2 lnα

)

,

(3.28)

ondeα ≤ 1.

Lema 3.6 A curva de choque S1, começando em(sl , r l), pode ser escrita como

r l − r = g1(sl −s) ≡
∫ sl−s

0
h1(α)

∣

∣

∣

∣

α=α1(β )

dβ , s< sl .

onde0≤ dg1
dβ (β ) < 1 e0≤ d2g1

dβ 2 (β ). De forma similar, a curva de choque S2, começando em(sl , r l),

pode ser escrita como

sl −s= g2(r l − r) ≡
∫ r l−r

0
h2(α)

∣

∣

∣

∣

α=α1(β )

dβ , r < r l .

onde0≤ dg2
dβ (β ) < 1 e 0≤ d2g2

dβ 2 (β ).
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Demonstraç̃ao: Começamos considerando a curvaS1. De (3.27) temos que

d(sl −s)
dα

=
ε(1+ ε2)(α +1)+2ε(α + ε2)

1
2(1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

,

d(r l − r)
dα

=
ε(1+ ε2)(α +1)−2ε(α + ε2)

1
2(1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

.

Definimos a função

h1(α) ≡
d(r l−r)

dα
d(sl−s)

dα

=
(1+ ε2)(α +1)−2(α + ε2)

1
2 (1+ ε2α)

1
2

(1+ ε2)(α +1)+2(α + ε2)
1
2 (1+ ε2α)

1
2

, (3.29)

Notamos que(α −1)2(1− ε2)2 > 0, logo

(1−2α +α2)(1−2ε2+ ε4) > 0

(1+2α +α2)(1+2ε2+ ε4) > 4(α + ε2α2 + ε2+ ε4α)

(α +1)2(1+ ε2)2 > 4(α + ε2)(1+ ε2α),

logoh1(α) > 0, ∀ α > 1.

Definimos também a funçãof1 da seguinte forma

β = ln

(

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 + ε(α −1)

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 − ε(α −1)

)

+
ε

1+ ε2 lnα ≡ f1(α).

Derivandof1 em relação aα, temos que

d f1
dα

(α) =
d(sl −s)

dα
=

ε(1+ ε2)(α +1)+2ε(α + ε2)
1
2 (1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

> 0,

ondeα > 1. Como f1 é crescente, temos queβ = 0 se, e somente se,α = 1. Pelo Teorema da

função implı́cita temos queα = α1(β ). Além disso,dα1
dβ (β ) =

[

d f1
dα (α)

]−1
> 0.



3. Equações de fluxo relativı́stico 31

Derivando a função composta(r l − r)(α1(β )) em relação aβ , e usando (3.29), obtemos

d(r l − r)
dβ

∣

∣

∣

∣

α=α1(β )

=
d(r l − r)

dα

∣

∣

∣

∣

α=α1(β )

dα1

dβ
(β )

=
d(r l − r)

dα

∣

∣

∣

∣

α=α1(β )

[

d f1
dα

(α)

]−1

= h1(α)|α=α1(β ) .

Definimos então

g1(sl −s) ≡
∫ sl−s

0
h1(α)|α=α1(β ) dβ

=

(

ln

(

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 + ε(α −1)

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 − ε(α −1)

)

− ε
1+ ε2 lnα

)∣

∣

∣

∣

∣

α=α1(sl−s)

.

Derivandog1 em relação aβ , obtemos

0≤ dg1

dβ
(β ) = h1(α1(β )) < 1.

Derivando novamente em relação aβ , obtemos

d2g1

dβ 2 (β ) =
dh1

dβ
(α1(β )) =

dh1

dα
(α1(β ))

dα1

dβ
(β )

=

[

1

ε(α +1)(1+ ε2)+2ε(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

][

2ε2(1+ ε2)(1− ε2)(α −1)

(α + ε2)
1
2 (1+ ε2α)

1
2

]

≥ 0,

poisα ≥ 1 emS1.

Consideramos agora a curvaS2, de (3.28) temos que

d(r l − r)
dα

= −
(

ε(1+ ε2)(α +1)+2ε(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

)

,

d(sl −s)
dα

= −
(

ε(1+ ε2)(α +1)−2ε(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

)

.
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Definimos a função

h2(α) ≡
d(sl−s)

dα
d(r l−r)

dα

=
(1+ ε2)(α +1)−2(α + ε2)

1
2 (1+ ε2α)

1
2

(1+ ε2)(α +1)+2(α + ε2)
1
2 (1+ ε2α)

1
2

.

Observamos queh2(α) > 0,∀ 0 < α < 1.

Definimos também a funçãof2 da seguinte forma

β = −
(

ln

(

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 + ε(α −1)

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 − ε(α −1)

)

+
ε

1+ ε2 lnα

)

≡ f2(α).

Derivandof2 em relação aα, temos que

d f2
dα

(α) =
d(r l − r)

dα
= −

(

ε(1+ ε2)(α +1)+2ε(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

2α(1+ ε2)(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2

)

< 0,

onde 0< α < 1. Como f2 é decrescente, temos queβ = 0 se, e somente se,α = 1. Pelo Teorema

da função implı́cita temos queα = α2(β ). Além disso,dα2
dβ (β ) =

[

d f2
dα (α)

]−1
< 0.

Derivando a função composta(sl −s)(α2(β )) em relação aβ , obtemos

d(sl −s)
dβ

∣

∣

∣

∣

α=α2(β )

=
d(sl −s)

dα

∣

∣

∣

∣

α=α2(β )

dα2

dβ
(β )

=
d(sl −s)

dα

∣

∣

∣

∣

α=α2(β )

[

d f2
dα

(α)

]−1

= h2(α)|α=α2(β ) .

Definimos então

g2(r l − r) ≡
∫ r l−r

0
h2(α)|α=α2(β ) dβ

= −
(

ln

(

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 + ε(α −1)

(α + ε2)
1
2(1+ ε2α)

1
2 − ε(α −1)

)

− ε
1+ ε2 lnα

)∣

∣

∣

∣

∣

α=α2(r l−r)

.

A análise das derivadas deg2 segue de forma similar a feita anteriormente, concluı́mos que

0≤ dg2
dβ (β ) < 1 e 0≤ d2g2

dβ 2 (β ).
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Podemos então parametrizar a 1-curva de choque, começando em(sl , r l), como

γ → S1(γ)(sl , r l) = (sl + γ, r l −g1(−γ)),

ondeγ ≤ 0, e a 2-curva de choque, começando em(sl , r l), como

γ → S2(γ)(sl , r l) = (sl −g2(−γ), r l + γ),

ondeγ ≤ 0.

Dessa forma, temos que

dS1
dγ (0)(sl , r l ) = (1,0), dS2

dγ (0)(sl , r l) = (0,1).

Notamos que a curva de choqueS1 começando em um pontoUl pode ser obtida por uma re-

flexão, em relação ao eixosl = r l , da curva de choqueS2 começando no mesmo pontoUl . De

fato, as funçõesf1 e f2, definidas na demonstração do Lema 3.6, são monótonas, ef1(α) = f2(
1
α ),

∀ α ≥ 1, logog1(β ) = g2(β ), ∀ β > 0.

De forma similar, podemos parametrizar a 1-curva de rarefac¸ão R1, começando em(sl , r l),

como

γ → R1(γ)(sl , r l) = (sl + γ, r l ),

ondeγ ≥ 0, e a 2-curva de rarefação, começando em(sl , r l), como

γ → R2(γ)(sl , r l) = (sl , r l + γ),

ondeγ ≥ 0. Assim, temos que

dR1
dγ (0)(sl , r l ) = (1,0), dR2

dγ (0)(sl , r l ) = (0,1),

observamos que a curva de rarefaçãoR1 começando no pontoUl também pode ser obtida através

de uma refleção, em relação ao eixosl = r l , da curva de rarefaçãoR2 começando no mesmo ponto
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Ul .

Figura 3.1: Curvas de rarefação e curvas de choque no planos− r.

3.2.5. Soluç̃ao do problema de Riemann

Consideramos o problema de Riemann para o sistema (3.5) com dado inicial (3.13). QuandoUr

está suficientemente próximo deUl a existência e unicidade da solução do problema de Riemann

para o sistema (3.5), na classe das ondas elementares segue do Teorema de Lax, que é aplicado a

qualquer sistema de leis de conservação que é estritamente hiperbólico e genuinamente não linear

em cada campo caracterı́stico, ([6], [17], [23], [33]).

Para o sistema (3.5), a solução do problema de Riemann podeser (unicamente) construı́da para

quaisquer estadosUl eUr , satisfazendo

ρl , ρr > 0, −1
ε < vl , vr < 1

ε .

Para mostrarmos isso, fixamosUl e consideramosU = Ur variável. Notamos que as curvasS1,

S2, R1 e R2, que começam emUl dividem o planos− r em quatro regiões abertasI , II , III e IV ,

como mostra a Figura 3.1.

SeUr pertence a qualquer das quatro curvas, o problema de Riemanné resolvido com uma

única onda elementar, como vimos na definição das ondas elementares. Assumimos então queUr

está em uma das quatro regiões abertasI , II , III e IV , de acordo com a Figura 3.1.
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Como em [33], parāU ∈ R
2 definimos

Ri(Ū) ≡ {(s, r);(s, r)∈ Ri , começando em̄U},
Si(Ū) ≡ {(s, r);(s, r)∈ Si, começando em̄U},
Ti(Ū) ≡ Si(Ū)∪Ri(Ū),

i = 1,2.

Figura 3.2:

Lembramos que o sistema (3.4) é estritamente hiperbólico, λ1 < λ2. Para resolvermos o pro-

blema de Riemann, precisamos conectar o estadoUl ao estado intermediárioUm por uma onda da

1-famı́lia, e então conectar o estado intermediárioUm ao estadoUr por uma onda da 2-famı́lia.

Consideramos então a curvaT2(Um) = S2(Um)∪R2(Um) paraUm ∈ T1(Ul) = S1(Ul)∪R1(Ul).

Precisamos verificar que quaisquer duas curvasT2(Um) e T2(U ′
m), Um, U ′

m ∈ T1(Ul), não se inter-

ceptam e que o conjunto de todas essas tais curvas cobrem todaa regiãoρ > 0, −1
ε < v < 1

ε no

planos− r, ou seja, cobrem todo o planos− r. (Figura 3.2).

Quando o estadoUr está na regiãoIV o estado intermediárioUm = (sm, rm) satisfazsm = sr

e rm = r l . QuandoUr está na regiãoIII o estado intermediárioUm satisfazsm = sr e rm = r l −
g1(|sr − sl |). QuandoUr está na regiãoI o estado intermediárioUm = (sm, rm) satisfazrm = r l e

sm = sr +g2(|rr − r l |). (Figura 3.1).

Supomos agora queUr está na regiãoII . Precisamos definir o conceito de curva de choque

inversa. Uma curva de choque inversaS′2 consiste dos estados(s, r) que podem ser conectados ao
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estado(sr , rr), pela direita por uma onda de choqueS2. Sem perda de generalidade, supomos que

vr = 0. Pela Definição 3.4, a curva de choque inversaS′2 é representada por

S′2 : v =

√

(ρ −ρr)2

(ρ + ε2ρr)(ε2ρ +ρr)
,

ondeρr < ρ . Como no Lema 3.5, podemos mostrar que

dr
ds

> 1,

emS′2. Mas

0 <
dr
ds

< 1,

emS1. Assim, temos que as duas curvas podem se interceptar apenasuma vez, logo o pontoUm

é único. Portanto, provamos que o conjunto{T2(Um),Um ∈ T1(Ul)}, cobre toda a regiãoρ > 0,

−1
ε < v < 1

ε , no planos− r.

Observamos que o estado intermediárioUm que aparece na solução do problema de Riemann

satisfaz

sm ≥ min{sl ,sr}, rm ≤ max{r l , rr}.

Definição 3.5 A amplitude das ondaśe definida como

β ≡ sm−sl , γ ≡ rm− r l ,

ondeβ é a amplitude da1-onda eγ é a amplitude da2-onda. Os valores absolutos|β | e |γ| são

chamados de tamanhos das ondas.

Observamos queβ , γ ≥ 0 para ondas de rarefação e< 0 para ondas de choque. Muitas vezes

diremos apenas a ondaβ ou γ.

Comentário 6 Quando a soluç̃ao do problema de Riemanné formada por duas ondas de choque
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não é claro que s1 < s2. Supondo que vl = 0, temos que

s1 = −(ρ + ε2ρl )
1
2

(ε2ρ +ρl )
1
2

< 0.

Assumindo que vm = 0, obtemos

s2 =
(ρ + ε2ρl)

1
2

(ε2ρ +ρl )
1
2

> 0.

Mas, pelo Lema 3.2, vm < vl = 0, usando a Transformação de Lorentz, temos que

s̄2 =
s2−vm

1− ε2vms2
> 0.

Dáı s1 < s̄2. Para mais detalhes veja [34].

Comentário 7 Devido a (3.17) e (3.18), temos que rm−sm = 2ε
1+ε2 lnρm > 0, logoρm > 0 e o v́acuo

não aparece na solução do problema de Riemann. Observamos que0< sm+ rm = ln
(

1+εvm
1−εvm

)

< ∞,

logo |vm| < 1
ε .

Comentário 8 As curvas de choque e as curvas de rarefação ñao dependem do ponto inicial,

no sentido que, quando analisamos seus gráficos no plano s− r, todas as curvas de choque são

translaç̃oes ŕıgidas de outras curvas de choque, o mesmo ocorre com as curvas de rarefaç̃ao. Aĺem

disso, a1-curva de choque baseada em um estadoé a reflex̃ao da2-curva de choque baseado no

mesmo estado sobre o eixo sl = r l , o mesmo ocorre com as i-curvas de rarefação.

As Figuras 3.3-3.10 ilustram os tipos de soluções fracas possı́veis para o problema de Riemann

(3.5), com dado inicial (3.13), dependendo da região onde oestadoUr está localizado em relação

ao estadoUl , de acordo com a Figura 3.1.
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Figura 3.3:Ur na região I. Figura 3.4:Ul
R1→Um

S2→Ur .

Figura 3.5:Ur na região II. Figura 3.6:Ul
S1→Um

S2→Ur .

Figura 3.7:Ur na região III. Figura 3.8:Ul
S1→Um

R2→Ur .

Figura 3.9:Ur na região IV. Figura 3.10:Ul
R1→Um

R2→Ur .

3.3 Aproximaç̃ao por ondas front tracking

Nesta seção discutiremos a construção de soluções aproximadas pelo método wave-front trac-

king para o sistema (3.5). Assumimos inicialmente que a variação total do dado inicialU0 é limi-

tada.
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De forma simplificada, para cadah∈ N, queremos construir uma soluçãoh-aproximada para o

sistema de leis de conservação (3.5) que consiste de uma função constante por partesUh =Uh(x, t),

cujos saltos de descontinuidade estão localizados em um n´umero finito de segmentos de retasx =

xα(t), no planox− t, e satisfazem de forma aproximada a condição de Rankine-Hugoniot.

Definição 3.6 Para cada h∈ N, diremos que uma função U : [0,∞) → L1
loc(R,R2) é uma soluç̃ao

h-aproximada por ondas front tracking de (3.5) se as seguintes condiç̃oes s̃ao verdadeiras:

1. Como uma funç̃ao de duas varíaveis, U= U(x, t) é constante por partes, com descon-

tinuidades ocorrendo ao longo de um número finito de segmentos de retas no plano x− t.

Os saltos podem ser de três tipos: choques, rarefações e ondas ñao f́ısicas, denotamos a

união destes saltos por J= S∪R∪NP, onde Śe o conjunto dos choques, Ré o conjunto das

rarefaç̃oes e NṔe o conjunto das ondas não f́ısicas.

2. Ao longo de cada onda front de choque x= xα(t), α ∈ S, os valores Ul ≡ U(x−α , t) e Ur ≡
U(x+

α , t) são relacionados por

Ur = Skα (σα)(Ul), (3.30)

para algum kα ∈ {1,2} e alguma onda de tamanhoσα , ondeσα < 0. Além disso, a veloci-

dade da onda front de choque satisfaz

|ẋα −λ1α (Ur ,Ul)| ≤
1
h
, (3.31)

ondeλ1α (Ur ,Ul) é a velocidade do choque que conecta os estados Ur e Ul .

3. Ao longo de cada onda front de rarefação x= xα(t), α ∈ R, temos

Ur = Rkα (σα)(Ul), σα ∈ (0,h−1],

para alguma kα -faḿılia. Além disso,

|ẋα −λkα (Ψ(Ur))| ≤
1
h
. (3.32)
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4. Toda onda front ñao f́ısica x= xα , α ∈ NP, tem a mesma velocidade

ẋα = λ̂ ,

onde λ̂ > 0 é uma constante fixa estritamente maior que toda velocidade caracteŕıstica.

O tamanho total de todas as ondas front não f́ısicas em U(x, t) permanece uniformemente

pequeno, istóe,

∑
α∈NP

|U(x+
α , t)−U(x−α , t)| ≤ 1

h
, ∀ t > 0.

Se em adicional,Uh(.,0) → U0, em L1
loc, quandoh → ∞, diremos queUh é uma soluçãoh-

aproximada por ondas front tracking do problema de Cauchy (3.5), com dado inicialU0.

Comentário 9 Em [6], o dado inicial U0 pertence a L1 e a soluç̃ao h-aproximada satisfaz também

||U(.,0)−U0||L1 ≤ 1
h
.

A construção da nossa soluçãoh-aproximada deve produzir algum erro. Para cada tempot > 0,

precisamos garantir que esse erro permanece controlado. O próximo lema estima o erro na solução

h-aproximada, em um tempo dadot > 0. O tamanho de uma onda front não fı́sica é definido como

|γ| = |Ul −Ur |.

Lema 3.7 Seja U= U(x, t) uma soluç̃ao h-aproximada por front tracking de (3.5). Fixamos qual-

quer tempo t> 0 onde ñao ocorre interaç̃ao entre ondas front. Consideramos qualquer onda front

localizada digamos em xα com tamanhoγα . Sejam Ul ≡U(x−α , t), Ur ≡U(x+
α , t). Definimos o erro

na equaç̃ao de Rankine-Hugoniot como

Eα ≡ |[F(Ψ(Ur))−F(Ψ(Ul))]− ẋα [G(Ψ(Ur))−G(Ψ(Ul))]| , (3.33)

ondeΨ est́a definida em (3.25).

1. Ao longo de toda curva de rarefação temos

Eα = O(1)
1
h
|γα |.
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2. Ao longo de toda curva de choque temos

Eα = O(1)
1
h
|γα |.

3. Ao longo de toda onda front não f́ısica temos

Eα = O(1)|γα |.

Demonstraç̃ao: Primeiro supomos que a onda front pertence a 1-famı́lia caracterı́stica. Vamos

mostrar o item 1. Para um estadōU ∈ R
2 fixo, consideramos a função

Φ(γ,Ū) ≡ [F(Ψ(R1(γ)(Ū)))−F(Ψ(Ū))]−λ1(Ψ(Ū)) [G(Ψ(R1(γ)(Ū)))−G(Ψ(Ū))] .

Assim, temos queΦ(0,Ū) = 0, poisR1(0)(Ū) = Ū . Derivando em relação aγ, e usando (3.26),

obtemos

∂Φ
∂γ

(0,Ū) = DF(Ψ(R1(0)(Ū)))DΨ(R1(0)(Ū))
∂R1

∂γ
(0)(Ū)

−λ1(Ψ(Ū))DG(R1(0)(Ū))DΨ(R1(0)(Ū))
∂R1

∂γ
(0)(Ū)

= 0.

Portanto pelo Lema 2.2, temos que

∂Φ
∂γ

(γ,Ū) = O(1)|γ|2. (3.34)

Observamos que, quando a onda front emxα pertence a 1α-famı́lia caracterı́stica fazemos̄U = Ul ,

1 = 1α em (3.34). Supomos agora queγα ∈ [0,h−1] e observamos que

|Ψ(R1α (γα)(Ul))−Ψ(Ul)| ≤ O(1)|R1α (γα)(Ul)−Ul |

≤ O(1)|γα |

≤ O(1)
1
h
,
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|λ1α (Ψ(R1α (γα)(Ul)))−λ1α (Ψ(Ul))| ≤ O(1)
1
h
.

Por (3.32), temos que

Eα = {[F(Ψ(R1α (γα)(Ul)))−F(Ψ(Ul))]−λ1α (Ψ(Ul)) [G(Ψ(R1α (γα)(Ul)))−G(Ψ(Ul))]}

+[λ1α (Ψ(Ul))−λ1α (Ψ(R1α (γα)(Ul))] [G(Ψ(R1α (γα)(Ul)))−G(Ψ(Ul))]

+[λ1α (Ψ(R1α (γα)(Ul)))− ẋα ] [G(Ψ(R1α (γα)(Ul)))−G(Ψ(Ul))]

= O(1)|γα |2+O(1)
1
h
|γα |

= O(1)
1
h
|γα |.

Para mostrarmos o item 2, notamos primeiro que

|Ψ(S1α (γα)(Ul))−Ψ(Ul)| ≤ O(1) |S1α (γα)(Ul)−Ul |

≤ O(1)|γα |

≤ O(1)
1
h
.

Agora, por (3.30) e (3.31) temos

Eα = {[F(Ψ(S1α (γα)(Ul)))−F(Ψ(Ul))]−λ1α (Ur ,Ul) [G(Ψ(S1α (γα)(Ul)))−G(Ψ(Ul))]}

+[λ1α (Ur ,Ul)− ẋα ] [G(Ψ(S1α (γα)(Ul)))−G(Ψ(Ul))]

= O(1)
1
h
|γα |,

ondeUr = S1α (γα)(Ū). Finalmente, a estimativa no item 3 é consequência da continuidade Lips-

chitz das funçõesF eG. De modo análogo, temos resultados similares quando a ondafront pertence

a 2-famı́lia.

Comentário 10 Precisamos mostrar que as quantidades O(1) que aparecem no lema anterior e

no restante do texto, permanecem uniformemente limitadas.Isso ficaŕa claro quando mostrarmos

que a variaç̃ao total da soluç̃ao aproximadáe controlada pela variaç̃ao total do dado inicial, ou

seja, TV(Uh(., t)) ≤ MTV(U0), para cada h∈ N e para cada t> 0, onde M> 0 é constante. De



3. Equações de fluxo relativı́stico 43

fato, para cada t> 0 temos||Uh(., t)||∞ ≤ TV(Uh(., t))+ |Uh(−∞, t)|, e assumindo por enquanto

que Uh(−∞, t) = U0(−∞), obtemos||Uh||∞ ≤ M1, onde a constante M1 não depende de h.

Comentário 11 Como em [2], estabeleceremos a existência de soluç̃oes aproximadas, definidas

para todo0≤ t < T, para algum T> 0 fixo. Depois, mostraremos que a solução aproximada pode

ser constrúıda para todo t≥ 0. Construiremos então uma seqûencia de soluç̃oes aproximadas, que

satisfazem as condições do Teorema 2.1. O limite em L1
loc de uma subsequência dessa sequência

seŕa a soluç̃ao fraca do sistema (3.5).

3.3.1. O algoritmo wave-front tracking

Começamos a construção da solução aproximada por front tracking escolhendo uma função

constante por partesUh(.,0), para cadah ∈ N, que aproxima o dado inicialU0. ComoU0 tem

variação total limitada, existem os limites lateraisU0(−∞) e U0(∞). Então podemos escrever

U0(−∞) = p0.

Dadoh∈ N fixo. Definimos a função

Uh(x,0) =



















U0(−∞), x < −h,

U0(2−k j), x∈ [−h+2−h j,−h+2−h( j +1)),

U0(∞), x≥ h,

onde j = 0,1, ...,2h+1h−1. Para cadah∈ N, a funçãoUh(.,0) satisfaz







|Uh(x,0)| ≤ ||U0||L∞, ∀ x∈ R,

TV(Uh(.,0)) = TV[−h,h](U0) ≤ TV(U0).

Mostraremos queUh(.,0) →U0, emL1
loc, quandoh→ ∞.

SejaN ∈ N fixo. Notamos que|Uh(x,0)−U0(x)| → 0 quandoh → ∞, para quase todox ∈
[−N,N]. De fato, comoU0 tem variação total limitada,U0 é contı́nua para quase todox∈ [−N,N].

Sejax0 ∈ (−N,N) tal queU0 é contı́nua emx0. Dadoε > 0 existeδ = δ (x0) > 0 tal que se

|x0−y| < δ então|U0(x0)−U0(y)| < ε.



3. Equações de fluxo relativı́stico 44

Seja h0 = h0(x0) ∈ N tal que 2−h0 < δ . Seja j0 ∈ {0,1, ...,2h0+1N− 1} tal que

x∈ [−N+2−h0 j0,−N+2−h0( j0+1)). Notamos que|x0− (−N+2−h0 j0)| < 2−h0 < δ . Daı́

|Uh0(x0,0)−U0(x0)| = |U0(−N+2−h0 j0)−U0(x0)| < ε.

Notamos que∀ h > h0, h∈ N,

|Uh(x0,0)−U0(x0)| < ε.

PortandoUh(x,0) →U0(x), para quase todox∈ [−N,N].

Como|Uh(x,0)−U0(x)| ≤ 2||U0||L∞, ∀ x∈ [−N,N], pelo Teorema da convergência dominada

temos queUh(.,0) →U0, emL1
loc, quandoh→ ∞.

Portanto, a funçãoUh(.,0) satisfaz



















Uh(−∞,0) = p0,

TV(Uh(.,0))≤ TV(U0),

||Uh(.,0)−U0||L1
loc

→ 0.

Sejamx1 < ... < xN os pontos ondeUh(.,0) é descontı́nua. Para cadaα ∈ {1,2, ...,N}, o

problema de Riemann



















G(Ψ(U))t +F(Ψ(U))x = 0,

U(x,0) =







Uh(x−α ,0), x < xα ,

Uh(x+
α ,0), x > xα ,

é resolvido em uma vizinhança de(xα ,0) no semiplanox− t, t > 0, por uma função da forma

U(x, t) = φ
(x−xα

t

)

, comφ : R → R
2 constante por partes.

Resolvemos cada problema de Riemann conforme estudado na Seção 3.2.5.. Quando a solução

envolve apenas ondas de choque, temos uma solução fraca constante por partes para o problema de

Riemann. Isso não acontece quando temos ondas de rarefaç˜ao envolvidas na solução. As ondas de

rarefação são então aproximadas por um leque de ondas front de rarefação contendo um número
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finito de estados constantes separados por descontinuidades viajando com velocidade próxima à

velocidade caracterı́stica.

Comentário 12 Uma onda de choque e uma onda front de choque são soluç̃oes iguais para o

mesmo problema de Riemann. Um leque de ondas front de rarefac¸ão é uma funç̃ao constante por

partes que aproxima uma onda de rarefação.

Prolongamos então a soluçãoU até um tempot1 que é atingido, onde o primeiro conjunto de

interações entres duas ou mais ondas front ocorre.

Em um ponto onde ocorre uma interação as ondas que chegam s˜ao chamadas de ondas front de

chegada, e as ondas que saem desse ponto são chamadas de ondas front de saı́da.

ComoU(., t1) é ainda uma função constante por partes, usando os argumentos anteriores, os

problemas de Riemann correspondentes podem ser resolvidosde forma aproximada por soluções

dentro da classe de funções constantes por partes. A soluc¸ãoU então é prolongada até um tempo

t2 onde o segundo conjunto de ondas interage, e assim por diante.

Denotamos comoti o tempo onde ocorre ai-interação entre ondas front. O conjunto{t1, t2, ...}
pode ter infinitos elementos, quando isso ocorre, podemos continuar nossa aproximação até um

tempoT∞ = lim i→∞ ti. Observamos que seT∞ for finito a solução aproximada não é global. Notamos

queU(−∞, t) = U0(−∞), ∀ t ∈ [0,T∞).

Queremos garantir que o número de interações entre as ondas front seja finito, assim garan-

tiremos que a solução aproximada é global. Para isso usaremos dois procedimentos diferentes

para resolver o problema de Riemann dentro da classe de funções constantes por partes o primeiro

chamaremos de solução exata do problema de Riemann, que pode introduzir novas ondas front, e

o segundo chamaremos de solução simplificada do problema de Riemann, que envolve no máximo

três ondas front de saı́da. No segundo procedimento, introduzimos uma nova onda front de saı́da

não fı́sica com velocidade fixadaλ̂ > 0 estritamente maior que toda velocidade caracterı́stica.

A solução exata do problema de Riemann pode introduzir novas ondas front na solução apro-

ximada. Como a variação total do dado inicial é limitada esupondo queTV(Uh(., t))≤ MTV(U0),

∀ t > 0, ondeM > 0 é constante, então as novas ondas front geradas por muitas interações são muito
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pequenas. Quando o tamanho dessas ondas tornar-se menor queum parâmetroµ > 0, o método de

solução simplificada é usado, esse método pode gerar umanova onda front não fı́sica, com tamanho

muito pequeno. Mostraremos que esse processo mantem o número total de ondas front limitado

para todo tempo.

Descreveremos agora os dois métodos de solução para o problema de Riemann, os quais irão

gerar nossa soluçãoh-aproximada.

Dado o problema de Riemann geral em um ponto(x̄, t̄)



















G(Ψ(U))t +F(Ψ(U))x = 0,

U(x, t̄) =







Ul , x < x̄,

Ur , x > x̄,

(3.35)

Para um dado estadõU = (s̃, r̃) ∈ R
2, consideramos as curvas compostas

Ψ1(γ)(s̃, r̃) ≡







R1(γ)(s̃, r̃) = (s̃+ γ, r̃), γ ≥ 0,

S1(γ)(s̃, r̃) = (s̃+ γ, r̃ −g1(−γ)) , γ < 0,

(3.36)

Ψ2(γ)(s̃, r̃) ≡







R2(γ)(s̃, r̃) = (s̃, r̃ + γ), γ ≥ 0,

S2(γ)(s̃, r̃) = (s̃−g2(−γ), r̃ + γ) , γ < 0.

• Solução exata do problema de Riemann

Dados dois estadosUl e Ur , primeiro determinamos os estadosω0, ω1, ω2, e o valor dos

parâmetrosγ1 e γ2, de modo que

ω0 = Ul , ω1 = Ψ1(γ1)(ω0), ω2 = Ψ2(γ2)(ω1) = Ur .

Observamos queω0, ω1, ω2 são os estados constantes que aparecem na solução do pro-

blema de Riemann (3.35). Se a solução for composta apenas por ondas de choque então o

problema de Riemann tem uma solução constante por partes com um número de linhas de

descontinuidade menor ou igual a 2. Se a solução possuir alguma onda de rarefação, essa

será aproximada por um leque de ondas front de rarefação constantes por partes, inserindo

estados adicionaisωi, j , da seguinte forma: sejaδ > 0 uma constante pequena, dada no inı́cio
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do algoritmo de construção.

– Seγi > 0, consideramos o inteiro

pi ≡ 1+
[γi

δ

]

, (3.37)

onde[s] é o maior número inteiro menor ques. Paraj = 1, ..., pi, definimos

ωi, j ≡ Ψi

(

j
γi

pi

)

(ωi−1), (3.38)

xi, j ≡ x̄+(t − t̄)λi(Ψ(ωi, j)). (3.39)

– Seγi < 0, definimospi ≡ 1 e

ωi,1 ≡ ωi ,

xi,1 ≡ x̄+(t − t̄)λi(ωi−1,ωi), (3.40)

ondeλi(ωi−1,ωi) é a velocidade do choque que conecta os estadosωi−1 e ωi e satisfaz

a condição de Rankinie-Hugoniot.

Agora que determinamos as localizações dos saltosxi, j(t), por (3.39) e (3.40), podemos

definir uma solução aproximada para o problema de Riemann (3.35) da seguinte forma

U(x, t) =































Ul , x < x1,1(t),

Ur , x > xn,pn(t),

ωi(= ωi,pi), xi,pi(t) < x < xi+1,1(t),

ωi, j , xi, j(t) < x < xi, j+1(t), ( j = 1, ..., pi −1).

(3.41)

A diferença entre a funçãoU e a solução exata de (3.35) está no fato que a onda de rarefação

dai-famı́lia é substituı́da por um leque de ondas front de rarefação contendopi ondas,i = 1,2.

Devido a (3.37) e (3.38) temos que o tamanho de cada onda frontde rarefação é< δ , de fato

γi

pi
<

γi
γi
δ

= δ .

• Solução simplificada do problema de Riemann
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A Solução simplificada do problema de Riemann é dividida em dois casos:

1. Sejamj e j ′ ∈ {1,2} duas ondas front que interagem, comj ≥ j ′. Assumimos que os

estadosUl , Um eUr antes da interação são relacionados por

Um = Ψ j(γ)(Ul), Ur = Ψ j ′(γ ′)(Um).

Definimos o estado auxiliar à direira

Ūr ≡







Ψ j(γ)◦Ψ j ′(γ ′)(Ul), j > j ′,

Ψ j(γ + γ ′)(Ul), j = j ′.
(3.42)

SejaŪ = Ū(x, t) a solução constante por partes do problema de Riemann com dadosUl ,

Ūr , construı́da como em (3.41). De acordo com (3.42) a funçãoconstante por partes̄U

contém exatamente duas ondas front de tamanhosγ ′, γ, se j > j ′, ou uma simples onda

front de tamanhoγ + γ ′, se j = j ′.

Como consequência do Comentário 8,Ur = Ūr quando as ondas são de famı́lias dife-

rentes, j 6= j ′, (Figura 3.11). Quando as ondas são da mesma famı́lia,j = j ′, então

Ur 6= Ūr , nesse caso a velocidade do salto entreUr e Ūr , é definida comôλ > 0, que

é uma constante fixa e estritamente maior que as velocidadescaracterı́sticas, (Figura

3.12). Assim, em uma vizinhança do ponto(x̄, t̄), podemos definir portanto uma solução

aproximadaU da seguinte forma

U(x, t)≡







Ū(x, t), (x− x̄) < (t − t̄)λ̂ ,

Ur , (x− x̄) > (t − t̄)λ̂ .
(3.43)

Notamos que quandoj = j ′, a solução simplificada do problema de Riemann introduz

uma nova onda front não fı́sica, com velocidade constanteλ̂ > 0.

2. Uma onda front não fı́sica interage pela esquerda com umaonda frontγ da i-famı́lia

caracterı́stica, para algumi ∈ {1,2}. SejamUl , Um, Ur os estados antes da interação.

Então os estadosUm eUr estão relacionados por

Ur = Ψi(γ)(Um).
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Figura 3.11:P+P→ P+P. Figura 3.12:P+P→P+NP.

Definimos então o estado auxiliar

Ūr ≡ Ψi(γ)(Ul). (3.44)

SejaŪ a solução do problema de Riemann gerado pelos estadosUl e Ūr , construı́da

como em (3.41). Devido a (3.44),̄U possui uma única onda front pertencente ài-

famı́lia, com tamanhoγ. ComoUr 6= Ūr , a velocidade do salto entreUr eŪr é definida

comoλ̂ > 0. Na vizinhança do ponto(x̄, t̄), a solução aproximadaU é portanto definida

de acordo com (3.43).

Como as ondas front não fı́sicas viajam com velocidade constanteλ̂ > 0, elas nunca interagem

umas com as outras.

Para concluirmos a descrição do algoritmo resta especificarmos em que tipo de interação entre

ondas front utilizamos cada tipo de solução do problema deRiemann.

Como mencionamos anteriormente, a escolha é feita de acordo com o parâmetroµ > 0.

• O método exato é usado emt = 0, e em toda interação entre duas ondas front fı́sicas, isto é,

rarefações e choques, quando o produto do tamanho das ondas que interagem é|γγ ′| ≥ µ.

• O método simplificado é usado em toda interação que envolve uma onda front não fı́sica, e é

também utilizado em interações entre duas ondas fı́sicas, quando o produto do tamanho das

ondas que interagem é|γγ ′| < µ.

Toda onda front é unicamente continuada avançando no tempo, a não ser que ela tenham sido

completamente cancelada por interações com outras ondasfront da mesma famı́lia e sinal oposto.
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A construção de uma solução aproximada portanto envolve três parâmetros:

• Uma velocidade fixâλ > 0, estritamente maior que toda velocidade caracterı́stica, que define

a velocidade das ondas não fı́sicas.

• Uma constante pequenaδ > 0, controlando o comprimento máximo das ondas front de

rarefação.

• Um parâmetroµ > 0, determinando quando usaremos a solução exata ou a soluc¸ão simplifi-

cada do problema de Riemann.

Isso completa a definição do algoritmo.

Definição 3.7 Definimos o tamanho de uma onda não f́ısica como a diferença|Ur − Ūr |. Para

facilitar nossas ańalises, diremos que as ondas front não f́ısicas s̃ao da3-faḿılia caracteŕıstica.

Precisamos mostrar agora que se o dado inicialU0 tem variação total limitada, então para cada

h∈ N existe uma escolha apropriada dos parâmetrosδ e µ, que faz com que a aplicação do algo-

ritmo produza uma soluçãoh-aproximada definida para todot ≥ 0. Assumimos queδ = 1
h e que

λ̂ = 1
ε . O parâmetroµ será escolhido de forma que o tamanho total de todas as ondasnão fı́sicas

seja< 1
h.

Comentário 13 De acordo com o algoritmo, ondas front de choque viajam exatamente com a ve-

locidade de Rankine-Hugoniotẋα = λkα (Ur ,Ul), enquanto que as ondas front de rarefação viajam

com velocidades caracterı́sticas de seus estadosà direira ẋα = λkα (Ψ(Ur)).

Porém, se tr̂es ou mais ondas front se encontrarem em um mesmo ponto, mudamos a velocidade de

uma ou mais ondas front, para garantirmos que no máximo duas ontas front interagem em cada

ponto. Claro que essa mudança de velocidade pode ser escolhida arbitrariamente pequena.

3.4 Estimativas de interação

Nesta seção estudaremos os tipos de interação entre ondas front que podem ocorrer quando

o algoritmo apresentado na seção anterior é aplicado ao sistema (3.5). Estamos interessados na
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relação entre os tamanhos das ondas de entrada e os tamanhos das ondas de saı́da envolvidas em

uma interação.

Supomos que a solução aproximadaUh(x, t) é construı́da para 0≤ t < T, para algumT > 0.

Sejat ∈ (0,T) fixo, onde não ocorre interação entre ondas. Sejaxα ; α = 1, ...,N, as localizações

das ondas front emUh(., t).

Definição 3.8 Diremos que duas ondas front em Uh(., t) localizadas nos pontos xα < xβ e perten-

centes̀as faḿılias caracteŕısticas kα ,kβ ∈ {1,2,3}, respectivamente, estão se aproximando quando

kα > kβ , ou quando kα = kβ e pelo menos uma das ondasé um choque.

Observamos que duas ondas front de rarefação da mesma fam´ılia caracterı́stica nunca se apro-

ximam. De fato, sejamUl , Um eUr os valores intermediários, relacionados por

Um = Ri(γ)(Ul), Ur = Ri(γ ′)(Um),

ondeγ, γ ′ ≥ 0. Esses estados estão sobre a mesmai-curva de rarefação e como a velocidade

caracterı́stica é crescente ao longo dai-curva de rarefação temos queλi(Ψ(Um)) < λi(Ψ(Ur)), o

que mostra que as duasi-ondas de rarefação nunca se encontram, parai = 1,2.

As ondas front não fı́sicas não interagem entre si, pois toda onda front não fı́sica viaja com a

mesma velocidade caracterı́sticaλ̂ .

3.4.1. Estimativas locais de interação

As ondas front não fı́sicas que são da 3-famı́lia caracterı́stica interagem com qualquer onda que

esteja a sua direita. As ondas front podem interagir da seguinte forma:

1. NP interage comS2, ou comS1, ou comR2, ou comR1,

2. S2 interage comS2, ou comS1, ou comR2, ou comR1,

3. R2 interage comS2, ou comS1, ou comR1,

4. S1 interage comS1, ou comR1,
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5. R1 interage comS1.

Notações: Nesta seção usaremos uma notação que deve nos auxiliarna análise das interações

entre ondas front: usamosβ para denotar uma 1-onda front de choque com tamanho|β |. De forma

similar, usaremosγ para denotar uma 2-onda front de choque,o para denotar uma 1-onda front de

rarefação eπ para denotar uma 2-onda front de rarefação.

Em um ponto onde ocorre interação, denotamos porβ ′ uma 1-onda de choque de chegada e porβ

uma 1-onda de choque de saı́da.

Escrevemosγ ′ + o′ → o+ γ para denotar a interação entre uma 2-onda front de choque com uma

1-onda front de rarefação que gera uma 1-onda front de rarefação e uma 2-onda front de choque,

essa interação também será denotada comoS2+R1 → R1+S2 quando não quisermos especificar o

tamanho das ondas envolvidas.

Primeiro analisaremos as interações entre uma onda frontnão fı́sica e uma onda front de choque

ou uma onda front de rarefação. SejamUl , Um eUr os estados intermediários antes da interação. Os

estadosUl eUm estão separados pela onda front não fı́sica, e assumimos primeiro que os estados

Um e Ur estão relacionados porUr = Ψ2(γ)(Um), ondeγ é o tamanho da 2-onda de choque. De

acordo com a solução simplificada do problema de Riemann, que deve ser aplicada nesse caso, a

solução do problema de Riemann gerado por essa interação possui os valores intermediáriosUl , Ūr

eUr , sendo que os estados̄Ur eUr estão separados por uma onda front não fı́sica, e os estadosUl e

Ūr estão relacionados por̄Ur = Ψ2(γ)(Ul). Por (3.36), temos que

|Ūr −Ur |− |Ul −Um| = |Ψ2(γ)(Ul)−Ψ2(γ)(Um)|− |Ul −Um| = 0.

Os outros casos são análogos. Portanto uma onda front nãofı́sica não tem seu tamanho alterado

depois de uma interação com uma onda front qualquer.

Segue do Comentário 8 que a interação entre uma 2-onda front de choqueγ ′ com uma 1-onda

front de choqueβ ′, gera na solução exata do problema de Riemann uma 1-onda front de choque

com tamanhoβ = β ′ e uma 2-onda front de choque com tamanhoγ = γ ′, ou seja,γ ′+β ′ → β ′+γ ′.

O mesmo fato ocorre nas seguintes interações

S2+R1 → R1+S2, R2+R1 → R1+R2, R2+S1 → S1+R2.
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Lembramos que quando usamos a solução simplificada do problema de Riemann para essas interações,

a diferença|Ūr −Ur | é nula, ou seja, quando a interação é entre ondas front defamı́lias carac-

terı́sticas diferente, não há introdução de uma nova onda front não fı́sica.

Resta agora analisarmos as interações entre ondas front da mesma famı́lia, ou seja,S2 + S2,

S2+R2, S1+S1, S1+R1, R2+S2 eR1+S1. Lembramos que devido ao Comentário 8 as interações

S2+S2 eS1+S1, S2+R2 eS1+R1, R2+S2 e R1+S1 são análogas.

A solução do problema de Riemann gerado por uma interação depende da posição do estadoUr

em relação ao estadoUl , (Figura 3.1).

Quando temos uma interação do tipoS2 + R2 temos duas soluções possı́veis, que dependem

do tamanho da 2-onda front de rarefação. No primeiro caso,S2 +R2 → S1 +S2, temosγ ′ +π ′ →
β + γ. Nesse caso o estadoUr está na regiãoII . Pelo Comentário 8, podemos considerar uma

interação auxiliar, de forma queγ ′+π ′→ γ +β → β +γ, (Figura 3.13). Assim, temos que|γ|< |γ ′|.
Escrevendoζ = |γ ′|− |γ|, temos que|β | < ζ = |γ ′|− |γ|. De fato, notamos que

sl −sr = g2(r l − rr) = g2(|γ ′|),

sl − s̄ = g2(r l − r̄) = g2(|γ|),

assim, temos que

|β | = s̄−sr = (sl −sr)− (sl − s̄) = g2(|γ ′|)−g2(|γ|) ≤ g′2(y)(|γ ′|− |γ|),

ondey está entre|γ ′| e |γ|. Como max{g′2(y)}= κ < 1, ondey é limitado pelo tamanho máximo das

ondas, entãoκ depende apenas do tamanho máximo das ondas. Assim,|β | ≤ κ(|γ ′|− |γ|) = κζ .

No segundo caso,S2 +R2 → S1 +R2, temosγ ′ +π ′ → β +π . Nesse caso, o estadoUr está na

regiãoIII . Pelo Comentário 8, temos que|β | ≤ κ |γ ′|, além disso|π | ≤ |π ′|.

Temos resultados análogos para as interaçõesR1 +S1, R2+S2 eS1+R1 .

A interaçãoS2+S2 gera uma onda front de rarefaçãoR1 e uma onda front de choqueS2, quando

aplicamos a solução exata do problema de Riemann, ou seja,S2 +S2 → R1 +S2. Sejamγ ′ e γ ′′ as

2-ondas front de choque de entrada eo e γ a 1-onda front de rarefação e a 2-onda front de choque
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Figura 3.13:S2+R2 → S1+S2.

de saı́da, respectivamente. SejamUl , Um eUr os estados intermediários antes da interação, esses es-

tados estão relacionados porUm = Ψ2(γ ′)(Ul) eUr = Ψ2(γ ′′)(Um). SejaŪm o estado intermediário

de saı́da, relacionado comUl porŪm = Ψ1(o)(Ul) e comUr porUr = Ψ2(γ)(Ūm), (Figura 3.14).

Nesse caso o estadoUr está na regiãoI . Notamos que

Ur = (sr , rr) = (sl , r l )+(−g2(|γ ′|)−g2(|γ ′′|),γ ′+ γ ′′),

(s̄, rr) = (sl , r l )+(−g2(|γ ′+ γ ′′|),γ ′+ γ ′′),

fazendoo = sr − s̄, temos que

(s̄, rr)+(o,0) = (sr , rr).

Além disso,

o = sr − s̄= −g2(−γ ′)−g2(−γ ′′)+g2(−γ ′− γ ′′) ≡ φ(γ ′,γ ′′).

Comoφ é C2 com segundas derivadas Lipschitz contı́nuas eφ(γ ′,0) = φ(0,γ ′′) = 0, pelo Lema

2.2, temos queo = C|γ ′γ ′′|, onde a constanteC depende apenas do tamanho máximo das ondas.

Devido ao Comentário (8), temos um resultado análogo quando ocorre uma interação do tipo

S1+S1.
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Figura 3.14:S2+S2 → R1+S2.

O erro gerado quando uma nova onda front não fı́sica é inserida em nossa solução aproximada

é pequeno, isso será mostrado nas próximas seções.

As observações anteriores estão resumidas no próximo lema.

Lema 3.8 Assumimos que0 < ρ ≤ ρl , ρr ≤ ρ̄ . Ent̃ao existe uma constante C e uma constante

κ , 0 < κ < 1, dependendo apenas do sistema 3.5 e dos valores deρ, ρ̄ , tal que as seguintes

desigualdades s̃ao verdadeiras

(1) γ ′ +β ′ → β + γ, ondeβ = β ′ e γ = γ ′.

(2) γ ′ +o′ → o+ γ, onde o= o′ e γ = γ ′.

(3) γ ′ + γ ′′ → o+ γ, onde|γ| = |γ ′|+ |γ ′′| e o= C|γ ′γ ′′|.

(4) γ ′ +π ′ → β + γ, ondeζ = |γ ′|− |γ| e |β | ≤ κζ . Observe queζ > 0 por construç̃ao.

(5) γ ′ +π ′ → β +π , onde|β | ≤ κ|γ ′| e |π| ≤ |π ′|.

(6) π ′+o′ → o+π .

Devido ao Comentário 8, o lema anterior cobre todos os casosde interação entre ondas front.

Comentário 14 No item(3) do Lema 3.8, temos que o≤ g2(|γ ′|+ |γ ′′|) ≤ |γ ′|+ |γ ′′| , pois g′2 < 1.

Conclúımos que os estados intermediários Um que aparecem em cada solução do problema de
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Riemann permanecem em uma vizinhança do estado Ul , sendo que|Ul −Um| ≤ |Ul −Ur |. De fato,

supomos que Um = (r l ,sr + g2(|rr − r l |)), onde rr − r l < 0, ou seja, Um est́a sobre R2. Usando a

norma da soma emR2, temos

|Ul −Um| = |sm−sl | = |sr +g2(|rr − r l |)−sl | ≤ |sr −sl |+ |rr − r l | = |Ul −Ur |.

Os outros casos são ańalogos.

3.4.2. Estimativas globais de interação

Supomos que a solução aproximadaUh(x, t) é construı́da para 0≤ t < T, para algumT > 0.

Queremos verificar que a variação total da solução aproximadaTV(Uh(., t)) permanece limitada.

Sejat ∈ (0,T) fixo, um tempo onde não ocorre interação entre ondas front. Denotamos por

Si(t) o conjunto de todas asi-ondas front de choque emUh(., t) eS= S1∪S2. Denotamos porRi(t)

o conjunto de todas asi-ondas front de rarefação emUh(., t) eR= R1∪R2.

Definimos os funcionais

L−(t)≡ ∑
α∈S(t)

|α|,

L+(t)≡ ∑
α∈R(t)

|α|.

O funcionalL− é a variação negativa des e r emUh(., t), e o funcionalL+ é a variação positiva de

s e r emUh(., t).

Sejaτ ∈ (0,T) um tempo onde duas ondas interagem. O próximo lema mostra que o funcional

L− permanece limitado após cada interação.

Lema 3.9 Assumimos que0 < ρ ≤ ρl , ρr ≤ ρ̄ . Ent̃ao

∆L−(τ) = L−(τ+)−L−(τ−) ≤ 0.
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Demonstraç̃ao: A demonstração é consequência direta do Lema 3.8. De fato, quando a interação

é entre ondas front de famı́lias diferentes∆L−(τ) = 0. Quando a interação é entre ondas front da

mesma famı́lia, vamos analisar dois casos possı́veis. Assumimos, sem perda de generalidade, que

apenas as ondasγ ′ e γ ′′ interagem emτ.

(1) γ ′ + γ ′′ → o+ γ,

L−(τ−) = ∑ |α|+ |γ ′|+ |γ ′′|,

L−(τ+) = ∑ |α|+ |γ|,

onde o somatório é sobre todas as ondas de choque emUh(.,τ) que não interagem emτ.

Assim, pelo Lema 3.8,

∆L−(τ) = |γ|− |γ ′|− |γ ′′| = 0,

pois|γ| = |γ ′|+ |γ ′′|.

(2) γ ′ +π ′ → β + γ,

L−(τ−) = ∑ |α|+ |γ ′|,

L−(τ+) = ∑ |α|+ |β |+ |γ|,

onde o somatório é sobre todas as ondas de choque emUh(.,τ) que não interagem emτ.

Assim, pelo Lema 3.8,

∆L−(τ) = |β |+ |γ|− |γ ′| = |β |−ζ ≤ 0,

pois|γ| = |γ ′|−ζ e |β | ≤ κζ < ζ .

Os outros casos são análogos.
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As estimativas do Lema 3.9 são independentes deT > 0, e válidas para todoτ > 0 onde ocorre

uma interação entre ondas front.

Para concluirmos que a variação total da solução aproximada é limitada para cadat > 0, ainda

precisamos mostrar que o tamanho total das ondas não fı́sicas é controlado.

Comentário 15 Quando duas ondas de choque interagem e geram uma nova onda derarefaç̃ao,

o tamanho da onda de rarefação é limitado pela constante C vezes o produto das ondas de choque

que interagem. Assim, para cada t∈ (0,T) fixo,

L+(t) ≤ L+(0)+ ∑
0≤τ<t

∆L+(τ)

≤ L+(0)+C ∑
0≤τ<t

|γγ ′|

≤ L+(0)+CL−(0)2,

onde o somatório é sobre todos os pares de ondas de choque que interagem em algumτ ∈ [0, t).

Comentário 16 Como o ńumero de descontinuidades no dado inicial Uh(x,0) é finito e a veloci-

dade de cada onda front́e limitada por λ̂ , ent̃ao Uh(−∞, t) = p0, ∀ t ∈ [0,T). Além disso, as

constantes C eκ que aparecem no Lema 3.8, são uniformes para qualquer interação entre duas

ondas front, pois dependem apenas do tamanho máximo das ondas.

3.5 Decomposiç̃ao por caminhos

Nesta seção vamos mostrar que o tamanho total de todas as ondas geradas por interações entre

ondas front permanece uniformemente limitado. Para esse fim, usaremos as estimativas locais de

interação estudadas na seção anterior e a noção de caminhos ([2]).

Consideramos uma solução aproximadaUh(x, t), para 0≤ t < T.

Definição 3.9 ([2]) Uma seqûencia de pontos de interação P0,P1, ...,Pn, constitui um caminho se
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P0 ∈ {t = 0} e cada segmento Pj−1Pj é um choque front, j= 1, ...,n. Esse caminhóe denotado por

Γ : P0 → P1 → ... → Pn.

Definição 3.10 ([2]) Definimos óındice(c j ,k j) de cada segmento Pj−1Pj do caminhoΓ da seguinte

forma: definimos k1 ≡ 1,

c j ≡







1, se Pj−1Pj é um1−choque,

2, se Pj−1Pj é um2−choque,

j = 1, ...,n,

k j ≡







k j−1, se cj = c j−1,

k j−1+1, se cj 6= c j−1,

j = 2, ...,n.

Cadak j é chamado de ordem de geração do segmento e a sequência(c1,k1), (c2,k2), ..., (cn,kn) é

chamada de ı́ndice do caminho.

Suponha que uma 1-onda front de choqueβ tem inı́cio em um pontoP0 ∈ {t = 0}. Sejat1 o

primeiro tempo de interação, que ocorre no pontoP1. Definimos o tamanho do segmento em um

caminho de forma indutiva.

Primeiramente, consideramosP0P1 como um simples caminhoΓ : P0→P1 e definimos o tamanho

do segmentoP0P1 como|β |. Daı́, o tamanho do caminhoΓ é |Γ| = |β | e seu ı́ndice é(1,1). Dessa

forma, definimos o tamanho de cada caminho que possui apenas um segmento constituı́do por um

choque front com origem em{t = 0}.

Depois de uma interação o caminhoΓ é estendido de acordo com o tipo de interação. Os tipos

de interação que podem aparecer no caso geral são:

• Supomos que uma(1,1)-ondaβ ′, que conecta os pontosP0 e P1, e uma(2,1)-ondaγ ′, que

conecta os pontosP′
0 e P1, interagem emP1 e as ondasβ e γ são geradas. De acordo com o
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Comentário 8, temos queβ = β ′ e γ = γ ′. Assim temos dois caminhos (não nulos) possı́veis

Γ1 : P0 → P1 → P2,

Γ2 : P′
0 → P1 → P′

2,

ondeP2 eP′
2 são os pontos onde ocorrerá, possivelmente, novas interações.

O tamanho do segmentoP1P2 é definido como|β ′| e seu ı́ndice é definido como(1,1). O

tamanho do segmentoP1P′
2 é definido como|γ ′| e seu ı́ndice é definido como(2,1). Notamos

que nessa interação não ocorre mudança nos ı́ndices doscaminhos.

Nas interaçõesS2+R1 eR2+S1, e nas interações onde ondas front não fı́sicas estão envolvi-

das, definimos os caminhos possı́veis de forma análoga.

Definição 3.11 Definimos o caminho que passa pelos pontos P0, P1 e P′2, e o caminho que

passa pelos pontos P′0, P1 e P2, como de tamanho nulo em cada segmento.

• Supomos que uma(2,1)-ondaγ ′ interage com uma 2-onda front de rarefaçãoπ ′. Lembramos

que dependendo do tamanho deπ ′, temos duas soluções possı́veis para o problema de Rie-

mann gerado por essa interação,

γ ′ +π ′ → β + γ ouγ ′ +π ′ → β +π,

segue do Lema 3.8(4), que

|γ| ≤ |γ ′|, |β | < |γ ′|, |β | ≤ κ(|γ ′|− |γ|),

no primeiro caso, e segue do Lema 3.8(5), que

|β | ≤ κ|γ ′|,

no segundo caso, onde 0< κ < 1, κ depende apenas do sistema (3.5), dos valoresρ e ρ̄ e de

TV(U0).

No primeiro caso,γ ′ +π ′ → β + γ, o caminhoΓ : P0 → P1, com tamanho|γ ′| é decomposto

em dois caminhosP0P1 e uma cópia deP0P1, com tamanhos|γ| e |γ ′|−|γ|, e com ı́ndice igual
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a (2,1). Dessa forma, temos dois caminhos possı́veis,

Γ1 : P0 → P1 → P2,

Γ2 : P0 → P1 → P′
2.

Estendemos então o(2,1)-segmento|γ|, do pontoP1 até o pontoP2, com tamanho|γ| e ı́ndice

(2,1). Estendemos o(2,1)-segmento|γ ′|− |γ|, do pontoP1 até o pontoP′
2, com tamanho|β |

e ı́ndice(1,2).

No segundo caso,γ ′ +π ′ → β +π , temos apenas um caminho possı́vel,

Γ1 : P0 → P1 → P2.

O tamanho do segmentoP1P2 é definido como|β | e o ı́ndice como(1,2).

Nas interaçõesS1+R1, R1+S1 eR2+S2, definimos os caminhos possı́veis de forma análoga.

• Supomos que uma(2,1)-ondaγ ′, que conecta os pontosP0 e P1, interage com uma(2,1)-

ondaγ ′′, que conecta os pontosP′
0 e P1. Nesse caso, a solução do problema de Riemann

criado pela interação gera uma 2-onda de choqueγ e uma 1-onda de rarefação. Segue do

Lema 3.8 que

|γ| = |γ ′|+ |γ ′′|.

Temos então dois caminhos possı́veis

Γ1 : P0 → P1 → P2,

Γ2 : P′
0 → P1 → P2.

Nesse caso, o ı́ndice não muda em nenhum dos dois caminhos. Para definirmos os tamanhos,

o segmento|γ| é primeiro decomposto em dois caminhosP1P2 e uma cópia deP1P2, com

tamanhos|γ ′| e |γ ′′|, respectivamente.

Estendemos o caminhoΓ1, após o pontoP1, com tamanho|γ ′|, sem mudança de ı́ndice.

Estendemos o caminhoΓ2, após o pontoP1, com tamanho|γ ′′|, sem mudança de ı́ndice.
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A interação do tipoS2 + R2 merece atenção especial. Nesse caso, os caminhos que estamos

considerando na interação são todos divididos proporcionalmente. Por exemplo, consideramos a

interaçãoγ ′ + γ ′′ → o+ γ, nesse caso, existem dois caminhos possı́veis

Γ1 : P0 → P1 → P2,

Γ2 : P′
0 → P1 → P2,

o ı́ndice dos caminhosΓ1 e Γ2 é igual a(2,1), e seus tamanhos são|Γ1| = |γ ′|+ |γ ′| e |Γ2| =

|γ ′′|+ |γ ′′|, respectivamente, além disso,|γ|= |γ ′|+ |γ ′′|, de acordo com o terceiro tipo de interação

possı́vel.

Supomos então que a 2-onda front de choqueγ interage com uma 2-onda front de rarefaçãoπ ,

no pontoP2. Essa nova interação gera duas ondas de choqueβ e γ̄ , que conectam os pontosP2, P3

eP2, P′
3, respectivamente, (Figura 3.15).

Figura 3.15: Decomposição dos CaminhosΓ1 e Γ2.

O caminhoΓ1 é então dividido em dois caminhosΓ(1)
1 com tamanho|Γ1| |γ̄||γ | eΓ(2)

1 com tamanho

|Γ1| |γ |−|γ̄|
|γ | . O caminhoΓ(1)

1 é estendido, entre os pontosP2 e P′
3, com tamanho|γ

′||γ̄|
|γ | , e com ı́ndice

(2,1). O caminhoΓ(2)
1 é estendido, entre os pontosP2 eP3, com tamanho|γ

′||β |
|γ | , e com ı́ndice(1,2),

(Figura 3.15).

O caminhoΓ2 também é dividido em dois caminhosΓ(1)
2 com tamanho|Γ2| |γ̄||γ | e Γ(2)

2 com

tamanho|Γ2| |γ̄||γ | . O caminhoΓ(1)
2 é estendido, entre os pontosP2 e P′

3, com tamanho|γ
′′||γ̄ |
|γ | , e com

ı́ndice(2,1). O caminhoΓ(2)
2 é estendido, entre os pontosP2 e P3, com tamanho|γ

′′||β |
|γ | , e com

ı́ndice(1,2), ( Figura 3.15).
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Notamos que|γ
′||γ̄ |
|γ | +

|γ ′′||γ̄|
|γ | = |γ̄| e |γ ′||β |

|γ | +
|γ ′′||β |
|γ | = |β |.

Comentário 17 O segmento conectando P0 e sua primeira interaç̃ao em P1 pertenceŕa a muitos

caminhos, e o tamanho do choque que conecta os pontos P0 e P1 seŕa igual a soma dos tamanhos

do segmento P0P1 em cada um desses caminhos, essa igualdade se repete em todo segmento Pj−1Pj ,

por construç̃ao.

O caso geral pode sempre ser tratado como um dos casos mostrados anteriomente. Definimos

então uma coleção finita de caminhosΓ̄ = {Γl}, 1≤ l ≤ m, na solução aproximada.

Um caminhoΓ é considerado uma curva Lipschitzx = Γ(t). Para todot diferente dos tempos

de interação, definimosαΓ(t) o tamanho deΓ emt ekΓ(t) a ordem de geração deΓ emt.

Lembramos queS(t) é o conjunto de todas as ondas front de choque emUh(., t), e para cada

t > 0 fixo, diferente dos tempos de interação, denotamos a variação negativa, por

L−(t) = ∑
α∈S(t)

|α|.

O próximo lema segue direto das definições.

Lema 3.10 Assumimos que TV(U0) é limitada e que0 < ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ̄ , ∀ x ∈ R. Para toda

soluç̃ao aproximada, temos uma coleção finita de caminhos̄Γ = {Γl}, 1≤ l ≤ m, tal que

1. L−(t) = ∑α∈S(t) |α| = ∑Γ∈Γ̄ αΓ(t).

2. SejaΓ : P0→P1→ ...→Pn um caminho, e sejam(c j ,k j) eα j o ı́ndice e o tamanho de Pj−1Pj ,

respectivamente. Então

k j+1 = k j ⇒ α j+1 ≤ α j ,

k j+1 = k j +1 ⇒ α j+1 ≤ κα j ,

onde0 < κ < 1 e j = 1, ...,n−1.

O próximo lema é consequência direta do lema anterior.
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Lema 3.11 Assumimos que TV(U0) é limitada e que0 < ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ̄ , ∀ x ∈ R. As seguintes

desigualdades s̃ao verdadeiras:

αΓ(t) ≤ αΓ(0) se kΓ(t) = 1,

αΓ(t) ≤ κ j−1αΓ(0) se kΓ(t)≥ 2,

onde0 < κ < 1.

Usando esses lemas, temos que

∑
{Γ:kΓ(t)= j}

αΓ(t)≤ κ j−1 ∑
{Γ:kΓ(t)=1}

αΓ(0) ≤ κ j−1L−(0).

Portanto, o tamanho total das ondas front de choque é estimado por

∑
j≥1

κ j−1L−(0) ≤ 1
1−κ

L−(0).

Denotando porL−
j (t) = ∑{Γ:kΓ(t)= j}αΓ(t) a soma dos tamanhos dos caminhos com ordem igual

a j emt, obtemos

Proposiç̃ao 3.1 Assumimos que TV(U0) é limitada e que0 < ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ̄ , ∀ x∈ R. Ent̃ao

L−
1 ≤ L−(0), L−

j (t) ≤ κ j−1L−(0), j ≥ 2,

onde0 < κ < 1.

3.5.1. Estimativa sobre o tamanho total das ondas geradas por interaç̃oes

Agora vamos estimar o tamanho total das ondas geradas por todas as interações. Assumimos

queTV(U0) é limitada e que 0< ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ̄ , ∀ x∈ R. Segue das análises anteriores que:

1. Uma novai-onda de rarefação é gerada apenas pela interação de duas j-ondas front de

choque,i 6= j.
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2. O tamanho de uma onda front de rarefação não se altera quando essa onda interage com

ondas front de famı́lias diferentes, e decresce quando essaonda interage com uma onda front

de choque da mesma famı́lia.

3. Ondas front de rarefação da mesma famı́lia não interagem entre si.

4. Uma novai-onda front de choque pode ser gerada apenas pela interação entre umaj-onda

front de choque e umaj-onda front de rarefação,i 6= j.

5. Quando duasi-ondas front de choque interagem, o problema de Riemann correspondente

gera uma grandei-onda front de choque e uma pequenaj-onda de rarefação,i 6= j.

6. O tamanho de uma onda front de choque não se altera quando essa onda interage com ondas

front de famı́lias diferentes, e decresce quando essa onda interage com uma onda front de

rarefação da mesma famı́lia.

7. Uma nova onda front não fı́sica é gerada apenas quando duas ondas front da mesma famı́lia

interagem e a solução simplificada do problema de Riemann ´e usada.

8. Quando uma onda front não fı́sica interage com uma onda front fı́sica seus tamanhos não se

alteram.

9. Ondas front não fı́sicas não interagem entre si.

Seja{Pm} a coleção de todos os pontos onde ocorrem interações entre duas ondas front de

choque da mesma famı́lia. O tamanho das ondas front de choquede chegada emPm é denotada por

α j(Pm), j = 1,2.

Lema 3.12 O tamanho total de novas ondas de rarefação geradas pela interação de duas ondas

front de choque da mesma famı́lia é estimado por

∑
Pm

|α1(Pm)α2(Pm)| ≤ 1
2(1−κ)

L−(0)2.
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Demonstraç̃ao: SejaΓ̄α j (Pm) a coleção de caminhos que compõemα j(Pm) e sejaαΓ j (Pm) o

tamanho do caminhoΓ j ∈ Γ̄α j (Pm), j = 1,2. Então temos que

∑
Pm

|α1(Pm)α2(Pm)| ≤ ∑
Pm



 ∑
Γ1∈Γ̄α j (Pm)



 ∑
Γ2∈Γ̄α j (Pm)

|αΓ1(Pm)αΓ2(Pm)|









≤ 1
2 ∑

Γ∈Γ̄



 ∑
Pm∈Γ

|αΓ(Pm)| ∑
Γ∗∈Γ̄∗(Γ,Pm)

|αΓ̄∗(Pm)|



 ,

ondeΓ̄∗(Γ,Pm) denota o conjunto dos caminhos que interegem comΓ emPm e Γ̄ está definido no

Lema 3.10. Como∪Pm∈ΓΓ̄∗(Γ,Pm) ⊂ Γ̄−{Γ}, mudando a ordem do somatório, encontramos que

∑
Pm∈Γ

|αΓ(Pm)| ∑
Γ∗∈Γ̄∗(Γ,Pm)

|αΓ∗(Pm)| ≤ ∑
Γ∗∈Γ̄−{Γ}

(

∑
Pm∈Γ∩Γ∗

|αΓ(Pm)αΓ∗(Pm)|
)

.

SejamPm, P′
m ∈ Γ∩Γ∗, Pm 6= P′

m, e supomos que não existe um ponto deΓ∩Γ∗ entrePm e P′
m.

Notamos que não podemos terkΓ(P−
m) = kΓ(P′−

m ) e kΓ∗(P−
m ) = kΓ∗(P′−

m ) ondeP−
m = limt→P−

m
t, ao

mesmo tempo, pois depois da interação emPm, pelo menos um dos caminhos deve mudar de direção

(de i-choque paraj-choque,i 6= j) para que eles interajam novamente emP′
m. A ordem de geração

deΓ ou deΓ∗ cresce pelo menos uma vez emPm → P′
m, e temos que

∑
Pm∈Γ∩Γ∗

|αΓ(Pm)αΓ∗(Pm)| ≤ ∑
j≥1

κ j−1|αΓ(P0)αΓ∗(P∗
0)| = 1

1−κ
|αΓ(P0)αΓ∗(P∗

0)|,

ondeP0 ∈ Γ, P∗
0 ∈ Γ∗ são pontos iniciais em{t = 0}. Portanto, obtemos que

∑
Pm

|α1(Pm)α2(Pm)| ≤ 1
2 ∑

Γ∈Γ̄



 ∑
Pm∈Γ

|αΓ(Pm)| ∑
Γ∗∈Γ̄∗(Γ,Pm)

|αΓ̄∗(Pm)|





≤ 1
2 ∑

Γ∈Γ̄



 ∑
Γ∗∈Γ̄−{Γ}

(

∑
Pm∈Γ∩Γ∗

|αΓ(Pm)αΓ∗(Pm)|
)





≤ 1
2 ∑

Γ∈Γ̄



 ∑
Γ∗∈Γ̄−{Γ}

1
1−κ

|αΓ(P0)αΓ∗(P∗
0)|





≤ 1
2(1−κ)

L−(0)2.
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Parat > 0 fixo, onde não ocorre interação entre ondas, lembramos que L+(t) = ∑α∈R(t) |α|
denota a variação positiva, ondeR(t) é o conjunto de todas as ondas front de rarefação emUh(., t).

Os resultados anteriores, provam que o tamanho total das ondas de rarefação geradas pela

interação de duas ondas front de choque da mesma famı́lia ´e estimado por C
2(1−κ)L

−(0)2. Além

disso, temos que o tamanho de uma onda front de rarefação n˜ao cresce depois de uma interação.

Portanto o tamanho total das ondas de rarefação em um tempot > 0 é estimado pelo tamanho total

das ondas de rarefação emUh(.,0+), mais o tamanho total das ondas de rarefação geradas pela

interação de duas ondas front de choque da mesma famı́lia,ou seja,

L+(t) ≤
{

L+(0)+
C

2(1−κ)
L−(0)2

}

.

Lema 3.13 O tamanho total das ondas geradas pela interação de uma i-ondas front de choqueα

e uma j-onda front de rarefação θ , i 6= j, é estimado por

∑
Pm

|α(Pm)θ(Pm)| ≤ 1
1−κ

L−(0)

{

L+(0)+
C

2(1−κ)
L−(0)2

}

.

Demonstraç̃ao: Pelas observações anteriores, o tamanho total das ondas não se altera quando

umai-onda front de rarefação interage com umaj-onda front de choque,i 6= j.

Quando uma onda front de rarefação interage com uma onda front de choque, da mesma famı́lia,

ocorre um cancelamento, e a onda front de rarefação ou a onda front de choque que resta é da

mesma famı́lia. Daı́, cada onda front de rarefação não interage novamente com o mesmo choque

(caminho), sem que esse tenha mudado sua ordem de geração.Assim, a quantidade total dessas

interações é enumerável por todas as ordens de geração.

Portanto o tamanho total das ondas geradas por essas interac¸ões é estimado pelo tamanho total das

ondas de choques vezes o tamanho total das ondas de rarefaç˜ao, ou seja,

∑
j≥1

κ j−1L−(0)

{

L+(0)+
C

2(1−κ)
L−(0)2

}

≤ 1
1−κ

L−(0)

{

L+(0)+
C

2(1−κ)
L−(0)2

}

.
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Denotamos porσ , τ as ondas de chegada emPm. EntãoQ(Pm) ≡ |στ| estima o tamanho das

ondas geradas pela interação emPm.

Combinando os resultados anteriores, temos que

Proposiç̃ao 3.2 Assumimos que TV(U0) é limitada e que0 < ρ ≤ ρ0(x) ≤ ρ̄ , ∀ x∈ R. O tamanho

total das ondas geradas pela interação de duas ondas fronté uniformemente limitado, istóe, existe

uma constantēC dependendo apenas do sistema (3.5), de TV(U0) e dos valoresρ e ρ̄ , tal que

∑
Pm

Q(Pm) ≤ C̄.

3.5.2. Estimativas sobre as ondas não f́ısicas

Como em [2], vamos mostrar que a solução aproximada é construı́da para todo 0≤ t < ∞.

Assumimos o contrário. Supomos que existe uma sequência de tempos onde ocorrem as interações

τm, tal que limm→∞ τm = τ∞ < ∞. Como a estimativa da Proposição 3.2 vale para todo 0≤ t < τ∞,

existe uma constanteC∞ tal que

∑
0≤τm<τ∞

Q(Pm) ≤C∞, (3.45)

ondeτm denota o tempo onde ocorre a interação emPm e o somatório é sobre todos os pontos

de interação entret = 0 e τ∞. Sejaµ o parâmetro introduzido pelo algoritmo front tracking. A

estimativa (3.45) diz que existe no máximoC∞
µ pontos de interação tal que os tamanhos das ondas

de entrada satisfazemQ(Pm) ≥ µ. Como novas ondas fı́sicas são geradas apenas em tais pontos, o

número de ondas front fı́sicas é finito. Como uma nova onda front não fı́sica é gerada apenas pela

interação de duas ondas front fı́sicas, e quaisquer duas ondas front fı́sicas podem interagir apenas

uma vez, o número de ondas front não fı́sicas é fı́nito. Concluı́mos que o número total de ondas

front é finito, o que é uma contradição.

Sejaα uma onda de choque emt > 0. Essa onda de choque contém muitos caminhos que
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podem ser organizados de forma que tenhamos

Γ1(t),Γ2(t),Γ3(t), ..., kΓ1(t)≤ kΓ2(t) ≤ kΓ3(t)≤ ...,

A ordem de geração da onda de choqueα é definida porkΓ1 e denotada porkα . SejaV−
j (t) a soma

dos tamanhos de todas as ondas de choque emt, cuja ordem de geração é maior ou igual aj. Então

segue queV−
j (t) = ∑l≥ j L

−
l (t), e da Proposição 3.1, obtemos

sup
t≥0

V−
j (t)≤ L−(0) ∑

l≥ j

κ l−1 =
κ j−1L−(0)

1−κ
.

Lembramos que apenas a solução simplificada do problema deRiemann gerá uma onda front

não fı́sica. Em particular, uma ou duas ondas front de choque estão envolvidas nessa interação. Por

definição, temos queL−(t) não cresce. Suponha que as ondas front de choqueγ ′ e γ ′′ interagem

e geram uma onda front não fı́sica. Então a ordem de geraç˜ao da onda não fı́sica é definida como

max{kγ ′,kγ ′′}+1. Se a interação é entre uma onda front de choqueγ ′ e uma onda front de rarefação,

então a ordem de geração da onda front não fı́sica gerada, é definida comokγ ′ +1. Lembramos que

as ondas front não fı́sicas não interagem entre si.

Nos próximos lemas, faremos estimativas mais explicitas dos resultados que aparecem em [2].

Lema 3.14 Sejaσ uma onda front ñao f́ısica arbitrária. Existem constantes C0 e C1 dependendo

apenas do sistema (3.5), de TV(U0) e dos valoresρ , ρ̄ , de modo que as seguintes estimativas são

verdadeiras

|σ | < C0µ, ∑
{σ∈NP: kσ > j}

|σ | ≤C1sup
t≥0

V−
j (t).

Demonstraç̃ao: Sejamα e θ as ondas envolvidas na interação que gera a onda não fı́sica σ .

SejamUl , Um eŪr os valores intermediários depois da interação. Definimos

φ(α,θ) = Ur −Ūr = Ψi(α)(Ul)−Ψi(α)◦Ψi(θ)(Ul),

ondeΨi está definida em (3.36).φ é C2 com segunda derivada Lipschitz contı́nua, além disso,
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φ(0,θ) = φ(α,0) = 0, pelo Lema 2.3 temos que

|σ | ≤C0|αθ | < C0µ.

Supondo que a ordem de geração deσ sejakα +1, temos que

|σ | ≤C0|αθ | ≤C1|α| ≤C1sup
t≥0

V−
kα

(t).

Pelo Lema 3.14, temos

Proposiç̃ao 3.3 Para cada h∈ N, existe um par̂ametroµ > 0 tal que a soluç̃ao aproximada cons-

truı́da pelo algoritmo front tracking satisfaz

∑
σ∈NP

|σ | ≤ 1
h
.

Demonstraç̃ao: Como em [6], sejaN0 o número de ondas de choque emt = 0. Então existe um

certo polinômioP(., ..) tal que

∑
σ∈NP

|σ | = ∑
{σ∈NP: kσ≤ j}

|σ |+ ∑
{σ∈NP: kσ≥ j+1}

|σ |

≤ P(N0,h)C0µ +C1sup
t≥0

V−
j

≤ P(N0,h)C0µ +C1
κ j−1L−(0)

1−κ
.

Daı́, escolhemosj tal queC1
κ j−1L−(0)

1−κ ≤ 1
2h e então escolhemosµ tal queP(N0,h)C0µ ≤ 1

2h.

Dessa forma, obtemos um limite uniforme sobre o tamanho total das ondas não fı́sicas, con-

cluı́mos então queTV(Uh(., t)) é uniformemente limitado.
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3.6 Exist̂encia de soluç̃oes

Para cadah ∈ N, existe uma soluçãoh-aproximadaUh do problema de Cauchy (3.5). Pelas

análises anteriores, as funçõesUh(., t) satisfazem

|Uh(x, t)| ≤ M1, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞),

TV(Uh(., t))≤ M2, ∀ t ∈ [0,∞).

Além disso, as funçõest →Uh(., t) são uniformemente Lipschitz contı́nuas com valores emL1(R;R2).

De fato, podemos supor sem perda de generalidade, que existeum único tempoτ entret e s onde

ocorre uma interação. Como

||Uh(.,τ)−Uh(.,s)||L1 ≤ ∑
α

∫ xα

xα−1

|Ψkα (γα)(U−
α )−U−

α |dx

≤ C∑
α
|xα −xα−1||γα |

≤ C|τ −s|∑
α
|γα ||λ̂ |,

então

||Uh(., t)−Uh(.,s)||L1 ≤ ||Uh(., t)−Uh(.,τ)||L1 + ||Uh(.,τ)−Uh(.,s)||L1.

≤ C∑
α
|γα ||λ̂ ||(t− τ)+(τ −s)|

≤ L|t −s|,

para alguma constanteL independente deh, t es.

Portanto, podemos aplicar o Teorema 2.1 e encontrar uma subsequência de(Uh), que converge

para alguma funçãoU ∈ L1
loc, quandoh → ∞. Como||Uh(.,0)−U0||L1

loc
→ 0, quandoh → ∞, a

condição inicial em (3.2) é satisfeita q.t.p.x∈ R.

Para provar queU é uma solução fraca do problema de Cauchy, resta mostrarmos que, para

todaφ ∈C1, com suporte compacto contido em{t > 0}, temos

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
{G(Ψ(U))φt +F(Ψ(U))φx}dxdt= 0.
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Como(Uh) é uniformemente limitada,F eG são uniformemente contı́nuas em conjuntos limitados

e Ψ é suave, é suficiente provarmos que

lim
h→∞

[

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
{G(Ψ(Uh))φt +F(Ψ(Uh))φx}dxdt

]

= 0. (3.46)

EscolhemosT > 0 tal queφ(x, t) = 0, ∀ t /∈ (0,T). Parah∈ N fixo, em qualquer tempot > 0,

sejamx1(t), ...,xN(t) os pontos ondeUh(., t) tem saltos, e definimos

∆G(Ψ(Uh(xα))) ≡ G(Ψ(Uh(x+
α , t)))−G(Ψ(Uh(x−α , t))),

∆F(Ψ(Uh(xα))) ≡ F(Ψ(Uh(x+
α , t)))−F(Ψ(Uh(x−α , t))).

Observamos que as linhas da poligonalx = xα(t) dividem a faixaR× [0,T] em um número finito

de regiõesΓ j ondeUh é constante. Consideramos o vetorΦ = (G(Ψ(Uh))φ ,F(Ψ(Uh))φ). Usando

o Teorema do divergente, podemos escrever a expressão dentro dos colchetes em (3.46) como

∑
j

∫ ∫

Γ j

divΦdxdt= ∑
j

∫

∂Γ j

Φ.ndσ , (3.47)

onde∂Γ j é a fronteira orientada deΓ j , e n é o vetor normal exterior. Observamos quendσ =

±(ẋα ,−1)dt ao longo de cada linha da poligonalx = xα(t), enquanto queφ(x, t) = 0 ao longo das

retast = 0 et = T. Por (3.47) a expressão dentro dos colchetes em (3.46) é calculada como

∫ T

0
∑
α

[

ẋα(t)∆G(Ψ(Uh))−∆F(Ψ(Uh))
]

φ(xα(t), t)dt. (3.48)

Seja|γα | o tamanho da onda front emxα . De acordo com as estimativas sobreEα , Lema 3.7, se

essa onda front é um choque ou uma rarefação então temos que

ẋα(t)∆G(Ψ(Uh))−∆F(Ψ(Uh)) = O(1)
1
h
|γα |,

por outro lado, se a onda front é não fı́sica então

ẋα(t)∆G(Ψ(Uh))−∆F(Ψ(Uh)) = O(1)|γα |.
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Separando o somatório em (3.48) em ondas front fı́sicas e n˜ao fı́sicas, concluı́mos que

limsup
h→∞

∣

∣

∣

∣

∣

∑
α∈S∪R∪NP

[

ẋα(t)∆G(Ψ(Uh(xα(t), t)))−∆F(Ψ(Uh(xα(t), t)))
]

φ(xα(t), t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

(

max
x,t

|φ(x, t)|
)

limsup
h→∞

{

∑
α∈S∪R

O(1)
1
h
|γα |+ ∑

α∈NP
O(1)|γα |

}

= 0. (3.49)

De fato, para todot > 0 o tamanho total das ondas front emUh(., t) permanece uniformemente

limitados, enquanto que o tamanho total das ondas front nãofı́sicas é< 1
h, assim ele se aproxima

de zero quandoh→ ∞. O limite em (3.46) segue de (3.49), o que mostra queΨ(U) é uma solução

fraca do problema de Cauchy (3.1), com dado inicial (3.2).

3.7 Variaç̃ao total localmente limitada

Consideramos agora o dado inicial

U0(x) = (ρ0(x),v0(x)), x∈ R,

ondeρ0 ev0 são funções limitadas com variação total localmente limitada, eρ0(x)≥ ρ > 0,∀ x∈R.

Podemos assumir queU0 é contı́nua à direita em[−N,N], para cadaN ∈ N.

Dadok∈ N, sejaUk
0 a função definida por

Uk
0(x) = U0( j2−k), x∈ [ j2−k,( j +1)2−k),

onde j ∈ Z.

Notamos queUk
0 →U0 emL1

loc, quandok→ ∞.

SejaN ∈ N fixo. Consideramos o dado inicial

V1(x) ≡



















U0(−N), x < −N,

U0(x), −N ≤ x≤ N,

U0(N), x > N,
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e a sequência de funções(Vk
0 ) definidas por

Vk
0 (x) ≡



















Uk
0(−N), x < −N,

Uk
0(x), −N ≤ x≤ N,

Uk
0(N), x > N.

Notamos queV1 é uma função limitada com variação total limitada e satisfaz







||V1||∞ ≤ ||U0||∞,

TV(V1) = TV[−N,N](U0).

Além disso, a sequência de funções(Vk
0 ) satisfaz



















||Vk
0 ||∞ ≤ ||V1||∞,

TV(Vk
0 ) = TV(V1),

||Vk
0 −V1||L1

loc
→ 0.

Cada funçãoVk
0 , k∈ N, tem apenas um número finito de descontinuidades.

Aplicando o método wave-front tracking, podemos construir uma sequência de soluções apro-

ximadas(Vk,1) que converge, emL1
loc, para uma funçãoV1 que é solução fraca do problema de

Cauchy com dado inicialV1.

Consideramos agora o intervalo[−2N,2N], o dado inicial

V2(x) ≡



















U0(−2N), x < −2N,

U0(x), −2N ≤ x≤ 2N,

U0(2N), x > 2N,

e a sequência de funções(Vk,1
0 ) definidas por

Vk,1
0 (x) ≡



















Uk,1
0 (−2N), x < −2N,

Uk,1
0 (x), −2N ≤ x≤ 2N,

Uk,1
0 (2N), x > 2N,
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onde(Uk,1
0 ) ⊂ (Uk

0) é encontrada na primeira aplicação do método wave-front tracking.

Podemos aplicar o método wave-front tracking usando o dadoinicial V2 e a sequência de

funções(Vk,1
0 ). Obtemos assim uma sequência de soluções aproximadas(Vk,2) que converge, em

L1
loc, para uma funçãoV2 que é solução fraca do problema de Cauchy com dado inicialV2 em

[−2N,2N]. Notamos que(Vk,2) é uma subsequência de(Vk,1) em [−N,N].

Lembramos quêλ > 0, a velocidade da onda não fı́sica no algoritmo wave-fronttracking, é

estritamente maior que qualquer velocidade caracterı́stica.

Notamos queV2(x, t), onde(x, t) pertence ao subconjunto

{

(x, t);0≤ t <
N

λ̂
e −N+ λ̂ t < x < N− λ̂ t

}

,

é unicamente determinado pelos valores deV2(x), ondex∈ [−N,N] eV2(x) = V1(x) ∀ x∈ [−N,N]

(dados iniciais), essa propriedade é chamada de domı́nio de dependência finito.

PortantoV2(x, t) = V1(x, t) q.t.p.(x, t) ∈
{

(x, t);0≤ t < N
λ̂

e −N+ λ̂ t < x < N− λ̂ t
}

.

Repetindo os argumentos anteriores podemos construir uma sequência de funções(Vn), que

podemos assumir contı́nuas à direita, tal queVn é solução fraca do problema de Cauchy no subcon-

junto
{

(x, t);0≤ t < nN
λ̂

e −nN+ λ̂ t < x < nN− λ̂ t
}

, sendo queVn(x, t) = Vn−1(x, t) q.t.p. no

subconjunto
{

(x, t);0≤ t < (n−1)N
λ̂

e − (n−1)N+ λ̂ t < x < (n−1)N− λ̂ t
}

, ∀ n∈ N.

Podemos redefinirVn em um conjunto de medida nula, se necessário, e considerarVn(x, t) =

Vn−1(x, t) no subconjunto
{

(x, t);0≤ t < (n−1)N
λ̂

e − (n−1)N+ λ̂ t < x < (n−1)N− λ̂ t
}

, ∀ n∈
N.

Definimos a função

U(x, t)≡Vn(x, t), −nN+ λ̂ t < x < nN− λ̂ t, 0≤ t < nN
λ̂
,

onden∈ N. A funçãoU é solução fraca do problema de Cauchy com dado inicialU0.



Caṕıtulo

4

Equaç̃oes de Aw-Rascle

Consideramos o sistema de leis de conservação







ρt +(ρv)x = 0,

(ρr)t +(ρrv)x = 0.
(4.1)

ondeρ é a densidade,v é a velocidade er = v+ p(ρ). Esse sistema descreve o movimento de

carros em uma rodovia.

Consideramos o problema de Cauchy emR× [0,∞), para o sistema (4.1), com dado inicial

U(x,0) = (ρ(x,0),v(x,0))≡ (ρ0(x),v0(x)),

ondev0(x) ≥ 0 eρ0(x) ≥ ρ > 0 são funções limitadas e com variação total localmente limitada.

Supomos quep(ρ) = ρκ , ondeκ > 0 é uma constante eρ > 0. Podemos reescrever o sistema

(4.1) como

G(U)t +F(U)x = 0,

ondeU = (ρ ,v), G(U) = (ρ,ρv+ρκ+1) e F(U) = (ρv,ρv2+ρκ+1v).
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As matrizes Jacobianas deG eF em relação a(ρ,v), são dadas por

DG(ρ,v) =





1 0

v+(κ +1)ρκ ρ



 , DF(ρ,v) =





v ρ

v2+(κ +1)ρκv ρκ+1 +2ρv



 .

O determinante deG é igual aρ > 0, logo existe a matriz inversaDG−1, dada por

DG−1(ρ,v) =
1
ρ





ρ 0

−(v+(κ +1)ρκ) 1



=





1 0

− v
ρ − (κ +1)ρκ−1 1

ρ



 .

Podemos obter a matriz do sistema (4.1) calculandoDG−1DF , ou seja,

J = DG−1DF =





1 0

− v
ρ − (κ +1)ρκ−1 1

ρ









v ρ

v2 +(κ +1)ρκv ρκ+1+2ρv





=





v ρ

0 v−κρκ



 .

Os autovalores do sistema (4.1) são dados pela equação det(J−λ I) = 0, ou seja,

(v−λ )(v−κρκ −λ ) = λ 2−λ (2v−κρκ)+v2−κρκv = 0.

Resolvendo essa equação, obtemos

λ1 = v−κρκ , λ2 = v.

Observamos que o sistema (4.1) é estritamente hiperbólico, λ1 < λ2, quandoρ > 0.

Os autovetores associados aλ1 e λ2, são encontrados quando resolvemos os sistemas





κρκ ρ

0 0









x

y



 =





0

0



 ,





0 ρ

0 −κρκ









x

y



 =





0

0



 .
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Assim, temos que

r1 = (−1,κρκ−1), r2 = (1,0).

Notamos que, quandoρ > 0,

〈∇λ1, r1〉 = (−κ2ρκ−1,1)(−1,κρκ−1) = κ2ρκ−1+κρκ−1 > 0,

〈∇λ2, r2〉 = (0,1)(1,0) = 0.

A 1-famı́lia caracterı́stica do sistema (4.1) é genuinamente não linear, e a 2-famı́lia caracterı́stica

do sistema (4.1) é linearmente degenerada.

Definimos os invariantes de Riemann para o sistema (4.1) como

r(ρ,v) ≡ v+ρκ , s(ρ,v) ≡ v. (4.2)

4.1 O problema de Riemann

Consideramos o problema de Riemann para o sistema (4.1), comdado inicial

U(x,0) =







Ul , x < 0,

Ur , x > 0,
(4.3)

ondeUl , Ur ∈ {(ρ,v);ρ > 0 ev≥ 0}. Para construirmos a solução do problema de Riemann usare-

mos no máxima duas ondas elementares, sendo uma onda de rarefação ou uma onda de choque da

1-famı́lia caracterı́stica e um contato de descontinuidade da 2-famı́lia caracterı́stica.

4.1.1. Onda de rarefação

Como no Capı́tulo 3, para encontrarmos a 1-curva de rarefação escrevemosξ = x
t , e procuramos

as soluções contı́nuas não nulas da formaŪ ≡ Ū(ξ ), da equação diferencial ordinária

(J−ξ I)Ū ′(ξ ) = 0,
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onde

λ1(Ul) ≤ ξ =
x
t
≤ λ1(Ur).

Lembramos que o vetor̄U ′(ξ ) 6= 0 é um autovetor deJ associado ao autovalorξ . Temos ainda

que

Ū ′(ξ ) = 1
〈∇λ1(Ū(ξ )),r1(Ū(ξ ))〉r1(Ū(ξ )), λ1(Ū(ξ )) = ξ .

Assumimos em adicional que

Ū(λ1(Ul)) = Ul , Ū(λ1(Ur)) = Ur .

Então para cada tempot > 0 fixo, a funçãoŪ(ξ ) conecta continuamente o estado à esquerdaUl e

o estado à direitaUr .

Como o 1-campo caracterı́stico é genuinamente não linear, 〈∇λ1, r1〉 > 0, então a funçãoξ →
λ1(Ū(ξ )) é crescente.

Parat > 0, a 1-onda de rarefação é a solução do problema de Riemann (4.3) com a seguinte

forma

U(x, t) =



















Ul ,
x
t < λ1(Ul),

Ū
(x

t

)

, λ1(Ul) ≤ x
t ≤ λ1(Ur),

Ur ,
x
t > λ1(Ur).

Assumimos queUr = U . De acordo com o Capı́tulo 3, a 1-curva de rarefação do sistema (4.1)

satisfaz





κρκ ρ

0 0









ρ̄ ′

v̄′



=





0

0



 .
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Assim,κρκ ρ̄ ′+ρ v̄′ = 0, como ¯v′(ξ ) 6= 0, temos que

dρ
dv

= − 1
κρκ−1 ,

daı́, a 1-curva de rarefação é dada por

R1 : v−vl = −(ρκ −ρκ
l ).

Em adicional, temos queλ1(U) > λ1(Ul) emR1, daı́

−(ρκ −ρκ
l ) = v−vl > κ(ρκ −ρκ

l ),

0 > (κ +1)(ρκ −ρκ
l ).

Comoκ > 0, temos queρ < ρl emR1.

4.1.2. Onda de choque

Como no Capı́tulo 3, a 1-curva de choque satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot, ou seja,

s1(ρ −ρl) = ρv−ρlvl , (4.4)

s1(ρv+ρκ+1−ρl vl −ρκ+1
l ) = ρv2+ρκ+1v−ρl v

2
l −ρκ+1

l vl .

ondes1 é a velocidade do choque. Eliminandos1, obtemos

ρv−ρl vl

ρ −ρl
=

ρv2 +ρκ+1v−ρl v2
l −ρκ+1

l vl

ρv+ρκ+1−ρl vl −ρκ+1
l

,

(v−vl )
2 = (v−vl )(ρκ

l −ρκ),

v−vl = −(ρκ −ρκ
l ). (4.5)

De (4.4), temos que

s1 =
ρv−ρl vl

ρ −ρl
. (4.6)
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A 1-onda de choque deve satisfazer a condição de entropia de Lax.

Lema 4.1 A velocidade da1-onda de choque que conecta os estados Ul e Ur , satisfaz

s1 < λ1(Ul), λ1(Ur) < s1 < λ2(Ur). (4.7)

Demonstraç̃ao: Assumimos queUr = U . Primeiro observamos que, por (4.7), devemos ter

λ1(U) < λ1(Ul), entãov− vl < κ(ρκ − ρκ
l ). Assim, por (4.5), devemos terρ > ρl e v < vl na

1-curva de choque.

Para mostrar ques1 < λ1(Ul), definimos a função

φ(t) ≡ tκ+1− (κ +1)t +κ .

Como

φ ′(t) = (κ +1)tκ − (κ +1) = (κ +1)(tκ −1) > 0,

a funçãoφ é crescente quandot > 1, além disso,φ(1) = 0. Comoρ −ρl > 0 na 1-curva de choque,

então

0 <

(

ρ
ρl

)κ+1

+κ − (κ +1)
ρ
ρl

,

0 < ρκ+1+κρκ+1
l − (κ +1)ρρκ

l ,

0 ≤ ρ(ρκ −ρκ
l )−κρκ

l (ρ −ρl),

0 < ρ(vl −v)−κρκ
l (ρ −ρl ),

ρv−ρlvl < ρvl −κρρκ
l −ρl vl +κρκ+1

l ,

ρv−ρlvl < (ρ −ρl )(vl −κρκ
l ),

ρv−ρlvl

ρ −ρl
< vl −κρκ

l ,

Por (4.6), temoss1 < λ1(Ul).
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Agora, vamos mostrar queλ1(U) < s1. Definimos a função

φ(t)≡ κtκ+1− (κ +1)tκ +1.

Como

φ ′(t) = κ(κ +1)tκ −κ(κ +1)tκ−1 = κ(κ +1)(tκ − tκ−1) > 0,

a funçãoφ é crescente quandot > 1, além disso,φ(1) = 0. Comoρ −ρl > 0 na 1-curva de choque,

então

0 < κ
(

ρ
ρl

)κ+1

− (κ +1)

(

ρ
ρl

)κ
+1,

0 < κρκ+1− (κ +1)ρκρl +ρκ+1
l ,

0 < −ρl(ρκ −ρκ
l )+κρκ(ρ −ρl ),

0 < ρl(v−vl )+κρκ(ρ −ρl ),

ρv−κρκ+1−ρl v+κρκ ρl < ρv−ρlvl ,

(v−κρκ)(ρ −ρl) < ρv−ρlvl ,

v−κρκ <
ρv−ρlvl

ρ −ρl
.

Por (4.6), temosλ1(U) < s1.

Finalmente, queremos mostrar ques1 < λ2(U). Comov−vl < 0 eρ−ρl > 0 na 1-curva de choque,

então

0 < ρl(vl −v),

ρv−ρlvl < ρv−ρl v,

ρv−ρlvl

ρ −ρl
< v.

Por (4.6), temos ques< λ2(U).
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4.1.3. Contato de descontinuidade

A 2-famı́lia caracterı́stica é linearmente degenerada,〈∇λ2, r2〉 = 0. Nesse caso a 2-curva de

rarefação do sistema (4.1) satisfazv = vl , assim

R2 : v = vl .

Observamos que a 2-curva de rarefação coincide com a 2-curva de choque, de fato, definindo

s2 ≡ vl , temos ques2 satisfaz a condição de Rankine-Hugoniot. Portanto a func¸ão

U(x, t)≡







Ul , x < st,

Ur , x > st,

é uma solução fraca do problema de Riemann (4.1) com dado inicial (4.3). Essa solução fraca é

chamada de contato de descontinuidade.

Observamos que a 2-curva que conecta os estadosUl eU , satisfaz

λ1(Ul) < s2 = λ2(Ul) = λ2(U),

λ1(U) < s2 = λ2(Ul) = λ2(U).

4.1.4. Parametrização

Podemos parametrizar a 1-curva de rarefação, como segue

γ → R1(γ)(Ul) = (−γ +ρl ,−(−γ +ρl )
κ +vl +ρκ

l ),

onde 0≤ γ ≤ ρl . A 2-curva de rarefação pode ser parametrizada como

γ → R2(γ)(Ul) = (γ +ρl ,vl),

ondeγ ∈ R.



4. Equações de Aw-Rascle 84

A 1-curva de choque pode ser parametrizada como

γ → S1(γ)(Ul) = (−γ +ρl ,−(−γ +ρl )
κ +vl +ρκ

l ),

ondeγ < 0.

Comentário 18 As curvas de choque e as curvas de rarefação da1-faḿılia caracteŕıstica podem

ser definidas para todoγ ∈ (−∞,ρl ], e nesse caso vemos que elas coincidem. A2-faḿılia carac-

teŕısticaé linearmente degenerada logo a2-curva de choque e a2-curva de rarefaç̃ao coincidem,

e podem ser definidas para todoγ ∈ R. Segundo [6], a1-curva de choque comγ ≥ 0 e a1-curva

de rarefaç̃ao comγ < 0, não geram soluç̃oes admisśıveis.

Dadosρ−, ρ+ > 0, v− ≥ 0 ev+ < ρκ
−, definimos o subconjunto

D1 ≡ {(ρ,v); 0≤ v− < v < v+ < ρκ
−, 0 < ρκ

− < v+ρκ < ρκ
+ < ∞},

ou equivalente,

D2 ≡ {(r,s); 0≤ s− < s< s+ < r− < r < r+},

ondes± ≡ v± e r± ≡ ρκ
±. Observam ques+ = v+ < ρκ

− = r−, então o vácuo,ρ = 0, não ocorre

quando o dado inicial e a solução tomam valores no subconjunto D2, ou seja, quando(r,s) ∈ D2

temos quer −s= ρ > 0.

Figura 4.1:D1, κ > 1. Figura 4.2:D2.
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Definimos a aplicaçãoΨ : (0,∞)× [0,∞)→ (0,∞)× [0,∞), como segue

Ψ(r,s) ≡ ((r −s)
1
κ ,s) = (ρ,v),

onde os invariantes de Riemannr es estão definidos em (4.2). Observamos queΨ(D2) = D1.

O determinante da matriz jacobianaDΨ é igual a1
κ (r −s)

1
κ −1 > 0, pois(r −s) > 0. Os esta-

dos(r l ,sl) e (rr ,sr) são unicamente determinados pelos estados(ρl ,vl ) e (ρr ,vr). Podemos então

utilizar o sistema de coordenadas(r,s). Nesse sistema de coordenadas, o sistema (4.1) é escrito

como

G(Ψ(r,s))t +F(Ψ(r,s))x = 0. (4.8)

Observamos que o invariante de Riemannr é constante ao longo da 1-curva e o invariante de

Riemanns é constante ao longo da 2-curva. Podemos então parametrizar essas curvas, no sistema

de coordenadas(r,s), como segue

γ → R1(γ)(r l ,sl) = (r l ,γ +sl ), ondeγ ≥ 0,

γ → S1(γ)(r l ,sl) = (r l ,γ +sl ), ondeγ < 0,

γ → R2(γ)(r l ,sl) = (γ + r l ,sl), ondeγ ∈ R.

Assumimos queU(x,0) ∈ D1, para cadax∈ R.

4.1.5. Soluç̃ao do problema de Riemann

Definimos as funções

Ψ1(γ)(r l ,sl) ≡







R1(γ)(r l ,sl ) = (r l ,γ +sl), γ ≥ 0,

S1(γ)(r l ,sl) = (r l ,γ +sl), γ < 0,

Ψ2(γ)(r l ,sl) ≡ R2(γ)(r l ,sl) = (γ + r l ,sl), γ ∈ R.
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As funçõesΨi são suaves.

Nosso objetivo agora é construir uma solução fraca para oproblema de Riemann (4.8), com

dado inicial

(r(x,0),s(x,0)) =







(r l ,sl), x < 0,

(rr ,sr), x > 0,
(4.9)

onde(r l ,sl), (rr ,sr) ∈ D2. Definimos a função composta

Λ(γ1,γ2)(r l ,sl) ≡ Ψ2(γ2)◦Ψ1(γ1)(r l ,sl).

De modo equivalente, sejamω0, ω1 e ω2 definidos por

ωi = (r i,si) ≡







Ri(γi)(r l ,sl), γi ≥ 0,

Si(γi)(r l ,sl), γi < 0.
(4.10)

AssimΛ(γ1,γ2)(r l ,sl) = ω2. Assumimos que(rr ,sr) = Λ(γ1,γ2)(sl , r l).

Cada problema de Riemann com dado inicial

(r(x,0),s(x,0)) =







ωi−1, x < 0,

ωi , x > 0,
(4.11)

i = 1,2, comωi definido em (4.10), tem uma solução fraca, consistindo de uma simples onda da

i-famı́lia caracterı́stica. Mais precisamente

1. Seγ1 ≥ 0 então a solução de (4.8) e (4.11) consiste de uma 1-onda de rarefação. Suas

velocidades caracterı́sticas variam no intervalo[λ−
1 ,λ+

1 ], onde

λ−
1 ≡ λ1(Ψ(r l ,sl)), λ+

1 ≡ λ1(Ψ(rr ,sr)).

2. Seγ1 < 0 então a solução de (4.8) e (4.11) consiste de uma 1-onda de choque, com velocidade

λ−
1 ≡ λ+

1 ≡ s1, ondes1 é dado por (4.6).

3. Seγ2 6= 0 então a solução de (4.8) e (4.11) consiste de um contato de descontinuidade da
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2-famı́lia caracterı́stica, com velocidades2 ≡ λ2(Ψ(ωi−1)) = λ2(Ψ(ωi)).

A solução de (4.8) e (4.9) é construı́da por justaposiç˜ao das soluções dos problema de Riemann

(4.8) e (4.11),i = 1,2, no planox− t.

De acordo com o Capı́tulo 3, parat > 0, consideramos a função

(r(x, t),s(x, t))≡































(r l ,sl),
x
t ∈ (−∞,λ−

1 ),

(rr , rr),
x
t ∈ (λ+

2 ,∞),

ω1,
x
t ∈ (λ+

1 ,λ−
2 ),

R1(θ)((r l ,sl)),
x
t ∈ [λ−

1 ,λ+
1 ],

(x
t = λ1(Ψ(R1(θ)((r l ,sl)))

)

.

(4.12)

Observamos que, por definição e pelo Lema 4.1, temos queλ+
1 < λ−

2 e temos ques1 < s2, assim a

função(r(x, t),s(x, t)) está bem definida e é tal que(ρ(x, t),v(x, t)) = Ψ−1(r(x, t),s(x, t)) é solução

fraca de (4.1) e (4.3).

O próximo Teorema diz que quando os valores laterais estãono subconjuntoD1, equivalente-

mente emD2, existe uma única solução do problema de Riemann (4.1) e (4.10).

Teorema 4.1 Consideramos o sistema (4.8). Sejam(r l ,sl), (rr ,sl) ∈ D2. Ent̃ao o problema de

Riemann (4.8) e (4.9) tem umaúnica soluç̃ao fraca(r,s), da forma (4.12), onde

γ1 = sr −sl ,

γ2 = rr − r l .

Demonstraç̃ao: De fato, supomos sem perda de generalidade queγi > 0, i = 1,2. De (4.9),

temos que

Ψ2(γ2)◦Ψ1(γ1)(r l ,sl) = Ψ2(γ1)(r l ,γ1+sl ) = (γ2+ r l ,γ1+sl ) = (rr ,sr).

Lema 4.2 Dados(r l ,sl), (rr ,sr) ∈D2. Seja(rm,sm) o estado intermediário que aparece na solução

do problema de Riemann. Então (rm,sm) ∈ D2.

Demonstraç̃ao: De fato, como asi-curvas são paralelas aos eixos coordenados no sistema de
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coordenadas(r,s), temos que min{rr , r l} ≤ rm ≤ max{rr , r l} e min{sr ,sl} ≤ sm≤ max{sr ,sl}. Em

particular temos querm−sm = ρκ
m > 0, logoρm > 0.

Comentário 19 Dados(ρl ,vl) e (ρr ,vr) ∈ D1, temos que

γ1 = ρl − (vl −vr +ρκ
l )

1
κ ,

γ2 = ρr − (vl −vr +ρκ
l )

1
κ .

Comentário 20 O tamanho de uma onda que resolve o problema de Riemann com dados laterais

(r l ,sl) e (rr ,sr), no sistema de coordenadas(r,s), é definido como|γ|, onde(rr ,sr) = Ψi(γ)(r l ,sl),

i = 1,2.

4.2 Construç̃ao de soluç̃oes pelo ḿetodo de Glimm

Consideramos o problema de Cauchy (4.1) com dado inicial

(ρ(x,0),v(x,0)) = (ρ0(x),v0(x)) ∈ D1, (4.13)

para cadax∈ R, ondeρ0 e v0 são funções limitadas com variação total limitada. Então existem os

limites lateraisρ0(−∞) = limx→−∞ ρ0(x) ev0(−∞) = limx→−∞ v0(x).

Consideramos a função(r0(x),s0(x)), tal que(ρ(x,0),v(x,0)) = Ψ(r0(x),s0(x)). Assumimos

que(r0(−∞),s0(−∞)) = p0, e definimos

U(x,0) ≡U0(x) = (r0(x),s0(x)).

Sejamh > 0 ek > 0 de modo que a condição de estabilidade

h
k

= K > sup
(ρ,v)∈D1

|λi(ρ,v)|,

i = 1,2, seja satisfeita.
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Definimos o conjunto

Y ≡ {(m,n) ∈ Z
2;m+n≡ 0(mod 2),n≥ 0}.

Dividimos o semiplanoR× [0,∞) em um número contável de retângulos, (Figura 4.3), com

vértices

(m−1,n), (m+1,n), (m+1,n+1), (m−1,n+1).

Escolhemos um ponto(mh+ θnh,nk)(m,n)∈Y, ondeθn ∈ (−1,1) é escolhido aleatoriamente.

Assumimos queθ = (θn) é uma sequência equidistribuı́da em(−1,1), (veja [17] e [25]).

Figura 4.3: Método de Glimm.

Consideramos a aproximação do dado inicial dada por

U (m,0)(x,0) ≡







U0((m−1+θ0)h), (m−1)h≤ x < mh,

U0((m+1+θ0)h), mh≤ x < (m+1)h,

onde(m,0) ∈Y.

Para cadam∈ Z fixo, tal que(m,0) ∈Y, sejaV(m,0) a solução fraca, dada pelo Teorema 4.1, do

problema de Riemann

G(Ψ(V))t +F(Ψ(V))x = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞),
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com dado inicial

V(x,0) =







U0((m−1+θ0)h), x < mh,

U0((m+1+θ0)h), mh≤ x.

Definimos

U1(x, t) ≡V(m,0)(x, t), (m−1)h≤ x≤ (m+1)h, 0≤ t < k,

onde(m,0) ∈Y. Devido a condição de estabilidadeh
k = K não há interação entre as ondas.

Indutivamente, assumimos queUn está definida na faixaR× [(n−1)k,nk). Resolvemos então

o problema de Riemann

G(Ψ(V))t +F(Ψ(V))x = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞), (4.14)

com dado inicial

V(x,n∆t) =







Un((m−1+θn)h,nk−), x < mh,

Un((m+1+θn)h,nk−), mh≤ x,
(4.15)

para cada(m,n) ∈Y, ondenk− = limt→nk− t. SejaV(m,n) a solução fraca, dada pelo Teorema 4.1.

Definimos

Un+1(x, t)≡V(m,n)(x, t), (m−1)h≤ x≤ (m+1)h, n≤ t < (n+1)k,

onde(m,n) ∈Y.

De acordo com o Lema 4.2, esse processo pode ser repetido indefinidamente pois os estados

intermediários que aparecem em cada solução de um problema de Riemann pentencem ao domı́mio

D2. Dessa forma, construı́mos uma solução aproximadaUh(x, t), para todo(x, t) ∈ R× [0,∞),

definindo

Uh(x, t)≡Un(x, t), (x, t) ∈ R× [(n−1)k,nk)
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onden = 0,1, ....

Para provarmos a convergência da solução aproximadaUh, usando a convergência do esquema

de Glimm, precisamos mostrar que existe uma contanteC > 0, independente deh, tal que

TV(Uh(., t))≤C, ∀ t ≥ 0.

Para obtermos esse limite, precisamos estimar o tamanho dasondas na solução do problema

de Riemann (4.14) e (4.15). Começamos definindoam,n ≡ (mh+θnh,nk)(m,n)∈Y, e considerando o

“diamante”3m,n, com vértices

N = am,n+1, L = am+1,n, S= am,n−1, O = am−1,n.

que é chamado de “diamante de interação” centrado em(mh,nk), para cada(m,n) ∈ Y, (Figura

4.4).

Figura 4.4: Diamante de interação3m,n.

As ondas emitidas em((m−1)h,(n−1)k) e((m+1)h,(n−1)k) que entram em3m,n, denotadas

por β = (β1,β2) e γ = (γ1,γ2), são chamadas de ondas de chegada em relação a3m,n. As ondas

emitidas em(mh,nk), denotadas porα = (α1,α2), são chamadas de ondas de saı́da em relação a

3m,n. Diremos queβ e γ interagem em3m,n e geramα. Denotamos por|ε j |, j = 1,2, o tamanho

da j-onda emε = (ε1,ε2).

Lema 4.3 Sejamβ e γ ondas de chegada eα ondas de sáıda em relaç̃ao a um diamante de

interaç̃ao3m,n. Ent̃ao segue que

|α1|+ |α2| ≤ |β1|+ |β2|+ |γ1|+ |γ2|.
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Demonstraç̃ao: SejamUl , Um, eUm, Ur os dados iniciais dos problemas de Riemann que geram

as ondasβ e γ, respectivamente. Sejam̂Ul , Ûr os dados iniciais do problema de Riemann que

geram as ondasα.

SeÛl = Ul , Ûr = Ur então|αi | = |βi|+ |γi |, i = 1,2, pois a 1-curva caracterı́stica é paralela ao eixo

r e a 2-curva caracterı́stica é paralela ao eixos, no sistema de coordenadas(r,s).

Notamos que os pontoŝUl , Ûr estão necessáriamente sobre as curvas caracterı́sticas. Segue que

|αi| ≤ |βi|+ |γi|, i = 1,2.

Considere um tempot > 0 fixo, tal quet 6= nk, n = 1,2, .... Definimos o funcional

L(t) ≡ ∑ |γ|,

onde o somátorio é sobre todas as ondas emUh(., t).

O Lema 4.3, mostra que

∆L(nk) = L(nk+)−L(nk−) ≤ 0,

onden = 1,2, ....

PortantoTV(Uh(., t))≤ TV(U0), ∀ t > 0.

ComoUh(−∞, t) = limx→−∞Uh(x, t) = p0, a funçãoUh satisfaz







||Uh(., t)||L∞ ≤ M, ∀ t ≥ 0,

TV(Uh(., t))≤ TV(U0), ∀ t > 0,

para alguma constanteM > 0 que não depende deh e t.

Lema 4.4 Sejam t2, t1 ≥ 0, ent̃ao

||Uh(., t2)−Uh(., t1)||L1 ≤ L(|t2− t1|+k),

onde L ñao depende de s e t.
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Demonstraç̃ao: A prova segue como em [33].

Assumimos quet2 > t1. Sejat0 = sup{t ≤ t1; t = nk, para algumn}. Notamos quet0 ≤ t1 < t0+k.

SejaS=
[ t2−t0

k

]

+1, onde[w] é o maior inteiro menor quew. Daı́

kS≤ t2− t0+k < t2− t1+2k.

Devido a condição de estabilidadeh
k = K, temos que a funçãoUh(., ti), i = 1,2, restrita ao intervalo

[mh,(m+2)h] é unicamente determinada pela funçãoUh(., t0) restrita ao intervalo[(m−S)h,(m+

2+S)h].

Como a variação total é controlada, para cadax∈ [mh,(m+2)h] temos que

|Uh(x, t2)−Uh(x, t1)| ≤ 2TV{Uh(y, t0);y∈ Im},

ondeIm = [(m−S)h,(m+2+S)h]. Daı́

∫ ∞

−∞
|Uh(x, t2)−Uh(x, t1)|dx ≤ ∑

m∈Z

∫ (m+2)h

mh
|Uh(x, t2)−Uh(x, t1)|dx

≤ 4h ∑
m∈Z

TV{Uh(y, t0);y∈ Im}.

Sejam∗ = 2(1+S). Para qualquern∈ Z temos que

I(n−1)m∗ = [((n−1)m∗−S)h,((n−1)m∗+2+S)h],

Inm∗ = [(nm∗−S)h,(nm∗+2+S)h].

Notamos que(n−1)m∗ +2+S= nm∗−S, ∀ n∈ Z. Assim

∫ ∞

−∞
|Uh(x, t2)−Uh(x, t1)|dx ≤ 4hm∗ ∑

n∈Z

TV{Uh(y, t0);y∈ Inm∗}

≤ 8KTV(U0)(kS+k)

≤ M3(t2− t1+k).
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Escolhemos então uma sequência(h j) tal queh j → 0, quandoj → ∞. A convergência do es-

quema de Glimm, garante que existe uma subsequência de(h j), que por simplicidade chamaremos

de (h j), tal queU = (ρ,v), ondeU = limUh j , é solução fraca do problema de Cauchy (4.1) com

dado inicial 4.13.

4.3 Construç̃ao de soluç̃oes pelo ḿetodo wave-front tracking

Consideramos o problema de Cauchy (4.1) com dado inicial (4.13). Consideramos a função

U0(x) = (r0(x),s0(x)), tal que(ρ(x,0),v(x,0)) = Ψ(U0(x)).

Assumimos que(r0(−∞),s0(−∞)) = p0, e que para cada pontox∈ R a funçãoU0(x) assume

valores emD2. Além disso, lembramos queTV(U0) é limitada.

Para cadah∈N, podemos construir uma função aproximadaUh(x,0), como no Capı́tulo 3, que

aproxima o dado inicialU0(x), satisfazendo



















Uh(−∞,0) = p0,

TV(Uh(.,0))≤ TV(U0),

||Uh(.,0)−U0||L1
loc

→ 0,

Aplicando o algoritmo wave-front tracking, como no Capı́tulo 3, podemos construir uma solução

aproximadaUh(x, t), para todot ≥ 0, satisfazendo







Uh(−∞, t) = p0, ∀ t > 0 fixo,

||Uh(., t)−Uh(.,s)||L1 ≤ L|t −s|, ∀ t,s> 0,

onde a constanteL não depende deh, t es.

Comentário 21 Nossa construç̃ao ñao apresenta “breakdown”, pois as curvas de choque e as

curvas de rarefaç̃ao da mesma faḿılia coincidem, elas s̃ao retas no sistema de coordenadas(r,s).

Dessa forma, ñao h́a geraç̃ao de novas ondas quando duas ondas interagem, em particular, não h́a
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geraç̃ao de ondas ñao f́ısicas.

O número total de ondas em cada tempo t> 0, permanece limitado pelo número total de ondas

geradas quando resolvemos os problemas de Riemann em t= 0. Logo o ńumero de interaç̃oes

permanece finito.

Denotamos porβ a 1-onda de choque, poro a 1-onda de rarefação, e porγ o contato de descon-

tinuidade.

Os tipos de interação possı́veis entre as ondas, de acordocom o Capı́tulo 3, e a solução do

problema de Riemann resultante, são enumerados no próximo lema.

Lema 4.5 Os tipos posśıveis de interaç̃ao entre duas ondas e as soluções dos problemas de Rie-

mann correspondentes são

1. γ +β → β + γ,

2. γ +o→ o+ γ,

3. β +o(o+β ) → ζ = β +o,

ondeζ pode ser uma1-onda de choque ou uma1-onda de rarefaç̃ao dependendo do sinal que

assume.

A estimativa 3 no Lema 4.5, ocorre porque as 1-curvas coincidem. Observamos que os contados de

descontinuidade não interagem entre si.

Considere um tempot > 0 fixo, onde não ocorre interação entre ondas. Definimos o funcional

V(t)≡ ∑ |γ|,

onde o somátorio é sobre todas as ondas emUh(., t).

Sejaτ > 0 um tempo onde ocorre uma interação. O Lema 4.5, mostra que

∆V(τ) = V(τ+)−V(τ−) = 0.
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PortantoTV(Uh(., t))≤ TV(U0), ∀ t > 0.

A sequência de soluçõesh-aproximadas(Uh) satisfaz































Uh(−∞, t) = p0, ∀ t > 0 fixo,

Uh(x, t) ∈ D2, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞),

TV(Uh(., t))≤ TV(U0) ∀ t > 0,

||Uh(., t)−Uh(.,s)||L1 ≤ L|t −s|, ∀ t,s> 0,

ondeL não depende deh, set. Observamos que o conjuntoD2 é limitado, logo existe uma constante

M > 0 tal que|Uh(x, t)| ≤ M, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞).

Pelo Teorema 2.1, existe uma subsequência(Uhk) ⊂ (Uh) que converge emL1
loc, para uma

funçãoU . De acordo com o Capı́tulo 3,U(x, t) é solução fraca de (4.1) e (4.13).

4.4 Variaç̃ao total localmente limitada

Supondo agora que a variação total do dado inical é localmente limitada, podemos usar um

argumento análogo ao usado no Capı́tulo 3 para construirmos uma solução fraca para o problema

de Cauchy usando o método de Glimm ou o método wave-front tracking.

Considerando o esquema de Glimm, notamos que a solução fracaU no subconjunto

{

(x, t);0≤ t < NK e −N+ t
1
K

< x < N− t
1
K

}

é unicamente determinado pelo valor do dado inicialU0 no intervalo(−N,N).

4.5 Problema de Riemann com aparecimento de vácuo

Consideramos agora o subconjunto

D ≡ {(r,s);0≤ s≤ r ≤ vm},
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ondevm é a velocidade máxima na rodovia.

Figura 4.5: SubconjuntoD.

Resolvemos o problema de Riemann com dado inicial emD, de acordo com Aw-Rascle, porém

com algumas diferenças na região onde ocorre o vácuo. Vamos diferenciar os pontos no vácuo

de acordo com a velocidade (falsa) assumida. Isso não tem nenhum significado fı́sico, porém nos

ajudará a construir soluções fracas para o problema de Cauchy, pelo método de Glimm e pelo

método wave-front tracking.

Dividimos a solução do problema de Riemann com dado inicial

U0 =







Ul = (r l ,sl ), x < 0,

Ur = (rr ,sr), x > 0,

ondeUl , Ur ∈ D, em diversos casos.

1. 0≤ sr ≤ sl , sl < r l esr < rr . (ou equivalenteρl > 0, ρr > 0 e 0≤ vr ≤ vl .)

Vamos dividir a construção da solução em dois subcasos.

1.1. r l < rr .

Não ocorre o aparecimento de vácuo. A solução é formadapor uma onda de choque

conectando os estados(r l ,sl) e (r l ,sr) e um contato de descontinuidade conectando os

estados(r l ,sr) e (rr ,sr), viajando com velocidades2 = sr . (Figuras 4.6 e 4.7).

1.2. r l > rr .

Esse caso é análogo ao anterior.
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Figura 4.6: Figura 4.7:

2. 0≤ sl ≤ sr ≤ r l , sl < r l esr < rr . (ou equivalenteρl > 0, ρr > 0 e 0≤ vl ≤ vr ≤ vl +ρκ
l .)

Vamos dividir a construção da solução em dois subcasos.

2.1. r l < rr .

Não ocorre o aparecimento de vácuo. A solução é formadapor uma onda de rarefação

conectando os pontos(r l ,sl) e (r l ,sr) e um contato de descontinuidade conectando os

estados(r l ,sr) e (rr ,sr), viajando com velocidades2 = sr . (Figuras 4.8 e 4.9).

Figura 4.8: Figura 4.9:

2.2. r l > rr .

Esse caso é análogo ao anterior.

3. 0≤ sl < r l ≤ sr < rr . (ou equivalenteρl > 0, ρr > 0 evl +ρκ
l ≤ vr .)

Nesse caso, temos o aparecimento de vácuo,ρ = 0. A solução é formada por uma onda de

rarefação conectando os pontos(r l ,sl) e (r l , r l ) seguida de uma região de vácuo que liga os

pontos(r l , r l) e (sr ,sr). No planox− t vamos definir a solução nessa região como(r l , r l),
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seguida de um contato de descontinuidade conectando os pontos (sr ,sr) e (rr ,sr), viajando

com velocidades2 = sr , (Figuras 4.10 e 4.11).

Figura 4.10: Figura 4.11:

Notamos que no vácuo consideramos apenas o ponto de “entrada“ (r l , r l). A descontinuidade

no planox− t conecta os pontos(r l , r l) e (rr ,sr).

Precisamos verificar se a descontinuidade que conecta os pontos(r l , r l) e (rr ,sr), realmente

define uma solução fraca.É suficiente verificarmos que

s2G(Ur)−F(Ur) = vr





ρr

ρrvr +ρk+1
r



−





ρrvr

ρrv2
r +ρk+1

r vr



= 0,

ondes2 é a velocidade do contato de descontinuidade.

Nossa solução difere da solução dada em Aw-Rascle nessecaso, porque definimos um valor

para o vácuo, essa definição será importante quando aplicarmos os métodos de Glimm e

wave-front tracking.

4. 0≤ sl < r l e 0≤ rr = sr . (ou equivalenteρl > 0, ρr = 0.)

Vamos dividir a construção da solução em três subcasos.

4.1 r l < rr . Nesse caso, a solução é formada por uma onda de rarefaç˜ao conectando os

estados(r l ,sl ) e (r l , r l) e de uma região de vácuo que liga os pontos(r l , r l) e (rr , rr).

No planox− t vamos definir a solução na região de vácuo como(r l , r l), acrescenta-

mos então uma descontinuidade conectando os estados(r l , r l) e (rr , rr) viajando com

velocidade igual avr . Notamos quevl < vr , (Figuras 4.12 e 4.13).
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Figura 4.12: Figura 4.13:

4.2 sl < rr < r l . Nesse caso, a solução é formada por uma onda de rarefaç˜ao conectando

os estados(r l ,sl) e (r l , rr) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos

(r l , rr) e (rr , rr) e viaja com velocidades2 = rr = vr , (Figuras 4.14 e 4.15).

Figura 4.14: Figura 4.15:

4.3 rr < sl . Nesse caso, a solução é formada por uma onda de choque conectando os estados

(r l ,sl) e (r l , rr) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos(r l , rr) e

(rr , rr) e viaja com velocidades2 = rr = vr , (Figuras 4.16 e 4.17).

5. 0≤ sr < rr e 0≤ r l = sl . (ou equivalenteρl = 0, ρr > 0.)

Vamos dividir a construção da solução em três subcasos.

5.1 r l < sr . Nesse caso, a solução é formada por uma região de vácuoligando os estados

(r l ,sl) e (r l , r l) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos(r l , r l) e

(rr ,sr). No planox− t vamos definir a solução na região de vácuo como(r l , r l), a

solução é formada então por uma única descontinuidadeviajando com velocidadevr ,

(Figuras 4.18 e 4.20).
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Figura 4.16: Figura 4.17:

Figura 4.18: Figura 4.19: Figura 4.20:

5.2 sr < r l < rr . Nesse caso, a solução é formada por uma onda de choque conectando

os estados(r l ,sl) e (r l ,sr) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos

(r l ,sr) e (rr ,sr) e viaja com velocidades2 = rr , (Figura 4.19). Notamos ques1 = vr ,

poisρl = 0. No planox− t a solução é então formada por uma única descontinuidade

viajando com velocidadevr .

5.3. rr < r l .

Esse caso é análogo ao anterior.

6. 0≤ r l = sl e 0≤ rr = sr . (ou equivalenteρl = 0, ρr = 0.)

Esse caso não é abordado em Aw-Rascle. Como estamos diferenciando os pontos na região

de vácuo, precisamos definir uma solução quando o dado inicial consiste de dois estados

nessa região. Vamos dividir a construção da solução emdois subcasos.

6.1 r l < rr . Nesse caso, a solução é formada por um região de vácuo ligando os estados

(r l , r l) e (rr , rr). No planox− t a solução é formada por uma única descontinuidade
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viajando com velocidadevr , (Figura 4.21).

6.2 r l > rr . Nesse caso, a solução é formada por uma onda de choque conectando os estados

(r l , r l) e (r l ,sr) e de um contato de descontinuidade que conecta os pontos(r l ,sr) e

(rr , rr). Notamos ques1 = vr , poisρl = 0. No planox− t a solução é então formada por

uma única descontinuidade viajando com velocidadevr , (Figura 4.22).

Figura 4.21: Figura 4.22:

Observamos que os valores intermediários que aparecem na solução do problema de Riemann

pertencem ao subconjuntoD.

Definimos o tamanho de uma onda ou de uma descontinuidade que conecta os estados(r l ,sl) e

(rr ,sr) como sendo a norma da soma|(r l ,sl)−(rr ,sr)| emR
2. Essa definição não muda a definição

usual do tamanho de uma onda quando não temos o estado de vácuo envolvido na solução do

problema de Riemann.

Notamos que a soma dos tamanhos das ondas envolvidas na soluc¸ão do problema de Riemann

é igual a|(r l ,sl)− (rr ,sr)|, onde|.| é a norma da soma emR2, logo a variação total da solução do

problema de Riemann é sempre igual a variação total do dado inicial. Além disso, o subconjunto

D é invariante pela solução do problema de Riemann.

Com argumentos similares aos usados anteriormente, podemos então aplicar o método de Glimm

ou o método wave-front tracking para construir soluçõesfracas para o problema de Cauchy onde o

dado inicialu0 = (ρ0,v0) é uma função limitada com variação total localmente limitada.



Caṕıtulo

5

Lei de conservaç̃ao escalar

Consideramos a lei de conservação com valor inicial







ut + f (u)x = 0 (x, t) ∈ R× [0,+∞)

u(x,0) = u0(x) x∈ R,
(5.1)

onde f é localmente Lipschitz contı́nua emR e u0 ∈ L1(R) é limitada, contı́nua à esquerda e de

variação localmente limitada emR.

A limitação deu0 junto com a condição de localmente Lipschitz contı́nua def nos permite

considerarf Lipschitz no intervalo[−M,M], onde||u0||∞ ≤M, sem perda de generalidade podemos

considerar queM ∈ N.

Uma solução fraca admissı́vel para o problema de Cauchy (5.1) é definida como em [13].

Definição 5.1 Uma funç̃ao mensuŕavel localmente limitada u: R × [0,∞) → R é chamada de

soluç̃ao fraca admisśıvel de (5.1), se para qualquer função ñao decrescente h(u) e qualquer funç̃ao

suave ñao negativaφ(x, t) com suporte compacto emR× [0,∞), tivermos

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(I(u)φt +F(u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
I(u0(x))φ(x,0)dx≥ 0, (5.2)

onde

I(u)≡
∫ u

−M
h(ξ )dξ , F(u) ≡

∫ u

−M
h(ξ )d f(ξ ).
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Comentário 22 Fazendo h(u) = 1 e h(u) = −1 em (5.2), temos que

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx= 0. (5.3)

queé a condiç̃ao clássica satisfeita por qualquer solução fraca de (5.1).

Comentário 23 Se u(x, t) é definida emR× [0,T) e (5.2)é satisfeita para qualquer função suave

não negativaφ(x, t) com suporte compacto emR× [0,T), ent̃ao u(x, t) é uma soluç̃ao fraca

admisśıvel local de (5.1) emR× [0,T), de acordo com [13].

5.1 Soluç̃ao Aproximada

Inicialmente, assumimos que o dado inicialu0 tem variação total limitada emR.

Para cada inteirol ≥ 1, queremos construir uma solução aproximada para (5.1).Começamos

aproximando a funçãof por uma função poligonal.

SejaP = {x0 = −M < x1 < ... < xs = M} a partição de[−M,M], tal que|x j − x j−1| = 2−l ,

j = 1,2, ...,s, s= 2l+1M. Seja fl a função afim por partes que coincide comf em todos os pontos

x j ∈ P, com j = 1,2, ...,s, isto é:

fl (s) =
s−x j−1

2−l f (x j)+
x j −s

2−l f (x j−1),

quandos∈ [x j−1,x j ], j = 1,2, ...,s.

SejaK a constante de Lipschitz def , ou seja,

| f (w)− f (z)|6 K|w−z|, ∀ w,z∈ [−M,M], (5.4)

sem perda de generalidade podemos suporK ≥ 1.

A inclinação defl também é limitada porK, em outras palavrasfl é Lipschitz contı́nua com
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constante de LipschitzK, em[−M,M], ou seja,

| fl(w)− fl (z)| 6 K|w−z|, ∀ w,z∈ [−M,M].

Lema 5.1 (O problema de Riemann para uma aproximação poligonal)

Assuma que f́e linear por partes, ou seja, existe uma partição P= {−M = x0 < · · · < xn = M} de

[−M,M] tal que f é linear em cada intervalo[xi−1,xi ], i = 1, . . . ,n. Supomos que f satisfaz (5.4) e

u0 ≡







u−, x∈ (−∞,y]

u+, x∈ (y,+∞),

onde u− e u+ são constantes em[−M,M] e yé constante emR,. Ent̃ao existe uma solução fraca

admisśıvel u de (5.1), que consiste de um número finito de constantes separadas por ondas de

choque centradas na origem. Além disso, TV(u(., t))≤ |u+−u−|, ∀ t ∈ [0,∞), e |u(x, t)| ≤ ||ūo||∞,

∀ (x, t) ∈ R× [0,∞).

A demonstração desse lema é encontrada em [13].

Comentário 24 Os valores intermediários assumidos por cada solução s̃ao sempre aqueles desta-

cados nos v́ertices da funç̃ao poligonal f considerada no lema. Temos ainda que a solução vai do

valor u− para o valor u+ de forma crescente ou decrescente. Além disso, cada descontı́nuidade

x = x̃(t), t ∈ (0,∞), satisfaz a cĺassica condiç̃ao de salto

dx̃
dt

=
fl (u+)− fl (u−)

u+−u−
,

e satisfaz ainda a condição de Oleinik [29]

fl (u+)− fl (u)

u+−u
≤ fl(u+)− fl (u−)

u+−u−
,

onde u+ = limx→x̃(t)+ u(x, t) e u− = limx→x̃(t)− u(x−, t), e u est́a entre u− e u+.

Consideramos uma grade no semiplano superiorR × [0,∞), com passoh = 2−l , tal que a
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condição de estabilidade
h
k

= C > K, seja satisfeita. Definimos o conjunto

Y ≡ {(m,n) ∈ Z
2;m+n≡ 0(mod 2),n≥ 0}.

Definimos também o conjunto

Φ ≡ Π(m,n)∈Y{[(m−1)h,(m+1)h]×{nk}}.

Consideramos o ponto(mh+θnh,nk)(m,n)∈Y ∈ Φ, ondeθn é escolhido aleatoriamente em[−1,1],

e escrevemosθ = (θ0,θ1, ...). Como em [33], existe um isomorfismo,Φ ≈ ∏[0,1], deΦ em um

produto contável de cópias do intervalo unitário, assimpodemos considerar o ponto aleatórioθ

definido em um espaço fixo de probabilidadeΦ, independente deh. (Para mais detalhes veja [17],

[33]).

Para cadal ≥ 1 fixo, consideramos a lei de conservação

ut + fl (u)x = 0 (x, t) ∈ R× [0,+∞). (5.5)

Sejaθ ∈ Φ fixo. Consideramos a aproximação do dado inicial

u1
0(x,0) =







u0((m−1+θ0)h), (m−1)h < x≤ mh,

u0((m+1+θ0)h), mh< x≤ (m+1)h,
(5.6)

para cada(m,0) ∈Y.

Para cadal ≥ 1, e para cada(m,0) ∈Y, o problema de Riemann

vt + fl (v)x = 0 (x, t) ∈ R× [0,+∞),

com dado inicial

v(x,0) =







u0((m−1+θ0)h), x∈ (−∞,mh],

u0((m+1+θ0)h), x∈ ((m+1)h,∞),
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é resolvido pelo Lema 5.1. Sejavl ,m,0 a solução fraca admissı́vel desse problema dada pelo Lema

5.1. Notamos quevl ,m,0 é uma solução fraca admissı́vel no retângulo[(m−1)h,(m+1)h]× [0,k).

Para cadal ≥ 1 fixo, definimos

ul ,1(x, t) ≡ vl ,m,0(x, t), (m−1)h≤ x≤ (m+1)h, 0≤ t < k,

onde(m,0) ∈Y. Notamos queTV(ul ,1(., t))≤ TV(u0), ∀ t ∈ [0,k), e |ul ,1(x, t)| ≤ ||u0||∞, ∀ (x, t)∈
R× [0,k).

Comentário 25 Devido a condiç̃ao de estabilidade,hk = C > K, não h́a interaç̃oes entre os ondas.

Indutivamente, assumimos queul ,n está definida na faixaR× [(n−1)k,nk). De forma análoga,

para definirmosul ,n+1, resolvemos o problema de Riemann

vt + fl (v)x = 0 (x, t) ∈ R× [nk,+∞),

com dado inicial

v(x,nk) =







ul ,n((m−1+θn)h,nk−), x∈ (−∞,mh],

ul ,n((m+1+θn)h,nk−), x∈ ((m+1)h,∞),

para cada(m,n) ∈Y. Sejavl ,m,n a solução fraca admissı́vel desse problema dada pelo Lema5.1.

Definimos então

ul ,n+1(x, t)≡ vl ,m,n(x, t), (m−1)h≤ x≤ (m+1)h, nk≤ t < (n+1)k,

onde(m,n) ∈ Y. Notamos queul ,n+1 é uma função constante por partes, onde as constantes são

separadas por segmentos de retas. Além disso,TV(ul ,n+1(., t)) ≤ TV(u0), ∀ t ∈ [nk,(n+ 1)k), e

|ul ,n+1(x, t)| ≤ ||u0||∞, ∀ (x, t) ∈ R× [nk,(n+1)k).

Para cadal ∈N fixo e para cadaθ ∈Φ fixo, consideramosuθ ,l(x, t) = ul ,n(x, t), (x, t)∈ (−∞,∞)×
[(n−1)k,nk), paran = 1,2,3, ....
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Comentário 26 Devido a condiç̃ao de estabilidadehk =C> K, a restriç̃ao de uθ ,l(., t) em qualquer

intervalo[x1,x2], é unicamente determinada pela restrição de u0(.) no intervalo[x1−(1+Kt),x2+

(1+Kt)], queé a propriedade de doḿınio de depend̂encia finito, e

TV[x1,x2](uθ ,l(., t))≤ TV[x1−(1+Kt),x2+(1+Kt)](u0(.)).

Lema 5.2 Sejaθ ∈ Φ fixo. Para cada l∈N, para cada funç̃ao ñao decrescente h(u) e cada funç̃ao

não negativaφ ∈C1
0(t ≥ 0), temos que em cada faixaR× [nk,(n+1)k],

∫ (n+1)k

nk

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
I(uθ ,l(x,nk+))φ(x,nk)dx

−
∫ ∞

−∞
I(uθ ,l(x,(n+1)k−))φ(x,(n+1)h)dx≥ 0,

onde

Fl(u) =

∫ u

−M
h(ξ )d fl(ξ ).

Demonstraç̃ao: Supomos, sem perda de generalidade, que na faixaR× (nk,(n+ 1)k), temos

apenas uma descontinuidade ˜x = x̃(t) com inclinaçãoα1 =
fl (u2)− fl(u1)

u2−u1
, que liga os pontos

(x2,nk) e(x1,(n+1)k), contruı́da de acordo com o Lema 5.1, separando os valoresu1 eu2, que são

assumidos pela funçãouθ ,l na retat = nk, (Figura 5.1).

Assumimos que o suporte deφ está contido no conjunto[a,b]×R. A fronteira orientada deD1

é parametrizada porΓ1(s) = (s,nk), ondea ≤ s≤ x2, Γ2(s) = (x̃(s),s), ondenk≤ s≤ (n+ 1)k e

Γ3(s) = ((x1 +a)−s,(n+1)k), ondea≤ s≤ x1. De forma análoga, a fronteira orientada deD2 é

paramitrizada por̃Γ1(s) = (s,nk), ondex2 ≤ s≤ b, Γ̃2(s) = (x̃((2n+1)k−s),(2n+1)s−s), onde

nk≤ s≤ (n+1)k e Γ̃3(s) = ((b+x1)−s,(n+1)k), ondex1 ≤ s≤ b.

Integrando temos que

∫ (n+1)k

nk

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt =

∫ ∫

D1

(I(u1)φt +Fl (u1)φx)dxdt

+
∫ ∫

D2

(I(u2)φt +Fl (u2)φx)dxdt.
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Figura 5.1: Exemplo de solução fraca local admissı́vel nafaixaR× (nk,(n+1)k).

Pelo Teorema de Green, temos que

∫ ∫

D1

(I(u1)φt +Fl (u1)φx)dxdt = −
∫ x2

a
I(u1)φ(x,nk+)dx+

∫ x1

a
I(u1)φ(x,(n+1)k−)dx

+
∫ (n+1)k

nk
[−α1I(u1)+Fl(u1)]φ(x̃(s),s)ds,

∫ ∫

D2

(I(u2)φt +Fl (u2)φx)dxdt = −
∫ b

x2

I(u2)φ(x,nk)dx+
∫ b

x1

I(u2)φ(x,(n+1)k)dx

+

∫ (n+1)k

nk
[α1I(u2)−Fl(u2)]φ(x̃(s),s)ds.

Somando as integrais obtemos

∫ (n+1)k

nk

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt = −

∫ b

a
I(uθ ,l(x,nk+))φ(x,nk)dx

+

∫ b

a
I(uθ ,l(x,(n+1)k−))φ(x,(n+1)k)dx

+

∫ (n+1)nk

nk
[α1(I(u2)− I(u1))+(Fl(u1)−Fl(u2))]φ(x̃(s),s)dt.

Comoα1 = fl (u2)− fl (u1)
u2−u1

, pelo Lema 6.1 de [19], temos que

fl (u2)− fl (u1)

u2−u1
((I(u2)− I(u1))+(Fl(u1)−Fl (u2))) ≥ 0.
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Portanto

∫ (n+1)k

nk

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl(uθ ,l)φx)dxdt+

∫ b

a
I(uθ ,l(x,nk+))φ(x,nk)dx

−
∫ b

a
I(uθ ,l(x,(n+1)k−))φ(x,(n+1)k)dx≥ 0.

Concluı́mos que para cadal ∈N fixo e para cadaθ ∈Φ fixo, a funçãouθ ,l definida no semiplano

t ≥ 0, é uma solução fraca admissı́vel local em cada faixa[nk,(n+1)k], ∀ n∈ N.

5.2 Converĝencia

Por construção, para cadaθ ∈ Φ fixo, a sequência de funções(uθ ,l)l≥1 satisfaz

|uθ ,l(x, t)| ≤ ||u0||∞, ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞),

TV(uθ ,l(., t)) ≤ TV(u0), ∀ t ∈ [0,∞).

Como em [33], temos

Lema 5.3 Sejam t1, t2 ≥ 0, ent̃ao

∫ ∞

−∞
|uθ ,l(x, t1)−uθ ,l(x, t2)|dx ≤ C(|t1− t2|+k) ,

onde a constante C não depende de l,θ , t1 e t2.

Teorema 5.1 Existe uma subsequência(uθ ,lm) ⊂ (uθ ,l) que converge em L1
loc(R× [0,∞) : R) para

uma funç̃ao uθ , para cadaθ ∈ Φ fixo.

Agora, usaremos a convergência do esquema de Glimm para mostrar que a funçãouθ é uma

solução fraca admissı́vel de (5.1).
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Sejaθ ∈ Φ fixo, dada qualquer função não decrescenteh(u) e qualquer função não negativa

φ ∈C1
0(t ≥ 0), definimos o funcionalLφ , como segue

Lφ (I(u),F(u))≡
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(I(u)φt +F(u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
I(u0(x))φ(x,0)dx.

Nosso objetivo é encontrar uma funçãouθ tal queLφ (I(uθ),F(uθ )) ≥ 0 para cada função não

decrescenteh(u) e cada função não negativaφ ∈C1
0(t ≥ 0).

Para cadaθ ∈Φ fixo, para cadal ∈N fixo, para cada função não decrescenteh(u) e cada função

não negativaφ ∈C1
0(t ≥ 0), a funçãouθ ,l construı́da na seção anterior, satisfaz

∫ (n+1)k

nk

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
I(uθ ,l(x,nk+))φ(x,nk)dx

−
∫ ∞

−∞
I(uθ ,l(x,(n+1)k−))φ(x,(n+1)k)dx≥ 0.

na faixank≤ t < (n+1)k, para cadan∈ N, de acordo com o Lema 5.2.

Somando emn, obtemos

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
I(uθ ,l(x,0))φ(x,0)dx

+
∞

∑
n=1

∫ ∞

−∞
[I(uθ ,l)](x,nk)φ(x,nk)dx≥ 0,

onde[I(uθ ,l)](x,nk)≡ I(uθ ,l(x,nk+))− I(uθ ,l(x,nk−)).

Lema 5.4 Para cadaθ ∈ Φ fixo, para cada funç̃ao ñao decrescente h(u) e para cada funç̃ao ñao

negativaφ ∈C1
0(t ≥ 0), temos que

∫ ∫

t≥0
(I(uθ ,l)φt +Fl (uθ ,l)φx)dxdt→

∫ ∫

t≥0
(I(uθ)φt +F(uθ )φx)dxdt,

quando l→ ∞.

Demonstraç̃ao: De fato, sejal ∈N fixo. Seu∈ [−M,M] então existep∈P tal que|u−p| ≤ 2−l ,
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logo

| f (u)− fl(u)| ≤ | f (u)− fl(p)|+ | fl(p)− fl(u)| ≤ 2K|u− p| ≤ K
2l−1 .

Notamos que

|Fl(uθ ,l)−F(uθ )| ≤ |Fl(uθ ,l)−Fl (uθ )|+ |Fl(uθ )−F(uθ )|.

SejaH ≡ max{|h(−M)|, |h(M)|}, assim

|I(uθ ,l)− I(uθ)| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ uθ ,l

uθ
h(ξ )dξ

∣

∣

∣

∣

≤ H|uθ ,l −uθ |,

|F(uθ )−Fl(uθ )| =

∣

∣

∣

∣

∫ uθ

−M
h(ξ )d f(ξ )−

∫ uθ

−M
h(ξ )d fl(ξ )

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ uθ

−M
h(ξ )d( f (ξ )− fl(ξ ))

∣

∣

∣

∣

≤ |h(u)( f (uθ)− fl (uθ ))|+
∣

∣

∣

∣

∫ uθ

−M
( f (ξ )− fl(ξ ))dh(ξ )

∣

∣

∣

∣

≤ K

2l−1 (H +2H)

≤ 3HK

2l−1 ,

|Fl(uθ ,l)−Fl(uθ )| =

∣

∣

∣

∣

∫ uθ ,l

uθ
h(ξ )d fl(ξ )

∣

∣

∣

∣

≤ H K |u(θ ,l)−uθ |.

SejaB⊂ R× [0,∞) um subconjunto compacto. Seque que

∫ ∫

B
|I(uθ ,l)− I(uθ)|dxdt≤ H

∫ ∫

B
|uθ ,l −uθ |dxdt→ 0,
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e

∫ ∫

B
|Fl(uθ ,l)−F(uθ )|dxdt ≤ K

2l−1C0+H K
∫ ∫

B
|uθ ,l −uθ |dxdt→ 0,

poisuθ ,l → uθ emL1
loc(R× [0,∞);R), quandol → ∞, ondeH é uma constante que depende apenas

da funçãoh eC0 é uma constante que depende apenas do conjuntoB e da funçãoh.

Portanto, nosso teorema de existência será demostrado seprovarmos que

Lema 5.5 Sejaθ ∈ Φ fixo. Ent̃ao uθ = lim l→∞ uθ ,l é uma soluç̃ao fraca admisśıvel de (5.1) desde

que:

I(uθ ,l( . ,0))→ I(u0(.)),

e

∞

∑
n=1

[I(uθ ,l)](.,nk)→ 0,

fracamente, quando l→ ∞.

Observamos que

|I(uθ ,l(x,0))− I(u0(x))| =

∣

∣

∣

∣

∫ uθ ,l (x,0)

u0(x)
h(ξ )dξ

∣

∣

∣

∣

≤ H|uθ ,l(x,0)−u0(x)|,

|[I(uθ ,l)](.,nk)| = |I(uθ ,l(x,nk+))− I(uθ ,l(x,nk−))|

≤
∣

∣

∣

∣

∫ uθ ,l (x,nk+)

uθ ,l (x,nk−)
h(ξ )dξ

∣

∣

∣

∣

≤ H|uθ ,l(x,nk+)−uθ ,l(x,nk−)|

≤ H|[uθ ,l ](.,nk)|.
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Portanto, a prova do Lema 5.5 é consequência do próximo lema.

Lema 5.6 Sejaθ ∈ Φ fixo. Ent̃ao

uθ ,l(.,0) → u0(.) (5.7)

e

∞

∑
n=1

[uθ ,l ](.,nk)→ 0, (5.8)

fracamente, quando l→ ∞.

Como uθ ,l(x,0) → u0(x) q.t.p., quandol → ∞, e |uθ ,l(x,0)|, |u0(x)| ≤ M, ∀ x ∈ R, obtemos a

convergência (5.7) usando o Teorema de Lebesgue. Resta mostrarmos (5.8). Em [33], temos que

Teorema 5.2 Existe um conjunto de medida nula N⊂ Φ e um subseqûencia lj → 0 tal que para

qualquerθ ∈ Φ/N e qualquer funç̃ao ñao negativaφ ∈C1
0(t ≥ 0), a converĝencia (5.8)́e v́alida.

O próximo teorema é nosso principal resultado.

Teorema 5.3 Se o dado inicial u0(.) é limitado, cont́ınuoà esquerda e com variação total local-

mente limitada emR, ent̃ao existe um conjunto de medida nula N⊂ Φ e uma subsequência lj → 0

tal que seθ ∈ Φ/N, h(u) é qualquer funç̃ao ñao decrescente eφ ∈ C1
0(t ≥ 0) é qualquer funç̃ao

não negativa, ent̃ao uθ = liml j→∞uθ ,l j é tal queLφ (I(uθ),F(uθ )) ≥ 0. Além disso, uθ satisfaz a

propriedade de doḿınio de depend̂encia finito.

Demonstraç̃ao: Assumimos primeiro queu0(.) tem variação total limitada, então escolhemos

uma subsequência(l j) j≥1 tal que a convergência (5.7) seja verdadeira. Usando o Teorema 5.2, esco-

lhemos uma subsequência de(l j), que por simplicidade chamamos de(l j), tal que paraθ ∈ Φ/N

a convergência (5.8) seja verdadeira. Usando agora o Teorema 5.1, escolhemos uma subsequência

(uθ ,l ′j
) ⊂ (uθ ,l j) tal que(uθ ,l ′j

) converge para uma funçãouθ , emL1
loc. Então pelo Lema 5.4, temos

queuθ é uma solução fraca admissı́vel de (5.1).

Para cadaj ∈ N, uθ ,l ′j
satisfaz a propriedade de domı́nio de dependência finito, de acordo com
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o Comentário 26, assimuθ tem a mesma propriedade. Portanto, podemos usar o processo de

diagonalização de Cantor para construirmos uma solução fraca admissı́vel de (5.1), supondo que o

dado inicialu0(.) tem variação localmente limitada emR. Além disso,

TV[x1,x2](uθ (., t))≤ TV[x1−(1+Kt),x2+(1+Kt)](u0(.)).
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 118
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