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Resumo

Sejam G um grupo finito agindo livremente sobre um espago paracompacto Hausdorff
X e Y um espago metrizavel de dimensao k (ou Y um cone CW-complexo de dimensao k).
Neste trabalho, usando o génus de X; gen(X, G), nés provamos teoremas de coincidéncias
para aplicagoes continuas f : X — Y. Tais teoremas generalizam o resultado principal
provado por Aarts, Fokkink e Vermeer em [2]. Mais ainda, usando o indice definido por
Volovikov em [39], nds provamos uma versao do teorema de Borsuk-Ulam para grupos
compactos de Lie, o qual generaliza o resultado principal provado por Biasi e Mattos em

7, 12].



Abstract

Let G be a finite group acting freely in a Hausdorff paracompact topological space
X and let Y be a k-dimensional metrizable space (or k-dimensional CW-complex). In
this work, by using the genus of X; gen(X,G), we prove coincidence theorems for maps
f X — Y. Such theorems generalize the main theorem proved by Aarts, Fokkink and
Vermeer in [2]. Moreover, by using the Volovikov index defined in [39], we prove a Borsuk-
Ulam theorem for compact Lie groups, which generalizes the main result proved by Biasi

and Mattos in [7, [12].
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Introducao

O Teorema Cléssico de Borsuk-Ulam [8] nos diz que toda aplicacdo continua f de
S™ no espaco euclidiano k-dimensional R¥ tem um ponto de Zsy-coincidéncia, sempre que
n > k. Este resultado pode ser generalizado em muitos sentidos: S™ e R* podem ser
trocados por espacos mais gerais X e Y, e a acao de Zy sobre S™ pode ser trocada por
acoes de outros grupos.

Esse teorema é uma das mais uteis ferramentas da topologia algébrica que tem sido
extensamente usado em diferentes areas. Uma das razoes é que existem inimeras versoes
e muitas demonstragoes conhecidas de cada versao. As técnicas das demonstragoes sao
completamente variadas: os métodos geométricos e elementares, as técnicas algébricas,
combinatoriais, a topologia algébrica e muitas outras ferramentas tém sido usadas para
prova-lo. O resultado foi primeiramente conjecturado por S. Ulam e provado por Karol
Borsuk, em 1933. Desde entao, tém sido publicadas diferentes demonstragoes, genera-
lizagoes e aplicagoes deste famoso teorema (veja, por exemplo, [31]).

Uma destas generalizagoes pode ser encontrada em [2], onde Aarts, Fokkink e Vermeer
provaram o resultado que diz que se ¢ : X — X gera uma Zs-acao livre sobre o espaco
normal X com col (X, Zs) = n+2, k é um ntmero natural e Y é um cone CW-complexo k-
dimensional, entao toda aplicacao continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia,
sempre que n > 2k, e este resultado é o melhor possivel.

Neste contexto, um dos temas propostos para o desenvolvimento deste projeto de tese
foi a obtencao de uma nova e interessante versao do teorema provado por Aarts, Fokkink

e Vermeer. Primeiro, nés trocamos a classe dos espacos normais pela dos espagos para-
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compactos Hausdorff, e ao invés de considerarmos acoes livres de Zo, consideramos agoes
livres de G' = Z,, onde p é um primo qualquer. Além disso, estudamos a possibilidade de
substituir o nimero de cores do Zs-espago livre X, col (X, Zs), pelo génus do G-espago
X, gen(X,G) e com isso, sob determinadas condigbes, encontrar Z,-coincidéncias em
aplicagoes continuas de X em Y, com Y um cone CW-complexo.

Nesta dire¢ao, uma pergunta natural que nos surge é se nao podemos generalizar esse
resultado para o caso de (H, G)-coincidéncias, com G grupo finito e H subgrupo de G, ou
seja,

(1°) Se tomarmos X um G-espago livre paracompacto Hausdorff, H = Z, subgrupo
normal de G com gen (X, H) > n+1, Y um cone CW-complexo k-dimensional e n > |G|k,
seria possivel provar que toda aplicagdo continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-
coincidéncia?

(2°) Se tomarmos X um G-espago livre paracompacto Hausdorff com gen (X,G) >
n+1, Y um cone CW-complexo k-dimensional e n > |G|k, seria possivel provar que, para
toda aplicacao continua f : X — Y, existem um subgrupo nao-trivial H C G e um ponto
de (H, G)-coincidéncia para f7

Estes trés problemas fazem parte do conteudo desta tese.

Um outro tipo de problema que vamos abordar é sobre a existéncia de aplicagoes G-
equivariantes entre espacos com determinadas propriedades e G grupo compacto de Lie,
ou seja, teoremas do tipo Borsuk-Ulam para grupos compactos de Lie.

Resultados sobre a nao-existéncia de aplicagoes G-equivariante tem importantes con-
sequéncias. Por exemplo, considerando o Teorema Classico de Borsuk-Ulam, uma outra
formulacao para ele é a de que nao existe aplicacao Zs-equivariante de S™ em S™~ !, onde
Zso atua sobre a esfera pela involucao antipodal.

Para provar que um espago nao pode ser mergulhado em outro é suficiente mostrar a
nao existéncia de uma aplicacao equivariante entre seus produtos deletados considerados
com a a¢ao natural de uma involucao livre, ou podemos considerar, de modo geral, outros
espagos de configuracoes relacionados com os espacos em questao e dotados de agoes
de grupos apropriados. Um exemplo de tal fato é o conhecido Teorema de van Kampen-
Flores, provado em [41] por Volovikov, o qual diz que o k-esqueleto de um (2k+2)-simplexo
nao pode ser mergulhado em R?*.

Um resultado nesta linha foi o provado por Biasi e Mattos em [7, 12]. Para enunciar
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este resultado, consideremos R um PID, G um grupo compacto de Lie e denotemos por
Bi(X; R) o i-ésimo nimero de Betti de X. Biasi e Mattos provaram que se X e Y sao G-
espacos livres, paracompactos Hausdorff e conexos por caminhos e se para algum natural
m>1e0<qg<m, H(X;R) =0, H""'(Y/G; R) = 0, onde Y/G é o espago de drbitas
de Y por G, e Bn(X;R) < Bni1(BG; R), entdao nao existe aplicagdo G-equivariante
f:X—=Y.

Um outro tema proposto para este projeto de tese foi o de generalizar o resultado
provado por Biasi e Mattos em [7, [12] no seguinte sentido: substituimos a hipdtese
HY(X;R) = 0, para 0 < ¢ < m pela hipétese mais geral i(X) > m + 1, onde i(:) é
o indice numérico definido por Volovikov em [40].

Este problema e os outros trés citados anteriormente constituem-se no contetdo desta
tese.

Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos alguns requisitos de fundamental importancia
para os capitulos seguintes. Estudamos espagos classificantes e enunciamos alguns re-
sultados de maior interesse para nés, introduzimos o espago de Borel e os sistemas de
coeficientes locais. Ainda neste capitulo recordamos os resultados sobre sequéncia espec-
tral e recordamos os teoremas de Leray-Serre para fibragoes. Em seguida, definimos os
homomorfismos de Bockstein e calculamos a cohomologia dos espagos classificantes BZ,,
e BS'. Por dltimo, introduzimos o indice numérico i(-) definido por Volovikov em [40]
que estd relacionado com o indice de valor ideal definido por Fadell e Husseini em [16].

No Capitulo 2, estudamos o génus de G-espacos, onde GG é um grupo finito. A nocao de
génus de um conjunto foi inicialmente introduzida por Krasnosel’skii em [30] para grupos
ciclicos. Para G = Z,, o invariante numérico B-indice introduzido por Yang em [45] é uma
unidade a menos que o génus. O caso geral, quando a agao livre é de um grupo topoldgico
arbitrério, foi considerado por Svarc em [37, 38] como um caso particular da nocao do
génus de um fibrado introduzido por ele. Mais especificamente, vimos duas nogoes de
génus introduzidas por Steinlein, em [24] 25], ambas no sentido de Svarc. Em seguida,
relacionamos o genus de Z,-espagos com aplicagoes Zj,-equivariantes. Nas duas tltimas
secoes do capitulo, definimos, de um modo geral, o génus de um G-espaco e nos interamos
de alguns resultados importantes acerca deste conceito, que serao muito relevantes para
o desenvolvimento dos préoximos capitulos, principalmente do capitulo 3.

No Capitulo 3, primeiro generalizamos um resultado provado por Barros e Biasi [6]
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que diz que se X é paracompactos Hausdorff, simplesmente conexo, fo : X — X é uma
involugao sem pontos fixos, ambos satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.1.1] (ver p.42),

: . . : . —1 .
e Y é um espaco métrico separavel com dimensao topologica dim Y < , entao para

toda funcao continua f: X — Y, existe x € X tal que f(x) = f(f2(x)), ou seja, existe
um ponto de Zs-coincidéncia. Mais especificamente, provamos os resultados

Teorema 3.2.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e f3 :
X — X uma aplicacao que gera uma Zg-acao livre sobre X, ambos satisfazendo as
hipdteses do Teoremal3.1.1. Se Y é um espaco métrico separavel com dimensao topoldgica

dimY < m-

, entao para toda funcao continua f : X — Y, existe x € X tal que
f(z) = f(fs(x)) = f(f2(x)), ou seja, existe um ponto de Zz-coincidéncia.

Teorema 3.2.3. Sejam X paracompacto Hausdorff, simplesmente conexo e f, : X —
X uma aplicagao que gera uma Z,-acao livre sobre X com p > 3, ambos satisfazendo as

hipoteses do Teorema3.1.1. Se Y é um espaco métrico separavel com dimensao topolégica

2 -2

dimY < %, entao para toda aplicagao continua f : X — Y existe x € X tal que
pp—

f@) = f(fp(x)) = ... = f(f7!(x)), ou seja, existe um ponto de Z,-coincidéncia.

Em seguida, demonstramos um dos principais resultados deste trabalho, o qual gene-
raliza o resultado de Aarts, Fokkink e Vermeer, provado em [2]. Especificamente, prova-
mos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1. Sejam p um nimero primo, « : X — X uma aplicacao que gera
uma Z,-a¢ao livre sobre o espago X paracompacto Hausdorff com gen (X, Z,) >n+1e
k um numero natural.

(1) Se n > pk e Y for um espaco metrizavel k-dimensional, entdo toda aplicacao
continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia, ou seja, existe x € X tal que
f(z) = f(ai(z)), Vie{1,2,...,p—1}.

(17) Se n = pk e Y for um cone CW-complexo de dimensao k, entao toda aplicacao
continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia, ou seja, existe x € X tal que
f(z) = f(ai(z)), Vie{l,2,....p— 1}

(i13) Se n < pk e gen(X,Z,) = n+ 1, entdo existem Y metrizdvel k-dimensional e
aplicacao continua ¢ : X — Y tal que ¢ nao tem ponto de Z,-coincidéncia.

Para finalizar o Capitulo 3, trabalhamos com problemas buscando encontrar (H, G)-
coincidéncias em aplicagoes continuas, com H subgrupo de G, G grupo finito. Neste

sentido, obtemos os seguintes teoremas:
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Teorema 3.4.1. Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espaco X
paracompacto Hausdorff. Suponha que H C G seja um subgrupo normal ciclico de ordem
p, com p primo, e gen (X, H) > n + 1.

(i) Se n > |G|k e Y for um espaco metrizavel k-dimensional, entao toda aplicagao
continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

(i7) Se n = |G|k e Y for um cone (ou suspensao) CW-complexo k-dimensional, entao
toda aplicagao continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

Teorema 3.4.2. Sejam G um grupo finito, X um G-espago livre paracompacto
Hausdorff, com gen (X,G) > n+ 1 e k um ntmero natural.

(i) Se n > |G|k e Y for um espago metrizavel k-dimensional, entao toda aplicagao
continua f : X — Y tem um ponto de (H,G)-coincidéncia para algum subgrupo nao-
trivial H C G.

(i7) Se n = |G|k e Y for um cone (ou supensao) CW-complexo k-dimensional, entao
toda aplicagao continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

(17i) Se n < |Glk e gen(X,G) = n + 1, entdo existem Y cone C'W-complexo k-
dimensional e aplicacao continua f : X — Y tal que f nao tem ponto de G-coincidéncia.
Em particular, se G = H = Z,, f nao tem ponto de (H, G)-coincidéncia.

No Capitulo 4, nés consideramos a questao de estender o resultado provado por Biasi
e Mattos em [7, [12] j& enunciado anteriormente. Nés provamos o seguinte:

Teorema 4.1.2. Sejam GG um grupo compacto de Lie e X, Y G-espacos livres, conexos
por caminhos, paracompactos e Hausdorff. Suponhamos que para algum natural m > 1,
i(X)>m+1eque H"™(Y/G; R) = 0, onde Y/G ¢é o espago de érbitas de Y por G.
Entao, se 0,,(X; R) < Bn+1(BG; R), ndo existe aplicagao G-equivariante f : X — Y.

Como consequéncia, temos o seguinte corolario:

Corolario 4.1.1. Consideremos G um grupo compacto de Lie de dimensao p. Sejam
X um G-espago livre, conexo por caminhos, paracompacto e Hausdorff, tal que i(X) >
m+ 1 e Y uma variedade topoldgica (m + p)-dimensional conexa por caminhos com uma
acao livre de G. Se 3,,(X; R) < Bns1(BG; R), entao nao existe aplicagdo G-equivariante
f: X-=Y.

Finalizando o capitulo, nés provamos o seguinte resultado, o qual é similar ao Teorema
4.1.2l e a um resultado provado por Clapp e Puppe em [10] (Teorema 4.3.1)).

Teorema 4.3.2. Sejam R um PID, G grupo compacto de Lie, X um G-espaco livre
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Hausdorft, paracompacto e Y um G-espaco Hausdorff, compacto ou paracompacto de
dimensao finita que admite uma agao livre de G. Suponhamos que i(X) > m + 1 e

H{(Y; R) = 0, para i > m. Entao, nao existe aplicagdo G-equivariante f : X — Y.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns requisitos de fundamental importancia para o
desenvolvimento dos capitulos seguintes. Em todo este capitulo, H, e H* denotarao os
grupos de homologia e cohomologia singular, com exce¢ao da Secao 1.6, onde H* denotara
os grupos de cohomologia de Cech. Por dim, nés entenderemos a dimensao topoldgica usal
(ver [15,18]) e o simbolo 2 denotard o isomorfismo apropriado entre os objetos algébricos.
Se GG é um grupo topolégico atuando em espagos topologicos X e Y, uma G-aplicacao ou
uma aplicacao G-equivariante é uma funcao continua f : X — Y que preserva a G-agao,
ou seja, f(gx) = gf(x), para qualquer g € G e para qualquer z € X. Observemos que
se H é um subgrupo de G e se f : X — Y é uma aplicagdo G-equivariante, entao f é
H-equivariante. Uma aplicagao G-equivariante f : X — Y induz uma aplicagao entre os

espacos de érbitas f: X/G — Y/G.

1.1 Espacos Classificantes

Uma construcao direta do espaco classificante BG, para qualquer grupo topoldgico G,
foi dada primeiramente por Milnor [33]. Dado qualquer grupo topoldgico G, existe um
espaco BG e um G-fibrado principal universal EG — BG tal que para qualquer espaco
paracompacto Hausdorff B, a construcao pullback induz uma bijecao entre o conjunto

[B, BG] das classes de homotopia de aplicagoes de B em BG e a classe dos isomorfismos
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Capitulo 1. Preliminares 18

de G-fibrados principais sobre B. Denotaremos o G-fibrado principal universal EFG — BG
por wg.

Em ([29, Cap. 4, Teoremas 12.2, 12.4]), foram provados os seguintes teoremas:

Teorema 1.1.1. Para qualquer G-fibrado principal n = (G, G, E, p, B) sobre um espago
paracompacto Hausdorff B, existe uma aplicacao f : B — BG tal que n e o fibrado
pullback f*(wg) s@o G-fibrados principais isomorfos sobre B. A aplicagao f: B — BG é

chamada uma aplicagao classificante para o G-fibrado principal p: F — B.

Teorema 1.1.2. Sejam fy, f1 : B — BG duas fungdes continuas tais que fj(wg) e fi(weg)

sao G-fibrados principais isomorfos sobre B. Entao fy é homotdpica a f;.

No caso em que GG é um grupo compacto de Lie, é véalido o seguinte teorema funda-

mental, cuja prova pode ser encontrada em ([9, Cap.II, Teorema 5.8]).

Teorema 1.1.3. Suponhamos que X seja um espaco paracompacto Hausdorff e que G
seja um grupo compacto de Lie atuando livremente sobre X. Entao X — X/G é um

G-fibrado principal.

Observacao 1.1.1. Sejam X, Y paracompactos Hausdorff com agao livre de um grupo
compacto de Lie G. Denotemos por nx e 1y os G-fibrados principais X — X/G e
Y — Y/G, respectivamente e seja h : X/G — BG uma aplicagao classificante para
Nx, entdo Ny e h*(wg) sdo G-fibrados principais isomorfos sobre X/G. Suponhamos que
f X — Y seja uma aplicagdo G-equivariante. Se g : Y/G — BG é uma aplicagao
classificante para 7y, entdo g o f : X/G — BG também classifica o G-fibrado principal
nx € go f é homotdpica a h, onde f : X/G — Y/G é a induzida por f entre os espacos

de érbitas. De fato, consideremos o seguinte diagrama comutativo

Xx—1 -y EG
x/¢t-via—2-pa

Segue do Teorema 1.1.1/ que 7y e o fibrado pullback g*(w¢g) sdo G-fibrados principais
isomorfos sobre Y/G. Desde que f : X — Y é G-equivariante, temos de [29, Cap.4,
Teorema 4.2](vide [13, Cap.1, Proposicao 8.6]) que nx e o fibrado pullback f*(ny) sdo
G-fibrados principais isomorfos sobre X/G. Por outro lado, desde que ny é isomorfo a

g*(wa), segue de [29, Cap.4, §10], que f*(wy) éisomorfo a f*(g*(wg)). Além disso, de ([29,
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Cap.2, Proposicio 5.7]), temos que f*(g*(wg)) e (g o f)*(wg) sdo G-fibrados principais
isomorfos sobre X/G e portanto ny e (g o f)*(wg) sdo G-fibrados principais isomorfos
sobre X/G, o que implica do Teorema [1.1.1 que g o f é uma aplicacdo classificante para

o G-fibrado principal X — X/G. Segue do Teorema 1.1.2 que g o f é homotdpica a h.

1.2 O Espaco de Borel

Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie atuando livremente em um espaco

topologico X Hausdorff, paracompacto. Entao, podemos tomar
h:X/G— BG

uma aplicac@o classificante para o G-fibrado principal X — X/G, onde EG — BG é o
G-fibrado principal universal para G.

Denotemos por X¢g o espaco de Borel EG xg X de X, obtido da seguinte forma: G
age livremente sobre EG x X pela acdo g(e,z) = (ge,gr) e EG x¢ X = (EGx X)/G. A

aplicagao entre os espagos de érbitas
p: X¢ — (EG)/G = BG, (1.1)

induzida pela projecao na primeira coordenada EG x X — EG é uma fibracao com fibra
X e espago base BG sendo o espaco classificante de GG p é chamada uma fibracao de Borel

associada ao G-espago X.
Observacao 1.2.1. Se GG age livremente sobre X, entao a aplicacao
s: Xg — X/G,

induzida pela projecao na segunda coordenada FG x X — X, é uma fibracao com fibra

contratil FG e portanto uma equivaléncia de homotopia (para detalhes, ver [13]).

Observacao 1.2.2. Sejam p : Xg = EG xg X — BG a fibracao de Borel associada ao
G-espago livre X, onde G é um grupo compacto de Lie e denotemos por r : X/G — X¢
a inversa homotdpica de s : X¢ — X/G. Entao, por: X/G — BG classifica o G-fibrado

principal X — X/G. De fato, consideremos o diagrama comutativo

X——FEGxX—EG

PR

X/G—— X;—2— BG
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Denotemos por n o G-fibrado principal X — X/G e por a o G-fibrado principal
EG x X — Xg. Desde que p é uma aplicacao G-equivariante, temos que o fibrado
pullback p*(wg) e a sd@o G-fibrados principais isomorfos. Assim, é suficiente provar que o
fibrado pullback r*(«) e n sao G-fibrados principais isomorfos. Para isto, consideremos o

seguinte diagrama comutativo

X—FEFGx X—X

O

X/G " X — = X/G

e observemos que s é G-equivariante, assim o fibrado pullback s*(n) e a sdo G-fibrados
principais isomorfos, deste modo r*(s*(n)) é isomorfo a r*(«). Por outro lado, desde que
s or é homotépica a identidade, temos que (s o r)*(n) = r*(s*(n)) é isomorfo ao fibrado
pullback Id*(n) = n. Assim, r*(«) e n sdo G-fibrados principais isomorfos. Portanto,
n = 1r*(a) = r*(p*(wg)) = (por)(wg), o que implica que p o r classifica o G-fibrado
principal 7.

1.3 Sistemas de Coeficientes Locais

Nesta secao, nosso objetivo é definir os grupos de homologia e cohomologia com coe-

ficientes locais em um fibrado de grupos. Dado um espago topoldgico B, seja
(B, a,b) = {\|| A: I — B,A(0) = a, A(1) = b}
o conjunto das classes de homotopia de caminhos em B unindo os pontos a e b.

Definicao 1.3.1. Um fibrado de grupos sobre B, o qual serd denotado por G, é uma
colec@o de grupos {G,| b € B}, junto com uma cole¢do de homomorfismos h[\| : Gy, —
G, para cada elemento [A] € II(B, by, by ), satisfazendo
(1) se [b] é a identidade (o caminho constante) em II(B, b, b) entao h[b] = id : G, — Gy;
(2) se [A] € II(B, by, ba) e [uu] € II(B, by, by) e se A u é o caminho justaposto de A por
i, entdo hA * p] = h[A] o hp] : Gpy, — Gy,.

Observagao 1.3.1. As condigoes (1) e (2) da Defini¢ao [1.3.1 implicam que h[\] é um
isomorfismo. De fato, denotando por A7'(t) = A(1 — t) temos que (A * A7'| = [b] €
I1(B, by, bg) e assim, h[\* A71] = h[\] o h[A"] = id.
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Exemplo 1.3.1. Dado um grupo G, existe o fibrado trivial de grupos sobre B, também
denotado por G, onde G, = G para todo b € B e h[\] = id : G — G para todo
[A] € TI(B, by, by).

Exemplo 1.3.2. Suponhamos que F — E % B seja uma fibracio, com B conexo por
caminhos. Para cada natural n > 0, podemos construir um fibrado de R-mddulos, G =
H,.(F; R) como segue: dado um elemento b € B seja G, = H,,(Fy; R), onde Fy, = p~1(b).
Dado um caminho A : I — B com A(0) = by e A(1) = by, aplicando a propriedade
do levantamento de homotopia para fibragoes, um levantamento de A da origem a uma
aplicacao A Fy, — Fp, tal que A é uma equivaléncia de homotopia e \é Unica, a menos

de homotopia ([43], p.185). Para cada [A] € II(B, by, by), seja

h[A| = (A Y. : Hy(Fyy; R) — Hy(Fyy; R).

Segue de ([43], Cap.4, §8) que G = H,,(F; R), juntamente com a colegao de homomor-

fismos h[\] definidos acima, é um fibrado de R-mddulos.

Observacao 1.3.2. Usando os mesmos argumentos do Exemplo 1.3.2, temos que G =

H"(F; R), juntamente com a seguinte colecdo de homomorfismos h[\]

R\ = X : H"(F,,; R) — H"(F,,; R)
¢ um fibrado de R-mddulos (ver [34, Cap.3, §2, Teorema 2.8]).

Definicao 1.3.2. Um morfismo entre fibrados de grupos, © : G — Gy é uma colecao de
homomorfismos, O, : (G1), — (G2)p, para cada b € B, satisfazendo a propriedade que o
seguinte diagrama comuta, para todo [A] em II(B, by, by ).

hi[X\
(G, 225 (G

O, \L i@bo

(G2)y, e (G2)by

. P o’ -
Exemplo 1.3.3. Sejam F — B e £’ — B, fibracoes com mesmo espaco base B, conexo
por caminhos. Suponhamos que exista uma aplicagao entre fibragoes,

fir,

Ey F)

L,
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a qual preserva fibra, ou seja, f(p~1(b)) C (p')~'(b), para cada b € B. Entdo o diagrama

h[\
H,(Fy; R) ~2 H,(Fy: R)

‘| E

é comutativo, onde h[A] e A'[A] sdo os homomorfismos definidos no Exemplo [1.3.2. Deste

modo, f, induz um morfismo de fibrados H,(F; R) — H,(F'; R).

Definicao 1.3.3. Um morfismo de fibrados é um isomorfismo se cada ©, for um iso-
morfismo. Fixemos um fibrado de grupos abelianos, G, sobre um espago B, entdao G é
chamado um Sistema de Coeficientes Locais sobre B. Um Sistema de Coeficientes Locais
G é chamado trivial se existe um fibrado trivial de grupos G' e um isomorfismo © : G — G,

para algum grupo G.

Exemplo 1.3.4. Seja F — E % B uma fibracdo com fibra F' e base B conexos por
caminhos. Entao, o sistema de coeficientes locais sobre B, Ho(F'; R) é trivial. Fixemos
um ponto b € B e mostremos que existe um isomorfismo © : Ho(F) — Ho(Fp), com
Hy(F,) = Ho(F) o fibrado trivial de grupos sobre B. Sejam by, by € B e [\ € II(B, by, by).
Como B é conexo por caminhos, existem caminhos a,3 : I — B tais que «(0) = b,
a(l) = by, B(0) = b, G(1) = by. Consideremos os homomorfismos h[a]| : Hy(Fp,) —
Ho(Fy), h(B] : Ho(Fy,) — Ho(Fy), h[A] : Ho(Fy,) — Ho(Fy,), definidos no Exemplo [1.3.2]
os quais sao isomorfismos, pela Observacao 1.3.1. Como F' é conexo por caminhos, temos

que o homomorfismo
h(B] o h[A o hla]™t = h[B* A x a~ Y] : Hy(Fy) — Ho(F})
coincide com o homomorfismo identidade Id : Hy(F,) — Ho(Fp). Assim, obtemos o
diagrama comutativo
Ho(Fy,) 2 Ho(F,)

Oy, _h[a}l lebo_h[ﬁ]
HO(Fb) T HO(Fb>

para todo [A] € TI(B, by, b1) e o sistema de coeficientes locais Ho(F; R) sobre B ¢ trivial.
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Observacao 1.3.3. Usando os mesmos argumentos do Exemplo [1.3.4, prova-se que se
F «— FE % B é uma fibracio com fibra F e base B conexos por caminhos, entdo o sistema

de coeficientes locais sobre B, H°(F; R), é trivial.

Denotemos por C,(B) o grupo das cadeias singulares sobre B. Definimos

Cy(B; G) = {funcodes c : C,(B) — U Gy | c(a: AP — B) € Gy, c(a) # 0, somente
beB
para um nimero finito de p-simplexos singulares o : AP — B} = {p-cadeias singulares com

coeficientes no fibrado de grupos G}, onde ey € AP. Uma p-cadeia é chamada elementar
se ¢(a) # 0 para no maximo um p-simplexo singular o : A? — B. Uma p-cadeia tipica

com coeficientes em G pode ser escrita como uma soma formal de p-cadeias elementares

c=_gia;, onde g; € Goy(ep)-
Para definir o bordo de uma p-cadeia elementar ¢, observemos que se « : AP — B,

06(60)7 se 1 7é 0)

aler), sei=0

(Gir)(eo) =

onde 0 : C,(B) — Cp—1(B). Consideremos o caminho \, : [ — B, definido por
Aa(t) = afteg + (1 —t)ey),

unindo a(e;) a a(eg). Segue que a classe de homotopia [A\,] € II(B, a(er), a(ep)) induz
um isomorfismo h{A.] : Ga(eg) — Gaer). O operador bordo 0 : Cp(B;G) — Cp_1(B;G),

definido pela féormula
p .
d(c) =0 (Z giai> = Z <h[)\ai](gz‘) - O + Z(_l)]giajaz) 3
i i j=1

¢ um homomorfismo, o qual satisfaz 0 o 9 = 0 (para detalhes, ver [43, Cap.6, §2]).

Definigao 1.3.4. O grupo graduado C*(B;G) é um complexo de cadeias e seus grupos
de homologia H,(B;G) = H,(C.(B;G),0), sao chamados grupos de homologia de B com
coeficientes no fibrado de grupos G, também conhecidos como grupos de homologia de B

com coeficientes locais em G.

Seja G um fibrado de grupos e denotemos por C*(B) o grupo de cocadeias singulares

sobre B. Definimos
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C?(B;G) = {fungoes ¢ : C?(B) — U G| c(a : AP — B) € Gyey), c(a) # 0, somente
beB
para um numero finito de p-simplexos singulares o : A? — B} = {p-cocadeias singulares

com coeficientes no fibrado de grupos G}, onde ey € AP. O conjunto C?(B;G) é um
grupo abeliano com a operagao de adi¢ao de fungoes. O operador cobordo ¢ : C?(B; G) —

CP™(B;G) ¢é definido pela férmula

p+1

(=1)Pc(a) = B e(@he) + 3 (<1)e(Br0),

para cada simplexo singular a : AP*! — B, onde h[A '] : Go(e;) = Ga(ey)- Entao § ¢ um

homomorfismo e § o § = 0 (ver [43, p.270]).

Definigao 1.3.5. O grupo graduado C*(B;G) é um complexo de cocadeias e seus grupos
de cohomologia H?(B;G) = HP(C*(B;G),d), sao chamados grupos de cohomologia de B

com coeficientes locais no fibrado de grupos G.

Uma importante propriedade dos grupos de homologia e cohomologia de B com coefi-
cientes locais no fibrado de grupos G é dada pelo seguinte lema (para demonstragao, ver

[34, Cap.3, §1, Lema 1.18] e [32, Proposi¢ao 5.18]).
Lema 1.3.1. Se o sistema de coeficientes locais G sobre B é trivial entao
H.(B;G) = H.(B;G) e H(B;G) = H*(B; G),

onde G = Gy, para todo b € B.

1.4 Sequéncia Espectral

Definicao 1.4.1. Um mddulo diferencial bigraduado sobre um anel R, é uma colecao de
R-médulos {EP?} (ou {E, ,}), para todo par de inteiros p e ¢, junto com uma aplicagao
R-linear d : E** — E** o diferencial, de bigrau (r,—r+1) (oud: E, . — E, ., de bigrau

(—=r,r — 1)), para algum inteiro r, satisfazendo d o d = 0.

Defini¢ao 1.4.2. O médulo de homologia H(FE) é o médulo bigraduado

Ker(d: Epg — Eprgir—1)

H .
Im(d: Epirg—ri1 — Epg)

qu(E*,*v d) =

Definigao 1.4.3. O mdédulo de cohomologia H(E) é o médulo bigraduado
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Ker(d: EP? — EPtra—r+1)
Im(d : Er=ratr=1 — Epa)

HP(E*, d) =

Definicao 1.4.4. Uma sequéncia espectral do tipo homoldgica é uma colecao de R-
médulos diferenciais bigraduados {E},,d"}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tém

bigrau (—r,r — 1) e EJ*1 é isomorfo a Hy, 4(EL,,d").

*,% 7

Definicao 1.4.5. Uma sequéncia espectral do tipo cohomoldgica é uma colecao de R-
modulos diferenciais bigraduados {E**,d,}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tém

bigrau (r, —r + 1) e EY, é isomorfo a HPY(E**, d,).

Observacao 1.4.1. Embora a sequéncia espectral esteja indexada para r = 1,2,...,
essa indexacao pode comecar em qualquer inteiro e para as nossas aplicacoes a sequéncia

comeca em 7 = 2.

Consideraremos sequéncias espectrais do tipo cohomoldgicas até o final desta secao.
As defini¢oes e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obtidas no caso
de uma sequéncia espectral homoldgica e uma exposicao detalhada nesse sentido pode
ser encontrada em [32, 36]. Para definir o termo limite de uma sequéncia espectral coho-
moldgica, para todo k > r, denotemos por

Z,r]?7q — Kefr(dr : Ef?q N E£+Tvq_r+1)
BPt = [m(d, : BP9t — EPa)),

r

A condigao d, o d, = 0, implica que B, C Z, C E,, e segue da Defini¢ao 1.4.3 que
E,1 =2 Z,/B,. Sejam

Z(E, )P = Ker(d,y, : EPY — EPTTHLET)
B(ErJrl)p’q - Im(drﬂ : Ef;{il’quT — Effl)

Segue de [28, Teorema 1.10, p.173], que existem submdédulos bigraduados Z,11 e B,y
de Z,, contendo B,, tais que Z(E,41)P9 = Z77 /779 e B(E,1)P9 = B}, /BP9, para todo

r

p,q. Assim, B, C Z,,1 e temos que
B.CB.,1CZ.41CZ. CE,.

Além disso, B, 9 = Z(FEy1)/B(Fry1) & Zyy1/Bry1. Continuando esse processo por

inducao, obtemos uma sequéncia de submodulos, para todo n > r,
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B,CB.,,C...CB,C...CZ,C...CZy1CZ CE,.
com a propriedade que E, 1 = Z,/B,.

Definicao 1.4.6. Definimos os moédulos bigraduados

ZOO:ﬂZn e BOO:UBn.

O modulo bigraduado Fo, = Z /By é chamado o limite da sequéncia espectral E.

Defini¢ao 1.4.7. Uma sequéncia espectral cohomolégica {E**, d,} colapsa no N-ésimo

termo se o diferencial d,, = 0, para todo r > N.

Observacao 1.4.2. Uma consequéncia imediata do fato de uma sequéncia espectral co-

£t * ok Z ’ *,% AU *k AU ~ *
homolégica {E}*,d.} colapsar no N-ésimo termo, é que Ey" = E, = ... = EL"

Definigao 1.4.8. Uma filtracdo decrescente F' sobre um R-médulo A, é uma familia de

submédulos {FP(A)}, com p € Z, tal que
... CFPHYA) C FP(A) C FP 1 (A) c...C A

Definicao 1.4.9. Dada uma filtracao decrescente F' sobre um R-mdédulo A, o médulo

graduado associado Ef(A) é dado por
Ej(A) = FP(A)/FPHi(A).

Definicao 1.4.10. Se H* é um R-mddulo graduado e se F' é uma filtragao sobre H*,
entao FP(H") = FP(H*) N H" C FPF~Y(H*) N H® = FP7'(H") e 0o mdédulo bigraduado

associado Ey* é dado por
EPU(H*, F) = Fr(HvH) | FrL ().

Defini¢ao 1.4.11. Uma sequéncia espectral { E** d,.} converge para um R-médulo gra-

duado H*, se existe uma filtracao F' sobre H* tal que
ELf = EgU(H", F),
onde EZ* é o termo limite da sequéncia espectral.

Definigao 1.4.12. Uma sequéncia espectral {E** d.} é uma sequéncia espectral do

primeiro quadrante, se existe r tal que EP? =0, para p < 0 ou g < 0.
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Agora, recordemos os seguintes teoremas de Leray-Serre para fibragdes (para de-

monstracao, ver [32, Teoremas 5.2 e 6.7]).

Teorema 1.4.1 (A Sequéncia Espectral Cohomolégica de Leray-Serre). Seja R um anel
comutativo com unidade. Dada uma fibracio F — E % B, onde B é conexo por

caminhos, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante { E¥*, d, }, com
EY? >~ HP(B;HI(F; R)),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F', a fibra de p, e con-
vergindo para H*(F; R). Além disso, essa sequéncia é natural com relacao a aplicagoes

entre fibragoes que preservem fibras.

Teorema 1.4.2 (A Sequéncia Espectral Homoldgica de Leray-Serre). Seja R um anel
comutativo com unidade. Dada uma fibracio F — E 5 B, onde B é conexo por

caminhos, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante {E7 ., d"}, com

E;z%,q = HP<B§H¢1(F§ R))u

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F', a fibra de p, e con-
vergindo para H.(F; R). Além disso, essa sequéncia é natural com relagao a aplicagoes

entre fibragoes que preservem fibras.

1.5 O homomorfismo de Bockstein e a Cohomologia
dos espacos classificantes BZ, e BS].

Sejam A, B e C grupos abelianos. Se
0—-A—-B—-C—-0 (1.2)

é uma sequéncia exata curta, entao a sequéncia
0— Hom (C.(X),A) = Hom (C,(X),B) — Hom (C«(X),C) — 0

é exata, onde C,(X) é o complexo de cadeias singulares de X. Assim, obtemos uma

sequéncia exata longa em cohomologia

. — H*X; A) — HYX; B) — H¥X;C) 25 HF1(X; A) — ...
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Os homomorfismos conectantes
By : H*(X;C) — HM1(X; A)
sao chamados homomorfismos de Bockstein associados a sequéncia exata curta (1.2).

Definicao 1.5.1. Um modelo para BZs, o espaco classificante para Zs, é o espaco
projetivo infinito P*°. Entdo, H*(BZs;Zy) = H*(P*;Zsy) é isomorfo a Zs[a], onde
a € HY(P>®;Zy) é o gerador. O gerador de H'(BZy;Zs) é a', para qualquer i > 0.
Se p > 2 é primo, um modelo para BZ,, o espaco classificante para Z, é o espaco lens
infinito L° = S /7Z,. Assim, H(BZ,,Z,) = H'(L)*;Z),) = Z,, para todo i > 0 e dado
qualquer elemento nao nulo a € H 1(L;°; Zy), temos que b = $(a) é um elemento nao nulo
de H*(L®;Zy), onde (8 : H'(Ly*;Z,) — H?*(L®;Zy) ¢ o homomorfismo de Bockstein.
Mais geralmente, um gerador p € H*(BZ,,Z,) ¢ dado por
a— bi=1/2 e i é fmpar

a bi/2, se i é par.
Exemplo 1.5.1. Um modelo para BS!, o espaco classificante para S*, é o espaco projetivo
complexo infinito CP>. Entao, H*(BS';Z) =~ H*(C P>;Z) é isomorfo a Z[c] com gerador
c € H*(BS';Z) (para demonstracao, ver [13, Cap.3, §2, Proposicao 2.1]). Observemos
que B(S! x S') = BS! x BS*.

1.6 O indice i(-) de G-espagos definido por Volovikov

Provavelmente, a primeira vez que um indice (co)homoldgico apareceu de forma explicita
foi em um artigo de Yang [44], para espagos com agoes livres de Z,. Este indice esta
proximo a conceitos como génus e categoria e tém aplicagoes em varias areas da matematica.
Para acoes livres de grupos finitos arbitrarios, indices homologicos e geométricos foram
introduzidos por Svarc em [37, 38] e por Conner e Floyd em [11].

Ao longo desta secao considere G um grupo compacto de Lie e X um G-espaco para-
compacto Hausdorff.

Um indice é uma “funcao’que associa cada G-espaco a um inteiro nao-negativo ou
infinito.

Para a definicio do fndice i(-), vamos usar a Cohomologia de Cech com coeficientes

em um corpo K, o qual nao sera indicado por nossa notagao. Além disso, no caso em que
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G ¢ um p-toro, isto ¢, G = Z; = Z, X Z, X ... X Z,, para um primo p, sempre usaremos
K = Z,, e no caso em que G ¢ um grupo conexo de Lie, usaremos K = Q.

Consideremos a sequéncia espectral associada a fibragao de Borel p : X — (EG)/G =
BG construida na Segao 1.2 e definimos H}(X) := H*(Xg). Denotamos HE(pt) =
H*(BG), onde pt é o espa¢o com um tnico ponto, por A*.

A aplicagdo X — pt induz um homomorfismo A* — H(X). Fadell e Husseini, em
[16], denotaram o nicleo deste homomorfismo por Ind“X e denomiram-o de indice de
valor ideal do G-espaco X.

Notemos que, o homomorfismo A* — H(X) pode ser representado como a aplica¢ao

€composicao
* *,0 *,0 *,0 *
AN —Ey — ... EY — . — BN C HY(X).

Assim, Ind“X coincide com o niicleo do homomorfismo A* — E*°. Denotamos

também Ind®X por . Ind“X.

Definig¢ao 1.6.1. O ideal ,Ind“X em A* é o nicleo do homomorfismo H*(BG) = A* —

B9,
Observagao 1.6.1. Segue da Definicao [1.6.1 que
Ind9X C 5Ind%X C ... C ;Ind°X C , 1 Ind®X C ...

e a uniao destes ideais é Ind9X = Ind®X.
Observagio 1.6.2. Se X é conexo, entdao E/; = H*(BG)/,IndX .
Agora, vamos definir o indice numérico i(-) relacionado ao indice de valor ideal.

Definigao 1.6.2. Assuma que 0 # o € Ind“X. Seja ix(a) o menor inteiro r tal que o €

-Ind9X. Denotamos por i(X) o minimo dos ix () para os quais o é tal que 0 # o €

Ind¢X.

Observagao 1.6.3. Nés estabelecemos que i(X) = oo se Ind’X = 0. Por exemplo, se
o conjunto dos pontos fixos da a¢do de G sobre X é nao-vazio, entao i(X) = oco. Nesse

sentido, colocamos ix(a) = oo se a classe a € A* nao pertence ao ideal Ind“X.
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Observacao 1.6.4. Notemos que, se 0 # a € Ind“X, entdo, na sequéncia espectral da
fibracio de Borel p : Xg — BG, a imagem do elemento o € H*(BG) = A* em E;° é
nula, para algum diferencial e ix(«) é o indice deste diferencial, enquanto i(X) é o indice
do primeiro diferencial com imagem nao trivial na linha da sequéncia espectral que tem

os médulos E*0.

De acordo com a observagao acima, a defini¢ao do indice i(-) (Definigao 1.6.2)) pode

ser dada da seguinte maneira:

Definicao 1.6.3. Consideremos a sequéncia espectral da fibracao de Borel p : Xg — BG

*,0 P * 1 y — *70 J— . *,D *aO
e B;7 = A*. Dizemos que i(X) = s,se By = ... = EMN £ E77.

O préximo resultado é consequéncia imediata das Definigoes [1.6.1), [1.6.2, 1.6.3/ e da

Observagao [1.6.1.

Proposicao 1.6.1. Seja f : X — Y uma aplicacao G-equivariante. Entao,
(1) 1Ind®Y C ;Ind“X. Em particular, Ind“Y C Ind“X;
(#0) i(X) <i(Y);
(iii) ix(a) < iy(a), para todo 0 # o € Ind9 X .

Agora, vamos recordar o indice in(-) definido por Volovikov em [42]:

Definicao 1.6.4. Consideremos a sequéncia espectral da fibracao de Borel p : Xg — BG
e B3 = A, Definimos in(X) como o maior d tal que AV — HL(X) é um monomorfismo,

para todo j < d e A? £ 0.

Observacao 1.6.5. No caso em que X é um Zs-espaco livre, o indice in(X) coincide
com o indice homolégico definido por Yang em [44]. Denotemos esse indice de Yang por

indy,mg.
Observagao 1.6.6. A relagao entre os indices i(-) e in(-) é descrita pela desigualdade:
in(X) >i(X)—1.

Além disso, em [42], foi provado que in(X) = i(X) — 1 se considerarmos a agao de
G = Z,, enquanto in(X) = i(X) — 2 no caso de agao do grupo G = S e no caso em que

G = Zy, p > 2 primo, i(X) — 1 <in(X) < i(X).
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Agora, vamos listar algumas propriedades do indice i(-): (para detalhes, ver [42])

(1) Se X é compacto e G atua sem pontos fixos em X, entao i(X) < oo.

(2) Se G = Zy ¢ X é um G-espaco livre, entdo i(X) excede o indice homoldgico de
Yang em uma unidade, ou seja, i(X) = indyqany(X) + 1.

(3) Se X ¢ uma esfera de cohomologia, ou seja, H*(X) = H*(S™), e G atua sobre X
sem pontos fixos, entao i(X) =n + 1.

O proéximo resultado nos serda muito 1til ao longo deste trabalho.

Proposigao 1.6.2. Sejam X e Y G-espagos. As seguintes afirmacgoes sao validas:
(1) Se H(X) =0, para i < N, entao i(X) > N + 1.
(4i) Se H/(Y) =0, para j > N —1 e i(Y) < oo, entao i(Y) < N.

Demonstragao: (i) Tomemos a fibragao de Borel sobre X

px : Xg — BG.

Temos que Ey° = H*(BG; H*(X)) = H*(BG).
Como H'(X) =0, para i < N, entdo E¥' = H?(BG;H/(X))=0,Y0<i< N, ¥V p.

Além disso, BD? = ED7 = = Ept = = Fn4=0,Y0<g<N,V p, pois
d, =0, para r > 2.
Assim,
2,0 ~u Ker (dr : Efvo N Ef+r’ _7~+1)
Er+1 = — T 5
Im(d, : EY — EP0)

Como r > 2, segue que EPT" "t = ( ¢ dai, Kerd, = EP'°.

E ainda, para 2 <r < N,segue que 1 <r—1< N —1eentao, 0 <r—1< N. Logo,
Ef—'r,r—l — 0

Assim, EPY = BP0, V2 <r <N.

Portanto,
2,0 _ 1,0 _ _ 0 _ 1p0
Ey " =FEy =...=Ey =Ey,,

e, por consequéncia, i(X) > N + 1.

(17) Agora, tomemos a fibragdo de Borel sobre Y,

py : Yo — BG.
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Temos que Ey° = H*(BG; H(Y)) = H*(BG).

Como H’(Y) =0, paraj > N—1, entao E?/ = H?(BG;H/(Y)) =0,V p, Vj > N—1.
Além disso, By ! = Ey?=.. . =FEri=...=E07=0,Vp YVqg>N-1

Para todo r > N,

. 0 p+r+1, —r
0 A Ker (dTJrl : Er+1 — Er—i—l )

. p—’/‘—l,’f‘ p70
Im (dyy1 2 B — )

p7
r+2 —

Pelo fato de —r < 0, segue que Kerd,,; = Ef;_ol Como r > N, temos que Ef;I_I’T _
0. Logo, Ef;ol = Ef;%, V r > N. Assim,

p,9 _ p,0 __ _ 17p,0
BRI, =ER),=...=ER°

Suponhamos, por absurdo, que i(Y) > N + 1. Entao,

By =F’=.. =B}, =...= ER°.
Logo, i(Y) = 0o, 0 que é uma contradigao, pois i(Y") < oo. [ |

Exemplo 1.6.1. Sejam G = Zy, onde p é primo e K = A2 o (5 — 1)-esqueleto do

(gs + q — 2)-simplexo, com g = p".

Consideremos Py (K) C K9 a unido dos simplexos da forma oy X 09 X ... X 0, em K9,
onde oy, 09, ...,0, sao simplexos de K dois a dois disjuntos.

Temos que Pj(K) ¢ KN\DK C K\AK, com DK = {(x1,29,...,2,) € K| z; =
xj, para algum i # j} e AK = {(x1,22,...,2,) € K| x; = x;, V i,5}. Além disso,
G = Z7 atua livremente sobre Py(K), K"\DK e K/\AK, e PJ(K) ¢é aplicado equivari-
antemente sobre K9\ DK e K9\ DK é aplicado equivariantemente sobre K9\ AK, através

das respectivas aplicagoes inclusoes.

Em [40, [41], Volovikov mostrou, respectivamente, que:
W(P{(K))>q(s—=1)4+1 e in(P{(K))>q(s—1)=¢q-dimK.

Além disso, como dim (KY\AK) < ¢(s — 1), segue que H/(K"\AK) = 0, para j >
q(s—1). Pela Proposicao [1.6.2(i7), levando em conta que K7\ AK é compacto, temos que

i(KN\AK) < q(s—1)+ 1. Usando a Proposigao [1.6.1, obtemos
i(P{(K)) =i(K\DK) = i(KN\AK) =q(s—1) + 1.

Como as agdes de G = Zy sobre PJ(K) e K?\DK sdo livres, similarmente, temos que
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in(Py) = in(KN\AK) = in(K\DK) = q(s — 1)

Se G = Z,, entao G também atua livremente sobre KP\AK. Assim, in(KP\AK) =

q(s —1).



CAPITULO 2

O génus de G-espacos

Neste capitulo estudaremos o génus de um G-espaco, onde GG é um grupo finito. A
no¢ao de génus de um conjunto foi primeiro introduzida por Krasnosel’skii em [30] para
grupos ciclicos. Para G = Zs, o invariante numérico B-indice introduzido por Yang em
[45] é uma unidade a menos que o génus. O caso geral, quando a acao livre é de um grupo
topoldgico arbitrario, foi considerado por Svarc em [37, 38] como um caso particular da
nocao do génus de um fibrado introduzido por ele. Na Secao 2.1, veremos duas nocoes de
génus introduzidas por Steinlein, em [24, 25], ambas no sentido de Svarc. Na Secao 2.2,
veremos a relacao entre o génus de um Zy-espaco e aplicagoes Z,-equivariantes. Nas duas
ultimas se¢oes, definiremos, de um modo geral, o génus de um G-espago e apresentaremos
alguns resultados importantes acerca deste conceito, que serao muito relevantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Nocgoes do génus de Z,-espacos
Definicao 2.1.1. Seja p um nimero primo. Definimos:
H, ={(X, f)| X é Hausdorff e f : X — X gera uma Z,-acao livre sobre X}

N, ={(X, f) € H,| X é normal}.

34
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Em [24], Steinlein introduziu o conceito de génus de um Z,-espago, no sentido de Svarc

[37, 138], como segue:

Definigao 2.1.2. Sejam (X, f) € H,,

L(X, f) = {G C X | existem fechados disjuntos Gy, Gy,...,Gp—1 C X
p—1

com G=|JGie f(Go)=G;, Vi=1,...p—1}
=0

SX, f)={FcLX,nHlXx=J¢c}

GeF

O génus do Z,-espago X, denotado por gen (X, f) ou gen (X, Z,), é definido por:
gen (X, Z,) = min{card§| § C S(X, f)}

Observacgao 2.1.1. Se gen (X, f) = 1, entdo existe § € S(X, f) tal que card§ = 1. As-
sim, § = {X}. Mas como § C L(X, f), existem Gy, Gy, ...,Gp—1 C X fechados disjuntos

p—1
com X = U G;. Portanto, X ¢é desconexo.
i=0

Observagao 2.1.2. Sejam (X, f) € H, e T = {z, f(z),..., [P} (z)} a 6rbita de .
Considere § = {Z},ex. Como T € L(X, f), para cada x € X, temos que § € S(X, f) e

consequentemente, gen (X, ) < card§ < card X.

Antes da outra definicao dada em [25] por Steinlein, precisaremos da defini¢ao de

cobertura admissivel.

Definicao 2.1.3. Seja X um espaco de Hausdorff. Dizemos que & C 2% é uma cobertura
admissivel de X se
(i) U é uma cobertura aberta de X
(i7) existe uma familia (ty)yey de aplicagoes continuas ¢y : X — [0, 1] tal que
(a) ty|x—v =0
(b) para todo x € X, existe um U € U com ty(x) = 1.

Seja H o conjunto dos nuimeros cardinais e co um objeto que nao pertence a H. Seja

H>* = HU{oo} com a ordem induzida da boa ordenagao de H junto com o < 0o, V v € H.
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Defini¢ao 2.1.4. Sejam p um primo e (X, f) € H,. Definimos Mx; ={a € H|a éo

cardinal de uma cobertura admissivel & C 2% tal que para todo U € U existem abertos
p—1

disjuntos Uy, Uy, ..., U,—; C X com U U=Ue f((U)=U;, Vi=1,2,...,p—1} se tal
i=0

cobertura U existe, e Mx y = {oo} caso contrério.

Como Mx y C 'H* é nao vazio e H* é um conjunto bem ordenado, podemos afirmar

que Mx ; possui um elemento minimo. Sendo assim, consideremos a definigao abaixo.

Definicao 2.1.5. Sejam p um primo e (X, f) € H,. Entdo, o génus g(X, f) é definido

por
g(X, f) = min MX’f.
Observacao 2.1.3. Se g(X, f) = 1 entdo X ¢é desconexo.

Os proximos resultados que enunciaremos vao nos dizer qual a relagao entre os dois

génus definidos anteriormente. Para detalhes, ver [25].
Lema 2.1.1. Seja (X, f) € H,. Entao, gen (X, f) < g(X, f).
Lema 2.1.2. Seja (X, f) € N,. Entao, gen (X, f) = g(X, f).

Exemplo 2.1.1. Seja p primo e consideremos S* = {z € C| ||z|]| = 1}. Seja f: St — S!
dada por f(z) = ze’s . Temos que f gera uma Z,-a¢ao livre sobre S'. Mostraremos que
g(St, f) = 2. Para isto, basta mostrar que gen (S, f) = 2, pois S* é um espaco normal.

Consideremos os seguintes conjuntos

G§1)_{z651; —Sargzgu}, 7=0,1,....p—1 e

2j +1 2m(2j + 1
G@):{zesl; M<ar92<w}, j=0,1,....,p—1
p p

Temos que Gg-l) e G§-2) sao fechados em S'. Além disso, G§k) N ng) =0, j#1i, k=
1,2, fA(G") = G§-1) e fI(GY) = G§-2), Vj=0,1,...,p— 1. Portanto, tomando G!) =
p—1

p—1
U G;l) e G® = U GE»Q), temos que § = {GW, GP} € S(S!, f) e consequentemente,
=0 =0

gen (S, f) < 2. Por outro lado, como S* é conexo, a Observagao 2.1.1 nos garante que

gen (S, f) > 1. Portanto, gen (S, f) = 2.
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2.2 O génus e aplicacoes Z,-equivariantes

Dados dois Z,-espagos livres, com p primo, podemos reformular a definicao de aplicacao

Z,-equivariante da seguinte forma:

Definicao 2.2.1. Sejam (X, f1), (X2, f2) € H,. Dizemos que F : (Xi, fi) — (Xo, f2)
¢ uma aplicagao Z,-equivariante ou uma Z,-aplicacao se ' : X; — X, é continua e

Fo fi = fy 0 F, ou seja, o diagrama

X1L>X2

X1T>X2

comuta.

Lema 2.2.1. Sejam p primo e (Xi, f1), (X2, fa) € Hp. Seja F': (Xq, fi) — (Xo, f2) uma
aplicacao Z,-equivariante. Entao, g(Xi, f1) < g(Xa, fa2).

Demonstragao: [25]. [ |

Agora, definiremos um conjunto especial, denotado por F;, ,, onde p é primo e n € N,
e uma Z,-acao livre ¢, , : I, , — F, ,. Além disso, veremos que existe uma relagao entre
o génus g(X, f) e a existéncia de aplicacao equivariante F' : (X, f) — (Fy,p, ¥n,p), Dara

algum n € N.

Definicao 2.2.2. Sejam n € N e p um nimero primo. Considere
l={z=(21,2,...) €CV| ) |z’ < oo}
j=1

com a norma usual do espago de Hilbert. Defina:

(
0, sen=20
. ) {z=1(2...,20,0,...) €lo| [|2]| = 1}, sen € {2,4,6,...}
mp = Eyorg
{z:@b”w@¥ban)EthH:L@%szQ?k%ﬂ

\ para algum k € {0,1,...,p— 1}, sen € {1,3,5,...}

27i 27

e Onp: Fnp— F,, dada por ¢, ,(2) = (167 ,20¢ 7 ,...).
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Observagao 2.2.1. Se n é par e p é um primo qualquer, entdo F,, é a esfera S™'. Além
disso, para todo n, F,, é um espaco normal e ¢, , gera uma Z,-agao sobre I, ,. Logo,

(Frps @np) € N,. Para mais detalhes, ver [25].

O préximo lema nos da um limitante superior para gen (F, ,, ¢np) € G(Fnp, @nyp) € sua

demonstragao pode ser encontrada em [25].

Lema 2.2.2. Seja (F,,, onyp) € Np. Entao, g(Fp, onp) = gen (Fup, onp) < n.

Os préximos resultados (Lemas 2.2.3 e 2.2.4) nos mostram algumas relagoes entre
o génus de um espaco e existéncia de aplicagoes Z,-equivariantes. Suas demonstragoes

podem ser encontradas em [25].

Lema 2.2.3. Sejam p um nimero primo e (X, f) € N,. Sen = gen (X, f) é finito, entao n
¢ o menor nimero tal que existe uma aplicagao Z,-equivariante F': (X, f) — (F, . ©np)-

Em particular, gen (F, p, onp) > n.

Observacgao 2.2.2. Segue dos Lemas2.2.2 ¢2.2.3 que §(F,, np) = gen (Fp, onp) =N,

para todo n € N e qualquer p primo.

Antes do proximo resultado, lembremos que um espaco X é n-conexo se seus n

primeiros grupos de homotopia sao triviais, isto é, 7;(X) =0, Vj=0,1,...,n.

Lema 2.2.4. Sejam n € N, p um nimero primo e (X, f) € H,, com X # () e n-conexo.
Entao, existe uma aplicagao Z,-equivariante F' : (Fy,12,, ©ni2,) — (X, f). Em particular,

g X, f)>n+2.

2.3 O génus de G-espacos, com G grupo finito

Em [3], Aarts, Brouwer, Fokkink e Vermeer apresentaram a defini¢do de génus de um
G-espaco, com G um grupo finito, no sentido de Svarc. Nesta secéio, vamos introduzir o
génus de um G-espago, apresentar sua relacao com o niumero de cores de um G-espago e
apresentar alguns resultados que envolvem estes conceitos.

Inicialmente, vamos definir o niimero de cores de um G-espaco livre X.

Definicao 2.3.1. Sejam X um espaco X paracompacto Hausdorff e G um grupo finito

que atua livremente sobre X. Seja G* = G — {e}. Dizemos que um aberto U de X é uma
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corse UNg-U =0,V g € G* e, dizemos que uma cobertura U de X por cores é uma
coloragdo. Se (X, G) admite uma coloragao finita, entdo o nimero de cores col (X,G) é a

cardinalidade minima de uma coloragao.

Observacao 2.3.1. Quando G = Z,, com p primo, col (X, Z,) também pode ser denotado

por col (X, f), onde f: X — X é o homeomorfismo que gera a Z,-a¢ao livre sobre X.

Definigcao 2.3.2. Sejam X um espaco paracompacto Hausdorff, G um grupo finito que

atua livremente sobre X e U C X uma cor. Dizemos que o conjunto G - U = U g -
geG
U é chamado um conjunto de primeiro tipo. O génus, gen (X,G), é definido como a

cardinalidade minima de uma cobertura de X por conjuntos de primeiro tipo.

O préximo resultado ¢ andlogo ao obtido na Segao 2.2 para G = Z,,. Segue da defini¢ao

acima, que o génus é nao-decrescente sob aplicagoes G-equivariantes, isto €,

Proposicao 2.3.1. Sejam X e Y G-espacos livres paracompactos Hausdorffe F: X — Y
uma aplicagdo G-equivariante. Entédo, gen (X, G) < gen (Y, G).

Observacao 2.3.2. Se X é um G-espago livre e U C X é uma cor, entao a colecao

{g-U|geG}étalqueg-UNh-U=0,Yg,heG,g#h.

Observagao 2.3.3. No caso em que G = Z,, com p primo, gen (X, Z,) também pode ser
denotado por gen (X, f), onde f : X — X é o homeomorfismo que gera a Z,-agao livre

sobre X. Neste caso, o génus definido em 2.3.2 coincide com o génus definido em 2.1.2.
Agora, veremos alguns resultados que relacionam os conceitos de col (X, G) e gen (X, G).

Teorema 2.3.1 (Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk). Seja ¢ : S™ — S™ a aplicac¢ao antipo-
dal sobre a esfera de dimensao n > 1. As seguintes equivaléncias valem:

(1) gen (S™,i) = n + 1, para a Zs-acao livre induzida pela aplicacao antipodal 7.

(i7) col (S™,i) = n + 2.

(473) Suponha que {U; Ui(U;)| j =1,2,...,n+ 1} é uma cobertura de S™ constituida
n+1

por conjuntos de primeiro tipo. Entao, ﬂ U; # 0.
j=1

Para a prova deste teorema ver, por exemplo, [14, p.42]. A equivaléncia de (i) e (i7)
foi generalizada para G-espagos livres em [26, Theorem IV.21] e em [4], como mostra o

seguinte:
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Teorema 2.3.2. Suponha que X é um G-espaco livre paracompacto Hausdorff. As
seguintes afirmacoes sao equivalentes.

(1) gen (X,G) =n+ 1;

(i) col (X,G) =n+ |G].

Em [30], Krasnosel’skii generalizou a parte (i) do Teorema 2.3.1 para acoes livres de

grupos ciclicos sobre a esfera S™.

Teorema 2.3.3 (Krasnosel’skii). Seja f : S — S™ um homeomorfismo que gera uma

Zy-acdo livre sobre S™. Entao, gen (S™, f) =n + 1.

2.4 Resultados sobre génus de G-espacgos

Para quaisquer dois complexos simpliciais X e Y, lembremos que o join X xY é o com-
plexo simplicial formado pelos simplexos [z1, Za, . . ., Tk, Y1, Y2, - - - , Y], Onde [z1, Xa, . . ., T]
e [y1, Y2, - - -, Ym] a0 simplexos em X e Y, respectivamente. Se X e Y sao G-espagos livres
entao X *Y também o é. O join Gx G *...x G (k-vezes) é o complexo simplicial formado
por todos (g1, g2, - - ., gk|, com g; € G, para i =1,... k. Note que, G* G * ... G admite

uma G-agao livre que ¢ induzida da G-agao livre em G, g; — gg;.

Definicao 2.4.1. O join GxGx*...*G (k-vezes) com a G-agao livre definida anteriormente

é um G-espago livre, denotado por S¥.

Observacao 2.4.1. Observe que, para G = Zo, temos que S& = S*~1. Note também que,

Sk ¢ um ANR (k — 1)-dimensional e (k — 2)-conexo.

De [3], segue o seguinte resultado:

IN

Teorema 2.4.1. Sejam X um G-espago livre paracompacto Hausdorff tal que gen (X, G)

k. Entdo, existe uma aplicacio G-equivariante F': X — S&.
Em [37], Svarc obteve o seguinte resultado:

Teorema 2.4.2. Suponha que X seja um G-espacgo livre paracompacto Hausdorff de

dimensao topolégica dim X = n. Entao, gen (X,G) < n+ 1.

Em [3], Aarts, Brouwer, Fokkink e Vermeer mostraram que
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Teorema 2.4.3. Seja G um grupo finito.

(i) gen (SE,G) = k.

(77) Suponha que X é um G-espago livre paracompacto Hausdorff (k — 2)-conexo.
Entao, existe uma aplicagao G-equivariante F' : S&% — X e como consequéncia, gen (X, G)

> k.

Volovikov, em [39, Proposition 4.7], relacionou o génus de um G-espago livre X com

o indice i(X). Sua prova segue das propriedades do indice i(-) e do Teorema 2.4.1.

Proposigao 2.4.1. Suponha que G = Zj = Z, X Zj, X ... Z, (n vezes) atua sobre X sem
pontos fixos. Entéo, i(X) < gen (X, G). Em particular, se H(X) =0, Vi < N —1, entéo
gen (X,G) > N + 1.

q

Exemplo 2.4.1. Sejam G = Zjy, onde p é primo e K = A2 o (5 — 1)-esqueleto do

(gs + q — 2)-simplexo, com g = p". Pelo Teorema 2.4.2, segue que gen (Py(K),Z;) <
q(s = 1)+ 1, gen (K\DK,Z3) < q(s — 1) + 1 e gen (KN\AK,Zy) < q(s — 1) + 1.

Vimos, no Exemplo [1.6.1), que
i(PY(K)) =i(K\DK) =i(KN\AK) =¢q(s— 1)+ 1.
Logo, pela Proposicao 2.4.1, obtemos que

gen (PQq(K),ZZ) >q(s—1)+1, gen(K\DK,Zy) > q(s —1) +1
e gen (KNAK,Zy) > q(s — 1)+ 1.

Portanto,

gen (Py(K),Zy) = gen (KI\DK,7Z7) = gen (K\AK,Z7) = q(s — 1) + 1.



CAPITULO 3

Teoremas de coincidéncias para aplicacdes de (G-espacos livres

O Teorema Classico de Borsuk-Ulam nos diz que toda aplicacao continua da esfera
S™ no espaco euclidiano k-dimensional R¥ tem um ponto de Zs-coincidéncia, sempre
que n > k. Este resultado pode ser generalizado em muitas direcdes: S™ e R¥ pode ser
substituidos por espagos mais gerais X e Y, e a acao de Zy sobre S™ pode ser substituida
por acoes de outros grupos.

Uma destas generalizagoes pode ser encontrada em [2], onde Aarts, Fokkink e Vermeer
provaram o Teoremal3.3.3, que diz que se ¢ : X — X gera uma Zsy-ac¢ao livre sobre o espaco
normal X com col (X,i) = n+2, k é um nimero natural e Y é um cone CW-complexo k-
dimensional, entao toda aplicacao continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia,
sempre que n > 2k, e este resultado é o melhor possivel.

Motivados por este resultado, na Secao 3.3 (Teorema [3.3.1), exigindo que X seja um
espago paracompacto Hausdorff, generalizamos o resultado citado acima para acoes livres
de Z,, com p primo.

Vale ressaltar, que no caso n = pk, exibimos um interessante exemplo que mostra que
o resultado nao ¢ verdadeiro para a classe mais ampla dos C'W-complexos de dimensao k.
Inicialmente, na Se¢ao 3.2, generalizamos um resultado provado por Barros e Biasi em [6].
Em seguida, veremos que esta generalizagao seguird como consequéncia do Teorema 3.3.1.

Para finalizar o capitulo, na Se¢ao 3.4, trabalharemos com problemas buscando encontrar

42



Capitulo 3. 'Teoremas de coincidéncias para aplicacoes de G-espacos livres 43

H subgrupo de G, com G grupo finito, e (H, G)-coincidéncias de aplicagdes continuas e

com isso obtemos os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, os quais sao extensoes do Teorema [3.3.1.

3.1 Sobre teoremas de Ljusternik-Schnirelmann e Bor-

suk -Ulam

Seja X um espago de Hausdorff, simplesmente conexo equipado com uma Z,-acao
livre (p primo) gerada por f, : X — X. Dado l = (I1,ls,...,0,) € ZXZ X ... X Z (n
vezes) tal que para cada j = 1,2,...,n, p ndo divide [;, considere a Z,-a¢ao livre sobre

S#=1 gerada por ay,; : S*Tt — Sl

2mlyi 27lgi 27lni
ap (21,22, .., 2n) = (€77 -2z, 7 29, ...,6 P -2p).

Barros e Biasi em [0], provaram os seguintes resultados (Teorema [3.1.1 e Teorema

3.1.2):

Teorema 3.1.1. Suponha que para cada 2 < j < m = 2n — 1 o espago de 6rbitas X/ f,,
é j-simples e

(i) mj(X) =p-mj(X), se j é impar, e

(1) m;(X) nao tem elementos de ordem p, se j é par.

Entao, existe uma aplicacao Z,-equivariante F' : (S™, o, ) — (X, fp).

Teorema 3.1.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e fo : X — X

uma involucao sem pontos fixos ambos satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.1.1. Se Y

for um espago métrico separavel com dimensao topolégica dimY < , entao para
toda fungao continua f: X — Y, existe x € X tal que f(z) = f(f2(x)), ou seja, existe

um ponto de Zs-coincidéncia.

Observacao 3.1.1. Barros e Biasi ainda observaram que, em [22], Izydorek e Jaworowski
construiram, para cada k e n < 2k — 1, uma aplicacao continua f da n-esfera S™ em um
complexo k-dimensional especifico Y tal que f(z) # f(—z), V 2 € S™. Assim, o limitante

superior encontrado para a dimensao de Y, no Teorema [3.1.2, é o melhor possivel.
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3.2 Generalizacoes do Teorema 3.1.2

Tendo em vista o resultado provado por Barros e Biasi em [6] (Teorema [3.1.2), vamos
provar que vale resultado similar para p = 3 (Teorema [3.2.2) e para p > 3 (Teorema
3.2.3).

Inicialmente, enunciaremos um resultado provado por Steinlein em [24], que serd muito

util para a prova destas generalizacoes.

Teorema 3.2.1. Sejam p um nuimero primo, m, k € N, e f : S — S™ uma aplicagao
que gera uma Z,-acao livre sobre S™. Assuma que existem fechados Hy,..., H, C S™

k
com UHj =S"e H;N f(H;) =0, para j =1,..., k. Entao,

J=1

-1
p—(k—?)), sep=3,

m < pgl
T(k—?))—i-l, se p > 3.

Teorema 3.2.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e f3: X — X
uma aplicagdo que gera uma Zs-acao livre sobre X, ambos satisfazendo as hipdteses do

Teorema 3.1.1. Se Y for um espaco métrico separdavel com dimensao topoldgica dimY <
m—1

, entdo para toda funcdo continua f : X — Y, existe x € X tal que f(x) =

f(f3(z)) = f(f2(x)), ou seja, existe um ponto de Zsz-coincidéncia.

Demonstracao: Suponhamos, por contradi¢ao, que para cada z € X existam i, j €

{1,2,3}, i # j, com f(fi(x)) # f(f}(x)), onde f§ = id.
Seja (Y*, 7) um par tal que Y* =Y x Y xY — A onde A = {(y,y,y) |y €Y} er

é o homeomorfismo 7(y1, v, y3) = (Y3, ¥1,¥2), V (y1,92,y3) € Y*. Entao, Y* é um espago
métrico com dimY* < m — 1 e 7 gera uma Zs-acao livre sobre Y*.

De [27, Theorem 3], segue que existe uma cobertura por fechados {Hy, H, ..., Hi} de
k

Y™ ou seja, Y* = UHj, com H; N7(H;) =0, paratodo j =1,...,k, k <m+2.
j=1
Pelo Teorema 13.1.1), existe uma aplicacao Zs-equivariante F': (S™, az ;) — (X, f3).

Agora, definimos a aplicagao continua g : (X, f3) — (Y*, 7) por

g(x) = (f(fi (), f(fs(x)), f(z)), Vz € X.

Temos que:
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e g(z) € Y*, V€ X, pois para cada = € X, existem ¢, j € {1,2,3}, i # j, tal que
F(fi(x)) # F(f ().

o g ¢ Zyequivariante pois g(f(x)) = (f(@), F(F22)), F(fs(x)) = r(g(x), ¥ 2 € X.

Assim, h :=go F : (S™, as,;) — (Y*, 7) também é uma aplicacdo Zs-equivariante.

De fato,

Pasi(2)) = (9.0 F)(as(2)) = g(Flas(2)) 2" g(f5(F(2)) ““E" 7(g(F(2))) =
T(h(z)), V z € S™.

Deste modo, S™ = U h~(H;) é coberta por k fechados e como H;nt(H;)=0,Vj=

., k, segue que h~ (H)ﬂh Y7(Hy)=0,Vj=1,....k

Mas h™'(7(H;)) = as (b1 (H;)), V j =1,..., k. Com efeito,

oa € 7N (7(H;)) = h(a) € 7(H)) = 2(h(a)) € H; = h(af ,(a)) = 7°(h(a)) €
Hj = a= a3:(a3,(a)) € as (h™(H;)) = h7(r(H))) € as (h'(H;)), ¥V j =
1.k

ea € a3 (h(H;)) = a = as,(b), para algum b € h™'(H;) (isto é, h(b) € H;
— h(a) = hasa() = (b)) € T(Hy) = @ € K (r(H)) = a5 (b= ()
= (7T(Hj)), Vj =1,...,k

i)
C
Logo, S™ = U Rt , com h~'(H;) fechados tais que

h™H(Hj) Nas (W71 (Hy) =0, Vj=1,... .k,
o que é um absurdo, pois contradiz o Teorema 3.2.1. |

Teorema 3.2.3. Sejam X paracompacto Hausdorff, simplesmente conexo e f, : X — X
uma aplicacao que gera uma Z,-acao livre sobre X com p > 3, ambos satisfazendo as

hipéteses do Teoremal3.1.1. Se Y é um espaco métrico separavel com dimensao topologica

2(m—2
dimY < %, entao para toda aplicacao continua f : X — Y, existe x € X tal que
p\p—
flx)=f(folz))=...= f(f;j_l(x)), ou seja, existe um ponto de Z,-coincidéncia.
Demonstragao : Suponhamos que, para cada = € X, existam 4, j € {1,2,...,p}, i # J,

com f(f,(x)) # f(f;(x)).
Seja (Y*, 7) um par tal que Y* = Y x Y x ... X Y(p vezes) — A, onde A =

{yisy2, - yyp) €Y XY X ...xY | y1 = yo = ... = gy} ¢ 7 é o homeomorfismo

(Y1, Y253 Up) = Wps Y1, Y25 -+ Yp—1), ¥ (Y1, Y2, ..., yp) € Y™
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2(m—2
Assim, Y* é um espago métrico com dim Y™ < (—1) e T gera uma Z,-agao livre so-
p —_—
bre Y*. De [27, Theorem 3], segue que existe uma cobertura por fechados { Hy, Hy, . .., Hy}
k

2(m—2
de Y*, ou seja, Y* = | lHj, com k < L
. p—
J=1

Pelo Teorema 13.1.1), existe uma aplicacao Z,-equivariante F': (S™, a, 1) — (X, fp)-

+3, e H;N7(H))=0,Vj=1,... k.

Definimos a aplicagdao continua g : (X, f,) — (Y*, 7) por g(z) = (f(fZ~'(x)),
f(f;’*Q(:v)), o f(fp(2)), f(x)), ¥V 2 € X. Notemos que:
gx) eY* VrelX.
o 9(fp(@)) = (f(@), F(fZ71 (@), F(FF72 (@), -, f(£7 (@), f (@) = 7(g9(2)), Vo €
X. Deste modo, temos que g ¢é Z,-equivariante.
Assim, h = go F : (8™, ap ;) — (Y, 7) também é uma aplicagdo Z,-equivariante

pois
h(ap1(2)) = (g0 F)(api(2)) L™ g(£,(F(2))) ““E" 7(g(F(2))) = 7(h(2)), ¥ z € S™.

Temos que S™ = U h~'(H,) é coberta por k fechados e como H; N7(H;) =0, V j =

., k, segue que h (H) Nht(r(H) =0, Vj=1,....k Mas, h'(7(H;)) =
ap (WY (H;)), ¥ j=1,..., k. De fato,

eac h'(r(H;)) = h(a) € 7(H;) = 77 (h(a)) € H; = h(agfll(a))
(@) € Hy —> a = api(al; (@) € ap(h(Hy)) — b (r(H)) € apu(h~ (),
Vi=1,... k.

eac€ a,(h(H;) = a= ap,(b), para algum b € h™'(H;) (isto é, h(b) € H;
= h(a) = Map.(b)) = 7(h(b)) € T(H;) = a € h™H(7(H;)) = op.(h7"(H;))
h=Y(r(Hj)), Vj=1,... k.

;)
C

Agora,

2(m —2) p—1 1 1 1
Fh<——4+3 —= —k<m-—2 3—:> >—k 3—2—
= o1 2 R = >

—1
P (k—3)+2
2
Temos que, S™ = U h! , com h™'(H;) fechados tais que h™*(H;)N o, (R (H;j)) =
O,Vi=1,...,k, 0 que contradlz o Teorema [3.2.1. [ |

Observacao 3.2.1. Na préxima secao veremos que, no caso p > 3, o limitante superior
2(m —2)

p(p—1)

para a dimensao topolégica do espago metrizavel Y nao é o melhor possivel.
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3.3 Teoremas de coincidéncias para aplicacoes de Z,-
espacos livres

Nesta secao, mostraremos um dos principais resultados deste trabalho, o qual ge-

neraliza o resultado provado em [2].

Teorema 3.3.1. Sejam p um nimero primo, « : X — X uma aplicacao que gera uma
Z,-acdo livre sobre o espago X paracompacto Hausdorff com gen (X, Z,) > n+1 e k um
numero natural.

(1) Se n > pk e Y for um espaco metrizavel k-dimensional, entdo toda aplicacao
continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia, ou seja, existe x € X tal que
f(z) = f(ai(z)), Vie{l,2,....,p—1}.

(i) Se n = pk e Y for um cone (ou suspensao) CW-complexo de dimensao k, entao
toda aplicacao continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia, ou seja, existe
r € X tal que f(z) = f(a'(z)), Vie{1,2,...,p—1}.

(iti) Se n < pk e gen(X,Z,) = n + 1, entdo existem Y metrizdvel k-dimensional e

aplicacao continua ¢ : X — Y tal que ¢ nao tem ponto de Z,-coincidéncia.

Antes de apresentarmos a demonstracao do Teorema 3.3.1, faremos algumas conside-

racoes sobre este resultado:

Observacao 3.3.1. Observemos que o Teorema 3.3.1] generaliza os Teoremas 3.1.2) 3.2.2
e3.2.3. Para ver isto, seja X um Z,-espago livre, com p primo, paracompacto Hausdorff,
simplesmente conexo e satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.1.1. Neste mesmo teorema,
Barros e Biasi provaram a existéncia de uma aplicacao Zy-equivariante F' : S™ — X e
com isso, concluimos, pela Proposicao 2.3.1, que gen (X, Z,) > gen (S™, Z,) TeoZ33 1.

Assim, pelo Teorema 3.3.1, se Y for um espago metrizavel k-dimensional e m > pk,

entao toda aplicagao continua f : X — Y tem um ponto de Z,-coincidéncia. Note que,
m—1

k= dimY edal, m > p-dimY implica que dimY < . Quando p =2 e p = 3,
obtemos, respectivamente, os Teoremas [3.1.2/ e [3.2.2. Agora, para o caso p > 3, observe
que

pip—1) p—1 p p p

2(m—2) 2 m-2 p—é>2 m—2<m—1
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e portanto, no Teorema 3.2.3,
2(m —2)
pp—1)

¢ um limitante superior para a dim Y melhor do que

, 0 que ja haviamos mencionado na Observagao [3.2.1.

Em [21], Gongalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Sejam X paracompacto Hausdorff, conexo e localmente conexo por
caminho e G um grupo finito que atua livremente sobre X. Suponha que H™ (G, Z) # 0,
para algum nimero natural m > 1 e H;(X,Z) =0, para 0 < i < m. Se Y é um CW-
complexo finito k-dimensional com m > |G|k e f : X — Y uma aplicagao continua, entao

existe um subgrupo nao-trivial H C G e um ponto de (H, G)-coincidéncia para f.

Observacgao 3.3.2. Considere G = Z, e X satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.3.2.
Temos que, H™*(Z,,Z) # 0, para todo m {mpar, e como H;(X,Z) = 0, para 0 < i < m,
segue, pela Proposicao 2.4.1, que gen (X,Z,) > m + 1. Pelo Teorema 3.3.1(7), sempre
que m > pk, toda aplicagao continua f : X — Y, com Y CW-complexo k-dimensional,
tem um ponto de Z,-coincidéncia. Portanto, no caso G = Z, e m > pk, o Teorema 3.3.1

contempla o resultado provado por Gongalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov em [21].

O seguinte exemplo, é um interessante exemplo que mostra que no caso n = pk
do Teorema [3.3.1(i7) o resultado ndo é verdadeiro para a classe mais ampla dos C'W-

complexos de dimensao k.

Exemplo 3.3.1. Consideremos Y = AP**P72 (¢ (s —1)-esqueleto do (ps+p— 2)-simplexo

padrao) e Y* =Y xY x ... xY(pvezes) — A, com A = {(y1,y2,...,yp) €Y XY X ... X
Y|y =y2=...=y,} adiagonal. A aplicagao o: Y* — Y* dada por o(y1,¥2,...,¥yp) =
(Yps Y15 -+ Yp—1)s ¥V (Y1, Y2, ..., Yp) € Y™ gera uma Z,-acao livre sobre Y*. Além disso, Y*
¢ paracompacto Hausdorff e por calculo feito no Exemplo 2.4.1, gen (Y*,Z,,) = p(s—1)+1.
Definimos entdo 7 : Y* — Y por w(y1, ..., Yp) = ¥1, V (y1,...,¥p) € Y* e claramente 7 ndo
tem ponto de Z,-coincidéncia. Neste caso, n = p(s—1) e k = s — 1. Com isso, concluimos

que o teorema nao vale no caso n = pk quando Y é um C'W-complexo qualquer.
Em [2], Aarts, Fokkink e Vermeer provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3. Sejam ¢ : X — X uma involugao que gera uma Zs-agao livre sobre o

espago normal X com col (X,i) = n + 2 e k um numero natural. Entao,
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(i) Sen > 2k e Y é um cone CW-complexo k-dimensional, entdo para toda aplicagao
continua f : X — Y, existe x € X tal que f(z) = f(i(x)), ou seja, existe um ponto de
Zo-coincidéncia.

(17) Se n < 2k, entao existem um cone C'W-complexo k-dimensional Y e uma aplicagao

continua f: X — Y tal que f nao tem ponto de Zs,-coincidéncia.

Observacao 3.3.3. Se considerarmos X um Zs-espaco livre paracompacto Hausdorff com
col (X,Zs) = n + 2 entdo, pelo Teorema 2.3.2, gen (X,Zy) = n + 1. Dessa forma, nosso
resultado (Teorema [3.3.1)) generaliza o resultado provado por Aarts, Fokkink e Vermeer

em [2].

3.3.1 Demonstracao do Teorema 3.3.1

Demonstragao: (Caso (i) n > pk). Sejam « : X — X uma aplicagdo que gera uma

Zy-acdo livre sobre X com gen (X, Z,) >n+1e f: X — Y uma aplicacdo continua.
Suponhamos, por absurdo, que para cada = € X, existem 4, j € {1,2,...,p}, ¢ # j,
satisfazendo f(a’(z)) # f(a?(z)), onde o? = id.
Consideremos Y* =Y X Y x ... x Y(p vezes) — A, com

A={(y1,y2,...,Yp) EY XY X .. XY |ypy=y2=... =y}

Temos que Y* é um espaco metrizavel com dim Y™* < pk. Definimos o : Y* — Y* por

U(y17y27 S 7yp) = (ypuyb' .- 7yp—1>7 v (yhy?a B 7yp) S Y*7

ep: X —Y* por

¢(x) = (f(a?™(2)), f(@P2(x)), ..., fla(2)), f(2)), V2 € X.
Observemos que, o gera uma Zjy,-acao livre sobre Y* e ¢ é uma aplicagao continua bem
definida.
Mais ainda, ¢ ¢ uma aplicagao Z,-equivariante.

De fato,

(poa)(z) = dlal2) = (f(x), (" (2)),..., f(a’(@)), f(a(z)))
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Logo, pela Proposigao 2.3.1, gen (X,Z,) < gen (Y*,Z,).

Como dim Y™ < pk, segue do Teorema 2.4.2, que
gen (Y*,Z,) <pk+1. (3.1)

Portanto, gen (X,Z,) < gen (Y*,Z,) <pk+1 < n+1, o que é uma contradigao pois
gen (X, Z,) > n+ 1. [ |

Demonstracao: ( Caso (i) n = pk). A estratégia utilizada para mostrar o caso

n = pk com Y um cone CW-complexo, é a seguinte: vamos mostrar que o majo-
rante da equagao (3.1) pode ser diminuido em uma unidade, ou seja, vamos provar que
gen (Y*,Z,) <pk.

Para isto, seja Y um C'W-complexo k-dimensional, o qual é um cone CW-complexo,
ou seja, ¥ = CA = AX—[O’”

~Y

seguinte relagao de equivaléncia: (a,1) ~ (da’,1), ¥V a,d’ € A.

, onde A é um C'W-complexo de dimensao k —1e ~ é a

Nesse sentido, obtemos coordenadas para Y. Um ponto em Y ¢é representado pela
classe [a, u], com a € Aewu € [0,1].

Tome Y*=Y XY x ... xY(pvezes) — A. Defina o : Y* — Y* por

0(y17y27 <o ’yp) - (ypvyl" .- 7yp—1>7 v (y17y27 <o 7yp) € Y*7

ou usando coordenadas, por

o([ar,w], ... [ap, wp)) = ([ap, wp), [ar, w1], ..., [ap—1,up-1]), ¥V a1,...,a, € A e

YV oug, ... up, € 10,1].
Note que, o gera uma Z,-agao livre sobre Y*.
Lema 3.3.1. gen (Y*, Z,) < pk.

Demonstragao: Sejam Z = [0,1] x ... x [0,1]\{(1,...,1)} e s: Z — Z dada por

s(ug, .o up) = (Upy Uy ooy Upo1), YV (Ug,...,upy) € Z.
A projecao m: Y* — Z dada por

m([ar,w], .. ap, wp)) = (wr, ..oy up), V ([ar,wil, ... [ap, up)) € Y7,
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estd bem definida, é continua e s o™ = wo ¢. De fato,

(som)(Jas,ud,- .. [ap,up)) = s(ur,... up)
= (up,ty, .- Up_1)
= m([ap, wpl, [ar, uil, ... [ap—1,up-1])
= (moo)([ar,w], ..., [ap, up)), V ([ar,w1], ..., [ap, up]) € Y.

Assim, som = Too.

Seja W o seguinte subconjunto de 7 :

CIxE 1= . x 31U 1 x {3 x[3,1]x...x[3,1]]U...U[31]x...x[3, 1] x {3}
(p parcelas) |J {1} x [0,2] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x [3,1] x [0,2] x [0,1] x ... x [0,1] U
{1} x [3,1] x ... x [3,1] x [0, 3] ((p — 1) parcelas) J [0, 2] x {1} x [0,1] x ... x [0,1]
[2,1] x {1} x [0, 2] x [0,1] x ... x [0,1] U ... U [2,1] x {1} x [2,1] x ... x [2,
((p—1) parcelas) |J ... U [0,2] x [0,1] x ... x [0,1] x {1} U [3,1] x [0, 2] x [0,1] X ... X
0,1 x {1} U ... U [3,1] x[3,1] x ... x [3,1] x [0,2] x {1} ((p — 1) parcelas).

Assim, W é a uniao de p? = p + p(p — 1) subconjuntos fechados de Z, como mostra

as figuras abaixo (casos p=2 e p=3):

W=AUB
\W%
1 o
2/3 +
1
0 23 1
(a) caso p =2 (b) caso p =3

Definimos uma retracao r : Z — W como segue:

e No canto superior de Z, a retracao r é a projecao central sobre W com centro de
projecao (1,1,...,1);

e Na parte inferior de Z, a retragao r é a projecao sobre W paralela a diagonal principal
de Z ({(z,2,...,2)| z € [0,1]}).

Note que,



Capitulo 3. 'Teoremas de coincidéncias para aplicacoes de G-espacos livres 52

() o ({1} x [0,1) x [0,1] x ... x [0,1]) € {1} x [0,2] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x
(5,11 % [0, 5] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x [§,1] x ... x [§,1] x [0, 2],
r([(),l]><{1}><[0,1)><...><[0,1])C[,g]x{l}x[, 1x...x[0,1] U [3,1] x {1} x

0,2] x [0,1] x ...x [0,1] U ... U [21] x {1} x [2,1] x ... x [3,1] x [0, Z];

2

3
z21

37

r([0,1) x [0,1] x ... x [0,1] x {1}) C [0, 3] x [0,1] x ... x [0,1] x {1} U [3,1] x [0, 2] x
0,1] x...x[0,1] x {1} U ... U [3,1] x [3,1] x ... x [3,1] x [0, 3] x {1}.
(%) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < p — 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas
possibilidades:
e z € W: entdo r(z) = z, ou seja, r(z) terd todas as coordenadas iguais as coordenadas
de z.

e 2 € Z—1W: entao z pertencera a parte superior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (1,...,1,Zp41,...,2p). Assim,
T(Z) = (17"'717xn+17---,xp)+>\'Z(l,...,l)

= (..., xpq1, o hxp) +A- (11,1 —-1,....1 =Lz — 1,2, — 1)

= (1,1,...,1,xn+1+>\' (xn+1—1),...,l'p+)\‘ (Z/L’p—l))ﬂ VI/7

mais precisamente, 7(z) = (1,1,..., L, zp1 + A - (21 — 1),...,2p + X+ (z, — 1)), para
algum A € R, de modo que r(z) € W. Assim, as coordenadas em z que sao iguais a 1
continuam sendo iguais a 1 em r(z) € W.

Usando a retragao r, definimos uma retragao p : Y* — 7~ '(WW) por

p([a1’u1]7 S [aimup]) = ([a1>u/1]> T [ap>u1/o])> v ([abul]? T [amup]) S Y*>

onde (uf, ..., up,) =7(us, ..., up).
Temos que p assim definida é continua e de (1) e (iz), segue que p estd bem definida.
Agora, mostremos que s or = r o s. Primeiro, observemos que s(W) C W.
. . . — # ~
Seja P € Z tal que P pertenca a parte inferior de Z. Tome ¢ = (1,1,...,1). Entao,
(sor)(P)=s(r(P)) = s(P+ \), para algum X € R de modo que P + A\’ € W. Assim,

)CW

(sor)(P) =s(P+ M) =s(P)+ A\ r(s(P)) = (ros)(P).

—_—
Agora, seja P € Z tal que P pertencga a parte superior de Z. Seja @ = P(1,1,...,1)
e =s(P)(1,1,...,1). Dai, (s 0 7)(P) = s(r(P)) = s(P + \@), para algum A € R e de

forma que P + A\u intercepte W. Logo,



Capitulo 3. 'Teoremas de coincidéncias para aplicacoes de G-espacos livres 53

(sor)(P)=s(P+ i) =s(P)+ )\7 R r(s(P)) = (ros)(P).

Portanto, sor = ros. Assim, sP 1 or =rosP L
Consideremos 0’ = 0| -1 (w). Temos que o’ (7~ (W)) C 71 (W) e o’ gera uma Z,-acao
livre sobre 7= 1(WW).

Afirmagao: p: (Y*,0) — (7= 1(W),¢’) é uma aplicagdo Z,-equivariante. De fato,

("o p)([ar,ua),- .- [ap,wp]) = 0'(Jar, @], ., [ap, u)])
= ([a;m u;;]v [ala ull]v B! [ap—lﬁ u;)—l])v
onde (u, ..., up,) = 7(us, ..., up).
(p © U)([a’lvul]v R [a’mup]) = p([ap, up]? [a17u1]7 Tt [aP*hup*l])
= ([ap> ap]? [@17 ﬁl]? R [@p*b ap*ﬂ)?
onde (Up, U1, ..., Up—1) = 7(Up, Ug, ..., Up_1).
Agora,
P Ty, yy . Tp1) = ST (U, Ty, Uy - - - s Up2)
- 8(1127@37 ‘77]’177&1)
- (ﬂlv 7711’)
e
P—1om— p—1 _
P (up,ugy - up ) T = (8P (up, Uty Uup 1))
= r(u,. .., up).
Logo, (T, ..., Up) = r(u1,...,up) e assim, (Uy,...,u,) = (uy,...,u,).

Portanto, p oo = 0’ o p e dai, p é uma aplicagdo Z,-equivariante.

Disto, concluimos que gen (Y*,Z,) < gen (7=Y(W),Z,).

2

p
Observe que W ¢ escrito como uma uniao de fechados de Z, suponhamos W = U Wi.
i=1
Seja Wy = {3} x [2,1] x ... x [£,1] e calculemos 7 (W) :
_ . 2. 2 2
YWy = {(lar, 1], ..., lap,up]) € Y| w([ar,wi], ..., [ap, up]) € {g} X [g,l] X ... X [5,1]}

= {(ar il o)) € V7| () € 51 % 1] o x [, 1])

_ (Ax@}XAmeh“”XAxmﬂ)mY#

~ ~ ~
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Assim,
dimrm'(W)<pk-1)+(p—-1)=pk—p+p—1=pk—1.

Fazendo raciocinio andlogo com cada W;, i = 2,3,...,p* — 1,p?, obtemos o mesmo

resultado, isto é,

dima'(W,)) <pk—1,Vi=23,...,p°—1,p%

p? p?
Como 7Y (W) = 7! U Wil = UW’I(W}) é uma unido de subespagos fechados
i=1 i=1

com dimn*(W;) < pk—1, Vi=1,2,...,p% por [15, The sum theorem, p.42], segue

que
dimm ' (W) <pk — 1.
Pelo Teorema 2.4.2,
gen (n*(W),Z,) < dimm'(W)+1< (pk—1)+1=pk.
Portanto,

gen (Y*, Z,) < gen (n=Y(W),Z,) < pk,

o que completa a prova do lema |
Agora, vamos mostrar que o Lema/3.3.1 também é valido quando o espaco k-dimensional
Y for a suspensao de um CW-complexo A de dimensao k—1,isto é, Y = SA = A%[O’l],
onde ~ é a seguinte relagao de equivaléncia: (a,0) ~ (a¢’,0) e (a,1) ~ (d/,1), ¥V a,da’ € A.
SejaY* =Y xY x...xY(pvezes)— A, onde A é a diagonal. Definimos o : Y* — Y*
por (Y1, Y2, - Yp) = WUp, Y1, -+, Yp—1)s ¥V (Y1, ¥2, ..., Yyp) € Y*, ou usando a representacao

por classes,

o([ar,ur]s ...y [ap, up)) = ([ap, wp), [ar, u1], ..., [ap-1,up-1]), ¥ a1,...,a, € A e

Voug, ..., u, €10,1].
Note que, o gera uma Z,-acao livre sobre Y™,

Lema 3.3.2. gen (Y*, Z,) < pk.
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Demonstragao: Sejam Z = [0,1] x ... x [0,1]\{(0,...,0),(1,..., )} es: Z — Z

dada por s(ui,...,up) = (Up, 1, ..., Uup-1), ¥ (u1,...,u,) € Z.
Como no Lema 3.3.1, tomemos o mesmo subconjunto W de Z e definimos a projecao

m: Y* — Z dada por
m([ar,ur], .y [ap, up)) = (ury ..o up), V ([ag,wil, ...y [ap, up)) € Y.

Aqui, também temos que 7w estd bem definida, é continua e som =T oo.

Definimos uma retracao r : Z — W como segue:

e No canto superior de Z, a retracao r é a projecao central para W com centro de
projecao (1,1,...,1);

e Na parte inferior de Z, a retragao r é a projecao central para W com centro de
projecao (0,0,...,0).

Notemos que,

(7) o r({1} x [0,1) x [0,1] x ... x [0,1]) € {1} x [0,3] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x
3,10 % [0,3] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x [5,1] x ... x [§,1] x [0, 3];
r([0,1] x {1} x [0,1) x ... x [0,1]) C [0, 3] x {1} x [0,1] x ... x [0,1] U [3,1] x {1} x

[0,2] x [0,1] x ...x [0,1] U ... U [2,1] x {1} x [2,1] x ... x [2,1] x [0, Z];

r([0,1) x [0,1] x ... x[0,1] x {1}) € [0, 2] x [0,1] x ... x [0, 1] x {1} U [2,1] x [0, 2] X
0,1] x ... x [0,1] x {1} U ... U [3,1] x [3,1] x ... x [5,1] x [0, 3] x {1}.
(#7) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < p — 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas
possibilidades:
e z € W: entdo r(z) = z, ou seja, r(z) terd todas as coordenadas iguais as coordenadas
de z.

e 2 € Z/ — W: entao z pertencera a parte superior de Z e podemos supor, sem perda

de generalidade, que z = (1,..., 1, Zpi1, Tngo, - - -, Tp), 0 < Tpy1, Tpga, .., Tp < 1. Assim,
T’(Z) = (1,---71,$n+1,--~,$p)+)\'Z(l,...,]_)

= (1,....,,zpq1,.yxp) +A-(1—-1,1—1,...,1—1Lxpy —1,...,2,— 1)

= (171,...,1,$n+1+>\' (l’n+1—1),...,$p+)\' ($p—1))ﬂ W,

ou seja, as coordenadas em z que sao iguais a 1 continuam sendo iguais a 1 em r(z) € W.
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(417) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < p — 1 coordenadas iguais a 0 e as outras
p — n coordenadas estao entre 0 e 1.
Se z € Z — W entao z estd na parte inferior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (0,...,0, Zpt1, Tng2, - .-, Tp), 0 < Tppq, ..., 2, < 1. Assim,

7"(2) = (07"'707xn+1a~~-,$p)+)\'Z(O,...,O)
= (0,...,0,Zp41,..., ) +A- (0—0,0—-0,...,0— 0,211 —0,...,2,—0)

= (0,0,...,0,Zpi1+ A Tpg1,.o oy Tp+ A x) N W,

ou seja, as coordenadas em z que sao iguais a 0 continuam sendo iguais a 0 em r(z) € W.

(#v) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < p — 1 coordenadas iguais a 0, 1 <m <p—1
coordenadas iguais a 1 e as outras p — (n + m) coordenadas estao entre 0 e 1. Entao,
z € W e dal, r(z) = z. Logo, as coordenadas de z que eram iguais a 0 e 1 continuam
sendo iguais a 0 e 1, respectivamente, em r(z) € W.

Usando a retragao 7, definimos uma retragao p: Y* — 7 (W) por

p([alvul]’ R [alﬂup]) - ([alvull]v R [ap,u;]), v ([alvul]v SR [apﬂup]) € Y*a

onde (uf, ..., up) =7(us, ..., up).
Temos que p assim definida é continua e de (%), (42), (4i2) e (iv), segue que p esta

bem definida.

Usando os mesmos argumentos usados no Lema [3.3.1, podemos mostrar que ¢’ =

0| x-1w) gera uma Zy,-agéo livre sobre 7 (W) e p é uma aplicagao Z,-equivariante. Logo,
gen (Y*,Z,) < gen (1= (W), Zy).

Sabemos que W ¢ escrito como uma uniao de fechados de Z e fazendo os mesmos

calculos feitos para o caso Y cone C'W-complexo, obtemos que
dimm Y (W) <pk—1.
Pelo Teorema 2.4.2,
gen (n (W), Z,) < dimm'(W)+1<(pk—1)+1=pk.
Portanto,

gen (Y*,Z,) < gen (n=Y(W),Z,) < pk,
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o que completa a prova do lema. [ |
Agora, suponha que f : X — Y nao tenha pontos de Z,-coincidéncia. Assim, como
na prova do Teorema [3.3.1 (7), existe uma aplicagdo Z,-equivariante ¢ : X — Y™*. Deste

modo, segue do Lema 3.3.1 (respectivamente do Lema [3.3.2)), que
gen(X,Z,) < gen(Y*,Z,) < pk,

contradizendo o fato de gen(X,Z,) > n+ 1 = pk + 1. Isso completa a prova do Teorema
3.3.1 (ii). ]

Demonstracao: (Caso (iii) n < pk e gen(X,Z,) = n + 1). Neste caso, temos

que gen(X,Z,) = n+ 1 < pk e, segue do Teorema 2.4.1/ que existe uma aplicacdo Z,-
equivariante F' : X — ng. Por outro lado, segue de [39, Corollary 6.1] que existem um
Zy-espaco X', um cone CW-complexo Y de dimensao k e uma aplicagdo ¢ : X 'S Y
sem pontos de Z,-coincidencia. Mais ainda, existe uma aplicacao Zy,-equivariante £ :
SZIZ — X' e, consequentemente, a aplicacdo f = po EFo F : X — Y nao possui pontos
de Z,-coincidéncia. Observamos que tal construcao mostra que a hipétese n > pk no
Teorema 3.3.1(¢) e (i7) é a melhor condigdo para garantir a existéncia de pontos de Z,-
coincidéncia, quando consideramos qualquer Z,-espago paracompacto Hausdorff X de

gen(X,Z,) = n+ 1. Isso completa a prova do Teorema [3.3.1. |

Observagao 3.3.4. Os espacos X' e Y e a aplicagdo continua ¢ : X — Y citados
na demonstragao do Teorema 3.3.1(7i7) foram construidos inicialmente no artigo [21] de
Gongcalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov para o caso G' = Z,. Recordemos aqui tal
construcao.

Inicialmente, notemos que Map(Z,,R) = {n : Z, — R | n é continua} ¢ homeomorfo
a RP. Para ver isto, basta considerarmos a aplicagao ¢ : Map(Z,,R) — R? dada por
E(h) = (h(e),h(g2),.-.,h(gp)), ¥ h € Map(Z,,R) onde Z, = {g1 = €,92,...,9p}, com e
elemento neutro de Z,.

Mais ainda, Z,, atua sobre R? pela permutagao ciclica das coordenadas. Consideremos
R? como o espaco Map(Z,,R) e assim, Z, atua sobre Map(Z,, R) como segue:

6 :Z,x Map(Z,,R) — Map(Z,,R)

(9sm) = gi-ms gi-n(g) =10 '95), ¥ 9095 € Ly, ¥ 1 € Map(Zy, R).
Seja SP72 = {(z1,...,2p) ERP |21 +.. . +xp=0exi.. . +...+2; =1} a (p—2)-esfera.

Em termos de aplicacgoes,
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SP2 = {neMap(Z, R)| Y n(g)=0e > n°(g) =1}
g€ ZLp 9E€ Zp
Notemos que, SP~2 é invariante sobre a agao 6, ou seja, 0(Z, x SP~2) C SP~2,

Consideremos A = {(xy,...,2,) € R?| 2; = ... = x,} a diagonal de RP. Temos que,
Z, atua livremente sobre R? — A e ainda, SP~2 C R? — A. Assim, Z, atua livremente
sobre SP72,
Seja 7 : SP7? — R dada por 7(z1,...,2p) = x1, ¥V (21,...,7,) € SP72. Ou, em termos
de aplicagoes, m(n) = n(e), V n € SP~2. Entao,
(@1, ..y xp) =7(g- (X1, .., 2p)), YV (21,...,2,) €S2 VgL, & (21,...,2,) €
A, o que é um absurdo pois SP~% C R? — A. Logo, 7 nao tem ponto de Z,-coincidéncia.
Agora, seja T o CW-complexo 1-dimensional sobre o 2-plano que é a uniao do segmento
I, = [—1,1] do eixo x com o segmento I, = [0, 1] do eixo y. Entdo, 7(SP~2) C I;.
Tomemos o espago XP~! = SP~2 %7, que é um C'W-complexo de dimensdao p — 1. Os
pontos de XP~! podem ser vistos como classes [, g,t], onde n € SP=2, g € Z,, t € [0,1].
Definimos a acao:
Zpx XP~t—  Xp-1
(h,[n.9.t]) — [hn, hg.1]
Observemos que esta agao é livre pois Z, atua livremente sobre SP~2.

Definimos 9 : XP~! — T por

tn(e) € I, g#e,
w([n’g’t]) - (Qt_ 1)77(6) € Ily g=e, %S t < 17
1—2t€ I, g=¢e, 0<t< 3.

Temos que:
e ) é continua;
e ) ndo tem ponto de Z,-coincidéncia. De fato, a 6rbita de um ponto [n, e, t] consiste

dos pontos [gn,g,t], g € Z,. Se 1 é constante sobre tal érbita e t € [0, ] entdo, (2t —

2

Dn(e) = ¢([n,e,t]) = ¥(lgn, g,]) = tgn(e) = tn(g™"), ¥ g #e.
Assim, P([hn, h,t]) = ¥(lgn, 9,t]), ¥V g, h € Z,, g #h = tn(h™') =1tn(g™"), V g,h €
Z,—A{e}, g #h = n(h) =n(g), YV g,h € Z,—{e}, g # h. E ainda, temos que Z n(g) =

9€ Ly
0 ¢ Y 12(g) = 1, 0 que implica que (p— 1)n(g) +1(e) = 0 e (p— Vi(g) +n*(e) = 1.
9E Ly
, ) 1 1—p 1
Com isto, concluimos que 7(g) = ————= e n(e) = oun(g) =

p(p—1) VP -1 p(p—1)
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__r-1
AV T}
Logo, (2t — 1)n(e) =tn(g), Vg#e e 1 <t <1 = t:W:(Zt—l)(l—

1— -1 1
P b < —,o0que é

S b= —p—l4p = t-2Ap=1-p = t= -
?) poiTr p=-r =2 2p—1 2

uma contradi¢ao pois ¢ € [1, 1].
Agora, se t € [0,1) obtemos que ¥([n,e,t]) =1 —2t € I, — {(0,0)} e ¥([gn, g,t]) =
tgn(e) =tn(g~') € I . Nesse caso, ¢ também nao tem ponto de Z,-coincidéncia.
Portanto, ¢ nao tem ponto de Z,-coincidéncia.
Consideremos agora o join X' = XP71 x ... % X?~! de k cépias de XP~1. Temos que
X' é um CW-complexo (kp — 1)-dimensional.
Um ponto de X’ pode ser escrito como [t;xq + ... + tgzg], com t; > 0,4 € {1,...,k},
t1+ ...+t =1 e G atua livremente sobre X’ pela acao diagonal:
0 : Ly x X' — X'
(g, [tz + ...+ texg]) = [t1(g - x1) + ... + te(g - x1)]

Definimos ¢ : X’ — Y =T* =T x ... x T (k vezes) como sendo
e[tz + ...+ texg]) = (G (1), .- b(zy)), ¥ [he + ..+ o] € X

Além de ¢ ser continua, notemos que ¢ sé tem ponto de Z,-coincidéncia se v tiver
ponto de Z,-coincidéncia.
Portanto, ¢ nao tem ponto de Z,-coincidéncia. Note que o espaco metrizavel k-

dimensional Y = T% ¢ um cone CW-complexo, pois 7' é um cone CW-complexo.

3.4 Teoremas de (H, G)-coincidéncias para aplicagoes
de G-espacos livres

Suponhamos que X e Y sejam espacos topoldgicos, G é um grupo finito que atua
livremente sobre X e f : X — Y é uma aplicagao continua. Se H é um subgrupo de G,
entao H atua a direita de cada orbita Gx de G como segue: se y € Gxr e y = gz, g € G,
entao hy = ghx.

Seguindo [19], [20] e [23], o conceito de G-coincidéncia é generalizado como segue:

Defini¢ao 3.4.1. Um ponto z € X é um ponto de (H,G)-coincidéncia de f se f leva

cada orbita da acao de H sobre a G-érbita de x em um unico ponto de Y. Denotaremos
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por A(f, H,G) o conjunto de todos os pontos de (H, G)-coincidéncia de f.

Observacao 3.4.1. Se H ¢é o subgrupo trivial, entao todo ponto de X é um ponto de
(H,G)-coincidéncia. Se H = G, esta ¢ a definigdo usual de G-coincidéncia. Se G = Z,,
com p primo, entao o unico subgrupo H de G nao-trivial ¢ H = 7Z, e assim, um ponto de

(H, G)-coincidéncia é um ponto de G-coincidéncia.

Inicialmente, desejamos encontrar condigoes sobre X, Y e G que garantam que toda
aplicacdo continua f : X — Y tenha um ponto de (H,G)-coincidéncia, com G grupo

finito e H = Z,, subgrupo de G, p primo. Neste sentido, nés provamos o seguinte:

Teorema 3.4.1. Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espago X para-
compacto Hausdorff. Suponha que H C G seja um subgrupo normal ciclico de ordem p,
com p primo, e gen (X, H) > n + 1.

(i) Se n > |G|k e Y for um espago metrizavel k-dimensional, entdao toda aplicagao
continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

(i1) Se n = |G|k e Y for um cone CW-complexo k-dimensional, entao toda aplicagao

continua f : X — Y tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

G
Demonstragao: (Caso (i) n > |G|k). Sejam s = 6] o numero de classes laterais a
p
esquerda de G por H = Z, e {ay,...,as} um conjunto de representantes destas classes

laterais.
Definimos F' : X — Y* =Y x ... xY por F(z) = (f(a12),..., f(asz)), ¥V € X.
Temos que, F' esta bem definida e é continua.

Mostremos agora que A(f, H,G) = A(F, H), onde
A(F,H)={x € X| F(z) = F(hz), Vh e H}

¢ o conjunto das H-coincidéncias de F'.
Para isto, seja z € A(f, H,G). Entao, f colapsa cada 6rbita determinada pela ac¢ao de

H sobre a;z num tnico ponto, ¢ =1,...,s. Se h € H,

F(hz) = (f(arhz), ..., f(a;hx), ..., flashx)).

Como H é normal em G, a;ha = ha;x, para algum h € H. Assim, a;x e a;hax per-
tencem a mesma H-6rbita e f(a;x) = f(a;hz), Vi =1,...,s, o que implica que F(z) =

F(hz), V h e H. Logo, v € A(F,H).
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Por outro lado, seja © € A(F, H). Entao, F(z) = F(hx), ¥V h € H. Assim, f(a;z) =
flashz), Y h e H,Vi=1,...,s. Mas, pela definicao da agao a direita de H sobre cada
orbita Gz, a;hx = ha;x, Vh € H/ Vi1 =1,...,s. Entao, paraVhe HeVi=1,...,s,
a;x e a;hxr estao na mesma H-orbita e sao colapsados pela f num tnico ponto. Portanto,
e A(f,H,G).

Deste modo, mostramos que A(f, H,G) = A(F, H).

Agora, como dimY® = s -k e por hipétese n > |G|k = p- (s - k), segue do Teorema
3.3.1(7), que F' tem um ponto de Z,-coincidéncia, ou seja, A(F, H) # . Deste modo,
A(f,H,G) # () e, portanto, f tem um ponto de (H, G)-coincidéncia.

(Caso (ii) n = |G|k). Como no caso (i) mostramos de maneira andloga que A(f, H, G)
= A(F,H). Além disso, Y* é um cone CW-complexo de dimensao s - k e, do Teorema
3.3.1(4), concluimos que F' tem um ponto de Z,-coincidéncia e, portanto, A(f, H, G) # 0.
[ |

Observagao 3.4.2. No caso n < |G|k e gen (X, H) = n+ 1, o Teorema [3.4.1 nao vale e

para ver isto, basta considerarmos o Teorema [3.3.1(ii7), onde G = H = Z,,.

Agora, queremos encontrar condicoes sobre X, Y e G que garantam que toda aplicacao
continua f : X — Y tenha um ponto de (H, G)-coincidéncia, com G grupo finito e para

algum subgrupo nao-trivial H C (. Neste sentido, nés provamos o seguinte

Teorema 3.4.2. Sejam G um grupo finito, X um G-espaco livre paracompacto Hausdorff,
com gen (X,G) > n+ 1 e k um nimero natural.

(i) Se n > |G|k e Y for um espago metrizavel k-dimensional, entdao toda aplicagao
continua f : X — Y tem um ponto de (H,G)-coincidéncia para algum subgrupo nao-
trivial H C G.

(17) Se n = |G|k e Y for um cone (ou supensao) CW-complexo k-dimensional, entao
toda aplicacao continua f : X — Y tem um ponto de (H,G)-coincidéncia, para algum
subgrupo nao-trivial H C G.

(1ii) Se n < |G|k e gen(X,G) = n + 1, entdo existem Y cone CW-complexo k-
dimensional e aplicacao continua f : X — Y tal que f nao tem ponto de G-coincidéncia.

Em particular, se G = H = Z,, f nao tem ponto de (H, G)-coincidéncia.

Antes de apresentarmos a demonstracao do Teorema 3.4.2), faremos algumas conside-

racgoes sobre o resultado:
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Observacao 3.4.3. O Teorema [3.4.2] é uma generalizacao natural do Teorema [3.4.1)
pois no caso particular onde G = H = Z,, detectar pontos de (H, G)-coincidéncia com
H subgrupo nao trivial de G é equivalente a detectar pontos de G-coincidéncia (vide
Observagao [3.4.1)). Dessa forma, a demonstracao do Teorema 3.4.2 segue a mesma linha
da demonstracao do Teorema/3.4.1. Observamos que a sutil e principal diferenca é a forma
de determinar uma G-agao sobre o produto cartesiano de |G|-cépias de um determinado
espaco usando permutacoes que estao associadas a multiplicacao interna dos elementos
de G. Este conceito foi definido inicialmente em [20] e, generaliza o conceito de Z,y-acao
sobre o produto cartesiano de p-copias de um determinado espago usando a permutacao

ciclica das coordenadas.

Observacao 3.4.4. O Teorema 3.4.2 generaliza parcialmente o Teorema [3.3.2), resultado
principal provado por Gongalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov em [21], para o caso
n > |G|k conforme Observagao [3.3.2.

No entanto, como mostra o Exemplo 3.3.1, no caso n = |G|k o Teorema [3.4.2(ii) nao

pode ser estendido para a classe mais ampla dos CW-complexos Y de dimensao k.

Observacao 3.4.5. Utilizando o Teorema 2.3.2/ que afirma que se X é um G-espaco livre
paracompacto Hausdorff entdo, gen (X, G) = n+ 1 se, e somente se, col (X,G) =n—+ |G|,
concluimos que o Teorema [3.4.2 generaliza o Teorema 13.3.3, resultado principal provado

por Aarts, Fokkink e Vermeer em [2].

Observacao 3.4.6. Segue do Teorema [3.4.2 (iii) que a hipdtese n > |G|k no Teorema
3.4.2(7) e (ii), tem a seguinte propriedade: E a melhor condicio para se garantir a exis-

téncia de (H, G)-coincidéncias se todos os grupos finitos G sao considerados.

3.4.1 Demonstracao do Teorema 3.4.2

Demonstragao: (Caso (i) n > |G|k). Suponhamos que |G| =71 e seja G = {g1,...,9:}

uma enumeracgao para os elementos de G.

Consideremos a aplicagao G xY" — Y7 dada por (g, (Y1, .-, ¥r)) = (Yoy(1)s - - - Yo, (r))
onde a permutacao o, é definida por o,(i) = j, e j é tal que g;g = g;. Esta aplicacao é
uma (G-acao a esquerda de Y.

Para um subgrupo H C G, sejam (Y") ! = {2 € Y"| h-2 =2, V h € H} o conjunto

dos pontos fixos de H e F' = U (Y")¥, onde H é qualquer subgrupo nao-trivial de G.
H
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Seja Y™ = Y" — F. Temos que G atua livremente sobre Y** e Y** é um espaco
metrizavel (pois é subespago de Y7).

Como X é um espago com uma (G-acao entao uma aplicagao f : X — Y induz uma
aplicacdo G-equivariante ¢ : X — Y dada por ¢(z) = (f(q12), ..., f(g.x)), Vx € X.

De fato,

o(9r) = (f(gr9%),..., f(grgz))

= (f(gag(l)x>a s 7f(gag(r)x))‘

Por outro lado, g¢(x) = g(f(g1x),..., f(9:x)) = g(y1,...,y,), onde y; = f(gix).

Assim,

g¢(.’l§') = (yog(l)a SR 7ycrg(r))
= (f(gag(1)$)a cee 7f(gag(r)$))
= o(gx).

Suponhamos que f : X — Y nao tenha pontos de (H, G)-coincidéncia. Assim, ¢(X) C
Y** e temos ¢ : X — Y™ uma aplicacao G-equivariante.
Logo, da Proposigao 2.3.1, vem que gen (X,G) < gen (Y™, G).

Pelo Teorema 2.4.2, temos que
gen (Y™, G) <dimY™ +1 < |G|k + 1. (3.2)

Consequentemente, como n > |G|k, gen (X, G) < |Glk+1 < n+1, o que é um absurdo
pois gen (X,G) > n + 1. [ |

Observacgao 3.4.7. No caso n = |G|k, o Teorema [3.4.2(i) é vélido quando Y for um cone
(ou suspensao) CW-complexo k-dimensional (Lemas 3.4.1 e 3.4.2), e a prova deste caso
sera feita usando a mesma estratégia ja utilizada no caso H = G = Z,, (Lemas 8.3.1/ ¢

3.3.2)), ou seja, vamos diminuir o majorante da equacao (3.2) em uma unidade.

Demonstracao: (Caso (ii) n = |G|k). Seja Y um cone CW-complexo k-dimensional,

A 1
ou seja, Y =CA = M

~Y

Tome Y** =YY" — F, onde F = U (Y™ e H é qualquer subgrupo nao-trivial de G.
H

,onde A é um C'W-complexo de dimensao k — 1.

Vamos chamar de a a G-acao livre sobre Y** dada na prova do Teorema 3.4.2(7). Usando

coordenadas, a G-acao a é dada por
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Oé([(ll, u1]7 SRR [am UT]) - ([ao'g(l)7 ng(l)]J RS [aog(r)7 uag(r)])a (33)
Vay,...,a € AeV u,...,u €[0,1], onde a permutacdo o, é definida por o,(i) = j, e

J € tal que g;g = g;.
Lema 3.4.1. gen (Y*, G) < |G| k.

Demonstragao: Sejam Z = [0,1] x ... x [0,1]\{(1,...,1)} e s: Z — Z dada por

s(ur, .. ) = (Uoy(1), - -5 Ugy(r)), ¥ (U1,...,u,) € Z.

A projecao m: Y** — Z dada por

m(lar, w], ..., [ar, ur)) = (us, .. uy), Y ([ar, wi), ..., [ap, uy]) € Y™,
estd bem definida, é continua e s o™ = 7o . De fato, V ([ay, ui], ..., [ar, u,]) € Y**,
(som)(lar,u1], ..., lar,u]) = s(ug,...,u,)
— (uag(l)a cee 7uag(7"))
= w[ac,0) o, ) -+ [, () oy n)])
= (moa)(lar,w],...,[ar, u]).

Assim, som = 7o «.

Seja W o seguinte subconjunto de Z :

< BUxx B U B3 B o x B UL U 1) x B x (2
(r parcelas) |J {1} x [0, 2] x [0, 1] x ...><[O,1]U{l}x[z,l]x[O,Z]x[O1]><...><[O,1]U
{1} x [2,1] x ... x [3,1] x [0, 2] ((r — 1) parcelas) [ [0,3] x {1} x [0,1] x ... x [0,1] U
[2,1] x {1} x [0, 2] x [0,1] x ... x [0,1] U ... U [3,1] x {1} x [3,1] x ...x[%,l]x[O,%]
((r—1) parcelas) J ... U [0,2] x [0,1] x ... x [0,1] x {1} U [3,1] x [0, 2] x [0,1] x ... X
0,1 x {1} U ... U [3,1] x [3,1] x ... x [2,1] x [0, 2] x {1} ((r — 1) parcelas).

Assim, W é a uniao de r> = r + r (r — 1) subconjuntos fechados de Z.

Definimos uma retracao v : Z — W como segue:

e No canto superior de Z, a retracao v é a projecao central sobre W com centro de
projecao (1,1,...,1);

e Na parte inferior de Z, a retragdo v é a projecao sobre W paralela a diagonal

principal de Z ({(z,z,...,2)| z € [0,1]}).
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Usando a retragao v, definimos uma retragao p : Y** — 7~1(W) por

p(lar, u, ... [ar ur]) = ([ag, W], - .o far, wl]), V ([ar, wil, - - [ar, wy]) € Y,

onde (uf,...,u.) =~y(uy,..., u.).

Temos que p é continua e de usando argumento analogo ao do Lema 3.3.1, segue que
p estd bem definida e soy =~vos.

Consideremos o' = @ -1 (wy. Temos que a(r~H(W)) C 7~ 1(W) e o gera uma G-acao
livre sobre 71 (W).

Afirmagao: p: (Y™, o) — (7= (W), ) é uma aplicagao G-equivariante. De fato,

(O/ °© p)([a17u1]7 T [aT7uT]) = a/<[a’17u/1]7 T [a’hu;])

= ([aog(1)7 ulag(l)]’ t [agg(T)’ ui"g("’)])’

onde (uf,...,ul) =~vy(u1,...,u,).

»

Por outro lado,

(P o Oé)([(ll, ul]a ey [a’r’a U”I’]) = p([aag(1)7 uag(l)]7 L) [aag(r)a uag(r)])
= ([ao,(1), Uoy )] - - - [A0,(r) Ty (r)])
onde (ﬂag(l), e ,ﬁgg(r)) = ’)/(ugg(l), c. ,ugg(r)).
Observemos que, para algum [ € {1,...,r}, ¢ = e (e é o elemento neutro de G).
Assim,
Sl(“la ’u'f‘) = Sl_l(u"'g(l)’ ’UUQ(T))
= 5 Uy (1)s s U ()
= 5(“%171(1)7 U 1(7“))
= (Yo, Uoy(r)
o =Id
= (ub . >ur>
Agora,
S _1(2'109(1)7 7{1'0'9(7")> = Sl_ (ao—gQ(l)7 e ’{LJQQ(T))
= (o) Uo ()
o =Id
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e
S gyt 0) T A 1y )
= Y(ug, ..., uy).
Entao, temos que (@y,...,4,) = y(ui,...,u,) e assim, (Uy,..., 1) = (u},...,u).
Logo, s(t, ..., 14,) = s(ul,...,u) e dai, (ly,1), - - - Ugy(r) = (u;g(l), . ,u;g(r)).

Portanto, p é uma aplicacao G-equivariante e, deste modo, concluimos que
gen (Y**,G) < gen (771 (W), Q).

De modo andlogo & prova do Lemal3.3.1, podemos mostrar que dim 7 (W) < |G|k—1.

Pelo Teorema 2.4.2,
gen (r'(W),G) < dimma'(W) +1< (|Glk—1)+1=|G|k.
Portanto, gen (Y**,G) < gen (7= *(W), @) < |G| k, o que completa a prova do lema. W

Agora, mostremos que o Lema/3.4.1 também é valido quando o espaco k-dimensional Y’
é uma suspensao de um C'W-complexo (k—1)-dimensional A, isto é,Y = SA = A+M,
com A C'W-complexo de dimensao k — 1.

Sejam Y™ =YY" — I e a a G-agdo livre sobre Y** dada pela equagao (3.3). Neste caso

temos o seguinte:
Lema 3.4.2. gen (Y™, G) < |G| k.

Demonstragao: Sejam Z = [0,1] x ... x [0,1]\{(0,...,0),(1,...,1)} es: Z — Z

dada por s : Z — Z dada por
s(ul, e ,ur) = (ugg(l),...,ugg(T)), A (ul,...,ur) € Z.

Como no Lema 3.4.1, tomemos o subconjunto W de Z e definimos a aplicacao projecao

m: Y™ — Z dada por
m([ar,wl], . [ar ur]) = (ury .o ur), ¥ ([ar, ua, ... [ap, ur]) € Y

Aqui, também temos que 7 estd bem definida, é continua e som = 7 o a.

Definimos uma retracao n : Z — W como segue:
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e No canto superior de Z, a retracao n é a projecao central sobre W com centro de
projecao (1,1,...,1);

e Na parte inferior de Z, a retracao n é a projegao central sobre W com centro de
projecao (0,0, ...,0).

Notemos que,

(7) e n({1} x [0,1) x [0,1] x ... x [0,1]) € {1} x [0,3] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x
[2,1] x [0, 2] x [0,1] x ... x [0,1] U {1} x [3,1] x ... x [3,1] x [0, 2];

e ([0, 1] x {1} x [0,1) x ... x[0,1]) C [0, 3] x {1} x [0,1] x ... x [0,1] U [3,1] x {1} x
[0,2] % [0,1] x ...x [0,1] U ... U [3,1] x {1} x [3,1] x ... x [2,1] x [0, Z];

e 7([0,1) % [0,1] x ... x[0,1] x {1}) C [0, 2] x [0, 1] x ... x [0,1] x {1} U [2,1] x [0, 2] x
0,1] x...x [0, 1] x {1} U ... U [3,1] x [3,1] x ... x [5,1] x [0, 3] x {1}.

(4t) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < r — 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas
possibilidades:

e z € W: entdo n(z) = z, ou seja, n(z) tera todas as coordenadas iguais as coordenadas
de z.

e z € Z/ — W: entao z pertencerd a parte superior de Z e podemos supor, sem perda

de generalidade, que z = (1,..., 1,01, ..., 2.), 0 < Tpy1, ..., 2, < 1. Assim,

ey
nz) = (1,...,1, &1, x0) + X 2(1,...,1)
= (..., zps1yooyzp) +A- (=1, )1 =Ly — 1, 2, — 1)

= (L,1,...,Lzp+ A (per — 1), ..,z + X (2. — 1)) N W,

ou seja, as coordenadas em z que sdo iguais a 1 continuam sendo iguais a 1 em 7(z) € W.
(#4%) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n < r—1 coordenadas iguais a 0 e as outras r —n
coordenadas estao entre 0 e 1.
Se z € Z — W entao z estd na parte inferior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (0,...,0,Zp41, Tna2y - -+, L), 0 < Tpy1, ..., o < 1. Assim,

77(2) = (07"'>Oaxn+la---7$r)+>\'Z(O,...,O)
= (0,...,0,xp41,-- 7)) +A- (0—=0,...,0—-0,2,41 —0,...,2, —0)

= (0,0,...,0,zp1 + A" Tpg1,.. e+ A x) N W,

ou seja, as coordenadas em z que s@o iguais a 0 continuam sendo iguais a 0 em n(z) € W.
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(#v) Seja z € Z tal que z tenha 1 < n <r — 1 coordenadas iguais a 0, 1 <m <r —1
coordenadas iguais a 1 e as outras r—(n+m) coordenadas estao entre 0 e 1. Entao, z € W
e deste modo, n(z) = z. Logo, as coordenadas de z que eram iguais a 0 e 1 continuam
sendo iguais a 0 e 1, respectivamente, em n(z) € W.

Usando a retragio 7, definimos uma retracao p: Y** — 7= (W) por

p(lar,wl, ..o lar u]) = ([ag, W], - [ar, W), ¥ ([ag, wal, - - [ar, uy]) € Y,

onde (u),...,ul) =n(u,..., u).

Temos que p assim definida é continua e usando os mesmos argumentos utilizados na
prova do Lema 3.3.2, p estd bem definida e son =mnos.

Consideremos o = o r—1(wy. Temos que a(r~H(W)) C 7~ (W) e o gera uma G-acio
livre sobre 7= 1(TV).

Novamente, por argumentos analogos aos da prova do Lema [3.4.1, podemos mostrar
que p é uma aplicagdo G-equivariante. Logo, gen (Y**,G) < gen (7= (W), G).

Sabemos que W é escrito como uma uniao de fechados de Z e de maneira analoga ao
caso Y cone C'W-complexo, obtemos que dim 7 (W) < |G|k — 1.

Pelo Teorema 2.4.2,

gen (' (W),Q) < dim7*(W)+1<(|G|k—1)+1=|G|k.

Portanto, gen (Y**,G) < gen (=1 (W), G) < |G|k, o que completa a prova do lema.
|
Agora, suponha que f : X — Y nao tenha pontos de (H,G)-coincidéncia. Assim,
como na prova do Teorema [3.4.2 (i), existe uma aplicacdo G-equivariante ¢ : X — Y™**.

Deste modo, segue do Lema 3.4.1] (respectivamente do Lema [3.4.2), que
gen(X,G) < gen(Y™) < |G|k,

contradizendo o fato de gen(X,G) > n+1 = |G| k+1. Isso completa a prova do Teorema
3.4.2 (id). u

Demonstragao: (Caso (iii) n < |G|k e gen(X,G) = n + 1). Neste caso, temos

que gen(X,G) = n+1 < |G|k e, segue do Teorema 2.4.1 que existe uma aplicagao G-
equivariante F': X — S‘C? * Por outro lado, segue de [39, Corollary 6.1] que existem um
G-espaco X', um cone CTW-complexo Y de dimenséo k e uma aplicacio ¢, : X' — Y sem

A o : L o Gk
pontos de G-coincidéncia. Mais ainda, existe uma aplicacao G-equivariante E : S‘G Ik,
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X' e, consequentemente, a aplicacdo f : ¥, 0o Fo F : X — Y nao possui pontos de
G-coincidéncia.

Além disto, no caso particular G = H = Z, temos que f nao tem ponto de G-
coincidéncia e, desde que Z, nao possui subgrupos proprios nao triviais, segue da Obser-
vagao [3.4.1 que f ndo tem ponto de (H,(G)-coincidéncia, o que completa a prova do

Teorema 3.4.2! (iii) [ |



CAPITULO 4

O Teorema de Borsuk-Ulam para a¢des de um grupo compacto de

Lie

4.1 Introducao

Resultados sobre a existéncia de aplicagoes G-equivariante tem importantes consequén-
cias. Por exemplo, o Teorema Classico de Borsuk-Ulam afirma que toda aplicacao continua
de uma esfera n-dimensional em um espacgo euclidiano n-dimensional possui um par de
pontos antipodais em S™ que assumem o mesmo valor em R”, o que é equivalente a afirmar
que nao existe aplicacao Zs-equivariante de S™ em S™~ !, onde Z, atua sobre a esfera pela
involugao antipodal.

Para provar que um espago nao pode ser mergulhado em outro é suficiente mostrar a
nao existéncia de uma aplicacao equivariante entre seus produtos deletados considerados
com a a¢ao natural de uma involucao livre, ou podemos considerar, de modo geral, outros
espagos de configuracoes relacionados com os espacos em questao e dotados de agoes
de grupos apropriados. Um exemplo de tal fato é o conhecido Teorema de van Kampen-
Flores, provado em [41] por Volovikov, o qual diz que o k-esqueleto de um (2k+2)-simplexo
nao pode ser mergulhado em R?*.

Sejam R um PID e X um G-espaco livre. Denotemos por 3;(X; R) o i-ésimo nimero

de Betti de X.

70
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Em [7, [12], Biasi e Mattos provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Sejam G um grupo compacto de Lie e X,Y G-espacos livres, conexos
por caminhos, paracompactos e Hausdorff. Suponhamos que para algum natural m > 1,
HY(X;R) =0, para0 < ¢ <meque H""(Y/G; R) = 0, onde Y/G é o espago de drbitas
de Y por G. Entao, se 3,,(X; R) < Bn+1(BG; R), ndo existe aplicagdo G-equivariante
f:X—=Y.

Nosso objetivo, neste capitulo, é generalizar este resultado usando o indice definido

por Volovikov (Definigao [1.6.3). Especificamente, nés provamos o seguinte:

Teorema 4.1.2. Sejam G um grupo compacto de Lie e X, Y G-espacos livres, para-
compactos Hausdorff e conexos por caminhos. Suponha que para algum natural m > 1,
iW(X) >m+1e H"HY/G; R) = 0. Entao, se 3,(X;R) < Bmi1(BG; R), nao existe

aplicacao G-equivariante f: X — Y.

Observagao 4.1.1. Observemos que, de acordo com a Proposigao 1.6.2(i), se H(X; R) =
0, para 0 < i < m, entdo i(X) > m + 1 e isto mostra que o Teorema [4.1.2 generaliza
o Teorema 4.1.1 provado por Biasi e Mattos. Notemos ainda que, no Exemplo 1.6.1, o
espago X = PJ(K) ¢é tal que i(X) = ¢(s — 1) + 1 e por [39, p.918], H*"}(X) # 0, o que
mostra que existe um espago X que satisfaz a hipdtese i(X) > m + 1 do Teorema [4.1.2 e

nao satisfaz a hipétese H4(X; R) = 0, para 0 < ¢ < m do Teorema 4.1.1.

Se Y é uma variedade topoldgica conexa com acao livre de um grupo compacto de
Lie G, entao dim (Y/G) = dimY — dim G ([9, Cap.IV, Segao 3, Teorema 3.8]). Assim,
se dimG > 1, dim (Y/G) < dimY. Neste sentido, temos o seguinte corolario do Teorema

4.1.2.

Corolario 4.1.1. Consideremos G um grupo compacto de Lie de dimensao p. Sejam X
um G-espago livre, conexo por caminhos, paracompacto e Hausdorff, tal que ¢(X) > m+1
e Y uma variedade topoldgica (m + p)-dimensional conexa por caminhos com uma agao
livrte de G. Se (G, (X;R) < Bm+1(BG;R), entdo nao existe aplicacdo G-equivariante
f:X—=Y.

Demonstra¢ao: Como Y é uma (m + p)-dimensional variedade topolégica conexa com

uma agao livre de G, entao dim (Y/G) = (m+p) —p = m. Portanto, H™(Y/G; R) = 0.

Segue do Teorema 4.1.2, que nao existe aplicacao G-equivariante f: X — Y. [
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Exemplo 4.1.1. Sejam G = S x §*, X = §5 x 85 e Y = S3 x S3, 0s quais admitem
agoes livres de GG. Temos que HY(X;Z) = 0, for 0 < ¢ < m = 5 e, pela Proposicao
1.6.2, «(X) > 5+ 1. Além disso, H%(Y/G;Z) = 0, pois dim(Y/G) = 4, e B(S' x S') =
CP> x CP®, o que implica que [5(X;Z) = 2 < (s(BG;Z) = 4. Segue do Coroléario 4.1.1

que nao existe aplicacdo G-equivariante f : X — Y.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1.2

A prova do Teorema 4.1.2 seguird dos Lemas [4.2.1/ e 14.2.2] que demonstraremos a

seguir.

Lema 4.2.1. Sejam R um PID, G um grupo compacto de Lie e X um G-espaco livre
paracompacto Hausdorff e conexo por caminhos. Suponha que para algum natural m > 1,

i(X) > m + 1. Entao, existe a seguinte sequéncia exata com coeficientes em R,
EX™ — H™Y(BG; R) 2 H™ Y (X¢; R).

Demonstracao: Dada a fibracao px : Xg = FG xg X — BG, com fibra X, segue do

Teorema [1.4.1), que existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante { E** d,.}, com
EY? = HP(BG;HY(X)), a cohomologia de BG com coeficientes locais na cohomologia de
X, a fibra de p e convergindo para H*(X¢g; R).

Como X é conexo por caminhos, temos que o sistema de coeficientes locais H°(X)

sobre BG é trivial. Assim,
E?° = HP(BG; H°(X)) = HP(BG; H°(X)) = H?(BG; R), V¥ p. (4.1)

De i(X) > m + 1, temos que Ey° = EP° = =~ ghY v p
Notemos que H™'(BG; R) = By = B0 = ... = E'T 10 pois de (4.1), temos
que Eyth0 = HmY(BG; R).

Agora, consideremos a sequéncia exata:

T, 0
dr ’
0— Kerd, —» B! — E0 — - — —(,
Imd,

onde I'm(d, : E>""! — E"?). Mostremos que,

Kerd,=E% 1! e —L— =FE""
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De fato, segue da definicao de sequéncia espectral que

EOr—1 o Ker (d,: EQ" " — Ep°)
r+1 - [m (dr . E;T’ 2r—2 _ ET(‘),Tfl)

Como —r < 0 temos que Im (d, : E;7? 2 — E%"1) = 0. Deste modo,
E)' = Ker(d, : E®"' — EM0). (4.2)

Temos ainda que,

. m0,r—1 r+1, -1
0,7r—1 ~ Ker <d7”+1 . Er—i-l - Er+1 )

r+2 T . p—r—1,2r—1 0,r—1
Im (dT-H : Er+1 - Er+1 )

1,-1 . . , .
e desde que E/f""" = 0, pois a sequéncia F,* é do primeiro quadrante, segue que

Ker(d,y1 : EpTY — EfFP™Y. Por outro lado, —r — 1 < 0 e assim, I'm (d,

—r—1,2r-1 0,r—1
E.[ 77 — E) = 0. Portanto,

0,7r—1 ~ 0,r—1

Er+2 _Er+1 :

Mais geralmente, para todo k& > 2,

1 —1,—k+1
Ker (dyp_y : B — ErH— L=k

0,r—1 ~ r+k—1 r+k—1
r+k T o p—r—k+1,2(r—1)+k—1 0,r—1
Im (dyig-1 By - Er+k—1>
. —1,—k+1
Desde que £k > 2, —k + 1 < 0, assim E:il]:—f ML e, consequentemente,

Ker(dyyr—1) = ES;:,:I. Além disso, —r — k +1 < 0 e temos que Im (d,45—1) = 0.

Assim, para todo k > 2,

0,r—1 ~ 0,r—1
By =B (4.3)

Observe que os diferenciais,

L 0r—1 r4k—1,—k+1
A1 Er—i—k—l - Er+k—1 e
. p—r—k+1,2(r—1)+k-1 0,r—1

dr—f—k—l : ErJrkfl - Er+k717

se anulam para todo k > 2 e a sequéncia colapsa em N =r + 1.

Assim, combinando (4.2) e (4.3), concluimos que

~) 0,r—1 ~ 0,r—1 o~ ~ 0,r—1 >~ 0,71 > = 0,71
Kerd, = E, = E, =... —Er+k—1 —Er+k =L 2R

E’I‘,O
Mostremos agora que —— = E7°. Temos que,

Imd, *
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0 Ker (dr : E:’O — E’zrv 7T+1)
T Im (d, : EOT EI’D)

Como anteriormente E2" "1 =0, pois —r + 1 < 0.
Logo, Ker (d, : E»° — E?»~"t1) = E"0 e portanto,

Er,O
Im(d,: EX" ' — EP%)

T70 JE—
Er—l—l -

Para todo k& > 2, note que:

. 0 2r+k—1, —r—k+2
Ker (drx—1 E 1 — E; )

C o—k+1,r+k-2 r, 0
I (dre—1 = B, 57 — El)

T‘? 0 —
r+k

e, desde que, —r — k 4+ 2 < 0, Eff,i;l’_r_k“ = 0, o que implica que

2 —1,—r—k+2
E’/‘-I—k ,—r—k+

0 _ n0
Ker (d’/‘-l—k—l . ErJrkfl — Lk ) - Er+lcfl'

, k41 ) , .
Da mesma forma, concluimos que Im (d,ip_1 : Erf,;tiﬂrk — E’:’Jrokfl) é nula, pois
—k + 1 < 0. Consequentemente,

E}° 0 0 0

r ~ 0 ~ ~ ~ 0 ~ ~ 7,0
T EEN S XENS  ME . 2B,
T

Assim, obtemos a sequéncia,
0— Eor1 — gor-l &y, pr0 g0 (4.4)
Agora, mostremos que existe uma injecao natural,
0— E™L0 s H™ (X4 R). (4.5)
Para isto, consideremos a seguinte filtracao decrescente de H"(X¢g; R),
0=Ft(H"(Xg)) C F'(H(Xg)) C ... C F}(H"(Xg)) C F°(H" (X)) = H"(Xg; R).

Desde que a sequéncia espectral {E**; d,} converge para o R-mddulo graduado

H*(Xg; R), temos que
B2 % B} Y(H(Xe)) = FP(HP1(X0)/FPH (HP4(X),

onde E** é o termo limite da sequéncia espectral e Ey " (H"(X¢)) é o médulo bigraduado

associado.

Como F" ™ (H"(Xg)) = {0}, segue que
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ELY = F(H"(Xg))/FTH(H (Xe)) = F'(H"(X¢)) € H' (X R),

para qualquer r, o que prova (4.5).
Agora, fazendo r = m + 1 e juntando (4.4) e (4.5) obtemos a exatiddo no seguinte

pedaco de sequéncia:

EOm f g0 gt (X R), (4.6)

onde d,,,;1 é o diferencial. Mas, note que H™™(BG; R) = Egill % Consequentemente, da

sequéncia (4.6), obtemos a sequéncia desejada,
EX™ — H™Y(BG; R) 2 H™(X¢; R).
|

Lema 4.2.2. Seja X um G-espaco livre, paracompacto Hausdorff e conexo por caminhos.
Suponha que para algum natural m > 1, i(X) > m+ 1 e que 3,,(X; R) < Bni1(BG; R).
Entdo, o homomorfismo h* : H™(BG; R) — H™(X/G; R) é nao-trivial, onde h :
X/G — BG é a aplicagao classificante para o G-fibrado principal X — X/G.

Demonstracao: Sejam EG — BG o G-fibrado universal e h : X/G — BG uma

aplicacao classificante para o G-fibrado principal X — X/G.

Consideremos px : Xg — BG a fibragao de Borel associado ao G-espaco X, onde Xg
é o espaco de Borel.

Temos que a aplicagdo X — X/G é uma equivaléncia de homotopia. Sejar : X/G —
X a sua inversa homotdpica.

Entao, px or : X/G — BG também classifica o G-fibrado principal X — X/G e
segue que px o r ¢ homotépica a h. Como r* : H™" ™ (Xg; R) — H™(X/G; R) é um
isomorfismo, é suficiente provar que p% : H™"™(BG; R) — H™(Xg; R) é nao-trivial.

Pelo Lema 4.2.1, temos a seguinte sequéncia exata:
ESm s il (BGy R) 25 HTMY(Xg: R). (4.7)

Suponhamos que p% : H™™(BG; R) — H™™(Xg; R) seja o homomorfismo nulo. De
(4.7), segue que a aplicacdo dp,41 : E?,;fl — H™(BG; R) é sobrejetora, o que implica

que

rank (Epy) > rank (H™ ™ (BG; R)) = Bmi1(BG; R). (4.8)

m
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Por outro lado, observemos que
om ~ Ker(d,:Ey™— EmM) -

" I (dy B — EGT
Ker (dy-1 : Ef,;ml — Em_l’z) —m+1<0

m—1 ~

de 9™ — >~ Ker(dp, : EX™ — E"}?
m Im (dmfl : E;er;rl,zmd IR ngl) ( 1 m—1 m—1 )

que é submodulo de Efrfl e assim, sucessivamente, teremos que Eg;fl é isomorfo a um
submédulo de Ey'™ = HO(BG; H™(X)).

Mas H°(BG;H™(X)) é isomorfo a um submddulo de H™(X; R) (para detalhes, ver
[43, Teorema 3.2]). Logo, ExT, é isomorfo a um submédulo de H™(X;R). Assim,

rank (H™(X; R)) > rank (E;'"). Portanto,

3
o

Ker (d,, : E%™ — E™') que é submédulo

(4.8)
Bu(X; R) = rank (H™(X; R)) > rank (EyTy) > Bni(BG; R),

o que é uma contradigao pois, por hipdtese, 3,,(X; R) < Bn+1(BG; R).

Portanto, o homomorfismo A* é nao-trivial. |

Demonstracao do Teorema 4.1.2): Suponhamos que f : X — Y seja uma aplicacao

G-equivariante. Como Y é um espaco paracompacto Hausdorff, podemos tomar uma
aplicagao classificante g : Y/G — BG para o G-fibrado principal Y — Y/G.

Entdo, a aplicacio h = go f : X/G — BG pode ser tomada como uma aplicacio
classificante para o G-fibrado principal X — X/G, onde f : X/G — Y/G é a aplicacdo
induzida por f entre os espagos de érbitas.

Por hipétese, H™™(Y/G; R) = 0 e assim, ¢* : H™"™(BG;R) — H™(Y/G;R) ¢
trivial e consequentemente, h* : H™"(BG;R) — H™(X/G;R) é o homomorfismo

trivial, o que contradiz o Lema 4.2.2. [ |

4.3 Algumas consideracoes sobre o Teorema 4.1.2:
resultados relacionados

Clapp e Puppe provaram, em [10], o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Seja G um p-toro ou um toro (isto é, G = Z» ou G = S'x...xS"). Sejam
X e Y G-espacos com acoes sem pontos fixos. Além disso, no caso G = S'x...x S! assuma
que Y tenha tipo finito de 6rbitas. Suponha que I:I’(X) = (0 parat < N, Y é compacto

ou paracompacto de dimensao finita, e H(Y) = 0 para i > N; onde a cohomologia é
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considerada com coeficientes em Z, no caso G = Z; e em Q no caso G = S Ux...ox S

Entao, nao existe aplicacao G-equivariante de X em Y.

Observacao 4.3.1. Sejam G = S' x S, X = §° x S5 e Y = 53 x 3, os quais admitem
acoes livres de GG, como no Exemplo 4.1.1. Temos que ﬁi(X; Q)=0,parai < N=5e
HS(Y;Q) # 0. Entao, aqui nao temos vélido H(Y;Q) = 0 para i > 5. Assim, de acordo
com o Teorema 4.3.1, nao podemos afirmar que nao existe aplicacao G-equivariante de X
em Y. No entanto, como consequéncia do Teorema 4.1.2, podemos afirmar que nao existe
aplicagdo G-equivariante de X em Y (Ver Exemplo 4.1.1). Isto mostra que em algumas
situagoes o Teorema 4.1.2/ é mais eficiente que o Teorema 4.3.1, embora os resultados nao
sejam comparaveis devido as suas hipoteses.

Mais geralmente, no caso especial onde G = Z;, X e Y sao G-espagos livres, o Teorema
4.1.20 estende o Teorema 4.3.1, uma vez que a condigao f]i(X, Z,) = 0 para i < N
implica i(X) > N 4+ 1 > N (Proposicao 1.6.2(7)) e fn-1(X;Z,) = 0 < 1 < Bn(BG;Z,)
(Ver Definigao [1.5.1), a condigdo Y compacto ou paracompacto de dimensao finita, e
H{(Y,Z,) = 0 para i > N implica HY(Y/G;Z,) = 0 (35, Proposition A.11.]). Assim,
fazendo m = N — 1 no Teorema 4.1.2, concluimos que nao existe aplicacao G-equivariante

de X em Y.

Para finalizarmos o trabalho, nés provamos um resultado similar aos Teoremas 4.1.2

e 4.3.1. Especificamente, nés provamos

Teorema 4.3.2. Sejam R um PID, G grupo compacto de Lie, X um G-espago livre
Hausdorff, paracompacto e Y um G-espaco Hausdorff, compacto ou paracompacto de
dimensao finita que admite uma acao livre de G. Suponhamos que i(X) > m + 1 e

H(Y; R) = 0, para i > m. Entao, nao existe aplicagdo G-equivariante f : X — Y.

Demonstracao: Suponhamos que exista aplicacao G-equivariante f : X — Y. Entao,

pela Proposigao [1.6.1(i7), i(X) < i(Y).
Temos, por hipétese, que H(Y; R) = 0, for i > m, o que implica que i(Y) < m (pela
Proposigao [1.6.2(14)).

Portanto, i(X) <i(Y) < m, o que contradiz a hipdtese. [ |
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