
Universidade Federal de São Carlos
Centro de Ciências Exatas e de Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Matemática
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À Deus por sempre me iluminar e me guiar...

Aos meus pais, Arnaldo e Rosaine, os mais profundos agradecimentos por suas sábias
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Resumo

Sejam G um grupo finito agindo livremente sobre um espaço paracompacto Hausdorff

X e Y um espaço metrizável de dimensão k (ou Y um cone CW-complexo de dimensão k).

Neste trabalho, usando o gênus de X; gen(X, G), nós provamos teoremas de coincidências

para aplicações cont́ınuas f : X → Y . Tais teoremas generalizam o resultado principal

provado por Aarts, Fokkink e Vermeer em [2]. Mais ainda, usando o ı́ndice definido por

Volovikov em [39], nós provamos uma versão do teorema de Borsuk-Ulam para grupos

compactos de Lie, o qual generaliza o resultado principal provado por Biasi e Mattos em

[7, 12].



Abstract

Let G be a finite group acting freely in a Hausdorff paracompact topological space

X and let Y be a k-dimensional metrizable space (or k-dimensional CW-complex). In

this work, by using the genus of X; gen(X, G), we prove coincidence theorems for maps

f : X → Y . Such theorems generalize the main theorem proved by Aarts, Fokkink and

Vermeer in [2]. Moreover, by using the Volovikov index defined in [39], we prove a Borsuk-

Ulam theorem for compact Lie groups, which generalizes the main result proved by Biasi

and Mattos in [7, 12].
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Introdução

O Teorema Clássico de Borsuk-Ulam [8] nos diz que toda aplicação cont́ınua f de

Sn no espaço euclidiano k-dimensional Rk tem um ponto de Z2-coincidência, sempre que

n ≥ k. Este resultado pode ser generalizado em muitos sentidos: Sn e Rk podem ser

trocados por espaços mais gerais X e Y , e a ação de Z2 sobre Sn pode ser trocada por

ações de outros grupos.

Esse teorema é uma das mais úteis ferramentas da topologia algébrica que tem sido

extensamente usado em diferentes áreas. Uma das razões é que existem inúmeras versões

e muitas demonstrações conhecidas de cada versão. As técnicas das demonstrações são

completamente variadas: os métodos geométricos e elementares, as técnicas algébricas,

combinatoriais, a topologia algébrica e muitas outras ferramentas têm sido usadas para

prová-lo. O resultado foi primeiramente conjecturado por S. Ulam e provado por Karol

Borsuk, em 1933. Desde então, têm sido publicadas diferentes demonstrações, genera-

lizações e aplicações deste famoso teorema (veja, por exemplo, [31]).

Uma destas generalizações pode ser encontrada em [2], onde Aarts, Fokkink e Vermeer

provaram o resultado que diz que se i : X → X gera uma Z2-ação livre sobre o espaço

normal X com col (X,Z2) = n+2, k é um número natural e Y é um cone CW-complexo k-

dimensional, então toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Z2-coincidência,

sempre que n ≥ 2k, e este resultado é o melhor posśıvel.

Neste contexto, um dos temas propostos para o desenvolvimento deste projeto de tese

foi a obtenção de uma nova e interessante versão do teorema provado por Aarts, Fokkink

e Vermeer. Primeiro, nós trocamos a classe dos espaços normais pela dos espaços para-
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compactos Hausdorff, e ao invés de considerarmos ações livres de Z2, consideramos ações

livres de G = Zp, onde p é um primo qualquer. Além disso, estudamos a possibilidade de

substituir o número de cores do Z2-espaço livre X, col (X,Z2), pelo gênus do G-espaço

X, gen (X,G) e com isso, sob determinadas condições, encontrar Zp-coincidências em

aplicações cont́ınuas de X em Y , com Y um cone CW-complexo.

Nesta direção, uma pergunta natural que nos surge é se não podemos generalizar esse

resultado para o caso de (H, G)-coincidências, com G grupo finito e H subgrupo de G, ou

seja,

(1o) Se tomarmos X um G-espaço livre paracompacto Hausdorff, H ∼= Zp subgrupo

normal de G com gen (X,H) ≥ n+1, Y um cone CW-complexo k-dimensional e n ≥ |G|k,

seria posśıvel provar que toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-

coincidência?

(2o) Se tomarmos X um G-espaço livre paracompacto Hausdorff com gen (X, G) ≥
n+1, Y um cone CW-complexo k-dimensional e n ≥ |G|k, seria posśıvel provar que, para

toda aplicação cont́ınua f : X → Y, existem um subgrupo não-trivial H ⊂ G e um ponto

de (H,G)-coincidência para f?

Estes três problemas fazem parte do conteúdo desta tese.

Um outro tipo de problema que vamos abordar é sobre a existência de aplicações G-

equivariantes entre espaços com determinadas propriedades e G grupo compacto de Lie,

ou seja, teoremas do tipo Borsuk-Ulam para grupos compactos de Lie.

Resultados sobre a não-existência de aplicações G-equivariante tem importantes con-

sequências. Por exemplo, considerando o Teorema Clássico de Borsuk-Ulam, uma outra

formulação para ele é a de que não existe aplicação Z2-equivariante de Sn em Sn−1, onde

Z2 atua sobre a esfera pela involução antipodal.

Para provar que um espaço não pode ser mergulhado em outro é suficiente mostrar a

não existência de uma aplicação equivariante entre seus produtos deletados considerados

com a ação natural de uma involução livre, ou podemos considerar, de modo geral, outros

espaços de configurações relacionados com os espaços em questão e dotados de ações

de grupos apropriados. Um exemplo de tal fato é o conhecido Teorema de van Kampen-

Flores, provado em [41] por Volovikov, o qual diz que o k-esqueleto de um (2k+2)-simplexo

não pode ser mergulhado em R2k.

Um resultado nesta linha foi o provado por Biasi e Mattos em [7, 12]. Para enunciar
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este resultado, consideremos R um PID, G um grupo compacto de Lie e denotemos por

βi(X; R) o i-ésimo número de Betti de X. Biasi e Mattos provaram que se X e Y são G-

espaços livres, paracompactos Hausdorff e conexos por caminhos e se para algum natural

m ≥ 1 e 0 < q < m, Hq(X; R) = 0, Hm+1(Y/G; R) = 0, onde Y/G é o espaço de órbitas

de Y por G, e βm(X; R) < βm+1(BG; R), então não existe aplicação G-equivariante

f : X → Y .

Um outro tema proposto para este projeto de tese foi o de generalizar o resultado

provado por Biasi e Mattos em [7, 12] no seguinte sentido: substituimos a hipótese

Hq(X; R) = 0, para 0 < q < m pela hipótese mais geral i(X) ≥ m + 1, onde i(·) é

o ı́ndice numérico definido por Volovikov em [40].

Este problema e os outros três citados anteriormente constituem-se no conteúdo desta

tese.

Inicialmente, no Caṕıtulo 1, apresentamos alguns requisitos de fundamental importância

para os caṕıtulos seguintes. Estudamos espaços classificantes e enunciamos alguns re-

sultados de maior interesse para nós, introduzimos o espaço de Borel e os sistemas de

coeficientes locais. Ainda neste caṕıtulo recordamos os resultados sobre sequência espec-

tral e recordamos os teoremas de Leray-Serre para fibrações. Em seguida, definimos os

homomorfismos de Bockstein e calculamos a cohomologia dos espaços classificantes BZp

e BS1. Por último, introduzimos o ı́ndice numérico i(·) definido por Volovikov em [40]

que está relacionado com o ı́ndice de valor ideal definido por Fadell e Husseini em [16].

No Caṕıtulo 2, estudamos o gênus de G-espaços, onde G é um grupo finito. A noção de

gênus de um conjunto foi inicialmente introduzida por Krasnosel’skǐı em [30] para grupos

ćıclicos. Para G = Z2, o invariante numérico B -́ındice introduzido por Yang em [45] é uma

unidade a menos que o gênus. O caso geral, quando a ação livre é de um grupo topológico

arbitrário, foi considerado por Švarc em [37, 38] como um caso particular da noção do

gênus de um fibrado introduzido por ele. Mais especificamente, vimos duas noções de

gênus introduzidas por Steinlein, em [24, 25], ambas no sentido de Švarc. Em seguida,

relacionamos o gênus de Zp-espaços com aplicações Zp-equivariantes. Nas duas últimas

seções do caṕıtulo, definimos, de um modo geral, o gênus de um G-espaço e nos interamos

de alguns resultados importantes acerca deste conceito, que serão muito relevantes para

o desenvolvimento dos próximos caṕıtulos, principalmente do caṕıtulo 3.

No Caṕıtulo 3, primeiro generalizamos um resultado provado por Barros e Biasi [6]
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que diz que se X é paracompactos Hausdorff, simplesmente conexo, f2 : X → X é uma

involução sem pontos fixos, ambos satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.1.1 (ver p.42),

e Y é um espaço métrico separável com dimensão topológica dimY ≤ m− 1

2
, então para

toda função cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que f(x) = f(f2(x)), ou seja, existe

um ponto de Z2-coincidência. Mais especificamente, provamos os resultados

Teorema 3.2.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e f3 :

X → X uma aplicação que gera uma Z3-ação livre sobre X, ambos satisfazendo as

hipóteses do Teorema 3.1.1. Se Y é um espaço métrico separável com dimensão topológica

dimY ≤ m− 1

3
, então para toda função cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que

f(x) = f(f3(x)) = f(f 2
3 (x)), ou seja, existe um ponto de Z3-coincidência.

Teorema 3.2.3. Sejam X paracompacto Hausdorff, simplesmente conexo e fp : X →
X uma aplicação que gera uma Zp-ação livre sobre X com p > 3, ambos satisfazendo as

hipóteses do Teorema 3.1.1. Se Y é um espaço métrico separável com dimensão topológica

dimY ≤ 2 (m− 2)

p (p− 1)
, então para toda aplicação cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que

f(x) = f(fp(x)) = . . . = f(fp−1
p (x)), ou seja, existe um ponto de Zp-coincidência.

Em seguida, demonstramos um dos principais resultados deste trabalho, o qual gene-

raliza o resultado de Aarts, Fokkink e Vermeer, provado em [2]. Especificamente, prova-

mos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1. Sejam p um número primo, α : X → X uma aplicação que gera

uma Zp-ação livre sobre o espaço X paracompacto Hausdorff com gen (X, Zp) ≥ n + 1 e

k um número natural.

(i) Se n > p k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Zp-coincidência, ou seja, existe x ∈ X tal que

f(x) = f(αi(x)), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.
(ii) Se n = p k e Y for um cone CW -complexo de dimensão k, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Zp-coincidência, ou seja, existe x ∈ X tal que

f(x) = f(αi(x)), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.
(iii) Se n < p k e gen(X,Zp) = n + 1, então existem Y metrizável k-dimensional e

aplicação cont́ınua ϕ : X → Y tal que ϕ não tem ponto de Zp-coincidência.

Para finalizar o Caṕıtulo 3, trabalhamos com problemas buscando encontrar (H, G)-

coincidências em aplicações cont́ınuas, com H subgrupo de G, G grupo finito. Neste

sentido, obtemos os seguintes teoremas:
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Teorema 3.4.1. Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espaço X

paracompacto Hausdorff. Suponha que H ⊂ G seja um subgrupo normal ćıclico de ordem

p, com p primo, e gen (X,H) ≥ n + 1.

(i) Se n > |G|k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-coincidência.

(ii) Se n = |G|k e Y for um cone (ou suspensão) CW-complexo k-dimensional, então

toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H,G)-coincidência.

Teorema 3.4.2. Sejam G um grupo finito, X um G-espaço livre paracompacto

Hausdorff, com gen (X, G) ≥ n + 1 e k um número natural.

(i) Se n > |G|k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-coincidência para algum subgrupo não-

trivial H ⊂ G.

(ii) Se n = |G|k e Y for um cone (ou supensão) CW-complexo k-dimensional, então

toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H,G)-coincidência.

(iii) Se n < |G|k e gen (X,G) = n + 1, então existem Y cone CW -complexo k-

dimensional e aplicação cont́ınua f : X → Y tal que f não tem ponto de G-coincidência.

Em particular, se G = H = Zp, f não tem ponto de (H, G)-coincidência.

No Caṕıtulo 4, nós consideramos a questão de estender o resultado provado por Biasi

e Mattos em [7, 12] já enunciado anteriormente. Nós provamos o seguinte:

Teorema 4.1.2. Sejam G um grupo compacto de Lie e X, Y G-espaços livres, conexos

por caminhos, paracompactos e Hausdorff. Suponhamos que para algum natural m ≥ 1,

i(X) ≥ m + 1 e que Hm+1(Y/G; R) = 0, onde Y/G é o espaço de órbitas de Y por G.

Então, se βm(X; R) < βm+1(BG; R), não existe aplicação G-equivariante f : X → Y .

Como consequência, temos o seguinte corolário:

Corolário 4.1.1. Consideremos G um grupo compacto de Lie de dimensão p. Sejam

X um G-espaço livre, conexo por caminhos, paracompacto e Hausdorff, tal que i(X) ≥
m + 1 e Y uma variedade topológica (m + p)-dimensional conexa por caminhos com uma

ação livre de G. Se βm(X; R) < βm+1(BG; R), então não existe aplicação G-equivariante

f : X → Y .

Finalizando o caṕıtulo, nós provamos o seguinte resultado, o qual é similar ao Teorema

4.1.2 e a um resultado provado por Clapp e Puppe em [10] (Teorema 4.3.1).

Teorema 4.3.2. Sejam R um PID, G grupo compacto de Lie, X um G-espaço livre
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Hausdorff, paracompacto e Y um G-espaço Hausdorff, compacto ou paracompacto de

dimensão finita que admite uma ação livre de G. Suponhamos que i(X) ≥ m + 1 e

H i(Y ; R) = 0, para i ≥ m. Então, não existe aplicação G-equivariante f : X → Y .
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CAṔITULO 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns requisitos de fundamental importância para o

desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes. Em todo este caṕıtulo, H∗ e H∗ denotarão os

grupos de homologia e cohomologia singular, com exceção da Seção 1.6, onde H∗ denotará

os grupos de cohomologia de Čech. Por dim, nós entenderemos a dimensão topológica usal

(ver [15, 18]) e o śımbolo ∼= denotará o isomorfismo apropriado entre os objetos algébricos.

Se G é um grupo topológico atuando em espaços topológicos X e Y , uma G-aplicação ou

uma aplicação G-equivariante é uma função cont́ınua f : X → Y que preserva a G-ação,

ou seja, f(gx) = gf(x), para qualquer g ∈ G e para qualquer x ∈ X. Observemos que

se H é um subgrupo de G e se f : X → Y é uma aplicação G-equivariante, então f é

H-equivariante. Uma aplicação G-equivariante f : X → Y induz uma aplicação entre os

espaços de órbitas f̄ : X/G → Y/G.

1.1 Espaços Classificantes

Uma construção direta do espaço classificante BG, para qualquer grupo topológico G,

foi dada primeiramente por Milnor [33]. Dado qualquer grupo topológico G, existe um

espaço BG e um G-fibrado principal universal EG → BG tal que para qualquer espaço

paracompacto Hausdorff B, a construção pullback induz uma bijeção entre o conjunto

[B,BG] das classes de homotopia de aplicações de B em BG e a classe dos isomorfismos
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Caṕıtulo 1. Preliminares 18

de G-fibrados principais sobre B. Denotaremos o G-fibrado principal universal EG → BG

por ωG.

Em ([29, Cap. 4, Teoremas 12.2, 12.4]), foram provados os seguintes teoremas:

Teorema 1.1.1. Para qualquer G-fibrado principal η = (G,G, E, p, B) sobre um espaço

paracompacto Hausdorff B, existe uma aplicação f : B → BG tal que η e o fibrado

pullback f ∗(ωG) são G-fibrados principais isomorfos sobre B. A aplicação f : B → BG é

chamada uma aplicação classificante para o G-fibrado principal p : E → B.

Teorema 1.1.2. Sejam f0, f1 : B → BG duas funções cont́ınuas tais que f ∗0 (ωG) e f ∗1 (ωG)

são G-fibrados principais isomorfos sobre B. Então f0 é homotópica a f1.

No caso em que G é um grupo compacto de Lie, é válido o seguinte teorema funda-

mental, cuja prova pode ser encontrada em ([9, Cap.II, Teorema 5.8]).

Teorema 1.1.3. Suponhamos que X seja um espaço paracompacto Hausdorff e que G

seja um grupo compacto de Lie atuando livremente sobre X. Então X → X/G é um

G-fibrado principal.

Observação 1.1.1. Sejam X, Y paracompactos Hausdorff com ação livre de um grupo

compacto de Lie G. Denotemos por ηX e ηY os G-fibrados principais X → X/G e

Y → Y/G, respectivamente e seja h : X/G → BG uma aplicação classificante para

ηX , então ηX e h∗(ωG) são G-fibrados principais isomorfos sobre X/G. Suponhamos que

f : X → Y seja uma aplicação G-equivariante. Se g : Y/G → BG é uma aplicação

classificante para ηY , então g ◦ f̄ : X/G → BG também classifica o G-fibrado principal

ηX e g ◦ f̄ é homotópica a h, onde f̄ : X/G → Y/G é a induzida por f entre os espaços

de órbitas. De fato, consideremos o seguinte diagrama comutativo

X
f //

²²

Y

²²

// EG

²²
X/G

f̄ // Y/G
g // BG

Segue do Teorema 1.1.1 que ηY e o fibrado pullback g∗(ωG) são G-fibrados principais

isomorfos sobre Y/G. Desde que f : X → Y é G-equivariante, temos de [29, Cap.4,

Teorema 4.2](vide [13, Cap.1, Proposição 8.6]) que ηX e o fibrado pullback f̄ ∗(ηY ) são

G-fibrados principais isomorfos sobre X/G. Por outro lado, desde que ηY é isomorfo a

g∗(ωG), segue de [29, Cap.4, §10], que f̄ ∗(ωY ) é isomorfo a f̄ ∗(g∗(ωG)). Além disso, de ([29,
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Cap.2, Proposição 5.7]), temos que f̄ ∗(g∗(ωG)) e (g ◦ f̄)∗(ωG) são G-fibrados principais

isomorfos sobre X/G e portanto ηX e (g ◦ f̄)∗(ωG) são G-fibrados principais isomorfos

sobre X/G, o que implica do Teorema 1.1.1 que g ◦ f̄ é uma aplicação classificante para

o G-fibrado principal X → X/G. Segue do Teorema 1.1.2 que g ◦ f̄ é homotópica a h.

1.2 O Espaço de Borel

Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie atuando livremente em um espaço

topológico X Hausdorff, paracompacto. Então, podemos tomar

h : X/G → BG

uma aplicação classificante para o G-fibrado principal X → X/G, onde EG → BG é o

G-fibrado principal universal para G.

Denotemos por XG o espaço de Borel EG ×G X de X, obtido da seguinte forma: G

age livremente sobre EG×X pela ação g(e, x) = (ge, gx) e EG×G X = (EG×X)/G. A

aplicação entre os espaços de órbitas

p : XG → (EG)/G = BG, (1.1)

induzida pela projeção na primeira coordenada EG×X → EG é uma fibração com fibra

X e espaço base BG sendo o espaço classificante de G; p é chamada uma fibração de Borel

associada ao G-espaço X.

Observação 1.2.1. Se G age livremente sobre X, então a aplicação

s : XG → X/G,

induzida pela projeção na segunda coordenada EG×X → X, é uma fibração com fibra

contrátil EG e portanto uma equivalência de homotopia (para detalhes, ver [13]).

Observação 1.2.2. Sejam p : XG = EG ×G X → BG a fibração de Borel associada ao

G-espaço livre X, onde G é um grupo compacto de Lie e denotemos por r : X/G → XG

a inversa homotópica de s : XG → X/G. Então, p ◦ r : X/G → BG classifica o G-fibrado

principal X → X/G. De fato, consideremos o diagrama comutativo

X //

η

²²

EG×X

α

²²

// EG

ωG

²²
X/G

r // XG
p // BG
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Denotemos por η o G-fibrado principal X → X/G e por α o G-fibrado principal

EG × X → XG. Desde que p é uma aplicação G-equivariante, temos que o fibrado

pullback p∗(ωG) e α são G-fibrados principais isomorfos. Assim, é suficiente provar que o

fibrado pullback r∗(α) e η são G-fibrados principais isomorfos. Para isto, consideremos o

seguinte diagrama comutativo

X //

η

²²

EG×X

α

²²

// X

η

²²
X/G

r // XG
s // X/G

e observemos que s é G-equivariante, assim o fibrado pullback s∗(η) e α são G-fibrados

principais isomorfos, deste modo r∗(s∗(η)) é isomorfo a r∗(α). Por outro lado, desde que

s ◦ r é homotópica à identidade, temos que (s ◦ r)∗(η) = r∗(s∗(η)) é isomorfo ao fibrado

pullback Id∗(η) = η. Assim, r∗(α) e η são G-fibrados principais isomorfos. Portanto,

η = r∗(α) = r∗(p∗(ωG)) = (p ◦ r)∗(ωG), o que implica que p ◦ r classifica o G-fibrado

principal η.

1.3 Sistemas de Coeficientes Locais

Nesta seção, nosso objetivo é definir os grupos de homologia e cohomologia com coe-

ficientes locais em um fibrado de grupos. Dado um espaço topológico B, seja

Π(B, a, b) = {[λ] | λ : I → B, λ(0) = a, λ(1) = b}

o conjunto das classes de homotopia de caminhos em B unindo os pontos a e b.

Definição 1.3.1. Um fibrado de grupos sobre B, o qual será denotado por G, é uma

coleção de grupos {Gb | b ∈ B}, junto com uma coleção de homomorfismos h[λ] : Gb1 →
Gb0 , para cada elemento [λ] ∈ Π(B, b0, b1), satisfazendo

(1) se [b] é a identidade (o caminho constante) em Π(B, b, b) então h[b] = id : Gb → Gb;

(2) se [λ] ∈ Π(B, b0, b2) e [µ] ∈ Π(B, b1, b2) e se λ ∗ µ é o caminho justaposto de λ por

µ, então h[λ ∗ µ] = h[λ] ◦ h[µ] : Gb2 → Gb0 .

Observação 1.3.1. As condições (1) e (2) da Definição 1.3.1 implicam que h[λ] é um

isomorfismo. De fato, denotando por λ−1(t) = λ(1 − t) temos que [λ ∗ λ−1] = [b0] ∈
Π(B, b0, b0) e assim, h[λ ∗ λ−1] = h[λ] ◦ h[λ−1] = id.
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Exemplo 1.3.1. Dado um grupo G, existe o fibrado trivial de grupos sobre B, também

denotado por G, onde Gb = G para todo b ∈ B e h[λ] = id : G → G para todo

[λ] ∈ Π(B, b0, b1).

Exemplo 1.3.2. Suponhamos que F ↪→ E
p→ B seja uma fibração, com B conexo por

caminhos. Para cada natural n ≥ 0, podemos construir um fibrado de R-módulos, G =

Hn(F ; R) como segue: dado um elemento b ∈ B seja Gb = Hn(Fb; R), onde Fb = p−1(b).

Dado um caminho λ : I → B com λ(0) = b0 e λ(1) = b1, aplicando a propriedade

do levantamento de homotopia para fibrações, um levantamento de λ dá origem a uma

aplicação λ̃ : Fb0 → Fb1 tal que λ̃ é uma equivalência de homotopia e λ̃ é única, a menos

de homotopia ([43], p.185). Para cada [λ] ∈ Π(B, b0, b1), seja

h[λ] = (λ̃−1)∗ : Hn(Fb1 ; R) → Hn(Fb0 ; R).

Segue de ([43], Cap.4, §8) que G = Hn(F ; R), juntamente com a coleção de homomor-

fismos h[λ] definidos acima, é um fibrado de R-módulos.

Observação 1.3.2. Usando os mesmos argumentos do Exemplo 1.3.2, temos que G =

Hn(F ; R), juntamente com a seguinte coleção de homomorfismos h[λ]

h[λ] = λ̃∗ : Hn(Fb1 ; R) → Hn(Fb0 ; R)

é um fibrado de R-módulos (ver [34, Cap.3, §2, Teorema 2.8]).

Definição 1.3.2. Um morfismo entre fibrados de grupos, Θ : G1 → G2 é uma coleção de

homomorfismos, Θb : (G1)b → (G2)b, para cada b ∈ B, satisfazendo a propriedade que o

seguinte diagrama comuta, para todo [λ] em Π(B, b0, b1).

(G1)b1

h1[λ] //

Θb1

²²

(G1)b0

Θb0

²²
(G2)b1 h2[λ]

// (G2)b0

Exemplo 1.3.3. Sejam E
p→ B e E ′ p′→ B, fibrações com mesmo espaço base B, conexo

por caminhos. Suponhamos que exista uma aplicação entre fibrações,

Fb

f̃ |Fb //

²²

F ′
b

²²
E

f̃ //

p
ÃÃA

AA
AA

AA
A E ′

p′~~}}
}}

}}
}

B
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a qual preserva fibra, ou seja, f̃(p−1(b)) ⊂ (p′)−1(b), para cada b ∈ B. Então o diagrama

Hn(Fb1 ; R)
h[λ] //

f̄∗
²²

Hn(Fb0 ; R)

f̄∗
²²

Hn(F ′
b1

; R)
h′[λ]

// Hn(F ′
b0

; R)

é comutativo, onde h[λ] e h′[λ] são os homomorfismos definidos no Exemplo 1.3.2. Deste

modo, f̃∗ induz um morfismo de fibrados Hn(F ; R) → Hn(F ′; R).

Definição 1.3.3. Um morfismo de fibrados é um isomorfismo se cada Θb for um iso-

morfismo. Fixemos um fibrado de grupos abelianos, G, sobre um espaço B, então G é

chamado um Sistema de Coeficientes Locais sobre B. Um Sistema de Coeficientes Locais

G é chamado trivial se existe um fibrado trivial de grupos G e um isomorfismo Θ : G → G,

para algum grupo G.

Exemplo 1.3.4. Seja F ↪→ E
p→ B uma fibração com fibra F e base B conexos por

caminhos. Então, o sistema de coeficientes locais sobre B, H0(F ; R) é trivial. Fixemos

um ponto b ∈ B e mostremos que existe um isomorfismo Θ : H0(F ) → H0(Fb), com

H0(Fb) = H0(F ) o fibrado trivial de grupos sobre B. Sejam b0, b1 ∈ B e [λ] ∈ Π(B, b0, b1).

Como B é conexo por caminhos, existem caminhos α, β : I → B tais que α(0) = b,

α(1) = b1, β(0) = b, β(1) = b0. Consideremos os homomorfismos h[α] : H0(Fb1) →
H0(Fb), h[β] : H0(Fb0) → H0(Fb), h[λ] : H0(Fb1) → H0(Fb0), definidos no Exemplo 1.3.2,

os quais são isomorfismos, pela Observação 1.3.1. Como F é conexo por caminhos, temos

que o homomorfismo

h[β] ◦ h[λ] ◦ h[α]−1 = h[β ∗ λ ∗ α−1] : H0(Fb) → H0(Fb)

coincide com o homomorfismo identidade Id : H0(Fb) → H0(Fb). Assim, obtemos o

diagrama comutativo

H0(Fb1)
h[λ] //

Θb1
=h[α]

²²

H0(Fb0)

Θb0
=h[β]

²²
H0(Fb) Id

// H0(Fb)

para todo [λ] ∈ Π(B, b0, b1) e o sistema de coeficientes locais H0(F ; R) sobre B é trivial.
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Observação 1.3.3. Usando os mesmos argumentos do Exemplo 1.3.4, prova-se que se

F ↪→ E
p→ B é uma fibração com fibra F e base B conexos por caminhos, então o sistema

de coeficientes locais sobre B, H0(F ; R), é trivial.

Denotemos por C∗(B) o grupo das cadeias singulares sobre B. Definimos

Cp(B;G) = {funções c : Cp(B) →
⋃

b∈B

Gb | c(α : ∆p → B) ∈ Gα(e0), c(α) 6= 0, somente

para um número finito de p-simplexos singulares α : ∆p → B} = {p-cadeias singulares com

coeficientes no fibrado de grupos G}, onde e0 ∈ ∆p. Uma p-cadeia é chamada elementar

se c(α) 6= 0 para no máximo um p-simplexo singular α : ∆p → B. Uma p-cadeia t́ıpica

com coeficientes em G pode ser escrita como uma soma formal de p-cadeias elementares

c =
∑

giαi, onde gi ∈ Gαi(e0).

Para definir o bordo de uma p-cadeia elementar c, observemos que se α : ∆p → B,

(∂iα)(e0) =





α(e0), se i 6= 0;

α(e1), se i = 0

onde ∂ : Cp(B) → Cp−1(B). Consideremos o caminho λα : I → B, definido por

λα(t) = α(te0 + (1− t)e1),

unindo α(e1) a α(e0). Segue que a classe de homotopia [λα] ∈ Π(B, α(e1), α(e0)) induz

um isomorfismo h[λα] : Gα(e0) → Gα(e1). O operador bordo ∂ : Cp(B;G) → Cp−1(B;G),

definido pela fórmula

∂(c) = ∂

(∑
i

giαi

)
=

∑
i

(
h[λαi

](gi) · ∂0αi +

p∑
j=1

(−1)jgi∂jαi

)
,

é um homomorfismo, o qual satisfaz ∂ ◦ ∂ = 0 (para detalhes, ver [43, Cap.6, §2]).

Definição 1.3.4. O grupo graduado C∗(B;G) é um complexo de cadeias e seus grupos

de homologia Hp(B;G) = Hp(C∗(B;G), ∂), são chamados grupos de homologia de B com

coeficientes no fibrado de grupos G, também conhecidos como grupos de homologia de B

com coeficientes locais em G.

Seja G um fibrado de grupos e denotemos por C∗(B) o grupo de cocadeias singulares

sobre B. Definimos
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Cp(B;G) = {funções c : Cp(B) →
⋃

b∈B

Gb| c(α : ∆p → B) ∈ Gα(e0), c(α) 6= 0, somente

para um número finito de p-simplexos singulares α : ∆p → B} = {p-cocadeias singulares

com coeficientes no fibrado de grupos G}, onde e0 ∈ ∆p. O conjunto Cp(B;G) é um

grupo abeliano com a operação de adição de funções. O operador cobordo δ : Cp(B;G) →
Cp+1(B;G) é definido pela fórmula

(−1)pδc(α) = h[λ−1
α ]c(∂0α) +

p+1∑
i=1

(−1)ic(∂iα),

para cada simplexo singular α : ∆p+1 → B, onde h[λ−1
α ] : Gα(e1) → Gα(e0). Então δ é um

homomorfismo e δ ◦ δ = 0 (ver [43, p.270]).

Definição 1.3.5. O grupo graduado C∗(B;G) é um complexo de cocadeias e seus grupos

de cohomologia Hp(B;G) = Hp(C∗(B;G), δ), são chamados grupos de cohomologia de B

com coeficientes locais no fibrado de grupos G.

Uma importante propriedade dos grupos de homologia e cohomologia de B com coefi-

cientes locais no fibrado de grupos G é dada pelo seguinte lema (para demonstração, ver

[34, Cap.3, §1, Lema 1.18] e [32, Proposição 5.18]).

Lema 1.3.1. Se o sistema de coeficientes locais G sobre B é trivial então

H∗(B;G) ∼= H∗(B; G) e H∗(B;G) ∼= H∗(B; G),

onde G = Gb, para todo b ∈ B.

1.4 Sequência Espectral

Definição 1.4.1. Um módulo diferencial bigraduado sobre um anel R, é uma coleção de

R-módulos {Ep, q} (ou {Ep, q}), para todo par de inteiros p e q, junto com uma aplicação

R-linear d : E∗,∗ → E∗,∗, o diferencial, de bigrau (r,−r +1) (ou d : E∗,∗ → E∗,∗, de bigrau

(−r, r − 1)), para algum inteiro r, satisfazendo d ◦ d = 0.

Definição 1.4.2. O módulo de homologia H(E) é o módulo bigraduado

Hp,q(E∗,∗, d) =
Ker(d : Ep,q → Ep−r,q+r−1)

Im(d : Ep+r,q−r+1 → Ep,q)
.

Definição 1.4.3. O módulo de cohomologia H(E) é o módulo bigraduado
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Hp,q(E∗,∗, d) =
Ker(d : Ep,q → Ep+r,q−r+1)

Im(d : Ep−r,q+r−1 → Ep,q)
.

Definição 1.4.4. Uma sequência espectral do tipo homológica é uma coleção de R-

módulos diferenciais bigraduados {Er
∗,∗, d

r}, para r = 1, 2, . . .; onde os diferenciais têm

bigrau (−r, r − 1) e Er+1
p,q é isomorfo a Hp,q(E

r
∗,∗, d

r).

Definição 1.4.5. Uma sequência espectral do tipo cohomológica é uma coleção de R-

módulos diferenciais bigraduados {E∗,∗
r , dr}, para r = 1, 2, . . .; onde os diferenciais têm

bigrau (r,−r + 1) e Ep,q
r+1 é isomorfo a Hp,q(E∗,∗

r , dr).

Observação 1.4.1. Embora a sequência espectral esteja indexada para r = 1, 2, . . .,

essa indexação pode começar em qualquer inteiro e para as nossas aplicações a sequência

começa em r = 2.

Consideraremos sequências espectrais do tipo cohomológicas até o final desta seção.

As definições e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obtidas no caso

de uma sequência espectral homológica e uma exposição detalhada nesse sentido pode

ser encontrada em [32, 36]. Para definir o termo limite de uma sequência espectral coho-

mológica, para todo k ≥ r, denotemos por

Zp,q
r = Ker(dr : Ep,q

r → Ep+r,q−r+1
r )

Bp,q
r = Im(dr : Ep−r,q+r−1

r → Ep,q
r ).

A condição dr ◦ dr = 0, implica que Br ⊂ Zr ⊂ Er, e segue da Definição 1.4.3 que

Er+1
∼= Zr/Br. Sejam

Z(Er+1)
p,q = Ker(dr+1 : Ep,q

r+1 → Ep+r+1,q−r
r+1 )

B(Er+1)
p,q = Im(dr+1 : Ep−r−1,q+r

r+1 → Ep,q
r+1).

Segue de [28, Teorema 1.10, p.173], que existem submódulos bigraduados Zr+1 e Br+1

de Zr, contendo Br, tais que Z(Er+1)
p,q ∼= Zp,q

r+1/Z
p,q
r e B(Er+1)

p,q ∼= Bp,q
r+1/B

p,q
r , para todo

p, q. Assim, Br+1 ⊂ Zr+1 e temos que

Br ⊂ Br+1 ⊂ Zr+1 ⊂ Zr ⊂ Er.

Além disso, Er+2
∼= Z(Er+1)/B(Er+1) ∼= Zr+1/Br+1. Continuando esse processo por

indução, obtemos uma sequência de submódulos, para todo n ≥ r,
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Br ⊂ Br+1 ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂ . . . ⊂ Zn ⊂ . . . ⊂ Zr+1 ⊂ Zr ⊂ Er.

com a propriedade que En+1
∼= Zn/Bn.

Definição 1.4.6. Definimos os módulos bigraduados

Z∞ =
⋂
n

Zn e B∞ =
⋃
n

Bn.

O módulo bigraduado E∞ = Z∞/B∞ é chamado o limite da sequência espectral E.

Definição 1.4.7. Uma sequência espectral cohomológica {E∗,∗
r , dr} colapsa no N -ésimo

termo se o diferencial dr = 0, para todo r ≥ N .

Observação 1.4.2. Uma consequência imediata do fato de uma sequência espectral co-

homológica {E∗,∗
r , dr} colapsar no N -ésimo termo, é que E∗,∗

N
∼= E∗,∗

N+1
∼= . . . ∼= E∗,∗

∞ .

Definição 1.4.8. Uma filtração decrescente F sobre um R-módulo A, é uma famı́lia de

submódulos {F p(A)}, com p ∈ Z, tal que

. . . ⊂ F p+1(A) ⊂ F p(A) ⊂ F p−1(A) ⊂ . . . ⊂ A.

Definição 1.4.9. Dada uma filtração decrescente F sobre um R-módulo A, o módulo

graduado associado E∗
0(A) é dado por

Ep
0(A) = F p(A)/F p+1(A).

Definição 1.4.10. Se H∗ é um R-módulo graduado e se F é uma filtração sobre H∗,

então F p(Hn) = F p(H∗) ∩ Hn ⊂ F p−1(H∗) ∩ Hn = F p−1(Hn) e o módulo bigraduado

associado E∗,∗
0 é dado por

Ep,q
0 (H∗, F ) = F p(Hp+q)/F p+1(Hp+q).

Definição 1.4.11. Uma sequência espectral {E∗,∗
r , dr} converge para um R-módulo gra-

duado H∗, se existe uma filtração F sobre H∗ tal que

Ep,q
∞ ∼= Ep,q

0 (H∗, F ),

onde E∗,∗
∞ é o termo limite da sequência espectral.

Definição 1.4.12. Uma sequência espectral {E∗,∗
r , dr} é uma sequência espectral do

primeiro quadrante, se existe r tal que Ep,q
r = 0, para p < 0 ou q < 0.
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Agora, recordemos os seguintes teoremas de Leray-Serre para fibrações (para de-

monstração, ver [32, Teoremas 5.2 e 6.7]).

Teorema 1.4.1 (A Sequência Espectral Cohomológica de Leray-Serre). Seja R um anel

comutativo com unidade. Dada uma fibração F ↪→ E
p→ B, onde B é conexo por

caminhos, existe uma sequência espectral do primeiro quadrante {E∗,∗
r , dr}, com

Ep,q
2
∼= Hp(B;Hq(F ; R)),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F , a fibra de p, e con-

vergindo para H∗(E; R). Além disso, essa sequência é natural com relação a aplicações

entre fibrações que preservem fibras.

Teorema 1.4.2 (A Sequência Espectral Homológica de Leray-Serre). Seja R um anel

comutativo com unidade. Dada uma fibração F ↪→ E
p→ B, onde B é conexo por

caminhos, existe uma sequência espectral do primeiro quadrante {Er
∗,∗, d

r}, com

E2
p,q
∼= Hp(B;Hq(F ; R)),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F , a fibra de p, e con-

vergindo para H∗(E; R). Além disso, essa sequência é natural com relação a aplicações

entre fibrações que preservem fibras.

1.5 O homomorfismo de Bockstein e a Cohomologia

dos espaços classificantes BZp e BS1.

Sejam A,B e C grupos abelianos. Se

0 → A → B → C → 0 (1.2)

é uma sequência exata curta, então a sequência

0 → Hom (C∗(X), A) → Hom (C∗(X), B) → Hom (C∗(X), C) → 0

é exata, onde C∗(X) é o complexo de cadeias singulares de X. Assim, obtemos uma

sequência exata longa em cohomologia

. . . → Hk(X; A) → Hk(X; B) → Hk(X; C)
βk−→ Hk+1(X; A) → . . .
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Os homomorfismos conectantes

βk : Hk(X; C) → Hk+1(X; A)

são chamados homomorfismos de Bockstein associados a sequência exata curta (1.2).

Definição 1.5.1. Um modelo para BZ2, o espaço classificante para Z2, é o espaço

projetivo infinito P∞. Então, H∗(BZ2;Z2) ∼= H∗(P∞;Z2) é isomorfo a Z2[a], onde

a ∈ H1(P∞;Z2) é o gerador. O gerador de H i(BZ2;Z2) é ai, para qualquer i ≥ 0.

Se p > 2 é primo, um modelo para BZp, o espaço classificante para Zp é o espaço lens

infinito L∞p = S∞/Zp. Assim, H i(BZp,Zp) = H i(L∞p ;Zp) ∼= Zp, para todo i ≥ 0 e dado

qualquer elemento não nulo a ∈ H1(L∞p ;Zp), temos que b = β(a) é um elemento não nulo

de H2(L∞p ;Zp), onde β : H1(L∞p ;Zp) → H2(L∞p ;Zp) é o homomorfismo de Bockstein.

Mais geralmente, um gerador µ ∈ H i(BZp,Zp) é dado por

µ =





a ^ b(i−1)/2, se i é ı́mpar

bi/2, se i é par.

Exemplo 1.5.1. Um modelo para BS1, o espaço classificante para S1, é o espaço projetivo

complexo infinito CP∞. Então, H∗(BS1;Z) ∼= H∗(CP∞;Z) é isomorfo a Z[c] com gerador

c ∈ H2(BS1;Z) (para demonstração, ver [13, Cap.3, §2, Proposição 2.1]). Observemos

que B(S1 × S1) = BS1 ×BS1.

1.6 O ı́ndice i(·) de G-espaços definido por Volovikov

Provavelmente, a primeira vez que um ı́ndice (co)homológico apareceu de forma expĺıcita

foi em um artigo de Yang [44], para espaços com ações livres de Z2. Este ı́ndice está

próximo a conceitos como gênus e categoria e têm aplicações em várias áreas da matemática.

Para ações livres de grupos finitos arbitrários, ı́ndices homológicos e geométricos foram

introduzidos por Švarc em [37, 38] e por Conner e Floyd em [11].

Ao longo desta seção considere G um grupo compacto de Lie e X um G-espaço para-

compacto Hausdorff.

Um ı́ndice é uma “função”que associa cada G-espaço a um inteiro não-negativo ou

infinito.

Para a definição do ı́ndice i(·), vamos usar a Cohomologia de Čech com coeficientes

em um corpo K, o qual não será indicado por nossa notação. Além disso, no caso em que
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G é um p-toro, isto é, G = Zn
p = Zp × Zp × . . .× Zp, para um primo p, sempre usaremos

K = Zp, e no caso em que G é um grupo conexo de Lie, usaremos K = Q.

Consideremos a sequência espectral associada à fibração de Borel p : XG → (EG)/G =

BG constrúıda na Seção 1.2 e definimos H∗
G(X) := H∗(XG). Denotamos H∗

G(pt) :=

H∗(BG), onde pt é o espaço com um único ponto, por Λ∗.

A aplicação X → pt induz um homomorfismo Λ∗ → H∗
G(X). Fadell e Husseini, em

[16], denotaram o núcleo deste homomorfismo por IndGX e denomiram-o de ı́ndice de

valor ideal do G-espaço X.

Notemos que, o homomorfismo Λ∗ → H∗
G(X) pode ser representado como a aplicação

composição

Λ∗ → E∗,0
2 → . . . → E∗,0

r → . . . → E∗,0
∞ ⊂ H∗

G(X).

Assim, IndGX coincide com o núcleo do homomorfismo Λ∗ → E∗,0
∞ . Denotamos

também IndGX por ∞IndGX.

Definição 1.6.1. O ideal rIndGX em Λ∗ é o núcleo do homomorfismo H∗(BG) = Λ∗ →
E∗,0

r+1.

Observação 1.6.1. Segue da Definição 1.6.1 que

1IndGX ⊂ 2IndGX ⊂ . . . ⊂ kIndGX ⊂ k+1IndGX ⊂ . . .

e a união destes ideais é IndGX = ∞IndGX.

Observação 1.6.2. Se X é conexo, então E∗,0
r+1 = H∗(BG)/rIndGX.

Agora, vamos definir o ı́ndice numérico i(·) relacionado ao ı́ndice de valor ideal.

Definição 1.6.2. Assuma que 0 6= α ∈ IndGX. Seja iX(α) o menor inteiro r tal que α ∈
rIndGX. Denotamos por i(X) o mı́nimo dos iX(α) para os quais α é tal que 0 6= α ∈
IndGX.

Observação 1.6.3. Nós estabelecemos que i(X) = ∞ se IndGX = 0. Por exemplo, se

o conjunto dos pontos fixos da ação de G sobre X é não-vazio, então i(X) = ∞. Nesse

sentido, colocamos iX(α) = ∞ se a classe α ∈ Λ∗ não pertence ao ideal IndGX.
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Observação 1.6.4. Notemos que, se 0 6= α ∈ IndGX, então, na sequência espectral da

fibração de Borel p : XG → BG, a imagem do elemento α ∈ H∗(BG) = Λ∗ em E∗,0
2 é

nula, para algum diferencial e iX(α) é o ı́ndice deste diferencial, enquanto i(X) é o ı́ndice

do primeiro diferencial com imagem não trivial na linha da sequência espectral que tem

os módulos E∗,0.

De acordo com a observação acima, a definição do ı́ndice i(·) (Definição 1.6.2) pode

ser dada da seguinte maneira:

Definição 1.6.3. Consideremos a sequência espectral da fibração de Borel p : XG → BG

e E∗,0
2 = Λ∗. Dizemos que i(X) = s, se E∗,0

2 = . . . = E∗,0
s 6= E∗,0

s+1.

O próximo resultado é consequência imediata das Definições 1.6.1, 1.6.2, 1.6.3 e da

Observação 1.6.1.

Proposição 1.6.1. Seja f : X → Y uma aplicação G-equivariante. Então,

(i) kIndGY ⊂ kIndGX. Em particular, IndGY ⊂ IndGX;

(ii) i(X) ≤ i(Y );

(iii) iX(α) ≤ iY (α), para todo 0 6= α ∈ IndGX.

Agora, vamos recordar o ı́ndice in(·) definido por Volovikov em [42]:

Definição 1.6.4. Consideremos a sequência espectral da fibração de Borel p : XG → BG

e Ej, 0
2 = Λj. Definimos in(X) como o maior d tal que Λj → Hj

G(X) é um monomorfismo,

para todo j ≤ d e Λd 6= 0.

Observação 1.6.5. No caso em que X é um Z2-espaço livre, o ı́ndice in(X) coincide

com o ı́ndice homológico definido por Yang em [44]. Denotemos esse ı́ndice de Yang por

indY ang.

Observação 1.6.6. A relação entre os ı́ndices i(·) e in(·) é descrita pela desigualdade:

in(X) ≥ i(X)− 1.

Além disso, em [42], foi provado que in(X) = i(X) − 1 se considerarmos a ação de

G = Z2, enquanto in(X) = i(X)− 2 no caso de ação do grupo G = S1 e no caso em que

G = Zp, p > 2 primo, i(X)− 1 ≤ in(X) ≤ i(X).



Caṕıtulo 1. Preliminares 31

Agora, vamos listar algumas propriedades do ı́ndice i(·): (para detalhes, ver [42])

(1) Se X é compacto e G atua sem pontos fixos em X, então i(X) < ∞.

(2) Se G = Z2 e X é um G-espaço livre, então i(X) excede o ı́ndice homológico de

Yang em uma unidade, ou seja, i(X) = indY ang(X) + 1.

(3) Se X é uma esfera de cohomologia, ou seja, H∗(X) ∼= H∗(Sn), e G atua sobre X

sem pontos fixos, então i(X) = n + 1.

O próximo resultado nos será muito útil ao longo deste trabalho.

Proposição 1.6.2. Sejam X e Y G-espaços. As seguintes afirmações são válidas:

(i) Se H̃ i(X) = 0, para i < N, então i(X) ≥ N + 1.

(ii) Se Hj(Y ) = 0, para j > N − 1 e i(Y ) < ∞, então i(Y ) ≤ N.

Demonstração : (i) Tomemos a fibração de Borel sobre X,

pX : XG → BG.

Temos que E∗, 0
2 = H∗(BG;H0(X)) = H∗(BG).

Como H̃ i(X) = 0, para i < N, então Ep, i
2 = Hp(BG;Hi(X)) = 0, ∀ 0 < i < N, ∀ p.

Além disso, Ep, q
2 = Ep, q

3 = . . . = Ep, q
p = . . . = Ep, q

∞ = 0, ∀ 0 < q < N, ∀ p, pois

dr = 0, para r ≥ 2.

Assim,

Ep, 0
r+1

∼= Ker (dr : Ep, 0
r → Ep+r,−r+1

r )

Im (dr : Ep−r, r−1
r → Ep, 0

r )

Como r ≥ 2, segue que Ep+r,−r+1
r = 0 e dáı, Ker dr = Ep, 0

r .

E ainda, para 2 ≤ r ≤ N, segue que 1 ≤ r− 1 ≤ N − 1 e então, 0 < r− 1 < N. Logo,

Ep−r, r−1
r = 0.

Assim, Ep, 0
r+1 = Ep, 0

r , ∀ 2 ≤ r ≤ N.

Portanto,

Ep, 0
2 = Ep, 0

3 = . . . = Ep, 0
N = Ep 0

N+1,

e, por consequência, i(X) ≥ N + 1.

(ii) Agora, tomemos a fibração de Borel sobre Y ,

pY : YG → BG.
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Temos que E∗, 0
2 = H∗(BG;H0(Y )) = H∗(BG).

Como Hj(Y ) = 0, para j > N−1, então Ep, j = Hp(BG;Hj(Y )) = 0, ∀ p, ∀ j > N−1.

Além disso, Ep, q
2 = Ep, q

3 = . . . = Ep, q
p = . . . = Ep, q

∞ = 0, ∀ p, ∀ q > N − 1.

Para todo r ≥ N,

Ep, 0
r+2

∼= Ker (dr+1 : Ep, 0
r+1 → Ep+r+1,−r

r+1 )

Im (dr+1 : Ep−r−1, r
r+1 → Ep, 0

r+1)

Pelo fato de −r < 0, segue que Ker dr+1 = Ep, 0
r+1. Como r ≥ N, temos que Ep−r−1, r

r+1 =

0. Logo, Ep, 0
r+1 = Ep, 0

r+2, ∀ r ≥ N. Assim,

Ep, q
N+1 = Ep, 0

N+2 = . . . = Ep, 0
∞ .

Suponhamos, por absurdo, que i(Y ) ≥ N + 1. Então,

Ep, 0
2 = Ep, 0

3 = . . . = Ep, 0
N+1 = . . . = Ep, 0

∞ .

Logo, i(Y ) = ∞, o que é uma contradição, pois i(Y ) < ∞. ¥

Exemplo 1.6.1. Sejam G = Zn
p , onde p é primo e K = ∆qs+q−2

s−1 o (s − 1)-esqueleto do

(qs + q − 2)-simplexo, com q = pn.

Consideremos P q
2 (K) ⊂ Kq a união dos simplexos da forma σ1× σ2× . . .× σq em Kq,

onde σ1, σ2, . . . , σq são simplexos de K dois a dois disjuntos.

Temos que P q
2 (K) ⊂ Kq\DK ⊂ Kq\∆K, com DK = {(x1, x2, . . . , xq) ∈ Kq | xi =

xj, para algum i 6= j} e ∆K = {(x1, x2, . . . , xq) ∈ Kq | xi = xj, ∀ i, j}. Além disso,

G = Zn
p atua livremente sobre P q

2 (K), Kq\DK e Kq\∆K, e P q
2 (K) é aplicado equivari-

antemente sobre Kq\DK e Kq\DK é aplicado equivariantemente sobre Kq\∆K, através

das respectivas aplicações inclusões.

Em [40, 41], Volovikov mostrou, respectivamente, que:

i(P q
2 (K)) ≥ q(s− 1) + 1 e in(P q

2 (K)) ≥ q(s− 1) = q · dimK.

Além disso, como dim (Kq\∆K) ≤ q(s − 1), segue que Hj(Kq\∆K) = 0, para j >

q(s−1). Pela Proposição 1.6.2(ii), levando em conta que Kq\∆K é compacto, temos que

i(Kq\∆K) ≤ q(s− 1) + 1. Usando a Proposição 1.6.1, obtemos

i(P q
2 (K)) = i(Kq\DK) = i(Kq\∆K) = q(s− 1) + 1.

Como as ações de G = Zn
p sobre P q

2 (K) e Kq\DK são livres, similarmente, temos que
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in(P q
2 ) = in(Kq\∆K) = in(Kq\DK) = q(s− 1)

Se G = Zp, então G também atua livremente sobre Kp\∆K. Assim, in(Kp\∆K) =

q(s− 1).



CAṔITULO 2

O gênus de G-espaços

Neste caṕıtulo estudaremos o gênus de um G-espaço, onde G é um grupo finito. A

noção de gênus de um conjunto foi primeiro introduzida por Krasnosel’skǐı em [30] para

grupos ćıclicos. Para G = Z2, o invariante numérico B -́ındice introduzido por Yang em

[45] é uma unidade a menos que o gênus. O caso geral, quando a ação livre é de um grupo

topológico arbitrário, foi considerado por Švarc em [37, 38] como um caso particular da

noção do gênus de um fibrado introduzido por ele. Na Seção 2.1, veremos duas noções de

gênus introduzidas por Steinlein, em [24, 25], ambas no sentido de Švarc. Na Seção 2.2,

veremos a relação entre o gênus de um Zp-espaço e aplicações Zp-equivariantes. Nas duas

últimas seções, definiremos, de um modo geral, o gênus de um G-espaço e apresentaremos

alguns resultados importantes acerca deste conceito, que serão muito relevantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Noções do gênus de Zp-espaços

Definição 2.1.1. Seja p um número primo. Definimos:

Hp = {(X, f)| X é Hausdorff e f : X → X gera uma Zp-ação livre sobre X}

Np = {(X, f) ∈ Hp | X é normal}.

34
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Em [24], Steinlein introduziu o conceito de gênus de um Zp-espaço, no sentido de Švarc

[37, 38], como segue:

Definição 2.1.2. Sejam (X, f) ∈ Hp,

L(X, f) = {G ⊂ X | existem fechados disjuntos G0, G1, . . . , Gp−1 ⊂ X

com G =

p−1⋃
i=0

Gi e f i(G0) = Gi, ∀ i = 1, . . . , p− 1}

e

S(X, f) = {F ⊂ L(X, f) | X =
⋃

G∈F

G}.

O gênus do Zp-espaço X, denotado por gen (X, f) ou gen (X,Zp), é definido por:

gen (X,Zp) = min {card F | F ⊂ S(X, f)}

Observação 2.1.1. Se gen (X, f) = 1, então existe F ∈ S(X, f) tal que card F = 1. As-

sim, F = {X}. Mas como F ⊂ L(X, f), existem G0, G1, . . . , Gp−1 ⊂ X fechados disjuntos

com X =

p−1⋃
i=0

Gi. Portanto, X é desconexo.

Observação 2.1.2. Sejam (X, f) ∈ Hp e x̄ = {x, f(x), . . . , f p−1(x)} a órbita de x.

Considere F = {x̄}x∈X . Como x̄ ∈ L(X, f), para cada x ∈ X, temos que F ∈ S(X, f) e

consequentemente, gen (X, f) ≤ card F ≤ card X.

Antes da outra definição dada em [25] por Steinlein, precisaremos da definição de

cobertura admisśıvel.

Definição 2.1.3. Seja X um espaço de Hausdorff. Dizemos que U ⊂ 2X é uma cobertura

admisśıvel de X se

(i) U é uma cobertura aberta de X

(ii) existe uma famı́lia (tU)U∈U de aplicações cont́ınuas tU : X → [0, 1] tal que

(a) tU |X−U = 0

(b) para todo x ∈ X, existe um U ∈ U com tU(x) = 1.

Seja H o conjunto dos números cardinais e ∞ um objeto que não pertence a H. Seja

H∞ = H∪{∞} com a ordem induzida da boa ordenação deH junto com α < ∞, ∀ α ∈ H.
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Definição 2.1.4. Sejam p um primo e (X, f) ∈ Hp. Definimos MX,f = {α ∈ H | α é o

cardinal de uma cobertura admisśıvel U ⊂ 2X tal que para todo U ∈ U existem abertos

disjuntos U0, U1, . . . , Up−1 ⊂ X com

p−1⋃
i=0

Ui = U e f i(U0) = Ui, ∀ i = 1, 2, . . . , p− 1} se tal

cobertura U existe, e MX,f = {∞} caso contrário.

Como MX,f ⊂ H∞ é não vazio e H∞ é um conjunto bem ordenado, podemos afirmar

que MX,f possui um elemento mı́nimo. Sendo assim, consideremos a definição abaixo.

Definição 2.1.5. Sejam p um primo e (X, f) ∈ Hp. Então, o gênus ḡ(X, f) é definido

por

ḡ(X, f) = minMX, f .

Observação 2.1.3. Se ḡ(X, f) = 1 então X é desconexo.

Os próximos resultados que enunciaremos vão nos dizer qual a relação entre os dois

gênus definidos anteriormente. Para detalhes, ver [25].

Lema 2.1.1. Seja (X, f) ∈ Hp. Então, gen (X, f) ≤ ḡ(X, f).

Lema 2.1.2. Seja (X, f) ∈ Np. Então, gen (X, f) = ḡ(X, f).

Exemplo 2.1.1. Seja p primo e consideremos S1 = {z ∈ C | ||z|| = 1}. Seja f : S1 → S1

dada por f(z) = ze
2πi
p . Temos que f gera uma Zp-ação livre sobre S1. Mostraremos que

ḡ(S1, f) = 2. Para isto, basta mostrar que gen (S1, f) = 2, pois S1 é um espaço normal.

Consideremos os seguintes conjuntos

G
(1)
j =

{
z ∈ S1 ;

2πj

p
≤ arg z ≤ π(2j + 1)

p

}
, j = 0, 1, . . . , p− 1 e

G
(2)
j =

{
z ∈ S1 ;

π(2j + 1)

p
≤ arg z ≤ 2π(2j + 1)

p

}
, j = 0, 1, . . . , p− 1

Temos que G
(1)
j e G

(2)
j são fechados em S1. Além disso, G

(k)
j ∩ G

(k)
i = ∅, j 6= i, k =

1, 2, f j(G
(1)
0 ) = G

(1)
j e f j(G

(2)
0 ) = G

(2)
j , ∀ j = 0, 1, . . . , p − 1. Portanto, tomando G(1) =

p−1⋃
j=0

G
(1)
j e G(2) =

p−1⋃
j=0

G
(2)
j , temos que F = {G(1), G(2)} ∈ S(S1, f) e consequentemente,

gen (S1, f) ≤ 2. Por outro lado, como S1 é conexo, a Observação 2.1.1 nos garante que

gen (S1, f) > 1. Portanto, gen (S1, f) = 2.
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2.2 O gênus e aplicações Zp-equivariantes

Dados dois Zp-espaços livres, com p primo, podemos reformular a definição de aplicação

Zp-equivariante da seguinte forma:

Definição 2.2.1. Sejam (X1, f1), (X2, f2) ∈ Hp. Dizemos que F : (X1, f1) → (X2, f2)

é uma aplicação Zp-equivariante ou uma Zp-aplicação se F : X1 → X2 é cont́ınua e

F ◦ f1 = f2 ◦ F, ou seja, o diagrama

X1
F //

f1

²²

X2

f2

²²
X1 F

// X2

comuta.

Lema 2.2.1. Sejam p primo e (X1, f1), (X2, f2) ∈ Hp. Seja F : (X1, f1) → (X2, f2) uma

aplicação Zp-equivariante. Então, ḡ(X1, f1) ≤ ḡ(X2, f2).

Demonstração : [25]. ¥

Agora, definiremos um conjunto especial, denotado por Fn, p, onde p é primo e n ∈ N,

e uma Zp-ação livre ϕn,p : Fn, p → Fn, p. Além disso, veremos que existe uma relação entre

o gênus ḡ(X, f) e a existência de aplicação equivariante F : (X, f) → (Fn, p, ϕn, p), para

algum n ∈ N.

Definição 2.2.2. Sejam n ∈ N e p um número primo. Considere

l2 = {z = (z1, z2, . . .) ∈ CN∗ |
∞∑

j=1

|zj|2 < ∞}

com a norma usual do espaço de Hilbert. Defina:

Fn, p =





∅, se n = 0

{z = (z, . . . , zn
2
, 0, . . .) ∈ l2| ||z|| = 1}, se n ∈ {2, 4, 6, . . .}

{z = (z1, . . . , z (n+1)
2

, 0, . . .) ∈ l2| ||z|| = 1, z (n+1)
2

= |z (n+1)
2

|e( k
p
)2πi

para algum k ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, se n ∈ {1, 3, 5, . . .}

e ϕn,p : Fn,p → Fn,p dada por ϕn,p(z) = (z1e
2πi
p , z2e

2πi
p , . . .).
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Observação 2.2.1. Se n é par e p é um primo qualquer, então Fn,p é a esfera Sn−1. Além

disso, para todo n, Fn,p é um espaço normal e ϕn,p gera uma Zp-ação sobre Fn,p. Logo,

(Fn,p, ϕn,p) ∈ Np. Para mais detalhes, ver [25].

O próximo lema nos dá um limitante superior para gen (Fn,p, ϕn,p) e ḡ(Fn,p, ϕn,p) e sua

demonstração pode ser encontrada em [25].

Lema 2.2.2. Seja (Fn,p, ϕn,p) ∈ Np. Então, ḡ(Fn,p, ϕn,p) = gen (Fn,p, ϕn,p) ≤ n.

Os próximos resultados (Lemas 2.2.3 e 2.2.4) nos mostram algumas relações entre

o gênus de um espaço e existência de aplicações Zp-equivariantes. Suas demonstrações

podem ser encontradas em [25].

Lema 2.2.3. Sejam p um número primo e (X, f) ∈ Np. Se n = gen (X, f) é finito, então n

é o menor número tal que existe uma aplicação Zp-equivariante F : (X, f) → (Fn,p, ϕn,p).

Em particular, gen (Fn,p, ϕn,p) ≥ n.

Observação 2.2.2. Segue dos Lemas 2.2.2 e 2.2.3 que ḡ(Fn,p, ϕn,p) = gen (Fn,p, ϕn,p) = n,

para todo n ∈ N e qualquer p primo.

Antes do próximo resultado, lembremos que um espaço X é n-conexo se seus n

primeiros grupos de homotopia são triviais, isto é, πj(X) = 0, ∀ j = 0, 1, . . . , n.

Lema 2.2.4. Sejam n ∈ N, p um número primo e (X, f) ∈ Hp, com X 6= ∅ e n-conexo.

Então, existe uma aplicação Zp-equivariante F : (Fn+2,p, ϕn+2,p) → (X, f). Em particular,

ḡ(X, f) ≥ n + 2.

2.3 O gênus de G-espaços, com G grupo finito

Em [3], Aarts, Brouwer, Fokkink e Vermeer apresentaram a definição de gênus de um

G-espaço, com G um grupo finito, no sentido de Švarc. Nesta seção, vamos introduzir o

gênus de um G-espaço, apresentar sua relação com o número de cores de um G-espaço e

apresentar alguns resultados que envolvem estes conceitos.

Inicialmente, vamos definir o número de cores de um G-espaço livre X.

Definição 2.3.1. Sejam X um espaço X paracompacto Hausdorff e G um grupo finito

que atua livremente sobre X. Seja G∗ = G−{e}. Dizemos que um aberto U de X é uma
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cor se U ∩ g · U = ∅, ∀ g ∈ G∗ e, dizemos que uma cobertura U de X por cores é uma

coloração. Se (X,G) admite uma coloração finita, então o número de cores col (X,G) é a

cardinalidade mı́nima de uma coloração.

Observação 2.3.1. Quando G = Zp, com p primo, col (X,Zp) também pode ser denotado

por col (X, f), onde f : X → X é o homeomorfismo que gera a Zp-ação livre sobre X.

Definição 2.3.2. Sejam X um espaço paracompacto Hausdorff, G um grupo finito que

atua livremente sobre X e U ⊂ X uma cor. Dizemos que o conjunto G · U =
⋃
g∈G

g ·

U é chamado um conjunto de primeiro tipo. O gênus, gen (X,G), é definido como a

cardinalidade mı́nima de uma cobertura de X por conjuntos de primeiro tipo.

O próximo resultado é análogo ao obtido na Seção 2.2 para G = Zp. Segue da definição

acima, que o gênus é não-decrescente sob aplicações G-equivariantes, isto é,

Proposição 2.3.1. Sejam X e Y G-espaços livres paracompactos Hausdorff e F : X → Y

uma aplicação G-equivariante. Então, gen (X,G) ≤ gen (Y,G).

Observação 2.3.2. Se X é um G-espaço livre e U ⊂ X é uma cor, então a coleção

{g · U | g ∈ G} é tal que g · U ∩ h · U = ∅, ∀ g, h ∈ G, g 6= h.

Observação 2.3.3. No caso em que G = Zp, com p primo, gen (X,Zp) também pode ser

denotado por gen (X, f), onde f : X → X é o homeomorfismo que gera a Zp-ação livre

sobre X. Neste caso, o gênus definido em 2.3.2 coincide com o gênus definido em 2.1.2.

Agora, veremos alguns resultados que relacionam os conceitos de col (X, G) e gen (X, G).

Teorema 2.3.1 (Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk). Seja i : Sn → Sn a aplicação antipo-

dal sobre a esfera de dimensão n ≥ 1. As seguintes equivalências valem:

(i) gen (Sn, i) = n + 1, para a Z2-ação livre induzida pela aplicação antipodal i.

(ii) col (Sn, i) = n + 2.

(iii) Suponha que {Uj ∪ i(Uj) | j = 1, 2, . . . , n + 1} é uma cobertura de Sn constitúıda

por conjuntos de primeiro tipo. Então,
n+1⋂
j=1

Uj 6= ∅.

Para a prova deste teorema ver, por exemplo, [14, p.42]. A equivalência de (i) e (ii)

foi generalizada para G-espaços livres em [26, Theorem IV.21] e em [4], como mostra o

seguinte:
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Teorema 2.3.2. Suponha que X é um G-espaço livre paracompacto Hausdorff. As

seguintes afirmações são equivalentes.

(i) gen (X, G) = n + 1;

(ii) col (X, G) = n + |G|.

Em [30], Krasnosel’skǐı generalizou a parte (i) do Teorema 2.3.1 para ações livres de

grupos ćıclicos sobre a esfera Sn.

Teorema 2.3.3 (Krasnosel’skǐı). Seja f : Sn → Sn um homeomorfismo que gera uma

Zp-ação livre sobre Sn. Então, gen (Sn, f) = n + 1.

2.4 Resultados sobre gênus de G-espaços

Para quaisquer dois complexos simpliciais X e Y , lembremos que o join X ∗Y é o com-

plexo simplicial formado pelos simplexos [x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , ym], onde [x1, x2, . . . , xk]

e [y1, y2, . . . , ym] são simplexos em X e Y , respectivamente. Se X e Y são G-espaços livres

então X ∗Y também o é. O join G ∗G ∗ . . . ∗G (k-vezes) é o complexo simplicial formado

por todos [g1, g2, . . . , gk], com gi ∈ G, para i = 1, . . . , k. Note que, G ∗G ∗ . . . ∗G admite

uma G-ação livre que é induzida da G-ação livre em G, gi 7→ ggi.

Definição 2.4.1. O join G∗G∗. . .∗G (k-vezes) com a G-ação livre definida anteriormente

é um G-espaço livre, denotado por Sk
G.

Observação 2.4.1. Observe que, para G = Z2, temos que Sk
G = Sk−1. Note também que,

Sk
G é um ANR (k − 1)-dimensional e (k − 2)-conexo.

De [3], segue o seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Sejam X um G-espaço livre paracompacto Hausdorff tal que gen (X, G) ≤
k. Então, existe uma aplicação G-equivariante F : X → Sk

G.

Em [37], Švarc obteve o seguinte resultado:

Teorema 2.4.2. Suponha que X seja um G-espaço livre paracompacto Hausdorff de

dimensão topológica dimX = n. Então, gen (X, G) ≤ n + 1.

Em [3], Aarts, Brouwer, Fokkink e Vermeer mostraram que
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Teorema 2.4.3. Seja G um grupo finito.

(i) gen (Sk
G, G) = k.

(ii) Suponha que X é um G-espaço livre paracompacto Hausdorff (k − 2)-conexo.

Então, existe uma aplicação G-equivariante F : Sk
G → X e como consequência, gen (X,G)

≥ k.

Volovikov, em [39, Proposition 4.7], relacionou o gênus de um G-espaço livre X com

o ı́ndice i(X). Sua prova segue das propriedades do ı́ndice i(·) e do Teorema 2.4.1.

Proposição 2.4.1. Suponha que G = Zn
p = Zp×Zp× . . .Zp (n vezes) atua sobre X sem

pontos fixos. Então, i(X) ≤ gen (X, G). Em particular, se H̃ i(X) = 0, ∀ i ≤ N−1, então

gen (X, G) ≥ N + 1.

Exemplo 2.4.1. Sejam G = Zn
p , onde p é primo e K = ∆qs+q−2

s−1 o (s − 1)-esqueleto do

(qs + q − 2)-simplexo, com q = pn. Pelo Teorema 2.4.2, segue que gen (P q
2 (K),Zn

p ) ≤
q(s− 1) + 1, gen (Kq\DK,Zn

p ) ≤ q(s− 1) + 1 e gen (Kq\∆K,Zn
p ) ≤ q(s− 1) + 1.

Vimos, no Exemplo 1.6.1, que

i(P q
2 (K)) = i(Kq\DK) = i(Kq\∆K) = q(s− 1) + 1.

Logo, pela Proposição 2.4.1, obtemos que

gen (P q
2 (K),Zn

p ) ≥ q(s− 1) + 1, gen (Kq\DK,Zn
p ) ≥ q(s− 1) + 1

e gen (Kq\∆K,Zn
p ) ≥ q(s− 1) + 1.

Portanto,

gen (P q
2 (K),Zn

p ) = gen (Kq\DK,Zn
p ) = gen (Kq\∆K,Zn

p ) = q(s− 1) + 1.



CAṔITULO 3

Teoremas de coincidências para aplicações de G-espaços livres

O Teorema Clássico de Borsuk-Ulam nos diz que toda aplicação cont́ınua da esfera

Sn no espaço euclidiano k-dimensional Rk tem um ponto de Z2-coincidência, sempre

que n ≥ k. Este resultado pode ser generalizado em muitas direções: Sn e Rk pode ser

substitúıdos por espaços mais gerais X e Y , e a ação de Z2 sobre Sn pode ser substitúıda

por ações de outros grupos.

Uma destas generalizações pode ser encontrada em [2], onde Aarts, Fokkink e Vermeer

provaram o Teorema 3.3.3, que diz que se i : X → X gera uma Z2-ação livre sobre o espaço

normal X com col (X, i) = n+2, k é um número natural e Y é um cone CW-complexo k-

dimensional, então toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Z2-coincidência,

sempre que n ≥ 2k, e este resultado é o melhor posśıvel.

Motivados por este resultado, na Seção 3.3 (Teorema 3.3.1), exigindo que X seja um

espaço paracompacto Hausdorff, generalizamos o resultado citado acima para ações livres

de Zp, com p primo.

Vale ressaltar, que no caso n = pk, exibimos um interessante exemplo que mostra que

o resultado não é verdadeiro para a classe mais ampla dos CW -complexos de dimensão k.

Inicialmente, na Seção 3.2, generalizamos um resultado provado por Barros e Biasi em [6].

Em seguida, veremos que esta generalização seguirá como consequência do Teorema 3.3.1.

Para finalizar o caṕıtulo, na Seção 3.4, trabalharemos com problemas buscando encontrar

42
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H subgrupo de G, com G grupo finito, e (H,G)-coincidências de aplicações cont́ınuas e

com isso obtemos os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, os quais são extensões do Teorema 3.3.1.

3.1 Sobre teoremas de Ljusternik-Schnirelmann e Bor-

suk -Ulam

Seja X um espaço de Hausdorff, simplesmente conexo equipado com uma Zp-ação

livre (p primo) gerada por fp : X → X. Dado l = (l1, l2, . . . , ln) ∈ Z × Z × . . . × Z (n

vezes) tal que para cada j = 1, 2, . . . , n, p não divide lj, considere a Zp-ação livre sobre

S2n−1 gerada por αp, l : S2n−1 → S2n−1,

αp, l(z1, z2, . . . , zn) = (e
2πl1i

p · z1, e
2πl2i

p · z2, . . . , e
2πlni

p · zn).

Barros e Biasi em [6], provaram os seguintes resultados (Teorema 3.1.1 e Teorema

3.1.2):

Teorema 3.1.1. Suponha que para cada 2 ≤ j ≤ m = 2n− 1 o espaço de órbitas X/fp

é j-simples e

(i) πj(X) = p · πj(X), se j é ı́mpar, e

(ii) πj(X) não tem elementos de ordem p, se j é par.

Então, existe uma aplicação Zp-equivariante F : (Sm, αp, l) −→ (X, fp).

Teorema 3.1.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e f2 : X → X

uma involução sem pontos fixos ambos satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.1.1. Se Y

for um espaço métrico separável com dimensão topológica dimY ≤ m− 1

2
, então para

toda função cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que f(x) = f(f2(x)), ou seja, existe

um ponto de Z2-coincidência.

Observação 3.1.1. Barros e Biasi ainda observaram que, em [22], Izydorek e Jaworowski

construiram, para cada k e n ≤ 2k − 1, uma aplicação cont́ınua f da n-esfera Sn em um

complexo k-dimensional espećıfico Y tal que f(x) 6= f(−x), ∀ x ∈ Sn. Assim, o limitante

superior encontrado para a dimensão de Y , no Teorema 3.1.2, é o melhor posśıvel.
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3.2 Generalizações do Teorema 3.1.2

Tendo em vista o resultado provado por Barros e Biasi em [6] (Teorema 3.1.2), vamos

provar que vale resultado similar para p = 3 (Teorema 3.2.2) e para p > 3 (Teorema

3.2.3).

Inicialmente, enunciaremos um resultado provado por Steinlein em [24], que será muito

útil para a prova destas generalizações.

Teorema 3.2.1. Sejam p um número primo, m, k ∈ N, e f : Sm → Sm uma aplicação

que gera uma Zp-ação livre sobre Sm. Assuma que existem fechados H1, . . . , Hk ⊂ Sm

com
k⋃

j=1

Hj = Sm e Hj ∩ f(Hj) = ∅, para j = 1, . . . , k. Então,

m ≤





p− 1

2
(k − 3), se p = 3,

p− 1

2
(k − 3) + 1, se p > 3.

Teorema 3.2.2. Sejam X paracompacto Hausdorff e simplesmente conexo, e f3 : X → X

uma aplicação que gera uma Z3-ação livre sobre X, ambos satisfazendo as hipóteses do

Teorema 3.1.1. Se Y for um espaço métrico separável com dimensão topológica dimY ≤
m− 1

3
, então para toda função cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que f(x) =

f(f3(x)) = f(f 2
3 (x)), ou seja, existe um ponto de Z3-coincidência.

Demonstração : Suponhamos, por contradição, que para cada x ∈ X existam i, j ∈
{1, 2, 3}, i 6= j, com f(f i

3(x)) 6= f(f j
3 (x)), onde f 3

3 = id.

Seja (Y ∗, τ) um par tal que Y ∗ = Y × Y × Y −∆, onde ∆ = {(y, y, y) | y ∈ Y } e τ

é o homeomorfismo τ(y1, y2, y3) = (y3, y1, y2), ∀ (y1, y2, y3) ∈ Y ∗. Então, Y ∗ é um espaço

métrico com dimY ∗ ≤ m− 1 e τ gera uma Z3-ação livre sobre Y ∗.

De [27, Theorem 3], segue que existe uma cobertura por fechados {H1, H2, . . . , Hk} de

Y ∗, ou seja, Y ∗ =
k⋃

j=1

Hj, com Hj ∩ τ(Hj) = ∅, para todo j = 1, . . . , k, k ≤ m + 2.

Pelo Teorema 3.1.1, existe uma aplicação Z3-equivariante F : (Sm, α3, l) → (X, f3).

Agora, definimos a aplicação cont́ınua g : (X, f3) → (Y ∗, τ) por

g(x) = (f(f 2
3 (x)), f(f3(x)), f(x)), ∀ x ∈ X.

Temos que:
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• g(x) ∈ Y ∗, ∀ x ∈ X, pois para cada x ∈ X, existem i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j, tal que

f(f i
3(x)) 6= f(f j

3 (x)).

• g é Z3-equivariante pois g(f3(x)) = (f(x), f(f 2
3 (x)), f(f3(x))) = τ(g(x)), ∀ x ∈ X.

Assim, h := g ◦ F : (Sm, α3, l) → (Y ∗, τ) também é uma aplicação Z3-equivariante.

De fato,

h(α3, l(z)) = (g ◦ F )(α3, l(z)) = g(F (α3, l(z)))
F equiv.

= g(f3(F (z)))
g equiv.

= τ(g(F (z))) =

τ(h(z)), ∀ z ∈ Sm.

Deste modo, Sm =
k⋃

j=1

h−1(Hj) é coberta por k fechados e como Hj∩τ(Hj) = ∅, ∀ j =

1, . . . , k, segue que h−1(Hj) ∩ h−1(τ(Hj)) = ∅, ∀ j = 1, . . . , k.

Mas h−1(τ(Hj)) = α3, l(h
−1(Hj)), ∀ j = 1, . . . , k. Com efeito,

• a ∈ h−1(τ(Hj)) =⇒ h(a) ∈ τ(Hj) =⇒ τ 2(h(a)) ∈ Hj =⇒ h(α2
3, l(a)) = τ 2(h(a)) ∈

Hj =⇒ a = α3, l(α
2
3, l(a)) ∈ α3, l(h

−1(Hj)) =⇒ h−1(τ(Hj)) ⊆ α3, l(h
−1(Hj)), ∀ j =

1, . . . , k.

• a ∈ α3, l(h
−1(Hj)) =⇒ a = α3, l(b), para algum b ∈ h−1(Hj) (isto é, h(b) ∈ Hj)

=⇒ h(a) = h(α3, l(b)) = τ(h(b)) ∈ τ(Hj) =⇒ a ∈ h−1(τ(Hj)) =⇒ α3, l(h
−1(Hj)) ⊆

h−1(τ(Hj)), ∀ j = 1, . . . , k.

Logo, Sm =
k⋃

j=1

h−1(Hj), com h−1(Hj) fechados tais que

h−1(Hj) ∩ α3, l(h
−1(Hj)) = ∅, ∀ j = 1, . . . , k,

o que é um absurdo, pois contradiz o Teorema 3.2.1. ¥

Teorema 3.2.3. Sejam X paracompacto Hausdorff, simplesmente conexo e fp : X → X

uma aplicação que gera uma Zp-ação livre sobre X com p > 3, ambos satisfazendo as

hipóteses do Teorema 3.1.1. Se Y é um espaço métrico separável com dimensão topológica

dimY ≤ 2 (m− 2)

p (p− 1)
, então para toda aplicação cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que

f(x) = f(fp(x)) = . . . = f(fp−1
p (x)), ou seja, existe um ponto de Zp-coincidência.

Demonstração : Suponhamos que, para cada x ∈ X, existam i, j ∈ {1, 2, . . . , p}, i 6= j,

com f(f i
p(x)) 6= f(f j

p (x)).

Seja (Y ∗, τ) um par tal que Y ∗ = Y × Y × . . . × Y (p vezes) − ∆, onde ∆ =

{(y1, y2, . . . , yp) ∈ Y × Y × . . . × Y | y1 = y2 = . . . = yp} e τ é o homeomorfismo

τ(y1, y2, . . . , yp) = (yp, y1, y2, . . . , yp−1),∀ (y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ∗.
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Assim, Y ∗ é um espaço métrico com dim Y ∗ ≤ 2 (m− 2)

p− 1
e τ gera uma Zp-ação livre so-

bre Y ∗. De [27, Theorem 3], segue que existe uma cobertura por fechados {H1, H2, . . . , Hk}

de Y ∗, ou seja, Y ∗ =
k⋃

j=1

Hj, com k ≤ 2 (m− 2)

p− 1
+ 3, e Hj ∩ τ(Hj) = ∅, ∀ j = 1, . . . , k.

Pelo Teorema 3.1.1, existe uma aplicação Zp-equivariante F : (Sm, αp, l) → (X, fp).

Definimos a aplicação cont́ınua g : (X, fp) → (Y ∗, τ) por g(x) = (f(fp−1
p (x)),

f(f p−2
p (x)), . . . , f(fp(x)), f(x)), ∀ x ∈ X. Notemos que:

• g(x) ∈ Y ∗, ∀ x ∈ X.

• g(fp(x)) = (f(x), f(f p−1
p (x)), f(fp−2

p (x)), . . . , f(f 2
p (x)), f(fp(x))) = τ(g(x)), ∀ x ∈

X. Deste modo, temos que g é Zp-equivariante.

Assim, h = g ◦ F : (Sm, αp, l) → (Y ∗, τ) também é uma aplicação Zp-equivariante

pois

h(αp, l(z)) = (g ◦ F )(αp, l(z))
F equiv.

= g(fp(F (z)))
g equiv.

= τ(g(F (z))) = τ(h(z)), ∀ z ∈ Sm.

Temos que Sm =
k⋃

j=1

h−1(Hj) é coberta por k fechados e como Hj ∩ τ(Hj) = ∅, ∀ j =

1, . . . , k, segue que h−1(Hj) ∩ h−1(τ(Hj)) = ∅, ∀ j = 1, . . . , k. Mas, h−1(τ(Hj)) =

αp, l(h
−1(Hj)), ∀ j = 1, . . . , k. De fato,

• a ∈ h−1(τ(Hj)) =⇒ h(a) ∈ τ(Hj) =⇒ τ p−1(h(a)) ∈ Hj =⇒ h(αp−1
p, l (a)) =

τ p−1(h(a)) ∈ Hj =⇒ a = αp, l(α
p−1
p, l (a)) ∈ αp, l(h

−1(Hj)) =⇒ h−1(τ(Hj)) ⊆ αp, l(h
−1(Hj)),

∀ j = 1, . . . , k.

• a ∈ αp, l(h
−1(Hj)) =⇒ a = αp, l(b), para algum b ∈ h−1(Hj) (isto é, h(b) ∈ Hj)

=⇒ h(a) = h(αp, l(b)) = τ(h(b)) ∈ τ(Hj) =⇒ a ∈ h−1(τ(Hj)) =⇒ αp, l(h
−1(Hj)) ⊆

h−1(τ(Hj)), ∀ j = 1, . . . , k.

Agora,

k ≤ 2 (m− 2)

p− 1
+3 =⇒ p− 1

2
·k ≤ m−2+3 · p− 1

2
=⇒ m ≥ p− 1

2
·k−3 · p− 1

2
+2 =

p− 1

2
· (k − 3) + 2.

Temos que, Sm =
k⋃

j=1

h−1(Hj), com h−1(Hj) fechados tais que h−1(Hj)∩ αp, l(h
−1(Hj)) =

∅, ∀ j = 1, . . . , k, o que contradiz o Teorema 3.2.1. ¥

Observação 3.2.1. Na próxima seção veremos que, no caso p > 3, o limitante superior
2 (m− 2)

p (p− 1)
para a dimensão topológica do espaço metrizável Y não é o melhor posśıvel.
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3.3 Teoremas de coincidências para aplicações de Zp-

espaços livres

Nesta seção, mostraremos um dos principais resultados deste trabalho, o qual ge-

neraliza o resultado provado em [2].

Teorema 3.3.1. Sejam p um número primo, α : X → X uma aplicação que gera uma

Zp-ação livre sobre o espaço X paracompacto Hausdorff com gen (X, Zp) ≥ n + 1 e k um

número natural.

(i) Se n > p k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Zp-coincidência, ou seja, existe x ∈ X tal que

f(x) = f(αi(x)), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.
(ii) Se n = p k e Y for um cone (ou suspensão) CW-complexo de dimensão k, então

toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Zp-coincidência, ou seja, existe

x ∈ X tal que f(x) = f(αi(x)), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.
(iii) Se n < p k e gen(X,Zp) = n + 1, então existem Y metrizável k-dimensional e

aplicação cont́ınua ϕ : X → Y tal que ϕ não tem ponto de Zp-coincidência.

Antes de apresentarmos a demonstração do Teorema 3.3.1, faremos algumas conside-

rações sobre este resultado:

Observação 3.3.1. Observemos que o Teorema 3.3.1 generaliza os Teoremas 3.1.2, 3.2.2

e 3.2.3. Para ver isto, seja X um Zp-espaço livre, com p primo, paracompacto Hausdorff,

simplesmente conexo e satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.1.1. Neste mesmo teorema,

Barros e Biasi provaram a existência de uma aplicação Zp-equivariante F : Sm → X e

com isso, conclúımos, pela Proposição 2.3.1, que gen (X,Zp) ≥ gen (Sm,Zp)
Teo.2.3.3

= m+1.

Assim, pelo Teorema 3.3.1, se Y for um espaço metrizável k-dimensional e m > p k,

então toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de Zp-coincidência. Note que,

k = dimY e dáı, m > p · dimY implica que dimY ≤ m− 1

p
. Quando p = 2 e p = 3,

obtemos, respectivamente, os Teoremas 3.1.2 e 3.2.2. Agora, para o caso p > 3, observe

que

2 (m− 2)

p (p− 1)
=

2

p− 1
· m− 2

p

p−1>2
<

m− 2

p
<

m− 1

p
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e portanto, no Teorema 3.2.3,
m− 1

p
é um limitante superior para a dimY melhor do que

2 (m− 2)

p (p− 1)
, o que já hav́ıamos mencionado na Observação 3.2.1.

Em [21], Gonçalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Sejam X paracompacto Hausdorff, conexo e localmente conexo por

caminho e G um grupo finito que atua livremente sobre X. Suponha que Hm+1(G,Z) 6= 0,

para algum número natural m ≥ 1 e Hi(X,Z) = 0, para 0 < i < m. Se Y é um CW -

complexo finito k-dimensional com m ≥ |G|k e f : X → Y uma aplicação cont́ınua, então

existe um subgrupo não-trivial H ⊂ G e um ponto de (H, G)-coincidência para f .

Observação 3.3.2. Considere G = Zp e X satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.3.2.

Temos que, Hm+1(Zp,Z) 6= 0, para todo m ı́mpar, e como Hi(X,Z) = 0, para 0 < i < m,

segue, pela Proposição 2.4.1, que gen (X,Zp) ≥ m + 1. Pelo Teorema 3.3.1(i), sempre

que m > pk, toda aplicação cont́ınua f : X → Y , com Y CW -complexo k-dimensional,

tem um ponto de Zp-coincidência. Portanto, no caso G = Zp e m > pk, o Teorema 3.3.1

contempla o resultado provado por Gonçalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov em [21].

O seguinte exemplo, é um interessante exemplo que mostra que no caso n = p k

do Teorema 3.3.1(ii) o resultado não é verdadeiro para a classe mais ampla dos CW -

complexos de dimensão k.

Exemplo 3.3.1. Consideremos Y = ∆ps+p−2
s−1 (o (s−1)-esqueleto do (ps+p−2)-simplexo

padrão) e Y ∗ = Y ×Y × . . .×Y (p vezes)−∆, com ∆ = {(y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ×Y × . . .×
Y | y1 = y2 = . . . = yp} a diagonal. A aplicação σ : Y ∗ → Y ∗ dada por σ(y1, y2, . . . , yp) =

(yp, y1, . . . , yp−1), ∀ (y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ∗ gera uma Zp-ação livre sobre Y ∗. Além disso, Y ∗

é paracompacto Hausdorff e por cálculo feito no Exemplo 2.4.1, gen (Y ∗,Zp) = p(s−1)+1.

Definimos então π : Y ∗ → Y por π(y1, . . . , yp) = y1, ∀ (y1, . . . , yp) ∈ Y ∗ e claramente π não

tem ponto de Zp-coincidência. Neste caso, n = p(s− 1) e k = s− 1. Com isso, conclúımos

que o teorema não vale no caso n = p k quando Y é um CW -complexo qualquer.

Em [2], Aarts, Fokkink e Vermeer provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3. Sejam i : X → X uma involução que gera uma Z2-ação livre sobre o

espaço normal X com col (X, i) = n + 2 e k um número natural. Então,
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(i) Se n ≥ 2k e Y é um cone CW -complexo k-dimensional, então para toda aplicação

cont́ınua f : X → Y , existe x ∈ X tal que f(x) = f(i(x)), ou seja, existe um ponto de

Z2-coincidência.

(ii) Se n < 2k, então existem um cone CW -complexo k-dimensional Y e uma aplicação

cont́ınua f : X → Y tal que f não tem ponto de Z2-coincidência.

Observação 3.3.3. Se considerarmos X um Z2-espaço livre paracompacto Hausdorff com

col (X,Z2) = n + 2 então, pelo Teorema 2.3.2, gen (X,Z2) = n + 1. Dessa forma, nosso

resultado (Teorema 3.3.1) generaliza o resultado provado por Aarts, Fokkink e Vermeer

em [2].

3.3.1 Demonstração do Teorema 3.3.1

Demonstração : (Caso (i) n > pk). Sejam α : X → X uma aplicação que gera uma

Zp-ação livre sobre X com gen (X, Zp) ≥ n + 1 e f : X → Y uma aplicação cont́ınua.

Suponhamos, por absurdo, que para cada x ∈ X, existem i, j ∈ {1, 2, . . . , p}, i 6= j,

satisfazendo f(αi(x)) 6= f(αj(x)), onde αp = id.

Consideremos Y ∗ = Y × Y × . . .× Y (p vezes)−∆, com

∆ = {(y1, y2, . . . , yp) ∈ Y × Y × . . .× Y | y1 = y2 = . . . = yp}.

Temos que Y ∗ é um espaço metrizável com dimY ∗ ≤ p k. Definimos σ : Y ∗ → Y ∗ por

σ(y1, y2, . . . , yp) = (yp, y1, . . . , yp−1), ∀ (y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ∗,

e φ : X → Y ∗ por

φ(x) = (f(αp−1(x)), f(αp−2(x)), . . . , f(α(x)), f(x)), ∀ x ∈ X.

Observemos que, σ gera uma Zp-ação livre sobre Y ∗ e φ é uma aplicação cont́ınua bem

definida.

Mais ainda, φ é uma aplicação Zp-equivariante.

De fato,

(φ ◦ α)(x) = φ(α(x)) = (f(x), f(αp−1(x)), . . . , f(α2(x)), f(α(x)))

= σ(f(αp−1(x)), f(αp−2(x)) . . . , f(α(x)), f(x))

= σ(φ(x))

= (σ ◦ φ)(x), ∀ x ∈ X.
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Logo, pela Proposição 2.3.1, gen (X,Zp) ≤ gen (Y ∗,Zp).

Como dimY ∗ ≤ p k, segue do Teorema 2.4.2, que

gen (Y ∗,Zp) ≤ p k + 1. (3.1)

Portanto, gen (X,Zp) ≤ gen (Y ∗,Zp) ≤ p k + 1 < n + 1, o que é uma contradição pois

gen (X,Zp) ≥ n + 1. ¥

Demonstração : ( Caso (ii) n = pk). A estratégia utilizada para mostrar o caso

n = pk com Y um cone CW -complexo, é a seguinte: vamos mostrar que o majo-

rante da equação (3.1) pode ser diminúıdo em uma unidade, ou seja, vamos provar que

gen (Y ∗,Zp) ≤ p k.

Para isto, seja Y um CW -complexo k-dimensional, o qual é um cone CW -complexo,

ou seja, Y = CA =
A× [0, 1]

∼
, onde A é um CW -complexo de dimensão k − 1 e ∼ é a

seguinte relação de equivalência: (a, 1) ∼ (a′, 1), ∀ a, a′ ∈ A.

Nesse sentido, obtemos coordenadas para Y . Um ponto em Y é representado pela

classe [a, u], com a ∈ A e u ∈ [0, 1].

Tome Y ∗ = Y × Y × . . .× Y (p vezes)−∆. Defina σ : Y ∗ → Y ∗ por

σ(y1, y2, . . . , yp) = (yp, y1, . . . , yp−1), ∀ (y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ∗,

ou usando coordenadas, por

σ([a1, u1], . . . , [ap, up]) = ([ap, up], [a1, u1], . . . , [ap−1, up−1]), ∀ a1, . . . , ap ∈ A e

∀ u1, . . . , up ∈ [0, 1].

Note que, σ gera uma Zp-ação livre sobre Y ∗.

Lema 3.3.1. gen (Y ∗, Zp) ≤ p k.

Demonstração : Sejam Z = [0, 1]× . . .× [0, 1] \ {(1, . . . , 1)} e s : Z → Z dada por

s(u1, . . . , up) = (up, u1, . . . , up−1), ∀ (u1, . . . , up) ∈ Z.

A projeção π : Y ∗ → Z dada por

π([a1, u1], . . . , [ap, up]) = (u1, . . . , up), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗,
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está bem definida, é cont́ınua e s ◦ π = π ◦ σ. De fato,

(s ◦ π)([a1, u1], . . . , [ap, up]) = s(u1, . . . , up)

= (up, u1, . . . , up−1)

= π([ap, up], [a1, u1], . . . , [ap−1, up−1])

= (π ◦ σ)([a1, u1], . . . , [ap, up]), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗.

Assim, s ◦ π = π ◦ σ.

Seja W o seguinte subconjunto de Z :

{2
3
}× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1] ∪ [2

3
, 1]×{2

3
}× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]×{2

3
}

(p parcelas)
⋃ {1}× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ {1}× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪

{1} × [2
3
, 1] × . . . × [2

3
, 1] × [0, 2

3
] ((p − 1) parcelas)

⋃
[0, 2

3
] × {1} × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪

[2
3
, 1] × {1} × [0, 2

3
] × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1] × {1} × [2

3
, 1] × . . . × [2

3
, 1] × [0, 2

3
]

((p− 1) parcelas)
⋃

. . .
⋃

[0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1]× {1} ∪ [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .×

[0, 1]× {1} ∪ . . . ∪ [2
3
, 1]× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× {1} ((p− 1) parcelas).

Assim, W é a união de p2 = p + p (p − 1) subconjuntos fechados de Z, como mostra

as figuras abaixo (casos p = 2 e p = 3):

0 1

1

2/3

2/3

W

(a) caso p = 2

1

1

1

W = A U B

(b) caso p = 3

Definimos uma retração r : Z → W como segue:

• No canto superior de Z, a retração r é a projeção central sobre W com centro de

projeção (1, 1, . . . , 1);

• Na parte inferior de Z, a retração r é a projeção sobre W paralela a diagonal principal

de Z ({(z, z, . . . , z) | z ∈ [0, 1]}).
Note que,
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(i) • r({1} × [0, 1) × [0, 1] × . . . × [0, 1]) ⊂ {1} × [0, 2
3
] × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪ {1} ×

[2
3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

• r([0, 1]×{1}× [0, 1)× . . .× [0, 1]) ⊂ [0, 2
3
]×{1}× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ [2

3
, 1]×{1}×

[0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1]× {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

...

• r([0, 1)× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1}) ⊂ [0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1} ∪ [2

3
, 1]× [0, 2

3
]×

[0, 1]× . . .× [0, 1]× {1} ∪ . . . ∪ [2
3
, 1]× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× {1}.

(ii) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ p − 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas

possibilidades:

• z ∈ W : então r(z) = z, ou seja, r(z) terá todas as coordenadas iguais as coordenadas

de z.

• z ∈ Z−W : então z pertencerá a parte superior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xp). Assim,

r(z) = (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xp) + λ · −−−−−−−→z(1, . . . , 1)

= (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xp) + λ · (1− 1, 1− 1, . . . , 1− 1, xn+1 − 1, . . . , xp − 1)

= (1, 1, . . . , 1, xn+1 + λ · (xn+1 − 1), . . . , xp + λ · (xp − 1)) ∩ W,

mais precisamente, r(z) = (1, 1, . . . , 1, xn+1 + λ · (xn+1 − 1), . . . , xp + λ · (xp − 1)), para

algum λ ∈ R, de modo que r(z) ∈ W. Assim, as coordenadas em z que são iguais a 1

continuam sendo iguais a 1 em r(z) ∈ W.

Usando a retração r, definimos uma retração ρ : Y ∗ → π−1(W ) por

ρ([a1, u1], . . . , [ap, up]) = ([a1, u
′
1], . . . , [ap, u

′
p]), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗,

onde (u′1, . . . , u
′
p) = r(u1, . . . , up).

Temos que ρ assim definida é cont́ınua e de (i) e (ii), segue que ρ está bem definida.

Agora, mostremos que s ◦ r = r ◦ s. Primeiro, observemos que s(W ) ⊆ W.

Seja P ∈ Z tal que P pertença a parte inferior de Z. Tome ~v =
−−−−−−−→
(1, 1, . . . , 1). Então,

(s ◦ r)(P ) = s(r(P )) = s(P + λ~v), para algum λ ∈ R de modo que P + λ~v ∈ W. Assim,

(s ◦ r)(P ) = s(P + λ~v) = s(P ) + λ~v
s(W )⊂W

= r(s(P )) = (r ◦ s)(P ).

Agora, seja P ∈ Z tal que P pertença a parte superior de Z. Seja ~u =
−−−−−−−−−→
P (1, 1, . . . , 1)

e
−→
u′ =

−−−−−−−−−−−→
s(P )(1, 1, . . . , 1). Dáı, (s ◦ r)(P ) = s(r(P )) = s(P + λ~u), para algum λ ∈ R e de

forma que P + λ~u intercepte W . Logo,
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(s ◦ r)(P ) = s(P + λ~u) = s(P ) + λ
−→
u′

s(W )⊂W
= r(s(P )) = (r ◦ s)(P ).

Portanto, s ◦ r = r ◦ s. Assim, sp−1 ◦ r = r ◦ sp−1.

Consideremos σ′ = σ|π−1(W ). Temos que σ′(π−1(W )) ⊆ π−1(W ) e σ′ gera uma Zp-ação

livre sobre π−1(W ).

Afirmação: ρ : (Y ∗, σ) → (π−1(W ), σ′) é uma aplicação Zp-equivariante. De fato,

(σ′ ◦ ρ)([a1, u1], . . . , [ap, up]) = σ′([a1, u
′
1], . . . , [ap, u

′
p])

= ([ap, u
′
p], [a1, u

′
1], . . . , [ap−1, u

′
p−1]),

onde (u′1, . . . , u
′
p) = r(u1, . . . , up).

(ρ ◦ σ)([a1, u1], . . . , [ap, up]) = ρ([ap, up], [a1, u1], . . . , [ap−1, up−1])

= ([ap, ũp], [a1, ũ1], . . . , [ap−1, ũp−1]),

onde (ũp, ũ1, . . . , ũp−1) = r(up, u1, . . . , up−1).

Agora,

sp−1(ũp, ũ1, . . . , ũp−1) = sp−2(ũp−1, ũp, ũ1, . . . , ũp−2)

...

= s(ũ2, ũ3, . . . , ũp, ũ1)

= (ũ1, . . . , ũp)

e

sp−1(r(up, u1, . . . , up−1))
sp−1◦r=r◦sp−1

= r(sp−1(up, u1, . . . , up−1))

= r(u1, . . . , up).

Logo, (ũ1, . . . , ũp) = r(u1, . . . , up) e assim, (ũ1, . . . , ũp) = (u′1, . . . , u
′
p).

Portanto, ρ ◦ σ = σ′ ◦ ρ e dáı, ρ é uma aplicação Zp-equivariante.

Disto, conclúımos que gen (Y ∗,Zp) ≤ gen (π−1(W ),Zp).

Observe que W é escrito como uma união de fechados de Z, suponhamos W =

p2⋃
i=1

Wi.

Seja W1 = {2
3
} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1] e calculemos π−1(W1) :

π−1(W1) = {([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗ | π([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ {2
3
} × [

2
3
, 1]× . . .× [

2
3
, 1]}

= {([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗ | (u1, . . . , up) ∈ {2
3
} × [

2
3
, 1]× . . .× [

2
3
, 1]}

=

(
A× {2

3}
∼ × A× [0, 1]

∼ × . . .× A× [0, 1]
∼

)
∩ Y ∗.
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Assim,

dimπ−1(W1) ≤ p (k − 1) + (p− 1) = p k − p + p− 1 = p k − 1.

Fazendo racioćınio análogo com cada Wi, i = 2, 3, . . . , p2 − 1, p2, obtemos o mesmo

resultado, isto é,

dim π−1(Wi) ≤ p k − 1, ∀ i = 2, 3, . . . , p2 − 1, p2.

Como π−1(W ) = π−1




p2⋃
i=1

Wi


 =

p2⋃
i=1

π−1(Wi) é uma união de subespaços fechados

com dimπ−1(Wi) ≤ p k − 1, ∀ i = 1, 2, . . . , p2, por [15, The sum theorem, p.42], segue

que

dimπ−1(W ) ≤ p k − 1.

Pelo Teorema 2.4.2,

gen (π−1(W ),Zp) ≤ dimπ−1(W ) + 1 ≤ (p k − 1) + 1 = p k.

Portanto,

gen (Y ∗,Zp) ≤ gen (π−1(W ),Zp) ≤ p k,

o que completa a prova do lema ¥
Agora, vamos mostrar que o Lema 3.3.1 também é válido quando o espaço k-dimensional

Y for a suspensão de um CW -complexo A de dimensão k−1, isto é, Y = SA =
A× [0, 1]

∼
,

onde ∼ é a seguinte relação de equivalência: (a, 0) ∼ (a′, 0) e (a, 1) ∼ (a′, 1), ∀ a, a′ ∈ A.

Seja Y ∗ = Y ×Y × . . .×Y (p vezes)−∆, onde ∆ é a diagonal. Definimos σ : Y ∗ → Y ∗

por σ(y1, y2, . . . , yp) = (yp, y1, . . . , yp−1), ∀ (y1, y2, . . . , yp) ∈ Y ∗, ou usando a representação

por classes,

σ([a1, u1], . . . , [ap, up]) = ([ap, up], [a1, u1], . . . , [ap−1, up−1]), ∀ a1, . . . , ap ∈ A e

∀ u1, . . . , up ∈ [0, 1].

Note que, σ gera uma Zp-ação livre sobre Y ∗.

Lema 3.3.2. gen (Y ∗, Zp) ≤ p k.
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Demonstração : Sejam Z = [0, 1] × . . . × [0, 1] \ {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)} e s : Z → Z

dada por s(u1, . . . , up) = (up, u1, . . . , up−1), ∀ (u1, . . . , up) ∈ Z.

Como no Lema 3.3.1, tomemos o mesmo subconjunto W de Z e definimos a projeção

π : Y ∗ → Z dada por

π([a1, u1], . . . , [ap, up]) = (u1, . . . , up), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗.

Aqui, também temos que π está bem definida, é cont́ınua e s ◦ π = π ◦ σ.

Definimos uma retração r : Z → W como segue:

• No canto superior de Z, a retração r é a projeção central para W com centro de

projeção (1, 1, . . . , 1);

• Na parte inferior de Z, a retração r é a projeção central para W com centro de

projeção (0, 0, . . . , 0).

Notemos que,

(i) • r({1} × [0, 1) × [0, 1] × . . . × [0, 1]) ⊂ {1} × [0, 2
3
] × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪ {1} ×

[2
3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

• r([0, 1]×{1}× [0, 1)× . . .× [0, 1]) ⊂ [0, 2
3
]×{1}× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ [2

3
, 1]×{1}×

[0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1]× {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

...

• r([0, 1)× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1}) ⊂ [0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1} ∪ [2

3
, 1]× [0, 2

3
]×

[0, 1]× . . .× [0, 1]× {1} ∪ . . . ∪ [2
3
, 1]× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× {1}.

(ii) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ p − 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas

possibilidades:

• z ∈ W : então r(z) = z, ou seja, r(z) terá todas as coordenadas iguais as coordenadas

de z.

• z ∈ Z −W : então z pertencerá a parte superior de Z e podemos supor, sem perda

de generalidade, que z = (1, . . . , 1, xn+1, xn+2, . . . , xp), 0 < xn+1, xn+2, . . . , xp < 1. Assim,

r(z) = (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xp) + λ · −−−−−−−→z(1, . . . , 1)

= (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xp) + λ · (1− 1, 1− 1, . . . , 1− 1, xn+1 − 1, . . . , xp − 1)

= (1, 1, . . . , 1, xn+1 + λ · (xn+1 − 1), . . . , xp + λ · (xp − 1)) ∩ W,

ou seja, as coordenadas em z que são iguais a 1 continuam sendo iguais a 1 em r(z) ∈ W.
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(iii) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ p − 1 coordenadas iguais a 0 e as outras

p− n coordenadas estão entre 0 e 1.

Se z ∈ Z − W então z está na parte inferior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (0, . . . , 0, xn+1, xn+2, . . . , xp), 0 < xn+1, . . . , xp < 1. Assim,

r(z) = (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xp) + λ · −−−−−−−→z(0, . . . , 0)

= (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xp) + λ · (0− 0, 0− 0, . . . , 0− 0, xn+1 − 0, . . . , xp − 0)

= (0, 0, . . . , 0, xn+1 + λ · xn+1, . . . , xp + λ · xp) ∩ W,

ou seja, as coordenadas em z que são iguais a 0 continuam sendo iguais a 0 em r(z) ∈ W.

(iv) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ p− 1 coordenadas iguais a 0, 1 < m ≤ p− 1

coordenadas iguais a 1 e as outras p − (n + m) coordenadas estão entre 0 e 1. Então,

z ∈ W e dáı, r(z) = z. Logo, as coordenadas de z que eram iguais a 0 e 1 continuam

sendo iguais a 0 e 1, respectivamente, em r(z) ∈ W.

Usando a retração r, definimos uma retração ρ : Y ∗ → π−1(W ) por

ρ([a1, u1], . . . , [ap, up]) = ([a1, u
′
1], . . . , [ap, u

′
p]), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, up]) ∈ Y ∗,

onde (u′1, . . . , u
′
p) = r(u1, . . . , up).

Temos que ρ assim definida é cont́ınua e de (i), (ii), (iii) e (iv), segue que ρ está

bem definida.

Usando os mesmos argumentos usados no Lema 3.3.1, podemos mostrar que σ′ =

σ|π−1(W ) gera uma Zp-ação livre sobre π−1(W ) e ρ é uma aplicação Zp-equivariante. Logo,

gen (Y ∗,Zp) ≤ gen (π−1(W ),Zp).

Sabemos que W é escrito como uma união de fechados de Z e fazendo os mesmos

cálculos feitos para o caso Y cone CW -complexo, obtemos que

dimπ−1(W ) ≤ p k − 1.

Pelo Teorema 2.4.2,

gen (π−1(W ),Zp) ≤ dimπ−1(W ) + 1 ≤ (p k − 1) + 1 = p k.

Portanto,

gen (Y ∗,Zp) ≤ gen (π−1(W ),Zp) ≤ p k,
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o que completa a prova do lema. ¥
Agora, suponha que f : X → Y não tenha pontos de Zp-coincidência. Assim, como

na prova do Teorema 3.3.1 (i), existe uma aplicação Zp-equivariante φ : X → Y ∗. Deste

modo, segue do Lema 3.3.1 (respectivamente do Lema 3.3.2), que

gen(X,Zp) ≤ gen(Y ∗,Zp) ≤ p k,

contradizendo o fato de gen(X,Zp) ≥ n + 1 = pk + 1. Isso completa a prova do Teorema

3.3.1 (ii). ¥
Demonstração : (Caso (iii) n < pk e gen(X,Zp) = n + 1). Neste caso, temos

que gen(X,Zp) = n + 1 ≤ pk e, segue do Teorema 2.4.1 que existe uma aplicação Zp-

equivariante F : X → Spk
Zp

. Por outro lado, segue de [39, Corollary 6.1] que existem um

Zp-espaço X ′, um cone CW-complexo Y de dimensão k e uma aplicação ϕ : X
′ → Y

sem pontos de Zp-coincidência. Mais ainda, existe uma aplicação Zp-equivariante E :

Spk
Zp
→ X ′ e, consequentemente, a aplicação f = ϕ ◦ E ◦ F : X → Y não possui pontos

de Zp-coincidência. Observamos que tal construção mostra que a hipótese n ≥ p k no

Teorema 3.3.1(i) e (ii) é a melhor condição para garantir a existência de pontos de Zp-

coincidência, quando consideramos qualquer Zp-espaço paracompacto Hausdorff X de

gen(X,Zp) = n + 1. Isso completa a prova do Teorema 3.3.1. ¥

Observação 3.3.4. Os espaços X ′ e Y e a aplicação cont́ınua ϕ : X → Y citados

na demonstração do Teorema 3.3.1(iii) foram constrúıdos inicialmente no artigo [21] de

Gonçalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov para o caso G = Zp. Recordemos aqui tal

construção.

Inicialmente, notemos que Map(Zp,R) = {η : Zp → R | η é cont́ınua} é homeomorfo

a Rp. Para ver isto, basta considerarmos a aplicação ξ : Map(Zp,R) → Rp dada por

ξ(h) = (h(e), h(g2), . . . , h(gp)), ∀ h ∈ Map(Zp,R) onde Zp = {g1 = e, g2, . . . , gp}, com e

elemento neutro de Zp.

Mais ainda, Zp atua sobre Rp pela permutação ćıclica das coordenadas. Consideremos

Rp como o espaço Map(Zp,R) e assim, Zp atua sobre Map(Zp,R) como segue:

θ : Zp×Map(Zp,R) → Map(Zp,R)

(gi, η) 7→ gi ·η; gi ·η(gj) := η(g−1
i gj), ∀ gi, gj ∈ Zp, ∀ η ∈ Map(Zp,R).

Seja Sp−2 = {(x1, . . . , xp) ∈ Rp | x1+. . .+xp = 0 e x2
1 . . .+. . .+x2

p = 1} a (p−2)-esfera.

Em termos de aplicações,
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Sp−2 = {η ∈Map(Zp,R) |
∑

g∈Zp

η(g) = 0 e
∑

g∈Zp

η2(g) = 1}.

Notemos que, Sp−2 é invariante sobre a ação θ, ou seja, θ(Zp × Sp−2) ⊆ Sp−2.

Consideremos ∆ = {(x1, . . . , xp) ∈ Rp | x1 = . . . = xp} a diagonal de Rp. Temos que,

Zp atua livremente sobre Rp − ∆ e ainda, Sp−2 ⊂ Rp − ∆. Assim, Zp atua livremente

sobre Sp−2.

Seja π : Sp−2 → R dada por π(x1, . . . , xp) = x1, ∀ (x1, . . . , xp) ∈ Sp−2. Ou, em termos

de aplicações, π(η) = η(e), ∀ η ∈ Sp−2. Então,

π(x1, . . . , xp) = π(g · (x1, . . . , xp)), ∀ (x1, . . . , xp) ∈ Sp−2, ∀ g ∈ Zp ⇔ (x1, . . . , xp) ∈
∆, o que é um absurdo pois Sp−2 ⊂ Rp −∆. Logo, π não tem ponto de Zp-coincidência.

Agora, seja T o CW -complexo 1-dimensional sobre o 2-plano que é a união do segmento

I1 = [−1, 1] do eixo x com o segmento I2 = [0, 1] do eixo y. Então, π(Sp−2) ⊂ I1.

Tomemos o espaço Xp−1 = Sp−2 ∗Zp, que é um CW -complexo de dimensão p− 1. Os

pontos de Xp−1 podem ser vistos como classes [η, g, t], onde η ∈ Sp−2, g ∈ Zp, t ∈ [0, 1].

Definimos a ação:

Zp × Xp−1 → Xp−1

(h, [η, g, t]) 7→ [hη, hg, t]

Observemos que esta ação é livre pois Zp atua livremente sobre Sp−2.

Definimos ψ : Xp−1 → T por

ψ([η, g, t]) =





tη(e) ∈ I1, g 6= e,

(2t− 1)η(e) ∈ I1, g = e, 1
2
≤ t ≤ 1,

1− 2t ∈ I2, g = e, 0 ≤ t ≤ 1
2
.

Temos que:

• ψ é cont́ınua;

• ψ não tem ponto de Zp-coincidência. De fato, a órbita de um ponto [η, e, t] consiste

dos pontos [gη, g, t], g ∈ Zp. Se ψ é constante sobre tal órbita e t ∈ [0, 1
2
] então, (2t −

1)η(e) = ψ([η, e, t]) = ψ([gη, g, t]) = tgη(e) = tη(g−1), ∀ g 6= e.

Assim, ψ([hη, h, t]) = ψ([gη, g, t]), ∀ g, h ∈ Zp, g 6= h ⇒ tη(h−1) = tη(g−1), ∀ g, h ∈
Zp−{e}, g 6= h ⇒ η(h) = η(g), ∀ g, h ∈ Zp−{e}, g 6= h. E ainda, temos que

∑

g∈Zp

η(g) =

0 e
∑

g∈Zp

η2(g) = 1, o que implica que (p − 1)η(g) + η(e) = 0 e (p − 1)η2(g) + η2(e) = 1.

Com isto, conclúımos que η(g) =
1√

p (p− 1)
e η(e) =

1− p√
p (p− 1)

ou η(g) =
−1√

p (p− 1)



Caṕıtulo 3. Teoremas de coincidências para aplicações de G-espaços livres 59

e η(e) =
p− 1√
p (p− 1)

.

Logo, (2t− 1)η(e) = tη(g), ∀ g 6= e e 1
2
≤ t ≤ 1 ⇒ t =

(2t− 1)η(e)

η(g)
= (2t− 1)(1−

p) ⇒ t = 2t − 2tp − 1 + p ⇒ t − 2tp = 1 − p ⇒ t =
1− p

1− 2p
=

p− 1

2p− 1
<

1

2
, o que é

uma contradição pois t ∈ [1
2
, 1].

Agora, se t ∈ [0, 1
2
) obtemos que ψ([η, e, t]) = 1 − 2t ∈ I2 − {(0, 0)} e ψ([gη, g, t]) =

tgη(e) = tη(g−1) ∈ I1. Nesse caso, ψ também não tem ponto de Zp-coincidência.

Portanto, ψ não tem ponto de Zp-coincidência.

Consideremos agora o join X ′ = Xp−1 ∗ . . . ∗ Xp−1 de k cópias de Xp−1. Temos que

X ′ é um CW -complexo (kp− 1)-dimensional.

Um ponto de X ′ pode ser escrito como [t1x1 + . . . + tkxk], com ti ≥ 0, i ∈ {1, . . . , k},
t1 + . . . + tk = 1 e G atua livremente sobre X ′ pela ação diagonal:

θ : Zp ×X ′ → X ′

(g, [t1x1 + . . . + tkxk]) 7→ [t1(g · x1) + . . . + tk(g · xk)]

Definimos ϕ : X ′ → Y = T k = T × . . .× T (k vezes) como sendo

ϕ([t1x1 + . . . + tkxk]) = (t1ψ(x1), . . . , tkψ(xk)), ∀ [t1x1 + . . . + tkxk] ∈ X ′.

Além de ϕ ser cont́ınua, notemos que ϕ só tem ponto de Zp-coincidência se ψ tiver

ponto de Zp-coincidência.

Portanto, ϕ não tem ponto de Zp-coincidência. Note que o espaço metrizável k-

dimensional Y = T k é um cone CW-complexo, pois T é um cone CW-complexo.

3.4 Teoremas de (H, G)-coincidências para aplicações

de G-espaços livres

Suponhamos que X e Y sejam espaços topológicos, G é um grupo finito que atua

livremente sobre X e f : X → Y é uma aplicação cont́ınua. Se H é um subgrupo de G,

então H atua à direita de cada órbita Gx de G como segue: se y ∈ Gx e y = gx, g ∈ G,

então hy = ghx.

Seguindo [19], [20] e [23], o conceito de G-coincidência é generalizado como segue:

Definição 3.4.1. Um ponto x ∈ X é um ponto de (H,G)-coincidência de f se f leva

cada órbita da ação de H sobre a G-órbita de x em um único ponto de Y . Denotaremos
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por A(f, H, G) o conjunto de todos os pontos de (H,G)-coincidência de f .

Observação 3.4.1. Se H é o subgrupo trivial, então todo ponto de X é um ponto de

(H, G)-coincidência. Se H = G, esta é a definição usual de G-coincidência. Se G = Zp,

com p primo, então o único subgrupo H de G não-trivial é H = Zp e assim, um ponto de

(H, G)-coincidência é um ponto de G-coincidência.

Inicialmente, desejamos encontrar condições sobre X, Y e G que garantam que toda

aplicação cont́ınua f : X → Y tenha um ponto de (H,G)-coincidência, com G grupo

finito e H ∼= Zp subgrupo de G, p primo. Neste sentido, nós provamos o seguinte:

Teorema 3.4.1. Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espaço X para-

compacto Hausdorff. Suponha que H ⊂ G seja um subgrupo normal ćıclico de ordem p,

com p primo, e gen (X, H) ≥ n + 1.

(i) Se n > |G|k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-coincidência.

(ii) Se n = |G|k e Y for um cone CW-complexo k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-coincidência.

Demonstração : (Caso (i) n > |G|k). Sejam s =
|G|
p

o número de classes laterais à

esquerda de G por H ∼= Zp e {a1, . . . , as} um conjunto de representantes destas classes

laterais.

Definimos F : X → Y s = Y × . . . × Y por F (x) = (f(a1x), . . . , f(asx)), ∀ x ∈ X.

Temos que, F está bem definida e é cont́ınua.

Mostremos agora que A(f,H, G) = A(F, H), onde

A(F,H) = {x ∈ X| F (x) = F (hx), ∀ h ∈ H}

é o conjunto das H-coincidências de F .

Para isto, seja x ∈ A(f, H, G). Então, f colapsa cada órbita determinada pela ação de

H sobre aix num único ponto, i = 1, . . . , s. Se h ∈ H,

F (hx) = (f(a1hx), . . . , f(aihx), . . . , f(ashx)).

Como H é normal em G, aihx = h̃aix, para algum h̃ ∈ H. Assim, aix e aihx per-

tencem a mesma H-órbita e f(aix) = f(aihx), ∀ i = 1, . . . , s, o que implica que F (x) =

F (hx), ∀ h ∈ H. Logo, x ∈ A(F, H).
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Por outro lado, seja x ∈ A(F,H). Então, F (x) = F (hx), ∀ h ∈ H. Assim, f(aix) =

f(aihx), ∀ h ∈ H, ∀ i = 1, . . . , s. Mas, pela definição da ação à direita de H sobre cada

órbita Gx, aihx = haix, ∀ h ∈ H, ∀ i = 1, . . . , s. Então, para ∀ h ∈ H e ∀ i = 1, . . . , s,

aix e aihx estão na mesma H-órbita e são colapsados pela f num único ponto. Portanto,

x ∈ A(f,H, G).

Deste modo, mostramos que A(f, H, G) = A(F,H).

Agora, como dimY s = s · k e por hipótese n > |G|k = p · (s · k), segue do Teorema

3.3.1(i), que F tem um ponto de Zp-coincidência, ou seja, A(F, H) 6= ∅. Deste modo,

A(f, H, G) 6= ∅ e, portanto, f tem um ponto de (H,G)-coincidência.

(Caso (ii) n = |G|k). Como no caso (i) mostramos de maneira análoga que A(f, H,G)

= A(F, H). Além disso, Y s é um cone CW-complexo de dimensão s · k e, do Teorema

3.3.1(ii), conclúımos que F tem um ponto de Zp-coincidência e, portanto, A(f, H,G) 6= ∅.
¥

Observação 3.4.2. No caso n < |G|k e gen (X,H) = n + 1, o Teorema 3.4.1 não vale e

para ver isto, basta considerarmos o Teorema 3.3.1(iii), onde G = H = Zp.

Agora, queremos encontrar condições sobre X, Y e G que garantam que toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tenha um ponto de (H, G)-coincidência, com G grupo finito e para

algum subgrupo não-trivial H ⊂ G. Neste sentido, nós provamos o seguinte

Teorema 3.4.2. Sejam G um grupo finito, X um G-espaço livre paracompacto Hausdorff,

com gen (X,G) ≥ n + 1 e k um número natural.

(i) Se n > |G|k e Y for um espaço metrizável k-dimensional, então toda aplicação

cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H, G)-coincidência para algum subgrupo não-

trivial H ⊂ G.

(ii) Se n = |G|k e Y for um cone (ou supensão) CW-complexo k-dimensional, então

toda aplicação cont́ınua f : X → Y tem um ponto de (H,G)-coincidência, para algum

subgrupo não-trivial H ⊂ G.

(iii) Se n < |G|k e gen (X, G) = n + 1, então existem Y cone CW-complexo k-

dimensional e aplicação cont́ınua f : X → Y tal que f não tem ponto de G-coincidência.

Em particular, se G = H = Zp, f não tem ponto de (H, G)-coincidência.

Antes de apresentarmos a demonstração do Teorema 3.4.2, faremos algumas conside-

rações sobre o resultado:
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Observação 3.4.3. O Teorema 3.4.2 é uma generalização natural do Teorema 3.4.1,

pois no caso particular onde G = H ∼= Zp, detectar pontos de (H, G)-coincidência com

H subgrupo não trivial de G é equivalente a detectar pontos de G-coincidência (vide

Observação 3.4.1). Dessa forma, a demonstração do Teorema 3.4.2 segue a mesma linha

da demonstração do Teorema 3.4.1. Observamos que a sutil e principal diferença é a forma

de determinar uma G-ação sobre o produto cartesiano de |G|-cópias de um determinado

espaço usando permutações que estão associadas a multiplicação interna dos elementos

de G. Este conceito foi definido inicialmente em [20] e, generaliza o conceito de Zp-ação

sobre o produto cartesiano de p-cópias de um determinado espaço usando a permutação

ćıclica das coordenadas.

Observação 3.4.4. O Teorema 3.4.2 generaliza parcialmente o Teorema 3.3.2, resultado

principal provado por Gonçalves, Jaworowski, Pergher e Volovikov em [21], para o caso

n > |G|k conforme Observação 3.3.2.

No entanto, como mostra o Exemplo 3.3.1, no caso n = |G|k o Teorema 3.4.2(ii) não

pode ser estendido para a classe mais ampla dos CW-complexos Y de dimensão k.

Observação 3.4.5. Utilizando o Teorema 2.3.2 que afirma que se X é um G-espaço livre

paracompacto Hausdorff então, gen (X,G) = n+1 se, e somente se, col (X, G) = n+ |G|,
conclúımos que o Teorema 3.4.2 generaliza o Teorema 3.3.3, resultado principal provado

por Aarts, Fokkink e Vermeer em [2].

Observação 3.4.6. Segue do Teorema 3.4.2 (iii) que a hipótese n ≥ |G|k no Teorema

3.4.2(i) e (ii), tem a seguinte propriedade: É a melhor condição para se garantir a exis-

tência de (H, G)-coincidências se todos os grupos finitos G são considerados.

3.4.1 Demonstração do Teorema 3.4.2

Demonstração : (Caso (i) n > |G|k). Suponhamos que |G| = r e seja G = {g1, . . . , gr}
uma enumeração para os elementos de G.

Consideremos a aplicação G×Y r → Y r dada por (g, (y1, . . . , yr)) 7→ (yσg(1), . . . , yσg(r)),

onde a permutação σg é definida por σg(i) = j, e j é tal que gig = gj. Esta aplicação é

uma G-ação à esquerda de Y r.

Para um subgrupo H ⊂ G, sejam (Y r)H = {z ∈ Y r| h · z = z, ∀ h ∈ H} o conjunto

dos pontos fixos de H e F =
⋃
H

(Y r)H , onde H é qualquer subgrupo não-trivial de G.
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Seja Y ∗∗ = Y r − F. Temos que G atua livremente sobre Y ∗∗ e Y ∗∗ é um espaço

metrizável (pois é subespaço de Y r).

Como X é um espaço com uma G-ação então uma aplicação f : X → Y induz uma

aplicação G-equivariante φ : X → Y r dada por φ(x) = (f(g1x), . . . , f(grx)), ∀ x ∈ X.

De fato,

φ(gx) = (f(g1gx), . . . , f(grgx))

= (f(gσg(1)x), . . . , f(gσg(r)x)).

Por outro lado, gφ(x) = g(f(g1x), . . . , f(grx)) = g(y1, . . . , yr), onde yi = f(gix).

Assim,

gφ(x) = (yσg(1), . . . , yσg(r))

= (f(gσg(1)x), . . . , f(gσg(r)x))

= φ(gx).

Suponhamos que f : X → Y não tenha pontos de (H,G)-coincidência. Assim, φ(X) ⊂
Y ∗∗ e temos φ : X → Y ∗∗ uma aplicação G-equivariante.

Logo, da Proposição 2.3.1, vem que gen (X, G) ≤ gen (Y ∗∗, G).

Pelo Teorema 2.4.2, temos que

gen (Y ∗∗, G) ≤ dimY ∗∗ + 1 ≤ |G|k + 1. (3.2)

Consequentemente, como n > |G|k, gen (X, G) ≤ |G|k+1 < n+1, o que é um absurdo

pois gen (X,G) ≥ n + 1. ¥

Observação 3.4.7. No caso n = |G|k, o Teorema 3.4.2(i) é válido quando Y for um cone

(ou suspensão) CW-complexo k-dimensional (Lemas 3.4.1 e 3.4.2), e a prova deste caso

será feita usando a mesma estratégia já utilizada no caso H = G = Zp (Lemas 3.3.1 e

3.3.2), ou seja, vamos diminuir o majorante da equação (3.2) em uma unidade.

Demonstração : (Caso (ii) n = |G|k). Seja Y um cone CW-complexo k-dimensional,

ou seja, Y = CA =
A× [0, 1]

∼
, onde A é um CW -complexo de dimensão k − 1.

Tome Y ∗∗ = Y r − F, onde F =
⋃
H

(Y r)H e H é qualquer subgrupo não-trivial de G.

Vamos chamar de α a G-ação livre sobre Y ∗∗ dada na prova do Teorema 3.4.2(i). Usando

coordenadas, a G-ação α é dada por
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α([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = ([aσg(1), uσg(1)], . . . , [aσg(r), uσg(r)]), (3.3)

∀ a1, . . . , ar ∈ A e ∀ u1, . . . , ur ∈ [0, 1], onde a permutação σg é definida por σg(i) = j, e

j é tal que gig = gj.

Lema 3.4.1. gen (Y ∗∗, G) ≤ |G| k.

Demonstração : Sejam Z = [0, 1]× . . .× [0, 1] \ {(1, . . . , 1)} e s : Z → Z dada por

s(u1, . . . , ur) = (uσg(1), . . . , uσg(r)), ∀ (u1, . . . , ur) ∈ Z.

A projeção π : Y ∗∗ → Z dada por

π([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = (u1, . . . , ur), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, ur]) ∈ Y ∗∗,

está bem definida, é cont́ınua e s ◦ π = π ◦ α. De fato, ∀ ([a1, u1], . . . , [ar, ur]) ∈ Y ∗∗,

(s ◦ π)([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = s(u1, . . . , ur)

= (uσg(1), . . . , uσg(r))

= π([aσg(1), uσg(1)], . . . , [aσg(r), uσg(r)])

= (π ◦ α)([a1, u1], . . . , [ar, ur]).

Assim, s ◦ π = π ◦ α.

Seja W o seguinte subconjunto de Z :

{2
3
}× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1] ∪ [2

3
, 1]×{2

3
}× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]×{2

3
}

(r parcelas)
⋃ {1}× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ {1}× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪

{1} × [2
3
, 1] × . . . × [2

3
, 1] × [0, 2

3
] ((r − 1) parcelas)

⋃
[0, 2

3
] × {1} × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪

[2
3
, 1] × {1} × [0, 2

3
] × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1] × {1} × [2

3
, 1] × . . . × [2

3
, 1] × [0, 2

3
]

((r− 1) parcelas)
⋃

. . .
⋃

[0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1]× {1} ∪ [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .×

[0, 1]× {1} ∪ . . . ∪ [2
3
, 1]× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× {1} ((r − 1) parcelas).

Assim, W é a união de r2 = r + r (r − 1) subconjuntos fechados de Z.

Definimos uma retração γ : Z → W como segue:

• No canto superior de Z, a retração γ é a projeção central sobre W com centro de

projeção (1, 1, . . . , 1);

• Na parte inferior de Z, a retração γ é a projeção sobre W paralela a diagonal

principal de Z ({(z, z, . . . , z) | z ∈ [0, 1]}).
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Usando a retração γ, definimos uma retração ρ : Y ∗∗ → π−1(W ) por

ρ([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = ([a1, u
′
1], . . . , [ar, u

′
r]), ∀ ([a1, u1], . . . , [ar, ur]) ∈ Y ∗∗,

onde (u′1, . . . , u
′
r) = γ(u1, . . . , ur).

Temos que ρ é cont́ınua e de usando argumento análogo ao do Lema 3.3.1, segue que

ρ está bem definida e s ◦ γ = γ ◦ s.

Consideremos α′ = α|π−1(W ). Temos que α(π−1(W )) ⊆ π−1(W ) e α′ gera uma G-ação

livre sobre π−1(W ).

Afirmação: ρ : (Y ∗∗, α) → (π−1(W ), α′) é uma aplicação G-equivariante. De fato,

(α′ ◦ ρ)([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = α′([a1, u
′
1], . . . , [ar, u

′
r])

= ([aσg(1), u
′
σg(1)], . . . , [aσg(r), u

′
σg(r)]),

onde (u′1, . . . , u
′
r) = γ(u1, . . . , ur).

Por outro lado,

(ρ ◦ α)([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = ρ([aσg(1), uσg(1)], . . . , [aσg(r), uσg(r)])

= ([aσg(1), ũσg(1)], . . . , [aσg(r), ũσg(r)]),

onde (ũσg(1), . . . , ũσg(r)) = γ(uσg(1), . . . , uσg(r)).

Observemos que, para algum l ∈ {1, . . . , r}, gl = e (e é o elemento neutro de G).

Assim,

sl(u1, . . . , ur) = sl−1(uσg(1), . . . , uσg(r))

= sl−2(uσg2(1), . . . , uσg2 (r))

...

= s(uσ
gl−1 (1), . . . , uσ

gl−1 (r))

= (uσ
gl (1), . . . , uσ

gl (r))

σ
gl=Id
= (u1, . . . , ur).

Agora,

sl−1(ũσg(1), . . . , ũσg(r)) = sl−2(ũσg2 (1), . . . , ũσg2 (r))

...

= (ũσ
gl (1), . . . , ũσ

gl (r))

σ
gl=Id
= (ũ1, . . . , ũr)
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e

sl−1(γ(uσg(1), . . . , uσg(r)))
sl−1◦γ=γ◦sl−1

= γ(sl−1(uσg(1), . . . , uσg(r)))

= γ(u1, . . . , ur).

Então, temos que (ũ1, . . . , ũr) = γ(u1, . . . , ur) e assim, (ũ1, . . . , ũp) = (u′1, . . . , u
′
p).

Logo, s(ũ1, . . . , ũr) = s(u′1, . . . , u
′
r) e dáı, (ũσg(1), . . . , ũσg(r)) = (u′σg(1), . . . , u

′
σg(r)).

Portanto, ρ é uma aplicação G-equivariante e, deste modo, conclúımos que

gen (Y ∗∗, G) ≤ gen (π−1(W ), G).

De modo análogo à prova do Lema 3.3.1, podemos mostrar que dimπ−1(W ) ≤ |G|k−1.

Pelo Teorema 2.4.2,

gen (π−1(W ), G) ≤ dimπ−1(W ) + 1 ≤ (|G| k − 1) + 1 = |G| k.

Portanto, gen (Y ∗∗, G) ≤ gen (π−1(W ), G) ≤ |G| k, o que completa a prova do lema. ¥

Agora, mostremos que o Lema 3.4.1 também é válido quando o espaço k-dimensional Y

é uma suspensão de um CW -complexo (k−1)-dimensional A, isto é, Y = SA =
A× [0, 1]

∼
,

com A CW -complexo de dimensão k − 1.

Sejam Y ∗∗ = Y r−F e α a G-ação livre sobre Y ∗∗ dada pela equação (3.3). Neste caso

temos o seguinte:

Lema 3.4.2. gen (Y ∗∗, G) ≤ |G| k.

Demonstração : Sejam Z = [0, 1] × . . . × [0, 1] \ {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)} e s : Z → Z

dada por s : Z → Z dada por

s(u1, . . . , ur) = (uσg(1), . . . , uσg(r)), ∀ (u1, . . . , ur) ∈ Z.

Como no Lema 3.4.1, tomemos o subconjunto W de Z e definimos a aplicação projeção

π : Y ∗∗ → Z dada por

π([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = (u1, . . . , ur), ∀ ([a1, u1], . . . , [ap, ur]) ∈ Y ∗∗.

Aqui, também temos que π está bem definida, é cont́ınua e s ◦ π = π ◦ α.

Definimos uma retração η : Z → W como segue:
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• No canto superior de Z, a retração η é a projeção central sobre W com centro de

projeção (1, 1, . . . , 1);

• Na parte inferior de Z, a retração η é a projeção central sobre W com centro de

projeção (0, 0, . . . , 0).

Notemos que,

(i) • η({1} × [0, 1) × [0, 1] × . . . × [0, 1]) ⊂ {1} × [0, 2
3
] × [0, 1] × . . . × [0, 1] ∪ {1} ×

[2
3
, 1]× [0, 2

3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

• η([0, 1]×{1}× [0, 1)× . . .× [0, 1]) ⊂ [0, 2
3
]×{1}× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ [2

3
, 1]×{1}×

[0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1] ∪ . . . ∪ [2

3
, 1]× {1} × [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
];

...

• η([0, 1)× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1}) ⊂ [0, 2
3
]× [0, 1]× . . .× [0, 1]×{1} ∪ [2

3
, 1]× [0, 2

3
]×

[0, 1]× . . .× [0, 1]× {1} ∪ . . . ∪ [2
3
, 1]× [2

3
, 1]× . . .× [2

3
, 1]× [0, 2

3
]× {1}.

(ii) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ r − 1 coordenadas iguais a 1. Temos duas

possibilidades:

• z ∈ W : então η(z) = z, ou seja, η(z) terá todas as coordenadas iguais as coordenadas

de z.

• z ∈ Z −W : então z pertencerá a parte superior de Z e podemos supor, sem perda

de generalidade, que z = (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xr), 0 < xn+1, . . . , xr < 1. Assim,

η(z) = (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xr) + λ · −−−−−−−→z(1, . . . , 1)

= (1, . . . , 1, xn+1, . . . , xr) + λ · (1− 1, . . . , 1− 1, xn+1 − 1, . . . , xr − 1)

= (1, 1, . . . , 1, xn+1 + λ · (xn+1 − 1), . . . , xr + λ · (xr − 1)) ∩ W,

ou seja, as coordenadas em z que são iguais a 1 continuam sendo iguais a 1 em η(z) ∈ W.

(iii) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ r−1 coordenadas iguais a 0 e as outras r−n

coordenadas estão entre 0 e 1.

Se z ∈ Z − W então z está na parte inferior de Z e podemos supor, sem perda de

generalidade, que z = (0, . . . , 0, xn+1, xn+2, . . . , xr), 0 < xn+1, . . . , xr < 1. Assim,

η(z) = (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xr) + λ · −−−−−−−→z(0, . . . , 0)

= (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xr) + λ · (0− 0, . . . , 0− 0, xn+1 − 0, . . . , xr − 0)

= (0, 0, . . . , 0, xn+1 + λ · xn+1, . . . , xr + λ · xr) ∩ W,

ou seja, as coordenadas em z que são iguais a 0 continuam sendo iguais a 0 em η(z) ∈ W.
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(iv) Seja z ∈ Z tal que z tenha 1 < n ≤ r − 1 coordenadas iguais a 0, 1 < m ≤ r − 1

coordenadas iguais a 1 e as outras r−(n+m) coordenadas estão entre 0 e 1. Então, z ∈ W

e deste modo, η(z) = z. Logo, as coordenadas de z que eram iguais a 0 e 1 continuam

sendo iguais a 0 e 1, respectivamente, em η(z) ∈ W.

Usando a retração η, definimos uma retração ρ : Y ∗∗ → π−1(W ) por

ρ([a1, u1], . . . , [ar, ur]) = ([a1, u
′
1], . . . , [ar, u

′
r]), ∀ ([a1, u1], . . . , [ar, ur]) ∈ Y ∗∗,

onde (u′1, . . . , u
′
r) = η(u1, . . . , ur).

Temos que ρ assim definida é cont́ınua e usando os mesmos argumentos utilizados na

prova do Lema 3.3.2, ρ está bem definida e s ◦ η = η ◦ s.

Consideremos α′ = α|π−1(W ). Temos que α(π−1(W )) ⊆ π−1(W ) e α′ gera uma G-ação

livre sobre π−1(W ).

Novamente, por argumentos análogos aos da prova do Lema 3.4.1, podemos mostrar

que ρ é uma aplicação G-equivariante. Logo, gen (Y ∗∗, G) ≤ gen (π−1(W ), G).

Sabemos que W é escrito como uma união de fechados de Z e de maneira análoga ao

caso Y cone CW -complexo, obtemos que dimπ−1(W ) ≤ |G| k − 1.

Pelo Teorema 2.4.2,

gen (π−1(W ), G) ≤ dimπ−1(W ) + 1 ≤ (|G| k − 1) + 1 = |G| k.

Portanto, gen (Y ∗∗, G) ≤ gen (π−1(W ), G) ≤ |G| k, o que completa a prova do lema.

¥
Agora, suponha que f : X → Y não tenha pontos de (H, G)-coincidência. Assim,

como na prova do Teorema 3.4.2 (i), existe uma aplicação G-equivariante φ : X → Y ∗∗.

Deste modo, segue do Lema 3.4.1 (respectivamente do Lema 3.4.2), que

gen(X, G) ≤ gen(Y ∗∗) ≤ |G| k,

contradizendo o fato de gen(X,G) ≥ n+1 = |G| k+1. Isso completa a prova do Teorema

3.4.2 (ii). ¥
Demonstração : (Caso (iii) n < |G|k e gen(X, G) = n + 1). Neste caso, temos

que gen(X, G) = n + 1 ≤ |G|k e, segue do Teorema 2.4.1 que existe uma aplicação G-

equivariante F : X → S
|G|k
G . Por outro lado, segue de [39, Corollary 6.1] que existem um

G-espaço X ′, um cone CW -complexo Y de dimensão k e uma aplicação ψk : X
′ → Y sem

pontos de G-coincidência. Mais ainda, existe uma aplicação G-equivariante E : S
|G|k
G →
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X ′ e, consequentemente, a aplicação f : ψk ◦ E ◦ F : X → Y não possui pontos de

G-coincidência.

Além disto, no caso particular G = H = Zp temos que f não tem ponto de G-

coincidência e, desde que Zp não possui subgrupos próprios não triviais, segue da Obser-

vação 3.4.1 que f não tem ponto de (H, G)-coincidência, o que completa a prova do

Teorema 3.4.2 (iii) ¥



CAṔITULO 4

O Teorema de Borsuk-Ulam para ações de um grupo compacto de

Lie

4.1 Introdução

Resultados sobre a existência de aplicações G-equivariante tem importantes consequên-

cias. Por exemplo, o Teorema Clássico de Borsuk-Ulam afirma que toda aplicação cont́ınua

de uma esfera n-dimensional em um espaço euclidiano n-dimensional possui um par de

pontos antipodais em Sn que assumem o mesmo valor em Rn, o que é equivalente a afirmar

que não existe aplicação Z2-equivariante de Sn em Sn−1, onde Z2 atua sobre a esfera pela

involução antipodal.

Para provar que um espaço não pode ser mergulhado em outro é suficiente mostrar a

não existência de uma aplicação equivariante entre seus produtos deletados considerados

com a ação natural de uma involução livre, ou podemos considerar, de modo geral, outros

espaços de configurações relacionados com os espaços em questão e dotados de ações

de grupos apropriados. Um exemplo de tal fato é o conhecido Teorema de van Kampen-

Flores, provado em [41] por Volovikov, o qual diz que o k-esqueleto de um (2k+2)-simplexo

não pode ser mergulhado em R2k.

Sejam R um PID e X um G-espaço livre. Denotemos por βi(X; R) o i-ésimo número

de Betti de X.

70
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Em [7, 12], Biasi e Mattos provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Sejam G um grupo compacto de Lie e X, Y G-espaços livres, conexos

por caminhos, paracompactos e Hausdorff. Suponhamos que para algum natural m ≥ 1,

Hq(X; R) = 0, para 0 < q < m e que Hm+1(Y/G; R) = 0, onde Y/G é o espaço de órbitas

de Y por G. Então, se βm(X; R) < βm+1(BG; R), não existe aplicação G-equivariante

f : X → Y .

Nosso objetivo, neste caṕıtulo, é generalizar este resultado usando o ı́ndice definido

por Volovikov (Definição 1.6.3). Especificamente, nós provamos o seguinte:

Teorema 4.1.2. Sejam G um grupo compacto de Lie e X, Y G-espaços livres, para-

compactos Hausdorff e conexos por caminhos. Suponha que para algum natural m ≥ 1,

i(X) ≥ m + 1 e Hm+1(Y/G; R) = 0. Então, se βm(X; R) < βm+1(BG; R), não existe

aplicação G-equivariante f : X → Y .

Observação 4.1.1. Observemos que, de acordo com a Proposição 1.6.2(i), se H i(X; R) =

0, para 0 < i < m, então i(X) ≥ m + 1 e isto mostra que o Teorema 4.1.2 generaliza

o Teorema 4.1.1 provado por Biasi e Mattos. Notemos ainda que, no Exemplo 1.6.1, o

espaço X = P q
2 (K) é tal que i(X) = q(s − 1) + 1 e por [39, p.918], Hs−1(X) 6= 0, o que

mostra que existe um espaço X que satisfaz a hipótese i(X) ≥ m + 1 do Teorema 4.1.2 e

não satisfaz a hipótese Hq(X; R) = 0, para 0 < q < m do Teorema 4.1.1.

Se Y é uma variedade topológica conexa com ação livre de um grupo compacto de

Lie G, então dim (Y/G) = dimY − dimG ([9, Cap.IV, Seção 3, Teorema 3.8]). Assim,

se dimG ≥ 1, dim (Y/G) < dim Y. Neste sentido, temos o seguinte corolário do Teorema

4.1.2.

Corolário 4.1.1. Consideremos G um grupo compacto de Lie de dimensão p. Sejam X

um G-espaço livre, conexo por caminhos, paracompacto e Hausdorff, tal que i(X) ≥ m+1

e Y uma variedade topológica (m + p)-dimensional conexa por caminhos com uma ação

livre de G. Se βm(X; R) < βm+1(BG; R), então não existe aplicação G-equivariante

f : X → Y .

Demonstração : Como Y é uma (m+ p)-dimensional variedade topológica conexa com

uma ação livre de G, então dim (Y/G) = (m+p)−p = m. Portanto, Hm+1(Y/G; R) = 0.

Segue do Teorema 4.1.2, que não existe aplicação G-equivariante f : X → Y . ¥
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Exemplo 4.1.1. Sejam G = S1 × S1, X = S5 × S5 e Y = S3 × S3, os quais admitem

ações livres de G. Temos que Hq(X;Z) = 0, for 0 < q < m = 5 e, pela Proposição

1.6.2, i(X) ≥ 5 + 1. Além disso, H6(Y/G;Z) = 0, pois dim(Y/G) = 4, e B(S1 × S1) =

CP∞×CP∞, o que implica que β5(X;Z) = 2 < β6(BG;Z) = 4. Segue do Corolário 4.1.1

que não existe aplicação G-equivariante f : X → Y .

4.2 Demonstração do Teorema 4.1.2

A prova do Teorema 4.1.2 seguirá dos Lemas 4.2.1 e 4.2.2, que demonstraremos a

seguir.

Lema 4.2.1. Sejam R um PID, G um grupo compacto de Lie e X um G-espaço livre

paracompacto Hausdorff e conexo por caminhos. Suponha que para algum natural m ≥ 1,

i(X) ≥ m + 1. Então, existe a seguinte sequência exata com coeficientes em R,

E0, m
m+1 → Hm+1(BG; R)

p∗X→ Hm+1(XG; R).

Demonstração : Dada a fibração pX : XG = EG×G X → BG, com fibra X, segue do

Teorema 1.4.1, que existe uma sequência espectral do primeiro quadrante {E∗, ∗
r , dr}, com

Ep, q
2 = Hp(BG;Hq(X)), a cohomologia de BG com coeficientes locais na cohomologia de

X, a fibra de p e convergindo para H∗(XG; R).

Como X é conexo por caminhos, temos que o sistema de coeficientes locais H0(X)

sobre BG é trivial. Assim,

Ep, 0
2 = Hp(BG;H0(X)) ∼= Hp(BG; H0(X)) ∼= Hp(BG; R), ∀ p. (4.1)

De i(X) ≥ m + 1, temos que Ep, 0
2

∼= Ep, 0
3

∼= . . . ∼= Ep, 0
m+1, ∀ p.

Notemos que Hm+1(BG; R) = Em+1, 0
2 = Em+1, 0

3 = . . . = Em+1, 0
m+1 , pois de (4.1), temos

que Em+1, 0
2

∼= Hm+1(BG; R).

Agora, consideremos a sequência exata:

0 → Ker dr → E0, r−1
r

dr−→ Er, 0
r → Er, 0

r

Imdr

→ 0,

onde Im(dr : E0, r−1
r → Er, 0

r ). Mostremos que,

Ker dr = E0, r−1
∞ e

Er, 0
r

Im dr

= Er, 0
∞ .
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De fato, segue da definição de sequência espectral que

E0, r−1
r+1

∼= Ker (dr : E0, r−1
r → Er, 0

r )

Im (dr : E−r, 2r−2
r → E0, r−1

r )

Como −r < 0 temos que Im (dr : E−r, 2r−2
r → E0, r−1

r ) = 0. Deste modo,

E0, r−1
r+1 = Ker (dr : E0, r−1

r → Er, 0
r ). (4.2)

Temos ainda que,

E0, r−1
r+2

∼= Ker (dr+1 : E0, r−1
r+1 → Er+1,−1

r+1 )

Im (dr+1 : E−r−1, 2r−1
r+1 → E0, r−1

r+1 )

e desde que Er+1,−1
r+1 = 0, pois a sequência E∗, ∗

2 é do primeiro quadrante, segue que

Ker (dr+1 : E0, r−1
r+1 → Er+1,−1

r+1 ). Por outro lado, −r − 1 < 0 e assim, Im (dr+1 :

E−r−1, 2r−1
r+1 → E0, r−1

r+1 ) = 0. Portanto,

E0, r−1
r+2

∼= E0, r−1
r+1 .

Mais geralmente, para todo k ≥ 2,

E0, r−1
r+k

∼= Ker (dr+k−1 : E0, r−1
r+k−1 → Er+k−1,−k+1

r+k−1 )

Im (dr+k−1 : E
−r−k+1, 2(r−1)+k−1
r+k−1 → E0, r−1

r+k−1)

Desde que k ≥ 2, −k + 1 < 0, assim Er+k−1,−k+1
r+k−1 = 0 e, consequentemente,

Ker (dr+k−1) = E0, r−1
r+k−1. Além disso, −r − k + 1 < 0 e temos que Im (dr+k−1) = 0.

Assim, para todo k ≥ 2,

E0, r−1
r+k

∼= E0, r−1
r+k−1. (4.3)

Observe que os diferenciais,

dr+k−1 : E0,r−1
r+k−1 → Er+k−1,−k+1

r+k−1 e

dr+k−1 : E
−r−k+1,2(r−1)+k−1
r+k−1 → E0,r−1

r+k−1,

se anulam para todo k ≥ 2 e a sequência colapsa em N = r + 1.

Assim, combinando (4.2) e (4.3), conclúımos que

Ker dr
∼= E0, r−1

r+1
∼= E0, r−1

r+2
∼= . . . ∼= E0, r−1

r+k−1
∼= E0, r−1

r+k
∼= . . . ∼= E0, r−1

∞ .

Mostremos agora que
Er, 0

r

Im dr

= Er, 0
∞ . Temos que,
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Er, 0
r+1 =

Ker (dr : Er, 0
r → E2r,−r+1

r )

Im (dr : E0, r−1
r → Er, 0

r )

Como anteriormente E2r,−r+1
r = 0, pois −r + 1 < 0.

Logo, Ker (dr : Er, 0
r → E2r,−r+1

r ) = Er, 0
r e portanto,

Er, 0
r+1 =

Er, 0
r

Im (dr : E0, r−1
r → Er, 0

r )
.

Para todo k ≥ 2, note que:

Er, 0
r+k =

Ker (dr+k−1 : Er, 0
r+k−1 → E2r+k−1,−r−k+2

r )

Im (dr+k−1 : E−k+1, r+k−2
r+k−1 → Er, 0

r+k−1)

e, desde que, −r − k + 2 < 0, E2r+k−1,−r−k+2
r+k−1 = 0, o que implica que

Ker (dr+k−1 : Er, 0
r+k−1 → E2r+k−1,−r−k+2

r+k−1 ) = Er, 0
r+k−1.

Da mesma forma, conclúımos que Im (dr+k−1 : E−k+1, r+k−2
r+k−1 → Er, 0

r+k−1) é nula, pois

−k + 1 < 0. Consequentemente,

Er, 0
r

Imdr

∼= Er, 0
r+1

∼= . . . ∼= Er, 0
r+k−1

∼= Er, 0
r+k

∼= . . . ∼= Er, 0
∞ .

Assim, obtemos a sequência,

0 → E0, r−1
∞ → E0, r−1

r
dr−→ Er, 0

r → Er, 0
∞ → 0 (4.4)

Agora, mostremos que existe uma injeção natural,

0 → Em+1, 0
∞ ↪→ Hm+1(XG; R). (4.5)

Para isto, consideremos a seguinte filtração decrescente de Hr(XG; R),

0 = F r+1(Hr(XG)) ⊂ F r(Hr(XG)) ⊂ . . . ⊂ F 1(Hr(XG)) ⊂ F 0(Hr(XG)) = Hr(XG; R).

Desde que a sequência espectral {E∗, ∗
r ; dr} converge para o R-módulo graduado

H∗(XG; R), temos que

Ep, q
∞ ∼= Ep, q

0 (H∗(XG)) = F p(Hp+q(XG))/F p+1(Hp+q(XG)),

onde E∗, ∗
∞ é o termo limite da sequência espectral e E∗, ∗

0 (Hr(XG)) é o módulo bigraduado

associado.

Como F r+1(Hr(XG)) = {0}, segue que



Caṕıtulo 4. O Teorema de Borsuk-Ulam para ações de um grupo compacto de Lie 75

Er, 0
∞ ∼= F r(Hr(XG))/F r+1(Hr(XG)) ∼= F r(Hr(XG)) ⊂ Hr(XG; R),

para qualquer r, o que prova (4.5).

Agora, fazendo r = m + 1 e juntando (4.4) e (4.5) obtemos a exatidão no seguinte

pedaço de sequência:

E0, m
m+1

dm+1−→ Em+1, 0
m+1 → Hm+1(XG; R), (4.6)

onde dm+1 é o diferencial. Mas, note que Hm+1(BG; R) = Em+1, 0
m+1 . Consequentemente, da

sequência (4.6), obtemos a sequência desejada,

E0, m
m+1 → Hm+1(BG; R)

p∗X→ Hm+1(XG; R).

¥

Lema 4.2.2. Seja X um G-espaço livre, paracompacto Hausdorff e conexo por caminhos.

Suponha que para algum natural m ≥ 1, i(X) ≥ m + 1 e que βm(X; R) < βm+1(BG; R).

Então, o homomorfismo h∗ : Hm+1(BG; R) → Hm+1(X/G; R) é não-trivial, onde h :

X/G → BG é a aplicação classificante para o G-fibrado principal X → X/G.

Demonstração : Sejam EG → BG o G-fibrado universal e h : X/G → BG uma

aplicação classificante para o G-fibrado principal X → X/G.

Consideremos pX : XG → BG a fibração de Borel associado ao G-espaço X, onde XG

é o espaço de Borel.

Temos que a aplicação XG → X/G é uma equivalência de homotopia. Seja r : X/G →
XG a sua inversa homotópica.

Então, pX ◦ r : X/G → BG também classifica o G-fibrado principal X → X/G e

segue que pX ◦ r é homotópica a h. Como r∗ : Hm+1(XG; R) → Hm+1(X/G; R) é um

isomorfismo, é suficiente provar que p∗X : Hm+1(BG; R) → Hm+1(XG; R) é não-trivial.

Pelo Lema 4.2.1, temos a seguinte sequência exata:

E0, m
m+1

dm+1−→ Hm+1(BG; R)
p∗X−→ Hm+1(XG; R). (4.7)

Suponhamos que p∗X : Hm+1(BG; R) → Hm+1(XG; R) seja o homomorfismo nulo. De

(4.7), segue que a aplicação dm+1 : E0, m
m+1 → Hm+1(BG; R) é sobrejetora, o que implica

que

rank (E0, m
m+1) ≥ rank (Hm+1(BG; R)) = βm+1(BG; R). (4.8)
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Por outro lado, observemos que

E0, m
m+1

∼= Ker (dm : E0, m
m → Em, 1

m )

Im (dm : E−m, 2m−1
m → E0, m

m )

−m<0∼= Ker (dm : E0, m
m → Em, 1

m ) que é submódulo

de E0, m
m

∼= Ker (dm−1 : E0, m
m−1 → Em−1, 2

m−1 )

Im (dm−1 : E−m+1, 2m−2
m−1 → E0, m

m−1)

−m+1<0∼= Ker (dm−1 : E0, m
m−1 → Em−1, 2

m−1 )

que é submódulo de E0, m
m−1 e assim, sucessivamente, teremos que E0, m

m+1 é isomorfo a um

submódulo de E0, m
2

∼= H0(BG;Hm(X)).

Mas H0(BG;Hm(X)) é isomorfo a um submódulo de Hm(X; R) (para detalhes, ver

[43, Teorema 3.2]). Logo, E0, m
m+1 é isomorfo a um submódulo de Hm(X; R). Assim,

rank (Hm(X; R)) ≥ rank (E0, m
m+1). Portanto,

βm(X; R) = rank (Hm(X; R)) ≥ rank (E0, m
m+1)

(4.8)

≥ βm+1(BG; R),

o que é uma contradição pois, por hipótese, βm(X; R) < βm+1(BG; R).

Portanto, o homomorfismo h∗ é não-trivial. ¥

Demonstração do Teorema 4.1.2 : Suponhamos que f : X → Y seja uma aplicação

G-equivariante. Como Y é um espaço paracompacto Hausdorff, podemos tomar uma

aplicação classificante g : Y/G → BG para o G-fibrado principal Y → Y/G.

Então, a aplicação h = g ◦ f̄ : X/G → BG pode ser tomada como uma aplicação

classificante para o G-fibrado principal X → X/G, onde f̄ : X/G → Y/G é a aplicação

induzida por f entre os espaços de órbitas.

Por hipótese, Hm+1(Y/G; R) = 0 e assim, g∗ : Hm+1(BG; R) → Hm+1(Y/G; R) é

trivial e consequentemente, h∗ : Hm+1(BG; R) → Hm+1(X/G; R) é o homomorfismo

trivial, o que contradiz o Lema 4.2.2. ¥

4.3 Algumas considerações sobre o Teorema 4.1.2:

resultados relacionados

Clapp e Puppe provaram, em [10], o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Seja G um p-toro ou um toro (isto é, G = Zn
p ou G = S1×. . .×S1). Sejam

X e Y G-espaços com ações sem pontos fixos. Além disso, no caso G = S1×. . .×S1 assuma

que Y tenha tipo finito de órbitas. Suponha que H̃ i(X) = 0 para i < N, Y é compacto

ou paracompacto de dimensão finita, e H i(Y ) = 0 para i ≥ N ; onde a cohomologia é
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considerada com coeficientes em Zp no caso G = Zn
p e em Q no caso G = S1 × . . .× S1.

Então, não existe aplicação G-equivariante de X em Y .

Observação 4.3.1. Sejam G = S1 × S1, X = S5 × S5 e Y = S3 × S3, os quais admitem

ações livres de G, como no Exemplo 4.1.1. Temos que H̃ i(X;Q) = 0, para i < N = 5 e

H6(Y ;Q) 6= 0. Então, aqui não temos válido H i(Y ;Q) = 0 para i ≥ 5. Assim, de acordo

com o Teorema 4.3.1, não podemos afirmar que não existe aplicação G-equivariante de X

em Y . No entanto, como consequência do Teorema 4.1.2, podemos afirmar que não existe

aplicação G-equivariante de X em Y (Ver Exemplo 4.1.1). Isto mostra que em algumas

situações o Teorema 4.1.2 é mais eficiente que o Teorema 4.3.1, embora os resultados não

sejam comparáveis devido às suas hipóteses.

Mais geralmente, no caso especial onde G = Zn
p , X e Y são G-espaços livres, o Teorema

4.1.2 estende o Teorema 4.3.1, uma vez que a condição H̃ i(X,Zp) = 0 para i < N

implica i(X) ≥ N + 1 > N (Proposição 1.6.2(i)) e βN−1(X;Zp) = 0 < 1 ≤ βN(BG;Zp)

(Ver Definição 1.5.1), a condição Y compacto ou paracompacto de dimensão finita, e

H i(Y,Zp) = 0 para i ≥ N implica HN(Y/G;Zp) = 0 ([35, Proposition A.11.]). Assim,

fazendo m = N−1 no Teorema 4.1.2, conclúımos que não existe aplicação G-equivariante

de X em Y .

Para finalizarmos o trabalho, nós provamos um resultado similar aos Teoremas 4.1.2

e 4.3.1. Especificamente, nós provamos

Teorema 4.3.2. Sejam R um PID, G grupo compacto de Lie, X um G-espaço livre

Hausdorff, paracompacto e Y um G-espaço Hausdorff, compacto ou paracompacto de

dimensão finita que admite uma ação livre de G. Suponhamos que i(X) ≥ m + 1 e

H i(Y ; R) = 0, para i ≥ m. Então, não existe aplicação G-equivariante f : X → Y .

Demonstração : Suponhamos que exista aplicação G-equivariante f : X → Y . Então,

pela Proposição 1.6.1(ii), i(X) ≤ i(Y ).

Temos, por hipótese, que H i(Y ; R) = 0, for i ≥ m, o que implica que i(Y ) ≤ m (pela

Proposição 1.6.2(ii)).

Portanto, i(X) ≤ i(Y ) ≤ m, o que contradiz a hipótese. ¥
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[23] J. Jaworowski, Periodic coincidence for maps of spheres, Kobe J. Math. 17 (2000),

21-26.

[24] H. Steinlein, Some abstract generalizations of the Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk

covering theorem, Pacific J. Math. 83 (1979), 285-296.

[25] H. Steinlein, On the theorems of Borsuk-Ulam and Ljusternik-Schnirelmann-Borsuk,

Canad. Math. Bull. vol. 27 (2) (1984) 192-204.

[26] M. van Hartskamp, Colorings of fixed-point free maps, Thesis, Free University of

Amsterdam, 1999.

[27] M. van Hartskamp, J. Vermeer, On colorings of maps, Topology Appl. 73 (1996)

181-190.

[28] Hungerford, T.W. Algebra. New York: Springer Verlag, 1974.

[29] Husemoller, D. Fibre Bundles Second Edition, New York: Springer-Verlag, 1966.
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