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Resumo

Neste trabalho analisamos a existéncia de solu¢des radialmente simétricas, solugdes
positivas, bem como a existéncia de solu¢des ground state para uma classe de equacdes do
tipo Klein-Gordon-Maxwell quando a ndo-linearidade exibe comportamento critico. Para as
solugdes positivas e do tipo ground state provamos resultados de existéncia quando um potencial

V € introduzido. A fim de obtermos tais resultados, usamos métodos variacionais.

Palavras-Chave: Equacdes de Klein-Gordon-Maxwell, solucdes ground state, solugdes

radialmente simétricas, expoente critico de Sobolev.



Abstract

In this work we analyze the existence of radially symmetric solutions, positive solutions
as well as the existence of ground state solutions for a class of Klein-Gordon-Maxwell equations
when the nonlinearity exhibits critical behavior. For the positive and ground state solutions we
prove existence results when a potential V' is introduced. In order to obtain such results, we use

variational methods.

Keywords: Klein-Gordon-Maxwell equations, ground state solutions, radially symmetric

solutions, critical Sobolev exponent.
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Capitulo

1

Introdugao

Neste trabalho estamos interessados em usar técnicas variacionais para tratar a existéncia
de solugdes das equagdes de Klein-Gordon-Maxwell (KXGM) em RY com expoente critico de

Sobolev:

—Au+ [mE — (w+ ¢)?u = plulf%u+ [u/* 2u em RY

KGM
Ap = (w+ ¢)u? em RY ( )

onde 2 < g < 2*=2N/(N —2), u>0,mp > 0ew # 0 sdo constantes reais € u, ¢ : RN — R
sao fungdes incdgnitas.

Este sistema foi primeiramente introduzido por Benci e Fortunato [9] como um modelo
que descreve os campos de Klein-Gordon ndo-lineares em R? interagindo com o campo
eletromagnético. Em [[10]], eles provam a existéncia de ondas solitdrias para este acoplamento
quando a nao-linearidade tem comportamento subcritico, ou seja, quando o expoente p do

sistema
—Au+[m — (w+¢)*u=|uf?u em R3

(1.1)
Ad = (w+ ¢)u? em R3

¢ menor do que o expoente critico de Sobolev 2* = 2N /(N — 2) ou, mais precisamente, quando
4<p<2"=6.

Alguns trabalhos recentes abordaram este problema e citaremos alguns deles.

D’ Aprile and Mugnai [21] estabeleceram a existéncia de infinitas solugcdes radialmente
simétricas para o sistema em IR3. Eles estenderam o intervalo de defini¢cdo da poténcia da
ndo-linearidade exibida por Benci e Fortunato [[10], ou seja, cobriram o caso 2 < p < 4.

Ap6s o trabalho pioneiro de Benci e Fortunato [10], vérios pesquisadores obtiveram
resultados de ndo-existéncia e trataram o sistema subcritico em dominios limitados, dentre

os quais citamos D’ Aprile e Mugnai [22] e d’ Avenia, Pisani e Siciliano [24, 25].



Utilizando argumentos do tipo Pohozaev, em [17] Cassani prova que o problema critico

—Au+[mi — (w+¢)?lu=|u*2u em R?

f (1.2)
Ap = (w + ¢)u? em R?

ndo possui solugdes radialmente simétricas. Além disso, como no trabalho de Berestycki e
Lions [11], o autor obtém uma identidade variacional a fim de provar a ndo-existéncia de
qualquer solugdo fraca para o sistema acima.

No celebrado artigo [15] Brezis e Nirenberg abordaram um problema similar. Eles usaram
a bem conhecida técnica de PohoZaev para provar que o seguinte problema eliptico no dominio

limitado Q ¢ RY com N > 3,

—Au =uNtHN=-2) em Q
u >0 em
u=">0 em 0f),

nao tem solugdo alguma, e mostraram que esta situagdo pode ser revertida se for adicionado um
termo com poténcia de ordem mais baixa a da critica. Muitos autores trabalharam estendendo
ou complementando estes resultados. Para maiores detalhes veja Willem [49]] e suas referéncias.

Assim, no mesmo espirito de Brezis e Nirenberg [[15], Cassani adiciona ao sistema (1.2))

uma perturbacio de ordem mais baixa dando origem ao sistema (KXG.M)

—Au+[m2 — (w+ @)Y u = plulr?u+ |[ul* 2u em R?

(KGM)
Ap = (w+ ¢)u? em R3

De fato, o autor prova que, ao adicionar esta perturbacdo, o sistema (KGM) possui
solugdes radialmente simétricas em R3 com4 < ¢ < 2* = 6epu > 0Oecomq = 4 e p
suficientemente grande.

No segundo capitulo deste trabalho complementamos o Teorema 1.2 de Cassani através
do aumento do intervalo de definicdo da poténcia da ndo-linearidade, ou seja, cobrimos o caso
ndo abordado 2 < ¢ < 4. Para provar esse fato impomos a seguinte condi¢c@o entre as constantes

mo e w:

[mol Vg —2 > |w|v2.

Ainda neste capitulo provaremos que o sistema (KGM) também possui solugdes
radialmente simétricas se aumentarmos a dimensdo do problema para N = 4. Além da

necessidade de outros argumentos para este caso, vale ressaltar que, diferentemente do caso



N = 3, ndo foi necessdria a subdivisdo da poténcia ¢ para a obtencao destas solugdes.

Mais precisamente provaremos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Considere |mg| > |w| e 4 < q < 2* ou |mo|/g —2 > |w]vV2e2 < g <4
Entao o sistema (KGM) tem pelo menos uma solugdo (ndo-trivial) radialmente simétrica

(u,¢) € HY(RYN) x DV2(RYN) desde que
i) N=3comd < qg<2"=6(u>0)ou?2 < q<4(usuficientemente grande);
ii) N=4com?2 < q<2*=4(u>0).

De modo a obter este resultado utilizamos a técnica de Brezis e Nirenberg e algumas de
suas variantes. Veja, por exemplo, Miyagaki [44]].
Nos capitulos [3 e [ abordaremos o caso N = 3 e introduziremos um potencial V' ao

sistema (KLGM), ou seja, consideraremos o seguinte problema

—Au+V(x)u — 2w+ @)du = pu? ! +u* -1 em R?

(KGMy)
Ad = (w+ ¢)u? em R3

onde 1 € w sdo constantes reais positivas, 2 < ¢ < 2* = 6 e também u, ¢ : R® — R. Além

disso, assumiremos as seguintes propriedades da funcdo continua V':
(V1) V(z+p)=V(z), zeR3 peZ?

(V2) Existe Vy > 0 tal que V(z) > Vp > 0, x € R3,

2(4—q)

onde V; > 2wQse2<q<4.

Esta nova classe de sistemas com potencial estd relacionada a uma série de
outros trabalhos. De fato, o potencial V() munido com as propriedades (V1)-(V2) também
satisfaz o caso constante m3 — w?, o qual tem sido extensivamente estudado. Veja, por exemplo,
Azzollini, Pisani e Pomponio [4]], Azzollini e Pomponio [3]], Benci e Fortunato [10]], Cassani
[17], D’ Aprile e Mugnai [21} 22].

Georgiev e Visciglia [33] também introduziram uma classe de sistemas com
potenciais. No entanto, em tal andlise eles utilizaram um pequeno potencial de Coulomb.

No capitulo [3] investigaremos a existéncia de solu¢des ground states. Solugdes ground
states sdo pares (u, ¢) que resolvem o sistema e minimizam a acdo do funcional energia
associado dentre todas as possiveis solu¢des nao-triviais.

A andlise de solugdes ground states tem sido considerada por muito autores em diversos
problemas. Veja, por exemplo, Azzollini e Pomponio [3} 6], Berestycki e Lions [11], Li, Wang

e Zeng [37] e Zhao-Zhao [350], dentre outros.



Em [5], os autores Azzollini e Pomponio estabeleceram resultados de existéncia o sistema
(I.I). Eles mostraram que tal sistema admite pelo menos uma solucdo ground state com
expoente subcritico de Sobolev ¢ no intervalo 2 < g < 6.

Em vista disso, neste capitulo mostraremos que adicionando ao sistema (G My]) uma
ndo-linearidade envolvendo o expoente critico de Sobolev, é também possivel estabelecer a
existéncia de pelo menos uma solugio ground state. E importante notar que, neste caso, a fim de
provar uma propriedade de compacidade para sequéncias minimizantes, precisaremos mostrar
um lema técnico relacionado a melhor constante de Sobolev e também mostrar a limitagdo das
sequéncias de Palais-Smale.

Assim, obtemos o

Teorema 1.2. Considere as condigoes (V1) e (V2), entdo o sistema tem pelo menos

uma solucdo ground state para | suficientemente grande.

Por fim, no capitulo [ e no mesmo espirito do trabalho de Alves, Carrido e Miyagaki
[2]], estudaremos a existéncia de solucdes positivas para o sistema (JCGMy]. Nesse caso,

estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 1.3. Considere as condicoes (V1) e (V2). Entdo o sistema tem pelo menos
uma solugdo positiva u € H'(R?) com ¢ € D*(R?) para cada > 0se 4 < q < 6 e para p

suficientemente grande se 2 < q < 4.

Usando o Teorema|I.3] provaremos que para um potencial V; ndo-periédico, o problema

—Au+ Vy(z)u— 2w+ ¢)pu = pu?™' + v "1 em R3

KGM
Ap = (w + ¢)u? em R? ( &

também possui solugdo positiva ao considerarmos V; uma pequena perturba¢do da fungio

periddica V'; mais precisamente, V; satisfaz a seguinte condig@o:
(V3) Existe Wy > 0 tal que V;(z) = V(z) — W(x) > Wy, onde W (z) > 0, z € R3.

onde a tltima desigualdade € estrita em subconjuntos de medida positiva em R3.

Finalmente, temos o

Teorema 1.4. Considere W € L*?(R3), (V1), (V2) e (V3). Entdo o sistema tem pelo
menos uma solucdo positiva u € H'(R3) com ¢ € DV?(R?) para cada p > 0se 4 < g <6 e

para |i suficientemente grande se 2 < q < 4.



A principais dificuldades encontradas para as classes de problemas abordadas neste

trabalho foram as seguintes:

e Os sistemas envolvem um termo nao-local;
e O funcional de Euler-Lagrange associado aos sistemas € fortemente indefinido e

e Existem duas perdas de compacidade devido as imersdes de Sobolev.



Capitulo

2

Existéncia de solu¢coes radialmente simétricas

2.1 Introducdo

Neste capitulo provaremos a existéncia de solugdes radialmente simétricas do sistema:

—Au+ [mE — (w+ ¢)?lu = plulf%u+ |[u/* 2u em RY

(KgM)
Ap = (w+ ¢)u? em RY

para as dimensdes N =3e N =4,onde2 < ¢ < 2* =2N/(N —2),u>0,mg >0ew #0
s30 constantes reais e também u, ¢ : RY — R,

A fim de demonstrar a existéncia de solugdes, vamos estudar os pontos criticos do
funcional de Euler-Lagrange associado a este sistema. Na Secdo mostraremos que este
funcional € fortemente indefinido, sendo assim, exploraremos propriedades da fungdo ¢ e
usaremos 0 Método da Reducdo (descrito por Benci, Fortunato, Masiello e Pisani [7]) para
definir um novo funcional associado, sendo este mais adequado para tal estudo. Por fim,
restringiremos a andlise no espago das funcdes radialmente simétricas e, usando o Principio
da Criticalidade de Palais, provaremos que os pontos criticos deste funcional associado serdo
solugdes fracas do sistema (KG.M)).

Tecnicamente, existem duas grandes dificuldades para se demonstrar a existéncia de
solucdes. Precisaremos enfrentar dois tipos de falta de compacidade: o primeiro devido a
presenca de um termo que envolve o expoente critico de Sobolev no sistema (JCGM)) e o
segundo devido a invariancia do funcional de Euler-Lagrange com respeito as translacdes, pois
o dominio em questdo é todo o RY. Uma forma padrio de contornar este segundo tipo de falta
de compacidade € procurarmos os pontos criticos do funcional energia restrito ao subespaco das

funcdes radialmente simétricas

HYRY) = {u € H'(RY) : u(x) = u(|z])}



compactamente imerso em LP(RY), 2 < p < 2%, onde L2(RY) = {u € LP(RY) : u(x) =
u(|x|)} (veja Strauss [46]). No entanto, é bem conhecido o fato de que quando p = 2* (p = 6
em R3 e p = 4 em R*) esta imersdo nio é mais compacta. Isto ocasiona, por sua vez, que as
sequéncias de Palais-Smale (veja definicdo em (2.13))), em geral, ndo possuem subsequéncias
convergentes. Se toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional de Euler-Lagrange num
certo nivel c possui subsequéncia convergente, dizemos que este funcional satisfaz a condi¢do
de Palais-Smale (PS).. A auséncia de compacidade significa que ndo podemos garantir que
este funcional satisfaz a condigdo (PS). sem hipéteses adicionais.

Na Secdo [2.3] usaremos uma variante do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-
Rabinowitz [3]] a fim de provar a existéncia de solugdes e, em seguida, exploraremos uma técnica
devida a Brezis e Nirenberg [[15] para demonstrar que esta solucao € nao-trivial.

Desse modo, obteremos o:

Teorema 1.1. Considere |mo| > |w| e 4 < q < 2* ou |mo|/q — 2 > |w|V2e2 < q < 4
Entao o sistema (KGM) tem pelo menos uma solugdo (ndo-trivial) radialmente simétrica

(u, ) comu € H'(RY) e ¢ € DV?(RY) desde que
i) N=3comd<q<2"=6(u>0)ou?2 < q<4(usuficientemente grande);
ii) N=4com2 < q<2*=4(u>0).

Por fim, vale ressaltar

2.2 Resultados preliminares

O objetivo deste capitulo € provar a existéncia de solugdes (u, ¢) € H'(RY) x D2?(RY),

onde H*(RY) é o espaco de Sobolev (veja, por exemplo, [41]]) munido da norma

full = [ [ (vl + wyie]

e DV2(RY) € o completamento de C5°(R”) na norma

, . 712
lullpne = [/ Vef?da]
RN

Ao longo deste trabalho, C' e C; denotardo constantes positivas que poderdo mudar de

valor de uma linha para outra.



O funcional energia F' : H'(RY) x DY2(RY) — R associado ao sistema (.G M) (veja
Apéndice [A.2)) € dado por:

1

Flud) = 5 [ (Val = [VOF + [ (o 0 1) dr +

1
—H/ |u|qdzv——/ lu
q JrN 2% RN

F é de classe CH(H(RM) x DV2(RY), R) (veja Apéndice|A.2) e sua derivada de Fréchet

¥ dz. (2.1)

¢ dada por
(F.o) o) = [ (V0,90 4 - @+ 6)uw) ds +

—p/ \ulqzuvdx—/ lu|* ~uv dx
RN RN

O funcional F' é fortemente indefinido, ou seja, € ilimitado por cima e por baixo. Assim,
para contornar esta dificuldade, reduzimos o estudo do funcional (2.1) para o estudo de um
funcional de uma unica varidvel u. Esta técnica é chamada de Método da Reducao e tem sido
utilizada pelos autores mencionados na abordagem deste sistema.

A fim de provar o Teorema [I.1] precisaremos de alguns resultados técnicos que serdo

apresentados a seguir.
Proposi¢io 2.1. Para cada u € H'(RY), N = 3,4 existe um tinico ¢ = ¢, € D"?(R"N) que
resolve
Ap = (w+ ¢)u? (2.2)
Além disso, no conjunto {x|u(x) # 0} temos —w < ¢, < 0sew >0e0 < ¢, < —w se
w < 0.

Demonstragdo. Fixe u € H'(RY) e considere a forma bilinear a : DV2(RY) x DM?(RY) — R

o) = [ (V6,90 ds

definida pelo produto interno em DY2(RY).
Note agora que como H!'(RY) — L?"(RY), entdo (veja, por exemplo, Fonseca e Leoni
[32])
w? € L'RY) N L7 (RY)

e, usando a desigualdade de Interpolagcdo (veja Folland [31, Proposicdo 6.10, pag. 177]),
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obtemos
u? € L7 (RY).

Observe que as aplicacdes

Y€ DVARY) — [ W*dr e ¢ € DV2RY) — [ Wlonpdx

RN RN

. 2:2%
sdo continuas, pois como H!(RY) — L1 (RY) com N = 3, 4, temos

(3

[ wvda] < a2l g 0l = s
RN 2% -1

2% —1

2 < Cllulfya 6]

2 [|gll2- [¥ll2- < Cllulle [l

¥ 2 2¥ 2

V|| pre

2*

‘/ u%zﬁdw‘ < u?
RN

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram (veja, por exemplo, Attouch, Buttazzo e Michaille

[16])), obtemos a existéncia de tnica ¢ = ¢, € DV(RY) tal que

/ (Vo, V) dx = —/ u?oip do — w/ w*pdr, Vi € D2(RY),
RN RN RN

ou seja, ¢, € unica solugdo de (2.2)).
Fixe u € H'(RY) e considere w > 0. Note que (w + ¢,)” = —min{w + ¢,,0} €
DL2(RY). De fato, observe que

_(w + ¢u)a cm {l’ : Qbu(l') < _w}

0, caso contrario

(Wt )™ =

Como ¢, € DV?(RY), entdo ¢, € integravel em L* (RY). Assim, a medida de Lebesgue

2" > w?'} é finita, ou seja, u({x L ou ()] > w}) < c0. Mas

 do conjunto {x : |p,(x)
[0 16u(@)] = w} = {21 6u(2) € —w} U e : 6u(e) > w).

Assim, em particular,

,u({x tw A+ o) < 0}) < 00.



11

Note que
1@+ ¢u) Nl @ry = / (w4 du) 2 da
RN

_ / (@ + 0|7 do+ / (w0 + o) | da

{w+¢. <0} {w+¢, >0}
— / |w + ¢ |* dr

{w+¢u<0}
< [ (PP

{w+¢u <0}

- / |w|* da + / |pu|*” dx

{w+¢. <0} {w+¢. <0}

= |w|2*u<{w+¢u§0}) + / |pu|? da

{w+¢u<0}

< ol n(fw+ ou <0} +/|¢u|2* dz
iy

Logo, como u({x fwt dy(z) < 0}> < oo e ¢, € DY(RY), temos que (w + ¢,)~ €
L?* (RY). Resta provar que V ((w + %)7) € L*(RY), mas isto € claro, pois,

[Iv(@+o)ar = [ Weropar [ Vo)l
RN {w+¢.<0} {w+¢.>0}

_ / Ve + V)2 de

{w+¢. <0}
= / Vo, |>dr < / Vo, |* dv
{w+¢. <0} RN

Por fim, concluimos que (w+¢,)~ € DV?(RY) e, analogamente, (w+ ¢, )" € DV2(RY).
Se multiplicarmos a equagéo (2.2)) por (w + ¢,,)~, obtemos

/ Adu(w + 6u)~da = / (@ + G (w + 6)de
RN RN
Restringindo o dominio,

Ay (w+ ¢y) dx = / u?(w + ¢u)? do

{w+¢u<0} {w+¢u <0}
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Usando integragao por partes,
/ Vebul(w + ) do — / Vo] dr = / (o + b)? da
{w+¢,=0} {w+¢u<0} {w+¢u <0}
Logo,
- / Vol - / (@ + du)u? =0
{w+u<0} {w+pu<0}

o que implicaria ¢, = u = 0. Desse modo, deveremos ter ¢,, > —w onde u # 0.

No caso w < 0, ao multiplicarmos por (w + ¢,)" = max{w + ¢,, 0} e repetindo o
mesmo argumento, obteremos ¢, < —w para u # 0.

Finalmente, observamos que, pelo Lema de Stampacchia (veja Apéndice[A.3), ¢ realiza

0 minimo

1
wé%f;,z /RN <§<|th|2 ~|—u2|ap|2> +wu2gp>da:

_ /R ) (% (1964 +1216ul2) +wie, ) da.

No entanto, se w > 0, entdo —|¢,| também realiza este minimo; assim, por unicidade,

¢y = —|du| < 0. Pelo mesmo argumento, se w < 0, entdo ¢, > 0. O

Em vista da Proposicdo [2.1], podemos definir o funcional
®: HY(RY) — D"*(RY)
que aplica cada v € H'(R") na tnica solucdo ¢, de (2.2). Assim,
— Ay + 2P, = —wu. (2.3)

Lema 2.1. A aplicagdo ® : u € H'(RY) — ¢, € D"*(RY) é de classe C". Além disso, para
cada u,v € H'(RY),

(@ (u),v) = 2(A — u?) " H(w + ¢u)uv]. 2.4
Demonstragdo. Considere a aplicacdo T : H'(RY) x DY(RY) — DM2?(RY) de classe C*:

T(u,¢) = A7 (w + o)u’] — ¢
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Note que T estd bem definida, pois u?, u?¢ € L7 (RY) — (DY2(RYN))* e observe que
u, ¢ resolve (2.2) se, e somente se, T'(u, ¢) = 0.
Para cada (u, ¢) € HY(RY) x DV2(RY), temos

5510 DIERY) 5 DIRY), b A uY] - 0
Z_Z:(“’ ¢): H'(RY) — D*(RY), v — 247 (w + ¢)u].
oT < / (RN 12N
Segue que a—¢(u, ¢) é inversivel para cada (u, ¢) € H'(RY) x D"#(RV) e
oT -1
(a—¢(u, )) = —A)oA.

Assim, a regularidade C' da aplicagdo @ segue do Teorema da Fung¢io Implicita e, para

cadau € HY(RY), & (u) : HY(RY) — DV?(RY) € dada por (2.4). O

Pela definicdo de ¢, temos
Fj(u,¢,) =0, Vue H'(RY). (2.5)
Considere agora o funcional
J:HYRY) =R, J(u):= F(u,¢,) (2.6)

logo, pela Proposi¢do e pelo Lema J € CHHY(RY),RY). Além disso, por (2.5),

temos
J'(u) = F'(u, ¢y).

Multiplicando ambos os membros de (2.3)) por ¢,, e integrando por partes, obtemos

/N |V |*dr = — /N wulp,dr — /N u @i dr. 2.7
R R R
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Usando (2.7)), temos

1
J(u) = §/RN (IVul? = 96l + (3 — (w + 6))u?)do +
—H/ |u|qu—l/ lu|? da
q JrN 2% RN
1

= 5 [ (9 = Vo it = e = )i — [ wotdr
RN

2 .

1
—H/ |u|qu——/ |u
q JrN 2" Jrw

Por fim, aplicando (2.7)),

Y dx

1
J(w) = 5/RN (IVuf? + (3 = ) + V6, + 62 o

1
—ﬁ/ |u|qu——/ |u
q JrN 2% RN

enquanto que para J’' temos, Vv € H(RY),

>, (2.8)

(J'(u),v) = / <<Vu, Vo) + [m§ — (w + ¢u)Juv — plul?*uv — |u]2**2uv) de  (2.9)
RN

A préxima proposi¢ao estabelece a natureza variacional do sistema (LG M)).
Proposicao 2.2. As seguintes sentencas sdo equivalentes:
a) (u,¢) € HY(RY) x DY3(RYN) é um ponto critico de F;
b) u € HY(RY) é um ponto critico de J e ¢ = ¢,,.
Demonstragdo. Usando 2.3)), (2.6) e o Lema[2.1] temos
(0) < (F(u,¢) + Fi(u,0)¢'u]) =0 e ¢ =gy,
& Fi(u,¢0)=0 e Fj(u,¢)=0
& (a)
[

Portanto, a fim de obter solucdes do sistema (K& M), procuraremos pontos criticos do
funcional J.
Observe que esta "reduc@o"quebra a nao-limitacdo original do funcional F'. De fato, o

funcional J € agora limitado inferiormente a menos de perturbagdes ndo-compactas.
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2.3 Provado Teoremall.l

De forma a contornar a falta de compacidade devido a invariincia sobre o grupo de
translacOes de .J, vamos considerar a classe de fungdes radiais. Mais precisamente, vamos

considerar o funcional J no subespago
H, (RY) = {u € H'(RY) : u(z) = u(|z|)}

compactamente imerso em LP(RY), 2 < p < 2%, onde LP(RY) = {u € L? : u(x) = u(|z|)}
(veja Ebihara e Schonbek [27] e Strauss [46]).

H}(RY) € uma restri¢iio natural para o funcional J, isto é, vale o seguinte lema

Lema 2.2. Todo ponto critico w € H}(RY) do funcional J| g g~y é também um ponto critico

de J.

Demonstragdo. Considere a agdo T, sobre o grupo ortogonal O(N) em H'(R") definida por
Ty(u)(z) = u(g()), g€ ON), ue H'(RY)
e note que, claramente, H!(R”Y) é o conjunto dos pontos fixos para esta agdo, a saber,
Hy (RY) = {u € H'(RY) | u = Ty(u), Vg € O(N)}
O funcional J € invariante sob a acdo Ty, isto €,
J(Ty(u)) = J(u), VYue H' (RY), g€ O(N).

De fato, dado u € H'(RY), ¢, € tnica solugdo de Ap, = (w + ¢,)u?. Assim, se
g € O(N), temos

e entao

= A(Ty(du) + (Ty(w))*Ty(du)) = —w(Ty(u)*. (2.10)
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Mas dada T} (u), sabemos que ¢r,,, € tnica solugdo para (2.10). Portanto,

Ty(Pu) = b1 @2.11)

Portanto, usando (2.11) e a invariancia de T}, nas normas H'!(R"), DM?(RY) e LP(RY),
deduzimos que para qualquer u € H'(RY), g € O(N), J(T,(u)) = J(u).
Finalmente, a conclusdo segue pelo Principio da criticalidade de Palais (veja Apéndice

A3). O

Agora mostraremos que o funcional .J tem a geometria do Passo da Montanha, isto €, J

satisfaz o

Lema 2.3. O funcional J satisfaz
(i) Existem constantes positivas «, p tais que J(u) > « para ||u|| = p.
(ii) Existe uy € H'(RY) com ||uy|| > p tal que J(uy) < 0.

Demonstracdo. Usando as imersdes de Sobolev, temos

2%
Y

J(u) = Cil|ull* = Coful]” — Cs]lu

onde (', (5 e (3 sdo constantes positivas. Como g > 2, existem «,p > 0 tais que

”11”1f J(u) > a, provando (7).
ul|=p
Sejau € H!(RY), entdo parat > 0

2

J(tu) = %/ (|W|2 +(m2 — w2)u2>d:c + %/ (\wmﬁ + qbfu(tu)z)dx +
RN RN

t*
—th/ |u|qd:1:——/ lu
q RN 2% RN

Pela Proposicao (2.1)) obtemos as estimativas

—/ wu2¢ud9:§/ wuldz,
RN RN

Aplicando (2.7)) e a dltima desigualdade em (2.8)), temos

2 da. (2.12)

o2 Wy e M Loy ioe
T(tu) < Out Yl + 2l = Sl — ot -
Como ¢ > 2, existe u; € H}RY), uy := tu com ¢t suficientemente grande tal que

|lui|| > pe J(up) < 0, provando (ii). O
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Denominamos por sequéncia de Palais-Smale para o funcional J no nivel ¢ € R (ou

simplesmente sequéncia de Palais-Smale) a uma sequéncia (u,,) C H!(RY) tal que

lim J(u,)=c e nh—>nolo | () | 2 vy« = 0. (2.13)

n—oo

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢@o de Palais-Smale (PS). (veja

Teorema |A.6), obtemos uma sequéncia (PS). (u,) C H}!(R"™) onde

ci= 'lerl{; max J(y(t)), c>« (2.14)
e
I'={y€C([0,1], H;(RY))[7(0) = 0,7(1) = us}. (2.15)

Uma importante ferramenta neste estudo serd o seguinte lema:
Lema 2.4. A sequéncia (PS). (uy,) é limitada em H!(RY).
Demonstracdo. Por hipétese, seja (u,,) C H}(RY) tal que —(J'(u), v) < o(1)||un] € |J(u,)| <

M, para alguma constante positiva M. Entdo, por (2.8) e (2.9),

gM + o(1)||unll > qJ (un) — (J'(un), up)

> (52) [ (190 + 0 — i)t — (152 [ 6 216

Existem dois casos a serem considerados: 2 < ¢ < 4e4d < g < 2*.

Se 4 < ¢ < 2*, entdo pela Proposi¢do[2.1]e pela desigualdade (2.16)):

—4
M+ o)l = Clual +o(157) [ (6u o
RN

> Cllun |

donde deduzimos que (u,,) é limitada em H!(RY).

No entanto, se 2 < ¢ < 4, usando novamente (2.16) e a Proposi¢ao 2.1 obtemos

q—2 (g —2)m3 — 2w?
M + o) un]) > (1) /RN Vg e+ ()

> Cllunll?,

onde (¢ — 2)mZ — 2w? > 0 por hipétese, implicando que (u,) é novamente uma sequéncia

limitada em H!(R"Y). O
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Em vista do lema anterior temos que (¢, ) é limitada em D}?(RY) pois

wwaxg/wmmw+/mi@m
" RN RN

=—w/|%meSOW%n
RN

DL? [un ||§.2*/(2*_1).

Assim, ao n — oo e passando a subsequéncia se necessario, podemos assumir (veja de

Oliveira [26, Teorema 16.5, pag. 93])

u, — u fracamente em H'(R"),
u, — u fortemente em L*(R") para2 < s < 2%, (2.17)

¢, — @ fracamente em DH?(RY). (2.18)

Lema 2.5. ¢ = ¢, e ¢, — ¢, fortemente em DY*(RY) aon — oo para N =3 e N = 4.

Demonstragdo. A fim de provar que ¢ = ¢,,, mostraremos que ¢ satisfaz Ap = (w + p)u’ e a
conclusdo seguird por unicidade.

Dado v € D'?(RY), note que ¢, € ¢, satisfazem

Vo, Vudx + byt de = —w/ wv dx (2.19)
RN RN

RN

Vo, Vvdx + / P, U2V dT = —w/ ulvdz, (2.20)
RN R

RN N

respectivamente. Fazendo a diferenca entre (2.19) e (2.20) obtemos

V(¢pu, — ¢u)Vvdr + / (o, u2 — Ppu?)vdr = —w/ (u? — vu?)vdr
]RN RN ]RN

Assim, para que ¢ satisfaca Ap = (w + ¢)u? basta mostrar que

/ (Gu,u2 — pu*)vdz 0 e / (u? —u*)vdx 20 (2.21)
RN RN
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Considere w € C5°(RY). Entdo,

‘ / (ui%n — u2<p)w d:c} = ‘ / (uiéun — u2¢un + u2¢un — uzgo)w dx
RN RN
< [l = aonulde s [ o, ~ otulds
RN RN
ot / (b, — p)uPw] da
RN

< [I(up — w*)w

|Du,

o
2% —1

2
< [l = )"l [[wlloo | fu,

2*
2% —1
o [ wllsol|Pu,,
2% -1

o +/ (pu,, — @)uw| da
]RN

= 2 - u?

2 + / |(pu,, — @)U w| da
RN
(292

< Ollun = ull 52" w1,

2.2%
2% —1

o +/ |(pu,, — ©)u*w| da (2.22)
RN

O tltimo termo na desigualdade (2.22)) converge a zero, ao n — oo, devido a (2.18) e a
imersdo (L2 (RV))* «— (DY2(RM))*, uma vez que v?w € L2/ ~Y(RN). J4 o primeiro termo
converge a zero devido a (2.17).

Fixando v € DM?(R") e tomando w € C§°(RY) suficientemente préximo de v na norma

DLA(RYN), temos

[ o, —tede| = | [ (@6n, — ) - v+ w)dd]

< (Whou, — u?p)

2 flv—w
2% -1

9r + ‘ / (ui%n — quo)w d:v‘
RN

< Cll(updu, —u'p)

ok
2% —1

|v — w||lpre + ‘ / (U2 pu,, — u*p)w dx‘
RN

Logo, como (u2¢,, ) é limitada em Lz =1 (R"), por densidade, a primeira convergéncia
de (2.21)) ¢ satisfeita.

Note agora que

2% |U

2%¥—1

_ /RNO“”_“

_2* _2*
[(un = w)7= 2 [[(un + 1) 2T |2 v

n 2%

/ |u2—u2]|vldx < Hui—u2
RN

2*
T |uy, + u

2*

2*
ﬁ) dx||v

IN

2*
2* 2*
S - ul 32 Il

2% -1 2% —1

IA

||un —u 2%

Assim, a segunda convergéncia em (2.21)) também € satisfeita pois v pertence a L?" (RY)

2.2% Loxe .
e, em L1 (RY), temos que u,, + u é limitada e u,, — u fortemente ao n — co.
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Usando unicidade e convergéncia fraca concluimos que ¢ = ¢,.
Provaremos agora que (¢, ) converge forte em D'?(RY). Considere a diferenca entre a

equacdo (2.20) e a correspondente equagdo para ¢,,, ou seja,
/ (v(gbzm - qbu)V'U + ui(gbzm - qbu)” + (Ui - u2)¢uv> dx
RN
= —w/ (u2 —u?)vdr, ve DYHRY).
RN

Fazendo v = ¢,, — ¢, obtemos

/ V(ba, — du)Pdz + / (Su, — du) da + / (62 = 02)(bu, — du)ou da
= [ (=), — ) o

Logo,

60, = Gulla < 60, = Gullpa+ [ 036, =) da

-/ —u><¢un—¢u>¢udz—w4N<u )6, = 6.) da
< (2 = )l o,
§C’1H(un—u )¢u 3

ull + [l

u || 2*

’(bun - QbuHDl’Q

2 |¢un - (buHDLQ + 02”11’727, - UZH%

€ portanto,

¢u, = bullpre < Cill(un — u?)ul| 2= + Cof 2
< Cill(un = w*)gull 2z, + Callun — uller

Em virtude de (2.17), a fim de provar que ¢, — ¢, fortemente em D%?(R"), basta
provar agora que
(2 — )]l o= "=F 0.

Analogamente ao que foi feito em (2.22), tome ¢ € C5°(RY) suficientemente préxima

de ¢, na norma de D?(RY). Temos que, ||(u2 — u?))|| 2+ — 0aon — cc.
%1
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Logo,

2* 2*

R (R (AR O] ot

o%
2% -1 2% -1

= [l - -0+ -
e [l =aio-wlFrase [ -
6=l +C [ 12—

RN

(= u*)

2*
2*—1 dr

IN

_2*
2*—1 dr

IN

Ol — || -

.. _2* ~ .
Por fim, como (u?2) é limitada em Lz =2 (R"), a concluséo segue por densidade.

2*
2*—1 dr

]

Observacao 2.1. Vale ressaltar que a técnica aplicada na Proposi¢cdo e no Lema ndo

se aplica nos casos N > 5.

Agora mostraremos que o par (u, ¢,,) satisfaz o sistema (KGM) no sentido fraco. De

fato, como J'(u,,) — 0 a0 n — oo, temos Vv € H!(RY),

/ (Vuan + (mj — w2)unv> dr = / Un@2 v dx + Qw/ Gu, Un U dx
RN RN RN

—l—,u/ |t |9 U0 d —I—/ |t |* 2 da + o(1)
RN RN

Provaremos que, Vv € H(RY),

3
1
3

l

/ unqbinv dr + 2w Ou,, UV d
RN

RN

/ |t |72 U0 da
RN
/ lun |* 2 upvda
RN

/ ugv dr + 2w Quuv dx
RN

RN
/ |u|??uv do
RN

/ lu|* ~uvda
RN

3
1
3

|

3
1
3

l

Verificagdo de ([2.24).
Fixe v € H}(RY) e considere a sequéncia (¢,,v) a qual é limitada em L,
pois

HQSUH’UH

9%

2

22 < || |2+ ||v
2

(2.23)

(2.24)
(2.25)

(2.26)

2.2% /(2 +2) (]RN)

Além disso, ¢, v — v q.t.p. em RY pois ¢, — p em DL?(RY) (veja Alves [, Lema

A.1]).

Como
2.2*

2*+2

€ (1,400)
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usando o Teorema de Hewitt-Stromberg (Apéndice [A.4), obtemos

Gu, v — ¢,v fracamente em L35 (RM) (2.27)

pois pelo Lema[2.3] ¢ = ¢,,.

Assim,

/ utt — G aunllv] de =y/|%u—%w+¢%u—%wAde
RN RN
< /|%ww%WMW+/|w—%wWWMr
RN RN
< [ low = duellulde + - w)o
]RN

2*/(2*—1)”¢un 2%

|Pu,

2*

2.2% -3

< [ 10w = du,oluldo + Jun = ol gz
RN
Portanto, por (2.17) e (2.27), segue que

Pu, Unv dz =5 puuvdr, Vv € HY(RY)
RN RN

Usando a desigualdade generalizada de Holder, observe que, Vv € C5°(RY)

[ 1062~ lelde = [ us? — ek, +u?, — n?, olds
RN RN
< [ Wullgt = & lioldo+ [ 162, llun — ullol do
RN RN

< ll¢n — ¢u, 2o+ lIgn, Nz 1 (un — w2

2% —2 2 2% _2

uv

2*
2

2% |U‘|oo+||¢un g* Up — ul| 2= ||v]|oo

2% —2 2% -2

2 [lu

. . 2% .
Entdo, aplicando o Lema[2.5e usando a convergéncia forte w,, — u em L2 =2 restrito ao

suporte de v, por densidade, concluimos que

/ Un@y vdx i upivdr, Vv HHRY).
RN RN

Verificagdo de (2.23))

Note que como (u,,) € H}(RY), entdo (u,) € LI(RN). Assim, |u, |7 %u, € LE(RY) =
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(Lg(RN)) *, pois

H\Un\Huan - / Hun’qzun‘pdx:/ Hun’quun’q%dm
RN RN

a(q—2) _q
= [l S e = [ e = )

onde p é o expoente conjugado de . Como a imersdo H!(RY) — LI(RY) é compacta e

|t,,]92u,, pertence a H!(RY), segue que existe subsequéncia |u,, |7 %u, (denotada da mesma
forma) tal que |u, |7 2u,, — |u|?"%u fortemente em LP(RY).

Assim,

IN

[l = a2l o
R

-2

’/N(|un|q_2un — |u|q_2u)v d:r‘
R

IN

|2 = [l "l 0]l

E, portanto,

/ || 2 de =5 / lu|"2uv dr, Vv e H'RY).
RN RN

Verificagdo de (2.26). .

Como (u,,) é limitada em L? (R"), segue que |u,|*> ~2u, ¢ limitada em L; ' (RY). De
fato,

2" -1
* * 2% *
ol g = () onf”) 7 = Bl
2% -1 RN
_2*

Logo, existe subsequéncia (|u,|*> ~2u,) tal que |u,|* 2u, — |u|> 2uem L7 ' (RY) e

assim,

/ (Jun|* "2y — Ju)* u)vde =30, Yo € HY(RY).
RN

Finalmente, por (2.24), (2.25) e (2.26) juntamente com (2.23)), concluimos que (u, ¢,,) é

uma solug@o fraca para o sistema (XGM).

Todavia, devido a falta de compacidade, devemos ainda mostrar que u de fato nao € nula.

Lema 2.6. O valor c definido em (2.14) satisfaz

1
0<c< NSN/Q, (2.28)
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onde S é a melhor constante de Sobolev, a saber,

[ IVul*dx

S = inf .
2/2*
2 dx)

et (2.29)

Considerando, por um momento o Lema [2.6) verdadeiro, provaremos que u # 0. Seja

u = 0. Como J'(u,) — 0eu, — 0em LI(RY) ao n — oo, podemos assumir

/ (|Vun|2 + (mg — w%ui)daz sy
RN

/ up|? dz =30, ¢>0.
RN

Consequentemente,

onde agora ¢ > 0, pois ¢ > 0.
Pela defini¢ao de S,

donde concluimos que

contradizendo o Lema

Prova do Lema[2.6l Esta demonstrag¢do utiliza a técnica de Brezis e Nirenberg [15] (veja
também Struwe [47]) e algumas de suas variantes.

A fim de provar o Lema[2.6] é suficiente mostrar que

wfZ

sup J(tvg) < =S

1
— 2.30
s N (2.30)

para algum vy € HY(RY), vy # 0. De fato, observando que J(tvy) — —oc a0t — oo €
tomando vy € I' temos

J((t)) < sup J(tvg), 0<t<1 2.31)

t>0
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de modo que

1
¢ <sup J(tv) < —S7.
>0 N

Com o intuito de provar (2.31)) considere R > 0 fixo e uma fungéo corte ¢ € C5° tal que
o|Br=1, 0< ¢ <1lem Byr e suppy C Bar.

Seja e > 0 e defina w,. := u.p onde u. € D?(RY) € a conhecida fungio de Talenti [48]

e também considere v. € C5°(RY) dada por

Vo=t (2.32)
st”L?*(BQR)
Pelas estimativas de Brezis e Nirenberg [15] temos, ao ¢ — 0,
N -2
X. = ||V < S+ 0(£), onded = — (2.33)
Como lt1im J(tv.) = —oo Ve, existe t. > 0 tal que sup J(tv.) = J(t.v.) e podemos
—00 t>0
assumir sem perda de generalidade que t. > Cjy > 0.
Afirmacao 1. A seguinte estimativa é verdadeira
1/(2"=2)
t. < (/ |V |2dx + m%vfdw) =r,. (2.34)
BQR BQR

De fato, considerando () := J(tv.) temos, para t > 7,

() = J(tv)(ve)
= ¥ T t/ (w + o[tv.])*v? do — ptd™* / |ve|? dx
Bar

Bagr

< 0.

Agora, a seguinte funcdo de ¢:

2 2%
2 g, ot

9 'e 9+
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é crescente em [0, ), assim, usando (2.33)) concluimos que

1 N/2 2
J(tv.) < —(S +0(e%) + mgvfda:) - t—a/ w?vidw
N Bar

Bar

1
O el e ey — P / fue|d.
q Bar

Lembrando que

(a+b)* <a®+ala+b)* b,
a qual é valida para a,b > 0, a > 1, obtemos

1

J(tv.) < NSN/Q +0(%) + K, m2vda+

Bar

- Kg/ wvdr — /,LKg/ |ve|dz 4+ Kyl|vell3.9- /a- 1y
Bsopr Baor

onde K;(¢) > K, > 0.

Afirmacao 2.
1
lim —(/ (v? — pl)dz + ||v5||§,2*/(2*_1)> = —00. (2.35)
Bsar

e—0 65

Assumindo (2.33)) verdadeira teremos
L vy
J(tove) < NS , € small

o que prova (2.30) e, portanto, o Lema[2.6]

Prova da Afirmacdo 2

Como em Brezis e Nirenberg [[15], obtemos

[
Bagr

assim, em vista de (2.32)), ¢ suficiente calcular (2.35) com w. em vez de v.. Para provar (2.35)

2 g o\ N/2 N/2
dz = (N(N — 2)) /RN T+ 0 (2.36)

devemos mostrar que

N+42

1 9 AN ~
llg(l);[/BR(wa — pw?)dxr + (/BR |wa|N+2dm> ] = —00 (2.37)

e também que
N+2

1 NT2o
—5[/ (v? — pl)dx + (/ |v5\1\%2da:> " ] (2.38)
€ BQR\BR BQR\BR
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¢é limitada.

Verificagdo de ([2.37). Seja

N+2

1 NTe
Lim 5[ [t potyde s ([ #an) 7]
€ Br Br

Fazendo uma mudanca de varidveis e usando a Férmula da co-drea [29], temos

L N-1
1—§ Ve r
I€ S £ [Cl/o —(1—|—7”2>N_2d(r
£ N-1
— WD Ny [ VE r
puChe™ 1 2 G 7’2)(N*2)q/2 dr (2.39)

N-1 N+2

R
4-N Ve r N
"—Cgé‘ 2 (/ IN(N—2) d?“) i|
0 (1472 v+

onde C; depende apenas de V.

Agora temos que considerar os seguintes casos N = 3 e N = 4 separadamente:

Casol. N =4

Usando o fato de que ¢ < 2* = 4 e calculando

2

R
Ve rs 1 R €
/0 —dr—i(log(l%—?)—i— —1>

(1+4172)? €+ R?
© R
/\/5 r3 P 1 &%(e+3R?)
_ = ——
o (147r2)4 12 12(e + R?)3
obtemos
o R? 5 2q /1 &%+ 3R?)
o< O P 1) et (L SEHIR)
s 5 \leell+ )+ P22 2\ 7 1o(e 1 B2
C N r3 3/2
* 3(/0 (1+7~2)8/3)
Mas como

2

w| |
)

€
lim —————— = 400
=0 log(1 + R?)

concluimos que I, -+ —oco ao e — 0.

Caso2. N =3
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Através de célculos simples, temos

o R
——dr = —= — arctan(
0 r

1+ NG )

R
NG
entdo, como na prova do caso N = 4,

2

R
R iq [VE r
I < ClR—Cla”Qarctan(ﬁ)—HC?g ! /O a5 2
2

R
Ve T 5/3
+035</0 —(1 +T2)6/5d7“>

7 r?
. i—q € 5/3_1/6
< C1R — pCse™a /0 —(1 n 7“2)‘1/2 dr + C3R’°¢

Precisamos analisar agora dois casos: 2 < ¢ < 4ed < g < 2*.

O caso 4 < g < 2* foi provado por Cassani [17]. No entanto, podemos também mostrar

2.37)) usando a ultima desigualdade, pois a integral fooo

2 z
e +:2)q ~dr é convergente.

dr > 7 concluimos

Se 2 < ¢ < 4 e notando que [, W

I. <Cy— %,UCQE%

. 1
Finalmente, fazendo 1 = €™z, temos que I. — —oc ao e — 0.

Portanto, isto prova (2.37).

Verificagdo de (2.38). Temos

—5[/ (vidw — pvl)dr + (/ |v 227/ _1)d:v) ]
€ Byp\B Bsr\Br
2R R 2R

C C * * * *
<= *ulda + _;(/ 22/ —1)|u8|2.2 /2" =1)
Bar\Br € B2r\Br

2.(2%—1)/2*
gl )

* *_ 2.(2*—=1)/2*
< el @l iy + o™l O V|2

onde escolhemos R grande de modo que u? < £'*9, V|z| > §. E assim, a sentenca (2.38) é

limitada. Isto conclui a prova da Afirmagao 2.

Por fim, isto completa a prova do Lema [2.6] O



Capitulo

3

Existéncia de solugoes ground states

3.1 Introducdo

Neste capitulo, provaremos a existéncia de solu¢des ground states para o sistema

(KGMy), ou seja,

—Au+V(x)u— 2w+ ¢)pu = plul%u + [ul* 2u em R?

(KGMy)
Ad = (w+ ¢)u? em R?

onde ;. e w sdo constantes reais positivas, 2 < ¢ < 2* = 6 e u,¢ : R> — R sdo fungdes

incégnitas. Além disso, neste capitulo, V' : R — R € um potencial satisfazendo as condi¢des
V1) V(z+p)=V(z), z€R peZ

(V2) Existe Vp > 0 tal que V(z) >V > 0,z € R?,

2(4 —
Mw2562<q<4.
q—2

Observamos que, sem perda de generalidade, podemos considerar w > 0, porque se
(u, @) é uma solugdo do sistema (GM)), entdo (u, —¢) serd uma solucdo correspondente a

—w. Portanto, o sinal de w nao € de fato essencial para o tratamento da existéncia de solucdes.

onde 1V >

De forma semelhante ao Capitulo |2} o funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema
¢ fortemente indefinido e este problema é contornado usando-se o Método da
Reducao.

A fim de demonstrar o Teorema [I.2] (re-enunciado a seguir) usaremos a variedade de
Nehari NV, uma vez que N contém todos os pontos criticos ndo-triviais do funcional energia
associado ao sistema.

Na Segio [3.2] definiremos o espago das solu¢des para o sistema bem como o
funcional de energia associado. Ja na Secao [3.3|provaremos algumas propriedades relacionadas

as variedade de Nehari.

29
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Por fim, na Segao [3.4] provaremos o

Teorema 1.2. Considere as condigoes (V1) e (V2), entdo o sistema tem pelo menos

uma solucdo ground state para |1 suficientemente grande.

3.2 Formulacdo Variacional
Consideraremos o espaco de Sobolev £ com norma

Julfy = [ IVl +V (@))a G

a qual é equivalente & norma usual de Sobolev em H!(R?).
De forma totalmente analoga ao caso estudado no capitulo anterior, (u, ¢) € E x DV?(IR3)

serd uma solugio de se, e somente se, u € ponto critico do funcional
I(u) := F(u, )

onde ¢ = ¢, e F é como em (2.1)) ao tomarmos m32 — w? = V(z).

Assim, usando a mesma técnica do capitulo anterior obtemos / : £ — R definido por

1 1
I(u) = —/ (|Vul]® + V(z)u* — wo,u?) do — H/ |ul? dx — —/ lu|® dz (3.2)
2 R3 q JRrs 6 R3

enquanto que para I’ temos, Vv € E,

(I'(u),v) =
= / ((Vu, Vo) + V(x)uv — (2w + ¢y ) duuv — plu|d > uv — \u|4uv) de. (3.3)
R3

3.3 Lemas Auxiliares

Pretendemos obter pontos criticos do funcional 7, entdo consideraremos a correspondente

variedade de Nehari
N ={ue E\{0} | G(u) = (I'(u),u) = 0} (3.4)
onde

Gu) = /R (IVal? + V(@)u? = 2w+ gu)duu? = plul” = [ul®) da.



O seguinte lema ser4 util na demonstragio de que N é uma variedade de classe C.

Lema 3.1. Sejau € E e 21, = ®'(u) € DV?(R?). Entdo, 1, é solugdo da equagdo integral

/ Wi u? de = / (w + ¢u)puu’ dx
R3 R3

e como consequéncia, 1, < 0.

Demonstragdo. Por ([2.4), temos que
2(A = u®) 7 (w + du)u’] = 2¢,

Assim,

Aquju - u2¢u = (w + ¢u)u2
Multiplicando esta dltima equagdo por ¢ e integrando por partes, concluimos que
/ wihu? de = / (w + ¢u)puu’ dx
R3 R3

com 7, < 0.
Analisaremos agora alguns resultados a respeito da variedade de Nehari.
Lema 3.2. Existe constante C' > 0 tal que ||u||g > C, para todo u € N.

Demonstragdo. Sejau € N. Usando a Desigualdade de Holder

0 = [lul? -2 / wéat? d — / 2 do — pllul? — ull?
R3 R3

> Jullg — uCullully — Collull

logo, existe C' > 0 tal que ||u||g > C.
Lema 3.3. N ¢ uma variedade de classe C".

Demonstragdo. Considere

2 2
21 (u) = ||u||2E—/ wqﬁuqux——'u/ |u|qu——/ u|® dz
R3 q Jrs 6 Jrs

entdo, para todo u € F,

2 — 2
G(u) =2I(u) — / woyu® dr — / gou’ dv + ﬂ/ |u|? dx — —/ u|® da.
R3 R3 q R3 3 R3
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Provaremos que existe C' > 0 tal que (G'(u), u) < —C, para todo u € N.

G é um funcional de classe C" entdo, usando o Lema 3.1} temos

(G(u)u) = (20'(u),u) + (2 - Qu /

lul? dz — 4/ ul® dar +
R3 R3

R3
= C-oluli-@-o [ urs)oatd-@—q) [ uldo+
R3 R3
[ o= [ @ ot v ds
R3 R3

Consideraremos dois casos:

Casol: 4<q<6

Neste caso, precisamos verificar apenas que
(2= 9) (2w + ¢u) + 4w + ¢u + Yu) <0

De fato, pela Proposi¢do[2.1]

2-@)2w+ ) +4w+ du+1u) = [22—¢q) +4w+ (2 —q+4)d, + 40,
= 24— q)w+ (6 — q)py + 41,
< 0.

Assim, (G'(u),u) < —C pelo Lema[3.2]

Caso2: 2<qg<4
Usando o Lema[3.2] a condi¢do (V2) e novamente a Proposicao 2.1] obtemos:

(@) u) < (@)l - / 12~ )20+ 6u) + 4w+ 64 + )lgues da
— @l - / 24— o+ (6~ )b+ 4ehJou dr
— (2—(1)/IRs \Vu|2d$+(2—q)/RSV(a7)u2dm~l—

2(t-a) [ wontds— ) [ otwtde—1 [ vioutis
R3 R3 R3
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Assim,
(G'(u),uy < (2— q)/ (Vul?de + (2 — q)/ Vou? dr — 2(4 — q)/ wou? dx

R3 R3 R3

= -0 [ Vot [ [V 20 guoid ds
R3 R3

< (2-q) / Vul? dz + / (2 = @)Vo +2(4 — q)w?]u’ dz
R3 R3

< —C.

onde C' € constante positiva. O]

Lema 3.4. Existe constante C > 0 tal que I(u) > C, Yu € N.

Demonstracdo. Para qualquer u € N,

] (w)

H 1% + —/ wyu® dr + = /¢2u da:+— lulSdz.  (3.5)

R3

Precisamos distinguir dois casos: 2 < ¢ < 4ed < ¢ < 6. Se4 < g < 6, entdo cada

termo em (3.5) € positivo e obtemos

q— 2
Tyl = L=l

Do contrdrio, se 2 < ¢ < 4, usamos a Proposi¢do [2.1]e a condicdo (V2) para obter

q—2 2 —2 2 4—q 2,2
I — Vul|“d — V dr — —— d
}N(u) = 2 L |Vul|” dx 44 T, (x)u dx 20 s wu® dx

q—2 2 27,2
— dr + — —2)Vo— (4— d

= 5 [,V 93+2q/RS[(q Wo — (4 — qJwlu”dx

> Cllulz.

A conclusdo segue do Lema[3.2] O

Pelo Principio Variacional de Ekeland (veja Apéndice|A.7)), existe uma sequéncia (u,,) C

N de Palais-Smale ao nivel, ou seja,

I(u,) = ¢ e I'(u,) =0, aon— o0 (3.6)

onde c € caracterizado por

¢ := inf max I(~(t)) (3.7)

~eTl 0<t<1
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['={yec(0,1, E) [ 1(7(0)) = 0, ((1)) < O}.
Lema 3.5. O valor ¢ dado em satisfaz
L
0<ec< §S , (3.8)

onde S é a melhor constante de Sobolev como em (2.29).

Demonstragdo. Assim, como na prova do Lema[2.6] usaremos a técnica de Brezis e Nirenberg.

E suficiente mostrar que

sup I (tvy) < %53 (3.9)

t>0

para algum vy € E, vy # 0. De fato, observando que (tvy) — —oc aot — oo e fazendoy € T’

temos

I(y(t) <supl(tvy), 0<t<1 (3.10)

>0

de modo que
1 s
¢ <sup I(tyy) < 552.

t>0

Analogamente como na demonstra¢do do Lema 2.6] para provar (3.10) considere R > 0

fixo e uma fungo corte ¢ € C5°(R?) tal que
QO’BR = 1, 0< 2 < 1lin BQR € suppp C BQR.

Seja ¢ > 0 e defina w, := u.p onde u. € D?(R?) é a fungio de Talenti

N

C
ug(x):—g, rE€R3} >0

(=+1a)

e também considere v. € Cg° dada por

NI

o= = (3.11)

||w5||L6(B2R).
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Através de estimativas de Brezis e Nirenberg [[15] temos, ao ¢ — 0,
1
X. = ||[Vuv|3 < S+ O(£), where § = 5 (3.12)

Desde que tlirn I(tv.) = —o0 Ve, existe t. > 0 tal que sup I (tv.) = I(t.v.) e poderemos
—00 t>0
assumir sem perda de generalidade que t. > Cy > 0.

Afirmacao 3. As seguintes estimativas sao verdadeiras

1/4
t. < </ |V, |? dx +/ V(z)v?dw — / 20, V2 dx) =r.>0. (3.13)
Bar Bar Bar

Prova da Afirmagdo 3:

Fazendo v(t) := J(tv.) obtemos, para t > r,

V() = tri—t°— t/ ¢ v dx — ,utq_l/ |ve|Tdx < 0.
Bop Baor

donde seque a Afirmacéo 3.
De (2.2), temos Vn > 1,

u s = = [ wonuide— [ &k
R3 R3
< [ wbuutde < Cllon, lorallun (314
R3 5
A seguinte fungdo de t: %r? — % ¢ crescente no intervalo [0, r.) logo, usando lb a
desigualdade de Holder e a desigualdade (3.14) concluimos que

3/2
I(tov.) < 1(S—i—O(e‘s)—l—/ V(z)v? dx—/ 2w¢3svgdx> +
3 B B

2R 2R

+CtH|v |32 — Htg/ |ve|? d.
g q Bar
Aplicando a desigualdade

(a+0)*<a”+ala+b)*"b
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que é vélida para a,b > 0, o > 1 e usando a Proposicdo 2.1 obtemos

I(tov) < %S?’/Q +0() + ¢ / (V(z) + 2w?)v? dx +

Bar

L0 v |4y — uC / .| do,
5 Bor

onde C. =t?/q > C{/q > 0.

Afirmacio 4.

1
lim —</ ([V(2) + 2w*0? — pv?)dx + ||v€||iz> = —00. (3.15)
Bar °

e—0 56

Supondo (3.15) verdadeira, temos
[
J(tevs) < §S , € pequeno

mostrando (3.9) e portanto, provando o Lemma 3.5}

Prova da Afirmacdo 4-:

Como em Brezis e Nirenberg [15]], obtemos
/ lw,|%dz = C _ dr + O(%?) (3.16)
Bon s (14 [z]?)? '

assim, em virtude de (3.11)), é suficiente calcular (3.13])) com w. em vez de v.. Para provar (3.15)

devemos mostrar que

. ]- 2 2 q 12 % .
}:I_I}é = [/BR((V(.I') + 2w w: — pw?) dr + (/BR |we| 3 dx) ] = —00 (3.17)
e também que
1 2y, ,2 12 5
— [/ (V(x) 4+ 2w*)v: — pod) de + (/ lve| dm) ] (3.18)
€ Bar\Br Bar\Br

¢é limitada.

Verificagdo de (3.17). Seja

I = i& [/BR((V(:U) + 2w w? — pw?) dx + (/ |w€]152d:c>g]

9 Bgr
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Usando o fato de que V() is continua e logo, V' € L5 (R?), obtemos

oc

(w? — pw?) dx + (/ |ng|1€72 dw)g}

Br

1
L < S [CIV o [

Br
Agora, fazendo mudanca de varidveis, em By, temos

R 9 R 9
s Ve or _ _lgp3_q [V r
l < ¢ [Cl/o 1472 dr — pChe 317 /0 (1 + r2)(Ma/2 dr

2

+ 035—%</0§5(1+7”T)§dr)g}, (3.19)

onde C;; sdo constantes positivas independentes de ¢, Vi.
Deste ponto em diante a prova segue andloga a demonstracao do caso N = 3 na Afirmacgao

2 do Lema[2.6|no Capitulo 2]

Verificagdo de ([3.18). Temos que

1

g [/B (V(x) + 2w*)v? dx — pv?) dx + (/
2r\BR B

C C 3

_51 SOQU? dr + _52</ 8012/5|Ua|12/5 d:r) 3

€ BQR\BR € B2R\BR

2+431(, .6/5(5/3
ol [ (Bor\Br)

5
|715’12/5 d:L’) 3}

2r\BR

<

2

< Ciellelliypmag) + C2e
onde escolhemos R grande o suficiente tal que u? < e!'*9, ¥ |x| > R. Assim, concluimos que a
expressao em (3.18)) é limitada.

Consequentemente, isto conclui a prova da Afirmacgdo 4, e por fim, conclui também a

prova do Lema[3:3] [

Mostraremos agora uma propriedade de compacidade do funcional /, a saber, a limitacao

das sequéncias de Palais-Smale.
Lema 3.6. A sequéncia (PS). (uy,) € limitada em E.

Demonstragdo. Seja (u,) C E tal que —(I'(u),v) < 0,(1)||un|lg e [{(u,)| < M, para alguma
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constante positiva M. Entdo, das expressoes (3.2)) e (3.3)),

gM + on(Dllunlle > ¢ (un) = (J'(un), un) =

:(€—1>/ <|Vun]2+V( Ju )dx+<2—g>/Rgcu¢unuidiU+

/gb u? dx—l— 1—6 |un]6da:

> (%) /RS <|Vun|2 + V(:p) )dm - w(%) /R3 P, u2 dx. (3.20)

Como no Lema [3.4] existem dois casos a serem considerados: 2 < ¢ <4e4 < ¢ <6.

Se 4 < ¢ < 6, entdo pela Proposi¢do [2.1] e a desigualdade (3.20)

gM + 0 (1) [[unl| 5

Vv

—4
Cllunlls = (*57) [ Guio

2 ) Jus
Ol

V

donde deduzimos que a sequéncia de Palais-Smale (u,,) é limitada em E.

Para o caso 2 < ¢ < 4, usando (3.20), a Proposi¢ao[2.T]e a condigdo (V2), deduzimos que

—2 —DVo + (g — 4)w?
gM + o, (1)||un||le > <qT> /RS |Vun|2dx+<<q >02<q ) )/Rsuidm

> Clluallk,

implicando novamente que (u,,) é limitada em E. O

Lema 3.7. Existem constantes C' > 0, 7 > 0 e £ € R3 tal que

/ ui dx > C,
(§)

onde (u,) C N é uma sequéncia minimizante.

Demonstragdo. Seja (u,,) uma sequéncia minimizante em A/. Suponha por absurdo que 7 > 0

tal que

lim sup/ u? dx = 0.
7(€)

n—0o0

Usando Lions [38, Lema I.1] e também o lema anterior, seque que para 2 < g < 6,

|t |7 dz =5 0.
R3



39

Note agora que
lunll% = / unl® dz + 0n(1). 3.21)
R3

De fato, observe que

(I ) ) =l ~ [

R3

2+ du)ouutde — o [ funft =~ [ Junfda
R3 R3
e por (2.7), temos
—/ (2w + ¢y, )Pu,u2 dr < —/ wqbunuid:c—l—/ ]Vu,fd:c—l—/ oo up dx
R3 R3 R3 R3

= —2/ Wy, u? dx
R3

< 20 G, [[przflunll 2

n—oo
0

S

Assim, (3.21)) é satisfeita.

Assuma que ||u,[|% — ¢ > 0,20 n — oco. Como I(u,) — ¢,
1 1
Sy =5 [ fualtda =5 e
2 6 R3

logo, ¢ = £(.

Por outro lado, pela defini¢do de .S, temos

0> SOV3 = 1> 832,

Logo chegamos num absurdo pois ¢ = £¢ > 15%2. Portanto, ||u,||}, — 0. No entanto,

isto estd em contradi¢do com o Lema Sendo assim, (u,) ndo se anula e o Lema é

satisfeito. []
A aplicagdo ¢ é continua para a topologia fraca no sentido do seguinte Lema

Lema 3.8. Se u, — wuq fracamente em E entdo, passando a subsequéncia se necessdrio,

Bu, — Ou, fracamente em D'*(R?). Consequentemente, I' (u,,) — I'(ug), ao n — oo.

Demonstragdo. Sejam (uy,),up € E e u, — ug em E. Assim, temos

u, —uy emL*(R%*), 2<s5<6
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e como a imersdo & — L° € compacta em dominios limitados, também temos
u, —ug emLi (R®), 2<s<6. (3.22)

Usando (3.14) obtemos o importante fato de que (¢, ) € limitada em D"?(R3). Como
D'2(R3) € espago de Hilbert (reflexivo), entdo existe ¢y € DV*(R?) tal que ¢,, — ¢o em

DY2(R3) de modo que
¢un - ¢0 cm LG(RB)
Gu, — @0 em Li (R*), 1<s<6. (3.23)

Basta agora provar que ¢,,, = ¢,. Pela unicidade de solu¢do da equacdo (2.2)), € suficiente

mostrar que

A¢0 = (W + ¢0)U3

no sentido das distribui¢des.

Seja ¢ € C5°(R?) fungio teste. Uma vez que

A¢y, = (w+ ¢y, Ju2

entao temos

—/ (Vn,, V) da::/ wgoufld:c—l—/ G, U
R3 RZB ]R3

Assim, € suficiente verificar que

1

n

/RS (Vou,, V) dr = /3<V¢0, V) dz
. gzﬁunuigp der =X /Es gbouggo dx (3.24)
R
/ ulpdr =y ? ugp dr
R3 R3

A primeira convergéncia segue de uma simples aplicacdo da definicdo de convergéncia

fraca. Ja a segunda e a terceira seguem de (3.22). De fato, a respeito da segunda convergéncia
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temos

/ (U2, — uggo)pdr = / (u? — ud) oy, o dx +/ (¢, — do)ulp dx
R3 R3 R3
< C|‘¢un||D1v2</3 |luZ — u3|g|g0|g dx)g +
R

—I—/R?)(gbun — ¢o)udp dax

E portanto, (3.24) segue de (3.22), (3.23) e da limitagdo de (¢, ).

Vamos agora demonstrar a segunda parte do Lema. Todas as convergéncias a seguir
devem ser vistas passando 2 subsequéncia se necessério. Seja v € C5°(R?) uma fungio teste.

Note que

<]/(un)7 U> = / <<Vun7 VU) + V(‘r)unv - (2(") + ¢UH)¢U7LUTLU - lj’|un|q_1v - |un|5v> dx
R3

(I'(uo),v) = / <<VU07 V) + V(x)ugv — (2w + ¢o)Potiov — plug|* v — ‘U0|5'U> dx
R3

e observe que

/ (¢unun - (boUo)U dl’ = (bun (un - 'LL0>U dSC + / uO((bun - ¢0)U dl’
R3 R3 R3

5

< Cllowliona( [ fum = wlffolf de)” +
R3
+/ (¢un —¢0)UOU dx
R3
n—oo

— 0

usando a limitacdo de (¢,,,), (3.22) e (3.23).

Além disso, também temos

/ ((ﬁinun — Prug)vdr = / ¢in(un — ug)v dx +/ uo(¢in — ¢a)vdx
R3 R3 R3

2
< Clowora( [ un = uoliloff o)’ +
R3
2 2
+/ (¢un_¢0)uovd$
R3
n—oo O

novamente pela limitagdo de (¢, ), (3.22) e (3.23).
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Como (u,,) é limitada em L°(R?), segue que
|, |> — |u|® fracamente em E.

Portanto, por densidade concluimos que, Vv € F,

3
1
3

l

/ ((Vun, V) + V(:c)unv) dx
R3
[ 2o+ 60, )00, d
R3

/3 ((Vuo, V) + V(:v)unv) dx
/RS(QW + ¢o)Pouov dx

3
1
3

l

3
1
3

luo|? v da

|

|, |7 o da
R3 R3

3
1
3

l

[, [P0 d luo|v da

R3 R3

e assim (I'(uy,),v) — (I'(up),v) a0 n — 0. O

3.4 Provado Teoremal|l.2

Considere

a= Jgj{/[(u) (3.25)

A fim de provarmos o Teorema mostraremos que existe uy € N tal que I(ug) = a,
ou seja, (ug, ¢y, ) € uma solugdo ground state para o sistema (ICGM)).

Seja u,, € N tal que I(u,) — «, ao n — oo.

Pelo Lema existem constantes C' > 0, r > 0 e sequéncia (&), C R? de modo que

Defina v, () := u,(z — &,), Vo € R3. Como V é 1-periddica e

Gun, (SC - £n> = Oy, (JJ), (3.26)

entao

lealls = lalle: [ 2de=Covn e 1(0) =S a.
Br(&n)
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Verificagdo de ([3.26)).
Como ¢, € solugdo de (2.2), entdo ¢, satisfaz A, (z) = (w + ¢u(2))u?(z), Vo € R3.

Considere a seguinte translagao

Agy, (x— &) = (W + ¢y, (x — E)un(z — &), VreR3e(E,) C R®.

Visto que u, (z — &,) = v,(z), Vo € R?, entdo

Agu, (. — &) = (w+ ¢y, (z — E))2(x), Vo eR®e(E,) C R (3.27)

No entanto, dado v € E, existe dnica solu¢do ¢,, (x) € DV?(R?) solu¢do da equagio

(3.27). Portanto, necessariamente, ¢, (z) = ¢y, (v — &,), Vo € R3e (§,) C R3.

Através da limitacdo de (u, ) em E, temos que (v,,) é também limitada, donde concluimos

que

v, — vy fracamente em I/,
v, — vy em L (R3), 1<s<6, (3.28)

v, — Uy q.t.p. em R3,
Em virtude do Lema[3.8] ¢,,, — ¢y em D'?(R?), e assim

bu, — G0 em L (R?), 1 <s<6,

(3.29)
Gu, — G0 q.t.p. em R3,

Sem perda de generalidade, podemos assumir que (v,,) € uma sequéncia de Palais-Smale

para o funcional [ |, em particular,

(3.30)

Usando multiplicadores de Lagrange \,,, obtemos
on(1) = ((I|p) (vn), vn) = (I'(0n), vn) + An{G' (vn), vn) = A (G (V0), V)
Através do Lema[3.3] deduzimos que \,, = 0,(1) e, por (3.30),

I'(v,) =3 0.
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Usando o Lema [3.8|e esta dltima sentenca obtemos I'(vy) = 0, onde vy # 0.
Precisaremos provar agora que, de fato, I(vg) = «. No entanto, como [(v,) — a, é
suficiente mostrar que /(v,,) — I(vy) a0 n — oc.

Uma vez que v,, € N, temos
q—2 s  4—4q 2 1 2 .2 6—¢q 6
I(v,) = —||v.|| +—/ Wy, v, dr + — ¢ vy dr + —— v, |° dz.
2q‘ I 2q  Jgo q Jus 6q R3‘ |

Considere os casos 2 < g < 4ed < q < 6.
Se 4 < ¢ < 6, entéo usando a semi-continuidade inferior fraca da norma E, (3.28)), (3.29)

e o Lema de Fatou, obtemos

a = liminf I(v,)
n—oo
q—2 2 4—Q/ 2 1 2 9 6—q 6
> — + — dx + — dex + —— d
= 2 [|vol| % 2% ngﬁbovo T q RS%UO T 6 s |[vo|” dz
= I(w)

ou seja, I(vg) < a.

Por outro lado, se 2 < ¢ < 4, usando a Proposi¢do[2.1]e a condigdo (V2), note que

-2 4 — 1
T V@ + 5 et = 5|l V() + (4 - g}
1
> o [la =2V~ (- 9o}
> 0

e argumentando agora exatamente como no caso anterior, concluimos que /(vy) < a.
Finalmente, como o = in{/ I(v), entdo I(vg) = «. Sendo assim, (vg, ¢y) é uma solugdo
vE,

ground state para o sistema (KG.M).



Capitulo

4

Existéncia de solugoes positivas

4.1 Introdugao

O objetivo deste capitulo € estudar a existéncia de solugdes positivas do sistema

—Au+V(r)u — 2w+ ¢)pu = pu?t +u> "t em R3

(KGMy)
A¢ = (w+ ¢)u? em R3

—Au+ Vy(z)u — 2w+ ¢)pu = put™' + v 71 em R3

KGM
Ap = (w + ¢)u? em R? ( &

onde /. e w sdo constantes reais positivas, 2 < ¢ < 2* = 6 e u,¢ : R> — R sdo fungdes
incognitas.

Lembre que as condi¢des para o potencial V' sdao
(V1) V(z+p)=V(z), =R pelZ.

(V2) Existe Vy > 0 tal que V(z) > Vy > 0, x € R3,

2(4 —
Maﬂse2<q<4
q—2

(V3) Existe Wy > 0 tal que Vi(z) = V(z) — W(x) > Wy, onde W (z) > 0, z € R3.

onde V >

Alves, Carridao e Miyagaki [2] mostraram que existe solugdo positiva para a seguinte

equacao eliptica semilinear

—Au+V(z)u= ui+v" em RY
ue HY(RY), u>0, N>3

onde A\ > 0 é constantereal, 1 < ¢ < p=2*—1eV : RY — R ¢ uma funcdo continua positiva

45



46

satisfazendo a condic@o (V1) e a condi¢ao

Existe V > 0 tal que
VeCRY)eV(r)>Vy>0, € RY

Além disso, também provaram a existéncia de solu¢do positiva para esta equagdo ao
introduzir uma pequena perturbacdo do potencial V satisfazendo a condig¢ao (V3).

Isso motiva a seguinte questao: Serd que a técnica utilizada por Alves, Carrido e Miyagaki
pode ser aplicada para encontrar solugdes positivas do sistema (KGAMy/)? De fato, veremos que
a resposta € sim.

Analisaremos duas situagdes diferentes. Primeiro vamos assumir que o potencial V' é
periddico e depois usaremos este fato para abordar o caso em que V' € ndo-periddico.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: nas Secoes {.2] e f.3] abordaremos os
sistemas (KGMy) e (KGM;) com potencial periédico e ndo-periddico, respectivamente. Ja
nas Subsecdes e provaremos os seguintes resultados obtidos, respectivamente,

Teorema 1.3. Considere as condi¢coes (V1) e (V2). Entdo o sistema tem pelo menos
uma solugdo positiva u € H*(R?) com ¢ € D*(R3) para cada > 0se 4 < q < 6 e para

suficientemente grande se 2 < q < 4.

Teorema 1.4. Considere W € L3/2(R3), (VI), (V2) e (V3). Entdo o sistema tem pelo
menos uma solucdo positiva u € H'(R?) com ¢ € DV*(R?) para cada p > 0se 4 < g < 6e

para |i suficientemente grande se 2 < q < 4.

4.2 Potencial periddico

4.2.1 Formulacao Variacional

No Capitulo (3] consideramos o sistema (KGMy) com um potencial satisfazendo a
condi¢do (V2). Nesta se¢do admitiremos que o potencial V' satisfaz as condi¢des (V1) e
(V2). Nesse sentido, a estrutura variacional serd a mesma daquela descrita na Secdo [3.2] a
qual exibiremos brevemente agora.

Consideraremos o espaco de Sobolev /£ com norma
Julfy = [ (96 + Vi@y)da @
R3

a qual é equivalente 2 norma usual de Sobolev em H'(R?).
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Estudaremos solucdes positivas do sistema (K& M) com o auxilio do funcional de Euler-

Lagrange
I:F—R
dado por
1 2 2 _ 2 _ K g . 1 6
I(u) = [|Vul* + V(z)u” — wo,ui]de ul dx ul dx 4.2)
2 R3 q Jr3 6 R3

o qual, conforme exposto na Sec¢do estd bem definido e é de classe C'', com derivada de

Fréchet dada por
(I'(u),v) = / <<Vu, Vo) + V(x)uv — (2w + ¢y)dutiyv — uu’_flv — uiv) dr, (4.3)
R?’

Vv € E, onde u; = max{u,0}.

4.2.2 Provado Teorema|l.3

Iniciaremos este estudo mostrando que o funcional [ satisfaz o Teorema do Passo da

Montanha e a seguir analisaremos o comportamento das sequéncias de Palais-Smale.
Lema 4.1. O funcional I satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Existem constantes positivas (3, p tais que I(u) > ( para ||u||g = p.

(ii) Existe uy € E com ||ui||g > p tal que I(uy) < 0.

Demonstracdo. Usando as imersdes de Sobolev, temos
I(u) > Cylullf — Collullf — Callull%,

Como ¢ > 2, existem f3, p > 0 tais que ”iﬂlf J(u) > B, provando ().
ull=p
Seja u € E entdo, parat > 0 e pela Proposicdo [2.1| concluimos que

2 2 w? 2 2 Hoqn g 1 6
I(tu) < Citllull + F 7 ullz = #llulli = 5t luls:
Como g > 2, existe u; € F, uy := tu com ¢ suficientemente grande tal que ||u;||g > pe

I(uy) < 0, provando (ii). O
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Pelo Lema acima e usando o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz

sem a condi¢do (PS). (Apéndice |A.0), segue que existe uma sequéncia de Palais-Smale
(un) C E como em (3.06), ou seja,

Tu,) = ¢ e I'(up) =30
onde c é dado por

¢ = inf max I((t))

I'={y e C([0,1], E) [ 1((0)) = 0, I(7(1)) < 0}.

Como o Lema [3.5] continua valido para este caso, através do Lema [3.6] e da expressao
(3.14) temos que (¢, ) € limitada em D'?(R?). Assim, passando a subsequéncia se necessdrio,

podemos assumir, a0 n. — 0o,
u, — u, fracamente em F
¢u, — @, fracamente em D?(R?)
Lema4.2. © = ¢, e ¢, — ¢, fortemente em D?(R3) ao n — oo.
Demonstragdo. Veja a prova do Lema[2.5] O

Lema 4.3. Seja (u,, ¢u,) — (u, d,) fracamente em E x DV*(R3) ao n — oo com u # 0.

Entdo (u, ¢,,) € solugdo fraca do sistema .

Demonstragdo. Seja u, — u # 0 em E. Entdo, u,, — u em E|p, onde B C R3? é aberto e

limitado. Assim, u,, — uem L*(B),2 < s < 6 e, ou seja,

n—o00

Aplicando um resultado devido a Brezis-Lieb (veja Brezis e Lieb [14] ou Kavian [36]])

obtemos

/ufl+d:v:/uidx+o(1) (4.4)
B B
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E assim,

/ uy vdr = / uSvdr +o(l), VveCPR?) 4.5)
supp(v) supp(v)
Como C§°(IR?) é denso em F, segue que

/3 uy,  vdr = /3 uivdr+o(l), VvekE (4.6)
R R

onde escolhemos s = ¢ — 1 ou s = 5.

Uma vez que I'(u,) — 0 ao n — oo temos, Vv € F,

/ﬂgg((Vum Vo) + V(x)upv)de = 2 /R3 Wy, Up v dx + g ¢ Up v dr +

—|—,u/ un‘_];lvdm—k/ u) vdz +o,(1) (4.7)
R3 R3

Provaremos que

2/ w¢unun+vdx+/ qﬁinumrvdx’H—OfZ/ w¢uu+vdx+/ P2uvdz (4.8)
R3 R3 R3 R3

/ w4 v da TH—O>O/ ul™ v da 4.9)
RS RS
e
/ univ 7”H—O>O/ uiv. (4.10)
R3 R3
Verificagdo de {.8).

A convergéncia em (4.8)) segue da convergéncia de (2.24) no Capitulo 2 considerando

N =3e (uy) = (tUpy).

Verificagdo de (#.9)-(-10).
As convergéncias em (4.9) e (@.10) seguem de (4.6).

Portanto, concluimos que
(I'(u),v) =0, VwveE. 4.11)

Considerando v = u_ em (4.11) temos ||u_||g = 0 e, assim, u > 0. Supde que existe
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1o € R3 tal que u(zy) = 0. Pela desigualdade de Harnack (veja Gilbarg e Trudinger [34,
Teorema 8.20, padg. 199]), temos

supu < Cinfu =10
R3 R3

implicando que u € identicamente nula, uma contradi¢do. Portanto u > 0.

Assim, por (4.8), (4.9) e (4.10) juntamente com (4.7)), concluimos que (u, ¢,,) é solugdo

fraca para o sistema (G M), onde u € solugdo positiva. [

Em vista da falta de compacidade, devemos provar que u ndo € de fato identicamente
nulo. Para isto, precisaremos de alguma propriedade de compacidade na sequéncia (u,,), sendo

esta caracterizada pelo seguinte Lema devido a Montecchiari [42]

Lema 4.4. Seja (u,) uma sequéncia (PS). tal que u, — 0 fracamente em E, ao n — 0.

Entao,
(A) u, =20 fortemente em E
ou
(B) Existem p,n > 0, (y,) € R® tais que lim sup/ up ., dx > .
n=00 JBy(yn)

Demonstragcdo. Suponha que (B) ndo ocorre, isto €, existe © > 0 tal que

lim sup/ u?“r dz = 0.
BF(yn)

n—oo

Assim, por Lions [38], obtemos que u,, — 0 em L*(R3) ao n — oo, 2 < s < 6.

Como (I'(uy),u,) — 0aon — coe

= / bl dr — / bt d < bl 10n a5
R3 R3

concluimos que

||un||2:/ u2+0n(1), n — 00.
R3

1 .
Argumentando como na prova do Lema concluimos que ¢ > gS 32 uma contradicio.

Assim, (A) ¢ satisfeita e termina a prova do Lema{.4] O

Se u # 0, entdo pelo Lema[4.3] (u, ¢,,) € solugio fraca do sistema (KGMy).
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No entanto, se u = 0, pelo Lema[.4|existem p,n > 0, (y,) C R® tal que

lim sup / up, dz>n> 0. (4.12)
Bpt1(yn)

n—oo

Defina v, (z) := u,(z — y,), Vo € R3. Como V € 1-periddica e ¢y, (v — y,) = by, (),

entao

n—oo

lonlle = llunlle,  I(vn) = I(un) e I'(va) — 0.

Logo, temos que I(v,) — ce I'(v,) — 0 aon — oo. E assim, também deduzimos
que (v,) € uma sequéncia limitada em E e ¢,, € limitada em D"?(R3). Segue que existe

(v, ¢0) € E x DM*(R?) tal que
v, — v, fracamenteem E, n — oo,
by, — o, fracamente em D?(R3), n — co.
Além disso, note que v # 0. De fato, usando , temos

0 < USHUHHLQ(B,)-H)

< e = vl lVlz28,40)

Logo, como v, — v em FE, obtemos v # 0.

Finalmente, aplicando Lemas 4.2 e concluimos que (v, ¢,) € solugdo fraca para o
sistema (.G My/)) com v positivo.

4.3 Potencial ndo-periddico

4.3.1 Formulagdo variacional

O espago de Sobolev que utilizaremos €

EW:{ueE:/

3 (|vu|2 (V- W)u2> dr < oo}

onde Eyy estd munido da norma usual em H'(R?) dada por

Julfy =l — [ W da
R3
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Considere o funcional

[WEW%R

associado ao sistema e definido por
_ 1 2 2 B 1 2 . H q _ l 6
Iy (u) = (|Vul* + Viu®) dx woyu” d ul dx u’dr  (4.13)
2 R3 2 R3 q JRr3 6 R3
onde V; =V — W e, além disso,
=1, |-lo=l-ls ¢ Fo=F paaW =0.
Defina o como em (3.23), ou seja,

a = inf I(u),

ueN

onde
N ={ue E\{0} [ ({I'(u),u) =0}

o qual ndo € vazio pelo Teorema|[I.3]

4.3.2 Lemas auxiliares
O seguinte Lema ¢ um resultado crucial para a demonstragdo do Teorema [I.4]
Lema 4.5. i) a>0.
ii) Existe u € N tal que I(u) = o

Demonstragdo. Verificagdo de (i). Suponha por absurdo que o = 0. Entdo, existe u,, € N tal
que I(u,) — inj{/l(u) =a=0aon — oo, edaf (I'(u,), u,) =0, Vn.
ue

Consequentemente,

qou(1) = ql(w,) = (I'(un), uy)
_ (1 2 9 2 2 2 _q 6
= (-l + (2-9) / woy,ulda+ / o udde 4 (1= ) fuall

4 —
>l + 252 [ wuadda
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Como no Lema [3.6] existem dois casos a serem considerados: 2 < ¢ < 4e4 < g < 6.
No caso 4 < ¢ < 6, concluimos que ||u,| — 0 usando a Proposi¢do 2.1} Se 2 < ¢ < 4, pela
condig¢do (V2) e pela Proposic¢do [2.1{concluimos novamente que ||u,|| — 0 ao n — oc.

Em ambos os casos chega-se a um absurdo, provando (i).
Verificacdo de (ii). A prova serd feita em diversas etapas:

Passo 1. o > ¢
Primeiramente, devemos provar que a fungdo ¢ (¢) := I(tu), ¢t > 0 tem tdnico ponto

critico que corresponde ao seu maximo atingido em ¢ = 1.
Observacio 4.1. Note que ¢,, = t>¢,. De fato, como o operador linear L definido por
L(Y) := Ay — u*yp = wu? é injetivo, pela Proposicdo 2.1| temos ¢y, = t>¢,, uma vez que
L(¢tu> - L(tz%)-

Seja u € N e defina

1 1 1 1
a = —||u||2 b:——/ wgbuqux C:—/ ul dx d:_/ uﬁdx
2 2 Rg q R3 6 R3

entdo, considerando a observacgdo feita acima,
Y(t) = at® + bt* — ct? — dt°

onde a, b, c e d sdo constantes positivas.
E ficil ver que 1/ tem um ponto de maximo para ¢ > 2. Usando semelhante ideia usada
por Ruiz [45]], basta concluir que este € o Unico ponto critico de ).

Considere algumas derivadas de 1):

Y'(t) = 2at+4bt® — qct?t — 6dt°
O'(t) = 2a+412bt* — q(q — 1)ct?? — 30dt*

Claramente, )" (t) é positivo para ¢ suficientemente pequeno e estritamente decrescente
para t suficientemente grande. Além disso, tEeroo Y'(t) = —oo. Assim, existe to > 0 tal que
' (ty) =0e)"(ta —t) > O parat < to.

Como ¢/ (t) é crescente parat < to e ¢’'(0) = 0, entdo ¢)’(¢) assume valores positivos pelo
menos em ¢ € (0,1y). Parat > t9, ¢/'(t) decresce tendendo a —oc.

Portanto, existe inico t; > t5 tal que ¥'(¢;) = 0.
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Finalmente, como u € N, concluimos que

max [ (tu) = I(u). (4.14)

>0
Considere ) € R e u = fou tal que [(u) < 0. Assim () = tu € I e por (4.14) segue
que

= >
I(u) max I(tu) > c.

Consequentemente, inf I(u) > c.
ue

Passo 2. o < ¢

Seja (u,), C E uma sequéncia de Palais Smale como em (3.6), entdao (u,,) é limitada
e I'(up)u, — 0 ao n — oo. Portanto, para cada n existe dnico (t,) € RT tal que
I'(tpuy)tpu, = 0,V n e porisso, (t,u,), CN.

Mostraremos agora que (¢,,) € uma sequéncia limitada.

Como ['(t,uy)tyu, = 0, Vn, entdo

12 || ||? zti/ 2w¢unuid:p+t§/ @2 uida:+ut;§/
RS RS n

ug , dr + t8 [ uldx
R3 R3

e portanto,

| || :ti/RS 2wy, uZ do + t /RS ¢ ul do + ptd? /RS ug+da§+ti/ ul dv. (4.15)

R3

Note que (,,) ndo converge a zero ao n — oo, pois daf terfamos /(u,,) — 0, 0 que entraria

em contradi¢do com (3.6). Além disso, (t,,) ndo converge a +00, a0 n — oo. De fato, dividindo

.15) por t*, obtemos

1 1
t—4||Un|’2:t—2/R3 2wqﬁunuidac—|—/R3 oo up dx—i——/ dx—i—/r ub da.

Assuma que t,, — 400 a0 n — 00, entao

/}R3 ¢ ul dv = /R3 ub dr = 0,(1)

e pela desigualdade de interpolagdo,
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donde concluimos que ||u,|| — 0 ao n — oo, contradizendo o fato de que ¢ > 0.
Portanto, a sequéncia (¢,,) é limitada, isto é, existe t, € (0, co) tal que ¢,, — to (passando
a subsequéncia se necessdrio). Provaremos que ¢y, = 1.

Como I'(uy,)u, — 0, a0 n — oo, temos
]2 = / 20, u2 d +/ oo ulde + ,u/ ul dr + / ul dr + o0,(1).  (4.16)
R3 R3 R3 R3
Multiplicando (4.16) por —¢2 e adicionando a equagdo (4.15]), obtemos
(=)l = (2 =) [ uddopr =) [t dor@h-8) [ atdn
RS RS R3

Fazendo n — oo,
0= (2 — 1)l +t3(t2 — 1)ly + pt2 (¢ — 1)y + 2(2 — 1)L,

onde

gl = Hun|l2 62 = / gzﬁinui dCU 63 = / u(T]L+ dx 64 — / ug dx
R3 R3 R3

el; > 0paratodoi =1,2,3,4.
Sed < q < 6,entdoty = 1 paracada pu > 0ese 2 < ¢ < 4 entdo também teremos ¢y = 1
ao escolher p suficientemente grande.

Considere

1 <
Jgff I(u) < I(tyun)

1 1
:ti[f(un)—k—(l—ti)/ wgbunuidx+/i(1—t%_2)/ ul dx—l——(l—tfl)/ uf’;da:}
2 R3 q R3 6 R3

= (12 — 1) (up) + I(u,) + on(1).
Tomando o limite ao n — oo, obtemos
a < c,

o que implica o = ¢, pelo Passo 1.

Passo 3. I(u) = «

Uma vez que u é uma solucdo positiva do problema (KGMy/), ou seja, v € N, entdo
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I(u) > a.

Por outro lado, como (I'(u,), u,) — 0 ao n — oo, temos

a = c=1I(uy,) +on(1)
— I(u) 1<I'<un> )+ 0n(1)

— —H n||2—|-—/ w¢unundx+ /gzﬁunundm—i- q/ﬂ@uﬁdm—i—on(l).

Se 4 < ¢ < 6, através do Lema de Fatou juntamente com a Proposi¢ao [2.1] obtemos, ao

n — 00,
— 2 4 — 6 —
o > e+t [ wgaldet [ o do+ 29 [ WSy
2q 2q  Jgs q 6q Jrs
1
= I(u) = —(I'(u),u)
q
= I(u).

Para o caso 2 < ¢ < 4, teremos

—2
a > q_ |Vun|2dx+—/ (q—2)Vo — (4 — @)w?|u dx +

_ / oo up d:l:—l— /und:c—i—on(l).

donde, aplicando novamente o Lema de Fatou e usando a condicdo (V2), concluimos também

que o > I(u), o que finaliza o Passo 3 e, portanto, a prova do Lema [

4.3.3 Prova do Teoremall.4

Utilizando a prova do Lema[.5] podemos escolher v € A tal que
a=1u) e I'(uyp=0 VpeFE.

Note que assim como o funcional 7, [y também satisfaz a geometria do passo da

montanha, entdo existe sequéncia (PS).,, (u,) C Ey tal que

n—oo n—oo

Iy (u,) — ew e Iy(u,) — 0
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onde ¢y 1= 716%1;/ max J(y(t)) e
Pw = {y € C([0,1], Ew)[1(+(0)) = 0, I1(v(1)) < 0}. (4.17)

Escolha t* € R tal que

cw < sup Iy (tu) = Iy (t"u)
>0

entdo, pela condi¢do (V3) e 0 < u € M, temos

ew < I(t'u) <supl(tu) = I(u) = a.
>0
Logo, cy < £5%2, pois ey < a = c.
Analogamente ao Lema [3.6] a sequéncia (u,,) é limitada Ey e também (¢, ) é limitada

em D'?(R?). Assim, ao n — oo e passando a subsequéncia se necessdrio,

Uy — U fracamente em FEyy

¢un - qu fracamente em DLQ (RS)

Afirmacao 5. u # 0

Prova da Afirmagdo 5:
Supde por absurdo que @ = 0, isto é, u,, — 0 fracamente em Ey ao n — oo. Como

W e L3/%(R?),

Wu?dr — 0, aon — co. (4.18)
R3

Observando que W (z) > 0 e fazendo v € E' C Ey tal que ||v|| < 1, obtemos

|(I' (up) — Ly (up))v| = Wty v da:‘ W2,  W2v dx‘

‘ R3 ) R3

([ wlas)* ([ wipf i)
o( [ wituarar)”

IN

IN
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para alguma constante C' > 0. Além disso, a0 n — 00, temos

‘[(un) — Iy ()

Wu? d:v‘ = 0,(1).

‘ R3

Assim, por (#.18)),

e
Iup) =% ew < a
Analogamente como na prova do Lema[4.5] existe sequéncia (t,) C R satisfazendo
th =31, e (I'(tptn), taun) =0, Vn
donde

CWZau

o que € uma contradicdo e, portanto, u # 0.
Argumentando como na prova do Lema (1, ¢,) é uma solucdo fraca para o sistema

(KGMy) e a prova do Teorema [I.4]é concluida.



Apéndice

A

Apéndice

A.1 Asequagdes de Klein-Gordon acopladas com Maxwell

A fim de deduzir as equagdes Klein-Gordon-Maxwell consideraremos, por simplicidade,
apenas o caso R3.
As equacdes ndo-lineares do tipo Klein-Gordon sdo da forma
0?1

S~ AU miy — [Pt =0 em R’ (A-D

onde v = ¢(x,t) € C(x € R3,t € R), my € R constante e p > 2.
Recentemente muitos trabalhos foram devotados a buscar solucdes na forma de ondas

viajantes da equacdo (A.1)), ou seja, solucdes da forma:
Y(z,t) = e“'u(z), weR

Nesse sentido, as equacdes ndo-lineares de Klein-Gordon serdo reduzidas a uma equacao
semilinear eliptica onde resultados de existéncia ja foram estabelecidos

Pretendemos aqui construir um modelo que descreve os campos nao-lineares de Klein-
Gordon interagindo com o campo eletromagnético E-H. Seguindo ideias ja introduzidas por
Benci e Fortunato [[8, [10], Benci, Fortunato, Masiello e Pisani [7]], Coclite [[18], Coclite e
Georgiev [19], d’ Avenia e Pisani [23]] e Esteben, Georgiev e Sere [28], vamos estudar um

sistema de equacdes cujas varidveis sdo a fungdo ¢ = i(z,t) e os potenciais A, ¢

ARXxR—-R, &:R*xR—-R (A.2)

59
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que estdo relacionadas a E-H pelas equagdes de Maxwell

E:—<V<I>+a—A>

ot (A.3)

H=VxA
Considere a equagdo (A.T)). A densidade Lagrangeana relacionada a (A.T)) ¢ dada por

Lxe %Hz—ff— VY1 = miluP +%le”- (A4)

A interacdo de ¢ com o campo eletromagnético é normalmente descrito (veja Felsager

[30]) substituindo em (A.4) as derivadas usuais —, V com as derivadas covariantes

ot

% +iep, V —ieA.

onde e € o campo elétrico.

E assim, resulta a seguinte densidade Lagrangeana
1710 , 2 , 1
Cuan = 3| 55 +ieov| — Vo — icAul = nlof] + ol

Escolhendo
P(x,t) = u(z, t)eis(x’t),

onde u, S : R?® x R — R, a densidade Lagrangeana se transforma em

1 1
Lrxam = §{uf —|Vul]? — ||[VS — eA|]* — (S; + ep)® + mg] u2} + g‘uyiﬂ'

Considere agora a densidade Lagrangeana do campo eletromagnético E-H

1 1 1
Lo = 5(B]” = [H]") = 5[A; + Vo[ — S|V x A"

Portanto, a acdo total € dada por

S = // Lram + Lrcm-
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Fazendo agora a variagcdo de .S com respeito a u, S, ¢ e A, respectivamente, obtemos

Uy — Au + [|VS —eA|> — (S; +eg)? + mg]u — |uP~2u = 0,
div(A; + Vo) = e(S; + ep)u?,
2 [(St + egz))u?} —div[(VS — eA)u?] = 0,
Vx(VxA)+ 2(A + Vo) =e(VS — eA)u?

(A.5)

Estamos interessados em encontrar solucdes do tipo ondas viajantes para as equacdes em

(A.5), ou seja, solugdes na forma
u=u(z), S=wt, A=0, ¢=¢(x), wekR.

Assim, enquanto as duas dltimas equagdes de (A.5) sdo identicamente satisfeitas, as duas

primeiras equacoes se transformam em

—Au+[mg — (w+ep)?lu—|uff?u=0 em R?
A¢ = e(w + ep)u? em R3

Uma vez que €? = 1, podemos escolher ¢ = 1 donde finalmente concluimos que

—Au+[md — (w+ ¢)?lu—|uf2u=0 em R3
Ad = (w+ ed)u? em R3

REFERENCIA: Benci e Fortunato [9].

A.2 O funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema
(KKGM)
Para N = 3 e N = 4 considere o sistema de Klein-Gordon-Maxwell

—Au+ [mE — (w+ ¢)?u = plulf%u+ |u[* 2u em RY
Ap = (w+ ¢)u? em RY

onde2 < q < 2" =2N/(N —2), u>0,my > 0ew # 0 sio constantes reais e u, ¢ : RY — R
sao fungdes incdgnitas.

Multiplicando a primeira equagdo em (G.M) por uma fun¢do v € C3°(R) e integrando
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por partes, obtemos
Vu, Vo) dz + [m2 — (w+ ¢)*uwv ) de = plul?2uv + [ul? Puwv) dr (A.6)
0
RN RN

Como o espago das fungdes C5°(R) é denso em H!(RY), a igualdade (A.6) é vélida para
todo v € HY(RY).

Definicdo A.1. Dizemos que o par (u,$) € HY(RY) x DY2(RYN) é uma solugdo fraca para o

sistema se (u, ¢) satisfaz a igualdade (A.6).

Proposicio A.1. O funcional F definido em é de classe C' em H'(RY) x DV2(RY) e

seus pontos criticos sdo solugdes fracas do sistema (KGM).

Demonstracdo. Defina o funcional energia F' : H'(RY) x DV3(RY) — R por

1 1 1
F(u,¢) = E/RN yvu|2dx—§/RN\v¢y2dx+§/RN[mg—w2]u2dx -

-~ -~ -~

P Fy Fs
2 1 2. 2 M q 1 2%
- wou” dr —= ou” dr —= lul?dx —— lul* dx (A7)
RN 2 JrN 9 Jry ) 2% JpN )
}Z }g Fg };

onde F; : HY(RY) x D2 (RY) - R,i=1,...,7.

Para mostrar a existéncia da derivada de Fréchet do funcional F', usaremos o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue. A existéncia da derivada de Fréchet dos termos Fj
e F7 sdao provados por Willem [49] enquanto que os termos Fj e F> podem ser provados de
forma andloga. Provaremos a existéncia da derivada de Fréchet apenas para o quarto termo do
funcional F', ou seja, F);. A prova para Fj segue de forma semelhante.

Considere a fun¢do p; : R — R, p;(t) = Fi(u + tv,¢) + Fi(u,¢ + t), i = 1,...,7,
u,v € HY(RY) e ¢, € DM2(RY).

Note que p;(0) = 2F;(u, 6). p}(t) = F(u +1v,6) - (v,9) + Fl(u, ¢ + ty)) - (v,1)). Além

disso,

Fi(u,6) - (0,) = p1(0) = lim = [ Fi(u+ t0,0) = i, 6) + Fiw, 6 + 1) — Fi(u,0)].

Provaremos que

Fy(u,¢) - (v,¢) = _2/

wouv dr — / wipu? dx (A.8)
RN RN
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Dadoz € RV e 0 < t < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < A\ < 1 tal que

~+ | =

o(u+ tv)?* + (¢ + th)u® — 2¢u2] = 2¢v(u+ \Mv) + u?
< 200|(ful + [o])[v] + [ |u®

Usando as imersdes de Sobolev H*(RY) — L3(RY), 2 < s < 2* e DM?(RY) —

L% (RY) juntamente com a desigualdade de Holder, obtemos

219lv|(ful + [v]) + []u® € LY RY).

De fato,
[ Jelillulds < ol o2l
[ et de < 16l 107 et = ol ol
R
[ wltde < 1l = 16l Rl o

Deste modo, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e obtermos

m = [Fulu 10, 6) + Filu, 6+ 16) — 2Fi(u,9)] =

li
t—0 t

provando (A.g).

Argumentos similares mostram que

Fl(u,6) - (v,1) = /R (Y, V) do
Fy(u,¢) - (v,¢) = —/RN<V¢,w>dx
Fi(w.o)-(00) = [ = wuvda
Fy(u, @) - (v,4) = — RN(bQUU— Rquu?dx

Fi(w,¢)- (0,0) = —p / ufod
Fi(u, ¢) - (v,9) = _/RN lu

*_
=y dx
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Portanto,

F'(u,9) - (v,¢) = /
_ _ 2 5. 2 2
Q/RN wouv dx /]RN wiu” dx N o uv N oYu” dx

(Vu, Vv) dx — /

R

N (Vo, V) dx + / [m§ — w]uv dx

RN

—,u/ \u|q_2uvdas—/ lu|* "?uv da (A9)
RN RN

Multiplicando a equag@o (2.2)) por ¢, temos

— / (Vo, Vp) dx = / wipu® dx + opu® dx (A.10)
RN RN RN

Substituindo (A.T0) na expressdo (A.9), finalmente obtemos

F'(u,9) - (v,¢) = /RN<VU, V) dx +/ [m2 — w?]uv do — 2/ wouv dx

RN RN

—/ (bQuU—,u/ \u|q2uvdac—/ lu|* ~2uv dx
RN RN RN

= /RNWU, Vo) dz + /RN [m§ — (w+ ¢)*|uv dz

—u/ ]u\qQUde—/ lu|* ~?uv da
RN RN

provando que os pontos criticos de F' sdo solucdes fracas do sistema (KG M.
Agora provaremos que o funcional energia F € de classe C'!' em H'(RY) x DV2(RY).

Sejam F,(u, ¢), Fj(u, $) as derivadas parciais de F' em (u, ¢) € H'(RY) x D'*(RY),

ou seja,
Fl(u,¢)-v= / ((Vu, Vo) + [mg — (w + ¢)*Juv — plu|?*uv — |u|2*_2uv) dx
RN (A1)
Fiw.o) 0=~ [ ((V6.V0) + @+ 0)uiv) da

O termo — / 2wouv dx da derivada F) (u, ¢) - v é continuo. De fato, se u, — u em
RN

H'(RY), entdo u,, — uem L*(RY), 2 < s < 2*. Assim, pela desigualdade de Holder,

n—oo

2e/2r-2) — 0

o [[Up, — U 2*/(2*_2)”1)

Olun — uvda| < |0

‘ RN

De forma semelhante, os outros termos de Fy(u,¢) - v, Fj(u,) - ¢ também sdo
continuos. Segue que F;, e I sdo aplicagdes continuas de H'(RY) x D'?*(RY) em H~'(RY)

e (D1?)*(RY), respectivamente.
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A.3 Lema de Stampacchia

Teorema A.l1. Seja H um espaco de Hilbert real e K C H subconjunto convexo e fechado.
Considere a : H X H — R forma bilinear continua e coerciva e A\ : H — R um funcional

linear continuo. Entdo, existe tinico u € K tal que
a(u,v —u) > ANv—u) VYvekK

Além disso, se a é simétrica, entdo u é solu¢do do problema

%a(u,u) — Mu) = inf (%a(v,v) - A(v)).

veEK

REFERENCIA: Brézis [[13, Teorema V.6, pag. 83].

A.4 Teorema de Hewitt-Stromberg

Teorema A.2. Suponha que 1 < p < oo e que a sequencia (f,,) seja limitada em LP(RY).

Se f, — f q.t.p. em RN, entdo
fn— f fracamente em LP(R"),

ou seja,
1 1
lim fagdr = [ fgdz, VYge LY(RY), =+>-=1.
n—oo JpN RN P q

REFERENCIA: Hewitt e Stromberg [35], Teorema 13.44, pag. 207].

A.5 Principio da Criticalidade de Palais

Definicao A.2. A acdo de um grupo topologico G em um espaco normado X é uma aplicagdo

continua

GxX— X:[g,ul = gu
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tal que
1 -u=u,
(gh)u = g(hu),
u +— gu € linear.
e é isométrica se ||gu|| = ||ul|.

Definicao A.3. Defina o espaco dos pontos invariantes por
Fiz(G) :={ue X|gu=u, Vg € G}.

Definicao A.4. Um conjunto A C X ¢ invariante se gA = A, para todo g € G. Além disso,
dizemos que que uma fungdo p : X — R é invariante se ¢ o g = @, para todo g € G.

De posse destas definicdes, podemos enunciar o

Teorema A.3. Considere uma acdo isométrica do grupo topoldgico G no espaco de Hilbert X.
Se ¢ € CY(X,R) é invariante e se u é um ponto critico de ¢ restrito a Fix(G), entdo u

é ponto critico de .

REFERENCIA: Willem [49, Teorema 1.28, pag. 18].

A.6 Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢do (PS).

Seja E um espaco de Banach e ® : £ — R funcdo de classe C'. Suponhamos que
existam uma vizinhanga U da origem em FE e constante p € R tais que ®(u) > p para todo
u e U,

P0)<p e P(v)<p, paraalgumov ¢ U.
Definimos
= i >
=z

em que P denota a classe de caminhos continuos em F unindo a origem & v ¢ U. Entdo, existe

sequéncia (u,,) € E tal que

®(u,) —+c e P(u,) — 0emE".
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REFERENCIA: Brézis e Nirenberg [[15, Teorema 2.2]. Veja também Mawhin e Willem [40] ou
ainda Zelati [|52]].

A.7 Principio Variacional de Ekeland

Teorema A.4. Seja (M,d) um espaco métrico completo e J um funcional semi-continuo
inferiormente limitado inferiormente sobre M. Se ¢ = in/a J(u), para cada ¢ > 0, entdo
ue

existe uc € M tal que

c< J(u)<c+e

J(u) — J(ue) + ed(u,ue) >0, Yu € M, u # u,

REFERENCIA: Kavian [36, Lema 1.6.8, pag. 162].
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