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Resumo

Neste trabalho analisamos a existência de soluções radialmente simétricas, soluções

positivas, bem como a existência de soluções ground state para uma classe de equações do

tipo Klein-Gordon-Maxwell quando a não-linearidade exibe comportamento crítico. Para as

soluções positivas e do tipo ground state provamos resultados de existência quando um potencial

V é introduzido. A fim de obtermos tais resultados, usamos métodos variacionais.

Palavras-Chave: Equações de Klein-Gordon-Maxwell, soluções ground state, soluções

radialmente simétricas, expoente crítico de Sobolev.



Abstract

In this work we analyze the existence of radially symmetric solutions, positive solutions

as well as the existence of ground state solutions for a class of Klein-Gordon-Maxwell equations

when the nonlinearity exhibits critical behavior. For the positive and ground state solutions we

prove existence results when a potential V is introduced. In order to obtain such results, we use

variational methods.

Keywords: Klein-Gordon-Maxwell equations, ground state solutions, radially symmetric

solutions, critical Sobolev exponent.



Lista de Símbolos

〈 , 〉 produto de dualidade

BR bola aberta centrada em zero e com raio R

BR(x) bola aberta centrada em x e com raio R

p∗ = Np
N−p expoente crítico de Sobolev

(PS)c condição de Palais-Smale ao nível c

H1(RN) espaço de Sobolev W 1,2(RN) com norma ‖ · ‖

H1
r (RN) {u ∈ H1(RN) : u(x) = u(|x|)}

E espaço de Sobolev munido com norma ‖ · ‖E

D1,2(RN) completamento de C∞0 (RN) na norma ‖ · ‖D1,2

Ls(RN) espaço de Lebesgue com norma ‖ · ‖s

X∗ espaço dual do espaço X

un → u convergência forte (em norma)

un ⇀ u convergência fraca

‖u‖ =
[ ∫

RN (|∇u|2 + u2)dx
]1/2

norma do espaço H1(RN)

‖u‖E =
[ ∫

R3(|∇u|2 + V (x)u2)dx
]1/2

norma do espaço E

‖u‖D1,2 =
[ ∫

RN |∇u|
2dx
]1/2

norma do espaço D1,2(RN)

‖u‖s =
[ ∫

RN |u|
sdx
]1/s

norma do espaço Ls(RN)
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Capítulo

1

Introdução

Neste trabalho estamos interessados em usar técnicas variacionais para tratar a existência

de soluções das equações de Klein-Gordon-Maxwell (KGM) em RN com expoente crítico de

Sobolev:  −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u em RN

∆φ = (ω + φ)u2 em RN
(KGM)

onde 2 < q < 2∗ = 2N/(N−2), µ > 0 , m0 > 0 e ω 6= 0 são constantes reais e u, φ : RN → R

são funções incógnitas.

Este sistema foi primeiramente introduzido por Benci e Fortunato [9] como um modelo

que descreve os campos de Klein-Gordon não-lineares em R3 interagindo com o campo

eletromagnético. Em [10], eles provam a existência de ondas solitárias para este acoplamento

quando a não-linearidade tem comportamento subcrítico, ou seja, quando o expoente p do

sistema  −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = |u|p−2u em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(1.1)

é menor do que o expoente crítico de Sobolev 2∗ = 2N/(N−2) ou, mais precisamente, quando

4 < p < 2∗ = 6.

Alguns trabalhos recentes abordaram este problema e citaremos alguns deles.

D’Aprile and Mugnai [21] estabeleceram a existência de infinitas soluções radialmente

simétricas para o sistema (1.1) em R3. Eles estenderam o intervalo de definição da potência da

não-linearidade exibida por Benci e Fortunato [10], ou seja, cobriram o caso 2 < p ≤ 4.

Após o trabalho pioneiro de Benci e Fortunato [10], vários pesquisadores obtiveram

resultados de não-existência e trataram o sistema subcrítico (1.1) em domínios limitados, dentre

os quais citamos D’Aprile e Mugnai [22] e d’Avenia, Pisani e Siciliano [24, 25].
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Utilizando argumentos do tipo Pohožaev, em [17] Cassani prova que o problema crítico −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = |u|2∗−2u em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(1.2)

não possui soluções radialmente simétricas. Além disso, como no trabalho de Berestycki e

Lions [11], o autor obtém uma identidade variacional a fim de provar a não-existência de

qualquer solução fraca para o sistema acima.

No celebrado artigo [15] Brezis e Nirenberg abordaram um problema similar. Eles usaram

a bem conhecida técnica de Pohožaev para provar que o seguinte problema elíptico no domínio

limitado Ω ⊂ RN com N ≥ 3,
−∆u = uN+2/(N−2) em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω,

não tem solução alguma, e mostraram que esta situação pode ser revertida se for adicionado um

termo com potência de ordem mais baixa à da crítica. Muitos autores trabalharam estendendo

ou complementando estes resultados. Para maiores detalhes veja Willem [49] e suas referências.

Assim, no mesmo espírito de Brezis e Nirenberg [15], Cassani adiciona ao sistema (1.2)

uma perturbação de ordem mais baixa dando origem ao sistema (KGM) −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGM)

De fato, o autor prova que, ao adicionar esta perturbação, o sistema (KGM) possui

soluções radialmente simétricas em R3 com 4 < q < 2∗ = 6 e µ > 0 e com q = 4 e µ

suficientemente grande.

No segundo capítulo deste trabalho complementamos o Teorema 1.2 de Cassani através

do aumento do intervalo de definição da potência da não-linearidade, ou seja, cobrimos o caso

não abordado 2 < q < 4. Para provar esse fato impomos a seguinte condição entre as constantes

m0 e ω:

|m0|
√
q − 2 > |ω|

√
2.

Ainda neste capítulo provaremos que o sistema (KGM) também possui soluções

radialmente simétricas se aumentarmos a dimensão do problema para N = 4. Além da

necessidade de outros argumentos para este caso, vale ressaltar que, diferentemente do caso



3

N = 3, não foi necessária a subdivisão da potência q para a obtenção destas soluções.

Mais precisamente provaremos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Considere |m0| > |ω| e 4 ≤ q < 2∗ ou |m0|
√
q − 2 > |ω|

√
2 e 2 < q < 4.

Então o sistema (KGM) tem pelo menos uma solução (não-trivial) radialmente simétrica

(u, φ) ∈ H1(RN)×D1,2(RN) desde que

i) N = 3 com 4 < q < 2∗ = 6 (µ > 0) ou 2 < q ≤ 4 (µ suficientemente grande);

ii) N = 4 com 2 < q < 2∗ = 4 (µ > 0).

De modo a obter este resultado utilizamos a técnica de Brezis e Nirenberg e algumas de

suas variantes. Veja, por exemplo, Miyagaki [44].

Nos capítulos 3 e 4, abordaremos o caso N = 3 e introduziremos um potencial V ao

sistema (KGM), ou seja, consideraremos o seguinte problema −∆u+ V (x)u− (2ω + φ)φu = µuq−1 + u2∗−1 em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGMV )

onde µ e ω são constantes reais positivas, 2 < q < 2∗ = 6 e também u, φ : R3 → R. Além

disso, assumiremos as seguintes propriedades da função contínua V :

(V1) V (x+ p) = V (x), x ∈ R3, p ∈ Z3

(V2) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0 > 0, x ∈ R3,

onde V0 >
2(4− q)
q − 2

ω2 se 2 < q < 4.

Esta nova classe de sistemas (KGM) com potencial está relacionada a uma série de

outros trabalhos. De fato, o potencial V (x) munido com as propriedades (V1)-(V2) também

satisfaz o caso constantem2
0−ω2, o qual tem sido extensivamente estudado. Veja, por exemplo,

Azzollini, Pisani e Pomponio [4], Azzollini e Pomponio [5], Benci e Fortunato [10], Cassani

[17], D’Aprile e Mugnai [21, 22].

Georgiev e Visciglia [33] também introduziram uma classe de sistemas (KGM) com

potenciais. No entanto, em tal análise eles utilizaram um pequeno potencial de Coulomb.

No capítulo 3 investigaremos a existência de soluções ground states. Soluções ground

states são pares (u, φ) que resolvem o sistema (KGM) e minimizam a ação do funcional energia

associado dentre todas as possíveis soluções não-triviais.

A análise de soluções ground states tem sido considerada por muito autores em diversos

problemas. Veja, por exemplo, Azzollini e Pomponio [5, 6], Berestycki e Lions [11], Li, Wang

e Zeng [37] e Zhao-Zhao [50], dentre outros.
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Em [5], os autores Azzollini e Pomponio estabeleceram resultados de existência o sistema

(1.1). Eles mostraram que tal sistema admite pelo menos uma solução ground state com

expoente subcrítico de Sobolev q no intervalo 2 < q < 6.

Em vista disso, neste capítulo mostraremos que adicionando ao sistema (KGMV ) uma

não-linearidade envolvendo o expoente crítico de Sobolev, é também possível estabelecer a

existência de pelo menos uma solução ground state. É importante notar que, neste caso, a fim de

provar uma propriedade de compacidade para sequências minimizantes, precisaremos mostrar

um lema técnico relacionado à melhor constante de Sobolev e também mostrar a limitação das

sequências de Palais-Smale.

Assim, obtemos o

Teorema 1.2. Considere as condições (V1) e (V2), então o sistema (KGMV ) tem pelo menos

uma solução ground state para µ suficientemente grande.

Por fim, no capítulo 4, e no mesmo espírito do trabalho de Alves, Carrião e Miyagaki

[2], estudaremos a existência de soluções positivas para o sistema (KGMV ). Nesse caso,

estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 1.3. Considere as condições (V1) e (V2). Então o sistema (KGMV ) tem pelo menos

uma solução positiva u ∈ H1(R3) com φ ∈ D1,2(R3) para cada µ > 0 se 4 < q < 6 e para µ

suficientemente grande se 2 < q ≤ 4.

Usando o Teorema 1.3, provaremos que para um potencial V] não-periódico, o problema −∆u+ V](x)u− (2ω + φ)φu = µuq−1 + u2∗−1 em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGM])

também possui solução positiva ao considerarmos V] uma pequena perturbação da função

periódica V ; mais precisamente, V] satisfaz a seguinte condição:

(V3) Existe W0 > 0 tal que V](x) = V (x)−W (x) ≥ W0, onde W (x) ≥ 0, x ∈ R3.

onde a última desigualdade é estrita em subconjuntos de medida positiva em R3.

Finalmente, temos o

Teorema 1.4. Considere W ∈ L3/2(R3), (V1), (V2) e (V3). Então o sistema (KGM]) tem pelo

menos uma solução positiva u ∈ H1(R3) com φ ∈ D1,2(R3) para cada µ > 0 se 4 < q < 6 e

para µ suficientemente grande se 2 < q ≤ 4.
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A principais dificuldades encontradas para as classes de problemas abordadas neste

trabalho foram as seguintes:

• Os sistemas envolvem um termo não-local;

• O funcional de Euler-Lagrange associado aos sistemas é fortemente indefinido e

• Existem duas perdas de compacidade devido às imersões de Sobolev.



Capítulo

2

Existência de soluções radialmente simétricas

2.1 Introdução

Neste capítulo provaremos a existência de soluções radialmente simétricas do sistema: −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u em RN

∆φ = (ω + φ)u2 em RN
(KGM)

para as dimensões N = 3 e N = 4, onde 2 < q < 2∗ = 2N/(N − 2), µ > 0 , m0 > 0 e ω 6= 0

são constantes reais e também u, φ : RN → R.

A fim de demonstrar a existência de soluções, vamos estudar os pontos críticos do

funcional de Euler-Lagrange associado a este sistema. Na Seção 2.2 mostraremos que este

funcional é fortemente indefinido, sendo assim, exploraremos propriedades da função φ e

usaremos o Método da Redução (descrito por Benci, Fortunato, Masiello e Pisani [7]) para

definir um novo funcional associado, sendo este mais adequado para tal estudo. Por fim,

restringiremos a análise no espaço das funções radialmente simétricas e, usando o Princípio

da Criticalidade de Palais, provaremos que os pontos críticos deste funcional associado serão

soluções fracas do sistema (KGM).

Tecnicamente, existem duas grandes dificuldades para se demonstrar a existência de

soluções. Precisaremos enfrentar dois tipos de falta de compacidade: o primeiro devido à

presença de um termo que envolve o expoente crítico de Sobolev no sistema (KGM) e o

segundo devido à invariância do funcional de Euler-Lagrange com respeito às translações, pois

o domínio em questão é todo o RN . Uma forma padrão de contornar este segundo tipo de falta

de compacidade é procurarmos os pontos críticos do funcional energia restrito ao subespaço das

funções radialmente simétricas

H1
r (RN) = {u ∈ H1(RN) : u(x) = u(|x|)}

7
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compactamente imerso em Lpr(RN), 2 < p < 2∗, onde Lpr(RN) = {u ∈ Lp(RN) : u(x) =

u(|x|)} (veja Strauss [46]). No entanto, é bem conhecido o fato de que quando p = 2∗ (p = 6

em R3 e p = 4 em R4) esta imersão não é mais compacta. Isto ocasiona, por sua vez, que as

sequências de Palais-Smale (veja definição em (2.13)), em geral, não possuem subsequências

convergentes. Se toda sequência de Palais-Smale para o funcional de Euler-Lagrange num

certo nível c possui subsequência convergente, dizemos que este funcional satisfaz a condição

de Palais-Smale (PS)c. A ausência de compacidade significa que não podemos garantir que

este funcional satisfaz a condição (PS)c sem hipóteses adicionais.

Na Seção 2.3, usaremos uma variante do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz [3] a fim de provar a existência de soluções e, em seguida, exploraremos uma técnica

devida à Brezis e Nirenberg [15] para demonstrar que esta solução é não-trivial.

Desse modo, obteremos o:

Teorema 1.1. Considere |m0| > |ω| e 4 ≤ q < 2∗ ou |m0|
√
q − 2 > |ω|

√
2 e 2 < q < 4.

Então o sistema (KGM) tem pelo menos uma solução (não-trivial) radialmente simétrica

(u, φ) com u ∈ H1(RN) e φ ∈ D1,2(RN) desde que

i) N = 3 com 4 < q < 2∗ = 6 (µ > 0) ou 2 < q ≤ 4 (µ suficientemente grande);

ii) N = 4 com 2 < q < 2∗ = 4 (µ > 0).

Por fim, vale ressaltar

2.2 Resultados preliminares

O objetivo deste capítulo é provar a existência de soluções (u, φ) ∈ H1(RN)×D1,2(RN),

onde H1(RN) é o espaço de Sobolev (veja, por exemplo, [41]) munido da norma

‖u‖ =
[ ∫

RN
(|∇u|2 + u2)dx

]1/2

e D1,2(RN) é o completamento de C∞0 (RN) na norma

‖u‖D1,2 =
[ ∫

RN
|∇u|2dx

]1/2

Ao longo deste trabalho, C e Ci denotarão constantes positivas que poderão mudar de

valor de uma linha para outra.
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O funcional energia F : H1(RN) × D1,2(RN) → R associado ao sistema (KGM) (veja

Apêndice A.2) é dado por:

F (u, φ) =
1

2

∫
RN

(|∇u|2 − |∇φ|2 + [m2
0 − (ω + φ)2]u2) dx +

−µ
q

∫
RN
|u|q dx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗ dx. (2.1)

F é de classe C1(H1(RN)×D1,2(RN),R) (veja Apêndice A.2) e sua derivada de Fréchet

é dada por

〈F ′(u, φ), (v, ψ)〉 =

∫
RN

(
〈∇u,∇v〉+ [m2

0 − (ω + φ)2]uv
)
dx +

−µ
∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx

O funcional F é fortemente indefinido, ou seja, é ilimitado por cima e por baixo. Assim,

para contornar esta dificuldade, reduzimos o estudo do funcional (2.1) para o estudo de um

funcional de uma única variável u. Esta técnica é chamada de Método da Redução e tem sido

utilizada pelos autores mencionados na abordagem deste sistema.

A fim de provar o Teorema 1.1, precisaremos de alguns resultados técnicos que serão

apresentados a seguir.

Proposição 2.1. Para cada u ∈ H1(RN), N = 3, 4 existe um único φ = φu ∈ D1,2(RN) que

resolve

∆φ = (ω + φ)u2 (2.2)

Além disso, no conjunto {x|u(x) 6= 0} temos −ω ≤ φu ≤ 0 se ω > 0 e 0 ≤ φu ≤ −ω se

ω < 0.

Demonstração. Fixe u ∈ H1(RN) e considere a forma bilinear a : D1,2(RN)×D1,2(RN)→ R

a(φ, ψ) =

∫
RN
〈∇φ,∇ψ〉 dx

definida pelo produto interno em D1,2(RN).

Note agora que como H1(RN) ↪→ L2∗(RN), então (veja, por exemplo, Fonseca e Leoni

[32])

u2 ∈ L1(RN) ∩ L
2∗
2 (RN)

e, usando a desigualdade de Interpolação (veja Folland [31, Proposição 6.10, pág. 177]),
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obtemos

u2 ∈ L
2∗

2∗−2 (RN).

Observe que as aplicações

ψ ∈ D1,2(RN) �
∫
RN
u2ψ dx e ψ ∈ D1,2(RN) �

∫
RN
u2φψ dx

são contínuas, pois como H1(RN) ↪→ L
2·2∗
2∗−1 (RN) com N = 3, 4, temos

∣∣∣ ∫
RN
u2ψ dx

∣∣∣ ≤ ‖u2‖ 2∗
2∗−1
‖ψ‖2∗ = ‖u‖2

2·2∗
2∗−1

‖ψ‖2∗ ≤ C‖u‖2
2·2∗
2∗−1

‖ψ‖D1,2∣∣∣ ∫
RN
u2φψ dx

∣∣∣ ≤ ‖u2‖ 2∗
2∗−2
‖φ‖2∗‖ψ‖2∗ ≤ C‖u‖2

2·2∗
2∗−2

‖φ‖2∗‖ψ‖D1,2

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram (veja, por exemplo, Attouch, Buttazzo e Michaille

[16]), obtemos a existência de única φ = φu ∈ D1,2(RN) tal que∫
RN
〈∇φ,∇ψ〉 dx = −

∫
RN
u2φψ dx− ω

∫
RN
u2ψdx, ∀ψ ∈ D1,2(RN),

ou seja, φu é única solução de (2.2).

Fixe u ∈ H1(RN) e considere ω > 0. Note que (ω + φu)
− = −min{ω + φu, 0} ∈

D1,2(RN). De fato, observe que

(ω + φu)
− =

 −(ω + φu), em {x : φu(x) < −ω}
0, caso contrário

Como φu ∈ D1,2(RN), então φu é integrável em L2∗(RN). Assim, a medida de Lebesgue

µ do conjunto {x : |φu(x)|2∗ ≥ ω2∗} é finita, ou seja, µ
(
{x : |φu(x)| ≥ ω}

)
<∞. Mas

{x : |φu(x)| ≥ ω} = {x : φu(x) ≤ −ω} ∪ {x : φu(x) ≥ ω}.

Assim, em particular,

µ
(
{x : ω + φu(x) ≤ 0}

)
<∞.
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Note que

‖(ω + φu)
−‖L2∗ (RN ) =

∫
RN

|(ω + φu)
−|2∗ dx

=

∫
{ω+φu≤0}

|(ω + φu)
−|2∗ dx+

∫
{ω+φu>0}

|(ω + φu)
−|2∗ dx

=

∫
{ω+φu≤0}

|ω + φu|2
∗
dx

≤
∫

{ω+φu≤0}

(
|ω|2∗ + |φu|2

∗
)
dx

=

∫
{ω+φu≤0}

|ω|2∗ dx+

∫
{ω+φu≤0}

|φu|2
∗
dx

= |ω|2∗µ
(
{ω + φu ≤ 0}

)
+

∫
{ω+φu≤0}

|φu|2
∗
dx

≤ |ω|2∗µ
(
{ω + φu ≤ 0}

)
+

∫
RN

|φu|2
∗
dx

Logo, como µ
(
{x : ω + φu(x) ≤ 0}

)
< ∞ e φu ∈ D1,2(RN), temos que (ω + φu)

− ∈

L2∗(RN). Resta provar que∇
(

(ω + φu)
−
)
∈ L2(RN), mas isto é claro, pois,

∫
RN

∣∣∣∇((ω + φu)
−
)∣∣∣2 dx =

∫
{ω+φu≤0}

|∇(ω + φu)|2 dx+

∫
{ω+φu>0}

|∇(ω + φu)|2 dx

=

∫
{ω+φu≤0}

|∇ω +∇φu)|2 dx

=

∫
{ω+φu≤0}

|∇φu|2 dx ≤
∫
RN

|∇φu|2 dx

Por fim, concluímos que (ω+φu)
− ∈ D1,2(RN) e, analogamente, (ω+φu)

+ ∈ D1,2(RN).

Se multiplicarmos a equação (2.2) por (ω + φu)
−, obtemos∫

RN
∆φu(ω + φu)

−dx =

∫
RN

(ω + φu)u
2(ω + φu)

−dx

Restringindo o domínio,∫
{ω+φu<0}

∆φu(ω + φu) dx =

∫
{ω+φu<0}

u2(ω + φu)
2 dx
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Usando integração por partes,∫
{ω+φu=0}

|∇φu|(ω + φu) dx−
∫

{ω+φu<0}

|∇φu|2 dx =

∫
{ω+φu<0}

u2(ω + φu)
2 dx

Logo,

−
∫

{ω+φu<0}

|∇φu|2 −
∫

{ω+φu<0}

(ω + φu)
2u2 = 0

o que implicaria φu = u = 0. Desse modo, deveremos ter φu ≥ −ω onde u 6= 0.

No caso ω < 0, ao multiplicarmos (2.2) por (ω + φu)
+ = max{ω + φu, 0} e repetindo o

mesmo argumento, obteremos φu ≤ −ω para u 6= 0.

Finalmente, observamos que, pelo Lema de Stampacchia (veja Apêndice A.3), φ realiza

o mínimo

inf
ϕ∈D1,2

∫
RN

(1

2

(
|∇ϕ|2 + u2|ϕ|2

)
+ ωu2ϕ

)
dx

=

∫
RN

(1

2

(
|∇φu|2 + u2|φu|2

)
+ ωu2φu

)
dx.

No entanto, se ω > 0, então −|φu| também realiza este mínimo; assim, por unicidade,

φu = −|φu| ≤ 0. Pelo mesmo argumento, se ω < 0, então φu ≥ 0.

Em vista da Proposição 2.1, podemos definir o funcional

Φ : H1(RN)→ D1,2(RN)

que aplica cada u ∈ H1(RN) na única solução φu de (2.2). Assim,

−∆φu + u2φu = −ωu2. (2.3)

Lema 2.1. A aplicação Φ : u ∈ H1(RN) → φu ∈ D1,2(RN) é de classe C1. Além disso, para

cada u, v ∈ H1(RN),

〈Φ′(u), v〉 = 2(∆− u2)−1[(ω + φu)uv]. (2.4)

Demonstração. Considere a aplicação T : H1(RN)×D1(RN)→ D1,2(RN) de classe C1:

T (u, φ) = ∆−1[(ω + φ)u2]− φ
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Note que T está bem definida, pois u2, u2φ ∈ L
2∗

2∗−1 (RN) ↪→ (D1,2(RN))∗ e observe que

u, φ resolve (2.2) se, e somente se, T (u, φ) = 0.

Para cada (u, φ) ∈ H1(RN)×D1,2(RN), temos

∂T

∂φ
(u, φ) : D1,2(RN)→ D1,2(RN), ψ � ∆−1[u2ψ]− ψ

∂T

∂u
(u, φ) : H1(RN)→ D1,2(RN), v � 2∆−1[(ω + φ)uv].

Segue que
∂T

∂φ
(u, φ) é inversível para cada (u, φ) ∈ H1(RN)×D1,2(RN) e

(∂T
∂φ

(u, φ)
)−1

= (u2 −∆)−1 ◦∆.

Assim, a regularidade C1 da aplicação Φ segue do Teorema da Função Implícita e, para

cada u ∈ H1(RN), Φ′(u) : H1(RN)→ D1,2(RN) é dada por (2.4).

Pela definição de φ, temos

F ′φ(u, φu) = 0, ∀u ∈ H1(RN). (2.5)

Considere agora o funcional

J : H1(RN)→ R, J(u) := F (u, φu) (2.6)

logo, pela Proposição A.1 e pelo Lema 2.1, J ∈ C1(H1(RN),RN). Além disso, por (2.5),

temos

J ′(u) = F ′(u, φu).

Multiplicando ambos os membros de (2.3) por φu e integrando por partes, obtemos∫
RN
|∇φu|2dx = −

∫
RN
ωu2φudx−

∫
RN
u2φ2

udx. (2.7)
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Usando (2.1), temos

J(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 − |∇φu|2 + [m2

0 − (ω + φu)
2]u2

)
dx+

−µ
q

∫
RN
|u|qdx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗dx

=
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 − |∇φu|2 + [m2

0 − ω2]u2 − φ2
uu

2
)
dx−

∫
RN
ωφuu

2dx+

−µ
q

∫
RN
|u|qdx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗dx

Por fim, aplicando (2.7),

J(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + (m2

0 − ω2)u2 + |∇φu|2 + φ2
uu

2
)
dx

−µ
q

∫
RN
|u|qdx− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗dx, (2.8)

enquanto que para J ′ temos, ∀v ∈ H1(RN),

〈J ′(u), v〉 =

∫
RN

(
〈∇u,∇v〉+ [m2

0 − (ω + φu)
2]uv − µ|u|q−2uv − |u|2∗−2uv

)
dx (2.9)

A próxima proposição estabelece a natureza variacional do sistema (KGM).

Proposição 2.2. As seguintes sentenças são equivalentes:

a) (u, φ) ∈ H1(RN)×D1,2(RN) é um ponto crítico de F ;

b) u ∈ H1(RN) é um ponto crítico de J e φ = φu.

Demonstração. Usando (2.5), (2.6) e o Lema 2.1, temos

(b) ⇔ (F ′u(u, φ) + F ′φ(u, φ)φ′[u]) = 0 e φ = φu

⇔ F ′u(u, φ) = 0 e F ′φ(u, φ) = 0

⇔ (a)

Portanto, a fim de obter soluções do sistema (KGM), procuraremos pontos críticos do

funcional J .

Observe que esta "redução"quebra a não-limitação original do funcional F . De fato, o

funcional J é agora limitado inferiormente a menos de perturbações não-compactas.
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2.3 Prova do Teorema 1.1

De forma a contornar a falta de compacidade devido à invariância sobre o grupo de

translações de J , vamos considerar a classe de funções radiais. Mais precisamente, vamos

considerar o funcional J no subespaço

H1
r (RN) = {u ∈ H1(RN) : u(x) = u(|x|)}

compactamente imerso em Lpr(RN), 2 < p < 2∗, onde Lpr(RN) = {u ∈ Lp : u(x) = u(|x|)}
(veja Ebihara e Schonbek [27] e Strauss [46]).

H1
r (RN) é uma restrição natural para o funcional J , isto é, vale o seguinte lema

Lema 2.2. Todo ponto crítico u ∈ H1
r (RN) do funcional J |H1

r (RN ) é também um ponto crítico

de J .

Demonstração. Considere a ação Tg sobre o grupo ortogonal O(N) em H1(RN) definida por

Tg(u)(x) = u(g(x)), g ∈ O(N), u ∈ H1(RN)

e note que, claramente, H1
r (RN) é o conjunto dos pontos fixos para esta ação, a saber,

H1
r (RN) = {u ∈ H1(RN) |u = Tg(u), ∀g ∈ O(N)}

O funcional J é invariante sob a ação Tg, isto é,

J(Tg(u)) = J(u), ∀u ∈ H1(RN), g ∈ O(N).

De fato, dado u ∈ H1(RN), φu é única solução de ∆φu = (ω + φu)u
2. Assim, se

g ∈ O(N), temos

Tg(−∆φu + u2φu) = Tg(−ωu2)

e então

−∆(Tg(φu)) + (Tg(u))2Tg(φu)) = −ω(Tg(u))2. (2.10)
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Mas dada Tg(u), sabemos que φTgu é única solução para (2.10). Portanto,

Tg(φu) = φTgu. (2.11)

Portanto, usando (2.11) e a invariância de Tg nas normas H1(RN), D1,2(RN) e Lp(RN),

deduzimos que para qualquer u ∈ H1(RN), g ∈ O(N), J(Tg(u)) = J(u).

Finalmente, a conclusão segue pelo Princípio da criticalidade de Palais (veja Apêndice

A.5).

Agora mostraremos que o funcional J tem a geometria do Passo da Montanha, isto é, J

satisfaz o

Lema 2.3. O funcional J satisfaz

(i) Existem constantes positivas α, ρ tais que J(u) ≥ α para ‖u‖ = ρ.

(ii) Existe u1 ∈ H1
r (RN) com ‖u1‖ > ρ tal que J(u1) < 0.

Demonstração. Usando as imersões de Sobolev, temos

J(u) ≥ C1‖u‖2 − C2‖u‖q − C3‖u‖2∗ ,

onde C1, C2 e C3 são constantes positivas. Como q > 2, existem α, ρ > 0 tais que

inf
‖u‖=ρ

J(u) > α, provando (i).

Seja u ∈ H1
r (RN), então para t ≥ 0

J(tu) =
t2

2

∫
RN

(
|∇u|2 + (m2

0 − ω2)u2
)
dx+

1

2

∫
RN

(
|∇φtu|2 + φ2

tu(tu)2
)
dx+

−µ
q
tq
∫
RN
|u|qdx− t2

∗

2∗

∫
RN
|u|2∗dx. (2.12)

Pela Proposição (2.1) obtemos as estimativas

−
∫
RN
ωu2φudx ≤

∫
RN
ω2u2dx,

Aplicando (2.7) e a última desigualdade em (2.8), temos

J(tu) ≤ C4t
2‖u‖2 +

ω2

2
t2‖u‖2

2 −
µ

q
tq‖u‖qq −

1

2∗
t2
∗‖u‖2∗

2∗ .

Como q > 2, existe u1 ∈ H1
r (RN), u1 := tu com t suficientemente grande tal que

‖u1‖ > ρ e J(u1) < 0, provando (ii).
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Denominamos por sequência de Palais-Smale para o funcional J no nível c ∈ R (ou

simplesmente sequência de Palais-Smale) a uma sequência (un) ⊂ H1
r (RN) tal que

lim
n→∞

J(un) = c e lim
n→∞

‖J ′(un)‖(H1
r (RN ))∗ = 0. (2.13)

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale (PS)c (veja

Teorema A.6), obtemos uma sequência (PS)c (un) ⊂ H1
r (RN) onde

c := inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t)), c ≥ α (2.14)

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], H1
r (RN))|γ(0) = 0, γ(1) = u1}. (2.15)

Uma importante ferramenta neste estudo será o seguinte lema:

Lema 2.4. A sequência (PS)c (un) é limitada em H1
r (RN).

Demonstração. Por hipótese, seja (un) ⊂ H1
r (RN) tal que−〈J ′(u), v〉 ≤ o(1)‖un‖ e |J(un)| ≤

M , para alguma constante positiva M . Então, por (2.8) e (2.9),

qM + o(1)‖un‖ ≥ qJ(un)− 〈J ′(un), un〉

≥
(q − 2

2

)∫
RN

(
|∇un|2 + [m2

0 − ω2]u2
n

)
dx− ω

(q − 4

2

)∫
RN
φunu

2
ndx.

(2.16)

Existem dois casos a serem considerados: 2 < q < 4 e 4 ≤ q < 2∗.

Se 4 ≤ q < 2∗, então pela Proposição 2.1 e pela desigualdade (2.16):

qM + o(1)‖un‖ ≥ C‖un‖2 + ω
(q − 4

2

)∫
RN

(−φun)u2
ndx

≥ C‖un‖2

donde deduzimos que (un) é limitada em H1
r (RN).

No entanto, se 2 < q < 4, usando novamente (2.16) e a Proposição 2.1 obtemos

qM + o(1)‖un‖ ≥
(q − 2

2

)∫
RN
|∇un|2dx+

((q − 2)m2
0 − 2ω2

2

)∫
RN
|u2
n|dx

≥ C‖un‖2,

onde (q − 2)m2
0 − 2ω2 > 0 por hipótese, implicando que (un) é novamente uma sequência

limitada em H1
r (RN).
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Em vista do lema anterior temos que (φun) é limitada em D1,2
r (RN) pois

‖φun‖2
D1,2
r
≤
∫
RN
|∇φun|2dx+

∫
RN
|φ2
unu

2
n|dx

= −ω
∫
RN
|φunu2

n|dx ≤ Cω‖φun‖D1,2
r
‖un‖2

2·2∗/(2∗−1).

Assim, ao n → ∞ e passando a subsequência se necessário, podemos assumir (veja de

Oliveira [26, Teorema 16.5, pág. 93])

un ⇀ u fracamente em H1
r (RN),

un → u fortemente em Lsr(RN) para 2 < s < 2∗, (2.17)

φun ⇀ ϕ fracamente em D1,2
r (RN). (2.18)

Lema 2.5. ϕ = φu e φun → φu fortemente em D1,2(RN) ao n→∞ para N = 3 e N = 4.

Demonstração. A fim de provar que ϕ = φu, mostraremos que ϕ satisfaz ∆ϕ = (ω + ϕ)u2 e a

conclusão seguirá por unicidade.

Dado v ∈ D1,2(RN), note que φu e φun satisfazem∫
RN
∇φu∇v dx+

∫
RN
φuu

2v dx = −ω
∫
RN
u2v dx (2.19)

e ∫
RN
∇φun∇v dx+

∫
RN
φunu

2
nv dx = −ω

∫
RN
u2
nv dx, (2.20)

respectivamente. Fazendo a diferença entre (2.19) e (2.20) obtemos∫
RN
∇(φun − φu)∇v dx+

∫
RN

(φunu
2
n − φuu2)v dx = −ω

∫
RN

(u2
n − u2)v dx

Assim, para que ϕ satisfaça ∆ϕ = (ω + ϕ)u2 basta mostrar que∫
RN

(φunu
2
n − ϕu2)v dx

n→∞−→ 0 e
∫
RN

(u2
n − u2)v dx

n→∞−→ 0 (2.21)
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Considere w ∈ C∞0 (RN). Então,

∣∣∣ ∫
RN

(u2
nφun − u2ϕ)w dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

RN
(u2

nφun − u2φun + u2φun − u2ϕ)w dx
∣∣∣

≤
∫
RN
|(u2

n − u2)φunw| dx+

∫
RN
|(φun − ϕ)u2w| dx

≤ ‖(u2
n − u2)w‖ 2∗

2∗−1
‖φun‖2∗ +

∫
RN
|(φun − ϕ)u2w| dx

≤ ‖(u2
n − u2)

2∗
2∗−1‖1 ‖w‖∞‖φun‖2∗ +

∫
RN
|(φun − ϕ)u2w| dx

= ‖u2
n − u2‖

2∗
2∗−1

2∗
2∗−1

‖w‖∞‖φun‖2∗ +

∫
RN
|(φun − ϕ)u2w| dx

≤ C‖un − u‖
(2∗)2

(2∗−1)2

2·2∗
2∗−1

‖w‖∞‖φun‖2∗ +

∫
RN
|(φun − ϕ)u2w| dx (2.22)

O último termo na desigualdade (2.22) converge a zero, ao n → ∞, devido à (2.18) e à

imersão (L2∗(RN))∗ ↪→ (D1,2(RN))∗, uma vez que u2w ∈ L2∗/(2∗−1)(RN). Já o primeiro termo

converge a zero devido à (2.17).

Fixando v ∈ D1,2(RN) e tomando w ∈ C∞0 (RN) suficientemente próximo de v na norma

D1,2(RN), temos

∣∣∣ ∫
RN

(u2
nφun − u2ϕ)v dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

RN
(u2

nφun − u2ϕ)(v − w + w) dx
∣∣∣

≤ ‖(u2
nφun − u2ϕ)‖ 2∗

2∗−1
‖v − w‖2∗ +

∣∣∣ ∫
RN

(u2
nφun − u2ϕ)w dx

∣∣∣
≤ C‖(u2

nφun − u2ϕ)‖ 2∗
2∗−1
‖v − w‖D1,2 +

∣∣∣ ∫
RN

(u2
nφun − u2ϕ)w dx

∣∣∣
Logo, como (u2

nφun) é limitada em L
2∗

2∗−1 (RN), por densidade, a primeira convergência

de (2.21) é satisfeita.

Note agora que∫
RN
|u2
n − u2||v| dx ≤ ‖u2

n − u2‖ 2∗
2∗−1
‖v‖2∗

=

∫
RN

(
|un − u|

2∗
2∗−1 |un + u|

2∗
2∗−1

)
dx‖v‖2∗

≤ ‖(un − u)
2∗

2∗−1‖2 ‖(un + u)
2∗

2∗−1‖2 ‖v‖2∗

≤ ‖un − u‖
2∗

2∗−1
2·2∗
2∗−1

‖un + u‖
2∗

2∗−1
2·2∗
2∗−1

‖v‖2∗

Assim, a segunda convergência em (2.21) também é satisfeita pois v pertence a L2∗(RN)

e, em L
2·2∗
2∗−1 (RN), temos que un + u é limitada e un → u fortemente ao n→∞.
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Usando unicidade e convergência fraca concluímos que ϕ = φu.

Provaremos agora que (φun) converge forte em D1,2(RN). Considere a diferença entre a

equação (2.20) e a correspondente equação para φu, ou seja,∫
RN

(
∇(φun − φu)∇v + u2

n(φun − φu)v + (u2
n − u2)φuv

)
dx

= −ω
∫
RN

(u2
n − u2)v dx, v ∈ D1,2(RN).

Fazendo v = φun − φu, obtemos∫
RN
|∇(φun − φu)|2 dx+

∫
RN
u2
n(φun − φu)2 dx+

∫
RN

(u2
n − u2)(φun − φu)φu dx

= −ω
∫
RN

(u2
n − u2)(φun − φu) dx.

Logo,

‖φun − φu‖2
D1,2 ≤ ‖φun − φu‖2

D1,2 +

∫
RN
u2
n(φun − φu)2 dx

= −
∫
RN

(u2
n − u2)(φun − φu)φu dx− ω

∫
RN

(u2
n − u2)(φun − φu) dx

≤ ‖(u2
n − u2)φu‖ 2∗

2∗−1
‖φun − φu‖2∗ + |ω|‖u2

n − u2‖ 2∗
2∗−1
‖φun − φu‖2∗

≤ C1‖(u2
n − u2)φu‖ 2∗

2∗−1
‖φun − φu‖D1,2 + C2‖u2

n − u2‖ 2∗
2∗−1
‖φun − φu‖D1,2

e portanto,

‖φun − φu‖D1,2 ≤ C1‖(u2
n − u2)φu‖ 2∗

2∗−1
+ C2‖u2

n − u2‖ 2∗
2∗−1

≤ C1‖(u2
n − u2)φu‖ 2∗

2∗−1
+ C2‖un − u‖2

2·2∗
2∗−1

.

Em virtude de (2.17), a fim de provar que φun → φu fortemente em D1,2(RN), basta

provar agora que

‖(u2
n − u2)φu‖ 2∗

2∗−1

n→∞−→ 0.

Analogamente ao que foi feito em (2.22), tome ψ ∈ C∞0 (RN) suficientemente próxima

de φu na norma de D1,2(RN). Temos que, ‖(u2
n − u2)ψ‖ 2∗

2∗−1
→ 0 ao n→∞.
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Logo,

‖(u2
n − u2)φu‖

2∗
2∗−1

2∗
2∗−1

= ‖(u2
n − u2)(φu − ψ + ψ)‖

2∗
2∗−1

2∗
2∗−1

=

∫
RN
|(u2

n − u2)(φ− ψ) + (u2
n − u2)ψ|

2∗
2∗−1 dx

≤ C

∫
RN
|(u2

n − u2)(φ− ψ)|
2∗

2∗−1 dx+ C

∫
RN
|(u2

n − u2)ψ|
2∗

2∗−1 dx

≤ C‖u2
n − u2‖ 2∗

2∗−2
‖φ− ψ‖2∗ + C

∫
RN
|(u2

n − u2)ψ|
2∗

2∗−1 dx

Por fim, como (u2
n) é limitada em L

2∗
2∗−2 (RN), a conclusão segue por densidade.

Observação 2.1. Vale ressaltar que a técnica aplicada na Proposição 2.1 e no Lema 2.5 não

se aplica nos casos N ≥ 5.

Agora mostraremos que o par (u, φu) satisfaz o sistema (KGM) no sentido fraco. De

fato, como J ′(un)→ 0 ao n→∞, temos ∀v ∈ H1
r (RN),∫

RN

(
∇un∇v + (m2

0 − ω2)unv
)
dx =

∫
RN
unφ

2
unv dx+ 2ω

∫
RN
φununv dx

+ µ

∫
RN
|un|q−2unv dx+

∫
RN
|un|2

∗−2unv dx+ o(1)

(2.23)

Provaremos que, ∀v ∈ H1
r (RN),∫

RN
unφ

2
unv dx+ 2ω

∫
RN
φununv dx

n→∞−→
∫
RN
uφ2

uv dx+ 2ω

∫
RN
φuuv dx (2.24)∫

RN
|un|q−2unv dx

n→∞−→
∫
RN
|u|q−2uv dx (2.25)∫

RN
|un|2

∗−2unvdx
n→∞−→

∫
RN
|u|2∗−2uvdx (2.26)

Verificação de (2.24).

Fixe v ∈ H1
r (RN) e considere a sequência (φunv) a qual é limitada em L

2·2∗/(2∗+2)
r (RN),

pois

‖φunv‖ 2·2∗
2∗+2
≤ ‖φn‖2∗‖v‖2∗

Além disso, φunv → ϕv q.t.p. em RN pois φun ⇀ ϕ em D1,2
r (RN) (veja Alves [1, Lema

A.1]).

Como
2 · 2∗

2∗ + 2
∈ (1,+∞)
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usando o Teorema de Hewitt-Stromberg (Apêndice A.4), obtemos

φunv ⇀ φuv fracamente em L
2·2∗
2∗+2 (RN) (2.27)

pois pelo Lema 2.5, ϕ = φu.

Assim,∫
RN
|φuu− φunun||v| dx =

∫
RN
|φuu− φunu+ φunu− φunun||v| dx

≤
∫
RN
|φuv − φunv||u| dx+

∫
RN
|(u− un)v||φun| dx

≤
∫
RN
|φuv − φunv||u| dx+ ‖(u− un)v‖2∗/(2∗−1)‖φun‖2∗

≤
∫
RN
|φuv − φunv||u| dx+ ‖un − u‖3‖v‖ 3·2∗

2·2∗−3
‖φun‖2∗

Portanto, por (2.17) e (2.27), segue que∫
RN
φununv dx

n→∞−→
∫
RN
φuuv dx, ∀v ∈ H1

r (RN)

Usando a desigualdade generalizada de Hölder, observe que, ∀v ∈ C∞0 (RN)∫
RN
|uφ2

u − unφ2
un||v|dx =

∫
RN
|uφ2

u − uφ2
un + uφ2

un − unφ
2
un||v|dx

≤
∫
RN
|u||φ2

u − φ2
un||v| dx+

∫
RN
|φ2
un||un − u||v| dx

≤ ‖φ2
u − φ2

un‖ 2∗
2
‖uv‖ 2∗

2∗−2
+ ‖φ2

un‖ 2∗
2
‖(un − u)v‖ 2∗

2∗−2

≤ ‖φu − φun‖2
2∗‖u‖ 2∗

2∗−2
‖v‖∞ + ‖φun‖2

2∗‖un − u‖ 2∗
2∗−2
‖v‖∞

Então, aplicando o Lema 2.5 e usando a convergência forte un → u em L
2∗

2∗−2 restrito ao

suporte de v, por densidade, concluímos que∫
RN
unφ

2
unv dx

n→∞−→
∫
RN
uφ2

uv dx, ∀v ∈ H1
r (RN).

Verificação de (2.25)

Note que como (un) ∈ H1
r (RN), então (un) ∈ Lqr(RN). Assim, |un|q−2un ∈ Lpr(RN) =
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(
Lqr(RN)

)∗
, pois

‖|un|q−2un‖pp =

∫
RN
||un|q−2un|p dx =

∫
RN
||un|q−2un|

q
q−1 dx

=

∫
RN
|un|

q(q−2)
q−1 |un|

q
q−1 dx =

∫
RN
|un|q dx = ‖un‖qq

onde p é o expoente conjugado de q. Como a imersão H1
r (RN) ↪→ Lqr(RN) é compacta e

|un|q−2un pertence a H1
r (RN), segue que existe subsequência |un|q−2un (denotada da mesma

forma) tal que |un|q−2un → |u|q−2u fortemente em Lpr(RN).

Assim,

∣∣∣ ∫
RN

(|un|q−2un − |u|q−2u)v dx
∣∣∣ ≤ ∫

RN
||un|q−2un − |u|q−2u| |v| dx

≤ ‖|un|q−2un − |u|q−2u‖p‖v‖q

E, portanto,∫
RN
|un|q−2unv dx

n→∞−→
∫
RN
|u|q−2uv dx, ∀v ∈ H1

r (RN).

Verificação de (2.26).

Como (un) é limitada em L2∗
r (RN), segue que |un|2

∗−2un é limitada em L
2∗

2∗−1
r (RN). De

fato,

‖|un|2
∗−2un‖ 2∗

2∗−1
=
(∫

RN
|un|2

∗
) 2∗−1

2∗
= ‖un‖2∗−1

2∗ .

Logo, existe subsequência (|un|2
∗−2un) tal que |un|2

∗−2un ⇀ |u|2
∗−2u em L

2∗
2∗−1
r (RN) e

assim, ∫
RN

(|un|2
∗−2un − |u|2

∗−2u)v dx
n→∞−→ 0, ∀v ∈ H1

r (RN).

Finalmente, por (2.24), (2.25) e (2.26) juntamente com (2.23), concluímos que (u, φu) é

uma solução fraca para o sistema (KGM).

Todavia, devido à falta de compacidade, devemos ainda mostrar que u de fato não é nula.

Lema 2.6. O valor c definido em (2.14) satisfaz

0 < c <
1

N
SN/2, (2.28)
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onde S é a melhor constante de Sobolev, a saber,

S := inf
u∈D1,2(RN )

u6=0

∫
|∇u|2dx( ∫
|u|2∗dx

)2/2∗
. (2.29)

Considerando, por um momento o Lema 2.6 verdadeiro, provaremos que u 6= 0. Seja

u ≡ 0. Como J ′(un)→ 0 e un → 0 em Lqr(RN) ao n→∞, podemos assumir∫
RN

(
|∇un|2 + (m2

0 − ω2)u2
n

)
dx

n→∞−→ `

e ∫
RN
|un|2

∗
dx

n→∞−→ `, ` ≥ 0.

Consequentemente,

J(un)
n→∞−→

(1

2
− 1

2∗

)
`

onde agora ` > 0, pois c > 0.

Pela definição de S,

S ≤

∫
RN

(
|∇un|2 + (m2

0 − ω2)u2
n

)
dx( ∫

|u|2∗dx
)2/2∗

n→∞−→ `2/N ,

donde concluímos que

c =
(1

2
− 1

2∗

)
` ≥ 1

N
SN/2

contradizendo o Lema 2.6.

Prova do Lema 2.6. Esta demonstração utiliza a técnica de Brezis e Nirenberg [15] (veja

também Struwe [47]) e algumas de suas variantes.

A fim de provar o Lema 2.6, é suficiente mostrar que

sup
t≥0

J(tv0) <
1

N
S
N
2 (2.30)

para algum v0 ∈ H1
r (RN), v0 6= 0. De fato, observando que J(tv0) → −∞ ao t → ∞ e

tomando γ ∈ Γ temos

J(γ(t)) ≤ sup
t≥0

J(tv0), 0 ≤ t ≤ 1 (2.31)
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de modo que

c ≤ sup
t≥0

J(tv0) <
1

N
S
N
2 .

Com o intuito de provar (2.31) considere R > 0 fixo e uma função corte ϕ ∈ C∞0 tal que

ϕ|BR = 1, 0 ≤ ϕ ≤ 1 em B2R e suppϕ ⊂ B2R.

Seja ε > 0 e defina wε := uεϕ onde uε ∈ D1,2(RN) é a conhecida função de Talenti [48]

uε(x) =
[N(N − 2)ε]

N−2
4(

ε+ |x|2
)N−2

2

, x ∈ RN , ε > 0

e também considere vε ∈ C∞0 (RN) dada por

vε :=
wε

‖wε‖L2∗ (B2R)

. (2.32)

Pelas estimativas de Brezis e Nirenberg [15] temos, ao ε→ 0,

Xε := ‖∇vε‖2
2 ≤ S +O(εδ), onde δ =

N − 2

2
. (2.33)

Como lim
t→∞

J(tvε) = −∞ ∀ε, existe tε ≥ 0 tal que sup
t≥0

J(tvε) = J(tεvε) e podemos

assumir sem perda de generalidade que tε ≥ C0 > 0.

Afirmação 1. A seguinte estimativa é verdadeira

tε ≤
(∫

B2R

|∇vε|2dx+

∫
B2R

m2
0v

2
εdx
)1/(2∗−2)

:= rε. (2.34)

De fato, considerando γ(t) := J(tvε) temos, para t > rε,

γ′(t) = J ′(tvε)(vε)

= tr2∗−2
ε − t2∗−1 − t

∫
B2R

(ω + φ[tvε])
2v2
ε dx− µtq−1

∫
B2R

|vε|q dx

< 0.

Agora, a seguinte função de t:

t2

2
r2∗−2
ε − t2

∗

2∗
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é crescente em [0, rε), assim, usando (2.33) concluímos que

J(tεvε) ≤
1

N

(
S +O(εδ) +

∫
B2R

m2
0v

2
εdx
)N/2

− t2ε
2

∫
B2R

ω2v2
εdx

+Ct4ε‖vε‖4
2·2∗/(2∗−1) −

µ

q
tqε

∫
B2R

|vε|qdx.

Lembrando que

(a+ b)α ≤ aα + α(a+ b)α−1b,

a qual é válida para a, b ≥ 0, α ≥ 1, obtemos

J(tεvε) ≤
1

N
SN/2 +O(εδ) +K1

∫
B2R

m2
0v

2
εdx+

−K2

∫
B2R

ω2v2
εdx− µK3

∫
B2R

|vε|qdx+K4‖vε‖4
2·2∗/(2∗−1),

onde Ki(ε) ≥ K0 > 0.

Afirmação 2.

lim
ε→0

1

εδ

(∫
B2R

(v2
ε − µvqε)dx+ ‖vε‖4

2·2∗/(2∗−1)

)
= −∞. (2.35)

Assumindo (2.35) verdadeira teremos

J(tεvε) <
1

N
SN/2, ε small

o que prova (2.30) e, portanto, o Lema 2.6.

Prova da Afirmação 2

Como em Brezis e Nirenberg [15], obtemos∫
B2R

|wε|2
∗
dx = (N(N − 2))N/2

∫
RN

1

(1 + |x|2)N
dx+O(εN/2) (2.36)

assim, em vista de (2.32), é suficiente calcular (2.35) com wε em vez de vε. Para provar (2.35)

devemos mostrar que

lim
ε→0

1

εδ

[ ∫
BR

(w2
ε − µwqε)dx+

(∫
BR

|wε|
4N
N+2dx

)N+2
N
]

= −∞ (2.37)

e também que
1

εδ

[ ∫
B2R\BR

(v2
ε − µvqε)dx+

(∫
B2R\BR

|vε|
4N
N+2dx

)N+2
N
]

(2.38)
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é limitada.

Verificação de (2.37). Seja

Iε :=
1

εδ

[ ∫
BR

(w2
ε − µwqε)dx+

(∫
BR

|wε|
4N
N+2dx

)N+2
N
]

Fazendo uma mudança de variáveis e usando a Fórmula da co-área [29], temos

Iε ≤ ε1−δ
[
C1

∫ R√
ε

0

rN−1

(1 + r2)N−2
dr

−µC2ε
− (N−2)

4
q+N

2
−1

∫ R√
ε

0

rN−1

(1 + r2)(N−2)q/2
dr (2.39)

+C3ε
4−N

2

(∫ R√
ε

0

rN−1

(1 + r2)
2N(N−2)
N+2

dr
)N+2

N
]

onde Ci depende apenas de N .

Agora temos que considerar os seguintes casos N = 3 e N = 4 separadamente:

Caso 1. N = 4

Usando o fato de que q < 2∗ = 4 e calculando

∫ R√
ε

0

r3

(1 + r2)2
dr =

1

2

(
log(1 +

R2

ε
) +

ε

ε+R2
− 1
)

e ∫ R√
ε

0

r3

(1 + r2)4
dr =

1

12
− ε2(ε+ 3R2)

12(ε+R2)3

obtemos

Iε ≤
C1

2

(
log(1 +

R2

ε
) +

ε

ε+R2
− 1
)
− µC2ε

2−q
2

( 1

12
− ε2(ε+ 3R2)

12(ε+R2)3

)
+C3

(∫ R√
ε

0

r3

(1 + r2)8/3

)3/2

Mas como

lim
ε→0

ε
2−q

2

log(1 + R2

ε
)

= +∞

concluímos que Iε → −∞ ao ε→ 0.

Caso 2. N = 3
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Através de cálculos simples, temos

∫ R√
ε

0

r2

1 + r2
dr =

R√
ε
− arctan(

R√
ε

)

então, como na prova do caso N = 4,

Iε ≤ C1R− C1ε
1/2 arctan(

R√
ε

)− µC2ε
4−q

4

∫ R√
ε

0

r2

(1 + r2)q/2
dr

+C3ε
(∫ R√

ε

0

r2

(1 + r2)6/5
dr
)5/3

≤ C1R− µC2ε
4−q

4

∫ R√
ε

0

r2

(1 + r2)q/2
dr + C3R

5/3ε1/6

Precisamos analisar agora dois casos: 2 < q ≤ 4 e 4 < q < 2∗.

O caso 4 < q < 2∗ foi provado por Cassani [17]. No entanto, podemos também mostrar

(2.37) usando a última desigualdade, pois a integral
∫∞

0
r2

(1+r2)q/2
dr é convergente.

Se 2 < q ≤ 4 e notando que
∫∞

0
r2

(1+r2)q/2
dr ≥ π

4
concluímos

Iε ≤ C4 −
π

4
µC2ε

4−q
4

Finalmente, fazendo µ = ε−
1
2 , temos que Iε → −∞ ao ε→ 0.

Portanto, isto prova (2.37).

Verificação de (2.38). Temos

1

εδ

[ ∫
B2R\BR

(v2
εdx− µvqε)dx+

(∫
B2R\BR

|vε|2·2
∗/(2∗−1)dx

)2·(2∗−1)/2∗]
≤ C1

εδ

∫
B2R\BR

ϕ2u2
εdx+

C3

εδ

(∫
B2R\BR

ϕ2·2∗/(2∗−1)|uε|2·2
∗/(2∗−1)dx

)2·(2∗−1)/2∗

≤ C1ε‖ϕ‖2
H1(B2R\BR) + C2ε

2+δ‖ϕ2∗/(2∗−1)‖2·(2∗−1)/2∗

H1(B2R\BR)

onde escolhemos R grande de modo que u2
ε ≤ ε1+δ, ∀|x| ≥ δ. E assim, a sentença (2.38) é

limitada. Isto conclui a prova da Afirmação 2.

Por fim, isto completa a prova do Lema 2.6.



Capítulo

3

Existência de soluções ground states

3.1 Introdução

Neste capítulo, provaremos a existência de soluções ground states para o sistema

(KGMV ), ou seja, −∆u+ V (x)u− (2ω + φ)φu = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGMV )

onde µ e ω são constantes reais positivas, 2 < q < 2∗ = 6 e u, φ : R3 → R são funções

incógnitas. Além disso, neste capítulo, V : R→ R é um potencial satisfazendo as condições

(V1) V (x+ p) = V (x), x ∈ R3, p ∈ Z3

(V2) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0 > 0, x ∈ R3,

onde V0 >
2(4− q)
q − 2

ω2 se 2 < q < 4.

Observamos que, sem perda de generalidade, podemos considerar ω > 0, porque se

(u, φ) é uma solução do sistema (KGM), então (u,−φ) será uma solução correspondente a

−ω. Portanto, o sinal de ω não é de fato essencial para o tratamento da existência de soluções.

De forma semelhante ao Capítulo 2, o funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema

(KGMV ) é fortemente indefinido e este problema é contornado usando-se o Método da

Redução.

A fim de demonstrar o Teorema 1.2 (re-enunciado a seguir) usaremos a variedade de

Nehari N , uma vez que N contém todos os pontos críticos não-triviais do funcional energia

associado ao sistema.

Na Seção 3.2 definiremos o espaço das soluções para o sistema (KGMV ) bem como o

funcional de energia associado. Já na Seção 3.3 provaremos algumas propriedades relacionadas

às variedade de Nehari.

29
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Por fim, na Seção 3.4 provaremos o

Teorema 1.2. Considere as condições (V1) e (V2), então o sistema (KGMV ) tem pelo menos

uma solução ground state para µ suficientemente grande.

3.2 Formulação Variacional

Consideraremos o espaço de Sobolev E com norma

‖u‖2
E =

∫
R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx (3.1)

a qual é equivalente à norma usual de Sobolev em H1(R3).

De forma totalmente análoga ao caso estudado no capítulo anterior, (u, φ) ∈ E×D1,2(R3)

será uma solução de (KGMV ) se, e somente se, u é ponto crítico do funcional

I(u) := F(u, φ)

onde φ = φu e F é como em (2.1) ao tomarmos m2
0 − ω2 = V (x).

Assim, usando a mesma técnica do capítulo anterior obtemos I : E → R definido por

I(u) =
1

2

∫
R3

(|∇u|2 + V (x)u2 − ωφuu2) dx− µ

q

∫
R3

|u|q dx− 1

6

∫
R3

|u|6 dx (3.2)

enquanto que para I ′ temos, ∀v ∈ E,

〈I ′(u), v〉 =

=

∫
R3

(
〈∇u,∇v〉+ V (x)uv − (2ω + φu)φuuv − µ|u|q−2uv − |u|4uv

)
dx. (3.3)

3.3 Lemas Auxiliares

Pretendemos obter pontos críticos do funcional I , então consideraremos a correspondente

variedade de Nehari

N = {u ∈ E \ {0} | G(u) = 〈I ′(u), u〉 = 0} (3.4)

onde

G(u) =

∫
R3

(
|∇u|2 + V (x)u2 − (2ω + φu)φuu

2 − µ|u|q − |u|6
)
dx.
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O seguinte lema será útil na demonstração de que N é uma variedade de classe C1.

Lema 3.1. Seja u ∈ E e 2ψu = Φ′(u) ∈ D1,2(R3). Então, ψu é solução da equação integral∫
R3

ωψuu
2 dx =

∫
R3

(ω + φu)φuu
2 dx

e como consequência, ψu ≤ 0.

Demonstração. Por (2.4), temos que

2(∆− u2)−1[(ω + φu)u
2] = 2ψu

Assim,

∆ψu − u2ψu = (ω + φu)u
2.

Multiplicando esta última equação por φ e integrando por partes, concluímos que∫
R3

ωψuu
2 dx =

∫
R3

(ω + φu)φuu
2 dx

com ψu ≤ 0.

Analisaremos agora alguns resultados a respeito da variedade de Nehari.

Lema 3.2. Existe constante C > 0 tal que ‖u‖E ≥ C, para todo u ∈ N .

Demonstração. Seja u ∈ N . Usando a Desigualdade de Hölder

0 = ‖u‖2
E − 2

∫
R3

ωφuu
2 dx−

∫
R3

φ2
uu

2 dx− µ‖u‖qq − ‖u‖6
6

≥ ‖u‖2
E − µC1‖u‖qE − C2‖u‖6

E

logo, existe C > 0 tal que ‖u‖E ≥ C.

Lema 3.3. N é uma variedade de classe C1.

Demonstração. Considere

2I(u) = ‖u‖2
E −

∫
R3

ωφuu
2 dx− 2µ

q

∫
R3

|u|q dx− 2

6

∫
R3

|u|6 dx

então, para todo u ∈ E,

G(u) = 2I(u)−
∫
R3

ωφuu
2 dx−

∫
R3

φ2
uu

2 dx+
(2− q)µ

q

∫
R3

|u|q dx− 2

3

∫
R3

|u|6 dx.
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Provaremos que existe C > 0 tal que 〈G′(u), u〉 ≤ −C, para todo u ∈ N .

G é um funcional de classe C1 então, usando o Lema 3.1, temos

〈G′(u), u〉 = 〈2I ′(u), u〉+ (2− q)µ
∫
R3

|u|q dx− 4

∫
R3

|u|6 dx+

−4

∫
R3

(ω + φu + ψu)φuu
2 dx

= (2− q)‖u‖2
E − (2− q)

∫
R3

(2ω + φu)φuu
2 dx− (2− q)

∫
R3

|u|6 dx+

−4

∫
R3

|u|6 dx− 4

∫
R3

(ω + φu + ψu)φuu
2 dx

≤ (2− q)‖u‖2
E −

∫
R3

[(2− q)(2ω + φu) + 4(ω + φu + ψu)]φuu
2 dx.

Consideraremos dois casos:

Caso 1: 4 ≤ q < 6

Neste caso, precisamos verificar apenas que

(2− q)(2ω + φu) + 4(ω + φu + ψu) < 0.

De fato, pela Proposição 2.1

(2− q)(2ω + φu) + 4(ω + φu + ψu) = [2(2− q) + 4]ω + (2− q + 4)φu + 4ψu

= 2(4− q)ω + (6− q)φu + 4ψu

< 0.

Assim, 〈G′(u), u〉 ≤ −C pelo Lema 3.2.

Caso 2: 2 < q < 4

Usando o Lema 3.2, a condição (V2) e novamente a Proposição 2.1, obtemos:

〈G′(u), u〉 ≤ (2− q)‖u‖2
E −

∫
R3

[(2− q)(2ω + φu) + 4(ω + φu + ψu)]φuu
2 dx

= (2− q)‖u‖2
E −

∫
R3

[2(4− q)ω + (6− q)φu + 4ψu]φuu
2 dx

= (2− q)
∫
R3

|∇u|2 dx+ (2− q)
∫
R3

V (x)u2 dx+

−2(4− q)
∫
R3

ωφuu
2 dx− (6− q)

∫
R3

φ2
uu

2 dx− 4

∫
R3

ψuφuu
2 dx
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Assim,

〈G′(u), u〉 ≤ (2− q)
∫
R3

|∇u|2 dx+ (2− q)
∫
R3

V0u
2 dx− 2(4− q)

∫
R3

ωφuu
2 dx

= (2− q)
∫
R3

|∇u|2 dx+

∫
R3

[(2− q)V0 − 2(4− q)ωφu]u2 dx

≤ (2− q)
∫
R3

|∇u|2 dx+

∫
R3

[(2− q)V0 + 2(4− q)ω2]u2 dx

≤ −C.

onde C é constante positiva.

Lema 3.4. Existe constante C > 0 tal que I(u) ≥ C, ∀u ∈ N .

Demonstração. Para qualquer u ∈ N ,

I
∣∣
N (u) =

q − 2

2q
‖u‖2

E +
4− q

2q

∫
R3

ωφuu
2 dx+

1

q

∫
R3

φ2
uu

2 dx+
6− q

6q

∫
R3

|u|6 dx. (3.5)

Precisamos distinguir dois casos: 2 < q < 4 e 4 ≤ q < 6. Se 4 ≤ q < 6, então cada

termo em (3.5) é positivo e obtemos

I
∣∣
N (u) ≥ q − 2

2q
‖u‖2

E.

Do contrário, se 2 < q < 4, usamos a Proposição 2.1 e a condição (V2) para obter

I
∣∣
N (u) ≥ q − 2

2q

∫
R3

|∇u|2 dx+
q − 2

2q

∫
R3

V (x)u2 dx− 4− q
2q

∫
R3

ω2u2 dx

≥ q − 2

2q

∫
R3

|∇u|2 dx+
1

2q

∫
R3

[(q − 2)V0 − (4− q)ω2]u2 dx

≥ C‖u‖2
E.

A conclusão segue do Lema 3.2.

Pelo Princípio Variacional de Ekeland (veja Apêndice A.7), existe uma sequência (un) ⊂
N de Palais-Smale ao nível, ou seja,

I(un)→ c e I ′(un)→ 0, ao n→∞ (3.6)

onde c é caracterizado por

c := inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)) (3.7)
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e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) | I(γ(0)) = 0, I(γ(1)) < 0}.

Lema 3.5. O valor c dado em (3.7) satisfaz

0 < c <
1

3
S3/2, (3.8)

onde S é a melhor constante de Sobolev como em (2.29).

Demonstração. Assim, como na prova do Lema 2.6, usaremos a técnica de Brezis e Nirenberg.

É suficiente mostrar que

sup
t≥0

I(tv0) <
1

3
S

3
2 (3.9)

para algum v0 ∈ E, v0 6= 0. De fato, observando que I(tv0)→ −∞ ao t→∞ e fazendo γ ∈ Γ

temos

I(γ(t)) ≤ sup
t≥0

I(tv0), 0 ≤ t ≤ 1 (3.10)

de modo que

c ≤ sup
t≥0

I(tv0) <
1

3
S

3
2 .

Analogamente como na demonstração do Lema 2.6, para provar (3.10) considere R > 0

fixo e uma função corte ϕ ∈ C∞0 (R3) tal que

ϕ|BR = 1, 0 ≤ ϕ ≤ 1 in B2R e suppϕ ⊂ B2R.

Seja ε > 0 e defina wε := uεϕ onde uε ∈ D1,2(R3) é a função de Talenti

uε(x) =
Cε

1
4(

ε+ |x|2
) 1

2

, x ∈ R3, ε > 0

e também considere vε ∈ C∞0 dada por

vε :=
wε

‖wε‖L6(B2R)

. (3.11)
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Através de estimativas de Brezis e Nirenberg [15] temos, ao ε→ 0,

Xε := ‖∇vε‖2
2 ≤ S +O(εδ), where δ =

1

2
. (3.12)

Desde que lim
t→∞

I(tvε) = −∞ ∀ε, existe tε ≥ 0 tal que sup
t≥0

I(tvε) = I(tεvε) e poderemos

assumir sem perda de generalidade que tε ≥ C0 > 0.

Afirmação 3. As seguintes estimativas são verdadeiras

tε ≤
(∫

B2R

|∇vε|2 dx+

∫
B2R

V (x)v2
ε dx−

∫
B2R

2ωφvεv
2
ε dx

)1/4

:= rε > 0. (3.13)

Prova da Afirmação 3:

Fazendo γ(t) := J(tvε) obtemos, para t > rε,

γ′(t) = tr4
ε − t5 − t

∫
B2R

φ2
vεv

2
ε dx− µtq−1

∫
B2R

|vε|q dx < 0.

donde seque a Afirmação 3.

De (2.2), temos ∀n ≥ 1,

‖φun‖2
D1,2 = −

∫
R3

ωφunu
2
n dx−

∫
R3

φ2
unu

2
n dx

≤ −
∫
R3

ωφunu
2
n dx ≤ C‖φun‖D1,2‖un‖2

12
5

(3.14)

A seguinte função de t: t2

2
r4
ε − t6

6
é crescente no intervalo [0, rε) logo, usando (3.12), a

desigualdade de Hölder e a desigualdade (3.14) concluímos que

I(tεvε) ≤
1

3

(
S +O(εδ) +

∫
B2R

V (x)v2
ε dx−

∫
B2R

2ωφ2
vεv

2
ε dx

)3/2

+

+Ct4ε‖vε‖4
12
5
− µ

q
tqε

∫
B2R

|vε|q dx.

Aplicando a desigualdade

(a+ b)α ≤ aα + α(a+ b)α−1b
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que é válida para a, b ≥ 0, α ≥ 1 e usando a Proposição 2.1 obtemos

I(tεvε) ≤
1

3
S3/2 +O(εδ) + C1

∫
B2R

(V (x) + 2ω2)v2
ε dx+

+C2C
4/q
ε ‖vε‖4

12
5
− µCε

∫
B2R

|vε|q dx,

onde Cε = tqε/q ≥ Cq
0/q > 0.

Afirmação 4.

lim
ε→0

1

εδ

(∫
B2R

([V (x) + 2ω2]v2
ε − µvqε)dx+ ‖vε‖4

12
5

)
= −∞. (3.15)

Supondo (3.15) verdadeira, temos

J(tεvε) <
1

3
S3/2, ε pequeno

mostrando (3.9) e portanto, provando o Lemma 3.5.

Prova da Afirmação 4:

Como em Brezis e Nirenberg [15], obtemos∫
B2R

|wε|6dx = C

∫
R3

1

(1 + |x|2)3
dx+O(ε3/2) (3.16)

assim, em virtude de (3.11), é suficiente calcular (3.15) com wε em vez de vε. Para provar (3.15)

devemos mostrar que

lim
ε→0

1

εδ

[ ∫
BR

((V (x) + 2ω2)w2
ε − µwqε) dx+

(∫
BR

|wε|
12
5 dx

) 5
3
]

= −∞ (3.17)

e também que

1

εδ

[ ∫
B2R\BR

((V (x) + 2ω2)v2
ε − µvqε) dx+

(∫
B2R\BR

|vε|
12
5 dx

) 5
3
]

(3.18)

é limitada.

Verificação de (3.17). Seja

Iε :=
1

εδ

[ ∫
BR

((V (x) + 2ω2)w2
ε − µwqε) dx+

(∫
BR

|wε|
12
5 dx

) 5
3
]
.
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Usando o fato de que V (x) is contínua e logo, V ∈ L∞loc(R3), obtemos

Iε ≤
1

εδ

[
C‖V ‖L∞(BR)

∫
BR

(w2
ε − µwqε) dx+

(∫
BR

|wε|
12
5 dx

) 5
3
]
.

Agora, fazendo mudança de variáveis, em BR, temos

Iε ≤ ε1−δ
[
C1

∫ R√
ε

0

r2

1 + r2
dr − µC2ε

− 1
4
q+ 3

2
−1

∫ R√
ε

0

r2

(1 + r2)(1)q/2
dr

+ C3ε
− 1

2

(∫ R√
ε

0

r2

(1 + r2)
12
5

dr
) 5

3
]
, (3.19)

onde Ci são constantes positivas independentes de ε, ∀i.
Deste ponto em diante a prova segue análoga à demonstração do casoN = 3 na Afirmação

2 do Lema 2.6 no Capítulo 2.

Verificação de (3.18). Temos que

1

εδ

[ ∫
B2R\BR

((V (x) + 2ω2)v2
ε dx− µvqε) dx+

(∫
B2R\BR

|vε|12/5 dx
) 5

3
]

≤ C1

εδ

∫
B2R\BR

ϕ2u2
ε dx+

C2

εδ

(∫
B2R\BR

ϕ12/5|uε|12/5 dx
) 5

3

≤ C1ε‖ϕ‖2
H1(B2R\BR) + C2ε

2+δ‖ϕ6/5‖5/3

H1(B2R\BR)

onde escolhemos R grande o suficiente tal que u2
ε ≤ ε1+δ, ∀ |x| ≥ R. Assim, concluímos que a

expressão em (3.18) é limitada.

Consequentemente, isto conclui a prova da Afirmação 4, e por fim, conclui também a

prova do Lema 3.5.

Mostraremos agora uma propriedade de compacidade do funcional I , a saber, a limitação

das sequências de Palais-Smale.

Lema 3.6. A sequência (PS)c (un) é limitada em E.

Demonstração. Seja (un) ⊂ E tal que −〈I ′(u), v〉 ≤ on(1)‖un‖E e |I(un)| ≤M , para alguma
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constante positiva M . Então, das expressões (3.2) e (3.3),

qM + on(1)‖un‖E ≥ qJ(un)− 〈J ′(un), un〉 =

=
(q

2
− 1
)∫

R3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx+

(
2− q

2

)∫
R3

ωφunu
2
n dx+

+

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+

(
1− q

6

)∫
R3

|un|6 dx

≥
(q − 2

2

)∫
R3

(
|∇un|2 + V (x)u2

n

)
dx− ω

(q − 4

2

)∫
R3

φunu
2
n dx. (3.20)

Como no Lema 3.4, existem dois casos a serem considerados: 2 < q < 4 e 4 ≤ q < 6.

Se 4 ≤ q < 6, então pela Proposição 2.1 e a desigualdade (3.20)

qM + on(1)‖un‖E ≥ C‖un‖2
E − ω

(q − 4

2

)∫
R3

φunu
2
n dx

≥ C‖un‖2
E

donde deduzimos que a sequência de Palais-Smale (un) é limitada em E.

Para o caso 2 < q < 4, usando (3.20), a Proposição 2.1 e a condição (V2), deduzimos que

qM + on(1)‖un‖E ≥
(q − 2

2

)∫
R3

|∇un|2 dx+
((q − 2)V0 + (q − 4)ω2

2

)∫
R3

u2
n dx

≥ C‖un‖2
E,

implicando novamente que (un) é limitada em E.

Lema 3.7. Existem constantes C > 0, r > 0 e ξ ∈ R3 tal que∫
Br(ξ)

u2
n dx ≥ C,

onde (un) ⊂ N é uma sequência minimizante.

Demonstração. Seja (un) uma sequência minimizante em N . Suponha por absurdo que r̄ > 0

tal que

lim sup
n→∞

∫
Br̄(ξ)

u2
n dx = 0.

Usando Lions [38, Lema I.1] e também o lema anterior, seque que para 2 < q < 6,∫
R3

|un|q dx
n→∞−→ 0.
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Note agora que

‖un‖2
E =

∫
R3

|un|6 dx+ on(1). (3.21)

De fato, observe que

〈I ′(un), un〉 = ‖un‖2
E −

∫
R3

(2ω + φun)φunu
2
n dx− µ

∫
R3

|un|q −
∫
R3

|un|6 dx

e por (2.7), temos

−
∫
R3

(2ω + φun)φunu
2
n dx ≤ −

∫
R3

ωφunu
2
n dx+

∫
R3

|∇un|2 dx+

∫
R3

φ2
unu

2
n dx

= −2

∫
R3

ωφunu
2
n dx

≤ 2ω‖φun‖D1,2‖un‖ 12
5

n→∞−→ 0.

Assim, (3.21) é satisfeita.

Assuma que ‖un‖2
E → ` > 0, ao n→∞. Como I(un)→ c,

1

2
‖un‖2

E −
1

6

∫
R3

|un|6 dx
n→∞−→ c

logo, c = 1
3
`.

Por outro lado, pela definição de S, temos

` ≥ S`1/3 ⇒ ` ≥ S3/2.

Logo chegamos num absurdo pois c = 1
3
` ≥ 1

3
S3/2. Portanto, ‖un‖2

E → 0. No entanto,

isto está em contradição com o Lema 3.2. Sendo assim, (un) não se anula e o Lema 3.7 é

satisfeito.

A aplicação φ é contínua para a topologia fraca no sentido do seguinte Lema

Lema 3.8. Se un ⇀ u0 fracamente em E então, passando a subsequência se necessário,

φun ⇀ φu0 fracamente em D1,2(R3). Consequentemente, I ′(un)→ I ′(u0), ao n→∞.

Demonstração. Sejam (un), u0 ∈ E e un ⇀ u0 em E. Assim, temos

un ⇀ u0 emLs(R3), 2 ≤ s ≤ 6
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e como a imersão E ↪→ Ls é compacta em domínios limitados, também temos

un → u0 emLsloc(R3), 2 ≤ s < 6. (3.22)

Usando (3.14) obtemos o importante fato de que (φun) é limitada em D1,2(R3). Como

D1,2(R3) é espaço de Hilbert (reflexivo), então existe φ0 ∈ D1,2(R3) tal que φun ⇀ φ0 em

D1,2(R3) de modo que

φun ⇀ φ0 em L6(R3)

e

φun → φ0 em Lsloc(R3), 1 ≤ s < 6. (3.23)

Basta agora provar que φu0 = φ0. Pela unicidade de solução da equação (2.2), é suficiente

mostrar que

∆φ0 = (ω + φ0)u2
0

no sentido das distribuições.

Seja ϕ ∈ C∞0 (R3) função teste. Uma vez que

∆φun = (ω + φun)u2
n

então temos

−
∫
R3

〈∇φun ,∇ϕ〉 dx =

∫
R3

ωϕu2
n dx+

∫
R3

φunϕu
2
n

Assim, é suficiente verificar que∫
R3

〈∇φun ,∇ϕ〉 dx
n→∞−→

∫
R3

〈∇φ0,∇ϕ〉 dx∫
R3

φunu
2
nϕdx

n→∞−→
∫
R3

φ0u
2
0ϕdx∫

R3

u2
nϕdx

n→∞−→
∫
R3

u2
0ϕdx

(3.24)

A primeira convergência segue de uma simples aplicação da definição de convergência

fraca. Já a segunda e a terceira seguem de (3.22). De fato, a respeito da segunda convergência
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temos ∫
R3

(u2
nφun − u2

0φ0)ϕdx =

∫
R3

(u2
n − u2

0)φunϕdx+

∫
R3

(φun − φ0)u2
0ϕdx

≤ C‖φun‖D1,2

(∫
R3

|u2
n − u2

0|
6
5 |ϕ|

6
5 dx

) 5
6

+

+

∫
R3

(φun − φ0)u2
0ϕdx

E portanto, (3.24) segue de (3.22), (3.23) e da limitação de (φun).

Vamos agora demonstrar a segunda parte do Lema. Todas as convergências a seguir

devem ser vistas passando à subsequência se necessário. Seja v ∈ C∞0 (R3) uma função teste.

Note que

〈I ′(un), v〉 =

∫
R3

(
〈∇un,∇v〉+ V (x)unv − (2ω + φun)φununv − µ|un|q−1v − |un|5v

)
dx

〈I ′(u0), v〉 =

∫
R3

(
〈∇u0,∇v〉+ V (x)u0v − (2ω + φ0)φ0u0v − µ|u0|q−1v − |u0|5v

)
dx

e observe que∫
R3

(φunun − φ0u0)v dx =

∫
R3

φun(un − u0)v dx+

∫
R3

u0(φun − φ0)v dx

≤ C‖φun‖D1,2

(∫
R3

|un − u0|
6
5 |v|

6
5 dx

) 5
6

+

+

∫
R3

(φun − φ0)u0v dx

n→∞−→ 0

usando a limitação de (φun), (3.22) e (3.23).

Além disso, também temos∫
R3

(φ2
unun − φ

2
0u0)v dx =

∫
R3

φ2
un(un − u0)v dx+

∫
R3

u0(φ2
un − φ

2
0)v dx

≤ C‖φun‖D1,2

(∫
R3

|un − u0|
3
2 |v|

3
2 dx

) 2
3

+

+

∫
R3

(φ2
un − φ

2
0)u0v dx

n→∞−→ 0

novamente pela limitação de (φun), (3.22) e (3.23).
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Como (un) é limitada em L6(R3), segue que

|un|5 ⇀ |u0|5 fracamente em E.

Portanto, por densidade concluímos que, ∀v ∈ E,∫
R3

(
〈∇un,∇v〉+ V (x)unv

)
dx

n→∞−→
∫
R3

(
〈∇u0,∇v〉+ V (x)unv

)
dx∫

R3

(2ω + φun)φununv dx
n→∞−→

∫
R3

(2ω + φ0)φ0u0v dx∫
R3

|un|q−1v dx
n→∞−→

∫
R3

|u0|q−1v dx∫
R3

|un|5v dx
n→∞−→

∫
R3

|u0|5v dx

e assim 〈I ′(un), v〉 −→ 〈I ′(u0), v〉 ao n→∞.

3.4 Prova do Teorema 1.2

Considere

α = inf
u∈N

I(u). (3.25)

A fim de provarmos o Teorema 1.2, mostraremos que existe u0 ∈ N tal que I(u0) = α,

ou seja, (u0, φu0) é uma solução ground state para o sistema (KGM).

Seja un ∈ N tal que I(un)→ α, ao n→∞.

Pelo Lema 3.7, existem constantes C > 0, r > 0 e sequência (ξn)n ⊂ R3 de modo que∫
Br(ξn)

u2
n dx ≥ C.

Defina vn(x) := un(x− ξn), ∀x ∈ R3. Como V é 1-periódica e

φun(x− ξn) = φvn(x), (3.26)

então

‖vn‖E = ‖un‖E,
∫
Br(ξn)

v2
n dx ≥ C, ∀n e I(vn)

n→∞−→ α.
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Verificação de (3.26).

Como φu é solução de (2.2), então φu satisfaz ∆φu(x) = (ω + φu(x))u2(x), ∀x ∈ R3.

Considere a seguinte translação

∆φun(x− ξn) = (ω + φun(x− ξn))un
2(x− ξn), ∀x ∈ R3 e (ξn) ⊂ R3.

Visto que un(x− ξn) = vn(x), ∀x ∈ R3, então

∆φun(x− ξn) = (ω + φun(x− ξn))v2
n(x), ∀x ∈ R3 e (ξn) ⊂ R3. (3.27)

No entanto, dado v ∈ E, existe única solução φvn(x) ∈ D1,2(R3) solução da equação

(3.27). Portanto, necessariamente, φvn(x) = φun(x− ξn), ∀x ∈ R3 e (ξn) ⊂ R3.

Através da limitação de (un) emE, temos que (vn) é também limitada, donde concluímos

que

vn ⇀ v0 fracamente em E,

vn → v0 em Lsloc(R3), 1 ≤ s < 6,

vn → v0 q.t.p. em R3.

(3.28)

Em virtude do Lema 3.8, φun ⇀ φ0 em D1,2(R3), e assim

φun → φ0 em Lsloc(R3), 1 ≤ s < 6,

φun → φ0 q.t.p. em R3.
(3.29)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que (vn) é uma sequência de Palais-Smale

para o funcional I|N , em particular,

I(vn)n
n→∞−→ α,

(I|N )′(vn)
n→∞−→ 0.

(3.30)

Usando multiplicadores de Lagrange λn, obtemos

on(1) = 〈(I|N )′(vn), vn〉 = 〈I ′(vn), vn〉+ λn〈G′(vn), vn〉 = λn〈G′(vn), vn〉.

Através do Lema 3.3, deduzimos que λn = on(1) e, por (3.30),

I ′(vn)
n→∞−→ 0.
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Usando o Lema 3.8 e esta última sentença obtemos I ′(v0) = 0, onde v0 6= 0.

Precisaremos provar agora que, de fato, I(v0) = α. No entanto, como I(vn) → α, é

suficiente mostrar que I(vn)→ I(v0) ao n→∞.

Uma vez que vn ∈ N , temos

I(vn) =
q − 2

2q
‖vn‖2

E +
4− q

2q

∫
R3

ωφunv
2
n dx+

1

q

∫
R3

φ2
unv

2
n dx+

6− q
6q

∫
R3

|vn|6 dx.

Considere os casos 2 < q < 4 e 4 ≤ q < 6.

Se 4 ≤ q < 6, então usando a semi-continuidade inferior fraca da norma E, (3.28), (3.29)

e o Lema de Fatou, obtemos

α = lim inf
n→∞

I(vn)

≥ q − 2

2q
‖v0‖2

E +
4− q

2q

∫
R3

ωφ0v
2
0 dx+

1

q

∫
R3

φ2
0v

2
0 dx+

6− q
6q

∫
R3

|v0|6 dx

= I(v0)

ou seja, I(v0) ≤ α.

Por outro lado, se 2 < q < 4, usando a Proposição 2.1 e a condição (V2), note que

q − 2

2q
V (x)v2

n +
4− q

2q
ωφunv

2
n =

1

2q

[
(q − 2)V (x) + (4− q)ωφun

]
v2
n

≥ 1

2q

[
(q − 2)V0 − (4− q)ω2

]
v2
n

≥ 0

e argumentando agora exatamente como no caso anterior, concluímos que I(v0) ≤ α.

Finalmente, como α = inf
v∈N

I(v), então I(v0) = α. Sendo assim, (v0, φ0) é uma solução

ground state para o sistema (KGM).



Capítulo

4

Existência de soluções positivas

4.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é estudar a existência de soluções positivas do sistema −∆u+ V (x)u− (2ω + φ)φu = µuq−1 + u2∗−1 em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGMV )

e  −∆u+ V](x)u− (2ω + φ)φu = µuq−1 + u2∗−1 em R3

∆φ = (ω + φ)u2 em R3
(KGM])

onde µ e ω são constantes reais positivas, 2 < q < 2∗ = 6 e u, φ : R3 → R são funções

incógnitas.

Lembre que as condições para o potencial V são

(V1) V (x+ p) = V (x), x ∈ R3, p ∈ Z3.

(V2) Existe V0 > 0 tal que V (x) ≥ V0 > 0, x ∈ R3,

onde V0 >
2(4− q)
q − 2

ω2 se 2 < q < 4

(V3) Existe W0 > 0 tal que V](x) = V (x)−W (x) ≥ W0, onde W (x) ≥ 0, x ∈ R3.

Alves, Carrião e Miyagaki [2] mostraram que existe solução positiva para a seguinte

equação elíptica semilinear −∆u+ V (x)u = λuq + up em RN

u ∈ H1(RN), u > 0, N ≥ 3

onde λ > 0 é constante real, 1 < q < p = 2∗−1 e V : RN → R é uma função contínua positiva

45
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satisfazendo a condição (V1) e a condição

Existe V0 > 0 tal que

V ∈ C1(RN) e V (x) ≥ V0 > 0, x ∈ RN

Além disso, também provaram a existência de solução positiva para esta equação ao

introduzir uma pequena perturbação do potencial V satisfazendo a condição (V3).

Isso motiva a seguinte questão: Será que a técnica utilizada por Alves, Carrião e Miyagaki

pode ser aplicada para encontrar soluções positivas do sistema (KGMV )? De fato, veremos que

a resposta é sim.

Analisaremos duas situações diferentes. Primeiro vamos assumir que o potencial V é

periódico e depois usaremos este fato para abordar o caso em que V é não-periódico.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: nas Seções 4.2 e 4.3 abordaremos os

sistemas (KGMV ) e (KGM]) com potencial periódico e não-periódico, respectivamente. Já

nas Subseções 4.2.2 e 4.3.3 provaremos os seguintes resultados obtidos, respectivamente,

Teorema 1.3. Considere as condições (V1) e (V2). Então o sistema (KGMV ) tem pelo menos

uma solução positiva u ∈ H1(R3) com φ ∈ D1,2(R3) para cada µ > 0 se 4 < q < 6 e para µ

suficientemente grande se 2 < q ≤ 4.

Teorema 1.4. Considere W ∈ L3/2(R3), (V1), (V2) e (V3). Então o sistema (KGM]) tem pelo

menos uma solução positiva u ∈ H1(R3) com φ ∈ D1,2(R3) para cada µ > 0 se 4 < q < 6 e

para µ suficientemente grande se 2 < q ≤ 4.

4.2 Potencial periódico

4.2.1 Formulação Variacional

No Capítulo 3, consideramos o sistema (KGMV ) com um potencial satisfazendo a

condição (V2). Nesta seção admitiremos que o potencial V satisfaz as condições (V1) e

(V2). Nesse sentido, a estrutura variacional será a mesma daquela descrita na Seção 3.2, a

qual exibiremos brevemente agora.

Consideraremos o espaço de Sobolev E com norma

‖u‖2
E =

∫
R3

(|∇u|2 + V (x)u2)dx (4.1)

a qual é equivalente à norma usual de Sobolev em H1(R3).
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Estudaremos soluções positivas do sistema (KGMV ) com o auxílio do funcional de Euler-

Lagrange

I : E → R

dado por

I(u) =
1

2

(∫
R3

[|∇u|2 + V (x)u2 − ωφuu2
+] dx

)
− µ

q

∫
R3

uq+ dx−
1

6

∫
R3

u6
+ dx (4.2)

o qual, conforme exposto na Seção 2.2, está bem definido e é de classe C1, com derivada de

Fréchet dada por

〈I ′(u), v〉 =

∫
R3

(
〈∇u,∇v〉+ V (x)uv − (2ω + φu)φuu+v − µuq−1

+ v − u5
+v
)
dx, (4.3)

∀v ∈ E, onde u+ = max{u, 0}.

4.2.2 Prova do Teorema 1.3

Iniciaremos este estudo mostrando que o funcional I satisfaz o Teorema do Passo da

Montanha e a seguir analisaremos o comportamento das sequências de Palais-Smale.

Lema 4.1. O funcional I satisfaz as seguintes condições:

(i) Existem constantes positivas β, ρ tais que I(u) ≥ β para ‖u‖E = ρ.

(ii) Existe u1 ∈ E com ‖u1‖E > ρ tal que I(u1) < 0.

Demonstração. Usando as imersões de Sobolev, temos

I(u) ≥ C1‖u‖2
E − C2‖u‖qE − C3‖u‖6

E,

Como q > 2, existem β, ρ > 0 tais que inf
‖u‖=ρ

J(u) > β, provando (i).

Seja u ∈ E então, para t ≥ 0 e pela Proposição 2.1 concluímos que

I(tu) ≤ C4t
2‖u‖2

E +
ω2

2
t2‖u‖2

2 −
µ

q
tq‖u‖qq −

1

6
t6‖u‖6

6.

Como q > 2, existe u1 ∈ E, u1 := tu com t suficientemente grande tal que ‖u1‖E > ρ e

I(u1) < 0, provando (ii).
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Pelo Lema acima e usando o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz

sem a condição (PS)c (Apêndice A.6), segue que existe uma sequência de Palais-Smale

(un) ⊂ E como em (3.6), ou seja,

I(un)
n→∞−→ c e I ′(un)

n→∞−→ 0

onde c é dado por

c := inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) | I(γ(0)) = 0, I(γ(1)) < 0}.

Como o Lema 3.5 continua válido para este caso, através do Lema 3.6 e da expressão

(3.14) temos que (φun) é limitada em D1,2(R3). Assim, passando a subsequência se necessário,

podemos assumir, ao n→∞,

un ⇀ u, fracamente em E

φun ⇀ ϕ, fracamente em D1,2(R3)

Lema 4.2. ϕ = φu e φun → φu fortemente em D1,2(R3) ao n→∞.

Demonstração. Veja a prova do Lema 2.5.

Lema 4.3. Seja (un, φun) ⇀ (u, φu) fracamente em E × D1,2(R3) ao n → ∞ com u 6= 0.

Então (u, φu) é solução fraca do sistema (KGM).

Demonstração. Seja un ⇀ u 6= 0 em E. Então, un ⇀ u em E|B, onde B ⊂ R3 é aberto e

limitado. Assim, un → u em Ls(B), 2 ≤ s ≤ 6 e, ou seja,

lim
n→∞

‖un − u‖sLs(B) = 0.

Aplicando um resultado devido a Brezis-Lieb (veja Brezis e Lieb [14] ou Kavian [36])

obtemos ∫
B

usn+ dx =

∫
B

us+ dx+ o(1) (4.4)
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E assim, ∫
supp(v)

usn+v dx =

∫
supp(v)

us+v dx+ o(1), ∀ v ∈ C∞0 (R3) (4.5)

Como C∞0 (R3) é denso em E, segue que∫
R3

usn+v dx =

∫
R3

us+v dx+ o(1), ∀ v ∈ E (4.6)

onde escolhemos s = q − 1 ou s = 5.

Uma vez que I ′(un)→ 0 ao n→∞ temos, ∀v ∈ E,∫
R3

(〈∇un,∇v〉+ V (x)un+v) dx = 2

∫
R3

ωφunun+v dx+

∫
R3

φ2
unun+v dx+

+µ

∫
R3

un
q−1
+ v dx+

∫
R3

u5
n+v dx+ on(1) (4.7)

Provaremos que

2

∫
R3

ωφunun+v dx+

∫
R3

φ2
unun+v dx

n→∞−→ 2

∫
R3

ωφuu+v dx+

∫
R3

φ2
uu+v dx (4.8)

∫
R3

un
q−1
+ v dx

n→∞−→
∫
R3

uq−1
+ v dx (4.9)

e ∫
R3

un
5
+v

n→∞−→
∫
R3

u5
+v. (4.10)

Verificação de (4.8).

A convergência em (4.8) segue da convergência de (2.24) no Capítulo 2 considerando

N = 3 e (un) = (un+).

Verificação de (4.9)-(4.10).

As convergências em (4.9) e (4.10) seguem de (4.6).

Portanto, concluímos que

〈I ′(u), v〉 = 0, ∀ v ∈ E. (4.11)

Considerando v = u− em (4.11) temos ‖u−‖E = 0 e, assim, u ≥ 0. Supõe que existe
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x0 ∈ R3 tal que u(x0) = 0. Pela desigualdade de Harnack (veja Gilbarg e Trudinger [34,

Teorema 8.20, pág. 199]), temos

sup
R3

u ≤ C inf
R3
u = 0

implicando que u é identicamente nula, uma contradição. Portanto u > 0.

Assim, por (4.8), (4.9) e (4.10) juntamente com (4.7), concluímos que (u, φu) é solução

fraca para o sistema (KGM), onde u é solução positiva.

Em vista da falta de compacidade, devemos provar que u não é de fato identicamente

nulo. Para isto, precisaremos de alguma propriedade de compacidade na sequência (un), sendo

esta caracterizada pelo seguinte Lema devido a Montecchiari [42]

Lema 4.4. Seja (un) uma sequência (PS)c tal que un ⇀ 0 fracamente em E, ao n → ∞.

Então,

(A) un
n→∞−→ 0 fortemente em E

ou

(B) Existem ρ, η > 0, (yn) ∈ R3 tais que lim sup
n→∞

∫
Bρ(yn)

u2
n+ dx ≥ η.

Demonstração. Suponha que (B) não ocorre, isto é, existe r̄ > 0 tal que

lim sup
n→∞

∫
Br̄(yn)

u2
n+ dx = 0.

Assim, por Lions [38], obtemos que un+ → 0 em Ls(R3) ao n→∞, 2 < s < 6.

Como 〈I ′(un), un〉 → 0 ao n→∞ e

−2

∫
R3

ωφunu
2
n dx−

∫
R3

φunu
2
n dx ≤ ω‖φun‖6‖un‖2

12/5,

concluímos que

‖un‖2 =

∫
R3

u6
n + on(1), n→∞.

Argumentando como na prova do Lema 3.7, concluímos que c ≥ 1

3
S3/2, uma contradição.

Assim, (A) é satisfeita e termina a prova do Lema 4.4.

Se u 6= 0, então pelo Lema 4.3, (u, φu) é solução fraca do sistema (KGMV ).
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No entanto, se u = 0, pelo Lema 4.4 existem ρ, η > 0, (yn) ⊂ R3 tal que

lim sup
n→∞

∫
Bρ+1(yn)

u2
n+ dx ≥ η > 0. (4.12)

Defina vn(x) := un(x − yn), ∀x ∈ R3. Como V é 1-periódica e φun(x− yn) = φvn(x),

então

‖vn‖E = ‖un‖E, I(vn) = I(un) e I ′(vn)
n→∞−→ 0.

Logo, temos que I(vn) → c e I ′(vn) → 0 ao n → ∞. E assim, também deduzimos

que (vn) é uma sequência limitada em E e φvn é limitada em D1,2(R3). Segue que existe

(v, φ0) ∈ E ×D1,2(R3) tal que

vn ⇀ v, fracamente em E, n→∞,

φvn ⇀ φ0, fracamente em D1,2(R3), n→∞.

Além disso, note que v 6= 0. De fato, usando (4.12), temos

0 < η ≤ ‖vn‖L2(Bρ+1)

≤ ‖vn − v‖L2(Bρ+1) + ‖v‖L2(Bρ+1)

Logo, como vn ⇀ v em E, obtemos v 6= 0.

Finalmente, aplicando Lemas 4.2 e 4.3, concluímos que (v, φv) é solução fraca para o

sistema (KGMV ) com v positivo.

4.3 Potencial não-periódico

4.3.1 Formulação variacional

O espaço de Sobolev que utilizaremos é

EW = {u ∈ E :

∫
R3

(
|∇u|2 + (V −W )u2

)
dx <∞}.

onde EW está munido da norma usual em H1(R3) dada por

‖u‖2
W = ‖u‖2

E −
∫
R3

Wu2 dx
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Considere o funcional

IW : EW → R

associado ao sistema (KGM]) e definido por

IW (u) =
1

2

∫
R3

(|∇u|2 + V]u
2) dx− 1

2

∫
R3

ωφuu
2 dx− µ

q

∫
R3

uq+ dx−
1

6

∫
R3

u6 dx (4.13)

onde V] = V −W e, além disso,

I0 = I, ‖ · ‖0 = ‖ · ‖E, e E0 = E para W = 0.

Defina α como em (3.25), ou seja,

α = inf
u∈N

I(u),

onde

N = {u ∈ E \ {0} | 〈I ′(u), u〉 = 0}

o qual não é vazio pelo Teorema 1.3.

4.3.2 Lemas auxiliares

O seguinte Lema é um resultado crucial para a demonstração do Teorema 1.4.

Lema 4.5. i) α > 0.

ii) Existe u ∈ N tal que I(u) = α.

Demonstração. Verificação de (i). Suponha por absurdo que α = 0. Então, existe un ∈ N tal

que I(un)→ inf
u∈N

I(u) = α = 0 ao n→∞, e daí 〈I ′(un), un〉 = 0, ∀n.

Consequentemente,

q on(1) = qI(un)− 〈I ′(un), un〉

=
(q

2
− 1
)
‖un‖2 +

(
2− q

2

)∫
R3

ωφunu
2
n dx+

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+

(
1− q

6

)
‖un‖6

6

≥ ‖un‖2 +
4− q

2

∫
R3

ωφunu
2
n dx
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Como no Lema 3.6, existem dois casos a serem considerados: 2 < q < 4 e 4 ≤ q < 6.

No caso 4 ≤ q < 6, concluímos que ‖un‖ → 0 usando a Proposição 2.1. Se 2 < q < 4, pela

condição (V2) e pela Proposição 2.1 concluímos novamente que ‖un‖ → 0 ao n→∞.

Em ambos os casos chega-se a um absurdo, provando (i).

Verificação de (ii). A prova será feita em diversas etapas:

Passo 1. α ≥ c

Primeiramente, devemos provar que a função ψ(t) := I(tu), t ≥ 0 tem único ponto

crítico que corresponde ao seu máximo atingido em t = 1.

Observação 4.1. Note que φtu = t2φu. De fato, como o operador linear L definido por

L(ψ) := ∆ψ − u2ψ = ωu2 é injetivo, pela Proposição 2.1 temos φtu = t2φu, uma vez que

L(φtu) = L(t2φu).

Seja u ∈ N e defina

a =
1

2
‖u‖2 b = −1

2

∫
R3

ωφuu
2 dx c =

1

q

∫
R3

uq dx d =
1

6

∫
R3

u6 dx

então, considerando a observação feita acima,

ψ(t) = at2 + bt4 − ctq − dt6

onde a, b, c e d são constantes positivas.

É fácil ver que ψ tem um ponto de máximo para q > 2. Usando semelhante ideia usada

por Ruiz [45], basta concluir que este é o único ponto crítico de ψ.

Considere algumas derivadas de ψ:

ψ′(t) = 2at+ 4bt3 − qctq−1 − 6dt5

ψ′′(t) = 2a+ 12bt2 − q(q − 1)ctq−2 − 30dt4

Claramente, ψ′′(t) é positivo para t suficientemente pequeno e estritamente decrescente

para t suficientemente grande. Além disso, lim
t→+∞

ψ′′(t) = −∞. Assim, existe t2 > 0 tal que

ψ′′(t2) = 0 e ψ′′(t2 − t) > 0 para t < t2.

Como ψ′(t) é crescente para t < t2 e ψ′(0) = 0, então ψ′(t) assume valores positivos pelo

menos em t ∈ (0, t2). Para t > t2, ψ′(t) decresce tendendo a −∞.

Portanto, existe único t1 > t2 tal que ψ′(t1) = 0.



54

Finalmente, como u ∈ N , concluímos que

max
t≥0

I(tu) = I(u). (4.14)

Considere t0 ∈ R e ū = t0u tal que I(ū) < 0. Assim γ(t) = tū ∈ Γ e por (4.14) segue

que

I(u) = max
t≥0

I(tu) ≥ c.

Consequentemente, inf
u∈N

I(u) ≥ c.

Passo 2. α ≤ c

Seja (un)n ⊂ E uma sequência de Palais Smale como em (3.6), então (un) é limitada

e I ′(un)un → 0 ao n → ∞. Portanto, para cada n existe único (tn) ∈ R+ tal que

I ′(tnun)tnun = 0, ∀n e por isso, (tnun)n ⊂ N .

Mostraremos agora que (tn) é uma sequência limitada.

Como I ′(tnun)tnun = 0, ∀n, então

t2n‖un‖2 = t4n

∫
R3

2ωφunu
2
n dx+ t6n

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+ µtqn

∫
R3

uqn+ dx+ t6n

∫
R3

u6
n dx

e portanto,

‖un‖2 = t2n

∫
R3

2ωφunu
2
n dx+ t4n

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+ µtq−2

n

∫
R3

uqn+ dx+ t4n

∫
R3

u6
n dx. (4.15)

Note que (tn) não converge a zero ao n→∞, pois daí teríamos I(un)→ 0, o que entraria

em contradição com (3.6). Além disso, (tn) não converge a +∞, ao n→∞. De fato, dividindo

(4.15) por t4n, obtemos

1

t4n
‖un‖2 =

1

t2n

∫
R3

2ωφunu
2
n dx+

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+

µ

t6−qn

∫
R3

uqn+ dx+

∫
R3

u6
n dx.

Assuma que tn → +∞ ao n→∞, então∫
R3

φ2
unu

2
n dx =

∫
R3

u6
n dx = on(1)

e pela desigualdade de interpolação,∫
R3

uqn+ dx
n→∞−→ 0
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donde concluímos que ‖un‖ → 0 ao n→∞, contradizendo o fato de que c > 0.

Portanto, a sequência (tn) é limitada, isto é, existe t0 ∈ (0,∞) tal que tn → t0 (passando

a subsequência se necessário). Provaremos que t0 = 1.

Como I ′(un)un → 0, ao n→∞, temos

‖un‖2 =

∫
R3

2ωφunu
2
n dx+

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+ µ

∫
R3

uqn+ dx+

∫
R3

u6
n dx+ on(1). (4.16)

Multiplicando (4.16) por −t2n e adicionando à equação (4.15), obtemos

(1− t2n)‖un‖2 = (t4n − t2n)

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+ µ(tq−2

n − t2n)

∫
R3

uqn+ dx+ (t4n − t2n)

∫
R3

u6
n dx.

Fazendo n→∞,

0 = (t20 − 1)`1 + t20(t20 − 1)`2 + µt20(tq−4
0 − 1)`3 + t20(t20 − 1)`4,

onde

`1 = ‖un‖2 `2 =

∫
R3

φ2
unu

2
n dx `3 =

∫
R3

uqn+ dx `4 =

∫
R3

u6
n dx

e `i ≥ 0 para todo i = 1, 2, 3, 4.

Se 4 < q < 6, então t0 = 1 para cada µ > 0 e se 2 < q ≤ 4 então também teremos t0 = 1

ao escolher µ suficientemente grande.

Considere

inf
u∈N

I(u) ≤ I(tnun)

= t2n

[
I(un) +

1

2
(1− t2n)

∫
R3

ωφunu
2
n dx+

µ

q
(1− tq−2

n )

∫
R3

uqn+ dx+
1

6
(1− t4n)

∫
R3

u6
n dx

]
= (t2n − 1)I(un) + I(un) + on(1).

Tomando o limite ao n→∞, obtemos

α ≤ c,

o que implica α = c, pelo Passo 1.

Passo 3. I(u) = α

Uma vez que u é uma solução positiva do problema (KGMV ), ou seja, u ∈ N , então
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I(u) ≥ α.

Por outro lado, como 〈I ′(un), un〉 → 0 ao n→∞, temos

α = c = I(un) + on(1)

= I(un)− 1

q
〈I ′(un), un〉+ on(1)

=
q − 2

2q
‖un‖2 +

4− q
2q

∫
R3

ωφunu
2
n dx+

1

q

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+

6− q
6q

∫
R3

u6
n dx+ on(1).

Se 4 ≤ q < 6, através do Lema de Fatou juntamente com a Proposição 2.1 obtemos, ao

n→∞,

α ≥ q − 2

2q
‖u‖2 +

4− q
2q

∫
R3

ωφuu
2 dx+

1

q

∫
R3

φ2
uu

2 dx+
6− q

6q

∫
R3

u6 dx

= I(u)− 1

q
〈I ′(u), u〉

= I(u).

Para o caso 2 < q < 4, teremos

α ≥ q − 2

2q

∫
R3

|∇un|2 dx+
1

2q

∫
R3

[(q − 2)V0 − (4− q)ω2]u2
n dx+

+
1

q

∫
R3

φ2
unu

2
n dx+

6− q
6q

∫
R3

u6
n dx+ on(1).

donde, aplicando novamente o Lema de Fatou e usando a condição (V2), concluímos também

que α ≥ I(u), o que finaliza o Passo 3 e, portanto, a prova do Lema 4.5.

4.3.3 Prova do Teorema 1.4

Utilizando a prova do Lema 4.5, podemos escolher u ∈ N tal que

α = I(u) e I ′(u)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ E.

Note que assim como o funcional I , IW também satisfaz a geometria do passo da

montanha, então existe sequência (PS)cW (un) ⊂ EW tal que

IW (un)
n→∞−→ cW e I ′W (un)

n→∞−→ 0
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onde cW := inf
γ∈ΓW

max
0≤t≤1

J(γ(t)) e

ΓW = {γ ∈ C([0, 1], EW )|I(γ(0)) = 0, I(γ(1)) < 0}. (4.17)

Escolha t∗ ∈ R tal que

cW ≤ sup
t≥0

IW (tu) = IW (t∗u)

então, pela condição (V3) e 0 < u ∈M, temos

cW < I(t∗u) ≤ sup
t≥0

I(tu) = I(u) = α.

Logo, cW < 1
3
S3/2, pois cW < α = c.

Analogamente ao Lema 3.6, a sequência (un) é limitada EW e também (φun) é limitada

em D1,2(R3). Assim, ao n→∞ e passando a subsequência se necessário,

un ⇀ ū fracamente em EW

φun ⇀ φ̄u fracamente em D1,2(R3)

Afirmação 5. ū 6= 0

Prova da Afirmação 5:

Supõe por absurdo que ū = 0, isto é, un ⇀ 0 fracamente em EW ao n → ∞. Como

W ∈ L3/2(R3), ∫
R3

Wu2
n dx −→ 0, ao n→∞. (4.18)

Observando que W (x) ≥ 0 e fazendo v ∈ E ⊂ EW tal que ‖v‖ ≤ 1, obtemos

|(I ′(un)− I ′W (un))v| =
∣∣∣ ∫

R3

Wun+v dx
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
R3

W
1
2un+W

1
2v dx

∣∣∣
≤

(∫
R3

|W ||un|2 dx
) 1

2
(∫

R3

|W ||v|2 dx
) 1

2

≤ C
(∫

R3

|W ||un|2 dx
) 1

2
,
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para alguma constante C > 0. Além disso, ao n→∞, temos

∣∣∣I(un)− IW (un)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
R3

Wu2
n dx

∣∣∣ = on(1).

Assim, por (4.18),

I ′(un)
n→∞−→ 0,

e

I(un)
n→∞−→ cW < α.

Analogamente como na prova do Lema 4.5, existe sequência (tn) ⊂ R satisfazendo

tn
n→∞−→ 1, e 〈I ′(tnun), tnun〉 = 0, ∀n

donde

cW ≥ α,

o que é uma contradição e, portanto, ū 6= 0.

Argumentando como na prova do Lema 4.3, (ū, φ̄u) é uma solução fraca para o sistema

(KGMV ) e a prova do Teorema 1.4 é concluída.



Apêndice

A

Apêndice

A.1 As equações de Klein-Gordon acopladas com Maxwell

A fim de deduzir as equações Klein-Gordon-Maxwell consideraremos, por simplicidade,

apenas o caso R3.

As equações não-lineares do tipo Klein-Gordon são da forma

∂2ψ

∂t2
−∆ψ +m2

0ψ − |ψ|p−2ψ = 0 em R3 (A.1)

onde ψ = ψ(x, t) ∈ C(x ∈ R3, t ∈ R), m0 ∈ R constante e p > 2.

Recentemente muitos trabalhos foram devotados a buscar soluções na forma de ondas

viajantes da equação (A.1), ou seja, soluções da forma:

ψ(x, t) = eiωtu(x), ω ∈ R

Nesse sentido, as equações não-lineares de Klein-Gordon serão reduzidas a uma equação

semilinear elíptica onde resultados de existência já foram estabelecidos

Pretendemos aqui construir um modelo que descreve os campos não-lineares de Klein-

Gordon interagindo com o campo eletromagnético E-H. Seguindo ideias já introduzidas por

Benci e Fortunato [8, 10], Benci, Fortunato, Masiello e Pisani [7], Coclite [18], Coclite e

Georgiev [19], d’ Avenia e Pisani [23] e Esteben, Georgiev e Sere [28], vamos estudar um

sistema de equações cujas variáveis são a função ψ = ψ(x, t) e os potenciais A,Φ

A : R3 × R→ R3, Φ : R3 × R→ R (A.2)

59
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que estão relacionadas a E-H pelas equações de Maxwell

E = −
(
∇Φ +

∂A

∂t

)
H = ∇×A

(A.3)

Considere a equação (A.1). A densidade Lagrangeana relacionada à (A.1) é dada por

LKG =
1

2

[∣∣∣∂ψ
∂t

∣∣∣2 − |∇ψ|2 −m2
0|ψ|2

]
+

1

p
|ψ|p. (A.4)

A interação de ψ com o campo eletromagnético é normalmente descrito (veja Felsager

[30]) substituindo em (A.4) as derivadas usuais
∂

∂t
, ∇ com as derivadas covariantes

∂

∂t
+ ieφ, ∇− ieA.

onde e é o campo elétrico.

E assim, resulta a seguinte densidade Lagrangeana

LKGM =
1

2

[∣∣∣∂ψ
∂t

+ ieφψ
∣∣∣2 − |∇ψ − ieAψ|2 −m2

0|ψ|2
]

+
1

p
|ψ|p.

Escolhendo

ψ(x, t) = u(x, t)eiS(x,t),

onde u, S : R3 × R→ R, a densidade Lagrangeana se transforma em

LKGM =
1

2

{
u2
t − |∇u|2 −

[
|∇S − eA|2 − (St + eφ)2 +m2

0

]
u2
}

+
1

p
|u|p.

Considere agora a densidade Lagrangeana do campo eletromagnético E-H

L0 =
1

2
(|E|2 − |H|2) =

1

2
|At +∇φ|2 − 1

2
|∇ × A|2.

Portanto, a ação total é dada por

S =

∫∫
LKGM + LKGM .
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Fazendo agora a variação de S com respeito a u, S, φ e A, respectivamente, obtemos

utt −∆u+
[
|∇S − eA|2 − (St + eφ)2 +m2

0

]
u− |u|p−2u = 0,

div(At +∇φ) = e(St + eφ)u2,

∂
∂t

[
(St + eφ)u2

]
− div[(∇S − eA)u2] = 0,

∇× (∇× A) + ∂
∂t

(At +∇φ) = e(∇S − eA)u2

(A.5)

Estamos interessados em encontrar soluções do tipo ondas viajantes para as equações em

(A.5), ou seja, soluções na forma

u = u(x), S = ωt, A = 0, φ = φ(x), ω ∈ R.

Assim, enquanto as duas últimas equações de (A.5) são identicamente satisfeitas, as duas

primeiras equações se transformam em −∆u+ [m2
0 − (ω + eφ)2]u− |u|p−2u = 0 em R3

∆φ = e(ω + eφ)u2 em R3

Uma vez que e2 = 1, podemos escolher e = 1 donde finalmente concluímos que −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u− |u|p−2u = 0 em R3

∆φ = (ω + eφ)u2 em R3

REFERÊNCIA: Benci e Fortunato [9].

A.2 O funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema

(KGM)

Para N = 3 e N = 4 considere o sistema de Klein-Gordon-Maxwell −∆u+ [m2
0 − (ω + φ)2]u = µ|u|q−2u+ |u|2∗−2u em RN

∆φ = (ω + φ)u2 em RN

onde 2 < q < 2∗ = 2N/(N−2), µ > 0 , m0 > 0 e ω 6= 0 são constantes reais e u, φ : RN → R

são funções incógnitas.

Multiplicando a primeira equação em (KGM) por uma função v ∈ C∞0 (R) e integrando
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por partes, obtemos∫
RN

(
〈∇u,∇v〉 dx+ [m2

0 − (ω + φ)2]uv
)
dx =

∫
RN

(
µ|u|q−2uv + |u|2∗−2uv

)
dx (A.6)

Como o espaço das funções C∞0 (R) é denso em H1(RN), a igualdade (A.6) é válida para

todo v ∈ H1(RN).

Definição A.1. Dizemos que o par (u, φ) ∈ H1(RN) × D1,2(RN) é uma solução fraca para o

sistema (KGM) se (u, φ) satisfaz a igualdade (A.6).

Proposição A.1. O funcional F definido em (2.1) é de classe C1 em H1(RN) × D1,2(RN) e

seus pontos críticos são soluções fracas do sistema (KGM).

Demonstração. Defina o funcional energia F : H1(RN)×D1,2(RN)→ R por

F (u, φ) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx︸ ︷︷ ︸
F1

−1

2

∫
RN
|∇φ|2 dx︸ ︷︷ ︸
F2

+
1

2

∫
RN

[m2
0 − ω2]u2 dx︸ ︷︷ ︸
F3

+

−
∫
RN
ωφu2 dx︸ ︷︷ ︸
F4

−1

2

∫
RN
φ2u2 dx︸ ︷︷ ︸

F5

−µ
q

∫
RN
|u|q dx︸ ︷︷ ︸

F6

− 1

2∗

∫
RN
|u|2∗ dx︸ ︷︷ ︸

F7

(A.7)

onde Fi : H1(RN)×D1,2(RN)→ R, i = 1, ..., 7.

Para mostrar a existência da derivada de Fréchet do funcional F , usaremos o Teorema

da Convergência Dominada de Lebesgue. A existência da derivada de Fréchet dos termos F6

e F7 são provados por Willem [49] enquanto que os termos F1 e F2 podem ser provados de

forma análoga. Provaremos a existência da derivada de Fréchet apenas para o quarto termo do

funcional F , ou seja, F4. A prova para F5 segue de forma semelhante.

Considere a função pi : R → R, pi(t) = Fi(u + tv, φ) + Fi(u, φ + tψ), i = 1, ..., 7,

u, v ∈ H1(RN) e φ, ψ ∈ D1,2(RN).

Note que pi(0) = 2Fi(u, φ), p′i(t) = F ′i (u+ tv, φ) · (v, ψ) + F ′i (u, φ+ tψ) · (v, ψ). Além

disso,

F ′i (u, φ) · (v, ψ) = p′i(0) = lim
t→0

1

t

[
Fi(u+ tv, φ)− Fi(u, φ) + Fi(u, φ+ tψ)− Fi(u, φ)

]
.

Provaremos que

F ′4(u, φ) · (v, ψ) = −2

∫
RN
ωφuv dx−

∫
RN
ωψu2 dx (A.8)
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Dado x ∈ RN e 0 < t < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < λ < 1 tal que

1

t

[
φ(u+ tv)2 + (φ+ tψ)u2 − 2φu2

]
= 2φv(u+ λtv) + ψu2

≤ 2|φ|(|u|+ |v|)|v|+ |ψ|u2

Usando as imersões de Sobolev H1(RN) ↪→ Ls(RN), 2 ≤ s ≤ 2∗ e D1,2(RN) ↪→
L2∗(RN) juntamente com a desigualdade de Hölder, obtemos

2|φ||v|(|u|+ |v|) + |ψ|u2 ∈ L1(RN).

De fato, ∫
RN
|φ||v||u| dx ≤ ‖φ‖2∗‖u‖2∗/(2∗−2)‖v‖2∗/(2∗−2)∫
RN
|φ|v2 dx ≤ ‖φ‖2∗‖v2‖2∗/(2∗−1) = ‖φ‖2∗‖v‖2

2·2∗/(2∗−1)∫
RN
|ψ|u2 dx ≤ ‖ψ‖2∗‖u2‖2∗/(2∗−1) = ‖ψ‖2∗‖u‖2

2·2∗/(2∗−1)

Deste modo, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada e obtermos

lim
t→0

1

t

[
F4(u+ tv, φ) + F4(u, φ+ tψ)− 2F4(u, φ)

]
=

= lim
t→0

1

t

[ ∫
RN

(
− 2ωtφuv − ωt2φv2 − ωtψu2

)
dx
]

= −2

∫
RN
ωφuv dx−

∫
RN
ωψu2 dx

provando (A.8).

Argumentos similares mostram que

F ′1(u, φ) · (v, ψ) =

∫
RN
〈∇u,∇v〉 dx

F ′2(u, φ) · (v, ψ) = −
∫
RN
〈∇φ,∇ψ〉 dx

F ′3(u, φ) · (v, ψ) =

∫
RN

[m2
0 − ω2]uv dx

F ′5(u, φ) · (v, ψ) = −
∫
RN
φ2uv −

∫
RN
φψu2 dx

F ′6(u, φ) · (v, ψ) = −µ
∫
RN
|u|q−1v dx

F ′7(u, φ) · (v, ψ) = −
∫
RN
|u|2∗−1v dx
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Portanto,

F ′(u, φ) · (v, ψ) =

∫
RN
〈∇u,∇v〉 dx−

∫
RN
〈∇φ,∇ψ〉 dx+

∫
RN

[m2
0 − ω2]uv dx

−2

∫
RN
ωφuv dx−

∫
RN
ωψu2 dx−

∫
RN
φ2uv −

∫
RN
φψu2 dx

−µ
∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx (A.9)

Multiplicando a equação (2.2) por ψ, temos

−
∫
RN
〈∇φ,∇ψ〉 dx =

∫
RN
ωψu2 dx+

∫
RN
φψu2 dx (A.10)

Substituindo (A.10) na expressão (A.9), finalmente obtemos

F ′(u, φ) · (v, ψ) =

∫
RN
〈∇u,∇v〉 dx+

∫
RN

[m2
0 − ω2]uv dx− 2

∫
RN
ωφuv dx

−
∫
RN
φ2uv − µ

∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx

=

∫
RN
〈∇u,∇v〉 dx+

∫
RN

[m2
0 − (ω + φ)2]uv dx

−µ
∫
RN
|u|q−2uv dx−

∫
RN
|u|2∗−2uv dx

provando que os pontos críticos de F são soluções fracas do sistema (KGM).

Agora provaremos que o funcional energia F é de classe C1 em H1(RN)×D1,2(RN).

Sejam F ′u(u, φ), F ′φ(u, φ) as derivadas parciais de F em (u, φ) ∈ H1(RN) × D1,2(RN),

ou seja,

F ′u(u, φ) · v =

∫
RN

(
〈∇u,∇v〉+ [m2

0 − (ω + φ)2]uv − µ|u|q−2uv − |u|2∗−2uv
)
dx

F ′φ(u, φ) · ψ = −
∫
RN

(
〈∇φ,∇ψ〉+ (ω + φ)u2ψ

)
dx.

(A.11)

O termo −
∫
RN

2ωφuv dx da derivada F ′u(u, φ) · v é contínuo. De fato, se un → u em

H1(RN), então un → u em Ls(RN), 2 ≤ s ≤ 2∗. Assim, pela desigualdade de Hölder,

∣∣∣ ∫
RN
φ(un − u)v dx

∣∣∣ ≤ ‖φ‖2∗‖un − u‖2∗/(2∗−2)‖v‖2∗/(2∗−2)
n→∞−→ 0

De forma semelhante, os outros termos de F ′u(u, φ) · v, F ′φ(u, φ) · ψ também são

contínuos. Segue que F ′u e F ′φ são aplicações contínuas de H1(RN)×D1,2(RN) em H−1(RN)

e (D1,2)∗(RN), respectivamente.
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A.3 Lema de Stampacchia

Teorema A.1. Seja H um espaço de Hilbert real e K ⊂ H subconjunto convexo e fechado.

Considere a : H × H → R forma bilinear contínua e coerciva e λ : H → R um funcional

linear contínuo. Então, existe único u ∈ K tal que

a(u, v − u) ≥ λ(v − u) ∀ v ∈ K

Além disso, se a é simétrica, então u é solução do problema

1

2
a(u, u)− λ(u) = inf

v∈K

(1

2
a(v, v)− λ(v)

)
.

REFERÊNCIA: Brézis [13, Teorema V.6, pág. 83].

A.4 Teorema de Hewitt-Stromberg

Teorema A.2. Suponha que 1 < p <∞ e que a sequencia (fn) seja limitada em Lp(RN).

Se fn → f q.t.p. em RN , então

fn ⇀ f fracamente em Lp(RN),

ou seja,

lim
n→∞

∫
RN
fng dx =

∫
RN
fg dx, ∀g ∈ Lq(RN),

1

p
+

1

q
= 1.

REFERÊNCIA: Hewitt e Stromberg [35, Teorema 13.44, pág. 207].

A.5 Princípio da Criticalidade de Palais

Definição A.2. A ação de um grupo topológico G em um espaço normado X é uma aplicação

contínua

G×X → X : [g, u]→ gu
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tal que
1 · u = u,

(gh)u = g(hu),

u 7→ gu é linear.

e é isométrica se ‖gu‖ = ‖u‖.

Definição A.3. Defina o espaço dos pontos invariantes por

Fix(G) := {u ∈ X | gu = u, ∀g ∈ G}.

Definição A.4. Um conjunto A ⊂ X é invariante se gA = A, para todo g ∈ G. Além disso,

dizemos que que uma função ϕ : X → R é invariante se ϕ ◦ g = ϕ, para todo g ∈ G.

De posse destas definições, podemos enunciar o

Teorema A.3. Considere uma ação isométrica do grupo topológico G no espaço de Hilbert X .

Se ϕ ∈ C1(X,R) é invariante e se u é um ponto crítico de ϕ restrito a Fix(G), então u

é ponto crítico de ϕ.

REFERÊNCIA: Willem [49, Teorema 1.28, pág. 18].

A.6 Teorema do Passo da Montanha sem a condição (PS)c

Seja E um espaço de Banach e Φ : E → R função de classe C1. Suponhamos que

existam uma vizinhança U da origem em E e constante ρ ∈ R tais que Φ(u) ≥ ρ para todo

u ∈ ∂U ,

Φ(0) < ρ e Φ(v) < ρ, para algum v /∈ U.

Definimos

c = inf
P∈P

max
ω∈P

Φ(ω) ≥ ρ,

em que P denota a classe de caminhos contínuos em E unindo a origem à v /∈ U . Então, existe

sequência (un) ∈ E tal que

Φ(un)→ c e Φ′(un)→ 0 emE∗.
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REFERÊNCIA: Brézis e Nirenberg [15, Teorema 2.2]. Veja também Mawhin e Willem [40] ou

ainda Zelati [52].

A.7 Princípio Variacional de Ekeland

Teorema A.4. Seja (M, d) um espaço métrico completo e J um funcional semi-contínuo

inferiormente limitado inferiormente sobre M. Se c = inf
u∈M

J(u), para cada ε > 0, então

existe uε ∈M tal que

c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

e

J(u)− J(uε) + εd(u, uε) ≥ 0, ∀u ∈M, u 6= uε

REFERÊNCIA: Kavian [36, Lema 1.6.8, pág. 162].
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