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ABSTRACT

We study non-autonomous problems with the main part given by the p-

Laplacian and establish existence results of pullback attractor, comparison

of solutions and existence of a maximal and a minimal complete trajecto-

ries. In bounded smooth domains we assume rather general conditions on the

perturbative operator and we admit the process associated with the problem

being multivalued. We obtain analogous results for systems in Rn with further

restrictions in perturbative terms in such way that we deal with a univocal

process.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos problemas não autônomos com parte principal dada

pelo p-laplaciano, e estabelecemos resultados de existência de atrator no sen-

tido pullback, comparação de soluções e a existência de duas trajetórias com-

pletas, uma maximal e outra minimal. Em domínios limitados e suaves con-

sideramos termos perturbativos bastante gerais e admitimos que o processo

associado ao problema seja multívoco. Obtivemos resultados análogos para

sistemas de�nidos em todo o Rn com restrições adicionais no termo perturba-

tivo de forma a lidarmos com um processo unívoco.
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INTRODUÇÃO

Quando um sistema dinâmico é determinado por uma equação diferencial autô -

noma podemos associar a ele um semigrupo e analisar o comportamento assintótico do

problema considerando a existência de um atrator global (um conjunto compacto invari-

ante maximal que atrai as órbitas) que, uma vez provada, permite que façamos inúmeras

restrições em nossa análise sem perder a generalidade do problema. Existe uma teoria

bastante estabelecida para o tratamento de tais sistemas no caso unívoco [42, 52, 73].

Sistemas dinâmicos multívocos surgem quando o problema de Cauchy de uma

equação diferencial não possui a propriedade da unicidade. Há pouco mais de vinte

anos, a ausência de unicidade parecia ser um obstáculo incontornável para o estudo do

comportamento assintótico de um problema ou, mais especi�camente, para concluir a

existência de um atrator. Nestes casos, não podemos associar aos problemas um semigrupo

de operadores de forma que não se aplica a eles o elenco de resultados que se encontram

na teoria clássica.

Na verdade, quando estudamos um problema de valor inicial, antes de tudo é

usual nos questionarmos sobre sua boa colocação. Estamos acostumados a fazer três

perguntas básicas:

1. Dada uma condição inicial, existe uma solução global?

2. Se assim for, é única?

3. As soluções se comportam de forma contínua com relação aos dados iniciais?

Se a resposta fosse �não� para algumas dessas questões, há poucos anos diríamos

que o problema é �mal-pôsto� e, ainda que uma análise assintótica �zesse sentido, ela pode-

ria estar comprometida por falta de ferramentas. No entanto, existem inúmeros problemas

interessantes a serem estudados que não são bem postos, como inclusões diferenciais por

exemplo, usadas para descrever problemas com termos perturbativos descontínuos (veja

por exemplo[3]), ou os problemas de Navier-Stokes tridimensionais (veja por exemplo [9]).
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xii Introdução

Hoje é sabido que a ausência de unicidade não constitui um obstáculo para se

obter a existência de atratores globais para problemas autônomos. De fato, para se con-

cluir a existência de um atrator, são necessárias basicamente propriedades de dissipativi-

dade e compacidade assintótica, e uma ampla classe de problemas de Cauchy usualmente

denominados como mal-postos satisfazem estas condições. Vários autores têm lidado com

problemas autônomos multívocos e alguns esforços nesse sentido surgiram já na primeira

metade do século 20: 1948-Barba²in [10], 1948-Minkevi£ [57], 1952-Budak [18], 1962-

Bron²te��n [15], 1965-Roxin [64, 65], 1969-Bridgland [14], 1969-Szegö and Treccani [72],

1973-Sell [68], 1978-Kloeden [47], 1985-Babin and Vishik [6], 1995-Chepyzhov and Vishik

[35], 1995-Melnik [53], 1997-Ball [9], 1998-Kapustyan and Melnik [43], 1998-Melnik and

Valero [54], 1999-Carvalho and Gentile [28], 2008-Simsen and Gentile [69].

Podemos classi�car estes têxtos em três grupos de abordagens: uma delas lida

com a falta de unicidade trabalhando em um espaço de trajetórias ϕ : [0,+∞) → X

e de�nindo nesses espaços semigrupos de translações T (·), por T (t)ϕ = ϕt, [35, 68].

Um segundo grupo, que inclui a maioria dos trabalhos acima, considera uma trajetória

multívoca t 7→ T (t)z que é composta por todos os possíveis pontos alcançados no tempo t

por soluções com os dados iniciais em z (por exemplo [54]) . O terceiro grupo, representado

por [9], considera a soluções propriamente como os objetos primitivos da teoria, e considera

conjuntos de funções que compõem um semigrupo generalizado. Acreditamos que uma

abordagem adequada para estudar problemas diferenciais de valores multívocos é obtida

pela mistura dos métodos utilizados pelos segundo e terceiro grupos acima mencionados,

como é feito em [69], onde os semigrupos multívocos são de�nidos de forma a não perder

de vista cada possível solução.

Porém, quando o sistema é não-autônomo, para descrever sua evolução a ele

associamos um processo, isto é, uma família a dois parâmetros na qual a dependência

do dado inicial é tão importante quanto a dependência do dado �nal [67]. A teoria

de atratores para problemas não autônomos é relativamente recente (Cheban et al. [31],

Kloeden and Schamalfuss [49]; Crauel and Flandoli [37], Crauel et al. [38], os dois últimos

em um contêxto de sistemas dinâmicos estocásticos) e, nos últimos anos, para buscar

algum entendimento do comportamento assintótico desta classe de problemas, tem sido

largamente usado o conceito de atrator no sentido pullback, uma família a um parâmetro

de conjuntos compactos que estende para problemas não autônomos o conceito de atrator,

[4, 19, 22, 23, 24, 30, 48, 50, 51, 63, 66, 78]. Quando não temos (ou não conseguimos
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provar) que a solução correspondente a cada dado inicial é única introduzimos o conceito

de processo multívoco, para o qual já se encontram na literatura generalizações de diversos

resultados originalmente provados para problemas bem postos, (veja por exemplo [19]).

Neste trabalho estamos considerando problemas não autônomos governados pelo

p-laplaciano, p > max{2, n/2}, aos quais se associam processos multívocos em domínios

limitados e processos unívocos em Rn. Para estas classes de problemas, sob condições

apropriadas, exibimos a existência de atrator no sentido pullback, estimativas em L∞

através de resultados de comparação e obtivemos a existência de uma trajetória com-

pleta maximal e uma trajetória completa minimal delimitando em um certo sentido tais

atratores.

Existe um número expressivo de trabalhos na literatura sobre problemas parabóli-

cos envolvendo o operador p-laplaciano. Vários deles estabelecendo a existência de atrator

para problemas autônomos em domínios limitados, veja por exemplo [7, 25, 28, 41, 54, 70,

79] e referências neles contidas. Para problemas não autônomos, a existência de atrator

no sentido pullback já havia sido obtida em [19]. Em [32] o autor lida com problemas

não autônomos mas obtém a existência de um outro tipo de atrator, o atrator uniforme,

introduzido por Chepyzhov e Vishik em [36], que a grosso modo atrai todas as órbitas in-

dependentemente de quando e onde elas começaram. Nosso acréscimo neste trabalho foi,

no que diz respeito aos problemas em domínios limitados, obter com diferentes condições

impostas ao termo perturbativo, resultados que permitem comparar soluções e demonstrar

a existência de trajetórias completas extremas.

A existência de tais trajetórias foi obtida em [63] para problemas não autônomos

semilineares. Em sistemas quasilineares, a principal di�culdade em se provar a existência

de soluções globais extremas se dá por que as demonstrações existentes para este fato

apoiam-se em fortes resultados de comparação de soluções, os quais não se aplicam, via

de regra, para problemas multívocos. Mais especi�camente, em [21], onde primeiramente

se obtém um resultado abstrato que garante a existência de equilíbrios extremos em prob-

lemas autônomos, supõe-se que o semigrupo multívoco associado ao sistema satisfaz uma

condição de monotonicidade bastante exigente, a saber, se dois dados iniciais satisfazem

u0(x) ≤ v0(x) (em um sentido que será apropriadamente descrito ao longo deste têxto),

então deve-se ter que toda solução que se inicia em u0 permaneça menor que toda solução

que se inicia em v0. No entanto, a literatura envolvendo resultados de comparação para

sistemas dinâmicos envolvendo o operador p-laplaciano parabólico é bastante escassa.
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Neste têxto estendemos um resultado de comparação originalmente provado para prob-

lemas autônomos em [26], no qual garante-se que, para uma determinada categoria de

problemas (em que se enquadram os sistemas em domínios limitados considerados neste

trabalho), se u0(x) ≤ v0(x), então dada uma solução u com dado inicial em u0, existe

uma solução v que se inicia em v0 e tal que u(t) ≤ v(t) para todo tempo t > 0. Como

essencialmente o mecanismo que se usa para garantir a existência de tais trajetórias ex-

tremas em sistemas não autônomos é o mesmo enunciado em [21], a ausência de unicidade

torna-se um forte obstáculo. Neste trabalho esta di�culdade foi contornada provando-se

que, quando restrito ao atrator, o �uxo é de fato unívoco e desta forma, a existência das

soluções extremas pode ser demonstrada.

A unicidade de solução dentro do atrator (que chamamos de unicidade em tempo

grande ou unicidade eventual) é garantida também através de resultados de comparação.

Normalmente, problemas governados por operadores do tipo maximal monótono gozam

de unicidade se o termo perturbativo for globalmente Lipschitziano. Porém, de acôrdo

com o trabalho [28], pode-se afrouxar esta condição trabalhando-se com perturbações que

são localmente Lipschitzianas, mas em contrapartida podem ser estimadas (em tempo

grande) por termos de crescimento linear. A estratégia usada neste caso é obter esti-

mativas em L∞ através de comparação de soluções de forma que a análise assintótica

possa ser feita em um conjunto no qual o termo perturbativo é essencialmente Lipchitz.

A primeira parte deste trabalho transcreve estas idéias para problemas não autônomos.

Muito embora a adaptação tenha sido feita de uma forma bastante natural, foi necessário

ajustar a grande maioria dos resultados usados, originalmente desenvolvidos para prob-

lemas autônomos. Em especial, os resultados de comparação foram reformulados para

contemplar nossas necessidades e, além destes, foram feitas algumas extensões ao con-

texto dos processos multívocos de fatos anteriormente observados na literatura apenas

para processos unívocos.

Em particular, vale ressaltar que, em [19], para se demonstrar que atratores no

sentido pullback de processos multívocos são invariantes sob a ação do �uxo, os autores

impõem uma condição extremamente forte de continuidade do processo com relação aos

estados iniciais, a saber, a semicontinuidade inferior que não é, em geral, veri�cada para

a classe de problemas que consideramos. No entanto, as soluções dos nossos problemas

gozam da propriedade da concatenação, (ou seja, se duas soluções se interceptam, qual-

quer função obtida através da concatenação delas ainda é solução), e esta observação
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nos permitiu garantir a invariância dos atratores ainda que tenhamos apenas a semicon-

tinuidade superior do �uxo com relação aos dados iniciais. Nossa demonstração deste fato

reforça nossa crença de que, para tratar problemas multívocos, sejam eles autônomos ou

não autônomos, as técnicas que lidam com operadores multívocos de evolução construí-

dos a partir das trajetórias, nos mesmos moldes de [69], revelam-se ferramentas poderosas

para a análise assintótica.

A segunda parte deste trabalho destina-se a análise de problemas de�nidos em

todo o Rn. Em domínios ilimitados a maior di�culdade, em geral, se dá pela perda das

imersões compactas dos espaços de funções e, para contornar este problema, diversos

métodos têm sido desenvolvidos. Alguns autores ambientam seus sistemas em espaços

cuja norma é de�nida com um peso, de forma que se possa resgatar propriedades de com-

pacidade, [1, 7, 71]. Outro recurso comumente utilizado consiste em decompor o espaço Rn

em uma bola limitada e seu complemento, e então mostrar que o �uxo é assintoticamente

totalmente limitado através de estimativas das soluções em variáveis espaciais com norma

grande, aliadas às imersões compactas usuais em domínios limitados [11, 45, 76]. Nos tra-

balhos [39, 58] os autores, seguindo uma direção diferente dos anteriores, utilizam espaços

de funções limitadas e uniformemente contínuas em Rn como espaço base e, sob hipóte-

ses convenientes no termo perturbativo, exibem a existência de uma solução estacionária

maximal e a compacidade assintótica do sistema é obtida através de um argumento de

comparação. Uma excelente discussão sobre problemas em domínios ilimitados pode ser

encontada em [2], onde os autores fazem uma descrição bastante detalhada das principais

técnicas usadas em problemas autônomos.

Para o p-laplaciano, até onde temos conhecimento, a literatura estabelecendo

existência de atrator em Rn resume-se aos trabalhos [45, 46, 71, 80], todos no contêxto

de problemas autônomos unívocos e, para problemas não autônomos recentemente foi

publicado [77]. Dentre estes, os três primeiros e o último obtêm a existência de solução

apoiados no método de Galerkin. Em [71] a existência de soluções é obtida via operadores

monótonos em espaços de funções de�nidos com um peso na norma. No Capítulo 4

fazemos uma breve apresentação deste método e exibimos a existência de atrator no

sentido pullback, bem como mostramos que os resultados de comparação e a existência

das trajetórias completas extremas seguem de forma análoga ao caso do domínio limitado.

Nosso principal desa�o nesta etapa do trabalho foi estabelecer a existência de

solução através da teoria de operadores maximais monótonos, sem considerar tais pesos
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na de�nição do operador principal, de forma que pudéssemos lançar mão dos resultados

de comparação previamente desenvolvidos neste têxto. Isso foi feito no último capítulo

seguindo um esquema anteriormente utilizado em um problema semilinear por Morillas e

Valero em [59] que nos permitiu estabelecer um resultado de comparação que garante a

existência de trajetórias completas extremas dêsde que o sistema seja unívoco. De fato,

podemos a�rmar que, se u0(x) ≤ v0(x) então existe uma solução u com dado inicial em

u0 e existe uma solução v que se inicia em v0 satisfazendo u(t) ≤ v(t) para todo tempo

t > 0. A necessidade de se considerar problemas que têm uma única solução aparece já na

técnica que utilizamos para demonstrar a compacidade assintótica no sentido pullback,

que requer que o processo seja fracamente fechado, propriedade que só obtivemos para

processos unívocos e vem ser reforçada pelas características do resultado de comparação

que demonstramos.

Este têxto está organizado da seguinte forma: no primeiro capítulo apresentamos

diversos resultados preliminares que serão utilizados ao longo do trabalho. Nos Capítulos

2 e 3 tratamos os problemas em domínios limitados sendo que, no Capítulo 2 enfocamos os

resultados de comparação de soluções e o Capítulo 3 é dedicado à existência de atrator no

sentido pullback e à existência de trajetórias extremas completas. No Capítulo 4 exibimos

a existência de atrator no sentido pullback e trajetórias extremas em Rn utilizando espaços

de�nidos com peso na norma e, no Capítulo 5 tratamos o mesmo problema em Rn retirando

da de�nição do operador principal as funções peso auxiliares.

Vale a pena observar que não tivemos a preocupação de supor condições ótimas

nas perturbações que consideramos. De fato, quase todas as condições impostas ao termo

perturbativo nos Capítulos 4 e 5 poderiam ser consideravelmente relaxadas, no entanto

as estimativas se tornariam bastante mais complicadas, de forma que optamos por uma

exposição mais simpli�cada que não obscurecesse o objetivo principal. Ainda assim, as

condições que consideramos são bastante compatíveis com as impostas em [45, 46, 80]

nos quais são consideradas apenas a parte monótona da perturbação, e em [77], onde

B = f(x, u) + g(t, x), ou seja, não há um termo que dependa simultaneamente de t e de

u. A exigência p > n/2 está relacionada com as estimativas em L∞ que são essenciais

para se obter a unicidade eventual na primeira parte do trabalho e garantem estimativas

uniformes no procedimento que garante existência de solução na segunda parte.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos de�nições, notações e resultados, alguns adaptados

da literatura, que foram fundamentais para o desenvolvimento da tese, uma vez que foram

utilizados em demonstrações de teoremas importantes. Este capítulo está dividido em

várias seções, onde cada uma trata de um tema especí�co. Na Seção 1.1 demonstramos

duas desigualdades que são na verdade pequenas adaptações do Lema 5.1 e Lema Uniforme

de Gronwall, [73]. Na Seção 1.2 apresentamos os principais resultados que usaremos da

Teoria de Operadores Monótonos. A Seção 1.3 é dedicada a propriedades de compacidade

de solução de problemas diferenciais e na Seção 1.4 introduzimos os conceitos de atração

pullback para processos multívocos.

1.1 Principais Desigualdades

Desigualdade 1.1.1 (Desigualdade de Tartar, p.2 [75]) Seja p ≥ 2. Então para todo

a,b ∈ Rn,n ∈ N temos

〈
|a|p−2 a− |b|p−2 b,a− b

〉
≥ γ0 |a− b|p ,

onde γ0 é positivo e depende apenas de p e de n. Se 1 < p < 2 então para todo a,b ∈ Rn

temos 〈
|a|p−2 a− |b|p−2 b,a− b

〉
≤ γ1 |a− b|p ,

onde γ1 depende apenas de p e de n.

Desigualdade 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall-Bellman p.156 [12]) Sejam τ, T ∈ R,
τ < T. Sejam m ∈ L1(τ, T,R) tal que m ≥ 0 q.t.p. em (τ, T ) e a ≥ 0 uma constante.

Seja φ : [τ ,T ]→ R uma função contínua que veri�ca

φ(t) ≤ a+

∫ t

τ

m(s)φ(s)ds, ∀ t ∈ [τ ,T ].

3
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Então

φ(t) ≤ ae
∫ t
τ m(s)ds, ∀ t ∈ [τ ,T ].

Desigualdade 1.1.3 (Desigualdade de Gronwall p. 157 [12]) Sejam τ, T ∈ R, τ < T.

Sejam m ∈ L1(τ, T,R) tal que m ≥ 0 q.t.p. em (τ, T ) e a ≥ 0 uma constante. Seja

φ : [τ ,T ]→ R uma função contínua veri�cando

1

2
φ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

τ

m(s)φ(s)ds, ∀ t ∈ [τ ,T ].

Então

|φ(t)| ≤ a+

∫ t

τ

m(s)ds, ∀ t ∈ [τ ,T ].

Os próximos dois lemas são ligeiras adaptações do Lema 5.1 e Lema Uniforme de

Gronwall encontrados em [73].

Lema 1.1.1 (Lema 5.1, [73]) Seja y : [τ,∞) → R uma função positiva absolutamente

contínua onde τ ∈ R, a qual satisfaz para cada t ≥ τ

ẏ + γyR ≤ δ,

com R > 1,γ > 0 e δ : [τ,∞) → R uma função positiva absolutamente contínua e não

decrescente limitada em limitados. Então para cada t ≥ τ temos

y(t) ≤
(
δ(t)

γ

)1/R

+
1

(γ(R− 1)(t− τ))1/(R−1)

Demonstração: Se y(τ) ≤
(
δ(τ)
γ

)1/R

então para cada t ≥ τ , y(t) ≤
(
δ(t)
γ

)1/R

.

De fato, suponha que para algum t ≥ τ , y(t) >
(
δ(t)
γ

)1/R

. Então teremos que para algum

t0 ∈ [τ, t), y(t0) =
(
δ(t0)
γ

)1/R

. Logo

ẏ(t0) + γ

[(
δ(t0)

γ

)1/R
]R
≤ δ(t0)⇒ ẏ(t0) ≤ 0

Assim, y atinge a função
(
δ
γ

)1/R

decrescendo. Como δ é não decrescente, para

cada t ≥ τ temos que y(t) ≤
(
δ(t)
γ

)1/R

+ 1
(γ(R−1)(t−τ))1/(R−1) .

Se y(τ) >
(
δ(τ)
γ

)1/R

, suponha que y(t) >
(
δ(t)
γ

)1/R

para algum t0 > τ então

δ(t) ≥ ẏ(t) + γyR(t) ≥ ẏ(t) + γ

[(
δ(t)

γ

)1/R
]R

= ẏ(t) + δ(t)
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isto implica que ẏ(t) ≤ 0 para cada t = t0. Como δ é não decrescente a partir de t0,

y(t) ≤
(
δ(t)
γ

)1/R

e então y(t) ≤
(
δ(t)
γ

)1/R

+ 1
(γ(R−1)(t−τ))1/(R−1) para t ≥ t0.

Para cada t ∈ [τ ,t0] escreva z(t) = y(t)−
(
δ(t)
γ

)1/R

≥ 0. Como aR + bR ≤ (a+ b)R

se a,b são positivos e R ≥ 1, temos

y(t)R =

(
z(t) +

(
δ(t)

γ

)1/R
)R

≥ z(t)R +
δ(t)

γ
.

Portanto

ż(t) + γz(t)R ≤ ẏ(t)− δ(t)(1/R)−1

Rγ1/R
δ̇(t) + γy(t)R − δ(t)

Como por hipótese ẏ(t) + γy(t)R − δ(t) ≤ 0 e δ é uma função positiva e não decrescente

temos que

ż(t) + γz(t)R ≤ 0

Integrando de τ a t temos ∫ t

τ

z(s)−Rż(s)ds ≤
∫ t

τ

−γds

Portanto,

z(t)1−R

1−R
− z(τ)1−R

1−R
≤ −γ(t− τ)

z(t)1−R ≤ z(τ)1−R + γ(R− 1)(t− τ)

z(t)R−1 ≥ 1

γ(R− 1)(t− τ)

z(t) ≤ 1

[γ(R− 1)(t− τ)]1/(R−1)

Portanto temos para cada t ∈ [τ ,t0]

y(t) = z(t) +

(
δ(t)

γ

)1/R

≤
(
δ(t)

γ

)1/R

+
1

[γ(R− 1)(t− τ)]1/(R−1)

Isto conclui a demonstração.

Lema 1.1.2 (Lema Uniforme de Gronwall, [73]) Sejam g,h,y funções positivas com ẏ,g,h

e y localmente integráveis em [t0,∞] com

dy

dt
≤ gy + h.
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Seja R > 0 �xo e suponha que para cada t ≥ t0 tenhamos∫ t+R

t

g(s)ds ≤ a1(t),
∫ t+R

t

h(s)ds ≤ a2(t),
∫ t+R

t

y(s)ds ≤ a3(t).

Então para cada t ≥ t0 temos

y(t+R) ≤
(
a3(t)

R
+ a2(t)

)
ea1(t)

Demonstração: Seja t0 ≤ t ≤ θ ≤ s ≤ τ ≤ t+R.

Multiplicando dy
dτ
− gy ≤ h por e−

∫ τ
s g(σ)dσ obtemos

d

dτ

(
y(τ)e−

∫ τ
s g(σ)dσ

)
≤ h(τ)e−

∫ τ
s g(σ)dσ ≤ h(τ)

Integrando em τ de θ a t+R

y(t+R)e−
∫ t+R
s g(σ)dσ − y(θ)e−

∫ θ
s g(σ)dσ ≤

∫ t+R

θ

h(τ)dτ ≤
∫ t+R

t

h(τ)dτ ≤ a2(t)

y(t+R) ≤ y(θ)e−
∫ θ
s g(σ)dσ+

∫ t+R
s g(σ)dσ + a2(t)e

∫ t+R
s g(σ)dσ

y(t+R) ≤ (y(θ) + a2(t)) e
∫ t+R
θ g(σ)dσ

y(t+R) ≤ (y(θ) + a2(t)) ea1(t)

Integrando em θ de t a t+R∫ t+R

t

y(t+R)dθ ≤
∫ t+R

t

y(θ)ea1(t)dθ +

∫ t+R

t

a2(t)ea1(t)dθ

Ry(t+R) ≤ ea1(t)

∫ t+R

t

y(θ)dθ + a2(t)ea1(t)

∫ t+R

t

dθ ≤ ea1(t)a3(t) + a2(t)ea1(t)R

Portanto para cada t ≥ t0 temos

y(t+R) ≤
(
a3(t)

R
+ a2(t)

)
ea1(t)

Observação 1.1.1 Com as mesmas hipóteses do Lema 1.1.2, mas considerando agora

g ≡ 0 temos para R > 0 �xo y(t+R) ≤ a3(t)
R

+ a2(t).
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1.2 Operador Maximal Monótono em Espaços de Hilbert

Nesta seção vamos exibir algumas de�nições e resultados que podem ser encon-

trados em [12].

Seja H um espaço de Hilbert sobre R munido do produto interno 〈·, ·〉 . Um
operador multívoco, A, em H é uma aplicação de H em ℘(H), conjunto das partes de

H. Se para todo x ∈ H o conjunto Ax contém no máximo um elemento dizemos que A

é unívoco. O domínio de A é o conjunto D(A) = {x ∈ H;Ax 6= ∅} e a imagem de A é o

conjunto R(A) = ∪x∈HAx.
Identi�caremos A com seu grá�co em H × H, isto é, A = {(x, y); y ∈ Ax} . O

operador A−1 é aquele cujo grá�co é simétrico ao de A, isto é, y ∈ A−1x ⇐⇒ x ∈ Ay;

evidentemente D(A−1) = R(A).

O conjunto dos operadores de H é parcialmente ordenado pela inclusão dos grá-

�cos: A ⊂ B se e somente se para todo x ∈ H,Ax ⊂ Bx.

De�nição 1.2.1 Dizemos que um operador A em H é monótono se para todo x1, x2 ∈
D(A), 〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0 ou, mais precisamente, para todo y1 ∈ Ax1 e para todo

y2 ∈ Ax2, 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Exemplo 1.2.1 (Exemplo 2.1.4 p. 21 [12]) Seja ϕ uma função convexa e própria sobre

H, ou seja, uma aplicação de H em ]−∞,+∞], tal que ϕ 6≡ +∞ e

ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y)

para todo x, y ∈ H e para todo t ∈ (0, 1). O domínio da função ϕ,D(ϕ), é dado por

D(ϕ) = {x ∈ H;ϕ(x) < +∞} . A subdiferencial ∂ϕ de ϕ, de�nida por

y ∈ ∂ϕ(x)⇐⇒ para todo ξ ∈ H,ϕ(ξ) ≥ ϕ(x) + 〈y, ξ − x〉 ,

é monótona em H.

De�nição 1.2.2 O operador monótono A de H é maximal monótono se ele não está

propriamente contido em qualquer outro operador monótono de H.

Em outras palavras: A é maximal monótono se e somente se A é monótono e, se

(x, y) ∈ H ×H for tal que

〈y − Aξ, x− ξ〉 ≥ 0
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para todo ξ ∈ D(A) (ou mais precisamente, 〈y − η, x− ξ〉 ≥ 0, para todo (ξ, η) ∈ A),

então y ∈ Ax.
Outra caracterização para operadores maximais monótonos é a seguinte proposição:

Proposição 1.2.1 (Proposição 2.2 p.23 [12]) Seja A um operador de H. As seguintes

propriedades são equivalentes:

1. A é maximal monótono;

2. A é monótono e R(I + A) = H;

3. Para todo λ > 0, (I + λA)−1 é uma contração de�nida sobre todo H.

Exemplo 1.2.2 (Exemplo 2.3.3 p.25, [12]) Seja ϕ uma função convexa e própria sobre

H. Se ϕ é semicontínua inferiormente então ∂ϕ é maximal monótono.

Exemplo 1.2.3 (Exemplo 2.3.7 p.26, [12]) Seja V um espaço de Banach re�exivo e V ∗ o

seu dual tal que V ⊂ H ⊂ V ∗ injeções contínuas e densas. Seja A : V → V ∗ um operador

unívoco de�nido em todo V, hemicontínuo e coercivo. Então o operador AH restrição de

A a H de�nido por

D(AH) = {x ∈ V ;Ax ∈ H}

e AH = A é um operador maximal monótono em H.

Para os próximos resultados precisamos da seguinte de�nição:

De�nição 1.2.3 (De�nição 3.1 p. 64, [12]) Seja A um operador de H e f ∈ L1(0, T ;H).

Uma solução forte da equação du
dt

+Au 3 f é toda função u ∈ C([0, T ];H), absolutamente

contínua em todo compacto de (0, T ) veri�cando: u(t) ∈ D(A) e du
dt

(t) + Au(t) 3 f(t),

q.t.p t ∈ (0, T ).

Dizemos que u ∈ C([0, T ];H), é uma solução fraca da equação du
dt

+ Au 3 f se

existem sequências fn ∈ L1(0, T ;H) e un ∈ C([0, T ];H) tal que un é uma solução forte

da equação dun
dt

+Aun 3 fn, fn → f em L1(0, T ;H) e un → u uniformemente em [0, T ].

Lema 1.2.1 (Teorema 3.4 p.65, [12]) Seja A um operador maximal monótono de H.

Para toda f ∈ L1(0, T ;H) e todo u0 ∈ D(A), existe uma única solução fraca da equação
du
dt

+ Au 3 f tal que u(0) = u0.
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Proposição 1.2.2 (Proposição 3.6 p.70, [12]) Seja A um operador maximal monótono,

u ∈ C([0, T ];H) e f ∈ L1(0, T ;H). Então u é uma solução fraca da equação du
dt

+Au 3 f
se e somente se u veri�ca

1

2
‖u(t)− x‖2

H ≤
1

2
‖u(s)− x‖2

H +

∫ t

s

〈f(σ)− y, u(σ)− x〉 dσ,

∀ [x, y] ∈ A, ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Teorema 1.2.1 (Teorema 3.6 p.72, [12]) Suponha que o operador A seja subdiferencial

de uma função ϕ própria, convexa e semicontínua inferiormente. Se f ∈ L2(τ, T ;H) então

toda solução fraca da equação du
dt

+ Au 3 f é uma solução forte e
√
tdu
dt
∈ L2(τ, T ;H).

Além disso, se o dado inicial, u0 ∈ D(ϕ), então du
dt
∈ L2(τ, T ;H).

Lema 1.2.2 (Lema 3.3 p.73, [12]) Seja ϕ convexa, própria e semicontínua inferiormente

em H. Seja u ∈ W 1,2(0, T ;H) tal que u(t) ∈ D(∂ϕ) q.t.p. em (0, T ). Suponha que

exista g ∈ L2(0, T ;H) tal que g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) q.t.p. em (0, T ). Então t 7→ ϕ(u(t)) é

absolutamente contínua em [0, T ]. Além disso, seja L o conjunto dos pontos t ∈ (0, T )

tais que u(t) ∈ D(∂ϕ) e u(·) e ϕ(u(·)) são deriváveis em t então para todo t ∈ L temos

d

dt
ϕ(u(t)) =

〈
h,

d

dt
u(t)

〉
,∀h ∈ ∂ϕ(u(t)).

Proposição 1.2.3 (Proposição 3.13 p.107, [12]) Seja A um operador maximal monótono

tal que Int(D(A)) 6= ∅ e seja a aplicação B : [0, T ]×D(A)→ H veri�cando

• Existe ω ≥ 0 tal que ‖B(t1, x1)−B(t2, x2)‖H ≤ ω ‖x1 − x2‖H , ∀t ∈ [0, T ],∀x1, x2 ∈
D(A);

• Para todo x ∈ D(A) a aplicação t 7→ B(t, x) pertence a L∞(0, T ;H).

Então para todo u0 ∈ D(A) existe uma única solução u ∈ W 1,1(0, T ;H) da equação
du
dt

(t) + Au(t)−B(t, u(t)) 3 0.

Uma vez que o operador é do tipo subdiferencial de uma função convexa, própria

e semicontínua inferiormente, o semigrupo gerado por este operador exerce um efeito

regularizante sobre o dado inicial:

Teorema 1.2.2 (Teorema 3.2 pg 57, [12]) Sejam ϕ uma função convexa, própria e semi-

contínua inferiormente em H, A = ∂ϕ e S(t) o semigrupo gerado por −A em D(∂ϕ).

Então para todo u0 ∈ D(∂ϕ) e todo t > 0, S(t)u0 ∈ D(∂ϕ) e t 7→ S(t)u0 é Lipschitz em

[δ,+∞),∀δ > 0.
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1.2.1 O Operador p-Laplaciano em Domínios Limitados

Neste trabalho os problemas de evolução que consideraremos têm como parte

principal o operador p-Laplacino, ∆p, com p > 2. Segundo os autores [16] e [60] se V é um

espaço de Banach re�exivo e V
′
o seu dual, e H é um espaço de Hilbert, com V ⊂ H ⊂ V

′

com imersões contínuas e densas, A : V → V
′
é um operador monótono, unívoco, de�nido

em todo V, hemicontínuo e coercivo, então o operador AH , restrição de A à H, de�nido

por

D(AH) = {u ∈ V ;Au ∈ H} , AH(u) = A(u), u ∈ D(AH)

é maximal monótono em H.

Usando este resultado é possível mostrar que quando multiplicado por (-1) o

operador p-Laplaciano, A : W 1,p
0 (Ω)→

(
W 1,p

0 (Ω)
)′
de�nido por

Au = −div(|∇u|p−2∇u),

é tal que a sua realização AH , H = L2(Ω) é maximal monótono em L2(Ω), onde Ω é um

domínio limitado com fronteira regular e p > 2. Vamos denotar por −∆p o operador AH .

Além disso, o operador AH é do tipo subdiferencial. Considere ϕ : L2(Ω) →
R ∪ {+∞} de�nida por

(1.1) ϕ(u) =

{
1
p

∫
Ω
|∇u|pdx, u ∈ W 1,p

0 (Ω)

+∞, caso contrário

Esta é uma aplicação convexa, própria e semicontínua inferiormente. Então é possível

mostrar que ∂ϕ é maximal monótono, pelo Exemplo 1.2.2, D(∂ϕ) ⊂ D(ϕ) ⊂ D(ϕ) =

D(∂ϕ), e, além disso, ∂ϕ = −∆p.

Assim, o semigrupo gerado pelo operador −∆p possui a propriedade regularizante

enunciada no Teorema 1.2.2 e este semigrupo é compacto, para esta demonstração é

necessário fazer uma adaptação da Observação 2.1.1, p.47, [75].

Para obtermos informações sobre o domínio do operador p-Laplaciano podemos

encontrar o seguinte resultado:

Consideremos o seguinte problema

(1.2)

{
−div(|∇u|p−2∇u) + g(u) = f(x), em Ω

u = 0, em ∂Ω,

onde 〈g(u), u〉 ≥ 0 qualquer que seja u ∈ D(∆p).

Teorema 1.2.3 (Teorema A3, p.271, [28]) Se f ∈ Lυ(Ω) com υ > n/p e u é solução de

(1.2) então u ∈ L∞(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) ≤ C(‖f‖Lυ(Ω) , |Ak|), onde Ak = {x ∈ Ω;u(x) > k} .
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1.3 Teoremas de Compacidade

O objetivo desta seção é enunciar resultados de compacidade para o conjunto de

soluções de uma família de equações diferenciais.

Considere o seguinte problema do valor inicial

(1.3)

{
dun
dt

+ Aun 3 fn
un(τ) = u0n ∈ H

onde A é maximal monótono em um espaço de Hilbert H, u0n ∈ H e fn ∈ L1(τ, T ;H).

Quando variamos fn e u0n obtemos uma família de problemas e então uma família de

soluções.

De�nição 1.3.1 Um subconjunto K ⊂ L1(a, b;H) é uniformemente integrável se, dado

ε > 0, existe δ > 0 tal que ∫
E

‖f(t)‖H dt < ε

para cada subconjunto mensurável E ⊂ [a, b] cuja medida de Lebesgue, m(E) < δ(ε),

uniformemente para f ∈ K.

De�nimosM(K) = {un;un é a única solução fraca de (1.3); (fn, u0n) ∈ K ×H} .
O próximo resultado é uma adaptação do Teorema de Baras p. 47, [75].

Teorema 1.3.1 (Teorema 2.5 [70]) Sejam H um espaço de Hilbert real, A : D(A) ⊂
H → ℘(H) um operador maximal monótono em H o qual gera um semigrupo compacto,

{u0n} ⊂ D(A) com u0n → u0 em H, e K = {fn : n ∈ N} um subconjunto uniforme-

mente integrável em L1(τ, T ;H) então o conjunto M(K) é relativamente compacto em

C([τ, T ];H).

Teorema 1.3.2 ([62] p. 214)Sejam X, Y e H espaços de Banach, com X ⊂⊂ H ⊂ Y, e

X re�exivo. Suponha que {un} é uma sequência uniformemente limitada em L2(τ, T ;X)

e
{
d
dt
un
}
uniformemente limitada em Lp(τ, T ;Y ), para algum p > 1. Então existe uma

subsequência de {un} que converge fortemente em L2(τ, T ;H).

1.4 Atrator Pullback e Processo Dinâmico Multívoco

Antes de de�nirmos um processo multívoco, vamos considerar algumas de�nições

básicas e resultados abstratos sobre a existência do atrator pullback para um processo.
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Seja X um espaço métrico munido da métrica ρ : X ×X → [0,+∞) e sejam

B(X) = {A ∈ ℘(X);A é limitado} ,

K(X) = {A ∈ ℘(X);A é compacto} ,

dist(Z, Y ) = supz∈Z infy∈Y ρ(z, y),

para Z, Y ⊂ X.

De�nição 1.4.1 (ver [23] p.1967) Uma família de aplicações U(t, s) : X → X com

−∞ < s ≤ t <∞ satisfazendo:

1. U(t, t) = Id;

2. U(t, s)v = U(t, τ)U(τ, s)v, para todo v ∈ X e para todo t ≥ τ ≥ s;

3. A aplicação v → U(t, τ)v é contínua para todo t ≥ τ

é chamada de processo de evolução ou simplesmente processo.

De�nição 1.4.2 (De�nição 1.1 p.1968, [23]) Uma família {A(t)}t∈R de subconjuntos

compactos de X é o atrator pullback associado ao processo {U(t, τ)}t≥τ se:

1. A(t) = U(t, τ)A(τ), para todo t ≥ τ (propriedade da invariância).

2. A(t) atrai no sentido pullback todos os subconjuntos limitados de X por {U(t, s)}t≥s ,
para cada t ∈ R. Ou seja, para qualquer subconjunto limitado D ⊂ X, temos para

todo t ∈ R :

lim
τ→−∞

dist (U(t, τ)D,A(t)) = 0.

3. {A(t)}t∈R é minimal no sentido que se existe outra família invariante de conjuntos

fechados {C(t)}t∈R , a qual atrai subconjuntos limitados de X, no sentido pullback,

então A(t) ⊂ C(t), para todo t ∈ R.

De�nição 1.4.3 (De�nição 2.1 p.1969, [23]) Sejam {U(t, τ)}t≥τ um processo em um

espaço métrico X e B um subconjunto de X. O conjunto ω-limite de B, no tempo t, é

de�nido por

ω(t, B) =
⋂
σ≤t

⋃
τ≤σ

U(t, τ)B.
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Para cada subconjunto B ⊂ X temos

ω(t, B) =
{
y ∈ X : existe uma sequência {sk}k∈N ⊂ (−∞, t], sk → −∞

e {xk}k∈N ⊂ B, tal que y = limk→+∞U(t, sk)xk
}
.

O próximo teorema dá uma condição necessária e su�ciente para que exista o

atrator no sentido pullback e além disso caracteriza-o como o fecho da reunião dos ω(t)-

limites dos limitados.

Teorema 1.4.1 (Teorema 2.2 p.1969,[23]) Seja {U(t, τ)}t≥τ um processo em um espaço

métrico completo X. São equivalentes:

1. Existe uma família de conjuntos compactos {K(t)}t∈R que atrai limitados de X, no

sentido pullback.

2. {U(t, τ)}t≥τ tem pullback attractor {A(t)}t∈R , onde

A(t) =
⋃

B∈B(X)

ω(t, B).

Quando não temos que a solução correspondente a cada dado inicial é única

introduzimos o conceito de processo multívoco. As de�nições e resultados abaixo são

baseados no trabalho [19].

De�nição 1.4.4 Uma família de aplicações U(t, s) : X → ℘(X) com −∞ < s ≤ t <∞
satisfazendo:

1. U(t, t) = Id;

2. U(t, s)v ⊆ U(t, τ)U(τ, s)v, para todo v ∈ X e para todo t ≥ τ ≥ s;

é chamada de Processo Multívoco.

O Processo Multívoco é chamado exato se

U(t, s)v = U(t, τ)U(τ, s)v,

para todo v ∈ Xe para todo t ≥ τ ≥ s.

Se B ⊂ X é um subconjunto qualquer, de�nimos

U(t, s)B = {U(t, s)b : b ∈ B} ,

para todo t ≥ s.



14 Capítulo 1 � Preliminares

De�nição 1.4.5 Seja t ∈ R. O conjunto D(t) ⊂ X atrai no sentido pullback o conjunto

B ∈ B(X) no tempo t por {U(t, s)}t≥s , se:

(1.4) lim
s→−∞

dist (U(t, s)B,D(t)) = 0.

De�nição 1.4.6 A família {D(t)}t∈R é atratora no sentido pullback se D(t) atrai no

sentido pullback todos os subconjuntos limitados de X no tempo t por {U(t, s)}t≥s , para
cada t ∈ R. Ou seja, dados t ∈ R, ε > 0 e dado B ∈ B(X), ∃ τε ≤ t tal que

dist (U(t, s)B,D(t)) ≤ ε, se s ≤ τε

De�nição 1.4.7 A família de conjuntos compactos {A(t)}t∈R é o atrator pullback asso-

ciado ao processo multívoco {U(t, s)}t≥s se:

1. é semi-invariante, isto é A(t) ⊂ U(t, τ)A(τ), para todo t ≥ s;

2. é atratora no sentido pullback;

3. é minimal no sentido que se,
{
Ã(t)

}
t∈R

é outra família de conjuntos fechados atra-

tora, temos que A(t) ⊂ Ã(t), para todo t ∈ R.

Neste texto sempre que mencionarmos a propriedade de atração estaremos nos

referindo à atração no sentido pullback.

De�nição 1.4.8 Dados B ⊂ B(X) e t ∈ R quaisquer de�nimos a órbita do subconjunto

B ⊂ X no tempo t como

γs(t, B) =
⋃
τ≤s

U(t, τ)B

e o conjunto ω-limite de B no tempo t como

ω(t, B) =
⋂
s≤t

γs(t, B).

Lema 1.4.1 (Lema 5 p.156, [19]) Seja B ⊂ X um subconjunto qualquer. São equiva-

lentes:

1. y ∈ ω(t, B);

2. existe uma sequência {ξn}n∈N com ξn ∈ U(t, τn)B com τn → −∞, tal que ξn → y

em X,
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Teorema 1.4.2 (Teorema 6 p. 157, [19]). Suponha que para cada t ∈ R e B ⊂ B(X)

exista D(t, B) ∈ K(X), tal que

lim
s→−∞

dist (U(t, s)B,D(t, B)) = 0.

Então w (t, B) é não-vazio, compacto e é o conjunto minimal fechado que atrai B no

tempo t.

De�nição 1.4.9 O processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é condicionalmente assintoticamente

compacto no sentido pullback se para cada t ∈ R com t ≥ τ e B ∈ B(X) tais que para

algum t0 = t0(t, τ, B), γt0(t, B) ∈ B(X) então qualquer sequência {ξn}n∈N com ξn ∈
U(t, τn)B, τn → −∞, é precompacta.

Proposição 1.4.1 (Lema 8 pg 158, [19]) O processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é condi-

cionalmente assintoticamente compacto se, e somente se, para cada t ∈ R e B ∈ B(X)

existe um conjunto compacto D(t, B), satisfazendo

lim
s→−∞

dist(U(t, s)B,D(t, B)) = 0.

Segue diretamente do Teorema 1.4.2 e da Proposição 1.4.1 o seguinte resultado:

Corolário 1.4.1 Se o processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é condicionalmente assintotica-

mente compacto então para todo t ∈ R e B ∈ B(X), ω(t, B) é não-vazio, compacto e é o

conjunto minimal fechado que atrai B no tempo t.

A seguir vamos enunciar e demonstrar um teorema já conhecido que nos dá

condições necessárias e su�cientes para a existência do atrator pullback para um pro-

cesso multívoco. Precisaremos das seguintes de�nições:

De�nição 1.4.10 (De�nição 10 p.159, [19]) Sejam X, Y espaços métricos. A aplicação

multívoca F : X → ℘(Y ) é semicontínua superiormente se para todo x ∈ X e qualquer

vizinhança de F (x), O(F (x)), existe δ > 0 tal que se ρ(x, z) < δ, então F (z) ⊂ O(F (x)).

De�nição 1.4.11 (De�nição 2 p.108, [5]) Sejam X, Y espaços métricos. A aplicação

multívoca F : X → ℘(Y ) é semicontínua inferiormente em x0 ∈ X se para qualquer

y0 ∈ F (x0) e qualquer vizinhança O(y0) de y0, existe uma vizinhança O(x0) de x0 tal que

∀x ∈ O(x0), F (x) ∩O(y0) 6= ∅.

Dizemos que F é semicontínua inferiormente se o é em todo x0 ∈ X.
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Podemos ainda, fazer a seguinte observação:

Observação 1.4.1 Sejam X, Y espaços métricos. A aplicação multívoca F : X → ℘(Y )

• é semicontínua superiormente se qualquer sequência {ξn}n∈N com

ξn ∈ F (xn), xn → x tem uma subsequência convergente com limite pertencendo

F (x). (Lema 1.1, [29]).

• é semicontínua inferiormente se para todo x ∈ X, xn → x e y ∈ F (x), existe uma

sequência {yn} tal que yn ∈ F (xn) e yn → y (p.159, [19]).

A aplicação multívoca é contínua se é semicontínua inferiormente e superiormente.

Observação 1.4.2 A aplicação F : X → ℘(Y ) tem grá�co fechado se dada {ξn}n∈N uma

sequência em Y com ξn ∈ F (xn) e {xn}n∈N ⊂ X com xn → x e ξn → ξ, então ξ ∈ F (x).

Se a aplicação F tem grá�co fechado então F é semicontínua superiormente. Por outro

lado, se F é semicontínua superiormente e F (x) é um conjunto fechado ∀x ∈ X temos

que o grá�co de F é fechado (Proposição 7 p.110 em [5]).

Teorema 1.4.3 Seja X um espaço métrico completo e seja {U(t, τ)}t≥τ um processo

multívoco semicontínuo superiormente. São equivalentes:

1. Existe uma família de conjuntos compactos {K(t)}t∈R que atrai limitados de X, no

sentido pullback.

2. {U(t, τ)}t≥τ tem atrator no sentido pullback {A(t)}t∈R , dado por

(1.5) A(t) =
⋃

B∈B(X)

ω(t, B), ∀ t ∈ R.

Demonstração: Se {U(t, τ)}t≥τ possui atrator no sentido pullback {A(t)}t∈R ,

cada {A(t)} é compacto e atrai limitados de X no tempo t, no sentido pullback.

Para provarmos a recíproca procedemos da seguinte maneira. Do Teorema 1.4.2

temos que a família {A(t)}t∈R é não-vazia e atratora, pois para cada t ∈ R e B ∈
B(X), ω(t, B) é não-vazio e é o minimal fechado atrator de B no tempo t. Como ω(t, B) ⊂
A(t) temos que A(t) é atrator de B no tempo t e assim, a família {A(t)}t∈R é atratora.

Provemos a minimalidade da família {A(t)}t∈R ,∀t ∈ R. Suponha que
{
Ã(t)

}
t∈R

é uma família de conjuntos fechados atratora de conjuntos limitados de X. A�rmamos

que A(t) ⊂ Ã(t). De fato, seja t ∈ R e tome y ∈ A(t) =
⋃
B∈B(X) ω(t, B). Então existe

uma sequência yn ∈
⋃
B∈B(X) ω(t, B) tal que yn → y.
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Temos que yn ∈ ω(t, Bn) para algum Bn ∈ B(X). Como ω(t, Bn) ⊂ Ã(t), pois é

o minimal fechado que atrai Bn no tempo t então yn ∈ Ã(t), ∀n. Como Ã(t) é fechado,

y ∈ Ã(t). Portanto, A(t) ⊂ A(t),∀t ∈ R.

Agora mostremos que {A(t)}t∈R é uma família de conjuntos compactos. Por

hipótese existe uma família, {K(t)}t∈R , de conjuntos compactos atratora de limitados de

X ou seja, dado t ∈ R e B ∈ B(X) temos lims→−∞dist (U(t, s)B,K(t)) = 0. Porém, da

minimalidade da família {A(t)}t∈R temos que A(t) ⊂ K(t) ∀t, pois para cada t ∈ R
e B ∈ B(X), A(t) é o menor fechado atrator de B no tempo t. Portanto, A(t) é um

subconjunto fechado em um subconjunto compacto, o que implica que A(t) é compacto

para todo t ∈ R.

Mostremos que ω(t, B) é semi-invariante, isto é, dado B ∈ B(X) temos ω(t, B) ⊂
U(t, τ)ω(τ, B), para todo t ≥ τ. De fato, seja y ∈ ω(t, B) arbitrário. O Lema 1.4.1 implica

que podemos encontrar uma sequência {ξn}n∈N com ξn ∈ U(t, sn)B, sn → −∞ tal que

ξn → y. Como sn → −∞ existe n0 ∈ N tal que sn ≤ τ para todo n ≥ n0, temos da de�nição

de processo multívoco U(t, sn)B ⊂ U(t, τ)U(τ, sn)B, ∀n ≥ n0. Então ξn ∈ U(t, τ)ζn,

onde ζn ∈ U(τ, sn)B. Como por hipótese existe uma família de conjuntos compactos

atratora, pela Proposição 1.4.1 o processo multívoco é condicionalmente assintoticamente

compacto. Então podemos assumir, passando a uma subsequência se necessário, que

ζn → ζ ∈ ω(τ, B). Como por hipótese o processo é semicontínuo superiormente pela

Observação 1.4.1 temos que y ∈ U(t, τ)ζ ⊂ U(t, τ)ω(τ, B),∀t ≥ τ.

Da semi-invariância de ω(t, B) temos que A(t) ⊂ U(t, τ)A(τ),∀ t ≥ τ. De fato,

seja z ∈ A(t) =
⋃
B∈B(X) ω(t, B) então existe {zn}n∈N uma sequência em

⋃
B∈B(X) ω(t, B),

onde zn ∈ ω(t, Bn) com Bn ∈ B(X), tal que zn → z. Da semi-invariância do ω-limite,

ω(t, Bn) ⊂ U(t, τ)ω(τ, Bn), temos que zn ∈ U(t, τ)σn, onde σn ∈ ω(τ, Bn). Então, para

cada n, existe uma sequência
{
ξn,j
}
j∈N com ξn,j ∈ U(τ, sj)Bn com sj → −∞ tal que

ρ(σn, ξn,j) < 1/j. Para cada n ∈ N escolha ξn := ξn,jn tal que jn > n e sn := sjn < −n
e dist(ξn,A(τ))

n→∞→ 0. Como ξn ∈ U(τ, sn)Bn com sn → −∞ e A(τ) atrai todos os

subconjuntos limitados de X então dist (ξn,A(τ))
n→∞→ 0. Sendo A(τ) compacto existe

σ ∈ A(τ) e uma subsequência de {ξn}n∈N , a qual denotaremos da mesma forma, tal

que ξn → σ, logo σn → σ pois ρ(σn, ξn) < 1/n, por construção. Como o processo é

semicontínuo superiormente, novamente pela Observação 1.4.1 temos que z ∈ U(t, τ)σ ⊂
U(t, τ)A(τ).
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É interessante observarmos que, com relação à invariância dos atratores, em [19]

os autores apresentam o seguinte resultado:

Proposição 1.4.2 (Proposição 19 pg 163, [19]). Se o processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é

exato e a aplicação v 7→ U(t, τ)v,∀v ∈ X é semicontínua inferiormente então o atrator

no sentido pullback obtido no Teorema 2.1.2 é invariante, isto é, A(t) = U(t, τ)A(τ).

No entanto, a semicontinuidade inferior do processo com relação aos dados ini-

ciais não é uma propriedade esperada. Na Proposição 3.2.4 obtemos a invariância da

família {A(t)}t∈R usando outras propriedades do processo multívoco, as quais podem ser

veri�cadas mais facilmente para os nossos problemas.

Em [23] encontramos um texto bastante claro e completo, mas visando o trata-

mento de problemas bem postos. No que segue adequamos alguns resultados deste texto

para o contexto multívoco. Primeiramente considere as seguintes de�nições:

De�nição 1.4.12 Dado t ∈ R o conjunto B(t) ⊂ X absorve no sentido pullback limita-

dos de X no tempo t se, para cada D ⊂ X limitado, existe T = T (t,D) ≤ t tal que

U(t, τ)D ⊂ B(t), ∀ τ ≤ T.

A família {B(t)}t∈R absorve no sentido pullback subconjuntos limitados de X se B(t)

absorve, no sentido pullback, subconjuntos limitados de X no tempo t, para cada t ∈ R.

De�nição 1.4.13 O processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é limitado dissipativo no sentido

pullback se existe uma família {B(t)}t≥τ de conjuntos limitados de X os quais absorve,

no sentido pullback, subconjuntos limitados de X.

Teorema 1.4.4 Se o processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ semicontínuo superiormente é limi-

tado dissipativo e condicionalmente assintoticamente compacto então A(t) dado por (1.5)

é fechado, atrai no sentido pullback subconjuntos limitados de X no tempo t, é semi-

invariante e a família {A(t)}t∈R é minimal.

Demonstração: Observe que estamos nas hipóteses do Corolário 1.4.1 então, dado

B ∈ B(X), ω(t, B) é não vazio, compacto e atrai B, no sentido pullback, no tempo t.

Portanto, se A(t) dado por (1.5), a fam�lia {A(t)}t∈R é fechada e atrai subconjuntos

limitados de X no tempo t.
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Mostremos que a família é semi-invariante isto é, A(t) ⊂ U(t, τ)A(τ),∀t ≥ τ. Seja

z ∈ A(t), desde que A(t) é dado por (1.5) temos que existe uma sequência {ξn}n∈N tal

que ξn → z. Para cada n ∈ N, ξn ∈ ω(t, Bn), para algum Bn ∈ B(X). Da semi-invariância

do ω-limite, provada no Teorema 1.4.3, temos ξn ∈ U(t, τ)ω(τ, Bn) então ξn ∈ U(t, τ)ζn,

com ζn ∈ ω(τ, Bn). Como �zemos no Teorema 1.4.3, podemos escolher uma sequência

{ξn}n∈N com ξn ∈ U(τ, sn)Bn, onde sn < −n tal que ρ(ζn, ξn) < 1/n, com sn → −∞.
Como o processo multívoco é limitado dissipativo existem um conjunto limitado B(τ)

e T = T (τ, Bn) < τ tal que U(τ, sn)Bn ⊂ B(τ), ∀sn < T. Então {ξn}n∈N é limitada e

como o processo multívoco é condicionalmente assintoticamente compacto existem uma

subsequência de {ξn}n∈N , a qual denotaremos por ela mesma, e ξ ∈ X tal que ξn → ξ

então ξ ∈ ω(τ, Bn) pelo Lema 1.4.1. Temos também que ζn → ξ ∈ A(τ) como o processo

multívoco é semicontínuo superiormente temos que z ∈ U(t, τ)ξ ⊂ U(t, τ)A(τ).

Vamos provar que {A(t)}t∈R é minimal. Se B(t) é fechado e atrai no sentido

pullback subconjuntos limitados de X então, dado qualquer B ∈ B(X) temos

(1.6) lims→−∞dist (U(t, s)B,B(t)) = 0

Temos que para cada t ∈ R ω(t, B) ⊂ B(t). De fato, tome y ∈ ω(t, B) arbitrário então

pelo Lema 1.4.1 existe uma sequência {ξn}n∈N , onde ξn ∈ U(t, sn)B com sn → −∞ tal

que ξn → y. De (1.6), tomando ε > 0 arbitrário, existe N0 ∈ N tal que dist(ξn, B(t)) <

ε/2,∀n > N0. Da convergência, ξn → y, existe N1 ∈ N tal que ρ(ξn, y) < ε/2,∀n > N1.

Tomando N = max {N0, N1} temos que

dist(y,B(t)) = infb∈B(t)ρ(y, b) ≤ infb∈B(t)ρ(y, ξn) + ρ(ξn, b)

= ρ(y, ξn) + dist(ξn, B(t)) < ε,∀n > N.

Isto implica que y ∈ B(t), pois B(t) é fechado e então que ω(t, B) ⊂ B(t).

A�rmamos que para cada t ∈ R A(t) ⊂ B(t). De fato, tome y ∈ A(t) =⋃
B∈B(X) ω(t, B) então existe uma sequência yn ∈

⋃
B∈B(X) ω(t, B) tal que yn → y. Temos

que yn ∈ ω(t, Bn) para algum Bn ∈ B(X), como acabamos de observar ω(t, Bn) ⊂ B(t),

então yn ∈ B(t). Como B(t) é fechado y ∈ B(t),∀t ∈ R.

Para o próximo resultado precisamos da seguinte de�nição:
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De�nição 1.4.14 O processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é fortemente limitado dissipativo

no sentido pullback se para cada t ∈ R existe um subconjunto limitado B(t) de X o qual

atrai, no sentido pullback, subconjuntos limitados de X no tempo τ para cada τ ≤ t isto

é, dado B ∈ B(X) e τ ≤ t existe s0 = s0(τ, B) tal que

U(τ, s)B ⊂ B(t),∀ s ≤ s0(τ, B).

O resultado pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.4.5 Se um processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é fortemente limitado dissipativo

e possui um atrator no sentido pullback {A(t)}t∈R , como em (1.5), então
⋃
s≤tA(s) é

limitado para cada t ∈ R.

Demonstração:

Como {U(t, τ)}t≥τ é fortemente limitado dissipativo, para cada t ∈ R existe

B(t) ∈ B(X) que absorve subconjuntos limitados de X em qualquer tempo τ ≤ t. Seja

τ ≤ t qualquer e D ∈ B(X). Então ω(τ,D) ⊂ B(t). De fato, tome x0 ∈ ω(τ,D) então,

pelo Lema 1.4.1, existe {ξn}n∈N , onde ξn ∈ U(τ, sn)D com sn → −∞ tal que ξn
n→∞→ x0.

Como U(τ, sn)D ∈ B(t), para todo n su�cientemente grande x0 ∈ B(t). Isto implica que

∪D∈B(X)ω(τ,D) ⊂ B(t) e portanto A(τ) ⊂ B(t),∀τ ≤ t.



Capítulo 2

EXISTÊNCIA E COMPARAÇÃO DE SOLUÇÕES

Neste capítulo vamos mostrar a existência de solução global e um resultado de

comparação para problemas com parte principal dada por uma subdiferencial e pertur-

bações que não são globalmente Lipschitz ou seja, consideremos problemas da seguinte

forma:

(2.1)


ut + ∂ϕ(u) ∈ B(t, u(t)), t ≥ τ

u(τ) = u0 ∈ W 1,p
0 (Ω)

u(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

onde Ω ⊂ Rn é um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave, H = L2 (Ω) o espaço de fase,

τ ∈ R e p > max{2, n/2}. A subdiferencial, ∂ϕ(u), é um operador maximal monótono,

onde ϕ : H → [0,+∞] é uma função própria, convexa e semicontínua inferiormente tal

que, para cada L ∈ (0,+∞) o conjunto
{
u ∈ H;ϕ(u) + ‖u‖2

H ≤ L
}
é compacto em H.

A perturbação B(t, ·) é um operador multívoco não linear de D(B(t, ·)) ⊂ H em

H, tal que D(∂ϕ) ⊂ D(B(t, ·)). A seguir listamos o conjunto de hipóteses a qual B está

submetida neste capítulo:

H.1 Dados τ, T ∈ R com T > τ , para cada intervalo [a, b] em [τ, T ] vale:

• B(t, u) é um subconjunto convexo de H, para todo t ∈ [a, b] e todo u ∈ D(∂ϕ)

• B(t, ·) é mensurável no seguinte sentido: Para cada função u(t) ∈ C([a, b];H) existe

uma função mensurável b(t) com valores em H tal que b(t) ∈ B(t, u(t)), q.t.p t ∈
[a, b]. A função b é chamada seleção mensurável da aplicação B.

• B(t, ·) é semi-fechada no seguinte sentido: Se un → u em C([a, b];H), ∂ϕ(un) ⇀

∂ϕ(u) em L2(a, b;H), e se bn ⇀ b em L2(a, b;H), com bn(t) ∈ B(t, un(t)) q.t.p.

t ∈ [a, b], então b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p. t ∈ [a, b].

21
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H.2 Dados τ, T ∈ R, com τ < T , existem uma função c ∈ L1(τ, T ; R), uma função

l(·) monótona e crescente de [0,∞) em R, e uma constante k ∈ (0, 1) tais que

‖B(t, u)‖2
+ ≤ k ‖∂ϕ(u)‖2

H + l(‖u‖H)(ϕ(u)2 + |c(t)|)

para todo t ∈ [τ, T ] e u ∈ D(∂ϕ), onde ‖B(t, u)‖+ = sup {‖b‖H ; b ∈ B(t, u)} ;

Se �xarmos u0 ∈ D(A) = D(ϕ) e assumirmos as hipóteses H.0, H.1-H.2 segue de

[61] que o problema (2.1) possui ao menos uma solução local em W 1,p
0 (Ω). A existência

global de soluções será obtida na Seção 2.2 deste capítulo, com o auxílio da seguinte

hipótese:

H.3 Existe uma constante positiva α e uma função positiva d ∈ L1(τ, T ; R) tal

que

〈〈−∂ϕ(u) +B(t, u), u〉〉H + αϕ(u) ≤ d(t)(‖u‖2
H + 1) q.t.p. t ∈ [τ, T ] e u ∈ D(∂ϕ),

onde 〈〈−∂ϕ(u) +B(t, u), u〉〉H = sup {〈−∂ϕ(u) + b(t), u〉H ; b ∈ B(t, u)}.

2.1 Existência local de solução

Nesta seção vamos mostrar a existência de solução local para o problema (2.1)

para isto considere a seguinte de�nição:

De�nição 2.1.1 ([61] pg.272) A função u ∈ C([τ, T ];H) é uma solução forte de (2.1)

se as seguintes condições são satisfeitas:

1. u(t) é absolutamente contínua sobre todo compacto de (τ, T ) e u(t) → u0 quando

t ↓ τ

2. u(t) ∈ D(∂ϕ) q.t.p t ∈ (τ, T ) e existe b ∈ L2(τ, T ;H) tal que b(t) ∈ B(t, u(t)) e a

equação
d

dt
u(t) + ∂ϕu(t) = b(t)

é satisfeita q.t.p t ∈ (τ, T ).

A existência de solução local para o problema (2.1) é um caso particular do

resultado encontrado em [61], a prova usa a seguinte versão do Teorema de Schauder-

Tychono�, [17]:
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Teorema 2.1.1 Seja Kum subconjunto compacto e convexo de um espaço vetorial topológico

X localmente convexo. Seja T uma aplicação multívoca semicontínua superiormente de

K em X tal que para cada x ∈ K, T (x) é um subconjunto fechado e convexo de X tal que

T (x) ∩K 6= ∅. Então T tem um ponto �xo em K; isto é, existe x0 ∈ K;x0 ∈ T (x0).

De�nição 2.1.2 Para cada u0 ∈ D(ϕ), S ∈ [τ, T ] e h ∈ L2(τ, S;H) denotamos por

Eτ,S,u0(h) a única solução forte da equação:

(2.2) d
dt
u(t) + ∂ϕu(t) = h(t)

em [τ, S] satisfazendo u(τ) = u0, a existência e unicidade desta solução é garantida pelo

Teorema 1.2.1. Seja R um número real positivo �xo e seja

KS,R =
{
u ∈ L2(τ, S;H); ‖u‖L2(τ,S;H) ≤ R

}
munido com a topologia fraca de L2(τ, S;H).

Seja Bu0,S,R : KS,R → ℘(L2(τ, T ;H)) de�nida da seguinte maneira: dado h ∈
KS,R, se existe b ∈ KS,R tal que b(t) ∈ B(t,Eτ,S,u0(h)(t)) q.t.p. em (τ, S), então b ∈
Bu0,S,R(h) e

D(Bu0,S,R) = {h ∈ KS,R; Bu0,S,R(h) 6= ∅}

Lema 2.1.1 Sejam H.1 e H.2 satisfeitas e suponha que Bu0,S,R(KS,R) ⊂ KS,R. Então

o grá�co de Bu0,S,R, Gr(Bu0,S,R), é fechado em KS,R × KS,R. E ainda, para cada h ∈
D(Bu0,S,R),Bu0,S,R(h) é um subconjunto fechado e convexo de KS,R.

Demonstração: Sejam as sequências {hn}n∈N ∈ KS,R e {bn}n∈N ∈ Bu0,S,R(hn) com

hn ⇀ h em KS,R e bn ⇀ b em KS,R.

Temos que, para cada n, un = Eτ,S,u0(hn) é solução do seguinte problema:

(2.3)

{
d
dt
un + ∂ϕ(un) = hn

un(τ) = u0

Mostremos que un = Eτ,S,u0(hn) converge para u = Eτ,S,u0(h) em C([τ, S];H).

Pelo Teorema de Baras (Teorema 2.3.3, p.47, [75] e Teorema 1.3.1), {un} é pré-
compacto em C([τ, S];H). Então existe uma subsequência {unk} de {un} tal que unk → v

em C([τ, S];H). Vamos mostrar que v é solução de (2.1) quando n→∞ e então, por unici-

dade de solução , v = Eτ,S,u0(h) = u. Ou seja un = Eτ,S,u0(hn) converge para u = Eτ,S,u0(h)

em C([τ, S];H).
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Como un = Eτ,S,u0(hn) é uma solução fraca de (2.3) ∀n, pela Proposição 1.2.2

temos:

1

2
‖unk(t)− x‖2

H ≤
1

2
‖unk(S)− x‖2

H +

∫ t

S

〈hnk(σ)− ∂ϕ(x), unk(σ)− x〉 dσ,

∀τ ≤ S ≤ t e x ∈ D(∂ϕ).

Como unk → v em C([τ, S];H) então unk → v em L2(τ, S;H). Como tomamos

hnk ⇀ h em L2(τ, S;H) temos que

1

2
‖v(t)− x‖2

H ≤
1

2
‖v(S)− x‖2

H +

∫ t

S

〈h(σ)− ∂ϕ(x), v(σ)− x〉 dσ,

ou seja, v é uma solução fraca pela Proposição 1.2.2 daí, pelo Teorema 1.2.1, v é uma

solução forte de (2.1) quando n → ∞. Assim, un = Eτ,S,u0(hn) converge em C([τ, S;H])

para v = u = Eτ,S,u0(h), pela unicidade de solução .

Temos que
{
d
dt
un
}
é uma sequência limitada em L2(τ, S;H), pois〈

d

dt
un,

d

dt
un
〉

+

〈
∂ϕ(un),

d

dt
un
〉

=

〈
hn,

d

dt
un
〉

Aplicando a desigualdade de Cauchy e de Young e o Lema 1.2.2 temos:∥∥∥∥ ddtun(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(un(t)) ≤ ‖hn(t)‖H

∥∥∥∥ ddtun(t)

∥∥∥∥
H

≤ 1

2
‖hn(t)‖2

H +
1

2

∥∥∥∥ ddtun(t)

∥∥∥∥2

H

1

2

∥∥∥∥ ddtun(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(un(t)) ≤ 1

2
‖hn(t)‖2

H

Integrando ∫ S

τ

∥∥∥∥ ddtun(t)

∥∥∥∥2

H

dt+ 2ϕ(un(S)) ≤ 2ϕ(un(τ)) +

∫ S

τ

‖hn(t)‖2
H dt

Como {hn}n∈N é uma sequência em KS,R e ϕ(un(S)) ≥ 0 temos:∥∥∥∥ ddtun
∥∥∥∥2

L2(τ,S;H)

≤ 2ϕ(u0) +R2 <∞,

pois u0 ∈ W 1,p
0 (Ω).

Assim,
{
d
dt
un
}
é uma sequência que converge fracamente em L2(τ, S;H).

Desde que bn ⇀ b em KS,R, b
n ⇀ b em L2(τ, S;H). Como hn ⇀ h em L2(τ, S;H),

temos que ∂ϕ(un) = hn− d
dt
un converge fracamente para ∂ϕ(u) = h− d

dt
u em L2(τ, S;H).

Agora, pela hipótese H.1, b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p. t ∈ (τ, S), isto é h ∈ D(Bu0,S,R)

e b ∈ Bu0,S,R(h).

Portanto, Bu0,S,R(h) é fechado em KS,R para cada b ∈ D(Bu0,S,R). Também por

H.1 Bu0,S,R(h) é um subconjunto fechado e convexo de KS,R.
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Teorema 2.1.2 Suponha que as hipóteses H.1 e H.2 são satisfeitas. Se u0 ∈ D(ϕ) o

problema (2.1) tem uma solução forte em [τ, T0] para algum T0 ∈ (τ, T ].

Demonstração: Seja ε0 um número positivo e

(2.4) R2 =
2kϕ(u0) + ε0

(1− k)
,

onde k ∈ (0, 1) é dado na hipótese H.2.

Sejam h ∈ KT0,R, u = Eτ,T,u0(h), e T0 um número positivo que será determinado.

Pelo Lema 1.2.2, para quase todo t ∈ [τ, T0], tem-se:

d

dt
ϕ(u(t)) =

〈
− d

dt
u(t) + h(t),

d

dt
u(t)

〉
d

dt
ϕ(u(t)) = −

∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥2

H

+

〈
− d

dt
u(t) + h(t), h(t)

〉
.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(u(t)) ≤

∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥
H

‖h(t)‖H .

Aplicando a Desigualdade de Young∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(u(t)) ≤ 1

2

∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥2

H

+
1

2
‖h(t)‖2

H .

Portanto
1

2

∥∥∥∥− d

dt
u(t) + h(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(u(t)) ≤ 1

2
‖h(t)‖2

H .

Integrando,

1

2

∫ t

τ

∥∥∥∥− d

dt
u(s) + h(s)

∥∥∥∥2

H

ds+

∫ t

τ

d

dt
ϕ(u(s))ds ≤ 1

2

∫ t

τ

‖h(s)‖2
H ds

1

2

∫ t

τ

∥∥∥∥− d

dt
u(s) + h(s)

∥∥∥∥2

H

ds+ ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u(τ)) +
1

2

∫ t

τ

‖h(s)‖2
H ds.

Como h ∈ KT0,R temos que ‖h‖L2(τ,T0;H) ≤ R e isto implica que:

(2.5)
∫ t

τ

∥∥∥∥− d

dt
u(s) + h(s)

∥∥∥∥2

H

ds ≤ 2ϕ(u0) +R2.

Por outro lado temos que:

(2.6) ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u0) +R2.
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Ou seja, max{ϕ(u(t)); t ∈ [τ, T0]} ≤ C0, onde

(2.7) C0 = ϕ(u0) +R2.

Da de�nição de subdiferencial temos:

ϕ(u(t))−ϕ(u0) ≤
〈
− d

dt
u(t) + h(t), u(t)− u(τ)

〉
=

〈
− d

dt
u(t), u(t)− u(τ)

〉
+〈h(t), u(t)− u(τ)〉

ϕ(u(t))− ϕ(u0) ≤ −1

2

d

dt
‖u(t)− u0‖2

H + 〈h(t), u(t)− u(τ)〉 .

Portanto
1

2

d

dt
‖u(t)− u0‖2 + ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u0) + 〈h(t), u(t)− u(τ)〉 .

Da Desigualdade de Cauchy temos:

1

2

d

dt
‖u(t)− u0‖2

H + ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u0) + ‖h(t)‖H ‖u(t)− u(τ)‖H .

Integrando

1

2

∫ t

τ

d

dt
‖u(s)− u0‖2

H ds ≤
∫ t

τ

ϕ(u0)ds+

∫ t

τ

‖h(s)‖H ‖u(s)− u(τ)‖H ds

1

2
‖u(t)− u0‖2

H ≤ (t− τ)ϕ(u0) +

∫ t

τ

‖h(s)‖H ‖u(s)− u(τ)‖H ds.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall 1.1.3 temos:

‖u(t)− u0‖H ≤
√

2(t− τ)ϕ(u0) +

∫ t

τ

‖h(s)‖H ds.

Da Desigualdade de Hölder temos

‖u(t)− u0‖H ≤
√

2(t− τ)ϕ(u0) +

(∫ t

τ

‖h(s)‖2
H ds

)1/2(∫ t

τ

1ds

)1/2

‖u(t)− u0‖H ≤
√

2(t− τ)ϕ(u0) +
√
t− τ

(∫ t

τ

‖h(s)‖2
H ds

)1/2

‖u(t)‖H ≤
√

2(t− τ)ϕ(u0) +
√
t− τR + ‖u0‖H

Portanto, max{‖u(t)‖H ; τ ≤ t ≤ T0} ≤ C1, onde

(2.8) C1 = (
√

2ϕ(u0) +R)(T0 − τ)1/2 + ‖u0‖H .

Agora seja b(t) ∈ B(t, u(t)). Por H.3, (2.7) e (2.8) temos que ∀t ∈ [τ, T0] e

u ∈ D(∂ϕ)

‖b(t)‖2
H ≤ k ‖∂ϕ(u(t))‖2

H + l (‖u‖H)
(
{ϕ(u(t))}2 + |c(t)|

)
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‖b(t)‖2
H ≤ k ‖∂ϕ(u(t))‖2

H + l (C1)
(
C2

0 + |c(t))
∣∣).

Integrando∫ T0

τ

‖b(s)‖2
H ds ≤ k

∫ T0

τ

‖∂ϕ(u(s))‖2
H ds+

∫ T0

τ

C2
0 l(C1)ds+ l(C1)

∫ T0

τ

|c(s)| ds

‖b‖2
L2(τ,T0;H) ≤ k ‖∂ϕ(u)‖2

L2(τ,T0;H) + C2
0 l(C1)(T0 − τ) + l(C1)

∫ T0

τ

|c(s)| ds.

Por (2.5) temos que:

‖b‖2
L2(τ,T0;H) ≤ k(2ϕ(u0) +R2) + C2

0 l(C1)(T0 − τ) + l(C1)

∫ T0

τ

|c(s)| ds.

De (2.4) temos que (1− k)R2 − ε0 = 2kϕ(u0) então

‖b‖2
L2(τ,T0;H) ≤ R2 − ε0 + C2

0 l(C1)(T0 − τ) + l(C1)

∫ T0

τ

|c(s)| ds

Escolhendo T0 su�cientemente pequeno para que

C2
0 l(C1)(T0 − τ) + l(C1)

∫ T0

τ

|c(s)| ds ≤ ε0,

obtemos que

‖b‖L2(τ,T0;H) ≤ R.

Portanto, pelo Lema 2.1.1, o grá�co Gr(Bu0,T0,R) é fechado em KT0,R × KT0,R

e ainda para cada h ∈ D(Bu0,T0,R), Bu0,T0,R(h) é um subconjunto fechado e convexo de

KT0,R. Sendo Bu0,S,R : KS,R → ℘(KS,R) uma aplicação multívoca entre espaços topológicos

compacto e convexo com grá�co fechado, temos pela Observação 1.4.2 que Bu0,S,R é semi-

contínua superiormente. Além disso, se h ∈ KT0,R, u = Eτ,T0,u0(h) e b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p.

t ∈ [τ, T0] pelas contas feitas acima, b ∈ KT0,R, de maneira que Bu0,T0,R(KT0,R) ⊂ KT0,R

com Bu0,T0,R(h) ∩ (KT0,R) 6= ∅.
Agora estamos nas hipóteses do Teorema 2.1.1 que dá a existência de h0 ∈ KT0,R

tal que h0 ∈ Bu0,T0,R(h0), o que garante a existência de uma solução para o problema (2.1)

no intervalo [τ, T0].

2.2 Existência Global de Solução

Para concluirmos que a solução obtida em [τ, T0], pela seção anterior, pode ser

estendida a todo intervalo [τ, T ], seguimos as mesmas idéias em [75], capítulo 3.
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Considere I(τ, T ) o conjunto de todos os intervalos da forma [τ, T ] ou [τ, T0),

T0 < T.

De�nição 2.2.1 Uma solução forte u : I → D(ϕ) de (2.1), onde I ∈ I(τ, T ), é chamada

solução não continuável se, ou I = [τ, T ] ou não existe outra solução forte de (2.1),

v : J → D(ϕ), com J ∈ I(τ, T ), I ⊂ J, I 6= J e u(t) = v(t) para todo t ∈ I.

Lema 2.2.1 Sejam H um espaço de Hilbert e ϕ : H → R+ ∪ {+∞} uma função própria

convexa e semicontínua inferiormente. Seja B(t, ·) : D(ϕ) → ℘(H) um operador sat-

isfazendo H.1 e H.2. Se u : I → D(ϕ), I ∈ I(τ, T ) é uma solução forte não con-

tinuável de (2.1) para a qual existe uma vizinhança V de sup de I tal que a função

t 7−→ ‖u(t)‖H + ϕ(u(t)) é limitada de V ∩ I em R então u está de�nida em [τ, T ].

Demonstração: Vamos assumir por contradição que ou I = [τ, T0) ou I = [τ, T0] com

τ < T0 < T.

Se I = [τ, T0] com τ < T0 < T, por hipótese temos que ϕ(u(T0)) < +∞ e portanto

pode-se concluir que a solução u pode ser continuada à direita de T0.

De fato, como ϕ(u(T0)) < +∞ temos que u(T0) ∈ D(ϕ). Considere o problema:

(2.9)

{
d
dt
v + ∂ϕv(t) ∈ B(t, v(t))

v(T0) = u(T0)

Pelo Teorema 2.1.2 existe uma solução v de (2.9) em [T0, T0 + T̃0], para algum T̃0. De�na

w : [τ, T0 + T̃0]→ H por:

(2.10) w(t) =

{
u(t), t ∈ [τ, T0]

v(t), t ∈ [T0, T0 + T̃0]

Observe que w é solução de (2.1) e está de�nida à direita de T0.

Então podemos assumir, sem perda de generalidade, que I = [τ, T0), com τ <

T0 < T e para completar a demonstração é su�ciente mostrar que o limite limt↑T0 u(t) = u∗

existe e pertence a D(ϕ).

Para isso observemos que para quase todo t ∈ I e b(t) ∈ B(t, u(t)), pelo Lema

1.2.2 temos
d

dt
ϕ(u(t)) =

〈
b(t)− d

dt
u(t),

d

dt
u(t)

〉
d

dt
ϕ(u(t)) =

〈
b(t)− d

dt
u(t),

d

dt
u(t)− b(t)

〉
+

〈
b(t)− d

dt
u(t), b(t)

〉
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d

dt
ϕ(u(t)) = −

〈
b(t)− d

dt
u(t),− d

dt
u(t) + b(t)

〉
+

〈
b(t)− d

dt
u(t), b(t)

〉
∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(u(t)) =

〈
b(t)− d

dt
u(t), b(t)

〉
, q.t.p. em I

Aplicando a Desigualdade de Cauchy e Young temos∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

+
d

dt
ϕ(u(t)) ≤ 1

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

+
1

2
‖b(t)‖2

H .

Então

(2.11)
d

dt
ϕ(u(t)) +

1

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

≤ 1

2
‖b(t)‖2

H .

Seja V a vizinhança de T0 cuja existência é garantida por hipótese. Podemos assumir,

sem perda de generalidade, diminuindo V, se necessário, que V ∩ I = [t0, T0), com τ ≤
t0 < T0 < T.

Seja M = sup {ϕ(u(t)) + ‖u(t)‖H ; t ∈ [t0, T0)} . Por H.2 temos ∀u ∈ D(ϕ) e t ∈
V ∩ I

‖b(t)‖2
H ≤ k ‖ϕ(u(t))‖2

H + l(‖u(t)‖H)
(
{ϕ(u(t))}2 + |c(t)|

)
,

‖b(t)‖2
H ≤ k

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

+ l(‖u(t)‖H)
(
{ϕ(u(t))}2 + |c(t)|

)
.

Voltando a (2.11) temos:

d

dt
ϕ(u(t))+

1

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

≤ k

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

+
1

2
l(‖u(t)‖H)

(
{ϕ(u(t))}2 + |c(t)|

)
.

E ainda
d

dt
ϕ(u(t)) +

(1− k)

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

≤ 1

2
l(M)

(
M2 + |c(t)|

)
.

Integrando de t0 a t onde t0 < t < T0 obtemos:∫ t

t0

d

dt
ϕ(u(s))ds+

(1− k)

2

∫ t

t0

∥∥∥∥b(s)− d

dt
u(s)

∥∥∥∥2

H

ds ≤ 1

2
l(M)M2(t− t0) +

l(M)

2

∫ t

t0

|c(s)| ds

E assim,

ϕ(u(t))+
(1− k)

2

∫ t

t0

∥∥∥∥b(s)− d

dt
u(s)

∥∥∥∥2

H

ds ≤ ϕ(u(t0))+
1

2
l(M)M2(t−t0)+

l(M)

2

∫ t

t0

|c(s)| ds.

Portanto, como c ∈ L1(τ, T ; R) podemos concluir que(
b(s)− d

dt
u(s)

)
∈ L2(t0, T0;H)
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E também que t 7−→ b(t) ∈ L2(t0, T0;H), b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p em I.

Agora considere o problema

(2.12)

{
d
dt
v(t) + ∂ϕ(v(t)) = b(t), t0 < t ≤ T0

v(t0) = u(t0)

Esta equação tem uma única solução forte v : [t0, T0] → D(ϕ), pelo Lema 1.2.1.

Obviamente v deve coincidir com u em [t0, T0) e

limt↑T0u(t) = limt↑T0v(t) = v(T0) = u∗.

Por outro lado, desde que ϕ é semicontínua inferiormente e t 7−→ ϕ(v(t)) é limi-

tada em [t0, T0), segue que ϕ(u∗) <∞, isto é, u∗ ∈ D(ϕ). Com isto podemos concluir que

u(t) pode ser continuada à direita de T0, contradizendo o fato de que u é não continuável.

Isto mostra que a suposição inicial é falsa, e portanto, u está de�nida em [τ, T ].

Teorema 2.2.1 Se ϕ : D(ϕ)→ R+ ∪ {+∞} é uma função própria, convexa e semicon-

tínua inferiormente e B satisfaz H.1, H.2 e H.3 então podemos concluir que a solução

u(t) de (2.1) pode ser estendida a uma solução de�nida em [τ, T ].

Demonstração: Seja u : I → D(ϕ) uma solução forte de (2.1) não continuável, com

I ∈ I(0, T ). Mostraremos que V ∩ I → R+ dada por t 7−→ ‖u(t)‖ + ϕ(u(t)) é limitada,

onde V é uma vizinhança adequada de sup de I, e então usaremos o Lema 2.2.1.

Multiplicando a equação (2.1) por u(t) obtemos:〈
d

dt
u(t), u(t)

〉
+ 〈∂ϕ(u(t)), u(t)〉 ∈ 〈B(t, u(t)), u(t)〉

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H ∈ 〈−∂ϕ(u(t)) +B(t, u(t)), u(t)〉 ,

Somando o termo αϕ(u(t)), onde α é uma constante positiva, dos dois lados da desigual-

dade temos:

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H + αϕ(u(t)) ∈ 〈−∂ϕ(u(t)) +B(t, u(t)), u(t)〉+ αϕ(u(t))

e por H.3 obtemos:

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H + αϕ(u(t)) ≤ d(t)
(
‖u(t)‖2

H + 1
)
, q.t.p. em I.

Integrando em [τ, t) ⊂ I,∫ t

τ

d

ds
‖u(s)‖2

H ds+ 2α

∫ t

τ

ϕ(u(s))ds ≤ 2

∫ t

τ

d(s)
(
‖u(s)‖2

H + 1
)
ds



2.2. Existência Global de Solução 31

‖u(t)‖2
H + 2α

∫ t

τ

ϕ(u(s))ds ≤ ‖u(τ)‖2
H + 2

∫ t

τ

d(s)ds+ 2

∫ t

τ

d(s)
(
‖u(s)‖2

H

)
ds.

Por um lado,

2α

∫ t

τ

ϕ(u(s))ds ≤ ‖u(τ)‖2
H + 2

∫ t

τ

d(s)ds+ 2

∫ t

τ

d(s)
(
‖u(s)‖2

H

)
ds.

Por outro lado, como 2α
∫ t
τ
ϕ(u(s))ds > 0, pois α > 0 e ϕ é não negativa temos:

‖u(t)‖2
H ≤ ‖u0‖2

H + 2

∫ t

τ

d(s)ds+

∫ t

τ

d(s)
(
‖u(s)‖2

H

)
ds.

Como a = ‖u0‖2
H + 2

∫ t
τ
d(s)ds é uma constante positiva, pois d é uma função positiva,

temos pela Desigualdade de Gronwall 1.1.2 que:

‖u(t)‖2
H ≤ ae

∫ t
τ d(s)ds.

Então existe um m0 > 0 tal que ‖u(t)‖H ≤ m0 e
∫
I
ϕ(u(s))ds ≤ m0 para cada t ∈ I.

Fixemos t0 ∈ I tal que u(t0) ∈ D(ϕ), o que sempreé possível já que u(t) ∈
D(∂ϕ) ⊂ D(ϕ), q.t.p. em I. Vamos de�nir V = [t0,∞) vizinhança de sup de I. Se

mostrarmos que existe m1 > 0 tal que ϕ(u(t)) ≤ m1, para cada t ∈ I, a aplicação

t 7−→ ‖u(t)‖H + ϕ(u(t)) será limitada de V ∩ I em R+ e o resultado segue pelo Lema

2.2.1.

Para mostrarmos que existe m1 > 0 tal que ϕ(u(t)) ≤ m1, para cada t ∈ I,

observemos que da demonstração do Lema 2.2.1 temos:

d

dt
ϕ(u(t)) +

1

2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

≤ k

2
‖∂ϕ(u(t))‖2

H +
l(‖u(t)‖)

2

(
ϕ(u(t))2 + |c(t)|

)
.

E assim,

d

dt
ϕ(u(t)) +

1− k
2

∥∥∥∥b(t)− d

dt
u(t)

∥∥∥∥2

H

≤ l(‖u(t)‖)
2

(
ϕ(u(t))2 + |c(t)|

)
.

Como k ∈ (0, 1) e ‖u(t)‖H ≤ m0, para cada t ∈ I, temos

d

dt
ϕ(u(t)) ≤ l(m0)

2

(
ϕ(u(t))2 + |c(t)|

)
.

Como t0 ∈ I, u(t0) ∈ D(ϕ) então integrando em [t0, t] ⊂ I, obtemos:

ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u(t0)) +
l(m0)

2

∫ t

t0

(
ϕ(u(s))2 + |c(s)|

)
ds.

ϕ(u(t)) ≤ ϕ(u(t0)) +
l(m0)

2

∫ t

t0

|c(s)| ds+
l(m0)

2

∫ t

t0

ϕ(u(s))ϕ(u(s))ds.
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Como ā = ϕ(u(t0)) + l(m0)
2

∫ t
t0
|c(s)| ds é uma constante positiva, pela Desigualdade de

Gronwall 1.1.2 temos:

ϕ(u(t)) ≤ āe
∫ t
t0
ϕ(u(s))ds

.

Então existe m1 > 0, tal que ϕ(u(t)) ≤ m1, ∀t ∈ V ∩ I e o resultado �ca provado.

2.3 Comparação de Solução

Nesta seção é desenvolvida a prova do resultado de comparação para problemas

com subdiferencial como parte principal e perturbação não autônoma e não globalmente

Lipschitz. Para isso vamos usar [26] e o resultado de existência demonstrado na seção

anterior.

Primeiramente, vamos introduzir um conceito de ordem em espaço de Banach, o

qual será essencial para os resultados a seguir.

De�nição 2.3.1 Um espaço de Banach ordenado é um par (X,≤), onde X é um espaço

de Banach e ≤ é uma relação de ordem em X satisfazendo:

1. x ≤ y implica que x+ z ≤ y + z, onde x,y,z ∈ X;

2. x ≤ y implica que λx ≤ λy, onde x,y ∈ X e 0 ≤ λ ∈ R;

3. O cone positivo C = {x ∈ X : x ≥ 0} é fechado em X.

De�nição 2.3.2 Sejam (X,≤) e (Y,≺) espaços de Banach ordenados. Dizemos que a

aplicação T : X → Y é crescente se, e s omente se, x ≤ y implica que T (x) ≺ T (y).

Considere H um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉 e norma |·| . Seja
A um operador maximal monótono em H possivelmente multívoco e S(t) o semigrupo

gerado por −A. Vamos colocar as seguintes notações:

• A0x é o elemento com menor norma;

• Jλ := (I + λA)−1 é o resolvente de A;

• Aλ := I−Jλ
λ

é a aproximação de Yosida de A;
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• Seja C o cone positivo fechado em H e seja a aplicação IC : H → [0,+∞] dada por

(2.13) IC(x) =

{
0 se x ∈ C
+∞ se x /∈ C

a qual é convexa, própria e semicontínua inferiormente e portanto ∂IC é um operador

maximal monótono em H.

Seja ϕ : H → (−∞,+∞] uma aplicação própria, convexa e semicontínua inferi-

ormente (s.c.i). De�nimos

ϕµ(u) =
1

2µ

∣∣u− (I + µ∂ϕ)−1u
∣∣2 + ϕ

(
I + µ∂(ϕ)−1u

)
.

Como está de�nida, ϕµ é convexa, Frechêt-diferenciável e ∂ϕµ = (∂ϕ)µ. Além

disso, ϕµ(x) ↑ ϕ(x) quando µ ↓ 0, ∀x ∈ H. (ver Proposição 2.11 em [12]).

O próximo teorema é usado na demonstração de todos os resultados de compara-

ção desta seção.

Teorema 2.3.1 (Teorema 2.2 p. 321, [26]) Seja ϕ uma aplicação em H convexa, própria

e s.c.i. e sejam A,B operadores maximais monótonos em H satisfazendo

O-2 ϕ
(
ProjD(A)x− ProjD(B)y

)
≤ ϕ(x− y), ∀x, y ∈ H.

Então são equivalentes:

1- ϕ((I + λA)−1x− (I + λB)−1y) ≤ ϕ(x− y) ∀x, y ∈ H, ∀λ > 0;

2- 〈Aλx−Bλy, z〉 ≥ 0, ∀z ∈ ∂ϕ(x− y), λ > 0;

3- 〈Aλx−Bλy, ∂ϕµ(x− y)〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ H, ∀λ, µ > 0;

4- 〈A0x−B0y, ∂ϕµ(x− y)〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ H, ∀µ > 0;

5- ϕµ(SA(t)x− SB(t)y) ≤ ϕµ(x− y), ∀t, µ > 0, ∀x ∈ D(A), ∀y ∈ D(B).

6- ϕ(SA(t)x− SB(t)y) ≤ ϕ(x− y), ∀t > 0, ∀x ∈ D(A), ∀y ∈ D(B).

O próximo teorema dá uma condição necessária e su�ciente para que o semigrupo

S(t); t ≥ τ gerado por um operador maximal monótono −A seja crescente.

Teorema 2.3.2 (Teorema 3.1 p.324, [26]) Seja A um operador maximal monótono em

H satisfazendo:

O-3 IC(ProjD(A)x− ProjD(A)y) ≤ IC(x− y), ∀x, y ∈ H.
Então são equivalentes:

1- Se x ≥ y então (I + λA)−1x ≥ (I + λA)−1y, ∀x, y ∈ H, ∀λ > 0;
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2- Se x ≥ y então S(t)x ≥ S(t)y, ∀t ≥ τ, ∀x, y ∈ D(A).

Além disso, se S(t)0 = 0, t ≥ τ temos que

3- Se x ≥ 0 então S(t)x ≥ 0 ∀t ≥ τ, ∀x ∈ D(A) e neste caso dizemos que o

semigrupo é positivo.

Teorema 2.3.3 (Teorema 3.3 p.325, [26]) Sejam τ ∈ R qualquer e T ≥ τ. Sejam

f(t), f(t) ∈ L1(τ, T ;H) e u0 ∈ D(A). Suponha que u e u são, respectivamente, soluções

fracas dos seguintes problemas:

(2.14)

{
d
dt
u(t) + A(u(t)) 3 f(t)

u(τ) = u0

e

(2.15)

{
d
dt
ū(t) + A(ū(t)) 3 f̄(t)

ū(τ) = ū0

Se A é um operador maximal monótono em H com resolvente crescente e sat-

isfazendo O-3 e se, além disso, f(t) ≥ f(t) q.t.p. em [τ, T ], então u0 ≥ u0 implica

u(t) ≥ u(t), ∀t ∈ [τ, T ].

O Teorema a seguir é uma adaptação para problemas não-autônomos do Teorema

4.3, [26].

Teorema 2.3.4 Sejam ϕ uma aplicação própria, convexa e s.c.i. e u0, ū0 ∈ D(ϕ) com

u0 ≤ ū0. Sejam B,B̄ : [τ, T ] ×D(ϕ) → ℘(H) satisfazendo H.1, H.2 e H.3. Suponha que

∂ϕ tem resolvente crescente e satisfaz O3. Suponha ainda que se x, x̄ ∈ D(ϕ) e x ≤ x̄

então para qualquer b ∈ B(s, x) e b̄ ∈ B̄(s, x) temos b(s) ≤ b̄(s), ∀s ∈ [τ, T ].

Então dada uma solução u(t) do problema

(2.16)

{
d
dt
u(t) + ∂ϕ(u(t)) ∈ B(t, u(t))

u(τ) = u0

existe uma solução ū(t) do problema

(2.17)

{
d
dt
ū(t) + ∂ϕ(ū(t)) ∈ B̄(t, ū(t))

ū(τ) = ū0

onde ū(t) está de�nida em [τ, T0) para algum T0 > τ e u(t) ≤ ū(t), ∀t ∈ [τ, T0).
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Demonstração: Seja T1 > τ tal que u(t), é uma solução de (2.16) em [τ, T1). Como B̄

satisfaz H.2, existe k ∈ (0, 1), tal que

∥∥B(t, u)
∥∥2

+
≤ k ‖∂ϕ(u)‖2

H + l(‖u‖H)(ϕ(u)2 + |c(t)|)

para todo t ∈ [τ, T ] e u ∈ D(∂ϕ).

Dado ε0 > 0 seja

R2 =
2kϕ(u0) + ε0

1− k
Seja h(t) ∈ B(t, u(t)), onde u(t) é a solução de (2.16) em [τ, T1). Com a mesma

notação da seção anterior, considere B|K , a restrição de Bu0,T0,R ao seguinte subconjunto

K = {g ∈ KR,T0 ; g ≥ h}

o qual é compacto em L2(τ, T ;H), pois é um subconjunto fechado em um espaço compacto,

e convexo pois se g1, g2 ∈ K e s ∈ (0, 1) temos

sg1 + (1− s)g2 ≥ sh+ (1− s)h = h.

A�rmação: B|K é uma aplicação multívoca de K em K. De fato. Seja g ∈ K,

como u0 ≤ u0, pelo Teorema 2.3.3 Eτ,T0,u0(h)(t) ≤ Eτ,T0,u0(g)(t).

Por hipótese b(t) ≥ h(t), para concluirmos que b(t) ∈ K basta mostrar que∥∥b∥∥
L2(τ,T0;H)

≤ R, o que é feito de forma inteiramente análoga a demonstração do Teorema

2.1.2, já que K ⊂ KR,T0 .

Assim, do Teorema 2.1.1 existe h ∈ K tal que h ∈ B(h), isto é h(t) ∈ B(t,Eτ,,T0,u0(h)(t)),

onde Eτ,T0,u0(h)(t)u(t) é a solução de (2.17). Como h(t) ≥ h(t), pois h ∈ K pelo Teorema

2.3.3 u(t) ≥ u(t), ∀t ∈ [τ, T0].





Capítulo 3

ATRATOR PULLBACK E TRAJETÓRIAS EXTREMAS EM

DOMÍNIOS LIMITADOS

Neste capítulo vamos considerar problemas não autônomos governados pelo p-

laplaciano aos quais se associam processos multívocos. Para esta classe de problemas, sob

condições apropriadas, vamos obter a existência de atrator no sentido pullback bem como

a existência de uma solução global maximal e uma solução global minimal delimitando o

atrator.

Vamos considerar problemas da forma:

(3.1)


∂
∂t
u− div(|∇u|p−2∇u) ∈ B(t, u(t)), t ≥ τ

u(τ) = u0 ∈ H
u(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

onde Ω ⊂ Rn é um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave, H = L2 (Ω) o espaço de

fase, τ ∈ R, p > max{2, n/2}. O operador Au = −∆pu = −div(|∇u|p−2∇u), p > 2, é

a subdiferencial ∂ϕ de uma função ϕ : H → [0,+∞] própria, convexa e semicontínua

inferiormente, tal que para cada L ∈ (0,+∞) o conjunto
{
u ∈ H;ϕ(u) + ‖u‖2

H ≤ L
}
é

compacto em H e B(t, ·) um operador multívoco em H submetido as seguintes hipóteses:

• H.1 - H.2 dadas no capítulo 2;

Para cada t ∈ R e b(t) ∈ B(t, u(t)) temos:

• H.3 Existem c−(t) > 0 e d−(t) tais que b(t) ≥ c−(t)s+ d−(t) para todo s ∈ R.

Além disso, c− e d− são funções limitadas em limitados, diferenciáveis com derivada

limitada, e as funções |c−(t)| e |d−(t)| são absolutamente contínuas não decrescentes

e limitadas em limitados;

• H.4 Existe c+(t) > 0 tal que para todo δ ∈ R podemos escolher d+(t) = d+
δ (t) tal

que b(t) ≤ c+(t)s+ d+
δ (t) para todo s ≥ −δ

37
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Além disso, c+ e d+ são funções limitadas em limitados, diferenciáveis com derivada

limitada, e as funções |c+(t)| e |d+(t)| são absolutamente contínuas não decrescentes

e limitadas em limitados;

• H.5 Para todo t ∈ R, o operador multívoco B(t, u) é crescente, no seguinte sentido:

se u(x) ≤ v(x) q.t.p. em Ω e a ∈ B(t, u), b ∈ B(t, v) então a(x) ≤ b(x) q.t.p. em Ω;

• H.6 Para cada t ∈ R, B(t, ·) é Lipschitz em limitados deH no seguinte sentido: Para

u(t) ∈ C([a, b];H) e v(t) ∈ C([a, b];H) com u(t), v(t) pertencentes a um subconjunto

limitado B ⊂ H qualquer que seja t ∈ [a, b], existem seleções mensuráveis b(t), b(t) ∈
H tal que b(t) ∈ B(t, u(t)) e b(t) ∈ B(t, v(t)) e existe l : R → R+ localmente

integrável e limitada em limitados, tal que

∥∥b(t)− b(t)∥∥
H
≤ l(t) ‖u(t)− v(t)‖H ,

para todo t ∈ [a, b].

Com B(t, ·) submetida ás hipóteses H.1-H.6 mostramos a existência de duas tra-

jetórias completas, uma maximal e uma minimal, para o problema (3.1) usando a pro-

priedade de preservação de ordem desta equação e a comparação das soluções de (3.1)

com a solução do seguinte sistema auxiliar

(3.2)


∂
∂t
w − div(|∇w|p−2∇w) = C(t)w +D(t), t ≥ τ

w(τ) = u0 ∈ H
w(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

onde C e D são funções limitadas em limitados, diferenciáveis com derivada limitada, e

as funções |C(t)| e |D(t)| são absolutamente contínuas não decrescentes e limitadas em

limitados.

Observação 3.0.1 Como a equação (3.1) satisfaz as hipóteses H-1 - H2, pelo Teorema

2.1.2 temos que (3.1) possui solução local quando o dado inicial, u0, está em W 1,p
0 (Ω).

Vamos denotar a solução local por ũ(t, τ)u0, e quando o dado inicial não for relevante

para as contas apenas por ũ(t). Mostraremos que esta solução será globalmente de�nida

na Proposição 3.1.1 .
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Além disso, podemos garantir a existência de solução forte do problema (3.1)

quando o dado inicial está em H, mas não está em W 1,p
0 (Ω) fazendo um prolongamento

por continuidade no seguinte sentido: Como W 1,p
0 (Ω) é denso em H, dado u0 ∈ H existe

{u0
n}n∈N ⊂ W 1,p

0 (Ω) tal que u0
n → u0 em H. Pelo Teorema 1.3.1 temos que a sequência

de solução forte do problema (2.3) quando o dado inicial está em W 1,p
0 (Ω), denotada por

{un(t, τ)u0
n}n∈N, é pré-compacta em H. Passando a uma subsequência se necessário, temos

que unk(t, τ)u0
nk
→ v(t, τ) em H. De�nindo u(t, τ)u0 := v(t, τ) temos que u(t, τ)u0 é uma

solução fraca e assim, pelo Teorema 1.2.1, uma solução forte para o problema (3.1).

Observação 3.0.2 Sejam u, v ∈ D(A) quaisquer e denote F (t, u) = C(t)u + D(t) e

F (t, v) = C(t)v + D(t), onde C e D satisfazem as hipóteses exigidas na colocação do

problema (3.2). Então

‖F (t, u)− F (t, v)‖H ≤ |C(t)| ‖u− v‖H , para todo t ∈ [τ, T ].

Por hipótese a aplicação |C(t)| é limitada em limitados então segue da Proposição 1.2.3

que o problema (3.2) é bem posto. Denotaremos por w(t, τ)u0 a única solução, calculada

no tempo t, com dado inicial w(τ, τ)u0 = u0.

As Hipóteses H.3 e H.4 são usadas para comparar as soluções do problema (3.1)

com a solução de dois problemas auxiliares:

(3.3)


∂
∂t
w+ −∆pw

+ = C+(t)w+ +D+(t), t ≥ τ

w+(τ) = u0 ∈ H
w+(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

(3.4)


∂
∂t
w− −∆pw

− = C−(t)w− +D−(t), t ≥ τ

w−(τ) = u0 ∈ H
w−(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

,

e assim obter estimativas em L∞(Ω) para as soluções de (3.1), o que garante que, restrito

ao atrator, o �uxo é unívoco e assim podemos obter a existência das trajetórias completas

maximal e minimal para o pullback attractor.
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3.1 Estimativas para as Soluções

Nesta seção, inspirados nas idéias de [63], vamos usar os problemas auxiliares e

o resultado de comparação, Teorema 2.3.4, para obtermos estimativas para a solução do

problema (3.1) as quais garantem a existência de solução global e do atrator no sentido

pullback em L2(Ω) para o problema (3.1).

Lema 3.1.1 Se w é solução de (3.2) existe uma função α : R→ R+ crescente e limitada

em limitados e existe T1 > 0 tal que para todo τ ∈ R temos ‖w(t)‖2
H ≤ α(t) para todo

t− τ ≥ T1 e para todo u0 ∈ H.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (3.2) por w temos

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H +

∫
Ω

−div(|∇w|p−2∇w) · wdx ≤
∫

Ω

|C(t)| |w(t)|2 dx

+

∫
Ω

|D(t)| |w(t)| dx

Usando a desigualdade de Hölder temos

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H +

∫
Ω

(|∇w|p−2∇w)∇wdx ≤ |C(t)| ‖w(t)‖2
H + ‖D(t)‖H ‖w(t)‖H

Multiplicando e dividindo por uma constante η > 0

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H + ‖∇w‖pLp(Ω) ≤
1

η
|C(t)| η ‖w(t)‖2 +

1

η
‖D(t)‖H η ‖w(t)‖H

Usando a Desigualdade de Poincaré e a Desigualdade de Young temos

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H + k1 ‖w(t)‖pH ≤
1

rηr
|C(t)|r +

ηr

r̄
‖w(t)‖2r̄

H

+
1

p̄ηp̄
‖D(t)‖p̄H +

ηp

p
‖w(t)‖pH

onde a constante k1 = k1(Ω, p), r̄ e p̄ é o conjugado de r e p, respectivamente, r̄ = p/2,

r = p/(p− 2) e p̄ = p/(p− 1) então

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H + k1 ‖w(t)‖pH ≤ k2 |C(t)|p/(p−2) + k3 ‖w(t)‖pH + k4 ‖D(t)‖p/(p−1)
H

onde as constantes k2 = k2(η, p), k3 = k3(η, p) e k4 = k4(η, p). Logo, fazendo η tão pequeno

para que k1 − k3 seja positivo teremos

d

dt
‖w(t)‖2

H + 2(k1 − k3)
(
‖w(t)‖2

H

)p/2 ≤ 2k2 |C(t)|p/(p−2) + 2k4 |Ω|p/(2p−2) |D(t)|p/(p−1)
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Como por hipótese |C(t)| e |D(t)| são funções absolutamente contínuas, não de-

crescentes e limitadas em limitados, pelo Lema 1.1.1 temos que para cada t ≥ τ

‖w(t)‖2
H ≤

(
2k2 |C(t)|p/(p−2) + 2k4 |Ω|p/(2p−2) |D(t)|p/(p−1)

2(k1 − k3)

)2/p

+
1

[2(k1 − k3)((p/2)− 1)(t− τ)]1/((p/2)−1)

Então existe T1 > 0, tal que

1

[2(k1 − k3)((p/2)− 1)(t− τ)]1/((p/2)−1)
≤ 1

e para cada t ≥ T1 + τ temos

‖w(t)‖2
H ≤

(
2k2 |C(t)|p/(p−2) + 2k4 |Ω|p/(2p−2) |D(t)|p/(p−1)

2(k1 − k3)

)2/p

+ 1 = α(t).

Observação 3.1.1 Além disso, dado B ⊂ H conjunto limitado, existe uma função α̃ :

R→ R+ crescente e limitada em limitados, tal que para todo τ ∈ R ‖w(t)‖2
H ≤ α̃(t) para

todo t ≥ τ e para todo u0 ∈ B. De fato. Temos

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H ≤ |C(t)| ‖w(t)‖2
H +

1

2
‖D(t)‖2

H +
1

2
‖w(t)‖2

H

= (|C(t)|+ 1/2) ‖w(t)‖2
H +

1

2
|Ω| |D(t)|2

Integrando a equação acima de τ a t com t < T1 + τ temos

1

2
‖w(t)‖2

H ≤
1

2
‖w(τ)‖2

H +
|Ω|
2

∫ t

τ

|D(σ)|2 dσ

+

∫ t

τ

(|C(σ)|+ 1/2) ‖w(σ)‖2
H dσ

Por hipótese C ∈ L1
loc

(R) e D ∈ L2
loc

(R) então pela Desigualdade de Gronwall-Bellman

(Desigualdade 1.1.2) temos para cada t ∈ [τ, T1]

‖w(t)‖2
H ≤ α1(t).

Tomamos α̃(t) = maxt≥τ {α(t), α1(t)} .

Observação 3.1.2 Veja que T1 > 0 foi escolhido tal que

1

[2(k1 − k3)((p/2)− 1)(t− τ)]1/((p/2)−1)
≤ 1

o que não é necessário. Na prática precisamos que esta expressão seja limitada, de forma

que T1 > 0 possa ser escolhido qualquer.
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Lema 3.1.2 Se w é solução de (3.2) existe uma função β : R→ R+ limitada em limita-

dos e crescente e existe T2 > 0, tal que para todo τ ∈ R temos ‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ β(t) para

todo t− τ ≥ T2.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (3.2) por wt temos

‖wt(t)‖2
H +

d

dt

1

p
‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

≤ ‖C(t)w +D(t)‖H ‖wt(t)‖H

Usando a Desigualdade de Young temos

1

2
‖wt(t)‖2

H +
d

dt

1

p
‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

≤ 1

2
‖C(t)w +D(t)‖2

H

Como ‖wt(t)‖2
H ≥ 0, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young obtemos

2

p

d

dt
‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

≤ 1

r
|C(t)|2rH +

1

r̄
‖w(t)‖2r̄

H + |Ω| |D(t)|2

Como W 1,p
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) e sendo r = p/p− 2 e 2r̄ = p temos

d

dt
‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

≤ (p− 2)

2
|C(t)|2p/(p−2) +

|Ω| p
2
|D(t)|2 + L1 ‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

,

onde a constante L1 = L1(Ω, p). Temos para R �xo que∫ t+R

t

L1dθ = L1R = a1,

Por hipótese as funções |C(t)| e |D(t)| são não decrescentes então∫ t+R

t

(p− 2)

2
|C(θ)|2p/(p−2) +

|Ω| p
2
|D(θ)|2 dθ ≤ R

(p− 2)

2
|C(t+R)|2p/(p−2)

+R
|Ω| p

2
|D(t+R)|2 = a2(t)

Multiplicando a primeira equação de (3.2) por w e usando a Desigualdade de

Cauchy obtemos

1

2

d

dt
‖w(t)‖2

H + ‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ |C(t)| ‖w(t)‖2

H + ‖D(t)‖H ‖w(t)‖H

Integrando de t a t + R e usando novamente que por hipótese as funções |C(t)| e |D(t)|
são não decrescentes temos∫ t+R

t

‖w(θ)‖p
W 1,p

0 (Ω)
dθ ≤ 1

2
‖w(t)‖2

H + |C(t+R)|
∫ t+R

t

‖w(θ)‖2
H dθ

+ |Ω|1/2 |D(t+R)|
∫ t+R

t

‖w(θ)‖H dθ
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Pelo Lema 3.1.1, para t− τ > T1∫ t+R

t

‖w(θ)‖p
W 1,p

0 (Ω)
dθ ≤ 1

2
α(t) +R |C(t+R)|α(t+R)

+R |Ω|1/2 |D(t+R)| (α(t+R))1/2 = a3(t)

Usando o Lema Uniforme de Gronwall (Lema 1.1.2) temos

‖w(t+R)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤
(
a3(t)

R
+ a2(t)

)
ea1 = β(t), para todo t− τ ≥ T1.

Fazendo R = T1, obtido pelo Lema 3.1.1, temos T2 = 2T1 e assim,

‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ β(t),

para todo t− τ > T2.

Observação 3.1.3 Além disso, dadoM⊂ W 1,p
0 (Ω) conjunto limitado, existe uma função

β̃ : R → R+ crescente e limitada em limitados, tal que para todo τ ∈ R ‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤

β̃(t) para todo t ≥ τ e para todo u0 ∈M. De fato. Temos

d

dt
‖w(t)‖p

W 1,p
0 (Ω)

≤ (p− 2)

2
|C(t)|2p/(p−2) +

p |Ω|
2
|D(t)|2 + L1 ‖wt(t)‖pW 1,p

0 (Ω)
,

onde L1 = L1(p,Ω).

Como por hipótese C ∈ L2p/(p−2)
loc

(R) e D ∈ L2
loc

(R) podemos integrar de τ a t com

t ≤ T2 então

‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ ‖w(τ)‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
(p− 2)

2

∫ t

τ

|C(θ)|2p/p−2 dθ

+
p |Ω|

2

∫ t

τ

|D(θ)|2 dθ +

∫ t

τ

L1 ‖w(θ)‖p
W 1,p

0 (Ω)
dθ.

Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2)

‖w(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ β1(t), para todo t ∈ [τ, T2]e para todo u0 ∈M.

Tomamos β̃(t) = maxt≥τ {β(t), β1(t)} .

Lema 3.1.3 Se w é solução de (3.2) existe uma função ξ : R→ R+ limitada em limitados

e existe T3 > 0 tal que para todo τ ∈ R temos ‖wt(t)‖2
H ≤ ξ(t) para todo t− τ ≥ T3.
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Demonstração: O raciocínio abaixo tem sido usado para obter estimativas em L2 na

derivada temporal. As justi�cativas quanto à regularidade via de regra são obtidas através

da sequência de aproximação das soluções no processo de Galerkin [32, 33, 80]. Abaixo

apresentamos apenas o procedimento formal.

Derivando a primeira equação de (3.2) e denotando wt = v obtemos

vt − div
(
|∇w|p−2∇v

)
+ (p− 2)

(
−div

(
|∇w|p−4∇w

))
〈∇w,∇v〉

= Ct(t)w(t) + C(t)v(t) +Dt(t)

Multiplicando a equação acima por v obtemos

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

H +

∫
Ω

|∇w(t, x)|p−2 |v(t, x)|2 dx+ (p− 2)

∫
Ω

|∇w(t, x)|p−4 〈∇w(t, x),∇v(t, x)〉2 dx

= 〈Ct(t)w(t) + C(t)v(t) +Dt(t), v〉

≤
∫

Ω

|Ct(t)w(t, x) + C(t)v(t, x) +Dt(t)| |v(t, x)| dx

Sendo as integrais do lado esquerdo da desigualdade positivas e usando a Desigualdade

de Hölder obtemos

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

H ≤ ‖Ct(t)w(t) + C(t)v(t) +Dt(t)‖H ‖v(t)‖H

Usando a Desigualdade de Young e a Desigualdade Triangular temos

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

H ≤
1

2

[
‖Ct(t)w(t) +Dt(t)‖H + |C(t)|2 ‖v(t)‖H

]2
+

1

2
‖v(t)‖2

H

Desenvolvendo o quadrado acima e usando novamente a Desigualdade de Young obtemos

d

dt
‖v(t)‖2

H ≤ 2 ‖Ct(t)w(t) +Dt(t)‖2
H + ‖v(t)‖2

H

(
2 |C(t)|2 + 1

)
Por hipótese |C(t)| é crescente então, �xando R > 0 temos:∫ t+R

t

2 |C(σ)|2 + 1dσ ≤ 2R |C(t+R)|2 +R = a1(t).

Também por hipótese Ct e Dt são limitadas então, usando o Lema 3.1.1 para t− τ > T1

temos∫ t+R

t

2
∥∥∥C ′(t)w(t) +D

′
(t)
∥∥∥2

H
dx ≤

∫ t+R

t

|Cs(s)|2 ‖w(s)‖2
H ds

+

∫ t+R

t

|Cs(s)||Ds(s)| ‖w(s)‖H +

∫ t+R

t

|Ω||Ds(s)|ds

≤ a2(t).
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Por outro lado, multiplicando a primeira equação de (3.2) por wt e usando a Desigualdade

de Young obtemos

1

2
‖wt(t)‖2

H +
1

p

d

dt
‖w(t)‖pW1,p

0

≤ 1

2
‖C(t)w(t) +D(t)‖2

H

≤ 1

2

[∫
Ω

|C(t)|2 |w(t)|2 + 2 |C(t)| |w(t)| |D(t)|

+ |D(t)|2 dx
]
.

Usando a Desigualdade de Young temos

1

2
‖wt(t)‖2

H +
1

p

d

dt
‖w(t)‖pW1,p

0

≤ 1

r
|C(t)|2r + |Ω| |D(t)|2 +

1

r
‖w(t)‖2r

H

Sendo r = p/p− 2 e r = p/2 integrando de t a t+R temos∫ t+R

t

1

2
‖wt(t)‖2

H dx+

∫ t+R

t

1

p

d

dt
‖w(t)‖pW1,p

0

dx

≤
∫ t+R

t

p− 2

p
|C(t)|2p/p−2 dx+ |Ω|

∫ t+R

t

|D(t)|2 dx

+

∫ t+R

t

2

p
‖w(t)‖pH dx

Como T2 > T1 usando a hipótese que |C(t)| e |D(t)| são crescentes, o Lema 3.1.1 e o Lema

3.1.2 para t− τ > T2 obtemos∫ t+R

t

‖wt(t)‖2
H dx+

1

p
‖w(t+R)‖pW1,p

0

≤ 2

p
β(t) +R

(
p− 2

p

)
|C(t+R)|2p/p−2

+ |Ω|R |D(t+R)|2 +
2R

p
(α(t))1/p = a3(t)

Assim, pelo Lema Uniforme de Gronwall (Desigualdade 1.1.2) temos que

‖wt(t+R)‖2
H ≤

(
a3(t)

R
+ a2(t)

)
ea1(t) = ξ(t), para todo t− τ ≥ T2.

Fazendo R = T2, obtido pelo Lema 3.1.2, temos T3 = 2T2 e assim

‖wt(t)‖2
H ≤ ξ(t),

para todo t− τ > T3.

Lema 3.1.4 Se u é uma solução de (3.1) em [τ, Tmax), intervalo maximal de existência

da solução, com Tmax < ∞, existe K : R → R+ limitada em limitados e existe 0 < T4 <

Tmax − τ tal que u(t, τ)u0 ≥ −K(t) para todo t − τ > T4, para todo τ ∈ R e para todo

u0 ∈ H, enquanto u existir.
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Demonstração: Pela hipótese H.3 para cada t ∈ R temos B(t, u) ≥ C−(t)u + D−(t),

para todo u ∈ H. Então pelo princípio da comparação, Teorema 2.3.4, para cada t ≥ τ

enquanto u existir, temos

u(t, τ)u0 ≥ w−(t, τ)u0.

Considerando o problema auxiliar (3.4)

(3.5)

{
−∆pw

−(t) = C−(t)w−(t) +D−(t)− w−t (t), t ≥ τ

w−(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,∀t ≥ τ

é conhecido (ver Teorema 1.2.3) que se C−(t)w−(t) + D−(t) − w−t (t) ∈ H = L2(Ω) com

p > n/2 então w− ∈ L∞(Ω) e ainda∥∥w−(t)
∥∥
L∞(Ω)

≤ k
(∥∥C−(t)w−(t) +D−(t)− w−t (t)

∥∥
H

)
.

Pela Desigualdade triangular temos∥∥C−(t)w−(t) +D−(t)− w−t (t)
∥∥
H
≤
∣∣C−(t)

∣∣ ∥∥w−(t)
∥∥
H

+ |Ω|1/2
∣∣D−(t)

∣∣+
∥∥w−t (t)

∥∥
H
.

Tomando T4 = max {T1, T2} , onde T1, T2 são dados respectivamente, pelos Lema 3.1.1 e

Lema 3.1.2, existe uma aplicação K(t), a qual para cada t depende apenas de |C−(t)| ,
|D−(t)| , ‖w−(t)‖H e

∥∥w−t (t)
∥∥
H
, tal que para todo t− τ > T4 e para todo τ ∈ R temos∥∥w−(t)
∥∥
L∞(Ω)

≤ K(t), para todo u0 ∈ H.

Desde que T4 é escolhido no intervalo onde u está de�nida, temos para t− τ > T4 e para

todo τ ∈ R :

u(t, τ)(u0)(x) ≥ w−(t, τ)(u0)(x) ≥ −K(t), q.t.p x ∈ Ω, para todo u0 ∈ H,

enquanto u existir.

Lema 3.1.5 Se u é uma solução de (3.1) em [τ, Tmax), intervalo maximal de existência

da solução, existe η : R → R+ limitada em limitados e existe 0 < T6 < Tmax − τ tal que

‖u(t, τ)u0‖L∞(Ω) ≤ η(t) para todo t− τ > T6, para todo τ ∈ R e para todo u0 ∈ H.

Demonstração: Pelo Lema 3.1.4, pela hipótese H.4 e pelo princípio de comparação,

Teorema 2.3.4, para cada t− τ ≥ T4 enquanto u existir, temos

u(t, τ)u0 ≤ w+(t, τ)u0.
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Da mesma maneira como foi demonstrado no Lema 3.1.4 se w+ é solução de (3.3) no

intervalo [τ, Tmax], podemos encontrar K̃ : R → R+ limitada em limitados e 0 < T5 <

Tmax− τ tal que ‖w+(t)‖L∞(Ω) ≤ K̃(t), para todo t− τ > T5, para todo τ ∈ R e para todo

u0 ∈ H. Assim, u(t, τ)u0 ≤ K̃(t), para todo t− τ > T5 e todo u0 ∈ H, enquanto u existir.

Tomando T6 = max {T4, T5} temos para t− τ > T6, para todo τ ∈ R, q.t.p. x ∈ Ω e para

todo u0 ∈ H

−K(t)(x) ≤ w−(t, τ)(u0)(x) ≤ u(t, τ)(u0)(x) ≤ w+(t, τ)(u0)(x) ≤ K̃(t)(x),

enquanto u existir.

Portanto, existe η tal que ‖u(t, τ)u0‖L∞(Ω) ≤ η(t) para todo t−τ > T6, para todo

τ ∈ R e para todo u0 ∈ H, enquanto u existir.

Observação 3.1.4 Se ũ é solução de (3.1) no intervalo [τ, Tmax) e Ω é limitado, pela

inclusão L∞(Ω) ⊂ L2(Ω) temos que para todo τ ∈ R, t− τ > T6 e u0 ∈ H

(3.6) ‖ũ(t, τ)u0‖H ≤ k(Ω, p) ‖ũ(t, τ)u0‖L∞(Ω) ≤ k(Ω, p)η(t)

enquanto ũ existir.

Além disso, dado B ⊂ H conjunto limitado, existe uma aplicação η̃ : R → R+

crescente, limitada em limitados tal que ‖ũ(t)‖2
H ≤ η̃(t), para todo t ≥ τ, ũ0 ∈ B, enquanto

ũ existir.

De fato, se ũ é solução forte de (2.3) em [τ, Tmax) existe b ∈ L2(τ, Tmax;H) tal

que b(t) ∈ B(t, ũ(t)), ũ(τ) = u0 e

(3.7) ũt + ∂ϕ(ũ(t)) = b(t)

Multiplicando (3.7) por ũ temos

1

2

d

dt
‖ũ(t)‖2

H + ‖∇ũ(t)‖pLp(Ω) ≤
∫

Ω

|b(t, x)| |ũ(t, x)| dx.

Como ‖∇ũ(t)‖pLp(Ω) ≥ 0 usando a desigualdade de Hölder e de Young temos

1

2

d

dt
‖ũ(t)‖2

H ≤
1

2
‖b(t)‖2

H +
1

2
‖ũ(t)‖2

H .

Para τ ≤ t ≤ T6 + τ, temos∫ t

τ

d

dθ
‖ũ(θ)‖2

H dθ ≤
∫ t

τ

‖b(θ)‖2
H dθ +

∫ t

τ

‖ũ(θ)‖2
H dθ.
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Então

‖ũ(t)‖2
H ≤ ‖ũ(τ)‖+ ‖b(t)‖2

L2(τ,Tmax;H) +

∫ t

τ

‖ũ(θ)‖2
H dθ.

Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2) temos

‖ũ(t)‖H ≤
(
‖ũ0‖+ ‖b(t)‖2

L2(τ,Tmax;H)

)
et−τ = η1(t),

para cada τ ≤ t ≤ T6 + τ,

Tomando η̃(t) = maxt≥τ {η(t), η1(t)} temos

‖ũ(t)‖H ≤ η̃(t),

para todo t ≥ τ, todo τ ∈ R e todo u0 ∈ B.

Observação 3.1.5 Se ũ é solução de (3.1) em [τ, Tmax) pelo Lema 3.1.5 se considerarmos

o intervalo t ∈ [T6, Tmax] teremos ‖u(t, τ)u0‖L∞(Ω) ≤ η̃, onde η(t) ≤ η̃, para todo t ∈
[T6, Tmax], pois η é uma aplicação limitada em limitados. Seja

L =
{
u ∈ H; ‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ η̃

}
pela hipótese H.6, B é Lipschitz em limitados, mais especi�camente existe lη̃ : R → R+

localmente integrável e limitada em limitados, tal que

∥∥b(t)− b(t)∥∥
H
≤ lη̃(t) ‖u− v‖H ,

para todo t ∈ [T6, Tmax] e para todo u, v ∈ L, onde b(t), b(t) ∈ H são funções mensuráveis

tais que b ∈ B(t, u) e b ∈ B(t, v). Então podemos de�nir uma aplicação B̃ globalmente

Lipschitz, basta de�nirmos para cada t ∈ R, b̃(t) : R→ R da seguinte maneira:

(3.8) b̃(t, r) =


b(t, r) r ∈ [−η̃, η̃]

b(t,−η̃) r ≤ −η̃
b(t, η̃) r ≥ η̃

Desta forma se t− τ for su�cientemente grande, então B(t, u(t)) = B̃(t, u(t)), onde B̃ é

operador de Nemitskii associado a b̃.

Lema 3.1.6 Seja ũ solução local de (3.1) no intervalo [τ, Tmax). Dado u0 ∈ H existe

ω : R→ R+ limitada em limitados e existe 0 < T7 < Tmax−τ, tal que ‖ũ(t)‖W 1,p
0 (Ω) ≤ ω(t),

para todo t− τ > T7, ∀τ ∈ R e u0 ∈ H.
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Demonstração: Se ũ é solução forte de (3.1) em [τ, Tmax) existe b ∈ L2(τ, Tmax;H) tal

que b(t) ∈ B(t, ũ(t)), ũ(τ) = u0 e

(3.9) ũt + ∂ϕ(ũ(t)) = b(t).

q.t.p. em t. Multiplicando a equação acima por ũt temos

‖ũt‖2
H + p

d

dt
ϕ(ũ(t)) ≤ 〈b(t), ũt(t)〉

Usando a Desigualdade de Cauchy e a de Young temos

(3.10)
1

2
‖ũt‖2

H + p
d

dt
ϕ(ũ(t)) ≤ 1

2
‖b(t)‖2

Escolhendo T7 = T6, dado pelo Lema 3.1.5 e considerando a Observação 3.1.5, temos que

B é localmente Lipschitz no intervalo [T6, Tmax), ou seja existem funções reais positivas d

e l localmente integráveis tais que ∀ũ ∈ L e t ∈ [T6, Tmax)

‖b(t)‖H ≤ l(t) ‖ũ(t)‖H + d(t)

Integrando (3.10) no intervalo [T6, Tmax) e usando que neste, B é localmente Lipschitz

temos

pϕ(ũ(t)) ≤ pϕ(ũ(T6)) +
1

2

∫ t

T6

(l(θ) ‖ũ(θ)‖H + d(θ))2 dθ

Desenvolvendo o quadrado e usando a Desigualdade de Young temos

p ‖ũ(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ p ‖ũ(T6)‖p

W 1,p
0 (Ω)

+

∫ t

T6

|l(θ)|2 ‖ũ(θ)‖2
H + |d(θ)|2 dθ

Pelo Teorema 1.2.2 a norma ‖ũ(T6)‖p
W 1,p

0 (Ω)
é �nita então, usando (3.6) temos que para

todo τ ∈ R, t− τ > T6, enquanto ũ existir,

(3.11) ‖ũ(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ ‖ũ(T6)‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
(
l̃(t)k(Ω, p)η(t)1/2 + d̃(t)

)
= ω(t),

onde l̃(t) =
∫ t
T6
|l(θ)|2 dθ e d̃(t) =

∫ t
T6
|d(θ)|2 dθ.

Proposição 3.1.1 Considere as hipóteses do teorema de existência local. Então podemos

demonstrar a existência global da solução do problema (3.1).

Demonstração: Pelo Teorema 2.1.2 e pelo Lema de Zorn existe um intervalo maximal,

[τ, Tmax), onde está de�nida a solução local de (3.1) que denotaremos por ũ.



50 Capítulo 3 � Atrator Pullback e Trajetórias Extremas em Domínios Limitados

SejamM⊂ W 1,p
0 (Ω) subconjunto limitado, T6 dado no Lema 3.1.5 e {tn}n∈N uma

sequência de números tais que tn → Tmax. Considerando o intervalo limitado [T6, Tmax]

por (3.6) temos ‖ũ(t, τ)u0‖H ≤ r, pois η é uma função limitada em limitados assim,

a sequência {ũ(tn)}n∈N está contida em BH
r (0), a bola de centro zero e raio r em H.

Como esta bola é fracamente compacta em H temos que, passando a uma subsequência,

ũ(tnk) ⇀ v em H.

Por (3.11) em [T6, Tmax] temos ‖ũ(t, τ)u0‖W 1,p
0 (Ω) ≤ r̃, pois ω é uma função limi-

tada em limitados assim, a sequência {ũ(tn)}n∈N está contida em B
W 1,p

0 (Ω)
r̃ (0), a bola de

centro zero e raio r̃ em W 1,p
0 (Ω). Como p > n/2 a inclusão W 1,p

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) é compacta

e temos que ũ(tnk)→ v em H. De�na ũ(Tmax) = v e considere

(3.12)

{
ût −∆pû ∈ B(t, û(t)), t ≥ Tmax

û(Tmax) = v ∈ H

Pelo Teorema 2.1.2 existe T̃max, tal que û é solução de (3.12) em [Tmax, T̃max). De�na

(3.13) u(t) =

{
ũ(t), t ∈ [τ, Tmax)

û(t), t ∈ [Tmax, T̃max)

Se mostrarmos que u é contínua ou seja, que toda subsequência de {ũ(tn)}n∈N converge

para v em H e que u é solução forte de (3.1) teremos uma solução em [τ, T̃max), con-

tradizendo a maximalidade do intervalo dado inicialmente.

Suponhamos que existam subsequências {ũ(tnk)}k∈N e
{
ũ(tnj)

}
j∈N de {ũ(tn)}n∈N

tais que ũ(tnk)→ v1 quando tnk → Tmax e ũ(tnj)→ v2 quando tnj → Tmax, com v1 6= v2.

Seja 0 < δ = dist(v1, v2)/4 tal que as vizinhanças Oδ(v1) e Oδ(v2) satisfaçam

Oδ(v1) ∩ Oδ(v2) = ∅. Pelas convergências existe N1 ∈ N, tal que ũ(tnk) ∈ Oδ(v1)

para todo k ≥ N1 e existe N2 ∈ N, tal que ũ(tnj) ∈ Oδ(v2) para todo j ≥ N2 então∥∥ũ(tnk)− ũ(tnj)
∥∥
H
> δ para j, k ≥ N = max {N1, N2} .

Como ũ é solução forte de (3.1) em [τ, Tmax) existe b̃ ∈ L2(τ, Tmax) com b̃(t) ∈
B(t, ũ(t)). Então

1

2

d

dt
‖ũ(θ)− ũ(θ + s)‖2

H ≤
〈
b̃(θ)− b̃(θ + s), ũ(θ)− ũ(θ + s)

〉
Integrando no intervalo [T6, Tmax) e usando a Desigualdade de Cauchy temos

1

2
‖ũ(t)− ũ(t+ s)‖2

H −
1

2
‖ũ(T6)− ũ(T6 + s)‖2

H

≤
∫ t

T6

∥∥∥b̃(θ)− b̃(θ + s)
∥∥∥
H
‖ũ(θ)− ũ(θ + s)‖H dθ
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Neste intervalo B é Lipschitz, ou seja existe l : R→ R+ localmente integrável tal que

‖ũ(t)− ũ(t+ s)‖2
H ≤ ‖ũ(T6)− ũ(T6 + s)‖2

H +

∫ t

T6

2l(θ) ‖ũ(θ)− ũ(θ + s)‖2
H dθ

Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2), fazendo θ = tnk e θ+s = tnj

temos: ∥∥ũ(tnk)− ũ(tnj)
∥∥
H
≤ ‖ũ(T6)− ũ(T6 + s)‖2

H e
2l̃(t),

onde l̃(t) =
∫ t
T6
l(θ)dθ. Fazendo s→ 0, pela continuidade de ũ temos que o lado direito da

desigualdade vai a zero, contradizendo os argumentos acima. Logo, toda subsequência de

{ũ(tn)}n∈N converge para v em H.

Mostremos que u é solução forte de (3.1) em [τ, T̃max) para isso vamos checar a

desigualdade da Proposição 1.2.2 para o caso s ≤ Tmax ≤ θ, pois os casos s ≤ θ ≤ Tmax e

Tmax ≤ s ≤ θ são diretos.

Como û é solução forte de (3.12) em [Tmax, T̃max) existe b̂ ∈ L2(τ, Tmax) com

b̂(t) ∈ B(t, û(t)). Então de�nimos

(3.14) b(t) =

{
b̃(t), t ∈ [τ, Tmax]

b̂(t), t ∈ [Tmax, T̃max]

Claramente b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p. t ∈ (τ, T̃max). Então para x ∈ D(A), e sabendo que

por de�niçãoo ũ(Tmax) = v = û(Tmax) temos:

‖u(θ)− x‖2
H = ‖û(θ)− x‖2

H

≤ ‖û(Tmax)− x‖2
H + 2

∫ θ

Tmax

〈
b̂(r) + Ax, û(r)− x

〉
dr

= ‖ũ(Tmax)− x‖2
H + 2

∫ θ

Tmax

〈
b̂(r) + Ax, û(r)− x

〉
dr

≤ ‖ũ(s)− x‖2
H + 2

∫ Tmax

s

〈
b̃(r) + Ax, ũ(r)− x

〉
dr

+ 2

∫ θ

Tmax

〈
b̂(r) + Ax, û(r)− x

〉
dr

≤ ‖u(s)− x‖2
H + 2

∫ θ

s

〈b(r) + Ax, u(r)− x〉 dr

Assim, provamos que u é uma solução fraca, mas como b ∈ L2(τ, Tmax;H) é

conhecido do Teorema 1.2.1 que é uma solução forte.
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Observação 3.1.6 Se u é solução global de (3.1), ∀τ ∈ R temos pelo Lema 3.1.5 que

‖u(t)‖L∞(Ω) ≤ η(t), ∀t− τ > T6, pela Observação 3.1.4 que ‖u(t)‖H ≤ η̃(t), ∀t− τ > T6 e

de (3.11) que ‖u(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ ω(t), ∀t− τ > T6.

3.2 Trajetórias extremas para o atrator pullback

Nesta seção vamos mostrar que o problema (3.1) possui um processo multívoco o

qual é semi-contínuo superiormente e depois provaremos a existência do atrator pullback o

qual será invariante pelo processo. Em seguida mostraremos que, uma vez que o processo

goza de uma propriedade de unicidade eventual, então existem duas trajetórias completas

extremas, uma maximal e outra minimal.

3.2.1 O Processo Multívoco

De�nição 3.2.1 (ver [74] pg. 501) A função contínua u : [τ, T ] → D(A) é solução

integral de (3.1) se u(τ) = u0 e existe b(·) ∈ L1([τ, T ];H) com b(t) ∈ B(t, u(t)) e a

seguinte desigualdade é veri�cada

‖u(t)− x‖2 ≤ ‖u(σ)− x‖2 + 2

∫ t

σ

〈b(s) + Au(s), u(s)− x〉 ds,

para todo x ∈ D(A), q.t.p em [τ, T ], e τ ≤ σ ≤ t ≤ T.

É conhecido da Proposição 3.6 em ([12]) que toda solução forte de (3.1) é também

uma solução integral.

Como provamos na Proposição 3.1.1 a existência global de solução forte para o

problema (3.1) podemos de�nir o Processo Multívoco {U(t, τ)}t≥τ , como segue:

(3.15) U(t, τ)v = {ϕ(t);ϕ(τ) = v}

onde ϕ(·) são as soluções integrais de (3.1) em [τ, t] tais que ϕ(τ) = v. Também deno-

taremos um elemento de U(t, τ)v como ϕ(t, τ)v.

Vamos mostrar que com esta de�nição {U(t, s)}t≥s é de fato um processo multívoco

exato:

Proposição 3.2.1 Se −∞ < τ ≤ s ≤ t < +∞ e se v ∈ H temos

1. U(τ, τ)v = v
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2. U(t, τ)v = U(t, s)U(s, τ)v

Demonstração: Pela de�nição de U(τ, τ)v temos que a primeira sentença é verdadeira.

Para mostrarmos 2, provemos inicialmente a seguinte inclusão

U(t, τ)v ⊂ U(t, s)U(s, τ)v

Dado ϕ(t) ∈ U(t, τ)v, claramente ϕ(s) ∈ U(s, τ)v. Se de�nirmos ψ(t) = ϕ(t),∀t ≥
s temos que ψ(t) ∈ U(t, s)ϕ(s) ou seja, ψ(t) ∈ U(t, s)U(s, τ)v.

Agora mostremos a inclusão contrária

U(t, s)U(s, τ)v ⊂ U(t, τ)v

Tome ϕ1(s) ∈ U(s, τ)v e ϕ2(t) ∈ U(t, s)ϕ1(s). De�na

(3.16) ψ(σ) =

{
ϕ1(σ), σ ∈ [τ, s]

ϕ2(σ), σ ∈ [s, t]

Como ϕ1(·) é uma solução integral de (3.1) em [τ, s], sabemos que existe b1(·)
∈ L1(τ, s;H) com b1(σ) ∈ B(σ, ϕ1(σ)), q.t.p. em (τ, s). Analogamente existe b2(·) ∈
L1(s, t;H) com b2(σ) ∈ B(σ, ϕ2(σ)), q.t.p em (s, t). De�na

(3.17) b(σ) =

{
b1(σ), σ ∈ [τ, s]

b2(σ), σ ∈ [s, t]

Claramente b(t) ∈ B(t, ψ(t)) q.t.p. em (τ, t) e, para completar a demonstração, basta

provarmos que ψ(·) é uma solução integral de (3.1) em [τ, t]. Vamos mostrar a desigualdade

da De�nição 3.2.1 para o caso σ ≤ s ≤ θ, pois os casos σ ≤ θ ≤ s e s ≤ σ ≤ θ são

imediatos. Então

‖ψ(θ)− x‖2
H = ‖ϕ2(θ)− x‖2

H

≤ ‖ϕ2(s)− x‖2
H + 2

∫ θ

s

〈b2(r) + Ax, ϕ2(r)− x〉 dr

= ‖ϕ1(s)− x‖2
H + 2

∫ θ

s

〈b2(r) + Ax, ϕ2(r)− x〉 dr

≤ ‖ϕ1(σ)− x‖2
H + 2

∫ s

σ

〈b1(r) + Ax, ϕ1(r)− x〉 dr

+ 2

∫ θ

s

〈b2(r) + Ax, ϕ2(r)− x〉 dr

≤ ‖ψ(σ)− x‖2
H + 2

∫ θ

σ

〈b(r) + Ax, ψ(r)− x〉 dr

qualquer que seja x ∈ D(A).
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3.2.2 Existência do atrator pullback em L2(Ω)

O próximo resultado é necessário para garantirmos a existência do atrator pull-

back para {U(t, τ)}t≥τ . Observamos que basta mostrarmos a semicontinuidade superior

no caso da perturbação B ser Lipschitz pois ainda assim, o Teorema 1.4.3 continua válido.

Proposição 3.2.2 A aplicação v → U(t, τ)v é semicontínua superiormente para todo

v ∈ H e todo t ≥ τ. Além disso, para cada v ∈ H,U(t, τ)v é fechado.

Demonstração: Considere uma sequência de dados iniciais {un0}n∈N ⊂ H com un0 → u0

em H. Mostremos que un(t) → u(t) em H, onde {un(t)}n∈N é uma sequência onde cada

elemento un(t) é uma solução de (3.1) com dado inicial un0 ou seja, un(t) ∈ U(t, τ)un0 .

Como a perturbação B é Lipschitz, da Observação 3.1.4 e do Teorema 1.3.1 a sequên-

cia {un(t)}n∈N é pré-compacta em H ou seja, existe uma subsequência
{
uk(t)

}
k∈N de

{un(t)}n∈N tal que uk(t)→ w(t) em H. Pela Observação 1.4.1 basta mostrarmos que w é

solução de (3.1) com dado inicial u0.

Desde que un(t) é uma solução forte, para cada n ∈ N existe bn ∈ L2(τ, T ;H) tal

que bn(t) ∈ B(t, un(t)) q.t.p. t ∈ (τ, T ) com

(3.18)
1

2
‖un(t)− x‖2 ≤ 1

2
‖un(s)− x‖2 +

∫ t

s

〈bn(σ) + Ax, un(σ)− x〉 dσ

q.t.p. τ ≤ s ≤ t ≤ T e x ∈ D(A).

Temos que ‖bn(t)‖L2(τ,T ;H) é limitada ∀n, então existe uma subsequência
{
bk
}
k∈N

de {bn}n∈N tal que bk ⇀ b em L2(τ, T ;H) daí, pela Hipótese H.1, b(t) ∈ B(t, u(t)) q.t.p.

t ∈ [τ, T ]. Passando o limite em (3.18) quando n→∞, do lado esquerdo da desigualdade

teremos pela Proposição III.5 em [13]

〈bn − Ax, un − x〉L2(s,t:H) → 〈b− Ax, u− x〉L2(s,t:H)

Ou seja, ∫ t

s

〈bn(σ) + Ax, un(σ)− x〉 dσ →
∫ t

s

〈b(σ) + Ax, u(σ)− x〉 dσ

Então
1

2
‖w(t)− x‖2 ≤ 1

2
‖w(s)− x‖2 +

∫ t

s

〈b(σ) + Ax,w(σ)− x〉 dσ

Isto implica que w é uma solução de fraca de (3.1) e pelo Teorema 1.2.1 uma

solução forte. Como para todo t ≥ τ un(t) ⇀ w(t) em H, pois as soluções un(t) são

uniformemente limitadas em H temos que un(τ) = un0 ⇀ w(τ). Pela unicidade do limite

w(τ) = u0.
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Dado qualquer v ∈ H, para mostrarmos que U(t, τ)v é fechado, tomamos z ∈
U(t, τ)v então existe uma sequência {un(t)}n∈N ∈ U(t, τ)v tal que un(t)→ z em H. Como

provamos anteriormente, z é uma solução de (3.1) então temos que z ∈ U(t, τ)v, o que

implica que U(t, τ)v é fechado.

Teorema 3.2.1 Suponha que o operador B satisfaz as condições H.1-H.4 e H.6, então o

problema (3.1) tem um atrator pullback A = {A(t)}t∈R em H.

Demonstração: Da Observação 3.1.6 obtivemos, para cada t − τ > T6, uma bola de

centro zero e raio ω(t) que denotaremos por BW 1,p
0 (Ω)

ω(t) (0) em W 1,p
0 (Ω), que atrai no sentido

pullback as soluções de (3.1) no instante t com dados iniciais em um subconjunto limitado

M⊂ H = L2(Ω).

De fato. Como ‖u(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
≤ ω(t) para t − τ > T6, quando fazemos τ → −∞

temos que U(t, τ)M ⊂ B
W 1,p

0 (Ω)

ω(t) (0) para t − τ > T6. Ou seja, para cada t existe τ0 =

t− T6 < t tal que

dist(U(t, τ)M, B
W 1,p

0 (Ω)

ω(t) (0))→ 0, ∀τ < τ0.

Sendo p > n/2 a inclusão W 1,p
0 (Ω) ⊂ H é compacta e assim, o conjunto BW 1,p

0 (Ω)

ω(t) (0)
H

é

compacto em H. Logo, para todo τ ∈ R e t−τ > T6 obtemos uma família, A = {A(t)}t∈R ,

de conjuntos compactos onde A(t) = B
W 1,p

0 (Ω)

ω(t) (0)
H

que atrai, no sentido pullback, as

soluções de (3.1) em H. Pelo Teorema 1.4.3, A é o atrator pullback para (3.1) em H.

3.2.3 Invariância do Atrator Pullback

Primeiramente observe que o atrator pullback possui a seguinte caracterização:

Proposição 3.2.3 Seja {U(t, τ)}t≥τ um processo multívoco associado ao problema (3.1)

e A seu atrator pullback. Então
⋃
τ≤tA(τ) é limitado para cada t ∈ R.

Demonstração: Pelo Teorema 1.4.5 basta mostrarmos que {U(t, τ)}t≥τ é fortemente

limitado dissipativo. Dado B ⊂ H limitado e t0 ≤ t pelo Teorema 3.2.1, BW 1,p
0 (Ω)

ω(t) (0)
H

atrai U(t0, τ)B ou seja, existe τ0 < t0

dist(U(t0, τ)B,B
W 1,p

0 (Ω)

ω(t0) (0)
H

)→ 0, ∀τ < τ0.
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Dado u(t0) ∈ U(t0, τ)B temos pela Observação 3.1.6 que ‖u(t0)‖W 1,p
0 (Ω) ≤ ω(t0) ≤ ω(t),

para todo t − τ > T6, pois a função real ω é crescente. Logo, U(t0, τ)B ⊂ B
W 1,p

0 (Ω)

ω(t) (0)
H

,

para todo τ < τ0. Isto implica que {U(t, τ)}t≥τ é fortemente limitado dissipativo.

A demonstração da Proposição 3.1.1 mostra que as soluções dos problemas que

consideramos gozam da propriedade da concatenação descrita abaixo, que será referida

posteriormente como Hipótese ou Condição H.7:

H.7 Sejam τ, s ∈ R quaisquer com τ ≥ s. Suponha que ϕ1(·) := ϕ1(·, s)v1 é uma

solução integral com dado inicial (s, v1), isto é, ϕ1(t, s)v1 ∈ U(t, s)v1, para todo t ≥ s, e

ϕ2(·) := ϕ2(·, τ)v2 é uma solução integral com dado inicial (τ, v2). Se ϕ1(σ) = ϕ2(σ) para

algum σ ≥ τ e σ ≥ s. Seja

(3.19) ψ(t) =

{
ϕ1(t), t ∈ [s, σ]

ϕ2(t), t > σ

então ψ(·) é uma solução integral de (3.1) com dado inicial (s, v1), ou seja, ψ(t, s)v1 ∈
U(t, s)v1 para todo t > s.

Proposição 3.2.4 Seja {U(t, τ)}t≥τ um processo multívoco semi-contínuo superiormente

com U(t, τ) fechado para todo par (t, τ) com t ≥ τ, satisfazendo a Hipótese H.7. Suponha

ainda, que exista um atrator no sentido pullback A = {A(t)}t∈R para {U(t, τ)}t≥τ , com⋃
τ≤tA(τ) limitado para cada t ∈ R. Então temos que A é invariante pelo processo. Ou

seja,

U(t, τ)A(τ) = A(t).

Demonstração: Já temos da De�nição 1.4.7 a semi-invariância do atrator, ou

seja A(t) ⊂ U(t, τ)A(τ), ∀t ≥ τ . Provaremos agora a inclusão U(t, τ)A(τ) ⊂ A(t),∀t ≥ τ.

Tome y ∈ A(τ). Pela semi-invariância temos que y ∈ U(τ, sn)A(sn) para todo

sn ∈ (−∞, τ ]. Então y = ϕn(τ) := ϕn(τ, sn)yn para algum ϕn(τ) ∈ U(τ, sn)yn e yn ∈
A(sn).

Seja ϕ(t) := ϕ(t, τ)y = ϕ(t, τ)ϕn(τ, sn)yn. De�na

(3.20) ψn(s) =

{
ϕn(s), s ∈ [sn, τ ]

ϕ(s), s ∈ [τ, t]

Temos da Hipótese H.7 que ψn(t) ∈ U(t, sn)yn. Além disso ϕ(t, τ)y = ψn(t, sn)yn.
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Logo, ϕ(t, τ)y = limsn→−∞ψn(t, sn)yn. Uma vez que estamos supondo que existe

atrator, pela Proposição 1.4.1 o processo é condicionalmente assintoticamente compacto.

Como yn ∈ A(sn) ⊂
⋃
sn≤τ A(sn) ⊂ B ∈ B(H), temos que este limite existe e assim, pelo

Lema 1.4.2, ϕ(t, τ)y ∈ ω(t, B) para algum B ∈ B(H). Portanto, do Teorema 1.4.3, item

2, vem que ϕ(t, τ)y ∈ A(t), o que implica que U(t, τ)A(τ) ∈ A(t).

3.2.4 Trajetórias completas extremas

Antes de enunciarmos o resultado que garante a existência das trajetórias comple-

tas extremas para o atrator pullback associado ao problema (3.1) vamos fazer as seguintes

de�nições.

De�nição 3.2.2 Seja (X,≤) um espaço de Banach ordenado. Um processo multívoco é

monótono se dados x0, y0 ∈ X com x0 ≤ y0 temos:

Dada ϕ(t, τ)x0 ∈ U(t, τ)x0 existe ψ(t, τ)y0 ∈ U(t, τ)y0 tal que

ϕ(t, τ)x0 ≤ ψ(t, τ)y0,∀t ≥ τ.

Analogamente, dada ξ(t, τ)y0 ∈ U(t, τ)y0 existe η(t, τ)x0 ∈ U(t, τ)x0, tal que

η(t, τ)x0 ≤ ξ(t, τ)y0,∀t ≥ τ.

É importante assumir que a ordem é compatível com a topologia no seguinte

sentido (ver [21] pg 303):

1. Qualquer conjunto limitado B ⊂ X está contido em algum 'intervalo', isto é, existe

a ≤ b tal que B ⊂ [a, b] = {x ∈ X; a ≤ x ≤ b} .

2. Se xn → x, yn → y e xn ≤ yn, então x ≤ y.

De�nição 3.2.3 Seja X um espaço métrico. Uma trajetória completa ou solução global

para um processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ é uma função ξ : R → X, tal que ξ(t) ∈
U(t, τ)ξ(τ),∀t ≥ τ.

A próxima de�nição é importante para garantir a unicidade dentro do atrator e

assim provarmos a existência das trajetórias maximal e minimal para o atrator pullback.

De�nição 3.2.4 Dizemos que um problema tem eventual unicidade de solução se dado

B ⊂ H subconjunto limitado existe T0 > 0 tal que se S − τ > T0 e v ∈ U(S, τ)B então

U(t, S)v é unitário ∀t > S > τ + T0, ∀τ ∈ R.
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Observação 3.2.1 Dado B ∈ B(H), pelo Lema 3.1.5 (considerando que a solução é

global) fazemos T0 = T6 e teremos para S−τ > T0 e v ∈ U(S, τ)B que existe um aplicação

positiva limitada em limitados η, tal que −η(t) ≤ u(t, τ)v ≤ η(t). Para t ∈ [T0 + τ, T ],

onde T > T0 + τ é um número qualquer, B é globalmente Lipschitz pela Observação 3.1.5.

Assim, para t > S > τ + T0, ∀τ ∈ R temos unicidade de solução para (3.1). Ou seja, o

problema (3.1) tem eventual unicidade.

Observação 3.2.2 Dentro do atrator pullback A = {A(t)}t≥τ temos unicidade de solução.

De fato, tome a(t) ∈ A(t), pela semi-invariância do atrator a(t) ∈ U(t, σ)A(σ),∀σ ∈ R,
com t ≥ σ. Em particular escolha σ tal que σ > T0 + τ. Como U(t, σ)A(σ) é unitário se

t > σ > τ + T0 temos que a(t) = u(t, σ)aσ, para algum aσ ∈ A(σ) ⊂ U(σ, τ)A(τ), com

σ > T0 + τ e A(τ) subconjunto limitado.

De�nição 3.2.5 Uma trajetória completa para um processo {U(t, s)}t≥s é uma função

ξ : R→ X tal que ξ(t) = U(t, τ)ξ(τ) (ver [23]).

Agora podemos enunciar o teorema que garante a existência de trajetórias completas que

�delimitam� em um certo sentido o atrator pullback.

Teorema 3.2.2 Seja {U(t, τ)}t≥τ um processo multívoco semicontínuo superiormente e

monótono e seja A = {A(t)}t∈R seu atrator pullback com ∪τ≤tA(τ) limitado para cada

t ∈ R. Se vale a eventual unicidade de soluções então existem T0 > 0 e x∗(t), x∗(t) ∈ A
tal que, para todo t ≥ S ≥ T0 + τ e τ ∈ R qualquer, temos:

1. x∗(t) (respectivamente x∗(t)) é a trajetória completa minimal (respectivamente max-

imal) no sentido que para qualquer a(t) ∈ A temos x∗(t) ≤ a(t) ≤ x∗(t), ∀t ≥ S ≥
T0 + τ ;

2. U(t, S)x∗(S) = x∗(t), ∀t ≥ S ≥ T0 + τ e U(t, S)x∗(S) = x∗(t), ∀t ≥ S ≥ T0 + τ ou

seja, x∗ e x∗ são trajetórias completas;

Demonstração: Se {U(t, τ)}t≥τ é um processo multívoco monótono eA = {A(t)}t∈R seu

atrator pullback temos que A(t) ⊂ [x(t), x(t)], onde x(t) e x(t) pertencem ao subconjunto

limitado B ⊂ H.
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Da invariância do atrator pullback A = {A(t)}t≥τ e para t ≥ S temos

U(t, S)A(S) = A(t),∀t ≥ S ≥ T0 + τ.

Seja a(t) ∈ A(t) para todo t ≥ S ≥ T0+τ, então existe a(S) ∈ A(S) tal que U(t, S)a(S) =

a(t) e x(S) ≤ a(S) ≤ x(S). Como o processo é monótono, dado u(t, S)x(S) existe

u(t, S)a(S) tal que u(t, S)x(S) ≤ u(t, S)a(S).

Como dentro do atrator pullback para t ≥ S ≥ T0 +τ temos unicidade de solução,

dado u(t, S)x(S) temos que u(t, S)a(S) ≤ u(t, S)x(S). Desde que U(t, S)a(S) = a(t) então

u(t, S)x(S) ≤ a(t) ≤ u(t, S)x(S),∀t ≥ S ≥ T0 + τ.

Temos que A(t) atrai no sentido pullback x(S) e x(S) pois são limitados em

H ou seja, para cada t ≥ S ≥ T0 + τ dist(u(t, S)x(S),A(t))
S→−∞→ 0 e analogamente,

dist(u(t, S)x(S),A(t))
S→−∞→ 0.

Isto implica, como A(t) é compacto, que existem x∗(t), x
∗(t) ∈ A(t) e subsequên-

cias {u(t, sn)x(sn))}sn≤S e {u(t, sn)x(sn)}sn≤S tais que,

limn→∞u(t, sn)x(sn) = x∗(t) e limn→∞u(t, sn)x(sn) = x∗(t),

onde x∗(t), x∗(t) ∈ A(t), pois ∪τ≤tA(τ) é limitado para cada t ∈ R. Pela compatibilidade

da ordem com a topologia x∗(t) ≤ a(t) ≤ x∗(t),∀t ≥ S ≥ T0 + τ e ∀a(t) ∈ A(t).

A�rmação: Existe único x∗(t) ∈ A(t) tal que x∗(t) ≤ a(t), para todo a(t) ∈ A(t)

e t ≥ S.

De fato. Suponha que x1
∗(t) ∈ A(t) e x1

∗(t) ≤ a(t) para todo a(t) ∈ A(t),

em particular x1
∗(t) ≤ x∗(t). Por outro lado, x∗(t) ≤ a(t) para todo a(t) ∈ A(t) então

x∗(t) ≤ x1
∗(t) e assim, x∗(t) = x1

∗(t). Analogamente, prova-se que existe único x∗(t) ≥ a(t)

e assim, A(t) ⊂ [x∗(t), x
∗(t)], para todo t ≥ S ≥ T0 + τ.

A�rmação: U(t, S)x∗(S) = x∗(t).

De fato. Seja x1
∗(t) = U(t, S)x∗(S) mostremos que x1

∗(t) ∈ A(t) e x1
∗(t) ≤ a(t),

para todo a(t) ∈ A(t) e todo t ≥ S então pela a�rmação anterior x∗(t) = x1
∗(t). Como

x∗(S) ∈ A(S) e U(t, S)A(S) ⊂ A(t) temos x1
∗(t) = U(t, S)x∗(S) ∈ U(t, S)A(S) ⊂ A(t).

Agora seja a(t) ∈ A(t) então existe a(S) ∈ A(S) tal que U(t, S)a(S) = a(t), pois

A(t) ⊂ U(t, S)A(S). Sendo x∗(S) ≤ a(S) como o processo multívoco é monótono temos

x1
∗(t) = U(t, S)x∗(S) ≤ U(t, S)a(S) = a(t)
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Conclusão: Seja B ⊂ H um subconjunto qualquer limitado. Considerando as

hipóteses H.1-H.4 e H.6 e a Proposição 3.1.1 o problema (3.1) tem solução global garan-

tida, assim podemos de�nir o processo multívoco {U(t, τ)}t≥τ . Pelo Teorema 3.2.1 con-

seguimos um pullback attractor para {U(t, τ)}t≥τ , pela Observação 3.2.1 existe T0 > 0

tal que temos a eventual unicidade de solução para o problema (3.1), ∀t ≥ S ≥ T0 + τ.

Então pela Observação 3.1.6 A(t) ⊂ [x(t), x(t)], onde x(t) = −η(t) e x(t) = η(t) per-

tencem a B. Da Observação 3.2.3 temos unicidade de solução dentro do atrator pullback

e então vale a invariância. Portanto, considerando a Proposição 3.2.3, a hipótese H.5 e

o princípio da comparação obtido no Teorema 2.3.4 estamos nas condições do Teorema

3.2.2 e assim, garantimos a existência de trajetórias completas maximal e minimal para

o atrator pullback associado ao problema (3.1).



Capítulo 4

SISTEMAS GLOBALMENTE LIPSCHITZ EM ESPAÇOS COM

PESO

Neste capítulo vamos mostrar a existência do atrator pullback e de trajetórias

extremas completas para uma equação não autônoma envolvendo o p-Laplaciano e per-

turbação global-

mente Lipschitz em L2(Rn) do seguinte tipo:

(4.1)

{
∂
∂t
u− div

(
|∇u|p−2∇u

)
+ a(x) |u|p−2 u = C(t, x)u+D(t, x), t ≥ τ

u(τ) = u0 ∈ L2(Rn)

onde C(t) ∈ L∞(Rn) e D(t) ∈ L2(Rn) para cada t ≥ τ ; t 7→ ‖C(t)‖L∞(Rn) , t 7→ ‖C(t)‖H
e t 7→ ‖D(t)‖H são funções limitadas em limitados do tempo, absolutamente contínuas,

não decrescentes e diferenciáveis com derivada positiva e 2 < p < n.

A função contínua a : Rn → R é não-negativa, a(x) ≥ 1 q.t.p. em Rn e satisfaz a

seguinte condição:

(4.2)
∫

Rn

1

a(x)2/(p−2)
dx < +∞

A maior di�culdade quando trabalhamos com domínios ilimitados é estabelecer as

imersões compactas de Sobolev dos espaços de funções e daí a compacidade das soluções

pode não ser obtida de uma forma padrão. Neste capítulo vamos obter estimativas uni-

formes sobre o dado inicial em um espaço com peso, E de�nido a seguir, e usando a idéia

desenvolvida em [71] provaremos a compacidade das soluções em Rn. O espaço com peso

é um método utilizado pelos autores [7] e [27]. Em particular, o espaço E foi usado em

[1] e suas referências, em trabalhos com Equações Elípticas.

4.1 O Espaço E

Considere a seguinte de�nição dada pelos autores [7], [27], [71], sobre o espaço

com peso:

61
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E =

{
u ∈ W 1,p(Rn);

∫
Rn
a(x) |u(x)|p dx <∞

}
com norma dada por ‖u‖E =

(∫
Rn |∇u(x)|p + a(x) |u(x)|p dx

)1/p
.

Proposição 4.1.1 Se a(x) ≥ 1 q.t.p. x ∈ Rn a inclusão E ↪→ W 1,p(Rn)é contínua.

Além disso, (E, ‖·‖E) é um espaço de Banach re�exivo.

Demonstração: A inclusão E ↪→ W 1,p(Rn) é contínua, pois dado u ∈ W 1,p(Rn) se

2 ≤ p <∞ temos

‖u‖W 1,p(Rn) =

(∫
Rn
|∇u(x)|p + |u(x)|p dx

)1/p

≤
(∫

Rn
|∇u(x)|p + a(x) |u(x)|p dx

)1/p

= ‖u‖E

Para provar que E é Banach tome {un}n∈N uma sequência de Cauchy em E ou

seja, dado εp > 0, existe N > 0 tal que para todo m,n ≥ N temos

‖un − um‖pE =

∫
Rn
|∇un(x)−∇um(x)|p dx+

∫
Rn
a(x) |un(x)− um(x)|p dx

= ‖∇un −∇um‖pLp(Rn) +
∥∥a1/p(un − um)

∥∥p
Lp(Rn)

≤ εp

É possível extrair uma subsequência
{
unj
}
j∈N de {un}n∈N tal que

(4.3)
∥∥∇unj+1

−∇unj
∥∥
Lp(Rn)

+
∥∥a1/p(unj+1

− unj)
∥∥
Lp(Rn)

≤ 1

2j

Seja vm(x) =
∑m

j=1

∣∣∇unj+1
(x)−∇unj(x)

∣∣ uma sequência monótona de funções.

De (4.3) temos para m = 1, 2, ...

(4.4) ‖vm‖Lp(Rn) ≤
m∑
j=1

∥∥∇unj+1
−∇unj

∥∥
Lp(Rn)

≤
m∑
j=1

(
1

2j

)
≤ 1.

Pondo v(x) = limm→∞vm(x), o qual pode ser in�nito para algum x ∈ Rn, obtemos pelo

Teorema da Convergência Monótona e por (4.4)∫
Rn
|v(x)|p dx = limm→∞

∫
Rn
|vm(x)|p dx < 1

Portanto v(x) <∞ q.t.p. x ∈ Rn e a série

(4.5) ∇un1(x) +
∞∑
j=1

(
∇unj+1

(x)−∇unj(x)
)
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converge a um limite u1(x) q.t.p. x ∈ Rn, com u1(x) = 0 onde este não está de�nido

como limite, pois

(4.6) ∇un1(x) +
m∑
j=1

(
∇unj+1

(x)−∇unj(x)
)
≤ vm(x).

De (4.5) temos

u1(x) = ∇un1(x) + limm→∞

m∑
j=1

(
∇unj+1

(x)−∇unj(x)
)

ou seja

(4.7) u1(x) = limm→∞∇unm(x) q.t.p.x ∈ Rn.

Agora considere vm(x) =
∑m

j=1

∣∣a(x)1/p(unj+1
(x)− unj(x))

∣∣ uma sequência monó-

tona de funções. De (4.3) temos para m = 1, 2, ...

(4.8) ‖vm‖Lp(Rn) ≤
m∑
j=1

∥∥a(x)1/p(unj+1
− unj)

∥∥
Lp(Rn)

≤
m∑
j=1

(
1

2j

)
≤ 1.

Pondo v(x) = limm→∞vm(x), o qual pode ser in�nito para algum x ∈ Rn, obtemos pelo

Teorema da Convergência Monótona e por (4.8)∫
Rn
|v(x)|p dx = limm→∞

∫
Rn
|vm(x)|p dx < 1

Portanto v(x) <∞ q.t.p. x ∈ Rn e analogamente, a série

(4.9) a(x)1/pun1(x) +
∞∑
j=1

(
a(x)1/p(unj+1

(x)− unj(x))
)

converge a um limite a(x)1/pu2(x) q.t.p. x ∈ Rn, com u2(x) = 0 onde este não está

de�nido como limite. De (4.9) temos

a(x)1/pu2(x) = a(x)1/pun1(x) + limm→∞

m∑
j=1

(
a(x)1/p(unj+1

(x)− unj(x))
)

ou seja,

(4.10) a(x)1/pu2(x) = limm→∞a(x)1/punm(x) q.t.p.x ∈ Rn.

Observe que u2(x) = limm→∞unm(x) q.t.p.x ∈ Rn. De fato, de (4.10) temos que

dado ε > 0 existe N > 0 tal que para todo n > N temos
∣∣a(x)1/p

∣∣ |unm(x)− u2(x)| < ε,

q.t.p. x ∈ Rn. Então para o mesmo N > 0 escolhido anteriormente, como a(x)1/p > 1

q.t.p. x ∈ Rn temos

(4.11) |unm(x)− u2(x)| ≤
∣∣a(x)1/p

∣∣ |unm(x)− u2(x)| < ε, q.t.p.x ∈ Rn.
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Podemos observar também que u1 = ∇u2. De fato, de (4.7) temos que∇unm(x)→
u1(x) q.t.p. x ∈ Rn e de (4.11) temos que unm(x) → u2(x) q.t.p. x ∈ Rn. Se ϕ é uma

função teste qualquer ou seja, uma função C∞(Rn) com suporte compacto então por

de�nição 〈∇unm , ϕ〉 → 〈u1, ϕ〉 .
Da de�nição de derivada fraca temos para todo i = 1, ..., n.:〈

∂unm
∂xi

, ϕ

〉
= −

〈
unm ,

∂ϕ

∂xi

〉
e
〈
∂u2

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
u2,

∂ϕ

∂xi

〉
.

Como ∂ϕ
∂xi

também é uma função teste temos:〈
unm ,

∂ϕ

∂xi

〉
→
〈
u2,

∂ϕ

∂xi

〉
,∀i = 1, ..., n.

Portanto, 〈unm ,∇ϕ〉 → 〈u2,∇ϕ〉 e assim, u1 = ∇u2.

Observe que ‖∇u2 −∇un‖Lp(Rn)

m→∞→ 0. De fato, pelo Lema de Fatou e sendo

{un}n∈N é uma sequência de Cauchy, se m ≥ N temos

‖∇u2 −∇un‖pLp(Rn) =

∫
Rn
|∇u2(x)−∇unm(x)|p dx

=

∫
Rn
|u1(x)−∇un(x)|p dx

=

∫
Rn

limm→∞ |∇unm(x)−∇un(x)|p dx

≤ lim infm→∞

∫
Rn
|∇unm(x)−∇un(x)|p dx

< (ε/2)p

Analogamente, podemos mostrar que
∥∥a(x)1/p(u2 − un)

∥∥
Lp(Rn)

m→∞→ 0. De fato,

se m ≥ N temos∥∥a(x)1/p(u2 − un)
∥∥p
Lp(Rn)

=

∫
Rn

∣∣a(x)1/pu2(x)− a(x)1/punm(x)
∣∣p dx

=

∫
Rn

limm→∞
∣∣a(x)1/punm(x)− a(x)1/pun(x)

∣∣p dx
≤ lim infm→∞

∫
Rn

∣∣a(x)1/p(unm(x)− un(x))
∣∣p dx

< (ε/2)p

Temos que ‖u2 − um‖pE = ‖∇u2 −∇um‖pLp(Rn) +
∥∥a(x)1/p(u2 − un)

∥∥p
Lp(Rn)

então

‖u2 − um‖E < ε provando assim, que a sequência {un}n∈N é convergente em E e u2 =

(u2 − un) + un ∈ E. Portanto, E é Banach.
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Para mostrar que E é re�exivo devemos provar que E é uniformemente convexo,

isto é, se para todo 0 < ε ≤ 2 existe δ(ε) > 0 tal que se u, v ∈ E satisfaz ‖u‖E = ‖v‖E = 1

e ‖u− v‖E ≥ ε então
∥∥u−v

2

∥∥
E
≤ 1− δ(ε).

Dados u, v ∈ E temos que ∇u,∇v ∈ Lp(Rn) então pela Primeira Desigualdade

de Clarkson, ver Teorema IV.10 pg. 59 em [13] temos∥∥∥∥∇u+∇v
2

∥∥∥∥p
Lp(Rn)

+

∥∥∥∥∇u−∇v2

∥∥∥∥p
Lp(Rn)

≤ 1

2

(
‖∇u‖pLp(Rn) + ‖∇v‖pLp(Rn)

)
.

Da demonstração do Teorema IV.10 pg. 59 em [13] temos para z, w ∈ R que∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣z − w2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(|z|p + |w|p)

Como a(x) ≥ 1 q.t.p. x ∈ Rn temos

a(x)

∣∣∣∣z + w

2

∣∣∣∣p + a(x)

∣∣∣∣z − w2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(a(x) |z|p + a(x) |w|p)

Assim, ∫
Rn
a(x)

∣∣∣∣u(x) + v(x)

2

∣∣∣∣p dx+

∫
Rn
a(x)

∣∣∣∣u(x)− v(x)

2

∣∣∣∣p dx
≤ 1

2

(∫
Rn
a(x) |u(x)|p dx+

∫
Rn
a(x) |v(x)|p dx

)
Logo,

(4.12)
∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p
E

+

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥p
E

≤ 1

2
(‖u‖pE + ‖v‖pE) .

Agora, �xe ε > 0 e suponha que ‖u‖E = ‖v‖E = 1 e ‖u− v‖E ≥ ε. De (4.12)

temos ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p
E

≤ 1−
( ε

2

)p
Ou seja, ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥
E

≤
(

1−
( ε

2

)p)1/p

Então ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥
E

≤ 1− δ(ε),

onde δ(ε) = 1−
(
1−

(
ε
2

)p)1/p

Como o espaço E é Banach e uniformemente convexo pelo Teorema III.29 pg. 51

em [13] E é re�exivo.

O resultado abaixo é demonstrado em [71] mas colocaremos a demonstração para

facilitar a leitura.
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Lema 4.1.1 Assuma verdadeira a condição (4.2). Então E ↪→ Ls(Rn) para 2 ≤ s ≤ p∗ =
pn
n−p . Além disso, E está compactamente imerso em Ls(Rn) para 2 ≤ s < p∗

Demonstração: Tome θ = p/2. Usando a Desigualdade de Hölder e a condição (4.2),

pois θ
′

θ
= 2

p−2
temos∫
Rn
|u(x)|2 dx =

∫
Rn

a(x)1/θ

a(x)1/θ
|u(x)|2 dx

≤
(∫

Rn

1

a(x)θ
′/θ
dx

)1/θ
′ (∫

Rn
a(x) |u(x)|p dx

)1/p

≤ K ‖u‖2
E ,∀u ∈ E.

Portanto, E ↪→ L2(Rn).

Note também que E ↪→ Lp
∗
(Rn) desde que E ⊂ W 1,p(Rn) ↪→ Lq(Rn), para todo

p ≤ q ≤ p∗, ver Corolário IX.10 pg. 165 em [13]. Agora, como u ∈ L2(Rn) ∩ Lp∗(Rn)

usando a desigualdade de interpolação, ver Observação 2 pg.57 em [13], temos

‖u‖Ls(Rn) ≤ ‖u‖
α
L2(Rn) ‖u‖

1−α
Lp∗ (Rn) ,

onde 1
s

= α
2

+ 1−α
p∗
, 0 ≤ α ≤ 1 e 2 ≤ s ≤ p∗. Assim, obtemos que E ↪→ Ls(Rn),∀2 ≤ s ≤ p∗.

Agora vamos mostrar que E ⊂⊂ Ls(Rn),∀ 2 ≤ s < p∗. Usando a condição (4.2)

temos para R > 0 su�cientemente grande que∫
BcR

1

a(x)2/p−2
dx < ε,

onde Bc
R é o complementar em Rn da bola de centro zero e raio R.

Se {un}n∈N é uma sequência em E tal que un ⇀ 0 em E então para n grande

temos: ∫
BcR

|un(x)|2 dx =

∫
BcR

a(x)1/θ

a(x)1/θ
|un(x)|2 dx

≤

(∫
BcR

1

a(x)θ
′/θ
dx

)1/θ
′ (∫

BcR

a(x) |un(x)|2 dx

)1/p

≤ ε ‖un‖2
E .

Portanto, un → 0 em L2(Bc
R), pois ‖un‖2

E é limitado uma vez que un ⇀ 0 em E. No

conjunto limitado BR temos o mergulho compacto W 1,p(BR) ⊂⊂ L2(BR) então un → 0

em L2(BR). Isto implica que E ⊂⊂ L2(Rn).
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Se {un}n∈N é uma sequência limitada em E temos que ela também é limitada em

Lp
∗
(Rn). Usando a desigualdade de interpolação onde 0 ≤ α ≤ 1 teremos:

‖un‖Ls(Rn) ≤ ‖un‖
α
L2(Rn) ‖un‖

1−α
Lp∗ (Rn) ≤ ‖un‖

α
L2(Rn) C → 0.

Portanto, E ⊂⊂ Ls(Rn),∀ 2 ≤ s < p∗.

4.2 Existência de solução

Nesta seção vamos mostrar que o operador da parte principal da equação (4.1)

é maximal monótono e daí, como a perturbação é globalmente Lipschitz, teremos pela

Proposição 1.2.3 que existe uma única solução para (4.1).

Agora, considere E∗ o espaço dual de E. Como em [71] de�nimos o operador

A1 : E → E∗ por:

A1u(v) =

∫
Rn
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Rn
a(x) |u(x)|p−2 u(x)v(x)dx

para cada u ∈ E.
Note que A1u ∈ E∗, isto é, A1u é linear e limitada. A linearidade sai das pro-

priedades de integral e a limitação é obtida pois para cada u, v ∈ E temos

|A1u(v)| ≤
∫

Rn
|∇u(x)|p−1 |∇v(x)| dx+

∫
Rn
a(x)1/q |u(x)|p−1 a(x)1/p |v(x)| dx

≤
(∫

Rn
|∇u(x)|(p−1)q dx

)1/q (∫
Rn
|∇v(x)|p dx

)
+

(∫
Rn
a(x) |u(x)|(p−1)q dx

)1/q (∫
Rn
a(x) |v(x)|p dx

)1/p

=

[(∫
Rn
|∇u(x)|p dx

)1/p
]p−1(∫

Rn
|∇v(x)|p dx

)1/p

+

[(∫
Rn
a(x) |u(x)|p dx

)1/p
]p−1(∫

Rn
a(x) |v(x)|p dx

)1/p

=

[(∫
Rn
|∇u|p−1 + a(x)|u(x)|

)1/p
]p−1 [∫

Rn
|∇u|p + a(x)|u(x)|p

]p−1

+

[(∫
Rn
|∇u|p−1 + a(x)|u(x)|

)1/p
]p−1 [∫

Rn
|∇u|p + a(x)|u(x)|p

]p−1

≤ 2 ‖u‖p−1
E ‖v‖E

<∞
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pois u, v ∈ E.

Observe agora que se u ∈ E então A1u ∈ E∗. Como A1 está bem de�nido resta

mostrar que A1u é linear e limitado. A linearidade segue direto da de�nição e das pro-

priedades da integral. A1u é limitado pois

‖A1u‖E∗ = sup
v∈E;‖u‖E≤1

|A1u(v)| .

Sendo ‖v‖E =
(∫

Rn |∇v|
p + a(x) |v(x)|p dx

)1/p ≤ 1 temos das contas feitas acima que

‖A1u‖E∗ =

[(∫
Rn
|∇u(x)|p + a(x) |u(x)|p dx

)1/p
]p−1

= 2 ‖u‖p−1
E <∞,

pois u ∈ E.

Temos também que A1 é monótono. Sejam u1, u2 ∈ E

〈A1u1 − A2u2, u1 − u2〉 =

∫
Rn
|∇u1|p−2∇u1 (∇u1 −∇u2) dx

+

∫
Rn
a(x) |u1|p−2 u1(u1 − u2)dx

−
∫

Rn
|∇u2|p−2∇u2 (∇u1 −∇u2) dx

−
∫

Rn
a(x) |u2|p−2 u2(u1 − u2)dx

=

∫
Rn

(
|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2

)
(∇u1 −∇u2)dx

+

∫
Rn
a(x)

(
|u1|p−2 u1 − |u2|p−2 u2

)
(u1 − u2)dx.

Pela Desigualdade de Tartar (Desigualdade 1.1.1) temos

〈A1u1 − A2u2, u1 − u2〉 =

∫
Rn
γ0 |∇u1 −∇u2|p +

∫
Rn
γ1a(x) |u1 − u2|p

≥ 0,

onde γ0, γ1 são constantes positivas e dependem apenas de p e n.

O operador A, de�nido como realização de A1 em H = L2(Rn), é dado por:

(4.13)

{
D(A) = {u ∈ E;A1u ∈ H}
A(u) = A1u, se u ∈ D(A)

Observação 4.2.1 A inclusão E ↪→ L2(Rn) é densa.
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De fato. Repetindo as contas acima, para p > 2 e u ∈ E as seguintes condições

são verdadeiras

〈A1u, u〉E∗,E ≥ 2 ‖u‖pE ,

‖A1u‖E∗ ≤ ‖u‖
p−1
E + 1.

Assim, pelo Lema 1, pg.696 em [25] D(A) é denso em H e assim, E = D(ϕ) =

D(A) = L2(Rn), com ϕ de�nida em (4.15).

As próximas duas proposições foram enunciadas em [71]. Daremos sua demon-

stração para que o trabalho �que completo.

Proposição 4.2.1 Seja A o operador de�nido em (4.13). Então A é maximal monótono.

Demonstração: Pela Proposição 4.1.1, pelo Lema 4.1.1 e pela Observação 4.2.1, E é

um espaço de Banach re�exivo e E ⊂ L2(Rn) ⊂ E∗ são injeções contínuas e densas, ver

pg.82 em [13]. Sendo A1, de�nido acima, um operador monótono, unívoco e de�nido em

todo E, se mostrarmos que é hemicontínuo e coercivo, pelo Exemplo 1.2.3 teremos que A

é um operador maximal monótono.

Primeiramente, mostremos que A1 é coercivo, isto é,

lim‖u‖H→∞
〈A1u, u〉
‖u‖H

=∞.

Temos que 〈A1u, u〉 =
∫

Rn |∇u|
p dx+

∫
Rn |u|

p dx = ‖u‖pE . Pelo Lema 4.1.1 temos

‖u‖pH ≤ K ‖u‖pE então

(4.14)
〈A1u, u〉
‖u‖H

=
‖u‖pE
‖u‖H

≥ K ‖u‖pH
‖u‖H

= K ‖u‖p−1
H

Passando o limite quando ‖u‖H →∞ em (4.14) temos que A1 é coercivo.

Observe também que A1 é hemicontínuo, isto é, para todo u1, u2 ∈ E temos que

〈A1(u1 + tu2), v〉E∗,E → 〈A1u1, v〉E∗,E quando t→ 0,∀v ∈ E. Seja t ∈ (−1, 1) então∣∣∣〈A1(u1 + tu2), v〉E∗,E −〈A1u1, v〉E∗,E
∣∣∣ =

≤
∫

Rn

∣∣|∇(u1 + tu2)(x)|p−2∇(u1 + tu2)(x)∇v(x)dx

+

∫
Rn
a(x) |(u1 + tu2)(x)|p−2 (u1 + tu2)(x)v(x)dx

−
∫

Rn
|∇u1|p−2∇u1∇v − a(x) |u1|p−2 u1v

∣∣∣∣ dx→ 0,

t → 0, pois ϕp(u) = |u|p−2 u, u ∈ Ré contínua e ∇(u1 + tu2) = ∇u1 + t∇u2
t→0→ ∇u1.

Portanto, A é um operador maximal monótono.
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Proposição 4.2.2 O operador, de�nido em (4.13), é subdiferencial da função ϕ : L2(Rn)→
R ∪+∞ de�nida por

(4.15) ϕ(u) =

{
1
p

[∫
Rn |∇u|

p dx+
∫

Rn a(x) |u|p dx
]
, u ∈ E

+∞, caso contrário

Demonstração: Primeiramente, observe que ϕ(u) = 1
p
‖u‖pE então ϕ é convexa. Se

u ∈ E então |∇u| ∈ Lp(Rn) e
∫

Rn a(x) |u|p dx <∞, por de�nição. Logo, ϕ(u) 6=∞.

Temos também que ϕ é semicontínua inferiormente isto é,

ϕ(u) ≤ lim infϕ(un)

sempre que un → u.

De fato. Seja un → u. Se lim infϕ(un) =∞ o resultado segue. Se lim infϕ(un) =

a <∞ então existe uma subsequência
{
unj
}
de {un} satisfazendo

limϕ(unj) = lim
1

p

∥∥unj∥∥pE = a.

De fato, a = limj→∞Aj, onde Aj = inf {ϕ(uj), ϕ(uj+1), ...} . Observe que {Aj} é
uma sequência de números reais positivos então para todo j podemos encontrar ϕ(unj)

tal que Aj ≤ ϕ(unj) ≤ Aj + 1
j
. Fazendo j → ∞ temos a ≤ limj→∞ϕ(unj) ≤ a. Portanto,

limj→∞ϕ(unj) = a.

Logo,
∥∥unj∥∥E é uma sequência limitada e portanto, pelo Teorema III.27, pg.50

em [13], existe uma subsequência
{
unjk

}
, que converge fracamente para v em E. Como

E ⊂ L2(Rn) continuamente, segue da unicidade do limite que u = v. Portanto, pela

Proposição III.5 pg.35 em [13],

‖u‖E ≤ lim inf ‖un‖E ,

e pela de�nição de ϕ temos

ϕ(u) ≤ lim infϕ(un)

isto implica que ϕ é semicontínua inferiormente.
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Mostremos agora que ∂ϕ é maximal monótona. Sabemos que ∂ϕ é um operador

monótono pelo Exemplo 2.1.4 pg.21 em [12] logo, pela Proposição 1.2.1, basta mostrar

que H = R(I + ∂ϕ). Seja y ∈ H. Sabemos que a função x → ϕ(x) + 1
2
‖x− y‖2

H é

convexa pelo Lema 2.1 pg. 25 em [12]. Além disso, como a aplicação x → 1
2
‖x− y‖2

Hé

contínua e portanto, semicontínua inferiormente, temos que x → ϕ(x) + 1
2
‖x− y‖2

H é

semicontínua inferiormente e ainda, ϕ(x) + 1
2
‖x− y‖2

H → +∞ quando ‖x‖H → +∞
então, pelo Corolário III.20 pg.46 em [13], ϕ(x) + 1

2
‖x− y‖2

H atinge seu mínimo em

algum x0 ∈ H e pelo Lema 2.1 pg.25 em [12], (y − x0) ∈ ∂ϕ(x0). Portanto, existe x0 ∈ H
tal que y ∈ (I + ∂ϕ)x0.

Logo, H = R(I + ∂ϕ) e portanto ∂ϕ é maximal monótono.

Finalmente, para mostrarmos que Au = ∂ϕ(u) basta mostramos que Au ⊂ ∂ϕ(u),

pois como ambos são maximais teremos a igualdade. Seja u ∈ D(A) e v = Au. Então

para todo ξ ∈ E temos:

〈v, ξ − u〉 =

∫
Rn
|∇u|p−2∇u∇(ξ − u)dx+

∫
Rn
a(x) |u|p−2 u(ξ − u)dx

=

∫
Rn
|∇u|p−2∇u(∇ξ −∇u)dx+

∫
Rn
a(x) |u|p−2 u(ξ − u)dx

=

∫
Rn
|∇u|p∇u(∇ξ)dx−

∫
Rn
|∇u|p dx+

∫
Rn
a(x) |u|p−2 uξdx

−
∫

Rn
a(x) |u|p−2 dx

o que implica

〈v, ξ − u〉+

∫
Rn
|∇u|p dx+

∫
Rn
a(x) |u|p−2 dx =

=

∫
Rn
|∇u|p−2∇u(∇ξ)dx+

∫
Rn
a(x) |u|p−2 uξdx

≤
∫

Rn

(
|∇u|p−1) (|∇ξ|) dx+

∫
Rn

(
a(x)1/p |u|p−1) (a(x)1/p |ξ|

)
dx

≤
(∫

Rn
|u|(p−1)q dx

)1/q (∫
Rn
|∇ξ|p dx

)1/p

+

(∫
Rn
a(x) |u|(p−1)q dx

)1/q (∫
Rn
a(x) |ξ|p dx

)1/p

≤ 1

q

∫
Rn
|∇u|p dx+

1

p

∫
Rn
|∇ξ|p dx

+
1

q

∫
Rn
a(x) |u|p dx+

1

p

∫
Rn
a(x) |ξ|p dx
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Logo,

〈v, ξ − u〉+
1

p

∫
Rn
|∇u|p + a(x) |u|p−2 dx ≤ 1

p

∫
Rn
|∇ξ|p + a(x) |ξ|p dx.

Assim,

〈v, ξ − u〉+ ϕ(u) ≤ ϕ(ξ).

Note que se ξ ∈ L2(Rn) temos que ϕ(ξ) =∞ e portanto, v ∈ ∂ϕ(u).

Observação 4.2.2 Sejam u1, u2 ∈ D(A) quaisquer e denote F (t, u1) = C(t, x)u1 −
D(t, x) e F (t, u2) = C(t, x)u2 − D(t, x), onde C e D satisfazem as hipóteses impostas

no início deste capítulo.

Então F (t, u1)− F (t, u2) = C(t, x)(u1 − u2), assim

‖F (t, u1)− F (t, u2)‖2
H =

∫
Rn
|C(t, x)(u1 − u2)(x)|2 dx

≤ supessx∈Ω |C(t)|2
∫

Rn
|u1(x)− u2(x)|2 dx

= ‖C(t)‖L∞(Ω) ‖u1 − u2‖2
H

para todo t ∈ [τ, T ]. Como a aplicação ‖C(t)‖L∞(Ω) é limitada em limitados do tempo temos

a condição de Lipschitz satisfeita e assim, como A é um operador maximal monótono, da

Proposição 1.2.3 temos que o problema (4.1) tem uma única solução global. Denotaremos

por u(t, τ)u0 a solução no tempo t que no instante τ vale u0. Então para cada v ∈ H

podemos de�nir o processo

(4.16) U(t, τ)v = u(t, τ)v

O próximo resultado é importante para aplicarmos o resultado de comparação,

Teorema 2.3.4.

Proposição 4.2.3 Seja A o operador de�nido em (4.13). O resolvente de A é crescente.

Demonstração: Para demonstrar este resultado vamos utilizar a equivalência entre os

itens (1) e (4) do Teorema 2.3.1, pois como D(A) = H temos suas hipóteses garantidas.

Podemos substituir ϕ pela aplicação

(4.17) IC(x) =

{
0 se x ∈ C
+∞ se x /∈ C
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a qual é convexa, própria e semicontínua inferiormente e portanto, o operador ∂IC é

maximal monótono em H e C = {x ∈ H;x ≥ 0} (para mais detalhes ver [12] pg.46)

Se mostrarmos o item (iv) pela equivalência com o (i) teremos que se u, v ∈
H, λ > 0 e u ≥ v

IC
(
(I + λA)−1 (u)− (I + λA)−1 (v)

)
≤ IC(u− v).

Como o lado direito da desigualdade é igual a zero temos que

(I + λA)−1 (u) ≥ (I + λA)−1 (v)

isto é, A tem resolvente crescente.

Para mostrarmos o item (iv) de�nimos u = (u+ − u−) ∈ H onde

(4.18) u+(x) =

{
u(x) se x ∈ Ωu

+ = {x ∈ Rn;u(x) ≥ 0}
0 caso contrário

(4.19) u−(x) =

{
−u(x) se x ∈ Ωu

− = {x ∈ Rn;u(x) < 0}
0 caso contrário.

Note que se u ∈ E então u− ∈ E, pois∫
Rn
a(x)

∣∣u−(x)
∣∣p dx =

∫
Ωu−

a(x) |u(x)|p ≤
∫

Rn
a(x) |u(x)|p dx <∞.

Em [12] pg.46 podemos encontrar a seguinte caracterização:

• a aproximação de Yosida de ∂IC é dada por:

(∂IC)λ (x) =
1

λ
(x− ProjCx.

Agora tome u, v ∈ E. Como E ⊂ W 1,p(Rn) temos que (u − v) ∈ E e então

(u− v)− ∈ E. Por de�nição da aproximação de Yosida e do conjunto C temos que

(∂IC)µ (u− v) =
1

µ
((u− v)− ProjC(u− v)) =

1

µ
((u− v)− (u− v)+)

=
1

µ
(u− v)−
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Assim,〈
Au− Av, (∂IC)µ (u− v)

〉
=

〈
Au,

1

µ
(u− v)−

〉
−
〈
Av,

1

µ
(u− v)−

〉
=

1

µ

[∫
Rn
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇(u− v)−dx+

∫
Rn
a(x) |u(x)|p−2 u(x)(u− v)−(x)dx

]
− 1

µ

[∫
Rn
|∇v(x)|p−2∇v(x)∇(u− v)−dx−

∫
Rn
a(x) |v(x)|p−2 v(x)(u− v)−(x)dx

]
=

1

µ

∫
Ω

(u−v)
−

(|∇u(x)|p−2∇u(x)− |∇v(x)|p−2∇v(x))∇(u− v)(x)dx

+
1

µ

∫
Ω

(u−v)
−

a(x)(|u(x)|p−2 u(x)− |v(x)|p−2 v(x))(u− v)(x)dx

=
1

µ

〈
|∇u(x)|p−2∇u(x)− |∇v(x)|p−2∇v(x),∇u(x)−∇v(x))

〉
+

1

µ
a(x)

〈
|u(x)|p−2 u(x)− |v(x)|p−2 v(x), (u− v)(x)

〉
Pela Desigualdade de Tartar temos〈

Au− Av, (∂IC)µ (u− v)
〉
≥ 1

µ
γ0 ‖∇u−∇v‖pE + γ1

1

µ
a(x) ‖u− v‖pE

≥ 0

Portanto, o item (4) está veri�cado e temos que o resolvente de A é crescente.

A partir de agora vamos escrever −div
(
|∇u|p−2∇u

)
+ a(x) |u|p−2 por Au como

de�nimos. Então o sistema (4.1) pode ser reescrito por:

(4.20)

{
ut + Au = C(t, x)u+D(t, x), t ≥ τ

u(τ) = u0 ∈ L2(Rn)

4.3 Atrator pullback e trajetórias extremas em L2(Rn)

4.3.1 Estimativa em L2(Rn), em E e existência do atrator pullback

Denotaremos as soluções de (4.1) que no tempo τ valia u0 por u(t, τ)u0 e quando

o dado inicial não for relevante para as contas, apenas por u(t). As estimativas para as

soluções em H = L2(Rn) e em E garantem a existência do pullback attractor e são obtidas

usando os Lemas 1.1.1 e 1.1.2.
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Lema 4.3.1 Se u é solução de (4.1) existe uma função α : R→ R+ crescente e limitada

em limitados e existe T1 > 0 tal que para todo τ ∈ R temos ‖u(t)‖2
H ≤ α(t) para todo

t− τ ≥ T1 e para todo u0 ∈ H.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (4.20) por u temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H +

∫
Rn
|∇u(x)|p dx+

∫
Rn
a(x) |u(x)|p dx ≤

∫
Rn
|C(t, x)| |u(t, x)|2 dx

+

∫
Rn
|D(t, x)| |u(t, x)| dx

Usando a desigualdade de Holder temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H + ‖u‖pE ≤ supessx∈Rn |C(t)| ‖u(t)‖2
H

+ ‖D(t)‖H ‖u(t)‖H
= ‖C(t)‖L∞(Rn) ‖u(t)‖2

H

+ ‖D(t)‖H ‖u(t)‖H

Multiplicando e dividindo por uma constante η > 0 e usando o Lema 4.1.1

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H +K ‖u‖pH ≤
1

η
‖C(t)‖L∞(Rn) η ‖u(t)‖2

H +
1

η
‖D(t)‖H η ‖u(t)‖H

Usando a Desigualdade de Young temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H +K ‖u(t)‖pH ≤
1

rηr
‖C(t)‖rL∞(Rn) +

ηr

r̄
‖u(t)‖2r̄

H

+
1

p̄ηp̄
‖D(t)‖p̄H +

ηp

p
‖u(t)‖pH

onde r̄ e p̄ é o conjugado de r e p, respectivamente, r̄ = p/2, r = p/(p− 2) e p̄ = p/(p− 1)

então

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H +K ‖u(t)‖pH ≤ k2 ‖C(t)‖p/(p−2)
L∞(Rn) + k3 ‖u(t)‖pH + k4 ‖D(t)‖p/(p−1)

H

onde as constantes k2 = k2(η, p), k3 = k3(η, p) e k4 = k4(η, p). Logo, fazendo η tão pequeno

para que K − k3 seja positivo teremos

d

dt
‖u(t)‖2

H + 2(K − k3)
(
‖u(t)‖2)p/2

H
≤ 2k2 ‖C(t)‖p/(p−2)

L∞(Rn) + 2k4 ‖D(t)‖p/(p−1)
H

Pelo Lema 1.1.1 temos que para cada t ≥ τ

‖u(t)‖2
H ≤

(
2k2 ‖C(t)‖p/(p−2)

L∞(Rn) + 2k4 ‖D(t)‖p/(p−1)
H

2(K − k3)

)2/p

+
1

[2(K − k3)((p/2)− 1)(t− τ)]1/((p/2)−1)
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Então existe T1 > 0, tal que

1

[2(K − k3)((p/2)− 1)(t− τ)]1/((p/2)−1)
≤ 1

e para cada t ≥ T1 + τ temos

‖u(t)‖2
H ≤

(
2k2 ‖C(t)‖p/(p−2)

L∞(Rn) + 2k4 ‖D(t)‖p/(p−1)
H

2(K − k3)

)2/p

+ 1 = α(t).

Lema 4.3.2 Se u é solução de (4.1) existe uma função β : R→ R+ limitada em limitados

e crescente e existe T2 > 0, tal que para todo τ ∈ R temos ‖u(t)‖pE ≤ β(t) para todo

t− τ ≥ T2.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (4.20) por ut temos

‖ut(t)‖2
H +

d

dt

1

p
‖u(t)‖pE ≤ ‖C(t)u+D(t)‖H ‖ut(t)‖H

Usando a Desigualdade de Young temos

1

2
‖ut(t)‖2

H +
d

dt

1

p
‖u(t)‖pE ≤

1

2
‖C(t)u+D(t)‖2

H

Como ‖ut(t)‖2
H ≥ 0, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young obtemos

1

p

d

dt
‖u(t)‖pE ≤

1

r
‖C(t)‖2r

H +
1

r̄
‖u(t)‖2r̄

H + ‖D(t)‖2
H

Usando o Lema 4.1.1 e sendo r = p/p− 2 e 2r̄ = p temos

d

dt
‖u(t)‖pE ≤ (p− 2) ‖C(t)‖2p/p−2

H + p ‖D(t)‖2
H + pK ‖u(t)‖pE .

Temos para R �xo que ∫ t+R

t

pKdθ = pKR = a1,

∫ t+R

t

(p− 2) ‖C(θ)‖2p/p−2
H + p ‖D(θ)‖2

H dθ ≤ R(p− 2) ‖C(t+R)‖2p/p−2
H

+Rp ‖D(t+R)‖2
H = a2(t)

Multiplicando a primeira equação de (4.20) por u e usando a Desigualdade de

Cauchy obtemos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H + ‖u(t)‖pE ≤ ‖C(t)‖L∞(Rn) ‖u(t)‖2
H + ‖D(t)‖H ‖u(t)‖H
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Integrando de t a t+R temos∫ t+R

t

‖u(θ)‖pE dθ ≤
1

2
‖u(t)‖2

H + ‖C(t+R)‖L∞(Rn)

∫ t+R

t

‖u(θ)‖2
H dθ

+ ‖D(t+R)‖H
∫ t+R

t

‖u(θ)‖H dθ

Pelo Lema 4.3.1, para t− τ > T1∫ t+R

t

‖u(θ)‖pE dθ ≤
1

2
α(t) +R ‖C(t+R)‖L∞(Rn) α(t+R)

+R ‖D(t+R)‖H (α(t+R))1/2 = a3(t)

Usando o Lema Uniforme de Gronwall (Lema 1.1.2) temos

‖u(t+R)‖pE ≤
(
a3(t)

R
+ a2(t)

)
ea1 = β(t), para todo t ≥ τ.

Fazendo R = T1, obtido pelo Lema 4.3.1, temos T2 = 2T1 e assim,

‖u(t)‖pE ≤ β(t),

para todo t− τ > T2.

Proposição 4.3.1 A igualdade em (4.16) de�ne um processo.

Demonstração: Claramente temos que U(τ, τ)u0 = u0. Mostremos agora que dado

qualquer v ∈ H temos

(4.21) U(t, s)v = U(t, τ)U(τ, s)v

De�na v0 = U(τ, s)v. Sabemos que U(t, s)v e U(t, τ)U(τ, s)v são soluções de (4.1), como a

solução de (4.1) é única elas devem coincidir. Como v foi tomado arbitrário, temos (4.21).

Mostremos agora que v 7→ U(t, τ)v é contínua para todo v ∈ H e todo t ≥ τ. Tome

{vn}n∈N uma sequência de dados iniciais tal que vn → v em H. Fixe qualquer t, τ ∈ R
tal que t ≥ τ. Pelo Teorema de Baras un(t, τ)vn → y(t, τ)v em H quando n → ∞. Para
concluir basta mostrarmos que y(t, τ)v é solução de (4.1).

‖un(t, τ)− x‖2
H ≤

1

2
‖un(s, τ)− x‖2

H

+

∫
Rn
〈C(σ, τ)un(σ, x) +D(σ, τ)− Ax, un(σ, τ)− x〉 dσ

para todo τ ≤ s ≤ t ≤ T.
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Tomando o limite, quando n → ∞, na desigualdade acima e usando o Teorema

da Convergência Dominada, onde para todo n ∈ N a função que domina un(t) é dada pelo

Lema 4.3.1, temos:

‖y(t, τ)− x‖2
H ≤

1

2
‖y(s, τ)− x‖2

H

+

∫
Rn
〈C(σ, τ)y(σ, x) +D(σ, τ)− Ax, y(σ, τ)− x〉 dσ

para todo τ ≤ s ≤ t ≤ T.

Portanto, y(t, τ)v é uma solução fraca de (4.1). Como F (t, u) = C(t, x)u −
D(t, x) ∈ L2(τ, T ;H), pois ‖C(t)‖L∞(Rn) e ‖D(t)‖H são limitadas em limitados do tempo

por hipótese e ‖u(t)‖H é limitada por uma aplicação limitada em limitados do tempo pelo

Lema 4.3.1, temos pela Proposição 1.2.2 que y(t, τ)v é uma solução forte de (4.1).

Observação 4.3.1 Pelo Lema 4.1.1 o espaço E ⊂⊂ L2(Rn) então para cada t ∈ R o

fecho da bola de centro zero e raio β(t) em H,Bβ(t)(0)
H
, forma uma família de um conjun-

tos compactos que atrai (pullback) no tempo t todos os subconjunto limitados de L2(Rn)

por {U(t, s)}t≥τ , para todo t ∈ R. Portanto, pelo Teorema 1.4.3 o processo associado ao

problema (4.1) tem um pullback attractor.

Observação 4.3.2 Se {U(t, τ)}t≥τ é um processo associado ao problema (4.1) e A seu

pullback attractor então
⋃
τ≤tA(τ) é limitado para cada t ∈ R.

4.3.2 Trajetórias completas extremas

Portanto, pela Observação 4.2.2 a equação (4.1) tem uma solução global e por-

tanto pela Proposição 4.3.1 podemos de�nir o processo contínuo. Considerando as Ob-

servações 4.3.1 e 4.3.2 e o princípio da comparação, obtido no Teorema 3.5 em [26], pois

temos que o resolvente de A é crescente pela Proposição 4.2.3, estamos nas condições

do Teorema 3.2.2 e assim, garantimos a existência de trajetórias completas maximal e

minimal para o pullback attractor associado ao problema (4.1).



Capítulo 5

ATRATOR PULLBACK E TRAJETÓRIAS EXTREMAS EM L2(Rn)

Neste capítulo mostraremos a existência de atrator no sentido pullback e de tra-

jetórias completas extremas para problemas não autônomos em Rn governados pelo p-

Laplaciano, p > max{2, n/2}. Em contraste com o capítulo anterior não usaremos es-

paços com peso como auxiliar na nossa análise, o que nos exige lançar mão de um outro

mecanismo para obter a existência de solução, a compacidade assintótica das soluções e,

portanto, a existência do atrator. Para existência do atrator no sentido pullback e para

existência das trajetórias completas extremas vamos supor adicionalmente que a solução

é única.

Consideremos o seguinte problema:

(5.1)

{
∂
∂t
u− div

(
|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2 u+ u ∈ B(t, x, u), t ≥ τ

u(τ) = u0 ∈ L2(Rn)

onde p > max{2, n/2}, τ ∈ R e abaixo listamos as condições que estamos impondo em

B.

A.1 B = B1 + B2, onde −B1 é um operador monótono e B2 é o operador de Nemitskii

associado a alguma aplicação B̃ : R×Rn×R→ R cujas propriedades serão descritas

abaixo.

(i) Para cada par (t, x) ∈ R × Rn, se yn ∈ B̃(t, x, sn), sn → s, e yn → y então

y ∈ B̃(t, x, s);

(ii) Para todo (t, x) ∈ R× Rn temos B̃(t, x, 0) = {0}.

A.2 (caso p < n) Para todo (t, x) ∈ R × Rn existe uma aplicação real positiva L :

R× Rn → L∞(Rn) crescente em t tal que

∣∣∣B̃(t, x, s)− B̃(t, x, r)
∣∣∣ ≤ L(t, x) |s− r|

(
|s|q−2 + |r|q−2 + 1

)
,∀ s, r ∈ R,

79
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com 2 < q < p. Além disso, L ∈ Lp/p−2(R × Rn) ∩ Lnp/(np−(n−p)q)(R × Rn) ∩
L2p/p−2(R× Rn) ∩ Lp/p−1(R× Rn) ∩ L2(R× Rn) ∩ C(R;L∞(Rn)).

A.3 Existem funções contínuas c− : R × Rn → R+ e d− : R × Rn → R−, c− ∈
L2(R;L∞(Rn)) tais que para todo (t, x) ∈ R× Rn

B̃(t, x, s) ≥ c−(t, x)s+ d−(t, x), ∀s ∈ R

Vamos supor ainda que c− ∈ Lp/p−2(R × Rn) ∩ L2p/p−2(R × Rn) ∩ L2(R × Rn),

d− ∈ Lp/p−1(R×Rn) ∩ L2(R×Rn), c−t ∈ L2p/p−2(R×Rn) e d−t ∈ L2(R×Rn), onde

c−t e d−t denotam as derivadas de c− e d− com relação a t.

A.4 Existe uma função contínua c+ : R × Rn → R+, c+ ∈ L2(R;L∞(Rn)), tal que para

qualquer δ ∈ R podemos escolher d+ : R× Rn → R+ tal que

B̃(t, x, s) ≤ c+(t, x)s+ d+(t, x),∀s ≥ −δ

Além disso c+ ∈ Lp/p−2(R×Rn) ∩ L2p/p−2(R×Rn) ∩ L2(R×Rn), d+ ∈ Lp/p−1(R×
Rn) ∩ L2(R× Rn), c+

t ∈ L2p/p−2(R× Rn) e d+
t ∈ L2(R× Rn).

A.5 Se s1, s2 ∈ R, s1 ≤ s2, qualquer que seja a seleção b̃ ⊂ B̃, tem-se b̃(t, x, s1) ≤
b̃(t, x, s2), q.t.p (t, x) ∈ R× Rn.

Observação 5.0.3 As condições acima enumeradas são su�cientes para garantir a ex-

istência de ao menos uma solução para o Problema (5.1). A partir da Seção 5.3 vamos

supor que esta solução é única. Uma forma de se garantir esta unicidade é supondo-se

que B2 é um operador globalmente Lipschitziano em L2(Rn), ou seja, q = 2 em A.2. Esta

condição é bastante compatível com as impostas em [45, 46, 80] nos quais são consider-

adas apenas a parte monótona da perturbação, e em [77], onde B = f(x, u) + g(t, x), ou

seja, não há um termo que dependa simultaneamente de t e de u.
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A idéia de decompor o operador B em uma soma de operadores com o oposto

de uma das partes sendo monótono é também adequada para se relaxar a condição de

crescimento do lado direito em A.2, já que o expoente q < 2 é determinado basicamente

pela Hipótese H.2 enunciada no início do Capítulo 2 (uma veri�cação deste fato está feita

com detalhes na demonstração do Lema 5.0.3 a seguir). Assim, a grosso modo, estamos

considerando B como soma de um termo que �decresce� e outro que descreve sua oscilação.

Vamos levar em consideração apenas a parte que oscila e desprezar a parte decrescente.

Assim, temos por certo que a condição de crescimento imposta a B2 em A.2 poderia ser

melhorada se explicitássemos o crescimento de B1, já que pela Hipótese H.2 o crescimento

de B2 deve ser dominado por −∆p − B1. O mesmo artifício, de se decompor o operador

perturbativo em uma soma em que o oposto de uma das partes é monótono, é usado em

[28] para relaxar a condição de crescimento imposta em B. Para mais detalhes veja [28],

Exemplos 3.1, 3.2 e Observação 3.5. Outra simpli�cação que faremos nas estimativas

desta seção é tratar apenas o caso p < n que, por englobar as situações que envolvem as

imersões de Sobolev mais restritas, merece naturalmente maior cuidado.

Como o foco principal da discussão que fazemos neste capítulo está em estabelecer

a existência de solução de forma que se possa estender os resultados de comparação a este

novo contêxto, vamos tratar B como se fosse B2, sem considerar sua parte monótona.

A partir da Seção 5.3, quando houver necessidade vamos considerar o termo perturbativo

globalmente Lipschitziano.

De�nição 5.0.1 A função u : [τ, T ]×Rn → R é uma solução fraca de (5.1) em [τ, T ] se,

dado δ > τ , u ∈ Lp(δ, T ;W 1,p(Rn))∩L2(τ, T ;L2(Rn))∩L∞(τ, T ;L2(Rn)), u(τ, x) = u0(x)

e u satisfaz (5.1) no sentido das distribuições, isto é, existe b ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) com

b(t, x) ∈ B(t, x, u(t, x)) q.t.p em [τ, T ]× Rn, tal que

∫ T
τ

∫
Rn −u(t, x)∂v

∂t
(t, x)dxdt+

∫ T
τ

∫
Rn |∇u(t, x)|p−2∇u(t, x)∇v(t, x)dxdt

+
∫ T
τ

∫
Rn |u(t, x)|p−2 u(t, x)v(t, x)dxdt+

∫ T
τ

∫
Rn u(t, x)v(t, x)dxdt

−
∫ T
τ

∫
Rn b(t, x)v(t, x)dxdt = 0

para todo v ∈ C∞c ((τ, T )× Rn).
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Observação 5.0.4 É uma consequência da de�nição acima que para todo v ∈ L2(τ, T ;L2(Rn))∩
Lp(τ, T ;W 1,p(Rn)) e qualquer solução fraca u, no sentido acima, temos:∫ T

τ

∫
Rn

∂u

∂t
(t, x)v(t, x)dxdt+

∫ T

τ

∫
Rn
|∇u(t, x)|p−2∇u(t, x)∇v(t, x)dxdt

+

∫ T

τ

∫
Rn
|u(t, x)|p−2 u(t, x)v(t, x)dxdt+

∫ T

τ

∫
Rn
u(t, x)v(t, x)dxdt

−
∫ T

τ

∫
Rn
b(t, x)v(t, x)dxdt = 0

para detalhes veja [59].

O recurso que usaremos para exibir a existência de solução baseia-se na resolução

de uma restrição da equação em (5.1) a uma sequência de bolas concêntricas com raio

tendendo a in�nito, de forma que, em cada bola, o problema possa receber um tratamento

análogo ao feito no Capítulo 3 para domínios limitados. A cada restrição obtemos uma

solução e assim exibimos uma sequência cujo �limite� é solução de (5.1). Impomos uma

condição de fronteira de Dirichlet homogênea nos domínios menores que nos permite apelar

para a teoria de operadores monótonos e desta forma usar os recursos que ela nos oferece.

Em contrapartida, antes de passarmos a um processo de limite, temos que considerar

restrições de tais soluções para podermos �xar uma norma e eliminar a condição arti�cial

imposta no bordo.

Seja rj > 1 uma sequência crescente de números reais tal que rj → ∞, quando
j →∞. Seja Ωrj = B(0, rj) a bola aberta de centro zero e raio rj em Rn. Agora considere

o problema restrito a Ωrj :

(5.2)


∂
∂t
urj − div

(∣∣∇urj ∣∣p−2∇urj
)

+ |urj |p−2urj + urj ∈ B(t, x, urj), t ≥ τ, x ∈ Ωrj

urj(τ, x) = u0rj(x), x ∈ Ωrj

urj(τ, x) = 0, x ∈ ∂Ωrj

onde u0rj
(x) é a restrição a Ωrj de ψrj(|x|)u0(x), e ψrj : R+ → R é uma função de classe

C∞ tal que

(5.3) ψrj(ξ) =


1, 0 ≤ ξ ≤ rj − 1

0 ≤ ψrj(ξ) ≤ 1, rj − 1 < ξ < rj

0, ξ ≥ rj

e além disso max
{∣∣∣ψ′rj(ξ)∣∣∣ , ∣∣∣ψ′′rj(ξ)∣∣∣} ≤ C, para todo ξ ∈ R+ e para todo j ∈ N.
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Observação 5.0.5 Quando não houver risco de confusão vamos usar a mesma notação

para uma função de�nida em Rn e a restrição dela a um determinado conjunto.

Observação 5.0.6 Observemos que u0rj
∈ L2(Rn) e, além disso, u0rj → u0 em L2(Rn),

quando rj →∞.

De fato, ∥∥∥u0rj

∥∥∥
L2(Rn)

=
∫

Rn
∣∣urj(x)

∣∣2 dx =
∫

Ωrj

∣∣ψrj(|x|)∣∣2 |u0(x)|2 dx

≤
∫

Ωrj
|u0(x)|2 dx ≤

∫
Rn |u0(x)|2 dx <∞∥∥u0rj − u0

∥∥
L2(Rn)

=
∫

Rn
∣∣u0rj(x)− u0(x)

∣∣2 dx
=

∫
Rn
∣∣ψrj(|x|)− 1

∣∣2 |u0(x)|2 dx

=
∫
|x|≤rj−1

∣∣ψrj(|x|)− 1
∣∣2 |u0(x)|2 dx

+
∫
|x|>rj−1

∣∣ψrj(|x|)− 1
∣∣2 |u0(x)|2 dx

Para |x| ≤ rj − 1 temos que ψrj(|x|) = 1 e para |x| > rj − 1 temos 0 ≤ ψrj(|x|) < 1, então

∥∥u0rj − u0

∥∥
L2(Rn)

≤
∫
|x|>rj−1

|u0(x)|2 dx→ 0,

quando rj →∞, pois u0 ∈ L2(Rn).

Para cada j ∈ N considere o operador que a cada elemento u ∈ W 1,p
0 (Ωrj) associa

o elemento de W−1,p′(Ωrj), A
rju : W 1,p

0 (Ωrj)→ R dado por

(5.4)

Arju(v) =
∫

Ωrj
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ωrj
|u(x)|p−2u(x)v(x)dx

+
∫

Ωrj
u(x)v(x)dx

Observação 5.0.7 A realização em L2(Ωrj) do operador A
rj de�nido em (5.4) é maximal

monótona e é subdiferencial da função φrj : L2(Ωrj)→ R ∪ {+∞} de�nida por

(5.5) φrj(u) =

{
1
p

[∫
Ωrj
|∇u|p dx+

∫
Ωrj
|u|p dx

]
+ 1

2

∫
Ωrj
|u|2 dx, u ∈ W 1,p

0 (Ωrj)

+∞ caso contrário
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No que segue usaremos a mesma notação Arj para indicarmos a realização ArjL2 de Arj

em L2(Ωrj), dada por

D(A
rj
L2) = {u ∈ W 1,p

0 (Ωrj);A
rju ∈ L2(Ωrj)}, e ArjL2u = Arju, para u ∈ D(A

rj
L2).

O próximo resultado garante que, em domínios limitados, as condições A.1 e A.2

implicam nas hipóteses H.1 e H.2 enunciadas no Capítulo 2 e assim, bastam para assegurar

a existência local de solução do problema (5.2).

Lema 5.0.3 Dado Ωrj , seja B : L2(Ωrj)→ L2(Ωrj) dado por B(t, u)(x)
·

= B̃(t, x, u(x)),

∀t ≥ 0 e q.t.p em Ωrj . Então para cada dado inicial u0 ∈ L2(Ωrj) existe uma solução local

no sentido da De�nição 2.1.1 do problema{
d
dt
u+ Arju ∈ B(t, u), t ≥ τ,

u(τ) = u0,

Demonstração: Basicamente precisamos garantir que os operadores Arj e B acima

estão nas condições do Teorema 2.1.2.

As condições A.1 (i)-(iii), claramente implicam que H.1 está satisfeita. Mostremos

agora que A.2 implica H.2. Seja b ∈ B(t, u) com u ∈ W 1,p
0 (Ωrj). Então

‖b‖2
L2(Ωrj ) ≤

∫
Ωrj

|L(t, x)|2|u(x)|2q−2 + 2|L(t, x)|2|u(x)|q + |L(t, x)|2|u(x)|2dx

Vamos estimar o primeiro termo à direita.∫
Ωrj

|L(t, x)|2|u(x)|2q−2dx ≤ ‖L(T )‖2
L∞(Ωrj )

(∫
Ωrj

|u(x)|2θdx

) 1
θ
(∫

Ωrj

|u(x)|(2q−4)θ
′

dx

) 1

θ
′

com θ = np
2(n−p) e θ

′
= np

np−2(n−p) expoente conjungado de θ. Como 2(q−2)np
np−2(n−p) ≤

np
n−p , pois

2(q − 2)

np− 2(n− p)
≤ 2(q − 2)

n(p− 2) + (n− 2p)(p− 2)

≤ q − 2

p− 2
· 2

2n− 2p

≤ 1

n− p
,

temos

(5.6)

∫
Ωrj
|u(x)|2|u(x)|2q−4dx ≤ ‖u‖2

L
np
n−p (Ωrj )

‖u‖2(q−2)

L
np
n−p (Ωrj )

= ‖u‖2(q−1)

L
np
n−p (Ωrj )

≤ ξr

r
‖u‖2(p−1)

L
np
n−p (Ωrj )

+ 1

r′ξr
′
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onde r = p−1
q−1

> 1 e ξ pode ser tomada tão pequena quanto se queira. Por outro lado

temos −div(|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u+ u = ∂φrj(u). Multiplicando por u teremos∫
Ωrj

|∇u(x)|pdx+

∫
Ωrj

|u(x)|pdx+

∫
Ωrj

|u(x)|2dx ≤
∥∥∂φrj(u)

∥∥
L2(Ωrj )

‖u‖L2(Ωrj )

Logo

‖u‖p
W 1,p

0 (Ωrj )
≤
∥∥∂φrj(u)

∥∥
L2(Ωrj )

‖u‖L2(Ωrj )

de onde concluimos que

‖u‖2p−2

L
np
n−p (Ωrj )

≤ C
∥∥∂φrj(u)

∥∥2

L2(Ωrj )
.

para alguma constante C. Portanto qualquer que seja t ∈ [τ, T ]

(5.7) ‖b‖2
L2(Ωrj ) ≤ ‖L(T )‖2

L∞(Ωrj )

(
ξr

r
C
∥∥∂φrj(u)

∥∥2

L2(Ωrj )
+

1

r′ξr
′ + pφrj(u)

)

5.0.3 Estimativas em domínios limitados

Como �zemos anteriormente, vamos considerar os seguintes problemas auxiliares

(5.8)

{
d
dt
wrj + Arjwrj = C+(t)wrj +D+(t), t ≥ τ

wrj(τ) = (u0rj
)+ ∈ L2(Ωrj)

(5.9)

{
d
dt
vrj + Arjvrj = C−(t)vrj +D−(t), t ≥ τ

v(τ) = (u0rj
)− ∈ L2(Ωrj)

,

onde c+, c−, d+ e d−, dados por A.3 e A.4, de�nem os operadores C−, C+, D−, D+, respec-

tivamente em cada Ωrj . Pela Proposição 1.2.3 os problemas acima são globalmente bem

postos. Além disso, temos:

Lema 5.0.4 Se wrj é solução do problema (5.8) então, dado u0 ∈ L2(Rn), existe uma

constante α > 0 tal que
∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
≤ α, para todo t ≥ τ e para todo j ∈ N.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (5.8) por wrj temos

1
2
d
dt

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+

∫
Ωrj
|∇wrj(t, x)|p +

∣∣wrj(t, x)
∣∣p dx+

∫
Ωrj

∣∣wrj(t, x)
∣∣2

≤
∫

Ωrj
|C+(t, x)|

∣∣wrj(t, x)
∣∣2 dx+

∫
Ωrj
|D+(t, x)|

∣∣wrj(t, x)
∣∣ dx
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Multiplicando e dividindo por uma constante η > 0 e usando Desigualdade de

Young onde r′ = p
p−2

, r = p
2
e p′ = p

p−1
temos

1
2
d
dt

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+

∫
Ωrj
|∇wrj(t)|pdx+

∫
Ωrj

∣∣wrj(t)∣∣p dx+
∫

Ωrj

∣∣wrj(t)∣∣2 dx
≤ 1

r,ηr
, ‖C+(t)‖r

′

Lp/p−2(Ωrj ) + ηr

r

∥∥wrj(t)∥∥pLp(Ωrj )

+ 1
p′ηp′
‖D+(t)‖p

,

Lp′ (Ωrj )
+ ηp

p

∥∥wrj(t)∥∥pLp(Ωrj )

Escolha η > 0 tal que k̃ = (1− (ηr/r)− (ηp/p)) > 0 então

1
2
d
dt

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+ k̃

[∫
Ωrj
|∇wrj(t)|pdx+

∫
Ωrj

∣∣wrj(t)∣∣p dx]+
∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )

≤ 1
r′ηr′
‖C+(t)‖r

′

Lp/p−2(Ωrj ) + 1
p′ηp′
‖D+(t)‖p

,

Lp′ (Ωrj )

Integrando de τ a t temos∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+ 2k̃

[∫ t
τ

∫
Ωrj
|∇wrj(σ)|pdxdσ +

∫ t
τ

∫
Ωrj

∣∣wrj(σ)
∣∣p dxdσ]

+
∫ t
τ

∥∥wrj(σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ ≤

∥∥u0rj

∥∥2

L2(Ωrj )
+ 2

r′ηr′

∫ t
τ
‖C+(σ)‖p/p−2

Lp/p−2(Rn)
dσ

+ 2
p′ηp′

∫ t
τ
‖D+(σ)‖p/p−1

Lp/p−1(Rn)
dσ

≤
∥∥u0rj

∥∥2

L2(Ωrj )
+ 2

r′ηr′

∫
R ‖C

+(σ)‖p/p−2

Lp/p−2(Rn)
dσ

+ 2
p′ηp′

∫
R ‖D

+(σ)‖p/p−1

Lp/p−1(Rn)
dσ

Logo

(5.10)

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+ 2k̃

[∫ t
τ

∫
Ωrj
|∇wrj(σ)|pdxdσ +

∫ t
τ

∫
Ωrj

∣∣wrj(σ)
∣∣p dxdσ]

+
∫ t
τ

∥∥wrj(σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ ≤ α(‖u0‖L2(Rn)) := α

onde α é uma constante que depende do dado inicial ‖u0‖L2(Rn) .

Lema 5.0.5 Se wrj(t) é solução de (5.8), dados u0 ∈ L2(Rn) e T1 > 0, existe uma

constante β > 0 tal que para todo τ ∈ R temos
∥∥wrj(t)∥∥2

W 1,p
0 (Ωrj )

≤ β para todo t ≥ τ + T1

e para todo j ∈ N.



87

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (5.8) por d
dt
wrj e usando as De-

sigualdades de Hölder e de Young temos

d
dt

1
p

∥∥wrj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

+ d
dt

1
2

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
≤ p−2

p
‖C+(t)‖2p/p−2

L2p/p−2(Ωrj )

+ 2
p

∥∥wrj(t)∥∥pLp(Ωrj )
+ 1

2
‖D+(t)‖2

L2(Ωrj )

Queremos usar o Lema 1.1.2. Assim, primeiro notemos que

De (5.10) e da Hipótese A.4 segue que, �xado R > 0:∫ t+R

t

p− 2

p

∥∥C+(σ)
∥∥2p/p−2

L2p/p−2(Rn)
dσ +

∫ t+R

t

2

p

∥∥wrj(σ)
∥∥p
Lp(Ωrj )

dσ +

∫ t+R

t

1

2

∥∥D+(σ)
∥∥2

L2(Rn)
dσ

≤
[
p− 2

p

∫
R

∥∥C+(t)
∥∥2p/p−2

L2p/p−2(Rn)
dt+

2R

pk̃
α

+
1

2

∫
R

∥∥D+(t)
∥∥2

L2(Rn)
dt

]
:= a2

Também de (5.10) temos para t ≥ τ∫ t+R

t

∥∥wrj(σ)
∥∥p
W 1,p

0 (Ωrj )
dσ +

∫ t+R

t

∥∥wrj(σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ ≤ α

2k̃
:= a3

Portanto, pelo Lema 1.1.2∥∥wrj(t+R)
∥∥p
W 1,p

0 (Ωrj )
≤
(a3

R
+ a2

)
:= β, ∀t ≥ τ.

Fazendo R = T1 temos

(5.11)
∥∥wrj(t)∥∥pW 1,p

0 (Ωrj )
≤ β, ∀ t− τ > T1

uniformemente em j.

Lema 5.0.6 Se wrj é solução de (5.8), dados u0 ∈ L2(Rn) e T2 > 0, existe uma constante

ξ > 0 tal que, para todo τ ∈ R temos
∥∥ d
dt
wrj(t)

∥∥2

L2(Ωrj )
≤ ξ para todo t ≥ τ + T2 e para

todo j ∈ N.

Demonstração: Derivando a primeira equação de (5.8) e denotando d
dt
wrj(t) := v e as

derivadas de C+ e D+, em relação a t, respectivamente por C+
t e D+

t , obtemos:

d

dt
v(t)− div(|∇wrj |p−2∇v(t))− (p− 2)div(|∇wrj(t)|p−4∇wrj(t)∇wrj(t) · ∇v(t))

+ (p− 2)|wrj(t)|p−4wrj(t)wrj(t) · v(t) + |wrj(t)|p−2v(t) + v(t)

= C+
t (t, x)wrj(t) + C+(t, x)v(t) +D+

t (t, x)
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Multiplicando a equação acima por v obtemos

1
2
d
dt
‖v(t)‖2

L2(Ωrj ) ≤
(∥∥C+

t (t)wrj(t) +D+
t (t)

∥∥
L2(Ωrj )

+ ‖C+(t)v(t)‖L2(Ωrj )

)
‖v(t)‖L2(Ωrj )

≤ 1
2

∥∥C+
t (t)wrj(t) +D+

t (t)
∥∥2

L2(Ωrj )

+ 1
2

∫
Ωrj
|C+(t, x)|2 |v(t)|2dx+ ‖v(t)‖2

L2(Ωrj )

usando a hipótese que C+ ∈ L2(R;L∞(Rn)) temos

d

dt
‖v(t)‖2

L2(Ωrj ) ≤
∥∥C+

t w +D+
t

∥∥2

L2(Ωrj )
+
[∥∥C+(t)

∥∥2

L∞(Rn)
+ 2
]
‖v(t)‖2

L2(Ω
rj

)

Nosso objetivo é usar o Lema 1.1.2. Assim, seja R > 0 �xo e arbitrário. Da

condição A.4 temos que existe um número real a1 tal que

∫ t+R

t

∥∥C+(σ)
∥∥2

L∞(Rn)
+ 2 dσ ≤ a1,

Além disso

∥∥C+
t (t)wrj(t)

∥∥2

L2(Ωrj )
≤ p− 2

p

∥∥C+
t (t)

∥∥p/p−2

Lp/p−2(Rn)
+

2

p

∥∥wrj(t)∥∥pLp(Ωrj )

Assim, de A.4 e de (5.10) temos que existe um número real a2 tal que∫ t+R

t

∥∥C+
t (σ)wrj(σ) +D+

t (σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ ≤ a2

Por outro lado, multiplicando (5.8) por d
dt
wrj e usando as Desigualdades de Hölder

e de Young temos

1
2

∥∥ d
dt
wrj(t)

∥∥2

L2(Ωrj )
+ 1

p
d
dt

∥∥wrj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

+ 1
2
d
dt

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )

≤ 1
2

∥∥C+(t)wrj(t) +D+(t)
∥∥2

L2(Ωrj )

Integrando de t a t+R

1
2

∫ t+R
t

∥∥ d
dσ
wrj(σ)

∥∥2

L2(Ωrj )
dσ ≤ 1

p

∥∥wrj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

+ 1
2

∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )

+
∫ t+R
t

1
2

∥∥C+(σ)wrj(σ) +D+(σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ
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Como anteriormente, segue de A.4, de (5.10), e dos dois últimos lemas que, dado T1 > 0

existe a3 tal que, se t > τ + T1,∫ t+R

t

∥∥∥∥ ddtwrj(σ)

∥∥∥∥2

L2(Ωrj )

dσ ≤ a3

Assim, segue do Lema 1.1.2 que para t− τ > T1,∥∥∥∥ ddtwrj(t+R)

∥∥∥∥2

L2(Ωrj )

≤
(a3

R
+ a2

)
ea1 := ξ

Fazendo T1 = R como no lema anterior,

(5.12)
∥∥∥∥ ddtwrj(t)

∥∥∥∥2

L2(Ωrj )

≤ ξ, ∀ t− τ > T2 = 2T1.

Dos três últimos lemas e do Teorema 1.2.3 segue o seguinte resultado:

Lema 5.0.7 Se wrj é solução de (5.8), dados u0 ∈ L2(Rn) e T3 > 0, existe uma constante

ζ > 0 tal que, para todo τ ∈ R temos
∥∥wrj(t)∥∥L∞(Ωrj )

≤ ζ para todo t ≥ τ + T3 e para

todo j ∈ N.

Demonstração: A demonstração segue diretamente do Teorema 1.2.3. No entanto,

devemos tomar o cuidado de observar que a estimativa obtida neste lema é independente

do domínio Ωrj . De fato, temos que, para cada t > τ + T3,
∥∥wrj(t)∥∥L∞(Ωrj )

é menor

do que uma constante que depende de
∥∥wrj(t)∥∥L2(Ωrj )

,
∥∥ d
dt
wrj(t)

∥∥
L2(Ωrj )

, ‖C+(t)‖L2(Ωrj ),

‖D+(t)‖L2(Ωrj ), e da medida de Ak0 , onde Ak0 = {x ∈ Ωrj ;wrj(t, x) > k0}, para algum

k0 > 0. Para nos assegurarmos que |Ak0| é independente de j, basta notarmos que, para

cada t > τ ,

k2
0|Ak0|+

∫
Ωrj \Ak0

|wrj(t, x)|2dx ≤
∫
Ak0

k2
0dx+

∫
Ωrj \Ak0

|wrj(t, x)|2dx

=
∫

Ωrj
|wrj(t, x)|2dx ≤ α2,

onde α é independente de j, conforme demonstrado no Lema 5.0.4. Assim o resultado

segue do Teorema 1.2.3, das condições impostas em C+ e D+ em A.4, e dos Lemas 5.0.4

e 5.0.6.

Observação 5.0.8 Como as condições em C− e D− impostas em A.3 são análogas às

condições em A.4, então as estimativas obtidas nos quatro últimos lemas também podem

ser obtidas para as soluções de (5.9).
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Lema 5.0.8 Se urj é solução de (5.2), dados T4 e u0rj ∈ L2(Rn), existe η > 0 tal que∥∥urj(t)∥∥L∞(Ωrj )
≤ η para todo t > τ +T4, t pertencente ao intervalo maximal de existência

de urj , qualquer que seja j ∈ N .

Demonstração: Seja t > τ + T4, tal que urj(t) esteja de�nida. Da condição A.3 e do

Teorema 2.3.4 segue que urj(t) ≥ vrj(t), onde vrj é solução de 5.9. Logo, do Lema 5.0.7

e da Observação 5.0.8, existe uma constante k− tal que urj(t) ≥ k−. Da condição A.4

e do Teorema 2.3.4, é possível escolher D+ tal que urj(t) ≤ wrj(t), onde wrj é solução

de 5.8 . Assim, para tais valores de t, em vista do Lema 5.0.7, existe η > 0 tal que∥∥urj(t)∥∥L∞(Ωrj )
≤ η.

Corolário 5.0.1 Se urj é solução de (5.2), dados T5 e u0rj ∈ L2(Rn), existe λ > 0 tal que∥∥urj(t)∥∥L2(Ωrj )
≤ λ para todo t > τ +T5, t pertencente ao intervalo maximal de existência

de urj , qualquer que seja j ∈ N .

Demonstração: De fato, para t − τ > T5 temos vrj(t, x) ≤ urj(t, x) ≤ wrj(t, x), x

q.t.p em Ωrj . Então |urj(t, x)| ≤ max
{
|vrj(t, x)|, |wrj(t, x)|

}
≤ |vrj(t, x)|+ |wrj(t, x)|. Isto

implica que
∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
≤ C

{∥∥vrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
,
∥∥wrj(t)∥∥2

L2(Ωrj )

}
.

A observação abaixo garante que essencialmente, para efeito de análise assintótica

no sentido pullback, podemos dar ao problema (5.2) o mesmo tratamento que daríamos

a um problema com perturbação globamente Lipschitz.

Observação 5.0.9 Seja η dada pelo Lema 5.0.8, e consideremos o conjunto

L =
{
urj ∈ L2(Ωrj);

∥∥urj(t)∥∥L∞(Ωrj )
≤ η
}
.

Por A.2 temos que restrito a L o operador B satisfaz uma condição global de Lipschitz.

Lema 5.0.9 Seja urj uma solução de (5.2). Dados T6 e u0rj ∈ L2(Rn), existe γ > 0 tal

que
∥∥urj(t)∥∥W 1,p

0 (Ωrj )
≤ γ para todo t > τ + T6, t pertencente ao intervalo maximal de

existência de urj , qualquer que seja j ∈ N.

Demonstração: Multiplicando a equação em (5.2) por d
dt
urj e aplicando a Desigualdade

de Young obtemos

1

2

∥∥∥∥ ddturj(t)
∥∥∥∥2

L2(Ωrj )

+
d

dt
φrj(urj(t)) ≤

1

2
‖b(t)‖2

L2(Ωrj )
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com b(t, x) ∈ B(t, x, urj(t)). Pela Observação 5.0.9, podemos supor B satisfazendo uma

condição global de Lipschitz para t ∈ [τ + T6, Tmax], onde [τ, Tmax) é o intervalo maximal

de existência de urj . Mais precisamente, de A.2 temos

|b(t, x)| ≤ |L(t, x)|(η + 1)|urj(t, x)|

Então para t− τ > T6

1

p

d

dt

∥∥urj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

+
1

2

d

dt

∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
≤ 1

2

∫
Ωrj

|L(t, x)|2(η + 1)2|urj(t, x)|2dx

Integrando de s a t com [s, t] ⊂ (τ + T6, Tmax),

(5.13)∥∥urj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

≤
∥∥urj(s)∥∥pW 1,p

0 (Ωrj )
+
p

2

∥∥urj(s)∥∥2

L2(Ωrj )

+
p

2

(
p(η + 1)2

p− 2

∫ t

s

‖L(σ)‖
2p
p−2

L
2p
p−2 (Ωrj )

dσ +

∫ t

s

∥∥urj(σ)
∥∥p
Lp(Ωrj )

dσ

)
Agora notemos que, ao multiplicarmos a equação em (5.2) por urj , obtemos, como no

Lema 5.0.4,

(5.14)

k

(∫ t

τ+T6

‖∇urj(σ)‖pLp(Ωrj )dσ +

∫ t

τ+T6

‖urj(σ)‖pLp(Ωrj )dσ +

∫ t

τ+T6

∥∥urj(σ)
∥∥2

L2(Ωrj )
dσ

)

≤ 1
2
‖u(τ + T6)‖2

L2(Ωrj )

+
ζp

p− 2

∫ t

τ+T6

(
‖L(σ)‖

p
p−2

L
p
p−2 (Rn)

(η + 1)

)
dσ

para algum k > 0 e ζ su�cientemente pequeno.

Integrando novamente 5.13 em s de τ + T6 a T temos∥∥urj(t)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

[T − (τ + T6)] ≤
∫ T
τ+T6

∥∥urj(s)∥∥pW 1,p
0 (Ωrj )

ds

+
p

2

∫ T

τ+T6

∥∥urj(s)∥∥2

L2(Ωrj )
ds+ C(u0, L)[T − (τ + T6)]

onde C(u0, L) é uma constante que depende das normas de L(t, x) em Lp/p−2(R× Rn) e

L2p/p−2(R× Rn), e também da norma de u0 em L2(Rn).
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Corolário 5.0.2 Se urj é solução de (5.2), urj está globalmente de�nida.

Lema 5.0.10 Se urj é solução de (5.2) então, dados T0 > 0 e t > τ + T0,

urj ∈ L2(τ + T0, T ;L2(Ωrj)) ∩ Lp(τ + T0, T ;W 1,p
0 (Ωrj)) ∩ C(τ + T0, T ;L2(Ωrj)),

e {urj} é uma sequência limitada neste espaço.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação do problema (5.2) por urj temos

1

2

d

dt

∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+

∫
Ωrj

|∇urj(x)|pdx+

∫
Ωrj

|urj(x)|pdx+

∫
Ωrj

|urj(x)|2dx

≤
∫

Ωrj

b(t, x, urj)urjdx

≤
∫

Ωrj

L(t, x)|urj |2(η + 1)dx

≤
∫

Ωrj

1

r,λr,
|(η + 1)L(t, x)|r, +

λr

r
|urj(t, x)|2rdx

para algum λ > 0. Tomando r = p
2
temos r, = p

p−2
, fazendo λ tão pequeno tal que

k1 := (1− λr/r) > 0 temos

1

2

d

dt

∥∥urj∥∥2

L2(Ωrj )
+

∫
Ωrj

|∇urj(x)|pdx+ k1

∫
Ωrj

|urj(x)|pdx+
1

2

∫
Ωrj

|urj(x)|2dx

≤
∫

Ωrj

1

r,λr,
|(η + 1)L(t, x)|p/p−2dx

Logo, dado T0, integrando de τ + T0 a T temos,

∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
+ 2k1

[∫ t

τ+T0

∫
Ωrj

|∇urj(x)|pdxdt+

∫ t

τ+T0

∫
Ωrj

|urj(x)|pdxdt

]

+

∫ t

τ+T0

∫
Ωrj

|urj(x)|2dxdt

≤
∥∥urj(τ + T0)

∥∥2

L2(Ωrj )
+ k2

∫ t

τ+T0

∫
Ωrj

|(η + 1)L(t, x)|p/p−2dxdt ≤ δ1

(5.15)

onde δ1 é uma constante que depende das normas de L(t, x) em Lp/p−2(R × Rn), de η

(obtido no Lema 5.0.8), e também da norma de u0 em L2(Rn).

Lema 5.0.11 Seja urj uma solução de (5.2). Dados T7 e u0rj ∈ L2(Rn), existe κ > 0 tal

que
∥∥ d
dt
urj(t)

∥∥
L2(T7,T ;L2(Ωrj )

≤ κ, qualquer que seja j ∈ N.
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Demonstração: Novamente, como na demonstração do Lema 5.0.9, multipli-

cando a equação em (5.2) por d
dt
urj e aplicando a Desigualdade de Young obtemos

1

2

∥∥∥∥ ddturj(t)
∥∥∥∥2

L2(Ωrj )

+
d

dt
φrj(urj(t)) ≤

1

2

(
η + 1)‖L(T )‖L∞(Rn)‖urj(t, x)

∥∥2

L2(Ωrj )

O resultado segue integrando a desigualdade acima em t de T7 a T e usando as estimativas

obtidas no Corolário 5.0.1 e nos Lemas 5.0.9 e 5.0.10.

Para �nalizar, mostramos algumas inclusões que usaremos ao longo da próxima

demonstração.

Lema 5.0.12 Seja Ω ⊂ Rn, um domínio limitado e sejam p > 2, p, tal que 1
p

+ 1
p,

= 1.

Então, dados τ, T ∈ R, τ ≤ T , as seguintes inclusões são veri�cadas:

1. L2 (τ, T ;L2(Ω)) ⊂ Lp
,
(τ, T ;W−1,p,(Ω)).

2. Lp
′
(τ, T ;W−1,p′(Ω)) + L2 (τ, T ;L2(Ω)) ⊂ Lp

,
(τ, T ;W−1,p,(Ω)).

3. Sejam Ω1 ⊂ Ω2 domínios limitados com fronteira suave. Então

Lp
′
(τ, T ;W−1,p′(Ω2)) ⊂ Lp

′
(τ, T ;W−1,p′(Ω1)).

Demonstração:

1 - Mostremos primeiramente que Lp(τ, T ;W 1,p
0 (Ω)) ⊂ L2 (τ, T ;L2(Ω)) . Seja u ∈

Lp(τ, T ;W 1,p(Ω)) então como p > 2 temos:

‖u‖L2(τ,T ;L2(Ω)) ≤ K(T, τ) ‖u‖Lp(τ,T ;L2(Ω))

= K(T, τ)

∫ T

τ

‖u(t)‖pL2(Ω) dt

≤ K̃(Ω, T, τ)

∫ T

τ

‖u(t)‖pLp(Ω) dt

≤ K̃(Ω, T, τ)

∫ T

τ

‖u(t)‖pLp(Ω) + ‖∇u(t)‖pLp(Ω) dt

= K̃(Ω, T, τ)

∫ T

τ

‖u(t)‖p
W 1,p

0 (Ω)
dt

= K̃(Ω, T, τ) ‖u‖Lp(τ,T ;W 1,p
0 (Ω))(5.16)

Portanto, L2 (τ, T ;L2(Ω)) ⊂ Lp
′
(τ, T ;W−1,p′(Ω)).

2 - Segue diretamente do item anterior.
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3 - Suponha u ∈ Lp′(τ, T ;W−1,p′(Ω2)). Para t qtp em [τ, T ],

‖u(t)‖W−1,p′ (Ω1) = sup
{v∈W 1,p

0 (Ω1);‖v‖
W

1,p
0 (Ω1)

≤1}

∣∣∣∣∫
Ω1

u(t, x)v(x)dx

∣∣∣∣
= sup
{v∈W 1,p

0 (Ω1);‖v‖
W

1,p
0 (Ω1)

≤1}

∫
Ω1

u(t, x)v(x)dx

(5.17)

Esta última igualdade é possível, pois se v ∈ W 1,p
0 (Ω1) e

∫
Ω1
u(x)v(x)dx ≤ 0

então, como −v ∈ W 1,p
0 (Ω1) temos que

∫
Ω1
u(x)v(x)dx ≥ 0. Observemos ainda que, se

v ∈ W 1,p
0 (Ω1) se ainda denotarmos por v a prolongação canônica por 0 fora de Ω1, então

v ∈ W 1,p
0 (Ω2) ([12], Proposição IX.18). Portanto,

‖u(t)‖W−1,p′ (Ω1) = sup
{v∈W 1,p

0 (Ω1);‖v‖
W

1,p
0 (Ω1)

≤1}

∫
Ω1

u(t, x)v(x)dx

≤ sup
{v∈W 1,p

0 (Ω2);‖v‖
W

1,p
0 (Ω2)

≤1}

∫
Ω2

u(t, x)v(x)dx

= ‖u(t)‖W−1,p, (Ω2)

Portanto
‖u‖Lp′ (τ,T ;W−1,p′ (Ω1)) =

∫ T
τ
‖u(t)‖p

′

W−1,p′ (Ω1)
dt

≤
∫ T
τ
‖u(t)‖p

′

W−1,p′ (Ω2)
dt

= ‖u‖Lp′ (τ,T ;W−1,p′ (Ω2))

5.0.4 Existência de solução

Agora podemos enunciar o teorema que garante a existência de solução para

problemas do tipo (5.1) em Rn.

Teorema 5.0.1 Sejam τ, T ∈ R quaisquer com T > τ e suponha que A.1-A.4 são sat-

isfeitas. Então (5.1) tem uma solução fraca, no sentido da de�nição 5.0.1, para todo

u0 ∈ L2(Rn).
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Demonstração: Seja {rj} uma sequência crescente de números reais com rj > 1 tal

que rj → ∞, quando j → ∞. Seja Ωrj = B(0, rj) a bola aberta de centro zero e raio

rj em Rn. Dado u0 ∈ L2(Rn), seja
{
urj
}
uma sequência de soluções de (5.2). Ou seja,

urj ∈ C([τ, T ];L2(Ωrj)) e existe brj ∈ L2(τ, T ;L2(Ωrj)) com brj(t, x) ∈ B(t, x, urj(t)),

q.t.p. (t, x) ∈ [τ, T ]× Ωrj , tal que

(5.18)
d

dt
urj + Arjurj = brj ,

q.t.p (t, x) ∈ (τ, T )× Ωrj . Estendemos cada urj de�nindo-a em Rn da seguinte forma:

(5.19) ûrj(x) =

{
urj(x)ψrj(|x|) em B(0, rj)

0, caso contrário

Temos que, dado δ > τ , qualquer que seja T > δ, ûrj é uma sequência limitada em

Lp(δ, T ;W 1,p(Rn)) ∩ L2(δ, T ;L2(Rn)) ∩ C(δ, T ;L2(Rn))

e d
dt
ûrj é limitada em L2(δ, T ;L2(Rn)). Veri�caremos inicialmente que ûrj é uniformemente

limitado em Lp(δ, T ;W 1,p(Rn)).∥∥ûrj∥∥Lp(δ,T ;W 1,p(Rn))
=
∫ T
δ

∥∥ûrj(t)∥∥pW 1,p(Rn)
dt

=
∫ T
δ

∥∥∇ûrj(t)∥∥pLp(Rn)
+
∥∥ûrj(t)∥∥pLp(Rn)

dt

=
∫ T
δ

∫
Rn
∣∣∇(urj(t, x)ψrj(|x|))

∣∣p +
∣∣urj(t, x)ψrj(|x|)

∣∣p dxdt
=

∫ T
δ

∫
|x|≤rj−1

(∣∣∇urj(t, x)ψrj(|x|) + urj(t, x)∇ψrj(|x|)
∣∣p +

∣∣urj(t, x)ψrj(|x|)
∣∣p) dxdt

+
∫ T
δ

∫
rj−1≤|x|≤rj

(∣∣∇urj(t, x)ψrj(|x|) + urj(t, x)∇ψrj(|x|)
∣∣p +

∣∣urj(t, x)ψrj(|x|)
∣∣p) dxdt

Da de�nição de ψrj temos

∥∥ûrj∥∥Lp(δ,T ;W 1,p(Rn))
≤
∫ T

δ

∫
|x|≤rj−1

∣∣∇urj(t, x)
∣∣p +

∣∣urj(t, x)
∣∣p dxdt

+

∫ T

δ

∫
rj−1≤|x|≤rj

∣∣∇urj(t, x) + Curj(t, x)
∣∣p +

∣∣urj(t, x)
∣∣p dxdt

≤
∥∥urj∥∥pLp(δ,T ;W 1,p

0 (Ωrj ))
+
∥∥∇urj + Curj

∥∥p
Lp(δ,T ;Lp(Ωrj ))

+
∥∥urj∥∥pLp(δ,T ;Lp(Ωrj ))
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Do Lema (5.0.10) e do fato que∥∥∇urj + Curj
∥∥p
Lp(δ,T ;Lp(Ωrj ))

≤ 2p(
∥∥∇urj∥∥pLp(δ,T ;Lp(Ωrj ))

+ Cp
∥∥urj∥∥pLp(δ,T ;Lp(Ωrj ))

),

(ver p.173, [40]) temos ∥∥ûrj∥∥Lp(δ,T ;W 1,p(Rn))
≤ k̃1(‖u0‖L2(Rn))

Veri�caremos agora que ûrj é limitado em L2(δ, T ;L2(Rn)), uniformemente em j.

∥∥ûrj∥∥L2(δ,T ;L2(Rn))
=

∫ T

δ

∥∥ûrj(t)∥∥L2(Rn)
dt

=

∫ T

δ

∫
Rn

∣∣urj(t, x)ψrj(|x|)
∣∣2 dxdt

=

∫ T

δ

∫
Ωrj

∣∣urj(t, x)
∣∣2 ∣∣ψrj(|x|)∣∣2 dxdt

≤
∫ T

δ

∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
dt

=
∥∥urj∥∥L2(δ,T ;L2(Ωrj ))

≤ k̃2(‖u0‖L2(Rn))

Finalmente,

supt∈[δ,T ]

∥∥ûrj(t)∥∥L2(Rn)
= supt∈[δ,T ]

∫
Rn

∣∣ûrj(t, x)
∣∣2 dx

= supt∈[δ,T ]

∫
Rn

∣∣urj(t, x)
∣∣2 ∣∣ψrj(|x|)∣∣2 dx

≤ supt∈[δ,T ]

∫
Ωrj

∣∣urj(t, x)
∣∣2 dx

= supt∈[δ,T ]

∥∥urj(t)∥∥2

L2(Ωrj )
≤ k̃3(‖u0‖L2(Rn))

Para concluir, como d
dt
ûrj = ψrj · ddturj , segue do Lema 5.0.11 e da de�nição de

ψrj que
{
d
dt
ûrj
}
é limitada em L2(δ, T ;L2(Rn)).

Portanto, existe uma subsequência de
{
ûrj
}
, que denotaremos da mesma forma,

tal que

(5.20) ûrj ⇀ u∞ em L2(δ, T ;L2(Rn)).

Mostraremos que u∞ é solução fraca, no sentido da De�nição 5.0.1, de (5.1).

Para isso, �xemos rk > 0. Seja rj tal que rk < rj − 1. De�na Lkûrj a restrição de

ûrj a Ωrk := B(0, rk), a bola aberta de centro zero e raio rk em Rn.
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Claramente, Lkûrj ∈ Lp(δ, T ;W 1,p(Ωrk) ∩ L2(δ, T ;L2(Ωrk)) ∩ C(δ, T ;L2(Ωrk)) e é

uniformemente limitada neste espaço. Então existe uma subsequência de
{
Lkûrj

}
, que

ainda denotaremos da mesma forma, tal que

(5.21) Lkûrj ⇀ uk∞ em Lp(δ, T ;W 1,p(Ωrk)) e

Lkûrj ⇀ uk∞ em L2(δ, T ;L2(Ωrk)) quando j →∞.(5.22)

Mostremos que Lku∞ = uk∞, onde Lku∞ é a restrição de u∞ a Ωrk . De fato, seja

v ∈ C∞c ((τ, T )×Ωrk). Como o suporte de v está contido em um compacto de (δ, T )×Ωrk

para algum δ > τ , segue de (5.22) que

∫ T

δ

∫
Ωrk

Lkûrj(t, x)v(t, x)dxdt→
∫ T

δ

∫
Ωrk

uk∞(t, x)v(t, x)dxdt.

Por outro lado, como v(t, x) = 0, x /∈ Ωrk , e vale (5.20), temos∫ T

δ

∫
Ωrk

Lkûrj(t, x)v(t, x)dxdt =

∫ T

δ

∫
Rn
ûrj(t, x)v(t, x)dxdt→

∫ T

δ

∫
Rn
u∞(t, x)v(t, x)dxdt

=

∫ T

δ

∫
Ωrk

Lku∞(t, x)v(t, x)dxdt

Da unicidade do limite temos

∫ T

δ

∫
Ωrk

uk∞(t, x)v(t, x)dxdt =

∫ T

δ

∫
Ωrk

Lku∞(t, x)v(t, x)dxdt.

Portanto, uk∞(t, x) = Lku∞(t, x), q.t.p em [τ, T ]× Ωrk .

Mostremos que Lku∞ é solução fraca, no sentido da De�nição 5.0.1, de (5.1) em

[τ, T ]×Ωrk e então, como rk é qualquer, para todo v ∈ C∞c ((τ, T )×Rn) podemos encontrar

rk, tal que v ∈ C∞c ((τ, T )×Ωrk) e concluir que u∞ é solução fraca de (5.1) em [τ, T ]×Rn.
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Assim, seja v ∈ C∞c ((τ, T )×Ωrk). ComoB(0, rk) ⊂ B(0, rj), então v ∈ C∞c ((τ, T )×
Ωrj). Denotemos por brjk := Lkb

rj , a restrição de brj a Ωrk . Uma vez que brj(t, x) ∈
B(t, x, urj(t, x)) q.t.p (t, x) ∈ [τ, T ] × Ωrj , então b

rj
k (t, x) ∈ B(t, x, Lkûrj(t, x)) q.t.p

(t, x) ∈ [τ, T ]× Ωrk . Assim, temos

∫ T

τ

∫
Ωrk

− Lkûrj(t, x)
∂v

∂t
(t, x) +

∣∣∇Lkûrj(t, x)
∣∣p−2∇Lkûrj(t, x)∇v(t, x)

+
∣∣Lkûrj(t, x)

∣∣p−2
Lkûrj(t, x)v(t, x) + Lkûrj(t, x)v(t, x)− brjk (t, x)v(t, x)dxdt

=

∫ T

τ

∫
Ωrj

−urj(t, x)
∂v

∂t
(t, x) +

∣∣∇urj(t, x)
∣∣p−2∇urj(t, x)∇v(t, x)

+
∣∣urj(t, x)

∣∣p−2
urj(t, x)v(t, x) + urj(t, x)v(t, x)− brj(t, x)v(t, x)dxdt = 0(5.23)

O próximo passo é passar o limite na igualdade acima, quando rj →∞.

Para cada j ∈ N considere o operador que a cada elemento u ∈ W 1,p
0 (Ωrj) associa

o elemento de W−1,p,(Ωrj), Â
rju : W 1,p

0 (Ωrj)→ R dado por

Ârju(v) =
∫

Ωrj
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ωrj
|u(x)|p−2u(x)v(x)dx

Temos que Ârjurj é uniformemente limitado em Lp
,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrj)) qualquer que seja

δ > τ , pois

(5.24)
∥∥∥Ârjurj∥∥∥

Lp
,
(δ,T ;W−1,p, (Ωrj ))

=

∫ T

δ

∥∥∥Ârjurj(s)∥∥∥p,
W−1,p, (Ωrj )

ds

Agora,

∥∥∥Ârjurj(t)∥∥∥
W−1,p, (Ωrj )

= sup{v∈W 1,p
0 (Ωrj );‖v‖

W
1,p
0 (Ωrj )

≤1}

∣∣∣Ârjurj(t)(v)
∣∣∣

≤ sup{v∈W 1,p
0 (Ωrj );‖v‖

W
1,p
0 (Ωrj )

≤1}

[∫
Ωrj

∣∣∇urj(t)∣∣p−1 |∇v|

+
∣∣urj(t)∣∣p−1 |v| dx

]
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Usando a desigualdade de Hölder temos

∥∥∥Ârjurj(t)∥∥∥
W−1,p, (Ωrj )

≤ sup{v∈W 1,p
0 (Ωrj );‖v‖

W
1,p
0 (Ωrj )

≤1}

(∫
Ωrj

∣∣∇urj(t)∣∣p
)1/p, (∫

Ωrj

|∇v|p
)1/p

+

(∫
Ωrj

∣∣urj(t)∣∣p
)1/p, (∫

Ωrj

|v|p
)1/p


= sup{v∈W 1,p

0 (Ωrj );‖v‖
W

1,p
0 (Ωrj )

≤1}

[∥∥∇urj(t)∥∥p−1

Lp(Ωrj )
‖∇v‖Lp(Ωrj )

+
∥∥urj(t)∥∥p−1

Lp(Ωrj )
‖v‖Lp(Ωrj )

]
≤
∥∥∇urj(t)∥∥p−1

Lp(Ωrj )
+
∥∥urj(t)∥∥p−1

Lp(Ωrj )

Lembremos que se a, b são números reais positivos eR > 1 temos aR+bR ≤ (a+b)R

então ∥∥∥Ârjurj(t)∥∥∥
W−1,p, (Ωrj )

≤
(∥∥∇urj(t)∥∥Lp(Ωrj )

+
∥∥urj(t)∥∥Lp(Ωrj )

)p−1

=
∥∥urj(t)∥∥p−1

W 1,p
0 (Ωrj )

De (5.24) e do Lema 5.0.10 temos que {Ârjurj} é limitada em Lp
,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrj)).

Assim, do exposto acima, da Hipótese A.2 e do Lema 5.0.10, podemos concluir

que

(5.25)
∂

∂t
urj ∈ Lp

,

(δ, T ;W−1,p,(Ωrj)) + L2
(
δ, T ;L2(Ωrj)

)
e a sequência

{
∂
∂t
urj
}
é uniformemente limitada em

Urj := Lp
,

(δ, T ;W−1,p,(Ωrj)) + L2
(
δ, T ;L2(Ωrj)

)
,

já que

∥∥∥∥ ∂∂turj
∥∥∥∥
Urj

= inf

{∥∥∥Ârjurj∥∥∥
Lp
,
(δ,T ;W−1,p, (Ωrj ))

+
∥∥urj + brj

∥∥
L2(δ,T ;L2(Ωrj ))

}
≤
∥∥∥Ârjurj∥∥∥

Lp
,
(δ,T ;W−1,p, (Ωrj ))

+
∥∥urj∥∥L2(δ,T ;L2(Ωrj ))

+ ‖brj‖L2(δ,T ;L2(Ωrj ))(5.26)

Seja Urk := Lp
,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrk)) + L2 (δ, T ;L2(Ωrk)). Do Lema (5.0.12) temos que

∥∥∥∥ ∂∂turj
∥∥∥∥
Urk

≤
∥∥∥∥ ∂∂turj

∥∥∥∥
Urj

(5.27)
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e portanto
{
∂
∂t
urj
}
é uniformemente limitada em Urk . Logo, passando a uma subsequência

se necessário, ∂
∂t
urj converge fracamente para u∞ em Urk ou seja,〈

∂

∂t
urj , ϕ

〉
→ 〈u∞, ϕ〉 ,∀ϕ ∈ (Urk)

∗ ,

onde (Urk)
∗ denota o dual topológico de Urk .

Do Lema 5.0.12, Urk ⊂ Lp
,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrk)). Então (Lp

,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrk)))

∗ ⊂
(Urk)

∗ . Logo, em particular,

〈
∂

∂t
urj , ϕ

〉
→ 〈u∞, ϕ〉 ,∀ϕ ∈

(
Lp

,

(δ, T ;W−1,p,(Ωrk))
)∗
,

ou seja ∂
∂t
urj

∗
⇀ u∞ em Lp

,
(δ, T ;W−1,p,(Ωrk)), quando j →∞. 1 Portanto, (pela Proposição

III.12 (iii) [13]),
∥∥ ∂
∂t
urj
∥∥
Lp
,
(δ,T ;W−1,p, (Ωrk ))

é uniformemente limitado em j.

Notemos agora que Lk ∂∂turj = ∂
∂t
Lkûrj . De fato, seja v ∈ C∞c ((τ, T )× Ωrk) qual-

quer. Então∫ T

τ

∫
Ωrk

Lk
∂

∂t
urj(t, x)v(t, x)dtdx =

∫ T

τ

∫
Ωrj

∂

∂t
urj(t, x)v(t, x)dtdx

= −
∫ T

τ

∫
Ωrk

urj
∂

∂t
v(t, x)dtdx

= −
∫ T

τ

∫
Ωrk

Lkûrj
∂

∂t
v(t, x)dtdx

=

∫ T

τ

∫
Ωrk

∂

∂t
Lkûrj(t, x)v(t, x)dtdx

Aqui devemos observar que Lkûrj := urj(x)ψrj(|x|)|Ωrk = urj(x)|Ωrk então

Lk
∂
∂t
urj = ∂

∂t
Lkûrj = ∂

∂t
urj , em Ωrk , então

∥∥ ∂
∂t
Lkûrj

∥∥
Lp
,
(δ,T ;W−1,p, (Ωrk ))

é uniformemente

limitada. Do Teorema 1.3.2 concluímos que
{
Lkûrj

}
possui uma subsequência convergindo

fortemente em L2(δ, T ;L2(Ωrk)). Portanto, passando a uma subsequência se necessário,

(5.28) Lkûrj → uk∞ em L2(δ, T ;L2(Ωrk)).

Assim, como brjk é uniformemente limitada em L2(τ, T ;L2(Ωrk)) temos que {brjk } possui
uma subsequência (denotada da mesma forma) que converge fracamente para um b∞k em

L2(τ, T ;L2(Ωrk)). De A.1 segue que b∞k ∈ B(t, uk∞).
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A partir de agora nosso objetivo passa a ser mostrar que {∇Lkûrj} é uma sequên-

cia pré-compacta em Lp((δ, T ) × Ωrk). Vamos usar o Teorema de Frechet- Kolmogorov,

[13]. Assim, para checarmos as hipóteses deste teorema, precisamos garantir que, dado

ε > 0, existe δ0 > 0, tal que

‖τh∇Lkûrj −∇Lkûrj‖Lp((δ,T )×Ωrk ) ≤ ε, se |h| ≤ δ0, ∀ j,

onde h = (ht, hx) ∈ R× Rn e τh∇Lkûrj(t, x) = ∇Lkûrj(t+ ht, x+ hx).

Sem perda de generalidade podemos supor que existe δ0 tal que, para todo j,

δ0 < dist
(
Ωrj−1

, {Ωrj

)
. Para cada j, sabemos que a equação

(5.29) −∆p urj(t, x) + |urj(t, x)|p−2urj(t, x) + urj(t, x) = B(t, urj(t, x))− ∂

∂t
urj(t, x)

é satisfeita x qtp em Ωrj e para todo t > τ . Em particular,

(5.30)

−∆pτhurj(t, x)+|τhurj(t, x)|p−2τhurj(t, x)+τhurj(t, x) = B(t+ht, τhurj(t, x))− ∂

∂t
τhurj(t, x)

é satisfeita x qtp no conjunto Ωrj , estendendo por zero fora de Ωrj , e para todo t > τ.

Fazendo (5.30)− (5.29), teremos para toda ϕ em C∞((δ, T )× Rn) que,

(5.31)

∫ T
δ

∫
Ωrj

(
|∇τhurj(x)|p−2∇τhurj(x)− |∇urj(x)|p−2∇urj(x)

)
∇ϕ +

(|τhurj(x)|p−2τhurj(x)− |urj(x)|p−2urj(x)) ϕ +

(τhurj(x)− urj(x)) ϕ dx dt =

∫ T
δ

∫
Ωrj

(B(t+ ht, τhurj(x))−B(t, urj(x))) ϕ −

( ∂
∂t
τhurj(x)− ∂

∂t
urj(x))ϕ dx dt

A partir de agora, vamos escolher ϕ adequadamente para podermos concluir

o raciocínio. Fixemos j e h e observemos que se |h| for su�cientemente pequeno a

função τhurj − urj pertence a W 1,2((δ, T ) × Rn). Sendo assim, existe uma sequência

ϕm ∈ C∞(Rn+1) tal que

ϕm → τhurj − urj em L2((δ, T )× Ωrj) e

∇ϕm → τh∇urj −∇urj em L2((δ, T )× Ωrj)
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onde (δ, T ) ⊂⊂ (τ, T ). Além disso,

‖ϕm‖L2((δ,T )×Ωrj ) ≤ ‖τhurj − urj‖L2((δ,T )×Ωrj ) ≤ 2‖urj‖L2((δ,T )×Ωrj )

‖∇ϕm‖L2((δ,T )×Ωrj ) ≤ ‖∇τhurj −∇urj‖L2((δ,T )×Ωrj ) ≤ 2‖∇urj‖L2((δ,T )×Ωrj )

Finalmente, voltando a (5.31), temos

(5.32)

∫ T
δ

∫
Ωrj

(
|∇τhurj(x)|p−2∇τhurj(x)− |∇urj(x)|p−2∇urj(x)

)
∇ϕm +

(|τhurj(x)|p−2τhurj(x)− |urj(x)|p−2urj(x)) ϕm +

(τhurj(x)− urj(x)) ϕm dx dt =

∫ T
δ

∫
Ωrj

(B(t+ ht, τhurj(x))−B(t, urj(x))) ϕm −

( ∂
∂t
τhurj(x)− ∂

∂t
urj(x))ϕm dx dt

Tomando o limite em m e usando a Desigualdade de Tartar (Desigualdade 1.1.1)

temos que existe λ0 que depende apenas de p e n tal que

λ0

∥∥τh∇urj −∇urj∥∥pLp((δ,T )×Ωrj )
+ λ0

∥∥τhurj − urj∥∥pLp((δ,T )×Ωrj )
+
∥∥τhurj − urj∥∥2

L2((δ,T )×Ωrj )

≤
(∫ T

δ

∥∥B(t+ ht, τhxurj(t))
∥∥2

L2(Ωrj )
dt

+

∫ T

δ

∥∥B(t+ ht, τhxurj)
∥∥2

L2(Ωrj )
dt

)∥∥τhurj − urj∥∥L2((δ,T )×Ωrj )

+

(∥∥∥∥ ∂∂tτhurj
∥∥∥∥
L2((δ,T )×Rn)

+

∥∥∥∥ ∂∂turj
∥∥∥∥
L2((δ,T )×Rn)

)∥∥τhurj − urj∥∥L2((δ,T )×Ωrj )
.

Usando que urj ∈ W 1,2((a, b)× Rn), onde (δ, T ) ⊂⊂ (a, b), pela Proposição IX.3

em [13] temos

‖τhurj − urj‖L2((δ,T )×Ωrj ) ≤ C1|h|

com C1 = C1

(
‖∇urj‖L2((δ,T )×Ωrj ) +

∥∥ ∂
∂t
urj
∥∥
L2((δ,T )×Ωrj )

)
ou seja, uniforme em j.

Logo, ∥∥τh∇urj −∇urj∥∥Lp((δ,T )×Ωrj )
≤ C̃1|h|1/p

e ∥∥τh∇urj −∇urj∥∥Lp((δ,T )×Ωrk )
≤ C̃1|h|1/p → 0
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quando h é pequeno. Então, pelo Teorema de Frechet- Kolmogorov [13], {∇Lkûrj} é uma

sequência pré-compacta em Lp((δ, T )× Ωrk).

Assim, ∇Lkûrj → ∇uk∞ em Lp([τ + T0, T ]× Ωrk) ⊂ L1([τ + T0, T ]× Ωrk). Além

disso, temos Lkûrj → uk∞ em L2([τ + T0, T ]× Ωrk) ⊂ L1([τ + T0, T ]× Ωrk). Logo,

(5.33) Lkûrj(t, x)→ uk∞(t, x), q.t.p (t, x) ∈ [τ + T0, T ]× Ωrk e

∇Lkûrj(t, x)→ ∇uk∞(t, x), q.t.p (t, x) ∈ [τ + T0, T ]× Ωrk

Como a função z 7→ |z|p−2 z, é contínua, então

∣∣∇Lkûrj(t, x)
∣∣p−2∇Lkûrj(t, x) +

∣∣Lkûrj(t, x)
∣∣p−2

Lkûrj(t, x)

→ |∇uk∞(t, x)|p−2∇uk∞(t, x) + |uk∞(t, x)|p−2 uk∞(t, x)

q.t.p (t, x) ∈ [τ + T0, T ] × Ωrk . Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada temos

que ∫ T

τ+T0

∫
Ωrk

∣∣∇Lkûrj ∣∣p−2∇Lkûrj∇v +
∣∣Lkûrj ∣∣p−2

Lkûrjv

→
∫ T

τ+T0

∫
Ωrk

|∇uk∞|p−2∇uk∞∇v + |uk∞|p−2 uk∞v

para todo v ∈ C∞c ([τ + T0, T ]× Ωrk).

Finalmente voltando a (5.23) e passando o limite quando rj → ∞ temos ∀v ∈
C∞c ((τ + T0, T )× Ωrk)

(5.34)

∫ T
τ

∫
Ωrk
−uk∞(t, x)∂v

∂t
(t, x) + |∇uk∞(t, x)|p−2∇uk∞(t, x)∇v(t, x) +

|uk∞(t, x)|p−2 uk∞(t, x)v(t, x) +

uk∞(t, x)v(t, x)−B(t, uk∞(t, x))v(t, x)dxdt = 0

A seguir mostraremos que algumas propriedades da solução u∞ de (5.1) exibida

acima.

Lema 5.0.13 Dados T8 > τ e u0rj ∈ L2(Rn), existe % > 0 tal que ‖uk∞(t)‖L∞(Ωrk ) ≤ %,

t qtp em (T8, T ), qualquer que seja k ∈ N.
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Demonstração: Como Lkûrj(t) → uk∞(t) em L2(Ωrk), então existe uma subsequência

de
{
Lkûrj(t)

}
, que vamos denotar da mesma forma, tal que

(5.35) Lkûrj(t)(x)→ uk∞(t)(x), qtp em (T8, T )× Ωrk .

Do Lema 5.0.8 concluimos que
∥∥urj(t)∥∥L∞(Ωrk )

≤ η, qtp em (T8, T ) e uniforme-

mente em j. Logo, de (5.35) temos que

(5.36) ‖uk∞(t)‖L∞(Ωrk ) ≤ η, qtp em (T8, T ).

Observação 5.0.10 Dado T8 > τ , ‖u∞(t)‖L∞(Rn) ≤ η, qtp em (T8, T ). De fato, suponha

que exista E ⊂ Rn com m(E) > 0 tal que u∞(t)(x) > η, x ∈ E. É possível escol-

her k > 0 tal que Ek := E ∩ Ωrk tenha m(Ek) > 0. Logo, como Ek ⊂ E temos que

‖u∞(t)‖L∞(Ek) > η, ∀t ∈ (T ,8, T
,), mas isto contradiz o lema anterior.

Observação 5.0.11 ∂
∂t
u∞ ∈ L2(δ, T ;L2(Rn)). De fato, como

{
∂
∂t
ûrj
}
é uniformemente

limitada em L2(δ, T ;L2(Rn)), então ∂
∂t
ûrj ⇀

∂
∂t
u∞ em L2(δ, T ;L2(Rn)). Assim∥∥∥∥ ∂∂tu∞

∥∥∥∥
L2(δ,T ;L2(Rn))

≤ lim
j→∞

inf

∥∥∥∥ ∂∂tûrj
∥∥∥∥
L2(δ,T ;L2(Rn))

.

Lema 5.0.14 u∞ ∈ C((δ, T );L2(Rn)).

Demonstração: Já provamos que u∞ ∈ L2(δ, T ;L2(Rn)) e d
dt
u∞ ∈ L2(δ, T ;L2(Rn))

qualquer que seja δ > τ.

Seja

(5.37) û(t) =

{
u∞(t), t ∈ [δ, T ]

0, caso contrário

Por regularização da função û : [δ, T ]→ L2(Rn) nós podemos obter uma sequência

de funções {um} ⊂ C1([δ, T ];L2(Rn)), tal que

um → u em L2(δ, T ;L2(Rn))

e
d

dt
um →

d

dt
u em L2(δ, T ;L2(Rn))
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é claro que 1
2
d
dt
‖um(t)‖L2(Rn) =

〈
d
dt
um(t), um(t)

〉
L2(Rn)

então para todo t∗ temos

‖um(t)‖2
L2(Rn) = ‖um(t∗)‖2

L2(Rn) + 2

∫ t

t∗

〈
d

dt
um(σ), um(σ)

〉
L2(Rn)

dσ(5.38)

Escolha t∗ tal que ‖um(t∗)‖2
L2(Rn) = 1

T−δ

∫ T
δ
‖um(t)‖2

L2(Rn) .

Vamos estimar a integral em (5.38). Pelo Teorema de Riez p.81 [13] temos∣∣∣∣∣
〈
d

dt
um(σ), um(σ)

〉
L2(Rn)

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥ ddtum(σ)

∥∥∥∥
L2(Rn)

‖um‖L2(Rn)(5.39)

Voltando a (5.38)

‖um(t)‖2
L2(Rn) ≤

1

T − δ

∫ T

δ

‖um(t)‖2
L2(Rn) + 2

∫ t

δ

∥∥∥∥ ddtum(σ)

∥∥∥∥
L2(Rn)

‖um‖L2(Rn) dσ

Usando a desigualdade de Young temos

‖um(t)‖2
L2(Rn) ≤

1

T − δ

∫ T

δ

‖um(t)‖2
L2(Rn) +

∫ t

δ

∥∥∥∥ ddtum(σ)

∥∥∥∥2

L2(Rn)

+ ‖um‖2
L2(Rn) dσ

Então

sup
t∈(δ,T )

‖um(t)‖2
L2(Rn) ≤ C

(∥∥∥∥ ddtum
∥∥∥∥
L2(δ,T ;L2(Rn))

, ‖um‖L2(δ,T ;L2(Rn))

)

Como
{
d
dt
um
}
e {um} são sequências de Cauchy em L2(δ, T ;L2(Rn)) então {um}

é uma sequência de Cauchy em C([δ, T ];L2(Rn)). Disto segue que u ∈ C([δ, T ];L2(Rn)).

5.1 Existência e Semi-continuidade superior do Processo Multívoco

Nesta seção de�nimos o processo multívoco U associado às soluções de (5.1) e

provamos que ele é semi-contínuo superiormente.

Seja u0 ∈ L2(Rn) e denote por D(u0) o conjunto de todas as soluções de (5.1), no

sentido da De�nição 5.0.1, correspondentes ao dado inicial u0. Denotemos por ℘(L2(Rn)) o

conjunto de todos os subconjuntos não-vazios de L2(Rn). De�nimos a aplicação multívoca

U(t, τ) : L2(Rn)→ ℘(L2(Rn)), −∞ < τ ≤ t < +∞

por

U(t, τ)u0 =
{
z ∈ L2(Rn);∃ u ∈ D(u0);u(τ) = u0 e u(t) = z

}
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Lema 5.1.1 Mostremos que U, como de�nido acima, é um processo multívoco em L2(Rn)

ou seja, satisfaz as seguintes condições:

1. U(τ, τ) = Id,

2. U(t, τ)v ⊂ U(t, s)U(s, τ)v,∀t ≥ s ≥ τ, ∀v ∈ L2(Rn).

Demonstração: Para mostrarmos 1 basta olharmos para a de�nição de U. Dado v ∈
L2(Rn) temos que

U(τ, τ)v =
{
z ∈ L2(Rn);∃ u ∈ D(v);u(τ) = v e u(τ) = z

}
= {v} .

Para mostrarmos 2 tome z ∈ U(t, τ)v então existe ϕ ∈ D(v) tal que ϕ(t) = z

e ϕ(τ) = v. Claramente, ϕ(s) ∈ U(s, τ)v. Se de�nirmos ψ(t) = ϕ(t),∀t ≥ s temos

que ψ(t) ∈ U(t, s)ϕ(s) ou seja, ψ(t) ∈ U(t, s)U(s, τ)v. Portanto, z = ϕ(t) = ψ(t) ∈
U(t, s)U(s, τ)v.

Para provarmos a semi-continuidade superior do processo multívoco U vamos

tomar uma sequência convergente de dados iniciais e uma sequência de problemas da

forma:

(5.40)

 ∂
∂t
umrj − div

(∣∣∣∇umrj ∣∣∣p−2

∇umrj

)
+ |umrj |

p−2umrj + umrj ∈ B(t, x, umrj), t ≥ τ

umrj(τ, x) = um0rj(x), x ∈ Ωrj

A�rmação 1: Se um0
m→∞→ u0 em L2(Rn) então um0rj

m→∞→ u0rj em L2(Ωrj) uni-

formemente em j.

De fato,∥∥∥um0rj − u0rj

∥∥∥2

L2(Ωrj )
=

∫
Ωrj

∣∣∣um0rj − u0rj

∣∣∣2 dx
=

∫
Ωrj

|um0 − u0|2
∣∣ψrj(|x|)∣∣2 dx

≤
∫

Ωrj

|um0 − u0|2 dx ≤
∫

Rn
|um0 − u0|2 dx

= ‖um0 − u0‖2
L2(Rn) → 0

uniformemente em j quando m→∞.



5.1. Existência e Semi-continuidade superior do Processo Multívoco 107

Lema 5.1.2 Seja
{
um0rj

}
uma sequência de dado iniciais, tal que um0rj

m→∞→ u0rj em

L2(Rn). Então para todo t ≥ τ umrj(t)
m→∞→ urj(t) em L2(Ωrj), uniformemente em j, onde

umrj(t) e urj(t) são soluções de (5.40) com dados iniciais um0rj e u0rj , respectivamente.

Demonstração: Se um0rj é uma solução de (5.40) então existe bmrj ∈ L2(τ, T ;L2(Ωrj))

com bmrj ∈ B(t, x, umrj) q.t.p t ∈ [τ, T ]. Das Hipóteses A.1 e A.2, usando as estimativas em

domínios limitados feitas na Seção 5.0.3, temos que o conjuntoB(t, x, umrj) é uniformemente

integrável em L2(Ωrj). Logo, pelo Teorema 1.3.1 a sequência
{
umrj(t)

}
m∈N

é pré-compacta

C([0, T ];L2(Ωrj)). Ou seja, existe uma subsequência, que denotaremos da mesma forma,

tal que umrj(t) → urj(t) em L2(Ωrj). Da mesma forma que �zemos na Proposição 3.2.2 é

possível mostrar que urj(t) é uma solução do problema (5.2).

Proposição 5.1.1 Seja {um0 } uma sequência de dados iniciais em L2(Rn) com um0 → u0

em L2(Rn). Dado um(t) ∈ U(t, τ)um0 temos um(t)→ u(t) em L2(Rn) e u(t) ∈ U(t, τ)u0.

Demonstração: Se um0 → u0 em L2(Rn) temos pela A�rmação 2 que um0rj
m→ u0rj em

L2(Ωrj) uniformemente em j, então pelo Lema 5.1.2 se umrj(·) e urj(·) são soluções de (5.40)
e (5.2) com dados iniciais um0rj e u0rj , respectivamente para todo t ≥ τ, umrj(t)→ urj(t) em

L2(Ωrj), esta convergência é uniforme em j quando m→∞.
Ou seja, dado ε > 0, existe M̃ > 0 tal que

(5.41)
∥∥∥umrj(t)− urj(t)∥∥∥

L2(Ωrj )
< ε/3, ∀m > M̃, ∀t ≥ τ.

Para cada t, τ �xos seja T0 > 0 tal que t − τ > T0. Fixe k > 0 qualquer tal que

Ωrk ⊂ Ωrj . Em Ωrk , com as mesmas notações do Teorema 5.0.1 temos Lkûmrj
m→ Lkûrj em

L2(Ωrk) ∀t ≥ τ, uniformemente em j.

De fato, dado ε > 0, tome M̃ > 0, como acima, e teremos∥∥∥Lkûmrj − Lkûrj∥∥∥2

L2(Ωrk )
=

∫
Ωrk

|Lkûmrj(x)− Lkûrj(x)|2 ≤
∫

Ωrj

|umrj(x)− urj(x)|2dx

De (5.41) temos

(5.42)
∥∥∥Lkûmrj − Lkûrj∥∥∥

L2(Ωrk )
≤
∥∥∥umrj(t)− urj(t)∥∥∥

L2(Ωrj )
< ε/3, ∀m > M̃, ∀t ≥ τ.

uniformemente em j.

Do Lema 5.0.13 temos que dado ε > 0 existe J > 0 tal que

(5.43)
∥∥Lkûrj(t)− uk∞(t)

∥∥
L2(Ωrk )

< ε/3, ∀j > J, ∀t− τ > T0
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então para cada m existe Jm tal que

(5.44)
∥∥∥Lkûmrj(t)− umk∞(t)

∥∥∥
L2(Ωrk )

< ε/3, ∀j > Jm, ∀t− τ > T0.

Assim dado ε > 0 seja M̃(ε) > 0, como em (5.42). Seja m > M̃(ε) para j >

max {J, Jm} , escolhidos como em (5.43) e (5.44) temos para todo t− τ > T0.

‖umk∞(t)− uk∞(t)‖L2(Ωrk ) ≤
∥∥∥Lkûmrj(t)− umk∞(t)

∥∥∥
L2(Ωrk )

+
∥∥∥Lkûmrj − Lkûrj∥∥∥

L2(Ωrk )
+
∥∥Lkûrj(t)− uk∞(t)

∥∥
L2(Ωrk )

< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

Portanto, como k > 0 é qualquer um(t)→ u(t) em L2(Rn), para todo t− τ > T0.

5.2 Existência do Atrator Pullback

A partir desta seção vamos considerar que o termo perturbativo B no problema

5.1 satisfaz uma condição que garanta a unicidade de solução, conforme a Observação

5.0.3.

Lema 5.2.1 Para qualquer solução fraca u do problema (5.1) temos

‖u‖X ≤ K1(‖u0‖L2(Rn)),

∥∥∥∥ ddtu
∥∥∥∥
U

≤ K2(‖u0‖L2(Rn)),

onde K1 e K2 são constantes que dependem de ‖u0‖L2(Rn) ,

X = L2(τ, T ;L2(Rn)) ∩ Lp(τ, T ;W 1,p(Rn)) ∩ C([τ, T ];L2(Rn))

e

U = L2(τ, T ;L2(Rn)) + Lp
,

(τ, T ; (W 1,p(Rn))∗).

Demonstração: Como u é uma solução fraca temos que existe b ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) com

b ∈ B(t, x, u). Pela de�nição de solução fraca temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) + ‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2
L2(Rn) =

∫
Rn
b(t, x)u(t, x)
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q.t.p em t. Pela Hipótese A.2 temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) + ‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2
L2(Rn)

≤
∫

Rn
L(t, x)|u(x)|2(|u(x)|q−2 + 1)

≤
∫

Rn
|L(t, x)||u(x)|2 +

∫
Rn
|L(t, x)||u(x)|q

=

∫
Rn

1

η
|L(t, x)|η|u(x)|2 +

∫
Rn

1

λ
|L(t, x)|λ|u(x)|q

para η e λ positivos. Aplicando a Desigualdade de Young com r = p
2
e θ = np

(n−p)q e os

seus conjugados r′ = p
p−2

e θ′ = np
np−(n−p)q , respectivamente, teremos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) + ‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2
L2(Rn)

≤ 1

r′ηr′

∫
Rn
|L(t, x)|p/p−2dx+

ηr

r

∫
Rn
|u(t, x)|pdx

+
1

θ′λθ′

∫
Rn
|L(t, x)|θ′dx+

λθ

θ

∫
Rn
|u(t, x)|p∗dx,

onde p∗ = np
n−p . Usando teorema IX.9 p.162, [13] existe uma constante C que depende

apenas de p e n tal que

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) + ‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2
L2(Rn)

≤ 1

r′ηr′

∫
Rn
|L(t, x)|p/p−2dx+

ηr

r

∫
Rn
|u(t, x)|pdx

+
1

r′λr′

∫
Rn
|L(t, x)|θ′dx+

Cλθ

θ

∫
Rn
|∇u(t, x)|pdx.

Escolhendo η e λ tão pequenos tal que
(

1− Cλθ
′

θ′

)
> 0 e

(
1− ηr

r

)
> 0 temos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) +

(
1− Cλθ

′

θ′

)
‖∇u(t)‖pLp(Rn) +

(
1− ηr

r

)
‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2

L2(Rn)

≤ 1

r′ηr,

∫
Rn
|L(t, x)|p/p−2dx+

1

θ′λθ′

∫
Rn
|L(t, x)|θ′dx

(5.45)

Fazendo M = min
{(

1− Cλθ
′

θ′

)
,
(
1− ηr

r

)}
, M1 = 1

r′ηr′
, M2 = 1

θ′λθ′
e integrando de τ a t

temos para todo t ≥ τ

‖u(t)‖2
L2(Rn) +M

[
‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn)

]
+ 2

∫ t

τ

‖u(s)‖2
L2(Rn) ds

≤ ‖u0‖2
L2(Rn) + 2M1

∫ t

τ

∫
Rn
|L(t, x)|p/p−2dxds+ 2M2

∫ t

τ

∫
Rn
|L(t, x)|θ,dx.
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Por hipótese L ∈ Lp/(p−2)(R× Rn) ∩ Lnp/(np−(n−p)q)(R× Rn) portanto para todo t ≥ τ

‖u(t)‖2
L2(Rn) +M

[
‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn)

]
+ 2

∫ t

τ

‖u(s)‖2
L2(Rn) ds

≤ K1(‖u0‖2
L2(Rn)).

Ainda da de�nição de solução fraca temos

(5.46)
d

dt
u = −Au− u+ b, q.t.p (t, x) ∈ R× Rn,

onde Au : W 1,p(Rn)→ (W 1,p(Rn))∗ é de�nido por

Au(v) =

∫
Rn
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Rn
|u(x)|p−2u(x)v(x)dx.

Vamos olhar para a primeira parcela do lado direito de (5.46):

A�rmação: −Au ∈ Lp′(τ, T ; (W 1,p(Rn))∗). De fato, temos

‖−Au‖(W 1,p(Rn))∗) ≤ supv∈W 1,p(Rn);‖v‖W1,p(Rn)≤1

[∫
Rn
|∇u(x)|p−2|∇u(x)||∇v(x)|dx

+

∫
Rn
|u(x)|p−2|u(x)||v(x)|dx

]
.

Usando a Desigualdade de Hölder teremos

‖−Au‖(W 1,p(Rn))∗) ≤ ‖∇u‖
p−1
Lp(Rn) + ‖u‖p−1

Lp(Rn) = ‖u‖p−1
W 1,p(Rn) .

Então

‖−Au‖Lp, (τ,T ;(W 1,p(Rn))∗) =

∫ t

τ

‖−Au(t)‖p
,

(W 1,p(Rn))∗) dt ≤
∫ t

τ

‖u(t)‖(p−1)p′

W 1,p(Rn) dt

=

∫ t

τ

‖u(t)‖pW 1,p(Rn) dt ≤ K1(‖u0‖2
L2(Rn))

Como u é uma solução fraca de (5.1) a segunda parcela de (5.46), (−u + b),

claramente pertence a L2(τ, T ;L2(Rn)) e além disso,

‖−u+ b‖L2(τ,T ;L2(Rn)) ≤ K̃1(‖u0‖2
L2(Rn)).

Portanto d
dt
u ∈ Lp′(τ, T ; (W 1,p(Rn))∗) + L2(τ, T ;L2(Rn)) e então∥∥∥∥ ddtu

∥∥∥∥
U

= inf
{
‖−Au‖Lp′ (τ,T ;(W 1,p(Rn))∗) + ‖−u+ b‖L2(τ,T ;L2(Rn)) ;

d

dt
u = −Au+ (−u+ b)

}
≤ ‖−Au‖Lp, (τ,T ;(W 1,p(Rn))∗) + ‖−u+ b‖L2(τ,T ;L2(Rn))

≤ K1(‖u0‖2
L2(Rn))



5.2. Existência do Atrator Pullback 111

Observação 5.2.1 Da Hipótese A.2 temos que

L ∈ Lp/(p−2)(R× Rn) ∩ Lnp/(np−(n−p)q)(R× Rn) ∩ C(R, L∞(Rn))

então para todo t ∈ R temos
∫ t
−∞

∫
Rn e

−2(t−s)|L(s, x)|ϑdxds ≤ 1
2
‖L(t)‖ϑL∞(Rn) , onde ϑ =

p
p−2

ou ϑ = np
np−(n−p)q , onde 2 < q < p.

Lema 5.2.2 Se u é uma solução fraca do problema (5.1) então para todo t ≥ τ

‖u(t)‖2
L2(Rn) + 2M

∫ t

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds ≤ e−2(t−τ) ‖u0‖2
L2(Rn) + ζ(t),

com ζ(t) = 2M1

∫ t
−∞

∫
Rn e

−2(t−s)|L(s, x)|p/(p−2)ds+2M2

∫ t
−∞

∫
Rn e

−2(t−s)|L(s, x)|np/(np−(n−p)q)ds,

M,M1 e M2 constantes dadas no Lema 5.2.1.

Demonstração: Como u é uma solução fraca de (5.1) existe b ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) com

b ∈ B(t, x, u) e de (5.45) temos

1

2

d

ds
‖u(s)‖2

L2(Rn) +M
[
‖∇u(s)‖pLp(Rn) + ‖u(s)‖pLp(Rn)

]
+ ‖u(s)‖2

L2(Rn)

≤M1

∫
Rn
|L(s, x)|p/p−2dx+M2

∫
Rn
|L(s, x)|θ,dx

Multiplicando a equação acima por e2s e integrando em s de τ a t temos

‖u(t)‖2
L2(Rn) + 2M

∫ t

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds ≤ e−2(t−τ) ‖u0‖2
L2(Rn)

+ 2M1

∫ t

−∞

∫
Rn
e−2(t−s)|L(s, x)|p/(p−2)dxds+ 2M2

∫ t

−∞

∫
Rn
e−2(t−s)|L(s, x)|np/(np−(n−p)q)dxds,

Portanto, para todo t ≥ τ,

‖u(t)‖2
L2(Rn) + 2M

∫ t

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds ≤ e−2(t−τ) ‖u0‖2
L2(Rn) + ζ(t).

Lema 5.2.3 Dados u uma solução qualquer de (5.1) e ε > 0, existe T = T (ε) > 0 e

R = R(ε) > 0; tal que ∫
|x|≥
√

2r

|u(t, x)|2 dx < ε, ∀t− τ > T, r > R.
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Demonstração: Seja a função de classe C1

(5.47) ϕ(s) =


0, 0 ≤ s ≤ 1

0 ≤ ϕ(s) ≤ 1, 1 ≤ s ≤ 2

1, s ≥ 2

a qual obviamente satisfaz |ϕ,(s)| ≤ C, para todo s ∈ R+.

De�na ϕr(x) = ϕ( |x|
2

r2 ), x ∈ Rn. Se u é uma solução fraca de (5.1) temos por

de�nição

〈ut, ϕpru〉 −
〈
div
(
|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2 u, ϕpru

〉
+ 〈u, ϕpru〉 = 〈b(t, x), ϕpru〉 ,

q.t.p t ∈ R, uma vez que usando o Lema 5.2.1 temos que ϕpru ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) ∩
Lp(τ, T ;W 1,p(Rn)).

Vamos olhar para cada parcela separadamente:

〈ut, ϕpru〉 =

∫
Rn
ut(x)ϕpr(x)u(x)dx

=

∫
Rn
ut(x)ϕp/2r (x)ϕp/2r (x)u(x)dx

=

∫
Rn

(u(x)ϕp/2r (x))tϕ
p/2
r (x)u(x)dx =

〈
(uϕp/2r )t, ϕ

p/2
r u

〉
=

1

2

d

dt

∥∥uϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
(5.48)

Da segunda parcela temos

−
〈
div
(
|∇u|p−2∇u

)
+ |u|p−2 u, ϕpr(x)u

〉
= 〈Au, ϕpru〉

=

∫
Rn
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇(ϕpr(x)u(x)) + |u(x)|p−2 u(x)(ϕpr(x)u(x))dx

=

∫
Rn
|∇u(x)|p−2∇u(x)∇u(x)ϕpr(x) + |∇u(x)|p−2 u(x)∇u(x)ϕp−1

r (x)ϕ,
(
|x|2

r2

)
2px

r2
dx

+

∫
Rn
|u(x)|p−2 u(x)ϕpr(x)u(x)dx

=

∫
Rn
|∇u(x)|p ϕpr(x) + |u(x)|p ϕpr(x)dx+

∫
Rn
|∇u(x)|p−2 u(x)∇u(x)ϕp−1

r (x)ϕ,
(
|x|2

r2

)
2px

r2
dx

= ‖∇uϕr‖pLp(Rn) + ‖uϕr‖pLp(Rn) +

∫
Rn
|∇u|p−2 u∇uϕp−1

r ϕ,
(
|x|2

r2

)
2px

r2
dx

(5.49)
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Observe que como ϕ,
(
|x|2
r2

)
= 0 para |x| < r e |x| >

√
2r e usando que |ϕ,(s)| ≤ C,

para todo s ∈ R+ temos∫
Rn
|∇u(x)|p−2 u(x)∇u(x)ϕp−1

r (x)ϕ,
(
|x|2

r2

)
2px

r2
dx

≤
∫

Rn
|∇u(x)|p−2 |∇u(x)| |u(x)|

∣∣ϕp−1
r

∣∣ ∣∣∣∣ϕ,( |x|2r2

)∣∣∣∣ 2p |x|
r2

dx

≤ 2pC
√

2r

r2

∫
r≤|x|≤

√
2r

|∇u(x)|p−1 |u(x)| dx

≤ 2pC
√

2

r

∫
Rn
|∇u(x)|p−1 |u(x)| dx

Usando a desigualdade de Hölder com 1
p

+ 1
q

= 1 temos∫
Rn
|∇u(x)|p−2 u(x)∇u(x)ϕp−1

r (x)ϕ,
(
|x|2

r2

)
2px

r2
dx

≤ 2pC
√

2

r

(∫
Rn
|∇u(x)|(p−1)q

)1/q (∫
Rn
|u(x)|p

)1/p

≤ 2pC
√

2

r
‖∇u‖p−1

Lp(Rn) ‖u‖Lp(Rn)(5.50)

Na terceira parcela temos

〈u, ϕpru〉 =
∥∥uϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
(5.51)

Finalmente, na última parcela usamos a hipótese que garante a unicidade de

solução ou seja, B é globalmente Lipschitz então

〈b(t, x, u), ϕpru〉 =

∫
Rn
b(t, x, u)ϕpr(x)u(x)dx

≤
∫

Rn
|L(t, x)||u(t, x)|2ϕpr(x)dx

Escolhendo η > 0 e aplicando a Desigualdade de Young

〈b(t, x, u), ϕpru〉 =

∫
Rn

[
1

ηr,r,
|L(t, x)|r, +

ηr

r
|u(t, x)|2r

]
ϕpr(x)dx

Fazendo r = p
2
e r, = p

p−2
temos

〈b(t, x, u), ϕpru〉 = M1

∫
Rn
|L(t, x)|

p
p−2ϕpr(x)dx+

ηr

r
‖u(t)ϕr‖pLp(Rn) .

Usando que ϕpr(x) = 0 para |x| ≤ r, ϕpr(x) = 1 para |x| ≥
√

2r e ϕpr(x) ≤ 1 para

r ≤ |x| ≤
√

2r temos

〈b(t, x, u), ϕpru〉 ≤
ηr

r
‖u(t)ϕr‖pLp(Rn) +M1

∫
|x|≥r
|L(t, x)|

p
p−2 dx
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Como L ∈ Lp/p−2(R× Rn), dado ε̃ > 0, existe R̃ > 0, tal que∫
|x|≥r
|L(t, x)|p/p−2 dx < ε̃, r ≥ R̃, q.t.p. t ∈ [τ, T ].

Ento

(5.52) 〈b(t, x, u), ϕpru〉 ≤
ηr

r
‖u(t)ϕr‖pLp(Rn) +M1ε̃

Usando (5.48), (5.49), (5.51) e (5.52) temos q.t.p em t

1

2

d

dt

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
+ ‖∇u(t)ϕr‖pLp(Rn) + ‖u(t)ϕr‖pLp(Rn)

+

∫
Rn
|∇u(t, x)|p−2u(x)∇u(t, x)pϕp−1

r (x)ϕ

(
|x|2

r2

)
2x

r2
dx

+
∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
≤ ηr

r
‖u(t)ϕr‖pLp(Rn) +M1ε̃

Escolha η > 0 tal que k := (1− ηr/r) > 0 então

1

2

d

dt

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
+ k ‖∇u(t)ϕr‖pLp(Rn) + ‖u(t)ϕr‖pLp(Rn) +

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
dx

≤M1ε̃−
∫

Rn
|∇u(t, x)|p−2u(t, x)∇u(t, x)pϕp−1

r (x)ϕ

(
|x|2

r2

)
2x

r2
dx

Usando (5.50) temos

1

2

d

dt

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
≤M1ε̃+

2pC
√

2

r
‖∇u(t)‖p−1

Lp(Rn) ‖u(t)‖Lp(Rn) .

Usando a Desigualdade de Young temos

1

2

d

dt

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
≤M1ε̃

+
2pC
√

2

r

[
p− 1

p
‖∇u(t)‖pLp(Rn) +

1

p
‖u(t)‖pLp(Rn)

]
.

Portanto, q.t.p em t temos

1

2

d

dt

∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
+
∥∥u(t)ϕp/2r

∥∥2

L2(Rn)
≤M1ε̃+

2(p− 1)C
√

2

r
‖u(t)‖pW 1,p(Rn) ,

Faça Y (s) :=
∫

Rn

∣∣∣u(s, x)ϕ
p/2
r (x)

∣∣∣2 dx. Então q.t.p em s teremos

Ẏ (s) + 2Y (s) ≤M1ε̃+
4(p− 1)C

√
2

r
‖u(t)‖pW 1,p(Rn) .

Multiplicando a equação acima por e2s teremos

d

ds

[
Y (s)e2s

]
≤M1ε̃e

2s +
4(p− 1)C

√
2

r
e2s ‖u(t)‖pW 1,p(Rn) .
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Integrando de τ a t temos

Y (t) ≤ Y (τ)e−2(t−τ) +M1ε̃+
4(p− 1)C

√
2

r

∫ t

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds.

Usando o Lema 5.2.2 temos para todo t ≥ τ

Y (t) ≤ ‖u0‖2
L2(Rn) e

−2(t−τ) +M1ε̃+
2(p− 1)C

√
2

r

(
e−2(t−τ) ‖u0‖2

L2(Rn) + ζ(t)
)
.

Assim, dado ε > 0 existe T = T (ε) > 0 e R = R(ε) > R̃ tal que para todo

t− τ > T e r > R

Y (t) =

∫
Rn

∣∣u(t, x)ϕp/2r (x)
∣∣2 dx < ε.

Ou seja, para todo t− τ > T e r > R∫
|x|≥
√

2r

|u(s, x)|2 dx ≤
∫

Rn

∣∣u(t, x)ϕp/2r (x)
∣∣2 dx < ε

O próximo resultado mostra que o grá�co da aplicação unívoca v 7→ U(t, τ)v,

para todo t ≥ τ e todo v ∈ L2(R2) é fracamente fechado.

Lema 5.2.4 Seja βm ⇀ β em L2(Rn) e seja ξm ∈ U(t, τ)βm com ξm ⇀ ξ em L2(Rn)

então ξ ∈ U(t, τ)β.

Demonstração: Seja jm uma sequência crescente de números reais tal que jm → ∞ e

seja Ωrjm
como na demonstração do Teorema 5.0.1. Para cada m seja urjm uma solução

da equação (5.2) em Ωrjm
com dado inicial u0rjm

.

De forma inteiramente análoga à demonstração do Teorema 5.0.1 mostramos que

para cada k > 0, Lkurjm ⇀ Lku∞ em L2(τ, T, L2(Ωrk)), onde u∞ é solução fraca de (5.1).

Para concluir basta deduzir que u∞(τ) = β e que u∞(t) = ξ. Para isto, vamos

mostrar que Lkurjm (r) ⇀ Lku∞(r), para todo r ∈ [τ, T ], em L2(Ωrk). Primeiramente,

como �zemos na demonstração do Teorema 5.0.1, podemos notar que
{
∂Lkurjm

∂t

}
é uma

sequência limitada de Lp
′
(τ, T ; (W 1,p(Ωrk))

∗), então Lkurjm : [τ, T ] → (W 1,p(Ωrk))
∗ é

uma família equicontínua de funções. Para cada r ∈ [τ, T ] �xo, temos do Lema 5.2.1

que
∥∥Lkurjm (r)

∥∥2

L2(Ωrk )
é uniformemente limitada em jm então Lkurjm (r) ⇀ Lku∞(r) em

L2(Ωrk), q.t.p em r, quando jm →∞, ou seja∫
Ωrk

(Lkurjm (r)− Lku∞(r))ϕ(r)dx→ 0, para todo ϕ ∈ L2(Ωrk).



116 Capítulo 5 � Atrator Pullback e Trajetórias Extremas em L2(Rn)

Em particular,∫
Ωrk

(Lkurjm (r)− Lku∞(r))ϕ(r)dx→ 0, para todo ϕ ∈ W 1,p(Ωrk),

uma vez que W 1,p(Ωrk) ⊂ L2(Ωrk). Portanto, Lkurjm (r)→ Lku∞(r) em (W 1,p(Ωrk))
∗. De

fato∥∥Lkurjm (r)− Lku∞(r)
∥∥

(W 1,p(Ωrk ))∗ =

supv∈W 1,p(Ωrk );‖v‖W1,p(Ωrk
)≤1

∫
Ωrk

(Lkurjm (r)− Lku∞(r))v(r)dx→ 0

Aplicando o teorema de Ascoli-Arzelá deduzimos que
{
Lkurjm (t)

}
é uma sequên-

cia precompacta em C([τ, T ]; (W 1,p(Ωrk))
∗).

Portanto, como Lkurjm ⇀ Lku∞ em Lp
′
(τ, T ; (W 1,p(Ωrk))

∗), passando a uma sub-

sequência temos que Lkurjm (r) → Lku∞(r) em C([τ, T ]; (W 1,p(Ωrk))
∗). A limitação de

Lkurjm (r) em L2(Ωrk) implica por um argumento padrão que Lkurjm (r) ⇀ Lku∞(r), em

L2(Ωrk) para todo r.

Em particular, Lkurjm (τ) ⇀ Lku∞(τ), e então Lku∞(τ) = Lkβ. Como k é arbi-

trário temos u∞(τ) = β. Argumento similar prova que u∞(t) = ξ.

Pelo Lema 5.2.1 temos que o Processo é dissipativo. Assim, para garantirmos a

existência do atrator pullback basta mostrarmos o próximo resultado:

Lema 5.2.5 O Processo {U(t, τ)}t≥τ é assintoticamente compacto.

Demonstração: Seja {ξm} uma sequência qualquer com ξm ∈ U(t, τm)um0 , onde u
m
0 ∈

B ⊂ L2(Rn) limitado. Pela dissipatividade ξm ⇀ ξ em L2(Rn).

Seja τm < τ0 < t um número arbitrário. Temos pela de�nição de Processo

que ξm ∈ U(t, τm)um0 = U(t, τ0)U(τ0, τm)um0 . Então existe βm ∈ U(τ0, τm)um0 tal que

ξn ∈ U(t, τ0)βn e ainda pela dissipatividade βn ⇀ ξτ0 em L2(Rn) então, pelo Lema 5.2.4,

ξ ∈ U(t, τ0)ξτ0 e ‖ξ‖L2(Rn) ≤ lim inf ‖ξm‖L2(Rn)

Vamos provar que lim sup ‖ξm‖L2(Rn) ≤ ‖ξ‖L2(Rn) e então teremos que ξm → ξ em

L2(Rn) ou seja, o processo é assintoticamente compacto.

Dada u solução fraca de (5.1) existe b ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) com b ∈ B(t, x, u) tal

que

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Rn) + ‖∇u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖pLp(Rn) + ‖u(t)‖2
L2(Rn) =

∫
Rn
b(t, x)u(t, x)dx
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q.t.p em t. Multiplicando a equação por e2s teremos

d

ds

(
‖u(s)‖2

L2(Rn) e
2s
)

= 2

∫
Rn
e2sb(t, x)u(t, x)dx− 2e2s ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) .

Integrando de τ a τ0 temos para todo t ≥ τ

‖u(τ0)‖2
L2(Rn) = ‖u0‖2

L2(Rn) e
−2(t−τ) + 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)b(t, x)u(t, x)dxds

− 2

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds(5.53)

Seja {um(·)} uma sequência de soluções fracas tal que um(τ0) = ξn e um(τ) = βm.

Como um é uma solução fraca existe bn ∈ L2(τ, T ;L2(Rn)) com bm ∈ B(t, x, um). Como

um satisfaz (5.53) temos

‖ξm‖2
L2(Rn) = ‖βm‖2

L2(Rn) e
−2(t−τ) − 2

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖um(s)‖pW 1,p(Rn) ds

+ 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)bm(t, x)um(t, x)dxds(5.54)

Vamos olhar cada termo separadamente. Como βm é limitada em L2(Rn) temos

que

(5.55) ‖βm‖2
L2(Rn) e

−2(t−τ) ≤Me−2(t−τ), ∀n.

Além disso, do Lema 5.2.1 temos

lim supm→∞

(
−2

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖um(s)‖pW 1,p(Rn) ds

)
= −lim infm→∞

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖um(s)‖pW 1,p(Rn) ds

≤ −2

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds(5.56)

Antes de analisarmos o lim sup da última parcela observe o seguinte. Dado r > 0

qualquer, temos que um → u em L2(τ, T ;L2(Ωr)). De fato, por hipótese temos unicidade

de solução ou seja, cada um é uma solução obtida conforme o Teorema 5.0.1 então é

possível mostrar que um → u em L2(τ, T ;L2(Ωr)) pelo Teorema 1.3.2.

Portanto, um → u em L2((τ, T ) × Ωr) então um(t, x) → u(t, x) q.t.p. (t, x) ∈
(τ, T )×Ωr. Como r > 0 é qualquer temos que um(t, x)→ u(t, x) q.t.p. (t, x) ∈ (τ, T )×Rn.

Vamos analisar a última parcela.
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A�rmação: bm ∈ L2(τ, T ;L2(Ωr)) e é uniformemente limitado neste espaço. De

fato, como B é globalmente Lipschitz por hipótese,

‖bm‖L2(τ,T ;L2(Ωr))
=

∫ T

τ

‖bm(t)‖2
L2(Ωr)

≤ ‖L(T )‖L∞(Rn)

∫ T

τ

‖um(t)‖2
L2(Ωr)

.

Pelo Lema 5.2.1 esta integral é limitada por uma contante que depende da norma em

L2(Rn) dado inicial, ou seja, ‖um0 ‖
2
L2(Rn) , mas esta é uniformemente limitada em L2(Rn).

Logo, bm ⇀ b em L2(τ, T ;L2(Ωr)) e além disso, como um(t, x) → u(t, x) q.t.p

em (t, x) ∈ (τ, T ) × Ωr temos pela hipótese A.1 que b ∈ B(t, x, u). Como um → u em

L2((τ, T )× Ωr) então

〈
e−2(t−s)bm(t, x), um(t, x)

〉
L2(τ,T ;L2(Ωr))

→
〈
e−2(t−s)b(t, x), u(t, x)

〉
L2(τ,T ;L2(Ωr))

Além disso, usando a Desigualdade de Young temos

2

∫ τ0

τ

∫
|x|≥r

e−2(τ0−s)bm(t, x)um(t, x) ≤
∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)
∫
|x|≥r
|bm(t, x)|2dxds

+

∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)
∫
|x|≥r
|um(t, x)|2dxds.

Como por hipótese B é globalmente Lipschitz temos

2

∫ τ0

τ

∫
|x|≥r

e−2(τ0−s)bm(t, x)um(t, x) ≤ ‖L(τ0)‖L∞(Rn)

∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)
∫
|x|≥r
|um(t, x)|2dxds

+

∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)
∫
|x|≥r
|um(t, x)|2dxds.

Usando o Lema 5.2.3 temos

2

∫ τ0

τ

∫
|x|≥r

e−2(τ0−s)bm(t, x)um(t, x) ≤ ‖L(τ0)‖L∞(Rn) ε

∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)ds

+ ε

∫ τ0

τ

e−2(τ0−s)ds

≤ ε ‖L(τ0)‖L∞(Rn) + ε.



5.3. Trajetórias Completas Extremas 119

Portanto

lim supm→∞ + 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)bm(t, x)um(t, x)dxds

= lim supm→∞ + 2

∫ τ0

τ

∫
Ωr

e−2(t−s)bm(t, x)um(t, x)dxds

+ lim supm→∞ + 2

∫ τ0

τ

∫
|x|≥r

e−2(t−s)bm(t, x)um(t, x)dxds

≤ 2

∫ τ0

τ

∫
Ωr

e−2(t−s)b(t, x)u(t, x)dxds

+ ≤ ε ‖L(τ0)‖L∞(Rn) + ε.

Fazendo r →∞ teremos

lim supm→∞ + 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)bm(t, x)um(t, x)dxds

≤ 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)b(t, x)u(t, x)dxds

+ ≤ ε ‖L(τ0)‖L∞(Rn) + ε.(5.57)

Usando (5.55), (5.56) e (5.57) teremos

lim sup ‖um‖2
L2(Rn) ≤Me−2(t−τ) − 2

∫ τ0

τ

e−2(t−s) ‖u(s)‖pW 1,p(Rn) ds

+ 2

∫ τ0

τ

∫
Rn
e−2(t−s)b(t, x)u(t, x)dxds

+ ε ‖L(τ0)‖L∞(Rn) + ε.

Como ξ ∈ U(t, τ0)ξτ0 temos

lim sup ‖ξm‖2
L2(Rn) ≤Me−2(t−τ) + ‖ξ‖2

L2(R) − ‖ξτ0‖
2
L2(R) e

−2(t−τ) + ε ‖L(τ0)‖L∞(Rn) + ε.

Passando o limite quando τ → −∞ e ε→ 0 teremos

lim sup ‖ξm‖L2(Rn) ≤ ‖ξ‖L2(Rn)

5.3 Trajetórias Completas Extremas

Para provarmos a existência de trajetórias completas extremas devemos veri�car

as hipóteses do Teorema 3.2.2. Para garantirmos condição de monotonicidade do processo

vamos provar um resultado de comparação das soluções de (5.1).



120 Capítulo 5 � Atrator Pullback e Trajetórias Extremas em L2(Rn)

Antes de enunciarmos o resultado de comparação considere, como anteriormente,

Ωrj := {x ∈ Rn; |x| < rj} com rj →∞, e o seguinte problema

(5.58)


d
dt
urj − div

(∣∣∇urj ∣∣p−2∇urj
)

+
∣∣urj ∣∣p−2

urj + urj ∈ B(t, urj), t ≥ τ

urj(τ, x) = u0rj(x) ∈ L2(Ωrj)

urj(t, x) = 0, x ∈ ∂Ωrj , ∀t ≥ τ

Teorema 5.3.1 Sejam u0, u0 ∈ L2(Rn) com u0 ≤ u0. Então existe uma solução u∞(·) de
(5.1) com dado inicial u0 e existe uma solução u∞(·) de (5.1) com dado inicial u0 de�nidas

em [τ, T ) tais que u∞(t, x) ≤ u∞(t, x), para todo t ∈ [τ, T ) e q.t.p. x ∈ Rn.

Demonstração: Pelo Teorema 2.3.4 dada uma solução urj(t) de (5.58) com

dado inicial u0rj existe uma solução urj(t) de (5.58) tal que

urj(t, x) ≤ urj(t, x), para todo t ∈ [τ, T ) e q.t.p. x ∈ Ωrj .

Considere ûrj(t) e ûrj(t) como na demonstração do Teorema 5.0.1. Claramente

ûrj(t, x) ≤ ûrj(t, x), para todo t ∈ [τ, T ) e q.t.p. x ∈ Ωrj .

Fixe k > 0 tal que rk < rj − 1 e sejam Lkûrj e Lkûrj as restrições de urj e urj ,

respectivamente a Ωrk ⊂ Ωrj . Então

(5.59) Lkûrj(t, x) ≤ Lkûrj(t, x), para todo t ∈ [τ, T ] e q.t.p. x ∈ Ωrj

De (5.33) temos que Lkûrj(t, x)→ uk∞(t, x) q.t.p. (t, x) ∈ (τ, T ]×Ωrk e analoga-

mente, Lkûrj(t, x) → uk∞(t, x) q.t.p. (t, x) ∈ (τ, T ] × Ωrk . Passando o limite quando

j →∞ em (5.59) temos

uk∞(t, x) ≤ uk∞(t, x)

q.t.p. (t, x) ∈ (τ, T ]× Ωrk .

Assim, como k > 0 é qualquer,

u∞(t, x) ≤ u∞(t, x)

q.t.p. (t, x) ∈ (τ, T ]× Ωrk . Do Lema 5.0.14 u∞, u∞ ∈ C((τ, T );L2(Rn)) então

u∞(t, x) ≤ u∞(t, x)

para todo t ∈ [τ, T ] e q.t.p. x ∈ Rn.
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Finalmente, para veri�carmos as hipóteses do Teorema 3.2.2 basta mostrarmos

que
⋃
τ≤tA(τ) é limitado para cada t ∈ R, para isso vamos mostrar que o processo

multívoco é fortemente limitado dissipativo e então, pelo Teorema 1.4.5, teremos que⋃
τ≤tA(τ) é limitado para cada t ∈ R. Mas isso segue diretamente do Lema 5.2.2. Por-

tanto, o atrator pullback do problema (5.1) possui soluções extremas de acordo com o

Teorema 3.2.2.
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