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ABSTRACT

We study non-autonomous problems with the main part given by the p-
Laplacian and establish existence results of pullback attractor, comparison
of solutions and existence of a maximal and a minimal complete trajecto-
ries. In bounded smooth domains we assume rather general conditions on the
perturbative operator and we admit the process associated with the problem
being multivalued. We obtain analogous results for systems in R"™ with further
restrictions in perturbative terms in such way that we deal with a univocal

process.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos problemas nao auténomos com parte principal dada
pelo p-laplaciano, e estabelecemos resultados de existéncia de atrator no sen-
tido pullback, comparacao de solugoes e a existéncia de duas trajetorias com-
pletas, uma maximal e outra minimal. Em dominios limitados e suaves con-
sideramos termos perturbativos bastante gerais e admitimos que o processo
associado ao problema seja multivoco. Obtivemos resultados analogos para
sistemas definidos em todo o R™ com restri¢oes adicionais no termo perturba-

tivo de forma a lidarmos com um processo univoco.
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INTRODUCAO

Quando um sistema dinamico é determinado por uma equacao diferencial autd -
noma podemos associar a ele um semigrupo e analisar o comportamento assintético do
problema considerando a existéncia de um atrator global (um conjunto compacto invari-
ante maximal que atrai as orbitas) que, uma vez provada, permite que fagamos inimeras
restricoes em nossa anélise sem perder a generalidade do problema. Existe uma teoria
bastante estabelecida para o tratamento de tais sistemas no caso univoco [42, 52, 73].

Sistemas dinamicos multivocos surgem quando o problema de Cauchy de uma
equacao diferencial nao possui a propriedade da unicidade. Ha pouco mais de vinte
anos, a auséncia de unicidade parecia ser um obstaculo incontornavel para o estudo do
comportamento assintotico de um problema ou, mais especificamente, para concluir a
existéncia de um atrator. Nestes casos, nao podemos associar aos problemas um semigrupo
de operadores de forma que nao se aplica a eles o elenco de resultados que se encontram
na teoria classica.

Na verdade, quando estudamos um problema de valor inicial, antes de tudo é
usual nos questionarmos sobre sua boa colocacao. Estamos acostumados a fazer trés

perguntas béasicas:
1. Dada uma condicao inicial, existe uma solu¢ao global?
2. Se assim for, é tnica?
3. As solucoes se comportam de forma continua com relagao aos dados iniciais?

Se a resposta fosse “nao” para algumas dessas questoes, ha poucos anos diriamos
que o problema é “mal-p6sto” e, ainda que uma anéalise assintotica fizesse sentido, ela pode-
ria estar comprometida por falta de ferramentas. No entanto, existem iniimeros problemas
interessantes a serem estudados que nao sao bem postos, como inclusoes diferenciais por
exemplo, usadas para descrever problemas com termos perturbativos descontinuos (veja

por exemplo[3]), ou os problemas de Navier-Stokes tridimensionais (veja por exemplo [9]).

xi



xii INTRODUCAO

Hoje ¢ sabido que a auséncia de unicidade nao constitui um obstaculo para se
obter a existéncia de atratores globais para problemas auténomos. De fato, para se con-
cluir a existéncia de um atrator, sao necessérias basicamente propriedades de dissipativi-
dade e compacidade assintotica, e uma ampla classe de problemas de Cauchy usualmente
denominados como mal-postos satisfazem estas condicoes. Varios autores tém lidado com
problemas auténomos multivocos e alguns esforcos nesse sentido surgiram ja na primeira
metade do século 20: 1948-Barbasin [10], 1948-Minkevi¢ [57], 1952-Budak [18], 1962-
Bronstein [15], 1965-Roxin [64, 65], 1969-Bridgland [14], 1969-Szegd and Treccani [72],
1973-Sell [68], 1978-Kloeden [47], 1985-Babin and Vishik [6], 1995-Chepyzhov and Vishik
[35], 1995-Melnik [53], 1997-Ball [9], 1998-Kapustyan and Melnik [43], 1998-Melnik and
Valero [54], 1999-Carvalho and Gentile [28|, 2008-Simsen and Gentile [69].

Podemos classificar estes téxtos em trés grupos de abordagens: uma delas lida
com a falta de unicidade trabalhando em um espaco de trajetorias ¢ : [0, +00) — X
e definindo nesses espagos semigrupos de transla¢oes T'(-), por T(t)p = ¢, [35, 68].
Um segundo grupo, que inclui a maioria dos trabalhos acima, considera uma trajetoria
multivoca t — T'(t)z que é composta por todos os possiveis pontos alcangados no tempo ¢
por solugdes com os dados iniciais em z (por exemplo [54]) . O terceiro grupo, representado
por 9], considera a solu¢des propriamente como os objetos primitivos da teoria, e considera,
conjuntos de fun¢des que compdoem um semigrupo generalizado. Acreditamos que uma
abordagem adequada para estudar problemas diferenciais de valores multivocos é obtida
pela mistura dos métodos utilizados pelos segundo e terceiro grupos acima mencionados,
como é feito em [69], onde os semigrupos multivocos sao definidos de forma a nao perder

de vista cada possivel solucao.

Porém, quando o sistema é nao-autdénomo, para descrever sua evolucao a ele
associamos um processo, isto é, uma familia a dois parametros na qual a dependéncia
do dado inicial é tao importante quanto a dependéncia do dado final [67]. A teoria
de atratores para problemas nao autéonomos ¢é relativamente recente (Cheban et al. [31],
Kloeden and Schamalfuss [49]; Crauel and Flandoli [37], Crauel et al. [38], os dois ultimos
em um contéxto de sistemas dindmicos estocésticos) e, nos tultimos anos, para buscar
algum entendimento do comportamento assintético desta classe de problemas, tem sido
largamente usado o conceito de atrator no sentido pullback, uma familia a um parametro
de conjuntos compactos que estende para problemas nao auténomos o conceito de atrator,

[4, 19, 22, 23, 24, 30, 48, 50, 51, 63, 66, 78]. Quando nao temos (ou nao conseguimos
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provar) que a solugao correspondente a cada dado inicial é nica introduzimos o conceito
de processo multivoco, para o qual ja se encontram na literatura generalizagoes de diversos

resultados originalmente provados para problemas bem postos, (veja por exemplo [19]).

Neste trabalho estamos considerando problemas nao auténomos governados pelo
p-laplaciano, p > max{2,n/2}, aos quais se associam processos multivocos em dominios
limitados e processos univocos em R"™. Para estas classes de problemas, sob condicoes
apropriadas, exibimos a existéncia de atrator no sentido pullback, estimativas em L
através de resultados de comparacao e obtivemos a existéncia de uma trajetéria com-
pleta maximal e uma trajetéria completa minimal delimitando em um certo sentido tais

atratores.

Existe um ntimero expressivo de trabalhos na literatura sobre problemas paraboli-
cos envolvendo o operador p-laplaciano. Véarios deles estabelecendo a existéncia de atrator
para problemas autonomos em dominios limitados, veja por exemplo [7, 25, 28, 41, 54, 70,
79] e referéncias neles contidas. Para problemas nao autoénomos, a existéncia de atrator
no sentido pullback ja havia sido obtida em [19]. Em [32] o autor lida com problemas
nao auténomos mas obtém a existéncia de um outro tipo de atrator, o atrator uniforme,
introduzido por Chepyzhov e Vishik em [36], que a grosso modo atrai todas as drbitas in-
dependentemente de quando e onde elas comecaram. Nosso acréscimo neste trabalho foi,
no que diz respeito aos problemas em dominios limitados, obter com diferentes condigoes
impostas ao termo perturbativo, resultados que permitem comparar solucoes e demonstrar

a existéncia de trajetorias completas extremas.

A existéncia de tais trajetorias foi obtida em [63] para problemas ndo autéonomos
semilineares. Em sistemas quasilineares, a principal dificuldade em se provar a existéncia
de solugoes globais extremas se da por que as demonstragoes existentes para este fato
apoiam-se em fortes resultados de comparacao de solugoes, os quais nao se aplicam, via
de regra, para problemas multivocos. Mais especificamente, em [21], onde primeiramente
se obtém um resultado abstrato que garante a existéncia de equilibrios extremos em prob-
lemas autéonomos, supoe-se que o semigrupo multivoco associado ao sistema satisfaz uma
condicao de monotonicidade bastante exigente, a saber, se dois dados iniciais satisfazem
up(z) < vo(x) (em um sentido que serd apropriadamente descrito ao longo deste téxto),
entao deve-se ter que foda solugao que se inicia em ug permaneca menor que toda solucao
que se inicia em vy. No entanto, a literatura envolvendo resultados de comparagao para

sistemas dinamicos envolvendo o operador p-laplaciano parabolico é bastante escassa.
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Neste téxto estendemos um resultado de comparacao originalmente provado para prob-
lemas autonomos em [26], no qual garante-se que, para uma determinada categoria de
problemas (em que se enquadram os sistemas em dominios limitados considerados neste
trabalho), se uy(z) < wvo(x), entdo dada uma solugdo u com dado inicial em wug, existe
uma solugdo v que se inicia em vy e tal que u(t) < v(t) para todo tempo t > 0. Como
essencialmente 0 mecanismo que se usa para garantir a existéncia de tais trajetorias ex-
tremas em sistemas ndo auténomos ¢ o mesmo enunciado em |21], a auséncia de unicidade
torna-se um forte obstaculo. Neste trabalho esta dificuldade foi contornada provando-se
que, quando restrito ao atrator, o fluxo é de fato univoco e desta forma, a existéncia das

solucoes extremas pode ser demonstrada.

A unicidade de solucao dentro do atrator (que chamamos de unicidade em tempo
grande ou unicidade eventual) é garantida também através de resultados de comparagao.
Normalmente, problemas governados por operadores do tipo maximal monétono gozam
de unicidade se o termo perturbativo for globalmente Lipschitziano. Porém, de acordo
com o trabalho [28], pode-se afrouxar esta condi¢ao trabalhando-se com perturbagées que
sao localmente Lipschitzianas, mas em contrapartida podem ser estimadas (em tempo
grande) por termos de crescimento linear. A estratégia usada neste caso é obter esti-
mativas em L através de comparacao de solucoes de forma que a anélise assintotica
possa ser feita em um conjunto no qual o termo perturbativo é essencialmente Lipchitz.
A primeira parte deste trabalho transcreve estas idéias para problemas nao auténomos.
Muito embora a adaptacao tenha sido feita de uma forma bastante natural, foi necessério
ajustar a grande maioria dos resultados usados, originalmente desenvolvidos para prob-
lemas auténomos. Em especial, os resultados de comparacao foram reformulados para
contemplar nossas necessidades e, além destes, foram feitas algumas extensoes ao con-
texto dos processos multivocos de fatos anteriormente observados na literatura apenas

para processos univocos.

Em particular, vale ressaltar que, em [19], para se demonstrar que atratores no
sentido pullback de processos multivocos sao invariantes sob a acao do fluxo, os autores
impoem uma condicao extremamente forte de continuidade do processo com relacao aos
estados iniciais, a saber, a semicontinuidade inferior que nao é, em geral, verificada para
a classe de problemas que consideramos. No entanto, as solugoes dos nossos problemas
gozam da propriedade da concatenacio, (ou seja, se duas solugoes se interceptam, qual-

quer fungdo obtida através da concatenacdo delas ainda é solugao), e esta observagao
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nos permitiu garantir a invariancia dos atratores ainda que tenhamos apenas a semicon-
tinuidade superior do fluxo com relagao aos dados iniciais. Nossa demonstracao deste fato
reforca nossa crenca de que, para tratar problemas multivocos, sejam eles autéonomos ou
nao autonomos, as técnicas que lidam com operadores multivocos de evolucao construi-
dos a partir das trajetorias, nos mesmos moldes de [69], revelam-se ferramentas poderosas

para a analise assintotica.

A segunda parte deste trabalho destina-se a anélise de problemas definidos em
todo o R". Em dominios ilimitados a maior dificuldade, em geral, se da pela perda das
imersoes compactas dos espacos de funcoes e, para contornar este problema, diversos
métodos tém sido desenvolvidos. Alguns autores ambientam seus sistemas em espacos
cuja norma ¢ definida com um peso, de forma que se possa resgatar propriedades de com-
pacidade, [1, 7, 71]. Outro recurso comumente utilizado consiste em decompor o espago R
em uma bola limitada e seu complemento, e entao mostrar que o fluxo é assintoticamente
totalmente limitado através de estimativas das solucoes em variaveis espaciais com norma
grande, aliadas as imersdes compactas usuais em dominios limitados [11, 45, 76]. Nos tra-
balhos 39, 58] os autores, seguindo uma dire¢ao diferente dos anteriores, utilizam espagos
de funcoes limitadas e uniformemente continuas em R™ como espaco base e, sob hipote-
ses convenientes no termo perturbativo, exibem a existéncia de uma solucao estacionaria
maximal e a compacidade assintotica do sistema é obtida através de um argumento de
comparacao. Uma excelente discussao sobre problemas em dominios ilimitados pode ser
encontada em [2|, onde os autores fazem uma descri¢ao bastante detalhada das principais

técnicas usadas em problemas auténomos.

Para o p-laplaciano, até onde temos conhecimento, a literatura estabelecendo
existéncia de atrator em R™ resume-se aos trabalhos [45, 46, 71, 80|, todos no contéxto
de problemas auténomos univocos e, para problemas nao auténomos recentemente foi
publicado [77]|. Dentre estes, os trés primeiros e o ultimo obtém a existéncia de solugao
apoiados no método de Galerkin. Em [71] a existéncia de solugbes é obtida via operadores
mondtonos em espacos de funcgoes definidos com um peso na norma. No Capitulo 4
fazemos uma breve apresentacao deste método e exibimos a existéncia de atrator no
sentido pullback, bem como mostramos que os resultados de comparagao e a existéncia

das trajetorias completas extremas seguem de forma analoga ao caso do dominio limitado.

Nosso principal desafio nesta etapa do trabalho foi estabelecer a existéncia de

solucao através da teoria de operadores maximais mondtonos, sem considerar tais pesos



xvi INTRODUCAO

na definicao do operador principal, de forma que pudéssemos lancar mao dos resultados
de comparagao previamente desenvolvidos neste téxto. Isso foi feito no tltimo capitulo
seguindo um esquema anteriormente utilizado em um problema semilinear por Morillas e
Valero em [59] que nos permitiu estabelecer um resultado de comparagio que garante a
existéncia de trajetorias completas extremas désde que o sistema seja univoco. De fato,
podemos afirmar que, se ug(x) < vo(z) entao existe uma solu¢do u com dado inicial em
ug e existe uma solu¢do v que se inicia em vy satisfazendo u(t) < v(t) para todo tempo
t > 0. A necessidade de se considerar problemas que tém uma tnica solucao aparece ja na
técnica que utilizamos para demonstrar a compacidade assintotica no sentido pullback,
que requer que o processo seja fracamente fechado, propriedade que s6 obtivemos para
processos univocos e vem ser reforcada pelas caracteristicas do resultado de comparacao
que demonstramos.

Este téxto estd organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo apresentamos
diversos resultados preliminares que serao utilizados ao longo do trabalho. Nos Capitulos
2 e 3 tratamos os problemas em dominios limitados sendo que, no Capitulo 2 enfocamos os
resultados de comparacao de solugoes e o Capitulo 3 é dedicado & existéncia de atrator no
sentido pullback e a existéncia de trajetorias extremas completas. No Capitulo 4 exibimos
a existéncia de atrator no sentido pullback e trajetorias extremas em R"™ utilizando espacos
definidos com peso na norma e, no Capitulo 5 tratamos o mesmo problema em R” retirando
da definicao do operador principal as fun¢oes peso auxiliares.

Vale a pena observar que nao tivemos a preocupagao de supor condigoes Otimas
nas perturbagoes que consideramos. De fato, quase todas as condi¢oes impostas ao termo
perturbativo nos Capitulos 4 e 5 poderiam ser consideravelmente relaxadas, no entanto
as estimativas se tornariam bastante mais complicadas, de forma que optamos por uma
exposicao mais simplificada que nao obscurecesse o objetivo principal. Ainda assim, as
condigbes que consideramos sdo bastante compativeis com as impostas em [45, 46, 80|
nos quais sao consideradas apenas a parte monotona da perturbagdo, e em [77|, onde
B = f(z,u) 4+ g(t,x), ou seja, ndo ha um termo que dependa simultaneamente de ¢ e de
u. A exigéncia p > n/2 esta relacionada com as estimativas em L™ que sdo essenciais
para se obter a unicidade eventual na primeira parte do trabalho e garantem estimativas

uniformes no procedimento que garante existéncia de solu¢ao na segunda parte.



CONTEUDO

AGRADECIMENTOS
ABSTRACT
RESUMO
INTRODUCAO

1 PRELIMINARES
1.1 Principais Desigualdades . . . . . . . . . . . ... oL
1.2 Operador Maximal Monétono em Espacos de Hilbert . . . . . . . ... ...
1.2.1 O Operador p-Laplaciano em Dominios Limitados . . . . . . .. ..
1.3 Teoremas de Compacidade . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ...,

1.4 Atrator Pullback e Processo Dinamico Multivoco . . . . . . . . . . . . ...

2 EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES
2.1 Existéncia local de solucao . . . . . . . . . ... ...
2.2 Existéncia Global de Solucao . . . . . . . . . .. ..o
2.3 Comparacao de Solugao . . . . . . . . . . . .

VII

IX

XI

10
11
11

3 ATRATOR PULLBACK E TRAJETORIAS EXTREMAS EM DOMINIOS LIMITADOS 37

3.1 Estimativas para as Solugdes . . . . . . . . . .. Lo
3.2 Trajetorias extremas para o atrator pullback . . . . . . ... ... ... ...
3.2.1 O Processo Multivoco . . . .. .. .. ... o000
3.2.2 Existéncia do atrator pullback em L*(Q) . . .. .. ... ... ...
3.2.3 Invariancia do Atrator Pullback . . . . . .. .. ... ... ... ..

3.2.4 'Trajetorias completas extremas . . . . . . . . ... .. ... ....

4 SISTEMAS GLOBALMENTE LIPSCHITZ EM ESPACOS COM PESO
4.1 OEspaco E . . . . . . . e

40



4.2 Existéncia de solugao . . . . . . ...
4.3 Atrator pullback e trajetorias extremas em L?(R™) . . . ... .. ... ...
4.3.1 Estimativa em L?*(R"), em F e existéncia do atrator pullback

4.3.2 Trajetorias completas extremas . . . . . . . . . .. .. ... ....

5 ATRATOR PULLBACK E TRAJETORIAS EXTREMAS EM L?(R")
5.0.3 Estimativas em dominios limitados . . . . . ... .. .. ... ...
5.0.4 Existéncia de solucao . . . . . ..o
5.1 Existéncia e Semi-continuidade superior do Processo Multivoco . . . . . ..
5.2 Existéncia do Atrator Pullback . . . . . ... ... ... ... ........

5.3 Trajetorias Completas Extremas . . . . . . . . . ... ... . ... .....

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

79
85
94
105
108
119

123



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos definicoes, notagoes e resultados, alguns adaptados
da literatura, que foram fundamentais para o desenvolvimento da tese, uma vez que foram
utilizados em demonstracoes de teoremas importantes. Este capitulo estd dividido em
varias secoes, onde cada uma trata de um tema especifico. Na Secao 1.1 demonstramos
duas desigualdades que sao na verdade pequenas adaptagoes do Lema 5.1 e Lema Uniforme
de Gronwall, |[73|. Na Sec¢ao 1.2 apresentamos os principais resultados que usaremos da
Teoria de Operadores Mono6tonos. A Secao 1.3 é dedicada a propriedades de compacidade
de solucao de problemas diferenciais e na Se¢ao 1.4 introduzimos os conceitos de atracao

pullback para processos multivocos.

1.1 Principais Desigualdades

Desigualdade 1.1.1 (Desigualdade de Tartar, p.2 [75]) Seja p > 2. Entao para todo
a,b € R"n € N lemos

<|a|p72a — |b|p72 b,a — b> > o la —bl?,

onde 7y € positivo e depende apenas de p e den. Se 1 < p < 2 entao para todo a,b € R"
temos

<|a|p72a — |b|p72 b,a — b> <7 la—0",

onde 7, depende apenas de p e de n.

Desigualdade 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall-Bellman p.156 [12]) Sejam 7,T € R,
7 < T. Sejam m € LY(1,T,R) tal que m > 0 q.t.p. em (1,T) e a > 0 uma constante.

Seja ¢ : [1,T] — R uma func¢ao continua que verifica

o(t) <a+ /tm(s)gb(s)ds, vV telrT).
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Entao
o(t) < aelrm@ds ¢ ¢ [7,T].

Desigualdade 1.1.3 (Desigualdade de Gronwall p. 157 [12]) Sejam 7,T € R, 7 < T.
Sejam m € LY(7,T,R) tal que m > 0 q.t.p. em (17,T) e a > 0 uma constante. Seja

¢ [7,T] — R uma funcao continua verificando
L Ly '
§¢ (t) < ¢ + [ m(s)p(s)ds, VY te[r,T].

Entao .
o(t)| < a+/ m(s)ds, ¥ te[r,T].

Os proximos dois lemas sao ligeiras adaptacoes do Lema 5.1 e Lema Uniforme de

Gronwall encontrados em [73].

Lema 1.1.1 (Lema 5.1, [73]) Seja y : [1,00) — R uma fun¢ao positiva absolutamente

continua onde T € R, a qual satisfaz para cada t > 1
g+yt <9,

com R > 17> 0 e :[r,00) = R uma funcao positiva absolutamente continua e ndao

decrescente limitada em limitados. Entao para cada t > T temos

S\ " 1
0= (%) e e

1/R 1/R
Demonstragao: Se y(7) < (@) entdo para cada t > 7, y(t) < (@) .

~

1/R
De fato, suponha que para algum ¢ > 7, y(t) > <%t)> . Entao teremos que para algum

1/R
to € [1.1), ylto) = (2422) . Logo

()"

1/R
Assim, y atinge a funcao <%) decrescendo. Como ¢ é nao decrescente, para

y(to) + < 0(to) = y(to) <0

s\ /B
cada t > 7 temos que y(t) < ( ) + SR T))l/(R v
1

/R
Se y(1) > (6(T)> , suponha que y(t) > ) para algum ¢, > 7 entao

(MQ)L%]RZQQ)+5@)

5(t) = y(t) + ™) > yt) + v —
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isto implica que y(t) < 0 para cada t = to. Como ¢ é nao decrescente a partir de ¢,
s\ VR B s\ VB )
y(t) < <T) e entao y(t) < (T) + G nEvEE Parat > to.

1/R
Para cada t € [1,ty] escreva z(t) = y(t) — (5(t)> > 0. Como a®+bf < (a+0b)*

v

se a,b sao positivos e R > 1, temos

Portanto

5(£)A/R-1

2t) +y2(t) < y(t) — wé(t) + ()" = 6(t)

Como por hipotese g(t) +yy(t)® — 6(t) <0 e § ¢ uma fungao positiva e ndo decrescente
temos que

2(t) +y2(H)F <0

/T tz(s)_R,é(s)ds < / t —ds

) ()
1-R 1-R
2R <) R y(R-1)(t—7)

Integrando de 7 a ¢ temos

Portanto,

< —(t—1)

STy s
1

(R = 1)( = 77D

2(t) <

Portanto temos para cada t € [7,t(]

B SONYE )\ VE 1
o =s0+(50) < () + =

Isto conclui a demonstracao.ll

Lema 1.1.2 (Lema Uniforme de Gronwall, [73]) Sejam g,h,y fungées positivas com §,g,h

e y localmente integrdveis em [tg,00] com

dy
&< h.
at =9
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Seja R > 0 fizo e suponha que para cada t > ty tenhamos

t+R t+R t+R
/ g(s)ds < al(t),/ h(s)ds < ag(t),/ y(s)ds < as(t).
t t t
Entao para cada t >ty temos

y(t+R) < (“‘”’]g) + ag(t)) e ()

Demonstracao: Sejaty <t<0<s<7<t+R.

Multiplicando % — gy < h por e~/ 94 ohtemos

d

— <y(7)€— f;g<a>da> < h(r)e~ K 9@1e < p(r)
=

Integrandoem 7 de # a t + R

iR " t+R t+R
y(t + R)e~Js T 9@de _ gy Js 9lo)do < / h(T)dr < / h(r)dT < as(t)
0 t
y(t + R) < y(0)e= I 9@+ [T gto)do ) (1)l alo)do
y(t+ R) < (y(0) + as(t)) el 910
y(t + R) < (y(8) + as(1)) e

Integrandoem f det at + R

t+R t+R +R
/ y(t + R)do < / y(0)eVdp + / as(t)eVde
t t t

t+R t+R
Ry(t+ R) < en® / y(0)d + ay(t)e® / df < e Wag(t) 4 as(t)e™ DR
t t

Portanto para cada t > t; temos

e+ 1) < (4 ) et

Observacao 1.1.1 Com as mesmas hipo’teses do Lema 1.1.2, mas considerando agora

g =0 temos para R > 0 fizo y(t + R) < )+a()
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1.2 Operador Maximal Monétono em Espacos de Hilbert

Nesta secao vamos exibir algumas definicoes e resultados que podem ser encon-

trados em [12].

Seja H um espago de Hilbert sobre R munido do produto interno (-,-). Um
operador multivoco, A, em H é uma aplicagdo de H em p(H), conjunto das partes de
H. Se para todo x € H o conjunto Az contém no maximo um elemento dizemos que A
é univoco. O dominio de A é o conjunto D(A) = {x € H; Ax # ()} e a imagem de A é o
conjunto R(A) = Uyeg Az.

Identificaremos A com seu grafico em H x H, isto ¢, A = {(z,y);y € Az}. O
operador A=! é aquele cujo grafico ¢ simétrico ao de A, isto é, y € A7z —= x € Ay;
evidentemente D(A™1) = R(A).

O conjunto dos operadores de H ¢ parcialmente ordenado pela inclusao dos gra-

ficos: A C B se e somente se para todo x € H, Ax C Bx.

Definicao 1.2.1 Dizemos que um operador A em H € mondtono se para todo x1,x9 €
D(A), (Axy — Axg,x1 — x9) > 0 ou, mais precisamente, para todo y, € Axy e para todo

Yo € Axg, (Y1 — Y2, 21 — x2) > 0.

Exemplo 1.2.1 (Ezemplo 2.1.4 p. 21 [12]) Seja ¢ uma fun¢ao convera e propria sobre

H, ou seja, uma aplica¢ao de H em | — oo, +00], tal que p # +00 e

p(te + (1 —t)y) < tp(z) + (1 —t)p(y)

para todo x,y € H e para todo t € (0,1). O dominio da funcio v, D(p), é dado por
D(p) ={x € H;p(x) < 00} . A subdiferencial Op de p, definida por

y € Op(x) <= para todo & € H, (&) > ¢(x) + (y,£ — ),
é mondtona em H.

Definicao 1.2.2 O operador mondtono A de H é mazimal mondtono se ele nao estd

propriamente contido em qualquer outro operador mondtono de H.

Em outras palavras: A é maximal mond6tono se e somente se A é mono6tono e, se

(x,y) € H x H for tal que
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para todo £ € D(A) (ou mais precisamente, (y —n,z — &) > 0, para todo (£,n) € A),
entao y € Ax.

Outra caracterizacao para operadores maximais monotonos é a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.2.1 (Proposi¢io 2.2 p.23 [12]) Seja A wm operador de H. As seguintes

propriedades sao equivalentes:
1. A € maximal mondtono;
2. A é mondtono e R(I + A) = H,;

3. Para todo A >0, (I 4+ XA)"" é uma contragio definida sobre todo H.

Exemplo 1.2.2 (Ezemplo 2.5.3 p.25, [12]) Seja ¢ uma fungao convexa e propria sobre

H. Se ¢ ¢é semicontinua inferiormente entao Op é maximal mondtono.

Exemplo 1.2.3 (Ezemplo 2.3.7 p.26, [12]) Seja V' um espa¢o de Banach reflexivo e V* o
seu dual tal que V- C H C V* injecoes continuas e densas. Seja A :V — V* um operador
univoco definido em todo V, hemicontinuo e coercivo. Entdao o operador Ay restricao de
A a H definido por

D(Ay)={reV;Azx € H}

e Ag = A é um operador mazximal mondtono em H.
Para os proximos resultados precisamos da seguinte definicao:

Definigao 1.2.3 (Definicao 3.1 p. 64, [12]) Seja A um operador de H e f € L*(0,T; H).
Uma solucao forte da equacao % + Au > f é toda funcao u € C([0,T]; H), absolutamente
continua em todo compacto de (0,T) verificando: u(t) € D(A) e L(t) + Au(t) > f(t),
g.t.pt e (0,7T).

Dizemos que u € C([0,T); H), é uma solu¢io fraca da equagao Cfl—;‘ +Au > [ se
existem sequéncias f, € L'(0,T;H) e u, € C([0,T]; H) tal que u, é uma solugio forte

da equacao % + Aup D frn, fo— f em LY0,T; H) e u, — u uniformemente em [0,T).

Lema 1.2.1 (Teorema 3.4 p.65, [12]) Seja A um operador maximal mondtono de H.

Para toda f € LY(0,T; H) e todo ug € D(A), existe uma tinica solucio fraca da equagdo

i Au> f tal que u(0) = ug.
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Proposicao 1.2.2 (Proposicao 3.6 p.70, [12]) Seja A um operador mazimal mondtono,
uwe C([0,T];H) e f € LY0,T; H). Entdo u é uma solu¢io fraca da equagdo Cfl—;‘ +Au> f
se e somente se u verifica

3 100 =l < 5 ot =l + [ () = (o) = o) o

Vo [x,ye A, V 0<s<t<T.

Teorema 1.2.1 (Teorema 3.6 p.72, [12]) Suponha que o operador A seja subdiferencial
de uma funcdo @ prépria, convexa e semicontinua inferiormente. Se f € L?(1,T; H) entdo
toda solucdao fraca da equacao % + Au > f € uma solucao forte e \/z_fcé—‘; e L*(1,T; H).
Além disso, se o dado inicial, ug € D(p), entdo “C%‘ e L*(1,T; H).

Lema 1.2.2 (Lema 3.3 p.73, [12]) Seja v conveza, propria e semicontinua inferiormente
em H. Seja u € WY(0,T; H) tal que u(t) € D(0p) q.t.p. em (0,T). Suponha que
exista g € L*(0,T; H) tal que g(t) € dp(u(t)) q.t.p. em (0,T). Entao t — @(u(t)) é
absolutamente continua em [0,T]. Além disso, seja L o conjunto dos pontos t € (0,T)

tais que u(t) € D(0p) e u(-) e p(u(-)) sao derivdveis em t entdo para todo t € L temos

%gp(u(t)) = <h, %u(t)> ,Vh € Op(u(t)).

Proposicao 1.2.3 (Proposicao 3.13 p.107, [12]) Seja A um operador mazimal mondtono

tal que Int(D(A)) # 0 e seja a aplicagao B : [0,T] x D(A) — H verificando

o FExistew >0 tal que |B(t1, 1) — B(te, 22)|| g S w|x1 — 22|y, YVt €[0,T],Vay, 20 €
D(A);

e Para todo x € D(A) a aplicagcio t — B(t,x) pertence a L>=(0,T; H).

Entdo para todo ug € D(A) existe uma tnica solugio v € WHH(0,T; H) da equacio
Du(t) + Au(t) — B(t, u(t)) 3 0.

Uma vez que o operador é do tipo subdiferencial de uma funcao convexa, propria
e semicontinua inferiormente, o semigrupo gerado por este operador exerce um efeito

regularizante sobre o dado inicial:

Teorema 1.2.2 (Teorema 3.2 pg 57, [12]) Sejam ¢ uma fungao convera, prdpria e semi-
continua inferiormente em H, A = Oy e S(t) o semigrupo gerado por —A em D(0y).

Entao para todo ug € D(0p) e todo t > 0, S(t)ug € D(Op) et — S(t)ug € Lipschitz em
[, +00),¥d > 0.
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1.2.1 O Operador p-Laplaciano em Dominios Limitados

Neste trabalho os problemas de evolucao que consideraremos tém como parte
principal o operador p-Laplacino, A,, com p > 2. Segundo os autores [16] e [60] se V' é um
espaco de Banach reflexivo e V' o seu dual, e H ¢ um espaco de Hilbert, comV ¢ H C V'
com imersées continuas e densas, A : V — V' é um operador monétono, univoco, definido
em todo V., hemicontinuo e coercivo, entdo o operador Ay, restricao de A a H, definido
por

D(Ag)={ueV;Aue H}, Ag(u) = A(u), uwe€ D(Ag)
é maximal moné6tono em H.

Usando este resultado ¢ possivel mostrar que quando multiplicado por (-1) o

operador p-Laplaciano, A : W, 7(Q) — (Wol’p(Q))/ definido por
Au = —div(|Vu|' > Vu),

¢ tal que a sua realizagao Ay, H = L*(Q) ¢ maximal mon6tono em L?(f2), onde € é um
dominio limitado com fronteira regular e p > 2. Vamos denotar por —A, o operador Ay.
Além disso, o operador Ay ¢ do tipo subdiferencial. Considere ¢ : L*(Q) —

R U {400} definida por

(L.1) o) = { L[ IVulPde,u € WoP(9)

400, caso contrario
Esta ¢ uma aplicacao convexa, propria e semicontinua inferiormente. Entao é possivel
mostrar que dp é maximal monotono, pelo Exemplo 1.2.2, D(d¢) C D(¢) C D(p) =
W, e, além disso, Op = —A,,.

Assim, o semigrupo gerado pelo operador —A,, possui a propriedade regularizante
enunciada no Teorema 1.2.2 e este semigrupo é compacto, para esta demonstragao é
necessario fazer uma adaptagao da Observacio 2.1.1, p.47, [75].

Para obtermos informacoes sobre o dominio do operador p-Laplaciano podemos
encontrar o seguinte resultado:

Consideremos o seguinte problema

(1.2) —div(|VuP=2Vu) + g(u) = f(z), em Q
. u=0, em Of,

onde (g(u),u) > 0 qualquer que seja u € D(A,).

Teorema 1.2.3 (Teorema A3, p.271, [28]) Se f € LY(2) com v > n/p e u € solugao de
(1.2) entdo u € L>() € [[ull pooiq) < CUIfll 1oy [Akl)s onde Ay = {z € Qu(x) > k}.
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1.3 Teoremas de Compacidade

O objetivo desta secao é enunciar resultados de compacidade para o conjunto de
solucoes de uma familia de equacoes diferenciais.

Considere o seguinte problema do valor inicial

dun
{ T + A/U/n 9 fn

(13) Up(T) = uo, € H

onde A é maximal mon6tono em um espago de Hilbert H, wuo, € H e f, € L*(7,T; H).
Quando variamos f,, e ug, obtemos uma familia de problemas e entao uma familia de
solucoes.

Definigao 1.3.1 Um subconjunto K C L'(a,b; H) ¢ uniformemente integrdvel se, dado

e > 0, existe 6 > 0 tal que
[ 1@l at <
E

para cada subconjunto mensurdvel E C [a,b] cuja medida de Lebesgue, m(E) < 0(¢),

uniformemente para f € K.

Definimos M (K) = {u,;u, ¢ a Gnica solugao fraca de (1.3); (fn,uo,) € K X H}.

O proximo resultado é uma adaptagao do Teorema de Baras p. 47, [75].

Teorema 1.3.1 (Teorema 2.5 [70]) Sejam H um espago de Hilbert real, A : D(A) C
H — p(H) um operador mazimal mondtono em H o qual gera um semigrupo compacto,
{uo,} € D(A) com uy, — ug em H, e K = {f,:n € N} um subconjunto uniforme-
mente integrdvel em L'(7,T; H) entdo o conjunto M(K) é relativamente compacto em

C([r,T); H).

Teorema 1.3.2 ([62] p. 21/)Sejam X,Y e H espagos de Banach, com X CC HCY, e
X reflexivo. Suponha que {u,} € uma sequéncia uniformemente limitada em L*(1,T; X)
e {%un} uniformemente limitada em LP(1,T;Y"), para algum p > 1. Entao existe uma

subsequéncia de {u,} que converge fortemente em L*(7,T; H).

1.4 Atrator Pullback e Processo Dinamico Multivoco

Antes de definirmos um processo multivoco, vamos considerar algumas defini¢oes

basicas e resultados abstratos sobre a existéncia do atrator pullback para um processo.
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Seja X um espago métrico munido da métrica p: X x X — [0,400) e sejam
B(X)={A€ p(X); A ¢é limitado},

K(X)={A€ p(X); A é& compacto},
dlSt<Z7 Y) = SuszZianGYp<Z7 y)?
para Z,Y C X.

Definicao 1.4.1 (ver [23] p.1967) Uma familia de aplicagoes U(t,s) : X — X com

—00 < s <t < oo satisfazendo:
1. U(t,t) = Id;
2. U(t,s)v=U(t,)U(T,s)v, para todo v € X e para todo t > T > s;
3. A aplicagao v — U(t, T)v € continua para todo t > T

€ chamada de processo de evolucao ou simplesmente processo.

Definicao 1.4.2 (Definicao 1.1 p.1968, [23]) Uma familia {A(t)},cr de subconjuntos

compactos de X € o atrator pullback associado ao processo {U(t,T)},, se:
1. A(t) =U(t,7)A(T), para todo t > T (propriedade da invaridncia).

2. A(t) atrai no sentido pullback todos os subconjuntos limitados de X por {U(t, )},
para cada t € R. Ou seja, para qualquer subconjunto limitado D C X, temos para
todot € R:

lim dist(U(t,7)D, A(t)) = 0.

T——00

8. {A(t)},ep € minimal no sentido que se existe outra familia invariante de conjuntos
fechados {C(t)},cg » a qual atrai subconjuntos limitados de X, no sentido pullback,

entdo A(t) C C(t), para todo t € R.

Definicao 1.4.3 (Defini¢io 2.1 p.1969, [23]) Sejam {U(t,T)},.. um processo em um
espaco métrico X e B um subconjunto de X. O conjunto w-limite de B, no tempo t, é

definido por

w(t,B) = JU(t.)B.

o<t <o
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Para cada subconjunto B C X temos
w(t, B) = {y € X : existe uma sequéncia {sy },.y C (—00,1], s, — —o0
e{Zp}trey C Botal que  y = limy_, 1 U(t, sk)xk} :

O préximo teorema da uma condicao necessaria e suficiente para que exista o
atrator no sentido pullback e além disso caracteriza-o como o fecho da reunido dos w(t)-

limites dos limitados.

Teorema 1.4.1 (Teorema 2.2 p.1969,[23]) Seja {U(t,T)},~, wm processo em um espago

métrico completo X. Sao equivalentes:

1. Eriste uma familia de conjuntos compactos {K(t)},.p que atrai limitados de X, no

sentido pullback.
2. {U(t,7)},s, tem pullback attractor {A(t)}, g, onde

At)= |J w(t. B).

BeB(X)

Quando nao temos que a solucao correspondente a cada dado inicial é tnica
introduzimos o conceito de processo multivoco. As definicdes e resultados abaixo sao

baseados no trabalho [19].

Defini¢ao 1.4.4 Uma familia de aplicacoes U(t,s) : X — p(X) com —o00 < s <t < o0

satisfazendo:
1. U(t,t) = Id;
2. U(t,s)v CU(t,7)U(T,$)v, para todo v € X e para todo t > 7 > s;
é chamada de Processo Multivoco.
O Processo Multivoco é chamado exato se
U(t,s)v=U(t,7)U(T,s)v,

para todo v € Xe para todo t > 71 > s.

Se B C X é um subconjunto qualquer, definimos
U(t,s)B={U(t,s)b:be B},

para todo t > s.
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Definigao 1.4.5 Sejat € R. O conjunto D(t) C X atrai no sentido pullback o conjunto
B € B(X) no tempo t por {U(t,s)},,, se:

(1.4) lim dist(U(t,s)B,D(t)) = 0.

S§——00

Definigao 1.4.6 A familia {D(t)},.x € atratora no sentido pullback se D(t) atrai no
sentido pullback todos os subconjuntos limitados de X no tempo t por {U(t,s)},s,, para

cada t € R. Ou seja, dadost € R, ¢ >0 e dado B € B(X), I7. <t tal que
dist(U(t,s)B,D(t)) <e, ses<T.

Definicao 1.4.7 A familia de conjuntos compactos {A(l)},cp € 0 atrator pullback asso-

ciado ao processo multivoco {U(t, )}, se:
1. ¢é semi-invariante, isto é A(t) C U(t,7).A(T), para todo t > s;
2. € atratora no sentido pullback;

3. € minimal no sentido que se, {fl(t)} é outra familia de conjuntos fechados atra-
teR

tora, temos que A(t) C A(t), para todo t € R.

Neste texto sempre que mencionarmos a propriedade de atracao estaremos nos

referindo & atracao no sentido pullback.

Defini¢ao 1.4.8 Dados B C B(X) et € R quaisquer definimos a érbita do subconjunto
B C X no tempo t como

v (t.B)=|JU(t,7)B

T<s

e o conjunto w-limite de B no tempo t como

w(t,B) =t B).

s<t
Lema 1.4.1 (Lema 5 p.156, [19]) Seja B C X um subconjunto qualquer. Sao equiva-
lentes:

1. yew(t,B);

2. emiste uma sequéncia {&,}, .y com &, € U(t,7,)B com 7, — —oo0, tal que &, — y

em X,
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Teorema 1.4.2 (Teorema 6 p. 157, [19]). Suponha que para cadat € R e B C B(X)
exista D(t, B) € K(X), tal que

lim dist(U(t,s)B,D(t,B)) =0.

S——00
Entao w (t, B) € nao-vazio, compacto e é o conjunto minimal fechado que atrai B no

tempo t.

Definigao 1.4.9 O processo multivoco {U(t, )}, € condicionalmente assintoticamente
compacto no sentido pullback se para cada t € R comt > 7 ¢ B € B(X) tais que para
algum to = to(t, 7, B), v"°(t,B) € B(X) entao qualquer sequéncia {&,}, oy com &, €

U(t,7,)B, 1, — —00, € precompacta.

Proposicao 1.4.1 (Lema 8 pg 158, [19]) O processo multivoco {U(t,7)},, € condi-
cionalmente assintoticamente compacto se, e somente se, para cadat € R e B € B(X)

existe um conjunto compacto D(t, B), satisfazendo

lim dist(U(t,s)B, D(t,B)) = 0.

S§——0

Segue diretamente do Teorema 1.4.2 e da Proposicao 1.4.1 o seguinte resultado:

Corolario 1.4.1 Se o processo multivoco {U(t,T)},s. € condicionalmente assintotica-
mente compacto entdo para todot € R e B € B(X),w(t, B) é nao-vazio, compacto € € o

congunto minimal fechado que atrai B no tempo t.

A seguir vamos enunciar e demonstrar um teorema ja conhecido que nos da
condigOes necessarias e suficientes para a existéncia do atrator pullback para um pro-

cesso multivoco. Precisaremos das seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 1.4.10 (Definicao 10 p.159, [19]) Sejam XY espagos métricos. A aplicagio
multivoca F : X — oY) € semicontinua superiormente se para todo v € X e qualquer

vizinhanga de F(x), O(F(z)), existe § > 0 tal que se p(x, z) < 0, entdo F(z) C O(F(x)).

Defini¢ao 1.4.11 (Definicio 2 p.108, [5]) Sejam X,Y espacos métricos. A aplicagio
multivoca F : X — o(Y) € semicontinua inferiormente em xo € X se para qualquer

Yo € F(xo) e qualquer vizinhanca O(yo) de yo, existe uma vizinhanga O(xg) de xo tal que
Vo € O(xg), F(xz)NO(y) # 0.

Dizemos que F € semicontinua inferiormente se o é em todo xy € X.
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Podemos ainda, fazer a seguinte observacao:

Observacao 1.4.1 Sejam X,Y espagos métricos. A aplicagao multivoca F : X — o(Y')

e ¢ semicontinua superiormente se qualquer sequéncia {fn}neN com

&, € F(xn), T, — x tem uma subsequéncia convergente com limite pertencendo

F(x). (Lema 1.1, [29]).

e ¢ semicontinua inferiormente se para todo v € X, x, — v ey € F(x), existe uma

sequéncia {y,} tal que y, € F(z,) ey, — y (p.159, [19]).
A aplicagao multivoca é continua se é semicontinua inferiormente e superiormente.

Observagao 1.4.2 A aplicagio I : X — o(Y') tem grdfico fechado se dada {&,}, o uma
sequéncia em Y com &, € F(xy,) e {wy},cy C X com x, — v e &, — &, entdo § € F(x).
Se a aplicacao F tem grdfico fechado entdio F € semicontinua superiormente. Por outro
lado, se F' é semicontinua superiormente e F(x) é um conjunto fechado Yx € X temos

que o grifico de F € fechado (Proposicao 7 p.110 em [5]).

Teorema 1.4.3 Seja X um espaco métrico completo e seja {U(t,7)},~. um processo

multivoco semicontinuo superiormente. Sao equivalentes:

1. Eriste uma familia de conjuntos compactos {K(t)},cp que atrai limitados de X, no

sentido pullback.
2. {U(t,7)},>, tem atrator no sentido pullback {A(t)},cp , dado por

(1.5) Aity= |J w(t.B), VteR
BeB(X)

Demonstragao: Se {U(t,7)},s, possui atrator no sentido pullback {A(f)},cp ,
cada {A(t)} é compacto e atrai limitados de X no tempo ¢, no sentido pullback.

Para provarmos a reciproca procedemos da seguinte maneira. Do Teorema 1.4.2
temos que a familia {A(t)},.p ¢ nao-vazia e atratora, pois para cada t € Re B €
B(X),w(t, B) é nao-vazio e ¢ o minimal fechado atrator de B no tempo t. Como w(t, B) C
A(t) temos que A(t) é atrator de B no tempo ¢ e assim, a familia {A(t)},.z € atratora.

Provemos a minimalidade da familia {.A(t)},.r , ¥t € R. Suponha que {Av(ﬂ}te]l&
é uma familia de conjuntos fechados atratora de conjuntos limitados de X. Afirmamos

que A(t) C A(t). De fato, seja t € R e tome y € A(t) = Ugesxyw(t, B). Entdo existe

uma sequéncia v, € UBeg(X) w(t, B) tal que y,, — v.
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Temos que y, € w(t, B,) para algum B, € B(X). Como w(t, B,) C A(t), pois ¢
0 minimal fechado que atrai B, no tempo ¢ entdo y, € A(t), Vn. Como A(t) ¢ fechado,
y € A(t). Portanto, A(t) C A(t),Vt € R.

Agora mostremos que {A(?)},.x ¢ uma familia de conjuntos compactos. Por
hipotese existe uma familia, { K (#)},.p , de conjuntos compactos atratora de limitados de
X ou seja, dado t € R e B € B(X) temos lim,_, . dist (U(¢,s)B, K(t)) = 0. Porém, da
minimalidade da familia {A(t)},.p temos que A(t) C K(t) WVt, pois para cada t € R
e B € B(X), A(t) ¢ o menor fechado atrator de B no tempo t. Portanto, A(t) ¢ um
subconjunto fechado em um subconjunto compacto, o que implica que A(t) é compacto

para todo t € R.

Mostremos que w(t, B) é semi-invariante, isto ¢, dado B € B(X) temos w(t, B) C
U(t, 7)w(T, B), para todo t > 7. De fato, seja y € w(t, B) arbitrario. O Lema 1.4.1 implica
que podemos encontrar uma sequéncia {&,}, oy com &, € U(t,s,)B,s, — —oo tal que
&, — y. Como s, — —o0 existe ng € N tal que s, < 7 para todo n > ng, temos da definicao
de processo multivoco U(t,s,)B C U(t,7)U(T,s,)B,Yn > ng. Entao &, € U(t, 7)Cn,
onde ¢, € U(r,s,)B. Como por hipdtese existe uma familia de conjuntos compactos
atratora, pela Proposicao 1.4.1 o processo multivoco ¢ condicionalmente assintoticamente
compacto. Entao podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario, que
¢n — ¢ € w(r,B). Como por hipGtese o processo é semicontinuo superiormente pela

Observagao 1.4.1 temos que y € U(t,7)¢ C U(t, 7)w(T, B),Vt > 1.

Da semi-invariancia de w(t, B) temos que A(t) C U(t,7)A(T),¥t > 7. De fato,

seja z € A(t) = Upep(x) w(t, B) entao existe {2, },cy uma sequéncia em (Jpcp vy w(t, B),
onde z, € w(t,B,) com B, € B(X), tal que 2z, — z. Da semi-invariancia do w-limite,
w(t, B,) C U(t,7)w(r, By), temos que z, € U(t,T)o,, onde 0, € w(r, B,). Entao, para
cada n, existe uma sequéncia {Eny }jeN com En,j € U(r,s;)B, com s; — —oo tal que

p(0n,&, ;) < 1/j. Para cada n € N escolha &, := &, tal que j, > ne s, :==s;, < —n

n,Jn
e dist(&,, A(T)) "= 0. Como &, € U(r,s,)B, com s, — —oo e A(T) atrai todos os
subconjuntos limitados de X entdo dist (&,, A(T)) "= 0. Sendo A(7) compacto existe

o € A(7) e uma subsequéncia de {&,} a qual denotaremos da mesma forma, tal

neN»
que &, — o, logo 0, — o pois p(o,,&,) < 1/n, por constru¢do. Como o processo é
semicontinuo superiormente, novamente pela Observagao 1.4.1 temos que z € U(t, 7)o C

U(t, 7)A(T). [ |
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E interessante observarmos que, com relacao a invariancia dos atratores, em [19]

os autores apresentam o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.2 (Proposi¢ao 19 pg 163, [19]). Se o processo multivoco {U(t, )}, €
exato e a aplicacao v — U(t,T)v,Yv € X € semicontinua inferiormente entio o atrator

no sentido pullback obtido no Teorema 2.1.2 é invariante, isto €, A(t) = U(t, 7).A(T).

No entanto, a semicontinuidade inferior do processo com relacao aos dados ini-
ciais nao é uma propriedade esperada. Na Proposicao 3.2.4 obtemos a invariancia da
familia {A(%) };+cr usando outras propriedades do processo multivoco, as quais podem ser

verificadas mais facilmente para os nossos problemas.

Em [23] encontramos um texto bastante claro e completo, mas visando o trata-
mento de problemas bem postos. No que segue adequamos alguns resultados deste texto

para o contexto multivoco. Primeiramente considere as seguintes definicoes:

Definigao 1.4.12 Dado t € R o conjunto B(t) C X absorve no sentido pullback limita-
dos de X no tempo t se, para cada D C X limitado, existe T = T(t, D) <t tal que

A familia {B(l)},.x absorve no sentido pullback subconjuntos limitados de X se B(t)

absorve, no sentido pullback, subconjuntos limitados de X no tempo t, para cada t € R.

Definicao 1.4.13 O processo multivoco {U(t,7)},~. € limitado dissipativo no sentido
pullback se existe uma familia {B(t)},.. de conjuntos limitados de X os quais absorve,

no sentido pullback, subconjuntos limitados de X.

Teorema 1.4.4 Se o processo multivoco {U(t,T)},. semicontinuo superiormente € limi-
tado dissipativo e condicionalmente assintoticamente compacto entao A(t) dado por (1.5)
€ fechado, atrai no sentido pullback subconjuntos limitados de X no tempo t, é semi-

invariante e a familia {A(t)},cp € minimal.

Demonstracao: Observe que estamos nas hipoteses do Corolério 1.4.1 entao, dado
B € B(X),w(t,B) é ndo vazio, compacto e atrai B, no sentido pullback, no tempo ¢.
Portanto, se A(t) dado por (1.5), a familia {A(t)},.p ¢ fechada e atrai subconjuntos

limitados de X no tempo ¢.
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Mostremos que a familia é semi-invariante isto &, A(t) C U(t, 7).A(7),Vt > 7. Seja

z € A(t), desde que A(t) é dado por (1.5) temos que existe uma sequéncia {&,} _y tal

neN
que &, — z. Para cada n € N, ¢, € w(t, B,), para algum B,, € B(X). Da semi-invariancia
do w-limite, provada no Teorema 1.4.3, temos &,, € U(t, 7)w(T, B,,) entdo &, € U(t,7)(,,
com (, € w(r,B,). Como fizemos no Teorema 1.4.3, podemos escolher uma sequéncia
{&nthen com &, € U(T,5,)B,, onde s, < —n tal que p(¢,,§,) < 1/n, com s, — —o0.
Como o processo multivoco é limitado dissipativo existem um conjunto limitado B(7)
el =T(r,B,) <7 tal que U(7,s,)B, C B(7),Vs, < T. Entao {{,},y ¢ limitada e
como o processo multivoco é condicionalmente assintoticamente compacto existem uma

subsequéncia de {&,} a qual denotaremos por ela mesma, e £ € X tal que &, — &

neN>
entao ¢ € w(r, B,) pelo Lema 1.4.1. Temos também que (, — & € A(T) como o processo

multivoco é semicontinuo superiormente temos que z € U(t,7)¢ C U(t,7)A(T).

Vamos provar que {A(t)},.p ¢ minimal. Se B(t) ¢ fechado e atrai no sentido

pullback subconjuntos limitados de X entdo, dado qualquer B € B(X) temos

(1.6) lims_, o dist (U(t, s)B, B(t)) =0

Temos que para cada t € R w(t, B) C B(t). De fato, tome y € w(t, B) arbitrario entao

pelo Lema 1.4.1 existe uma sequéncia {&,} onde &, € U(t,s,)B com s, — —oo tal

neN»
que &, — y. De (1.6), tomando € > 0 arbitrario, existe Ny € N tal que dist(&,, B(t)) <

€/2,¥n > Ny. Da convergéncia, &, — vy, existe N1 € N tal que p(&,,y) < €/2,Vn > Nj.
Tomando N = max { Ny, N1} temos que

dist(y, B(t)) = infoe @) p(y, b) < infoepmp(y, &) + p(6n, b)
= p(y, &) + dist(€,, B(t)) < €,Yn > N.

Isto implica que y € B(t), pois B(t) é fechado e entdo que w(t, B) C B(t).

Afirmamos que para cada t € R A(t) C B(t). De fato, tome y € A(t) =

Upesx) w(t, B) entdo existe uma sequéncia y, € Upepx)w(t, B) tal que y, — y. Temos
que y, € w(t, B,) para algum B, € B(X), como acabamos de observar w(t, B,) C B(t),
entao y, € B(t). Como B(t) é fechado y € B(t),Vt € R. [ |

Para o proximo resultado precisamos da seguinte definicao:
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Definigao 1.4.14 O processo multivoco {U(t,7)},s, € fortemente limitado dissipativo
no sentido pullback se para cada t € R existe um subconjunto limitado B(t) de X o qual
atrai, no sentido pullback, subconjuntos limitados de X no tempo T para cada T <t isto

é, dado B € B(X) e 7 <t existe sg = so(T, B) tal que
U(r,s)B C B(t),V s < so(1,B).
O resultado pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.4.5 Se um processo multivoco {U(t,T)},~. € fortemente limitado dissipativo
e possui um atrator no sentido pullback {A(t)},cx . como em (1.5), entio |J,., A(s) €
limitado para cada t € R.

Demonstracao:
Como {U(t,7)},s, ¢ fortemente limitado dissipativo, para cada ¢ € R existe

B(t) € B(X) que absorve subconjuntos limitados de X em qualquer tempo 7 < t. Seja

7 < t qualquer e D € B(X). Entao w(r, D) C B(t). De fato, tome zy € w(r, D) entao,

pelo Lema 1.4.1, existe {&,} onde &, € U(7,s,)D com s, — —oo tal que &, "= xq.

neN>

Como U(T,s,)D € B(t), para todo n suficientemente grande xy € B(t). Isto implica que

Upesx)w(T, D) C B(t) e portanto A(7) C B(t),Vr < t. [ |



CAPITULO 2
EXISTENCIA E COMPARACAO DE SOLUCOES

Neste capitulo vamos mostrar a existéncia de solucao global e um resultado de
comparacao para problemas com parte principal dada por uma subdiferencial e pertur-
bacoes que nao sao globalmente Lipschitz ou seja, consideremos problemas da seguinte

forma:

u + 0p(u) € B(t,u(t)),t > T
(2.1) u(r) = ug € Wy?(Q)
u(t,z) = 0Vo € 00Vt > 7

onde Q C R" ¢ um dominio limitado com fronteira 92 suave, H = L? () o espago de fase,
7 € R e p > max{2,n/2}. A subdiferencial, dp(u), ¢ um operador maximal monoétono,

onde ¢ : H — [0, +00]| é uma fungdo propria, convexa e semicontinua inferiormente tal

que, para cada L € (0,+00) o conjunto {u € H;p(u) + Jul|?, < L} & compacto em H.

A perturbagio B(t,-) é um operador multivoco nao linear de D(B(t,-)) C H em
H, tal que D(d¢) C D(B(t,-)). A seguir listamos o conjunto de hipoteses a qual B esta

submetida neste capitulo:

H.1 Dados 7,7 € R com T > 7, para cada intervalo [a,b] em [7,T] vale:
e B(t,u) é um subconjunto convexo de H, para todo ¢ € [a,b] e todo u € D(0p)

e B(t,-) ¢ mensuravel no seguinte sentido: Para cada funcao u(t) € C([a,b]; H) existe
uma fungao mensuréavel b(t) com valores em H tal que b(t) € B(t,u(t)),q.t.p t €

[a,b]. A funcao b é chamada selecio mensuravel da aplicacao B.

e B(t,:) é semi-fechada no seguinte sentido: Se w,, — u em C([a,b]; H), Op(u,) —
dp(u) em L%*(a,b;H), e se b, — b em L*(a,b; H), com b,(t) € B(t,u,(t)) q.t-p.
t € [a,b], entdo b(t) € B(t,u(t)) q.t.p. t € [a,b].

21
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H.2 Dados 7, T € R, com 7 < T, existem uma fun¢ao ¢ € L*(7, T; R), uma fungao

[(-) monotona e crescente de [0,00) em R, e uma constante k& € (0,1) tais que

1Bt w)ll < k100 (w)ll + 11l ) (@ (w)” + le(®)])
para todo t € [7,T] e u € D(Jyp), onde || B(t,u)|, = sup {||b]|, ;b€ B(t,u)};

Se fixarmos ug € D(A) = D(p) e assumirmos as hipoteses H.0, H.1-H.2 segue de
[61] que o problema (2.1) possui ao menos uma solucio local em Wy (). A existéncia
global de solucoes sera obtida na Secao 2.2 deste capitulo, com o auxilio da seguinte

hipotese:

H.3 Existe uma constante positiva o e uma funcao positiva d € L'(7,T;R) tal

que
((=0p(u) + B(t,u),u)y + ap(u) < dt)(July +1) atp. te[rT] e ue D(dyp),

onde ((~D(u) + B(t,u), u)),; = sup {(—Dp(u) + b(t), u) ;b € Blt, w)}.

2.1 Existéncia local de solucgao

Nesta se¢do vamos mostrar a existéncia de solu¢ao local para o problema (2.1)
para isto considere a seguinte definicao:
Definicao 2.1.1 ([61] pg.272) A funcao v € C([1,T]; H) é uma solugao forte de (2.1)

se as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

1. u(t) é absolutamente continua sobre todo compacto de (1,7T) e u(t) — uy quando

tlT

2. u(t) € D(Oyp) qt.pt € (1,T) e existe b € L*(1,T; H) tal que b(t) € B(t,u(t)) e a
eqUacao

%u(t) + dpu(t) = b(t)

é satisfeita q.t.p t € (1,7T).

A existéncia de soluc¢ao local para o problema (2.1) é um caso particular do
resultado encontrado em [61], a prova usa a seguinte versio do Teorema de Schauder-

Tychonoft, [17]:
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Teorema 2.1.1 Seja Kum subconjunto compacto e convexo de um espago vetorial topologico
X localmente convexo. Seja T uma aplicagao multivoca semicontinua superiormente de
K em X tal que para cada x € K, T'(z) € um subconjunto fechado e convexo de X tal que

T(x)NK # 0. Entao T tem um ponto fizo em K; isto €, existe xg € K;xg € T(xq).

Defini¢ao 2.1.2 Para cada ug € D(p), S € [1,T] e h € L*(1,S; H) denotamos por

E; su,(h) a tdnica solugao forte da equagdo:
(2.2) Lu(t) + Opul(t) = h(t)

em [1,S] satisfazendo u(T) = wg, a existéncia e unicidade desta solug¢ao é garantida pelo

Teorema 1.2.1. Seja R um nimero real positivo fizo e seja
Ksn={u € 12,8 H): [ull o5y < R}

munido com a topologia fraca de L*(7,S; H).
Seja Buy sk @ Ksr — 9(L*(1,T; H)) definida da sequinte maneira: dado h €
Kgr, se existe b € Kgpr tal que b(t) € B(t,E;5u,(h)(t)) g.t.p. em (7,5), entdo b €
B.,.sr(h) e
D(By,s5.r) = {h € Ks r;Bu,sr(h) # 0}

Lema 2.1.1 Sejam H.1 e H.2 satisfeitas e suponha que By, sr(Ksr) C Kgr. Entao
o grdfico de B, sr, Gr(By, sr), € fechado em Kgp x Kgp. E ainda, para cada h €

D(B.,.s.r) Buy.sr(h) € um subconjunto fechado e convero de Kg p.

Demonstragao: Sejam as sequéncias {h"}, . € Ksr e {b"}, oy € Buy,sr(R™) com
h™ = hem Kgreb" —bem Kgp.
Temos que, para cada n, u™ = E, g,,(h") é solu¢ao do seguinte problema:
d,n n\ _ hpn
(2.3) Su +0p(u") = h
u™(T) = ug
Mostremos que u" = E, g,,(h™) converge para u = E, g,,(h) em C([r, S]; H).
Pelo Teorema de Baras (Teorema 2.3.3, p.47, [75] e Teorema 1.3.1), {u™} é pré-
compacto em C([r, S]; H). Entao existe uma subsequéncia {u"*} de {u"} tal que u™ — v
em C([r,S]; H). Vamos mostrar que v é solugao de (2.1) quando n — oo e entdo, por unici-

dade de solugdo , v = E; g,,(h) = u. Ou seja u™ = E, g,,(h") converge para u = E; g,,(h)
em C([r,S]; H).
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Como u™ = E, g,,(h") & uma solugao fraca de (2.3) ¥n, pela Proposi¢ao 1.2.2
temos:

1) = ally < 5 () =l + [ (004 (0) = 0p(@).u(0) —2) do

Vr < S <texe D0y).
Como u™ — v em C([r,S]; H) entdao u™ — v em L?*(7,S; H). Como tomamos
h™ — h em L*(t,S; H) temos que

3100 =3l < 310(5) = ally + | (hlo) = 0p(0).v(e) =) o

ou seja, v ¢ uma solucao fraca pela Proposicao 1.2.2 dai, pelo Teorema 1.2.1, v é uma
solucao forte de (2.1) quando n — oo. Assim, u" = E, g,,(h") converge em C([r,S; H])
para v = u = E; g,,(h), pela unicidade de solugao .

Temos que {%u”} ¢ uma sequéncia limitada em L?(,S; H), pois

<%un,diu > <8s0( "), CZ "> <hn %u >

Aplicando a desigualdade de Cauchy e de Young e o Lema 1.2.2 temos:
Ja i

g t
at" ()
Integrando

2

d

jt (@) < I @) < 510l + 5 | oo

d 2
S| arsze0s) <20+ [ 0@

H

H

jt (u"(1)) < 1uhn<t>|\2

r

Como {h"}, y € uma sequéncia em Kgpr e p(u"(S)) > 0 temos:

2

d
dt

< 2p(ug) + R* < oo,
2(r,S;H)

pois uy € Wy (Q).

Assim, {%u"} ¢ uma sequéncia que converge fracamente em L*(7,S; H).

Desde que b" — bem Kgg, b — bem L?(7,S; H). Como h" — h em L?*(7,S; H),
temos que Op(u") = h" — Ly converge fracamente para dp(u) = h— 4w em L*(7, S; H).

Agora, pela hipotese H.1, b(t) € B(t, u(t)) q.t.p. t € (1,95), isto ¢ h € D(By, s.r)
ebe B, sr(h).

Portanto, B, s r(h) ¢ fechado em Kgp para cada b € D(B,, s r). Também por

H.1 B,, s r(h) é¢ um subconjunto fechado e convexo de Kg . [ |



2.1. Existéncia local de solucao 25

Teorema 2.1.2 Suponha que as hipdteses H.1 e H.2 sao satisfeitas. Se ug € D(p) o

problema (2.1) tem uma solugdo forte em [, Ty] para algum Ty € (1,T].

Demonstragao: Seja ¢y um nimero positivo e

o 2kp(ug) + €
(2.4) R = W’

onde k € (0,1) é dado na hipdtese H.2.
Sejam h € Kgy g, u =E; 14,(h), e To um nimero positivo que serd determinado.

Pelo Lema 1.2.2, para quase todo t € [, Ty], tem-se:

() = (=0 + hio). Zu(0))

dt
L otut) = — |~ Lty + n)|| + (= utey + n0), 0
at ™= dt" . dt' ’ ’
Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Ly )|+ Lot < |- Luwy 0| 1m0
dt L at N = T u H:
Aplicando a Desigualdade de Young
Lty + 10| + Loty < |- Luy+no|| + L ineoe
dt'" N A Y T y 2 i
Portanto )
1| d d 1 )
| — < = .
5 |-+ 0|+ et < S
Integrando,
1 (Y d 2 td 1t )
Z _ el < Z
2/T dtu(s)+h(s) Hds+/T dtap(u(s))ds_ 2/7 ()5 ds
1 [t 4d 2 1 [t )
S| |lmuls) +h(s)|| ds+e(u) < ou(r) +5 [ k()] ds.
2 ) | dt " 2 /.

Como h € Kr,, g temos que ||kl 2, 1,5y < R e isto implica que:

(25 / t

Por outro lado temos que:

2
ds < 2p(ug) + R%.
H

d
—au(s) + h(s)

(2.6) e(u(t)) < p(ug) + R
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Ou seja, max{p(u(t));t € [r,Tp]} < Cy, onde
Da definicao de subdiferencial temos:

Au(0) =) < (= Guld) + 10,00 = u(r) ) = (= (0, 0) = u(r) )+(00), lt) = u(r)

p(u(t)) = p(uo) < —%% lu(t) = wollfy + (h(t), u(t) — (7)) .
Portanto
5 ) — woll? + (1) < plua) + {h(e) u(t) — u(r)).
Da Desigualdade de Cauchy temos:
= ) — ol + () < (o) + A0 a(t) — () .
Integrando

3 ]| Gt = wllds < [ ptunds + [ I luls) — (el ds

3 1(®) =l < (= Phptun) + [ Ih(6) L uls) = ) s

Aplicando a Desigualdade de Gronwall 1.1.3 temos:

[u(t) = ol < Q(t—T)SO(uO)+/ 1A ()] z s

Da Desigualdade de Holder temos

bty = VA=t + ([ o) ([ 1a)

" 1/2
fult) = wlly < VB 7o) + Vi [ (o)1 as)

|lu®)]l 7 < V20t —T1)p(up) + VE— TR+ |Juo|| 4
Portanto, max{|ju(t)||,; ;7 <t < Ty} < C4, onde
(2.8) = (v/20(uo) + R)(To — 7)Y 4 J|uo; -

Agora seja b(t) € B(t,u(t)). Por H.3, (2.7) e (2.8) temos que Vt € [r,Tp] e
u € D(0y)
o7 < k0w + 1 (lull ) (L)} +le(@)])
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o)1 < K llow(u(®)Il +1(Ch) (CF + le(@))]).

Integrando

/ B ds < k / (), ds + / L CR(Cy)ds +1(Cy) / Je(s) ds

To
181172 ¢ .y < K107y + CEUCH(To — 7) + l(Cl)/ |c(s)] ds.

Por (2.5) temos que:
2 o
1Bl 7.y < F(20(u0) + B?) + CRUC)(To — 7) + l(Cl)/ |e(s)] ds.
De (2.4) temos que (1 — k)R* — ¢y = 2k¢(up) entao

To
1811727 2.y < B — €0 + C5U(C1)(Th — 7) + Z(Cl)/ |c(s)| ds

Escolhendo Tj suficientemente pequeno para que

C3(C)(Ty — 7) + l(C’l)/ ’ le(s)|ds < e,

obtemos que
||bHL2(T7To;H) < R.

Portanto, pelo Lema 2.1.1, o grafico Gr(B,, 1, r) ¢ fechado em Kpy r X Kgy g
e ainda para cada h € D(B,, 1, r), Bu,1,.2(h) ¢ um subconjunto fechado e convexo de
Kr, g. Sendo B, s r : Ksr — 9(Kg ) uma aplica¢do multivoca entre espagos topologicos
compacto e convexo com gréfico fechado, temos pela Observagao 1.4.2 que B,,, 5 r é semi-
continua superiormente. Além disso, se h € Kpy g, u = E; 1, 4,(h) e b(t) € B(t,u(t)) q.t.p.
t € [1,Ty] pelas contas feitas acima, b € Krp, g, de maneira que By, 1, (K1) C Kny.r
com By, 1, r(h) N (K1, r) # 0.

Agora estamos nas hipoteses do Teorema 2.1.1 que da a existéncia de hg € Kp, r
tal que ho € By, 1,,r(ho), 0 que garante a existéncia de uma solugao para o problema (2.1)

no intervalo [, Tp]. |

2.2 Existéncia Global de Solucgao

Para concluirmos que a solugao obtida em [r,Tp], pela se¢do anterior, pode ser

estendida a todo intervalo [7, T, seguimos as mesmas idéias em |75], capitulo 3.
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Considere I(7,T) o conjunto de todos os intervalos da forma [r,T] ou [r,Tp),
To < T.
Definicao 2.2.1 Uma solucao forte w : I — D(p) de (2.1), onde I € I(7,T), é chamada
solugao nao continudvel se, ou I = [1,T] ou nao existe outra solug¢ao forte de (2.1),

v:J— D(p), com Jel(r,T), I CJ I#J eu(t)=uv(t) para todo t € I.

Lema 2.2.1 Sejam H um espago de Hilbert e ¢ : H — RY U{+o0} uma funcao propria
convexa e semicontinua inferiormente. Seja B(t,-) : D(v) — @(H) um operador sat-
isfazendo H.1 ¢ H.2. Sew : I — D(p), I € I(r,T) é uma solu¢io forte nao con-
tinudvel de (2.1) para a qual existe wma vizinhanca V' de sup de I tal que a funcdo

t— ||u(®)| g + ¢(u(t)) € limitada de VNI em R entao u estd definida em [r,T].

Demonstragdo: Vamos assumir por contradigao que ou I = [1,7Ty) ou I = [1,Ty| com
T<Ty<T.

Se [ = [1,Ty] com 7 < Ty < T, por hipdtese temos que ¢(u(7p)) < 400 e portanto
pode-se concluir que a solucao u pode ser continuada a direita de Tj.

De fato, como p(u(Tp)) < +oo temos que u(Ty) € D(p). Considere o problema:

v+ 0pu(t) € B(t, (1))
(2.9) { v(Tpy) = u(Tp)

Pelo Teorema 2.1.2 existe uma solucio v de (2.9) em [Ty, Ty + Tp), para algum Tj. Defina

w : [1, Ty + Ty — H por:

u(t), te|r,1

210 o= L
Observe que w ¢é solucao de (2.1) e esta definida a direita de Tj.

Entdo podemos assumir, sem perda de generalidade, que I = [1,T}), com 7 <
Ty < T e para completar a demonstragao ¢ suficiente mostrar que o limite limyyp, u(t) = u*
existe e pertence a D(¢p).

Para isso observemos que para quase todo t € I e b(t) € B(t,u(t)), pelo Lema
1.2.2 temos
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-+ gpetute) = (0 = u(0.0) ) atp. em T

Aplicando a Desigualdade de Cauchy e Young temos

o= uct| + otaton < 5 o= Guct| 5 peol
Entao
211 ot + 5 o0 - Gu| <31

Seja V' a vizinhanca de T cuja existéncia é garantida por hipotese. Podemos assumir,
sem perda de generalidade, diminuindo V, se necessério, que VN1 = [ty,Tp), com 7 <
to < Ty <T.
Seja M = sup {¢(u(t)) + ||u(®)| 4t € [to,To)} . Por H.2 temos Vu € D(p) e t €
VNl
()1 < K o) + Ulu®)l) (Te(u(®)} +le@)]) .,

2

Hllu)llr) {e(u)} +le@)])

o) < ke - Suto )

Voltando a (2.11) temos:

d 1 d

o)+ o0 = Guto)

E ainda

otu) + OS2 o) - L)

Integrando de ty a t onde tg < t < T obtemos:

/t:%wu(s))dwr@/t: .

E assim,

ctut)+ 552 [

Portanto, como ¢ € L'(7,T;R) podemos concluir que

(s) — %u(s) ds < %Z(M)Mg(t o) + @ /t lo(s)| ds

H

2

b(s) — %u(s)

Hds < w(u(to))%Z(M)M?(t—to)Jr@/t |c(s)] ds.

(b(s) - %u(s)) € L*(to, To; H)
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E também que t — b(t) € L*(ty, To; H), b(t) € B(t,u(t)) q.t.p em 1.
Agora considere o problema

{ Do(t) + Dp(v(t)) = b(t), to < t < Ty

(2.12) o(to) = u(to)

Esta equacao tem uma tnica solucao forte v : [to, To] — D(p), pelo Lema 1.2.1.

Obviamente v deve coincidir com u em [to, Tp) e
limyy gy u(t) = limyru(t) = o(Th) = ™.

Por outro lado, desde que ¢ é semicontinua inferiormente e ¢t — @(v(t)) é limi-
tada em [tg, Tp), segue que p(u*) < 0o, isto é, u* € D(p). Com isto podemos concluir que
u(t) pode ser continuada a direita de Tj, contradizendo o fato de que w é nao continuével.

Isto mostra que a suposi¢ao inicial é falsa, e portanto, u esta definida em [r,7].1

Teorema 2.2.1 Se ¢ : D(p) — RY U {400} € uma funcao pripria, convera e semicon-
tinua inferiormente e B satisfaz H.1, H.2 e H.3 entdo podemos concluir que a solu¢do

u(t) de (2.1) pode ser estendida a uma solucdo definida em [r,T)].

Demonstracdo: Seja u : I — D(p) uma solugao forte de (2.1) ndo continuavel, com
I € 1(0,T). Mostraremos que V NI — R* dada por t — |lu(t)]] + ¢(u(t)) é limitada,
onde V' é uma vizinhanca adequada de sup de I, e entao usaremos o Lema 2.2.1.

Multiplicando a equagao (2.1) por u(t) obtemos:

<%u<t>,u<t>>  @p(u(t)), ul®)) € (B(t,u(t)), u(t)

577 lu®)ll7 € (=9p(u(t) + B(t, u(®)), u(t)),
Somando o termo ap(u(t)), onde o ¢ uma constante positiva, dos dois lados da desigual-

dade temos:

57 lu@®lle + apu(®)) € (=0p(u(t)) + B(t, u(t)), u(t)) + ap(u(t))

e por H.3 obtemos:

1d
ST, lu(®)|[5 + ap(u(t)) < d() (Ju@®)]f + 1) atp. em 1.
Integrando em [7,t) C I,

[ et 2a [ ptatons <2 [ ats) (s +1) s
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()| + 20 / o(u(s))ds < [Ju(r)|l +2 / d(s)ds + 2 / d(s) (Jluls) %) ds.

Por um lado,

% / o(u(s))ds < Ju(rIl +2 / d(s)ds + 2 / a(s) (u(s)]%) ds

Por outro lado, como 2« f: p(u(s))ds > 0, pois a > 0 e ¢ é ndo negativa temos:

) < ol +2 [ dls)as-+ [ as) (u(s)1) s

Como a = |Jugl|5 + 2f: d(s)ds & uma constante positiva, pois d é uma fungio positiva,

temos pela Desigualdade de Gronwall 1.1.2 que:
[u@®)], < aelr 4e)ds

Entdo existe um mg > 0 tal que [[u(t)|,; < mo e [, ¢(u(s))ds < mg para cada t € I.
Fixemos to € I tal que u(ty) € D(y), o que sempreé possivel ja que u(t) €
D(0p) C D(p), q.t.p. em I. Vamos definir V = [ty,00) vizinhanca de sup de I. Se
mostrarmos que existe m; > 0 tal que @(u(t)) < mq, para cada t € I, a aplicacdo
t — JJu(t)|lz + ¢(u(t)) sera limitada de V' N1 em R e o resultado segue pelo Lema
2.2.1.
Para mostrarmos que existe m; > 0 tal que p(u(t)) < my, para cada t € I,

observemos que da demonstracao do Lema 2.2.1 temos:

d 2

oty + 3 o0 - Foo| < Eoetuon + L oy + o).

H

2

<t ﬂ“ < WD (e + oo

H

Como k € (0,1) e ||u(t)| ; < mo, para cada ¢ € I, temos

Do) < ) (e + e

dt
Como ty € I, u(ty) € D(p) entdo integrando em [to,t] C I, obtemos:

(1) < e(utto) + 52 [ (olule)) + ) .

I(my)
2

ou(t) < lulte)) + 2

/t o (u(s))p(u(s))ds.
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l(mo)

Como a = p(u(to)) + =5

fti le(s)| ds & uma constante positiva, pela Desigualdade de

Gronwall 1.1.2 temos:

t

o(ult)) < el Pu(®)ds

Entao existe my > 0, tal que p(u(t)) < my, Vi € VN1 e o resultado fica provado. [ |

2.3 Comparacao de Solucao

Nesta secao ¢ desenvolvida a prova do resultado de comparagao para problemas
com subdiferencial como parte principal e perturbacao nao autéonoma e nao globalmente
Lipschitz. Para isso vamos usar [26] e o resultado de existéncia demonstrado na segao
anterior.

Primeiramente, vamos introduzir um conceito de ordem em espaco de Banach, o

qual serd essencial para os resultados a seguir.

Definigao 2.3.1 Um espa¢o de Banach ordenado é um par (X, <), onde X € um espago

de Banach e < € uma relacao de ordem em X satisfazendo:
1. x <y implica que v+ z < y+ z,ondex,y,z € X
2. x <y implica que \x < Ay, ondex,y € X e <\ €R;

3. O cone positivo C = {x € X : x > 0} € fechado em X.

Definigao 2.3.2 Sejam (X, <) e (Y, <) espacos de Banach ordenados. Dizemos que a

aplicagio T : X — 'Y € crescente se, e s omente se, v <y implica que T(x) < T(y).

Considere H um espago de Hilbert com produto interno (-,-) e norma |-|. Seja
A um operador maximal mono6tono em H possivelmente multivoco e S(t) o semigrupo

gerado por —A. Vamos colocar as seguintes notagoes:
e A%z é 0 elemento com menor norma;
o Jy:=(I+MA)"" ¢ o resolvente de A;

o A, = % é a aproximacao de Yosida de A;
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e Seja C o cone positivo fechado em H e seja a aplicacao I : H — [0, +oc| dada por

(2.13) Io(z) =

0 se zeC’
+oo se x ¢ C

a qual é convexa, propria e semicontinua inferiormente e portanto 0l- é um operador

maximal mono6tono em H.

Seja ¢ : H — (—o0, +00] uma aplica¢do propria, convexa e semicontinua inferi-

ormente (s.c.i). Definimos
1 12 _
ou(u) = o ‘u — (I + udy) 1u} + ¢ (I 4+ pd(e) 'u).

Como esta definida, ¢, é convexa, Frechét-diferenciavel e 0y, = (0¢),. Além
disso, ¢, (x) T ¢(x) quando p | 0, Vz € H. (ver Proposi¢ao 2.11 em [12]).
O proximo teorema é usado na demonstracao de todos os resultados de compara-

cao desta secao.

Teorema 2.3.1 (Teorema 2.2 p. 321, [26]) Seja ¢ uma aplicagdo em H convexa, propria
e s.c.i. e sejam A, B operadores maximais mondtonos em H satisfazendo

0-2 % (Projmx — Pro@y) < p(r—vy), Vz,y € H.

Entao sao equivalentes:

- (I +XA)te — (I +AB) ) < p(x —y) Yo,y € H, VA > 0;

2-  (Ayxx — Byy,z) > 0,Vz € dp(z —y), A > 0;

3-  (Axx — Byy,0p,(x —y)) >0, Ve, y € H, VA, u > 0;

4- (A% — B%, 0p,(x —y)) >0, Vo, y € H, Y > 0;

5 @u(Sat)r — Sp(t)y) < ulz —y), Vt,u > 0, Vo € D(A), ¥y € D(B).

6- @(Sa(t)r —Sp(t)y) < plx—1y), Vt >0, Ve € D(A), Vy € D(B).

O proximo teorema da uma condicao necesséria e suficiente para que o semigrupo

S(t);t > T gerado por um operador maximal monotono —A seja crescente.

Teorema 2.3.2 (Teorema 3.1 p.324, [26]) Seja A um operador mazimal mondtono em
H satisfazendo:

0-3 [c(Projmx — Projmy) <lIo(x—vy), Y,y € H.

Entao sao equivalentes:

1- Sex >y entio (I +MNA) x> (I +NA)"ly, Vo, y € H, Y\ > 0;
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2- Sex >y entao S(t)x > S(t)y, YVt > 1, Va,y € D(A).
Além disso, se S(t)0 =0, t > T temos que

3- Se x > 0 entao S(t)r > 0Vt > 7, Vo € D(A) e neste caso dizemos que o

Semigrupo € positivo.

Teorema 2.3.3 (Teorema 3.8 p.325, [26]) Sejam 7 € R qualquer e T > 7. Sejam

f@), f(t) € L\(7,T;H) e ug € D(A). Suponha que u e U sdo, respectivamente, solugdes

fracas dos sequintes problemas:

(2.14) { Lu(t) + Au(t) 3 f(t)

u(T) = uo
(2.15) { () + 400)> S0

Se A € um operador maximal mondtono em H com resolvente crescente e sat-
isfazendo O-3 e se, além disso, f(t) > f(t) q.tp. em [r,T], entio uy > Uy implica
u(t) > ul(t), vt € [r,T).

O Teorema a seguir é uma adaptagao para problemas nao-autonomos do Teorema
4.3, |26].

Teorema 2.3.4 Sejam ¢ uma aplicagdo propria, convera e S.c.i. e ug, Uy € D(p) com
ug < tg. Sejam B,B : [1,T] x D(¢) — o(H) satisfazendo H.1, H.2 e H.3. Suponha que
Oy tem resolvente crescente e satisfaz O3. Suponha ainda que se x,z € D(p) e x < T
entdo para qualquer b € B(s,x) e b € B(s,z) temos b(s) < b(s), Vs € [1,T].

Entao dada uma solugio u(t) do problema

(2.16) { fu(t) + 0p(u(t)) € B(t, u(t))

u(T) = ug

existe uma solugao u(t) do problema

(2.17) { Fu(t) + dp(u(t)) € B(t, u(t))

7(7’) = Uy

I~

onde u(t) estd definida em [1,1y) para algum Ty > 7 e u(t) < u(t), vVt € [, Tp).
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Demonstragao: Seja T; > 7 tal que u(t), é uma solugdo de (2.16) em [, T}). Como B
satisfaz H.2, existe k € (0,1), tal que

B, o)} < Ellop() 3 + 1) (e ) + [20)])

para todo t € [1,7T] e u € D(Jy).
Dado ¢y > 0 seja
R — 2E90(ﬂ0)_+ €0
1—-k
Seja h(t) € B(t,u(t)), onde u(t) é a solu¢do de (2.16) em [r,77). Com a mesma

notagao da se¢do anterior, considere B|w, a restricao de EHO,TO, r a0 seguinte subconjunto
K ={g€ Krmn;g>h}

o qual é compacto em L?(7,T; H), pois ¢ um subconjunto fechado em um espago compacto,

e convexo pois se g1, g2 € K e s € (0,1) temos
sg1+ (1 —8)g2 > sh+ (1 —s)h = h.

Afirmacao: Bl é uma aplicagio multivoca de K em K. De fato. Seja g € K,
como uy < Ty, pelo Teorema 2.3.3 E; 1, 4, (h)(t) < E; 7 7,(9)(1).

Por hipétese b(t) > h(t), para concluirmos que b(t) € K basta mostrar que
HZ_)HL2(T,T0;H) < R, o que é feito de forma inteiramente anéloga a demonstracao do Teorema
2.1.2, jAque K C Kpr,.

Assim, do Teorema 2.1.1 existe h € K tal que h € B(h), isto é h(t) € B(t, E, 1,4, (h) (1)),
onde E, 1w, (h)(t)u(t) é a solugdo de (2.17). Como h(t) > h(t), pois h € K pelo Teorema
2.3.3u(t) > u(t), vVt € [1,Tp). [ |






CAPITULO 3
ATRATOR PULLBACK E TRAJETORIAS EXTREMAS EM
DOMINIOS LIMITADOS

Neste capitulo vamos considerar problemas nao autonomos governados pelo p-
laplaciano aos quais se associam processos multivocos. Para esta classe de problemas, sob
condicoes apropriadas, vamos obter a existéncia de atrator no sentido pullback bem como
a existéncia de uma solucao global maximal e uma solucao global minimal delimitando o
atrator.

Vamos considerar problemas da forma:

S —div(|VuP—2Vu) € B(t, u(t)),t > 7
(3.1) u(r) =up € H

u(t,x) = 0Vr € 0Vt > 7
onde 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira 9 suave, H = L*(2) o espago de
fase, 7 € R, p > max{2,n/2}. O operador Au = —Ayu = —div(|Vu[P7>Vu), p > 2, ¢
a subdiferencial 0p de uma funcao ¢ : H — [0, 400| propria, convexa e semicontinua
inferiormente, tal que para cada L € (0,+00) o conjunto {u € H;p(u) + |lulz; < L} ¢

compacto em H e B(t,-) um operador multivoco em H submetido as seguintes hipoteses:
e H.1 - H.2 dadas no capitulo 2;
Para cada t € R e b(t) € B(t,u(t)) temos:

e H.3 Existem ¢ (t) > 0 e d(t) tais que b(t) > ¢ (t)s + d (t) para todo s € R.

Além disso, ¢~ e d” sao fungoes limitadas em limitados, diferencidveis com derivada
limitada, e as fungoes |¢~(t)] e |d(t)| sdo absolutamente continuas ndo decrescentes

e limitadas em limitados;

e H.4 Existe ¢™(t) > 0 tal que para todo § € R podemos escolher d*(t) = dj (t) tal
que b(t) < ¢t (t)s + df (t) para todo s > —4

37
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Além disso, ¢t e d sdo funcoes limitadas em limitados, diferenciaveis com derivada
limitada, e as fungoes |ct(¢)| e |dT(t)| sdo absolutamente continuas nao decrescentes

e limitadas em limitados;

e H.5 Para todo t € R, o operador multivoco B(t, u) é crescente, no seguinte sentido:

se u(z) <v(z) q.t.p. em Qea € B(t,u), b€ B(t,v) entdo a(z) < b(x) q.t.p. em €

e H.6 Paracadat € R, B(t,-) é Lipschitz em limitados de H no seguinte sentido: Para
u(t) € C([a,b]; H) e v(t) € C([a,b]; H) com u(t),v(t) pertencentes a um subconjunto
limitado B C H qualquer que seja t € [a, b], existem selecOes mensuraveis b(t), b(t) €
H tal que b(t) € B(t,u(t)) e b(t) € B(t,v(t)) e existe | : R — R, localmente

integravel e limitada em limitados, tal que

[6(8) = B(B)]|, < Ut llu(t) — ()l

para todo t € [a, b].

Com B(t,-) submetida as hipoteses H.1-H.6 mostramos a existéncia de duas tra-
jetorias completas, uma maximal e uma minimal, para o problema (3.1) usando a pro-
priedade de preservagao de ordem desta equagdo e a comparagao das solugoes de (3.1)

com a solucao do seguinte sistema auxiliar

Qw —div(|VwP2Vw) = C(t)w + D(t),t > 7
(3.2) w(T) =up € H

w(t,z) =0,Ve € 0O, Vt > 7

onde C' e D sao fungoes limitadas em limitados, diferenciaveis com derivada limitada, e
as funcoes |C(t)| e |D(t)| sdo absolutamente continuas nao decrescentes e limitadas em

limitados.

Observacao 3.0.1 Como a equacio (3.1) satisfaz as hipdteses H-1 - H2, pelo Teorema
2.1.2 temos que (3.1) possui solugdo local quando o dado inicial, ug, estd em W,P(Q).
Vamos denotar a solu¢do local por u(t, T)ug, e quando o dado inicial nio for relevante
para as contas apenas por u(t). Mostraremos que esta solucao serd globalmente definida

na Proposicao 3.1.1 .
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Além disso, podemos garantir a existéncia de solugao forte do problema (3.1)
quando o dado inicial estd em H, mas nio estd em Wy (Q) fazendo um prolongamento
por continuidade no sequinte sentido: Como Wy*(Q) ¢ denso em H, dado ug € H existe
{u0},.en € WoP() tal que ub, — ug em H. Pelo Teorema 1.5.1 temos que a sequéncia
de solugio forte do problema (2.8) quando o dado inicial estd em Wy (), denotada por
{u"(t, T)ud}, cn, € pré-compacta em H. Passando a uma subsequéncia se necessdrio, temos
que u™(t, T)uy, — v(t,7) em H. Definindo u(t,T)ug := v(t, 7) temos que u(t,T)ug € uma

solugao fraca e assim, pelo Teorema 1.2.1, uma solugao forte para o problema (3.1).

Observacao 3.0.2 Sejam u,v € D(A) quaisquer e denote F(t,u) = C(t)u + D(t) e
F(t,v) = C(t)v + D(t), onde C e D satisfazem as hipdteses exigidas na colocagdo do
problema (3.2). Entao

1E(t,u) = F(t,0)| g < [CO[u = vl para todo T & [r,T],

Por hipdtese a aplicacao |C(t)| € limitada em limitados entdo seque da Proposi¢io 1.2.3
que o problema (3.2) é bem posto. Denotaremos por w(t, T)ug a dnica solugao, calculada

no tempo t, com dado inicial w(T, T)ug = uo.

As Hipoteses H.3 e H.4 sdo usadas para comparar as solu¢oes do problema (3.1)

com a solucao de dois problemas auxiliares:

Swt — Apjwt =CH(twt + DT (1), t > 7
(3.3) wh(r) =up € H

wt(t,z) =0Yr € OOVt > 1

%w* —Apw  =C (Hw™ + D (t),t>71
(3.4) w(r)=up € H ;
w(t,z) =0,Yr € OOVt > 7

e assim obter estimativas em L>()) para as solugoes de (3.1), o que garante que, restrito
ao atrator, o fluxo é univoco e assim podemos obter a existéncia das trajetorias completas

maximal e minimal para o pullback attractor.
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3.1 Estimativas para as Solucoes

Nesta sec¢ao, inspirados nas idéias de [63], vamos usar os problemas auxiliares e
o resultado de comparacao, Teorema 2.3.4, para obtermos estimativas para a solugao do
problema (3.1) as quais garantem a existéncia de solu¢ao global e do atrator no sentido

pullback em L?(2) para o problema (3.1).

Lema 3.1.1 Se w € solucao de (3.2) existe uma fungio o : R — Ry crescente e limitada
em limitados e existe Ty > 0 tal que para todo 7 € R temos ||w(t)||3, < a(t) para todo

t— 71 >, e para todo ug € H.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (3.2) por w temos

1d
35 10+ [ ~div(Tup™ V) - wdx < [ 00)]lu(@) dx
t Q Q

" / D(1)] w(t)| dx

Usando a desigualdade de Holder temos

1d

ST Hw(t)Hiﬂr/Q(IVwIP_2 Vw)Vwds < [C@)] [w®)y + DO lw®)] 4

Multiplicando e dividindo por uma constante 1 > 0

1 1
577 @Il + [IVel,q < , 1C®ln lw(®)]” + POl [w®lly

Usando a Desigualdade de Poincaré e a Desigualdade de Young temos

1
57 ol + ki w@)lf <

i 2F
2 di o 1CON L )l

L pwln, + L e
P B p H

onde a constante k; = ki1(2,p), 7 e p & o conjugado de r e p, respectivamente, 7 = p/2,
r=p/(p—2) ep=p/(p—1) entdo

1 d 2 -2 —1

5 g7 1O+ Rl @l < ke |COP P+ ksl (@Il + ka | D)5
onde as constantes ko = ko(1, p), ks = k3(n,p) e ky = k4(n, p). Logo, fazendo 7 tao pequeno
para que ky — k3 seja positivo teremos

d 2 _ _ _
= w1 + 20k — k) (lw@Il5)"™” < 2k |C@OP' ™ + 2k 0 * 2 | D(e) /Y
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Como por hipotese |C(t)| e |D(t)| sao fungbes absolutamente continuas, nao de-

crescentes e limitadas em limitados, pelo Lema 1.1.1 temos que para cada t > 7

_ _ _ 2/
) ey |C<t>’p/(p 2 4 2y |Q‘p/(2p 2) |D(t)|p/(p 1\ /P
|w(t) | < —
2(/61 kg)
1

+
20k — ks)((p/2) = 1)(t — 7)) /(#7270
Entao existe T} > 0, tal que

1
[2(k1 — k3)((p/2) — 1)(t — 7—)]1/((1?/2)—1) <1

e para cada t > 17 + 7 temos

2/p
2%k " p/(p—2) 2k Qp/(Qp—2) D(t p/(p—1)
waugg( ) |C(1)] + 2k, | ID(1)] flma@). W

2(ky — k3)
Observagao 3.1.1 Além disso, dado B C H conjunto limitado, existe uma func¢ao & :

R — R, crescente e limitada em limitados, tal que para todo T € R ||w(t)||}, < a(t) para

todo t > 7 e para todo ug € B. De fato. Temos
1 1
o7 o)l < 1C@)] lw®)ly + 3 1D(®)17 + 3 lw (8)I17
1
= (IC()] + 1/2) |w(t)ll; + 5 1€ ID()[*

Integrando a equagao acima de 7 at comt < T + T temos

3 1wl < 3l + 5 [ 10
T / (1C(0)] + 1/2) (o) % do

Por hipétese C € L, (R) e D € L3 (R) entdo pela Desigualdade de Gronwall-Bellman
(Desigualdade 1.1.2) temos para cada t € [1,T}]

(@)l < an(t).
Tomamos a(t) = mazy>. {a(t), oy (t)} .
Observacao 3.1.2 Veja que Ty > 0 foi escolhido tal que
1
<1

[2(ky — ks)((p/2) — 1)(t — 7))/ @D=D —

0 que nao € necessdrio. Na prdtica precisamos que esta expressao seja limitada, de forma

que Ty > 0 possa ser escolhido qualquer.
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Lema 3.1.2 Se w € solugdo de (3.2) existe uma funcdo §: R — Ry limitada em limita-

dos e crescente e existe Ty > 0, tal que para todo 7 € R temos Hw(t)HiVLP(Q) < B(t) para
0

todot — 17 > T5.

Demonstracao: Multiplicando a primeira equacdo de (3.2) por w; temos

e ()17 + i%H w10y < NCEw + D@ w4

Usando a Desigualdade de Young temos

1 d1

§||wt()|lﬂ+dt (O] PP —HC( tyw + D(1)|;

Como ||w(t)||?, > 0, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young obtemos
1 1 .

“ % p < 2r - 27 2

00y <+ IO + 2 I +1921 D)

Como Wy(Q) € L*(Q) e sendo r = p/p — 2 e 2F = p temos

7 [0, < = IDOP + Ly w (@I} war(@)

onde a constante L; = Li(2, p). Temos para R fixo que

t+R
/ leﬁleR:al,
t

Por hipotese as fungoes |C(t)| e |D(t)| sao nao decrescentes entao

t+R
/t (p >|C( )|2p/p 2) +|Q_

—9
2|p |D(6)* d < R(p 5 ) |C(t + R)|*/®~2

Qlp

+R| . ID(t + R)|* = ax(t)

Multiplicando a primeira equagao de (3.2) por w e usando a Desigualdade de

Cauchy obtemos

577 1@ + 1@ gy < ICETwOI + D@ )] 4

Integrando de ¢ a t + R e usando novamente que por hipotese as funcoes |C(t)| e |D(¢)|

sao nao decrescentes temos

t+R ) 1 ) t+R )
| 1Ol g8 < 5 0+ ICC+ R [ w @)
t 0

R
10D+ R [ o), db
t
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Pelo Lema 3.1.1, parat — 7 > T}
t+R 1
P -
[ [w(B) 01 6 < 0(0) + RIC( + R)|at + R)

+ R Dt + R)| (a(t + R)? = as(t)

Usando o Lema Uniforme de Gronwall (Lema 1.1.2) temos

as(t)
p <
ot + R)I ) < ( .

+ az(t)) e = ((t), para todo t —7 > T7.

Fazendo R = T}, obtido pelo Lema 3.1.1, temos T, = 27 e assim,

(O30 ) < ),

para todo t — 7 > Ts. [ |

Observacao 3.1.3 Além disso, dado M C Wol’p(Q) congunto limitado, existe uma funcao

G :R — R, crescente e limitada em limitados, tal que para todo T € R |Jw(t)

B(t) para todo t > 7 e para todo uy € M. De fato. Temos

p
e <

2p/(p—2) b ’Q| 2 P
@'+ LB DR 4 Ly ()10

onde L1 = Li(p, Q).
Como por hipstese C € L*/#P~2) (R) e D € L? (R) podemos integrar de T at com

loc loc
t <T5 entdo

P P (p — 2) ' 2p/p—2
J400) g0y < 110 gy + L5 [ 1CCO) at
P[] ' 2 ' P
+T/r |D(9)|” do + j Ly Hw(G)HW&p(Q) do.
Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2)
Hw(t)”%/&”’(ﬁ) < Bu(t), para todo t € [1,Ty]e para todo uy € M.

Tomamos B(t) = maz>, {B(t), 5 (1)} .

Lema 3.1.3 Sew € solugao de (3.2) existe uma fungao & : R — R limitada em limitados

e existe Ty > 0 tal que para todo T € R temos ||wi(t)|?, < &(t) para todo t — 7 > Ty,



44 CAPITULO 3 — Atrator Pullback e Trajetorias Extremas em Dominios Limitados

Demonstracao: O raciocinio abaixo tem sido usado para obter estimativas em L? na
derivada temporal. As justificativas quanto a regularidade via de regra sao obtidas através
da sequéncia de aproximacdo das solugoes no processo de Galerkin [32, 33, 80]. Abaixo
apresentamos apenas o procedimento formal.

Derivando a primeira equagdo de (3.2) e denotando w; = v obtemos
—div (|Vw]" > Vo) + (p — 2) (—div (|Vwl’ " V) (Vw, Vo)

= Ci(t)w(t) + C(t)u(t) + Dy(t)
Multiplicando a equagao acima por v obtemos

1d

5 2 IO + /|thx)|p *[o(t, x)|* dz + (p — 2) /|th (t,2) " (Vuw(t, z), Vo(t, z))* do

Jw(t) + C(t)v(t) + Di(t), v)
/|ct w(t, ) + C(t)o(t,x) + Dy(t)| v(t, x)| dx

Sendo as integrais do lado esquerdo da desigualdade positivas e usando a Desigualdade

de Holder obtemos

5 2 1O < NGB (t) + C@u(E) + D) ()l

Usando a Desigualdade de Young e a Desigualdade Triangular temos

S NI < 5 ICE D) + Dty -+ ICOF olL)* + 5 (o)

Desenvolvendo o quadrado acima e usando novamente a Desigualdade de Young obtemos
d 2 <2 D)3 L 2lewmr
= @1 < 2M1C(Ow(t) + DOl + @)l (21COF +1)
Por hipotese |C(t)| é crescente entao, fixando R > 0 temos:
t+R
/ 21C(0)]> + 1do < 2R|C(t+ R)|* + R = a1 ().
t

Também por hipotese C; e D; sao limitadas entao, usando o Lema 3.1.1 para t — 7 > T}

temos

/tHR 2|ttty + D' (1)

< / 1Cu(s)? lw(s) 1% ds
+/t ]CS(S)HDS(SHHw(s)HH—l-/t Q| D (s)|ds

< as(t).
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Por outro lado, multiplicando a primeira equacao de (3.2) por w; e usando a Desigualdade

de Young obtemos

let(t)Hiﬂr]—?— [ ()1 < %HC(t)w(tHD(t)H?{

9 Hi\}é,p

< % [/Q [CE)* [w(@)* + 2|C@)] lw(®)] [D(®)]
+|D(t)[* da] .

Usando a Desigualdade de Young temos

1 2 1d p 1 2r 2 1 27
5 IOl + % @By, < SIC@F +191IDOF + - ()l

Sendo r = p/p—2 e T = p/2 integrando de t a t + R temos

t+R1 ) t+R1 d »
= t)||7 d —— t d
| 5 le®ldes [ L Ol da

t+Rp_2 ) ) t+R )
< / 2 e e + o) / D(1)[? du
t t

t+R 9
[ 2 ol do
t p

Como T5 > T; usando a hipotese que |C(t)] e |D(t)] s@o crescentes, o Lema 3.1.1 e o Lema

3.1.2 parat — 7 > T, obtemos

i 2 1 2 p—2 2p/p—2
[ ol dot S ote+ B, < 200+ R (222) o+ R
t

2R

+IQIR[D(t + R)* + n (a(t)'"” = as(t)

Assim, pelo Lema Uniforme de Gronwall (Desigualdade 1.1.2) temos que

e + R < (250

+ cm(t)) e = £(t), para todo t —71 > Tb.
Fazendo R = T5, obtido pelo Lema 3.1.2, temos T3 = 275 e assim
lwe ()17 < £(2),
para todo t — 7 > T3. [ |

Lema 3.1.4 Se u € uma solugdo de (3.1) em |1, Taz), intervalo mazimal de existéncia
da solugao, com T.. < 00, existe K : R — R, limitada em limitados e existe 0 < Ty <
Tinax — T tal que u(t, T)ug > —K(t) para todo t — 7 > Ty, para todo T € R e para todo

ug € H, enquanto u existir.
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Demonstracao: Pela hipotese H.3 para cada t € R temos B(t,u) > C~(t)u + D~ (t),
para todo u € H. Entao pelo principio da comparagao, Teorema 2.3.4, para cada t > 7
enquanto u existir, temos

u(t, T)ug > w (¢, 7)ugp.

Considerando o problema auxiliar (3.4)

(3.5) —Ayw(t) = C~(w™ (t) + D~ (t) —w; (), t > 7
' w(t,2) = 0z € DOVt > 7

é conhecido (ver Teorema 1.2.3) que se C~(H)w™(t) + D~ (¢t) — w; (t) € H = L*(2) com
p>n/2 entao w- € L*(Q) e ainda

() gy < A (IC (0 + D(0) = i ()] )-
Pela Desigualdade triangular temos

lC™ (@) + D™(1) = wi ()]l < [C™ @O [le™ )]
1D + Jlwr ()] -

Tomando Ty = max {T3,T5}, onde T1, T, sdo dados respectivamente, pelos Lema 3.1.1 e
Lema 3.1.2, existe uma aplicagdo K (t), a qual para cada ¢t depende apenas de |C~(¢)],
|ID=(t)], [[w= ()]l 5 e Hwt_(t)HH, tal que para todo t — 7 > T} e para todo 7 € R temos

Hw’(t)HLoo(Q) < K(t),para todo ug € H.

Desde que T} é escolhido no intervalo onde u esté definida, temos para t — 7 > T} e para

todoT € R:
u(t, 7)(uo)(x) > w™ (t,7)(uo)(x) > —K(t),q.t.p = € Q,para todo wuy € H,
enquanto u existir. |

Lema 3.1.5 Se u € uma solu¢do de (3.1) em [T, Thaz), intervalo mazimal de existéncia
da solugao, existe n : R — Ry limitada em limitados e existe 0 < Ty < Thar — T tal que

[u(t, T)uoll ooy < n(t) para todo t — 7 > Tg, para todo T € R e para todo ug € H.

Demonstragao: Pelo Lema 3.1.4, pela hipotese H.4 e pelo principio de comparacao,

Teorema 2.3.4, para cada t — 7 > T enquanto u existir, temos

U(t, 7_)UO S ’LU+(LL, T)UO-
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Da mesma maneira como foi demonstrado no Lema 3.1.4 se w' ¢ solugao de (3.3) no
intervalo [7, Thas], podemos encontrar K : R — R, limitada em limitados e 0 < T5 <
Tonax — 7 tal que [|w™ ()] o) < K(t), para todo t —7 > T, para todo 7 € R e para todo
uy € H. Assim, u(t, 7)ug < K(t), para todo t — 7 > Tj e todo uy € H, enquanto v existir.
Tomando Ty = max {7y, T5} temos para t — 7 > Tg, para todo 7 € R, q.t.p. = € Q e para
todo ug € H

—K(t)(x) < w™(t,7)(uo) () < ult,7)(uo)(w) < w*(t,7)(uo)(x) < K(t)(x),

enquanto u existir.
Portanto, existe 1 tal que [[u(t, 7)uol| (o) < 1(t) para todo t —7 > T, para todo

7 € R e para todo ug € H, enquanto u existir. [ |

Observacao 3.1.4 Se u € solugcio de (3.1) no intervalo [T, Thna) € Q € limitado, pela

inclusao L>(Q)) C L*(Q2) temos que para todo T € R, t — 7> Tg e ug € H

(3.6) [a(t, T)uolly < k(S p) [a(t, T)tol| ooy < k(2 p)n(E)

enquanto u exristir.

Além disso, dado B C H conjunto limitado, existe uma aplicacio 11 : R — R,
crescente, limitada em limitados tal que ||a(t)||3, < 7(t), para todo t > T, iy € B, enquanto
U existir.

De fato, se i é solugao forte de (2.3) em [T, Tynaz) existe b € L*(T, Tyaw; H) tal
que b(t) € B(t,u(t)), u(r) = ug e

(3.7) Uy + Op(a(t)) = b(t)

Multiplicando (5.7) por @ temos

1d

337 1O + IVl < [ t,2) it )] do

Como ||[Vu(t)|[pqy = 0 usando a desigualdade de Hélder e de Young temos

1d - 2 1 2 1 ~ 2
—— < = - .
S S Na@I < 5 I + 5 law,

Para 7 <t <Ts+ T, temos

td ~ t t ~
[ @0 < [ 1wy ds-+ [ yae) ae.
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Entao .
a1 < N@() |+ 16Nt +/ 1a(6) |7, db.

Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2) temos

~ ~ 2 _r
) < (ol + DO 2y ) €7 = mt),

para cada T <t < Ty + T,

Tomando 7(t) = mazy>, {n(t), m(t)} temos

[a(ll < 7(t),

para todo t > 7, todo 7 € R e todo ug € B.

Observacao 3.1.5 Seu € solugdo de (3.1) em [, Tinaz) pelo Lema 3.1.5 se considerarmos
o intervalo t € [Ts, Tynaz| teremos [lu(t, T)uo|| poo(qy < 7, onde n(t) < 7}, para todo t €

[T, Thnaz|, Pois m € uma aplicacao limitada em limitados. Seja

[— {u € H; [|u(t)ll po (o) < ﬁ}

pela hipotese H.6, B ¢ Lipschitz em limitados, mais especificamente existe l; : R — R

localmente integravel e limitada em limitados, tal que

Hb(t) _E(t)HH < lﬁ(t) |u — U||H7

para todo t € [Ts, Tnaz| € para todo u,v € L, onde b(t),b(t) € H sao fungdes mensurdveis
tais que b € B(t,u) e b € B(t,v). Entio podemos definir uma aplicagio B globalmente
Lipschitz, basta definirmos para cada t € R, g(t) : R — R da sequinte maneira:
~ bit.r) € [~
(3.8) b(t,r) = q bt —7) r < —i
b(t,7) r =1

Desta forma se t — 7 for suficientemente grande, entio B(t,u(t)) = B(t,u(t)), onde B é

operador de Nemitskii associado a b. [ |

Lema 3.1.6 Seja @ solugdo local de (3.1) no intervalo |7, Thas). Dado uy € H existe
w: R — R, limitada em limitados e existe 0 < Ty < Trpau—T, tal que H&(t)HWOl,p(Q) < w(t),

para todot — 1 > T, VYT € R e uy € H.
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Demonstragdo: Se @ ¢é solugao forte de (3.1) em [7, T},4,) existe b € L(7, Trnae; H) tal

que b(t) € B(t,u(t)), a(r) = ug e
(3.9) ur + Op(u(t)) = b(t).
q.t.p. em t. Multiplicando a equacao acima por u; temos

el + pro(a)) < (b(e) (1)

Usando a Desigualdade de Cauchy e a de Young temos

d

(3.10) 5 il + pe(a) < o ()]

Escolhendo T; = Tg, dado pelo Lema 3.1.5 e considerando a Observacao 3.1.5, temos que
B é localmente Lipschitz no intervalo [Ts, Thnax ), OU seja existem fungoes reais positivas d

e [ localmente integraveis tais que Yu € L e t € [T, Thnaz)

16 < 1) [la@)]  + d(?)

Integrando (3.10) no intervalo [T4, Thne:) € usando que neste, B é localmente Lipschitz

temos

pela(0) < peaTo) + 3 [ U0 1300+ d(0)

2 )1,

Desenvolvendo o quadrado e usando a Desigualdade de Young temos

t
PIEO o) < P 1T oy + [ HOP IO + @) at

Pelo Teorema 1.2.2 a norma ||u(7%) ¢ finita entdo, usando (3.6) temos que para

[
Wy (Q)
todo 7 € R, t — 7 > T, enquanto u existir,

(3.11) [0y < NET) 1y + (LR PINE M +d(1)) = w(@),
onde I(t) = [, [1(0)]* dO e d(t) = [, |d(0)[* db. N

Proposicao 3.1.1 Considere as hipdteses do teorema de existéncia local. Entao podemos

demonstrar a ezisténcia global da solug¢ao do problema (3.1).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1.2 e pelo Lema de Zorn existe um intervalo maximal,

[T, Thnaz ), onde esta definida a solugdo local de (3.1) que denotaremos por .
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Sejam M C W, () subconjunto limitado, Ts dado no Lema 3.1.5 e {t,,}, ., uma
sequéncia de niimeros tais que t, — Tyq,. Considerando o intervalo limitado [Ty, Thnax)
por (3.6) temos ||a(t,T)uolly; < r, pois n é uma fungao limitada em limitados assim,
a sequéncia {u(t,)}, oy esta contida em B(0), a bola de centro zero e raio r em H.
Como esta bola é fracamente compacta em H temos que, passando a uma subsequéncia,
a(tn,) = vem H.

Por (3.11) em [T, Thn4z) temos ||ﬁ(t,7_)u0||wg,p(9) < 7, pois w é uma funcao limi-
tada em limitados assim, a sequéncia {7(t,)}, oy estd contida em B?/OLP(Q)(O), a bola de
centro zero e raio 7 em W, (Q). Como p > n/2 a inclusio W, ?(Q) € L*(2) é compacta

e temos que u(t,, ) — v em H. Defina @(7,,,,) = v e considere

(3.12) { iy — Ayt € B(t,a(t)),t > Tnas

W(Taz) =v EH
Pelo Teorema 2.1.2 existe Taz, tal que @ é solucdo de (3.12) em [T}n40, Tmaw). Defina

(313) U(t) _ { 2’Z(t% te [Ta Tmaa})

(t)a te [TmaxaTmaI)

>

Se mostrarmos que u é continua ou seja, que toda subsequéncia de {iu(ty,)}, .y converge
para v em H e que u é solugdo forte de (3.1) teremos uma solu¢do em [, Tmax)a con-
tradizendo a maximalidade do intervalo dado inicialmente.

Suponhamos que existam subsequéncias {t(t,,)},cy © {ﬁ(tnj)}jeN de {a(tn)},en
tais que u(t,,) — v1 quando t,, — Tyae € U(tn,;) — v2 quando t,; — Tree, cOM v # Vs,

Seja 0 < 6 = dist(vy,v9)/4 tal que as vizinhancas Os(v1) e Os(ve) satisfacam

) € Os(vr)

para todo k > N; e existe Ny € N, tal que u(t,,) € Os(vz) para todo j > N, entao
|a(tn,) — ﬂ(tnj)HH > § para j,k > N = max {Ny, Na} .

Como @ é solugdo forte de (3.1) em [7, Tjas) existe b € L2(7, Thae) com b(t) €
B(t,u(t)). Entdo

Os(v1) N Os(vg) = 0. Pelas convergéncias existe N; € N, tal que a(t,,

52 1(0) = @0+ 9)[[3 < (5(8) = B0 + 5),@(6) — a(0 + 5))

Integrando no intervalo TG, Tina:) € usando a Desigualdade de Cauchy temos

% la(t) = at + )|l — % l(Ts) = a(Ts + )l

< [ o) bie -+ )] 1a6) - a0 + 9 a9

T
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Neste intervalo B ¢é Lipschitz, ou seja existe [ : R — R, localmente integravel tal que
t
() —a(t + ) < [a(Te) — a(To + )|l + /T 20(0) [|a@(6) — (6 + s)|;; df
6
Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Desigualdade 1.1.2), fazendo 6 = t,,, e 0+s = t,,

temos:

Hﬂ(tnw —(ta)||,; < N@(T6) — @(Ts + 5)|3 €2

onde l fT )df. Fazendo s — 0, pela continuidade de @ temos que o lado direito da
desigualdade vai a zero, contradizendo os argumentos acima. Logo, toda subsequéncia de
{a(tn)}, ey converge para v em H.

Mostremos que u ¢ solucdo forte de (3.1) em [7, Thaq) para isso vamos checar a
desigualdade da Proposicao 1.2.2 para o caso s < Ty < 0, pois 0s casos s < 0 < Tyq0 €
Tz < s < 0 sao diretos.

Como u é solugao forte de (3.12) em [Tya0, Trnaz) €Xiste b e L3(7, Thhae) com
b(t) € B(t,u(t)). Entao definimos

- g(t), t e [7', Tmax}
(3.14) b(t) - { /[;(t)7 t e [Tmaxyfmam]

Claramente b(t) € B(t, ( )) @.bt.p. t € (7, Tpaz). Entdo para x € D(A), e sabendo que

por defini¢aoo u(Tr4.) = v = U(Tinas) temos:

lu(0) = = [l3; = [@(6) — [l7

< Tar) = 2l + 2 [ (5r) + s, 2(r) - o) dr
([ Tona) — 2% +2 /i (br) + A, i(r) — ) dr
< |fi(s) — x| + 2 /STW (br) + Aw,i(r) — ) dr
+2 / i <B(r) + Az, a(r) — x> dr

< Jlu(s) —xH§,+2/ (b(r) + Az, u(r) — ) dr

Assim, provamos que u é uma solugao fraca, mas como b € L*(7, Tyar; H) €

conhecido do Teorema 1.2.1 que é uma solucao forte. [ |
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Observacao 3.1.6 Se u ¢ solugcao global de (3.1), Y7 € R temos pelo Lema 3.1.5 que
[u()] poe oy < 0(t), VE — T > T, pela Observagao 3.1.4 que [[u(t)|| gy <7(t), V-7 >T5 e

de (3.11) que Hu(t)HZ";VOLP(Q) <w(t), Vt —1 > Ts.

3.2 Trajetérias extremas para o atrator pullback

Nesta segdo vamos mostrar que o problema (3.1) possui um processo multivoco o
qual é semi-continuo superiormente e depois provaremos a existéncia do atrator pullback o
qual serd invariante pelo processo. Em seguida mostraremos que, uma vez que o processo
goza de uma propriedade de unicidade eventual, entao existem duas trajetorias completas
extremas, uma maximal e outra minimal.

3.2.1 O Processo Multivoco

Definicao 3.2.1 (ver [74] pg. 501) A funcao continua u : [1,T] — D(A) é solugao
integral de (3.1) se u(t) = ug e ewiste b(-) € L'([r,T]; H) com b(t) € B(t,u(t)) e a
sequinte desigualdade € verificada

¢

lu(t) = z|* < [lu(o) —2* + 2/ (b(s) + Au(s), u(s) — x) ds,

o

para todo x € D(A), q.t.pem [1,T], et <o <t<T.

E conhecido da Proposi¢ao 3.6 em ([12]) que toda solugdo forte de (3.1) é também
uma solucao integral.
Como provamos na Proposicao 3.1.1 a existéncia global de solucao forte para o

problema (3.1) podemos definir o Processo Multivoco {U(t, )}, , como segue:

(3.15) U(t,m)v = {p(t);p(T) = v}

onde () sdo as solugoes integrais de (3.1) em [7,¢] tais que ¢(7) = v. Também deno-
taremos um elemento de U (¢, 7)v como ¢(t, 7)v.
Vamos mostrar que com esta defini¢ao {U (¢, )}, , é de fato um processo multivoco

exato:

Proposicao 3.2.1 Se —co<7<s<t< 400 esev e H temos

1. U(r,mT)v="v
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2. Ult,m)v=U(t,s)U(s,T)v
Demonstracao: Pela defini¢ao de U(7, 7)v temos que a primeira sentenca é verdadeira.
Para mostrarmos 2, provemos inicialmente a seguinte inclusao
U(t,m)v CU(t,s)U(s, T)v
Dado ¢(t) € U(t, 7)v, claramente ¢(s) € U(s, 7)v. Se definirmos ¢ (t) = o(t), Vt >
s temos que Y(t) € U(t, s)p(s) ou seja, ¥(t) € U(t,s)U(s,T)v.
Agora mostremos a inclusao contraria

U(t,s)U(s,7)v CU(t, T)v
Tome ¢1(s) € U(s,T)v e @a(t) € U(t, s)p1(s). Defina

(3.16) ¥(0) ={ elo), o
902( o

9),

€ [, s]
€ [s, ]

Como ¢1(+) é uma solucao integral de (3.1) em [r, s], sabemos que existe b;(+)
€ LY(7,s;H) com b(0) € B(o,p1(0)), q.t.p. em (7,s). Analogamente existe by(-) €
L'(s,t; H) com by(0) € B(o,ps(0)), q.t.p em (s,t). Defina

bi(0), oe€lr,s
(3.17) b(o) = { b;gg; e L t]]
Claramente b(t) € B(t,v(t)) q.t.p. em (7,t) e, para completar a demonstragio, basta
provarmos que ¥() ¢ uma solucao integral de (3.1) em [7, ¢]. Vamos mostrar a desigualdade
da Definicao 3.2.1 para o caso 0 < s < #, pois os casos 0 < 0 < se s < o < # sao

imediatos. Entao

10(8) — 217 = llp2(8) — I

< loals) — 2|l +2 / (ba(r) + Az, a(r) — ) dr

0
— oa(s) — % +2 / (ba(r) + Az, po(r) — z) dr

< lr(o) — 23 +2 / (ba(r) + Az, 1 (r) — ) dr

[

0
+ 2/ (bo(r) + Az, po(r) — x) dr
0

< (o) -zl +2 / (b(r) + Az, 0(r) — @) dr

g

qualquer que seja x € D(A). [ |
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3.2.2 Existéncia do atrator pullback em L?(f2)

O proximo resultado é necesséirio para garantirmos a existéncia do atrator pull-
back para {U(t,7)},~. . Observamos que basta mostrarmos a semicontinuidade superior

no caso da perturbacao B ser Lipschitz pois ainda assim, o Teorema 1.4.3 continua véalido.

Proposicao 3.2.2 A aplicagio v — U(t,7)v € semicontinua superiormente para todo

v € H etodot>T. Além disso, para cada v € H,U(t,T)v € fechado.

Demonstragao: Considere uma sequéncia de dados iniciais {ug }, .y C H com ug — g
em H. Mostremos que u"(t) — u(t) em H, onde {u"(t)}, .y ¢ uma sequéncia onde cada
elemento u"(t) ¢ uma solugao de (3.1) com dado inicial uf ou seja, u"(t) € U(t, T)ug.
Como a perturbacao B é Lipschitz, da Observacao 3.1.4 e do Teorema 1.3.1 a sequén-
cia {u"(t)},cn € pré-compacta em H ou seja, existe uma subsequéncia {u’“(t)}keN de
{um(t)},,cn tal que u*(t) — w(t) em H. Pela Observacio 1.4.1 basta mostrarmos que w é
solugdo de (3.1) com dado inicial uy.

Desde que u™(t) ¢ uma solugao forte, para cada n € N existe b" € L*(1,T; H) tal
que b"(t) € B(t,u™(t)) q.t.p. t € (1,T) com

1 1 t
(3.18) 5 |lu™(t) — $||2 < 5 |u"(s) — 96||2 +/ (" (o) + Az, u" (o) — x) do
qt.p. T<s<t<Texec DA).

Fren
de {b"}, oy tal que b¥ — b em L?(7,T; H) dai, pela Hipotese H.1, b(t) € B(t,u(t)) q.t.p.

t € [r,T]. Passando o limite em (3.18) quando n — oo, do lado esquerdo da desigualdade

Temos que [[0"(¢)|| 12, 7.7y € limitada Vn, entdo existe uma subsequéncia {v*

teremos pela Proposicao II1.5 em [13]

<bn — AJ’J, u" — ‘r>L2(s,t:H) - <b - A'Ta U= I>L2(s,t:H)

Ou seja, t t

/ 1 (0) + Az (o) — 2) do — | (b(o) + Az, u(o) — z) do
Entao .

3100 =l < 5 () =l + [ (o) + Az, 0(0) ~ ) do

Isto implica que w é uma solugao de fraca de (3.1) e pelo Teorema 1.2.1 uma
solugdo forte. Como para todo t > 7 u™(t) — w(t) em H, pois as solu¢oes u"(t) sdo
uniformemente limitadas em H temos que u"(7) = uj — w(7). Pela unicidade do limite

w(T) = uo.
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Dado qualquer v € H, para mostrarmos que U(t,7)v é fechado, tomamos z €
U(t,7)v entdo existe uma sequéncia {u"(t)}, oy € U(t, 7)v tal que u"(t) — z em H. Como
provamos anteriormente, z é uma solugao de (3.1) entdo temos que z € U(t,7)v, o que

implica que U(t, 7)v é fechado. [ |

Teorema 3.2.1 Suponha que o operador B satisfaz as condicoes H.1-H.J e H.6, entdo o
problema (3.1) tem wm atrator pullback A = {A(t)},.x em H.

Demonstracao: Da Observacao 3.1.6 obtivemos, para cada t — 7 > Ty, uma bola de

Lp
centro zero e raio w(t) que denotaremos por Bz(t’) (Q)(O) em W,y (Q), que atrai no sentido

pullback as solu¢oes de (3.1) no instante ¢ com dados iniciais em um subconjunto limitado
M C H=L*Q).
p
De fato. Como ||u(t)HW&,p(Q)

1,
temos que U(t,7)M C BK‘g)p(Q)(O) para t — 7 > Tg. Ou seja, para cada t existe 79 =

< w(t) para t — 7 > Ty, quando fazemos 7 — —o0

t—Ts <t tal que

dist(U(t, 7)M, B @

————H
1,

Sendo p > n/2 a inclusio W, ?(Q) C H é compacta e assim, o conjunto Bzg)p(m(O) é
compacto em H. Logo, para todo 7 € R e t—7 > T obtemos uma familia, A = {A(t)},x ,

— "
1,
de conjuntos compactos onde A(t) = BXQ)F(Q)(O) que atrai, no sentido pullback, as

solugoes de (3.1) em H. Pelo Teorema 1.4.3, A ¢ o atrator pullback para (3.1) em H. W

3.2.3 Invariancia do Atrator Pullback

Primeiramente observe que o atrator pullback possui a seguinte caracterizacgao:

Proposicao 3.2.3 Seja {U(t,7)},, um processo multivoco associado ao problema (3.1)

e A seu atrator pullback. Entio \J ., A(T) € limitado para cada t € R.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4.5 basta mostrarmos que {U(t,7)},., ¢ fortemente

H
[y
limitado dissipativo. Dado B C H limitado e t, < t pelo Teorema 3.2.1, B' p(Q)(O)

w(t)
atrai U(to, 7)B ou seja, existe 19 < tg

1,p H
dist(U(to, 7)B, B0 “D(0) ) =0, Vr <.

w(to)
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Dado u(ty) € Ul(ty, 7)B temos pela Observacao 3.1.6 que ||u(t0)|\W3,p(Q) < w(ty) < w(t),
——H

1,
para todo t — 7 > Tg, pois a funcdo real w é crescente. Logo, U(ty,7)B C BZ‘E‘z)p(Q) 0) ,

para todo 7 < 79. Isto implica que {U(t,7)},5, ¢ fortemente limitado dissipativo. [ |

A demonstracao da Proposicao 3.1.1 mostra que as solucoes dos problemas que
consideramos gozam da propriedade da concatenacao descrita abaixo, que seréd referida

posteriormente como Hipotese ou Condicao H.7:

H.7 Sejam 7, s € R quaisquer com 7 > s. Suponha que ¢;(-) := ©1(-, s)v; € uma
solugdo integral com dado inicial (s,vy), isto é, v1(t,s)vy € U(t, s)vq, para todo t > s, e
©2(+) := @a(+, T)vg € uma solugao integral com dado inicial (7,v5). Se p1(0) = (o) para

algum 0 > 7 e 0 > 5. Seja

e1(t), tes,al
po(t), t>o0o

(3.19) o(t) = {

entao ¥ (-) é uma solucao integral de (3.1) com dado inicial (s,v;), ou seja, ¥ (t,s)v; €

U(t, s)v; para todo t > s.

Proposicao 3.2.4 Seja{U(t,7)},s, um processo multivoco semi-continuo superiormente
com U(t, T) fechado para todo par (t,7) com t > 1, satisfazendo a Hipotese H.7. Suponha
ainda, que exista um atrator no sentido pullback A = {A(t)},cg para {U(t,7)},s,, com
U7§t A(7) limitado para cada t € R. Entdo temos que A € invariante pelo processo. Ou
seja,

U(t,7)A(T) = A(t).

Demonstracao: Ja temos da Definicao 1.4.7 a semi-invariancia do atrator, ou
seja A(t) C U(t, 7).A(T),Vt > 7. Provaremos agora a inclusao U (¢, 7)A(T) C A(t),Vt > 7.

Tome y € A(7). Pela semi-invaridncia temos que y € U(T, s,).A(s,) para todo
Sp € (—o0,7]. Entdo y = @n(7) := on(T, sp)y, para algum @, (7) € U(T,$,)yn € Yn €
A(sp).

Seja p(t) == o(t, )y = o(t, 7)on(T, Sn)yn. Defina

) — Qpn(s)a 5 € [S"’T]
(3.20) Un(s) { o(s), se[ri

Temos da Hipotese H.7 que 9, (t) € U(t, s,)yn. Além disso p(t, 7))y = ¥, (t, Sp)Yn.
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Logo, ¢(t, 7)y = limg, . o¥n(t, $5)yn- Uma vez que estamos supondo que existe
atrator, pela Proposicao 1.4.1 o processo é condicionalmente assintoticamente compacto.
Como y, € A(sn) C U, <, A(sn) C B € B(H), temos que este limite existe e assim, pelo
Lema 1.4.2, p(t,7)y € w(t, B) para algum B € B(H). Portanto, do Teorema 1.4.3, item
2, vem que p(t,7)y € A(t), o que implica que U(t,7)A(T) € A(t). [ |

3.2.4 Trajetérias completas extremas

Antes de enunciarmos o resultado que garante a existéncia das trajetérias comple-
tas extremas para o atrator pullback associado ao problema (3.1) vamos fazer as seguintes

definicoes.

Definicao 3.2.2 Seja (X, <) um espago de Banach ordenado. Um processo multivoco é
mondtono se dados xg,yg € X com xg < Yo temos:

Dada o(t,7)xg € U(t, 7)o existe Y(t,T)yo € U(t, 7)yo tal que
o(t, T)xo < U(t, T)yo, Yt > T.

Analogamente, dada &(t, T)yo € U(t, T)yo existe n(t, 7)xo € U(t, T)xo, tal que
n(t, 7)o < &(E,7)yo, VE = 7.

E importante assumir que a ordem ¢ compativel com a topologia no seguinte

sentido (ver [21] pg 303):

1. Qualquer conjunto limitado B C X esta contido em algum ’intervalo’, isto é, existe

a<btalque B C [a,b] ={zr € X;a <z <b}.
2. Sex, —x, Yy, —>yex, <y, entao x < y.

Definicao 3.2.3 Seja X um espagco métrico. Uma trajetoria completa ou solucao global
para um processo multivoco {U(t,T)},. € uma fungio & : R — X, tal que £(t) €

U(t,7)¢(T),Vt > 1.

A proxima definicdo é importante para garantir a unicidade dentro do atrator e

assim provarmos a existéncia das trajetorias maximal e minimal para o atrator pullback.

Definicao 3.2.4 Dizemos que um problema tem eventual unicidade de solucao se dado
B C H subconjunto limitado existe Ty > 0 tal que se S — 1 > Ty e v € U(S,7)B entio
U(t,S)v € unitdrio ¥Vt > S > 7+ Ty, VT € R.
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Observacao 3.2.1 Dado B € B(H), pelo Lema 3.1.5 (considerando que a solucao é
global) fazemos Ty = Tg e teremos para S—1 > Ty ev € U(S,T)B que existe um aplica¢ao
positiva limitada em limitados n, tal que —n(t) < u(t,7)v < n(t). Para t € [Ty + 7,T],
onde T > Ty+ 1 é um nimero qualquer, B ¢ globalmente Lipschitz pela Observacdo 3.1.5.
Assim, para t > S > 7+ Ty, V1 € R temos unicidade de solu¢io para (3.1). Ou seja, o

problema (3.1) tem eventual unicidade.

Observagao 3.2.2 Dentro do atrator pullback A = {A(t)},. temos unicidade de solugao.
De fato, tome a(t) € A(t), pela semi-invaridncia do atrator a(t) € U(t,0)A(0),Vo € R,
com t > o. Em particular escolha o tal que o > Ty + 7. Como U(t,0)A(0) € unitdrio se
t > o0 > 71+ Ty temos que a(t) = u(t,o)a,, para algum a, € A(o) C U(o,7)A(T), com
o>To+ 71 e A(T) subconjunto limitado.

Definicao 3.2.5 Uma trajetoria completa para um processo {U(t,s)},~, € uma fun¢do

§:R— X tal que &(t) = U(t, 7)E(T) (ver [23]).

Agora podemos enunciar o teorema que garante a existéncia de trajetorias completas que

“delimitam” em um certo sentido o atrator pullback.

Teorema 3.2.2 Seja {U(t,7)},., um processo multivoco semicontinuo superiormente e
mondtono e seja A = {A(t)},cp seu atrator pullback com U,<, A(T) limitado para cada
t € R. Se vale a eventual unicidade de solugées entdo existem Ty > 0 e x,(t), *(t) € A

tal que, para todot > S >Ty+ 7 e 7 € R qualquer, temos:

1. z,(t) (respectivamente x*(t)) € a trajetoria completa minimal (respectivamente mazx-
imal) no sentido que para qualquer a(t) € A temos z.(t) < a(t) < x*(t),Vt > S >
To + 3

2. U(t,9)z(S) = xu(t),Yt > S >To+7 e U(t,S)z*(S) = a*(t),Vt > S > Ty + 7 ou

seja, T, € T* sao trajetorias completas;

Demonstragao: Se {U(t,7)},., ¢ um processo multivoco monétono e A = { A(t)},.p seu
atrator pullback temos que A(t) C [z(t),Z(t)], onde z(t) e Z(t) pertencem ao subconjunto
limitado B C H.
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Da invariancia do atrator pullback A = {A(t)},. . e para t > S temos
U(t,S)A(S) = A(t),vt > S > Ty + .

Seja a(t) € A(t) para todo t > S > T+, entdo existe a(S) € A(S) tal que U(t, S)a(S) =
a(t) e z(S) < a(S) < T(S). Como o processo ¢ mondtono, dado u(t,S)z(S) existe
u(t, S)a(S) tal que u(t, S)z(S) < wu(t,S)a(s).

Como dentro do atrator pullback parat > S > Ty +7 temos unicidade de solucao,
dado u(t, S)z(S) temos que u(t, S)a(S) < u(t, S)T(S). Desde que U(t, S)a(S) = a(t) entdo
u(t, S)z(S) < a(t) <u(t,S)z(S5),Vt > S >To+ .

Temos que A(t) atrai no sentido pullback z(S) e E(S) pois sdo limitados em
H ou seja, para cada t > S > Ty + 7 dist(u(t, S)z(S ),A(t)) * 0 e analogamente,
dist(u(t, S)z(S), A(t)) “ 5 0.

Isto implica, como A(t) é compacto, que existem x,(t), *(t) € A(t) e subsequén-

cias {u(t, s,)x(sn))},, <5 € {ult, s,)T(sn)},, <5 tais que,
limy, ootu(t, $p)z(8y) = () e lim, _ou(t, s,)T(s,) = z*(t),

onde z,(t), z*(t) € A(t), pois U,<A(7) é limitado para cada t € R. Pela compatibilidade
da ordem com a topologia z,(t) < a(t) < x*(t),Vt > S > Ty + 7 e Va(t) € A(t).

Afirmacao: Existe tinico z,(t) € A(t) tal que z.(t) < a(t), para todo a(t) € A(t)
et>S.

De fato. Suponha que zl(t) € A(t) e zl(t) < a(t) para todo a(t) € A(t),
em particular x!(t) < z,(t). Por outro lado, z.(t) < a(t) para todo a(t) € A(t) entao
r.(t) < xl(t) e assim, z,(t) = x1(t). Analogamente, prova-se que existe tinico z*(t) > a(t)
e assim, A(t) C [z.(t),z*(t)], para todo t > S > Ty + 7.

Afirmagao: U(t, S)z.(S) = z.(t).

De fato. Seja z1(t) = U(t, S)r.(S) mostremos que z1(t) € A(t) e xzl(t) < a(t),

para todo a(t) € A(t) e todo t > S entdo pela afirmac¢ao anterior z,(t) = z.(¢t). Como

1.(S) € A(S) e U(t,S)A(S) C A(t) temos zL(t) = U(t, S)z.(S) € U(t, S)A(S) C A(t).
Agora seja a(t) € A(t) entao existe a(S) € A(S) tal que U(t, S)a(S) = a(t), pois

A(t) C U(t, S)A(S). Sendo z,.(S) < a(S) como o processo multivoco € mondtono temos

xi(t) =U(t, S)x.(S) < U(t,S)a(S) = a(t) ]
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Conclusao: Seja B C H um subconjunto qualquer limitado. Considerando as
hipoteses H.1-H.4 e H.6 e a Proposi¢ao 3.1.1 o problema (3.1) tem solugao global garan-
tida, assim podemos definir o processo multivoco {U(t,7)},., . Pelo Teorema 3.2.1 con-
seguimos um pullback attractor para {U(t,7)},,, pela Observagdo 3.2.1 existe Ty > 0
tal que temos a eventual unicidade de solu¢do para o problema (3.1), Vt > S > Ty + 7.
Entao pela Observacao 3.1.6 A(t) C [z(t),Z(t)], onde z(t) = —n(t) e T(t) = n(t) per-
tencem a B. Da Observacao 3.2.3 temos unicidade de solucao dentro do atrator pullback
e entao vale a invariancia. Portanto, considerando a Proposicao 3.2.3, a hipotese H.5 e
o principio da comparacao obtido no Teorema 2.3.4 estamos nas condicoes do Teorema

3.2.2 e assim, garantimos a existéncia de trajetérias completas maximal e minimal para

o atrator pullback associado ao problema (3.1).



CAPITULO 4
SISTEMAS GLOBALMENTE LIPSCHITZ EM ESPACOS COM
PESO

Neste capitulo vamos mostrar a existéncia do atrator pullback e de trajetorias
extremas completas para uma equacao nao autéonoma envolvendo o p-Laplaciano e per-
turbacao global-
mente Lipschitz em L?(R™) do seguinte tipo:

ot
u(T) = ug € L*(R")

onde C(t) € L®(R") e D(t) € L?*(R") para cada t > 7; t — ICO ooy = 1CE) |

et [|[D(t)|y sdo fungdes limitadas em limitados do tempo, absolutamente continuas,

(4.1) { g —div (|Vul" Vu) +a(z) [u 7 u = C(t,x)u+ D(t,2),t > 7

nao decrescentes e diferenciaveis com derivada positiva e 2 < p < n.
A funcdo continua a : R™ — R & ndo-negativa, a(z) > 1 q.t.p. em R" e satisfaz a

seguinte condicao:

1

A maior dificuldade quando trabalhamos com dominios ilimitados é estabelecer as
imersoes compactas de Sobolev dos espagos de fungoes e dai a compacidade das solugoes
pode nao ser obtida de uma forma padrao. Neste capitulo vamos obter estimativas uni-
formes sobre o dado inicial em um espago com peso, E definido a seguir, e usando a idéia
desenvolvida em |71] provaremos a compacidade das solu¢oes em R". O espago com peso
¢ um método utilizado pelos autores |7] e [27]. Em particular, o espago E foi usado em

[1] e suas referéncias, em trabalhos com Equagoes Elipticas.

4.1 O Espaco E

Considere a seguinte definicdo dada pelos autores [7], [27], [71], sobre o espago

com peso:
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E= {u e WP (R"); / a(z) |u(z)| dz < oo}

com norma dada por |ull; = ([g. [Vu(@)]" + a(z) |u(z)[” da:)l/p
Proposi¢ao 4.1.1 Se a(z) > 1 qt.p. = € R" a inclusio E — W'P(R")é continua.

Além disso, (E, ||-||) € um espago de Banach reflexivo.

Demonstragdo: A inclusio £ — W!'P(R") é continua, pois dado u € W'P(R") se

2 < p < oo temos

e = (/Rn IVu(z)|” + [u(z)[” d$> :
- (/Rn V() + a(z) [u(z)[? dx) 1/p

= |lullg

Para provar que £ é Banach tome {u,},.y uma sequéncia de Cauchy em £ ou

seja, dado €? > 0, existe N > 0 tal que para todo m,n > N temos

it =t = / [Vtn() = Vit ()" d + / (@) lun (@) = ()" do

= [Vt = Vet |y + |07t = 1) [ gy < €

E possivel extrair uma subsequéncia {unj}jeN de {un}, oy tal que

1

(4.3) ||Vunj+1 — Vi, HLP(R") < 2

”LP(Rn) + Hal/p<unj+1 — Un,)

Seja vy () = Y00, |V, (z) = Vg, (z)| uma sequéncia monotona de fungdes.

De (4.3) temos param = 1,2, ...

m m 1
(4.4) |UmHLP R") Z Hvuanrl - V7“LnjHL1°(R") < Z (2]) <L

j=1
Pondo v(z) = lim,,—cvm(x), 0 qual pode ser infinito para algum x € R", obtemos pelo

Teorema da Convergéncia Monotona e por (4.4)

/ lv(x) " do = limmﬂoo/ [ O () [P d < 1

Portanto v(z) < 0o q.t.p. © € R" e a série

o0

(45) Vunl +Z Vun]+1 VU’"J( )>
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converge a um limite u;(z) q.t.p. € R", com uy(x) = 0 onde este nio esta definido

como limite, pois

m

(4.6) Vg, () + Z (Vg (2) = Vg, (2)) < vp(z).

Jj=1

De (4.5) temos

Uy () = Vg, () + im0 Z (Vi (x) = Vg, (2))

Jj=1

ou seja
(4.7) uy(z) = limy, ooV, () q.t.p.x € R™.

Agora considere Uy, (r) = 37| |a(@) P (un, ., () — uy, (x))| uma sequéncia mono-

tona de fungoes. De (4.3) temos para m = 1,2, ...

/1
(45) rvmuw<zn = ) ey < 3 (55) 1
j=1

Pondo 7(z) = hmm_,oo@m(x), o qual pode ser infinito para algum = € R", obtemos pelo

Teorema da Convergéncia Monotona e por (4.8)

D) dx = limy, o, / B (2)[P d < 1

n

RTL
Portanto 7(x) < oo q.t.p. € R™ e analogamente, a série

(4.9) a(2)Pun, (z) + Z )P (U (%) — tn, (2)))

converge a um limite a(z)Puy(z) q.t.p. = € R™ com uy(z) = 0 onde este nio esta

definido como limite. De (4.9) temos

a(x)Pus(x) = a(@) P, (x) + im0 Z (a(@) P (tny, (2) =t (2)))
ou seja,
(4.10) a(z)YPuy(x) = limp,—ooa(x)Pu,, () q.t.p.x € R™

Observe que us(z) = limy,—ootin,, (z) q.t.p.xz € R". De fato, de (4.10) temos que
dado € > 0 existe N > 0 tal que para todo n > N temos |a(z)"/?| |uy,, (z) — us(z)| < €,
q.t.p. * € R". Entao para o mesmo N > 0 escolhido anteriormente, como a(:c)l/p > 1

q.t.p. x € R” temos

(4.11) [tn,, () — ug(z)| < |a(:1:)1/p| |tn,, () —us(z)| <€, qt.p.xeR™
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Podemos observar também que u; = Vuy. De fato, de (4.7) temos que Vu,,, () —
ui(z) q.t.p. = € R™ e de (4.11) temos que u,, (x) — us(z) q.t.p. = € R". Se ¢ é uma
fungdo teste qualquer ou seja, uma fungdo C°(R™) com suporte compacto entdo por
definicdo (Vu,,,, p) — (u1, ¢) .

Da defini¢ao de derivada fraca temos para todo i =1,...,n

Qny, \ Iy duy \ [/~ Op
8@' ,90 o unm’ (9@ 8@ ’ SO - Uz, 8@ '

9% também é uma funcao teste temos:

dz;
Op Op
<unma 8_551> - <u27 8IZ> Vi = 1

Portanto, (uy,,, Vi) — (uz, V) e assim, u; = Vu.

m—0o0

Observe que |[Vuz — V| 1p@ey ~— 0. De fato, pelo Lema de Fatou e sendo

Como

{tn},en € uma sequéncia de Cauchy, se m > N temos
V2 = Vaa ey = | [Vua(e) = V(o) do
:/ lug (x) — Vg (x)|” de
= / limy, o0 |V, (2) — Vu,(z)|F dz
< lim infm_,oo/ |V, (x) — Vu,(x)” de

< (e/2)?

m~>oo

Analogamente, podemos mostrar que ||a(z)"/?(uy — u,) 0. De fato,

o ny "=
se m > N temos

||a(x)1/p(u2 — un)Hip(Rn) = /Rn }a(x)l/p'uQ(x) = a(m)l/punm(x)‘pdx
= /n lim,, o0 ‘a(x)l/punm (x) — a(ac)l/pun(:z:)|p dx

< lim inf,, . / () (1, () — un(2))|” da

< (e/2)"

Temos que [[us — unllp = [Vuz — Vi |[7p@n + |a(@)/? (uy — entao

wn) |7 ey
|ty — um || < € provando assim, que a sequéncia {u,},.y € convergente em E e uy =

(ug — up) + u, € E. Portanto, E é Banach.
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Para mostrar que E é reflexivo devemos provar que E é uniformemente convexo,
isto &, se para todo 0 < e < 2 existe d(e) > 0 tal que se u,v € E satistaz ||ul|p = ||v]|p =1
e lu—v|p > € entdo ||452 HE<1—6( ).
Dados u,v € E temos que Vu, Vv € LP(R") entdo pela Primeira Desigualdade
de Clarkson, ver Teorema IV.10 pg. 59 em [13] temos
HVU—I—VUP Vu — Vol

1
< 5 (IVullngan) + 19018 ) -

L (R™)
Da demonstragao do Teorema IV.10 pg. 59 em [13] temos para z,w € R que

z+wl|? P

Z—w 1
< = p p
: U < (P )
Como a(z) > 1 q.t.p. © € R™ temos
z+wl|” z—wl? 1
a(x) a(x) < 5 (a(z) |2" + a(z) lw]")
2 2 2
Assim,
p p
/ o(z) u(x) +v(x) dx—i—/ o(x) u(z) — v(x) I
n 2 ”n 2
1
<3 ([ oo moras [ aowwr)
Logo,
u+vll” u—uvl|’ 1
(4.12) < 5 ([l + lvle) -
2 ||, 2 |, 2
Agora, fixe € > 0 e suponha que |lul|z = ||v||z = 1 e [[u —v||z > €. De (4.12)
temos
u+ vl <1- (f)p
. 2
Ou seja,
u—+v < (1_ (E)p)l/P
B 2
Entao
ety <1- 5(6)7
E

onde §(e) = 1— (1 — (£)")"?
Como o espaco E é Banach e uniformemente convexo pelo Teorema I11.29 pg. 51
em [13] E é reflexivo. n
O resultado abaixo é demonstrado em [71] mas colocaremos a demonstragao para

facilitar a leitura.
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Lema 4.1.1 Assuma verdadeira a condi¢ao (4.2). Entao E — L*(R") para2 < s < p* =

o Além disso, E estd compactamente imerso em L*(R™) para 2 < s < p*
P

Demonstracao: Tome 0 = p/2. Usando a Desigualdade de Holder e a condicdo (4.2),

’
o 0 2
pol1s p—) temos

/n Ju()|” do = /R Zg—iiz Ju(@)[? de

(L) (frmora)”

< K |Jul|},,Vu € E.

Portanto, F — L?*(R"™).
Note também que E — LP (R") desde que E C WHP(R") — L4(R"), para todo
p < q < p*, ver Corolario 1X.10 pg. 165 em [13]. Agora, como u € L*(R™) N LP"(R")

usando a desigualdade de interpolagio, ver Observacao 2 pg.57 em [13], temos

1—
el ey < Ml zageny el o gy »
(R™) (R™) (R™)

onde % =5+ lp_f‘,() <a<le2<s<p* Assim, obtemos que £ — L*(R"),V2 < s < p*.
Agora vamos mostrar que £ CC L*(R"),V2 < s < p*. Usando a condicao (4.2)
temos para R > 0 suficientemente grande que
1
————dx <,
o
onde Bf é o complementar em R"™ da bola de centro zero e raio R.

Se {un},cn ¢ uma sequéncia em £ tal que u, — 0 em E entdo para n grande

J

temos:

a(z)? 9
()2 i = /B agx;w () de

< (/B a(a:;'/@dx) v (/C a(z) [un (z))? dm) "

c
R R

c
R

2
< elfunlp -

Portanto, u, — 0 em L*(B%), pois |ju,|% é limitado uma vez que u, — 0 em E. No
conjunto limitado Bg temos o mergulho compacto W'?(Bgr) CC L*(Bg) entdao u, — 0

em L*(Bg). Isto implica que £ CC L*(R").
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Se {uy },cn € uma sequéncia limitada em £ temos que ela também ¢é limitada em

L¥"(R"). Usando a desigualdade de interpolagio onde 0 < o < 1 teremos:

1—
Ls(Rm™) S ||un||%2(Rn) ||U’n||Lp*a(]Rn) S ||u"||%2(]R“) C —0.

|t

Portanto, £ CC L*(R™),V 2 < s < p*. [ |

4.2 Existéncia de solucao

Nesta se¢gdo vamos mostrar que o operador da parte principal da equagao (4.1)
¢ maximal mondtono e dai, como a perturbacao é globalmente Lipschitz, teremos pela
Proposigao 1.2.3 que existe uma tnica solugao para (4.1).

Agora, considere E* o espago dual de E. Como em [71]| definimos o operador

A, : F — E* por:

Aju(v) = /Rn \Vu(z) P~ Vu(z)Vo(z)ds —i—/ a(z) [u(z) P> u(z)v(z)de

n

para cada u € FE.
Note que Aju € E*, isto é, Aju é linear e limitada. A linearidade sai das pro-

priedades de integral e a limitacao é obtida pois para cada u,v € E temos

[Aru(v)]| < IVU(w)Ip1|Vv($)Id$+/ a(@)! u(@)["" a(2) 7 |o(z)| da

R

< (/ V()| PV d:c) v (/R Vo(z)? dm)

n

I
T 1 N

[ 1w+ @t

p—1
+

( . IVaulP™! + a(x)|u(x)|) l/p] "~ [ . [Vl + a(x)|u(x)’z7]

-1
< 2jullz vllg

< 00
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pois u,v € F.
Observe agora que se u € E entao Aju € E*. Como A; estd bem definido resta
mostrar que Aju é linear e limitado. A linearidade segue direto da definicdo e das pro-

priedades da integral. A;u é limitado pois

[Aru|

m=sup |Aju(v)].
veL;|ullp<1

Sendo |[v]|p = ([ [VVI + a(z) [v(2)[" dz) P < 1 temos das contas feitas acima que

p—1

A (/Rn|Vu<x>|p+a<x>|u<x>|pdx)1/p] =2 fully”" < oo

Ex —

pois u € F.

Temos também que A; é monotono. Sejam wuq,us €
(Ajuy — Agug, uy — ug) = /n Vi [P~ Vuy (Vg — Vug) da
+ /n a(z) [uy [P uy (uy — ug)da
— / |Vu2|p_2 Vuy (Vuy — Vug) dx
— / a(z) |uslP > us(uy — up)dx
= / (|Vul\p_2 Vu, — \Vu2|p_2 VuQ) (Vuy — Vug)dz
+ /n a(x) (|u1|p_2 uy — |ug|P? us) (u1 — up)d.

Pela Desigualdade de Tartar (Desigualdade 1.1.1) temos

n n

<A1U1 - A2U27U1 - U2> = /

> 0,

Yo |Vuy — Vug |’ + / ya(x) |uy — usl”

onde vy, 7 sao constantes positivas e dependem apenas de p e n.

O operador A, definido como realizacao de A; em H = L*(R"), ¢ dado por:

(4.13) { D(A) ={ue E;Ajuc H}

A(u) = Aju,se u € D(A)

Observagao 4.2.1 A inclusio E — L*(R") ¢ densa.
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De fato. Repetindo as contas acima, para p > 2 e u € E as sequintes condi¢oes
sao verdadeiras

1% YW e p = E>
(Aru, u) g 5 > 2 |Jull

-1
[Avull g < [lullz + 1.

Assim, pelo Lema 1, pg.696 em [25] D(A) é denso em H e assim, E = D(p) =
D(A) = LA(R"™), com ¢ definida em (4.15).

As proximas duas proposicoes foram enunciadas em |71]. Daremos sua demon-

stracao para que o trabalho fique completo.
Proposicao 4.2.1 Seja A o operador definido em (4.13). Entao A é mazimal mondtono.

Demonstragao: Pela Proposicao 4.1.1, pelo Lema 4.1.1 e pela Observagao 4.2.1, E é
um espago de Banach reflexivo e E C L?(R") C E* sao injegdes continuas e densas, ver
pg.82 em [13]. Sendo Aj;, definido acima, um operador mondtono, univoco e definido em
todo E, se mostrarmos que é hemicontinuo e coercivo, pelo Exemplo 1.2.3 teremos que A
é um operador maximal monétono.

Primeiramente, mostremos que A; é coercivo, isto é,

. (Aru, u)
hmHUHH—’OO | =
Temos que (Aju,u) = [, [Vul|’ dz + [g, [u]’ dz = ||ul}, . Pelo Lema 4.1.1 temos
[ully < K ||lull; entdo
(Aju,u)y — ully K ullf -
(4.14) [y Tl = Ty el
H H H

Passando o limite quando ||u||; — oo em (4.14) temos que A; é coercivo.
Observe também que A; é hemicontinuo, isto é, para todo uy, us € E temos que

(Ar(ur + tuz), v) g p — (A1u1,v) . g quando t — 0,Vv € E. Seja t € (—1,1) entdo
(Ar(ur + tug),v) e p — <A1u1,v>E*7E‘ =
< /Rn ||V(u1 + tuy) () [P V(uy + tug)(x)Vo(x)dx
i / @) [(u + tuz) (2)]" (s + tuo) (w)v () de
— /]R |V [P Vuy Vo — a(z) [ug [P ugo| de — 0,

t — 0, pois p,(u) = [ul""?u,u € Ré continua e V(u; + tuy) = Vuy + tVus = Vu,.

Portanto, A é um operador maximal monétono. [ |
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Proposigao 4.2.2 O operador, definido em (4.13), é subdiferencial da funcao ¢ : L*(R") —
R U+oo definida por

1 D P
N fon [VulP dz + [, a(z) |ul’ dz| ,u € E
(4.15) ¢(u):{ p L [VUl" do o+ Jy a(a) Jul” de]
400, caso conirdrio
Demonstragao: Primeiramente, observe que ¢(u) = %HUH% entdo o & convexa. Se

u € E entao |Vu| € LP(R") e [5, a(x) |ul’ dz < oo, por defini¢ao. Logo, ¢(u) # oo.

Temos também que ¢ é semicontinua inferiormente isto é,
o(u) <lim infp(u,)

sempre que u, — u.
De fato. Seja u,, — u. Se lim infp(u,) = 0o o resultado segue. Se lim infp(u,) =

a < oo entao existe uma subsequéncia {un]} de {u,} satisfazendo
. .1 P
limgp(uy,) = hml—) |, ||E =a.

De fato, a = lim; ., A;, onde A; = inf{p(u;), p(uj+1),...} . Observe que {A;} é
uma sequéncia de nimeros reais positivos entdao para todo j podemos encontrar ¢(u,,)
tal que A; < p(uy,,) < Aj + % Fazendo j — oo temos a < lim; ¢ (uy,) < a. Portanto,
lim; oo (un,) = a.

Logo, Hun] ¢ uma sequéncia limitada e portanto, pelo Teorema II1.27, pg.50

I
em [13|, existe uma subsequéncia {unjk} , que converge fracamente para v em E. Como

E C L*(R™) continuamente, segue da unicidade do limite que u = v. Portanto, pela

Proposigao I11.5 pg.35 em [13],
[ull g < Tim inf{un | 5,

e pela definicao de ¢ temos

o(u) <lim infp(u,)

isto implica que ¢ é semicontinua inferiormente.
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Mostremos agora que dy é maximal mono6tona. Sabemos que dp é um operador
mondétono pelo Exemplo 2.1.4 pg.21 em [12] logo, pela Proposi¢ao 1.2.1, basta mostrar
que H = R(I + 0p). Seja y € H. Sabemos que a fun¢io r — ¢(x) + %Hx—y”?{ é
convexa pelo Lema 2.1 pg. 25 em [12]. Além disso, como a aplicagdo x — 3 ||z — yl|36
continua e portanto, semicontinua inferiormente, temos que r — @(x) + % |z — ?JH}QLI é
semicontinua inferiormente e ainda, ¢(z) + 1 ||z —y|l5, — +oo quando |z|, — 4o
entao, pelo Corolario II1.20 pg.46 em [13], ¢(z) + 1 ||z — y|%, atinge seu minimo em
algum o € H e pelo Lema 2.1 pg.25 em [12], (y — xo) € Op(xo). Portanto, existe xy € H
tal que y € (I 4 0p)xo.

Logo, H = R(I + 0¢) e portanto d¢ é maximal mondotono.

Finalmente, para mostrarmos que Au = dp(u) basta mostramos que Au C dp(u),
pois como ambos sdo maximais teremos a igualdade. Seja u € D(A) e v = Au. Entao

para todo £ € E temos:

(€ —u) = [ |Vul' > VuV (€ — u)dz —I—/ a(z) [ulP~? u(é — u)dx

R

n

\VulP~? Vu(VE — Vu)dz + / a(z) [ulP " u(€ — u)dzx
R Rn

|Vul? Vu(VE)dx — |Vul? d +/ a(z) [ulP~? uédz
Rn Rn n

— /n a(z) [ulP~* dz

o que implica
(v, € —u) + 7JVMPM%%/;a@)WP4dx:
/ VP Vu(VE)dr + / a() [l % ugdz
< [ (9up ) (vendr+ [ (o) o) (ate) i) do

1/q 1/p
( |mplqw) ( \vaﬂm)
Rn
1/q 1/p
+ ( ) |ul (p=L)a da:) (/ a(z) € d:B)
Rn n

1 1
|Vu|p dr + - ; (Ve da
1 1
+ —/ a(z) |uff dx—l—z—?/ a(z) €] dx

IN
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Logo,
(v, € —u) + % /n \Vul? + a(z) [ulP > dz < %/L IVE©P + a(z) [£)F da.
Assim,
(0,6 = u) + p(u) < @(§).
Note que se & € L?(R™) temos que p(£) = oo e portanto, v € dp(u). [ |

Observacao 4.2.2 Sejam wuy,us € D(A) quaisquer e denote F(t,u;) = C(t,z)u; —
D(t,z) e F(t,uy) = C(t,x)us — D(t,x), onde C e D satisfazem as hipdteses impostas
no wnicio deste capitulo.

Entao F(t,u1) — F(t,us) = C(t, z)(u; — uz), assim

1E(t, 1) = F(tuo) |3y = / C(t, ) (ur — us)(x)|” do

n

< supessyeq |C(t)) |ug () — ug(z)|* da
Rﬂ,
= 1CO) | ey llur = sl

para todot € [1,T|. Como a aplicacdo HC’(t)HLOO(Q) ¢ limitada em limitados do tempo temos
a condicao de Lipschitz satisfeita e assim, como A é um operador mazimal mondtono, da
Proposigio 1.2.3 temos que o problema (4.1) tem uma tnica solu¢ao global. Denotaremos
por u(t, T)ug a solugdo no tempo t que no instante T vale ug. Entdo para cada v € H

podemos definir o processo

(4.16) U(t,T)v =u(t, 7)v

O proximo resultado é importante para aplicarmos o resultado de comparacao,

Teorema 2.3.4.
Proposicao 4.2.3 Seja A o operador definido em (4.13). O resolvente de A é crescente.

Demonstragao: Para demonstrar este resultado vamos utilizar a equivaléncia entre os

itens (1) e (4) do Teorema 2.3.1, pois como D(A) = H temos suas hipoteses garantidas.

Podemos substituir ¢ pela aplicagao

(4.17) ]C(x):{o se xeC
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a qual é convexa, prépria e semicontinua inferiormente e portanto, o operador 0ls é
maximal monotono em H e C'= {x € H;x > 0} (para mais detalhes ver [12| pg.46)

Se mostrarmos o item (iv) pela equivaléncia com o (i) teremos que se u,v €

HX>0eu>v
Io (T +XA) 7 (u) — (T +2A) 7 (v) < Te(u—v).
Como o lado direito da desigualdade é igual a zero temos que
(I+MA) " (u) > (T+AA4) 7" (v)

isto é, A tem resolvente crescente.

Para mostrarmos o item (iv) definimos u = (u™ — u~) € H onde

u(xz) se z €t ={xeR%u(xr) >0}

0 caso contrario

(4.18) ut(x) = {

—u(z) se x € Q" ={reR"u(r) <0}

0 caso contrario.

(4.19) u (z) = {
Note que se u € F entao u~ € E, pois
/n a(2) |u~(@)|" do = /Q a(z) Juz)]P < / a() [u(z)? dz < oo,

Em [12] pg.46 podemos encontrar a seguinte caracterizacao:

e a aproximacao de Yosida de Ol é dada por:

(0Ic), (z) = ;(x — Projc.

Agora tome u,v € E. Como E C W'P(R") temos que (u —v) € E e entdo

(u—wv)~ € E. Por defini¢ao da aproximacgao de Yosida e do conjunto C' temos que

(4 — v) — Proje(u—v)) = ~((u—v) — (u - v)")

(alc)u (u—v) = .

(u—wv)”

Tl
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Assim,

(Au— Av,(9Ic), (u—v)) = <Au, %(u _ U)—> _ <Av, %(u _ v)_>

- i { . V()P Vu(z)V (u — v) " de +/

1 { [ 90 o)V~ ) de - /

n

() Jue) P2 ule)(u — v><x>dx]

0

n

(@) Jo(@) P2 vl)(u v><x>d:c}

1 o -
= /QMWU(@! Vu(z) - Vo) Vo))V (u - v)(z)dz
1 - -
o /Q(H) a(z)(Ju(@)P u(z) — [v(@)]" () (u — v)(z)dz

= % <\Vu(x)|p_2 Vu(zx) — |VU($)\p_2 Vou(z), Vu(x) — Vv(x))>
1

+ ;a(ﬂf) (lu(@)" u(@) = o) v(@), (u—v)(@))
Pela Desigualdade de Tartar temos

1 p 1 p
<Au — Av, (91¢),, (u — U)> > 0 Ve = Vol + - ale) u ol

>0

Portanto, o item (4) esta verificado e temos que o resolvente de A é crescente. W

A partir de agora vamos escrever —div (|Vu|p*2 Vu) + a(x) lu[P~* por Au como

definimos. Entao o sistema (4.1) pode ser reescrito por:

pr— >
(4.20) { u+Au=C(t,x)u+ D(t,z), t > 7

u(T) = uy € L*(R")

4.3 Atrator pullback e trajetorias extremas em L*(R")

4.3.1 Estimativa em L*(R"), em E e existéncia do atrator pullback

Denotaremos as solugoes de (4.1) que no tempo 7 valia ug por u(t, 7)ug € quando
o dado inicial nao for relevante para as contas, apenas por u(t). As estimativas para as
solugoes em H = L*(R") e em E garantem a existéncia do pullback attractor e sdo obtidas

usando os Lemas 1.1.1 e 1.1.2.
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Lema 4.3.1 Seu € solugao de (4.1) existe uma fung¢io oo : R — Ry crescente e limitada
em limitados e existe Ty > 0 tal que para todo 7 € R temos |[u(t)||5, < a(t) para todo

t— 7 >"1, e para todo ug € H.

Demonstragdo: Multiplicando a primeira equagao de (4.20) por u temos

3 WOl + [ 19u@P o+ [ a@) )l do < [ 0ol do
|D(t, )| u(t, x)| dz
Rn
Usando a desigualdade de Holder temos

5= @)l + l[ullf < supess,cqn [C(@)] [[u(t)ll
FID@O @
= OO oo oy (DI
F DO g 1)l

Multiplicando e dividindo por uma constante 7 > 0 e usando o Lema 4.1.1

1 1
57 )l + K [Jullfy < o NE @ ey ()l + POl [w®ll

Usando a Desigualdade de Young temos

r 7]? r
o 2 (o) + K o)l < Oy + = )13
L p@iE +
pnP p

onde 7 e p é o conjugado de r e p, respectivamente, 7 = p/2, 7 =p/(p—2)ep=p/(p—1)

entao
1d _
S ()15 + K u@)f, <k IC@IEED + ks lu®)l} + ka | D)5

onde as constantes ky = ko(n,p), ks = k3(n, p) e ky = k4(n, p). Logo, fazendo n tdo pequeno

para que K — k3 seja positivo teremos

d /2 _
7 1O+ 20 = k) (lu(0)[?) )y < 2ke OO + 2ka | DO

Pelo Lema 1.1.1 temos que para cada t > 7

_ 2/p
2y | C ()75 + 2k || D(8) [P
()% < (

2(K — ks)
n 1
[2(K — ks)((p/2) — 1)(t — 7))/ (@/2~D
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Entao existe 77 > 0, tal que

1
2(K — ks)((p/2) — 1)(t — 7))/ (@21 <1

e para cada t > T7 + 7 temos

2y [|CE Y02 + 2k | D(#) |5
lu()|% < (

/p
20K — Iy ) +1=a(t). N

Lema 4.3.2 Seu € solugao de (4.1) existe uma fungdao 5 : R — R limitada em limitados
e crescente e existe Ty > 0, tal que para todo T € R temos [|u(t)||y < B(t) para todo
t—T1 Z TQ.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (4.20) por u; temos

d1

eI + — gt 1Ol < 1CEu + D@y fue®)lly

Usando a Desigualdade de Young temos

1 d1 1
5 I+ Zo Ol < 5 10+ DO,

Como ||us(t)]|3, > 0, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young obtemos

1 .1 .
di lu@)ll < — IC@)II5 + = lu(@)I5 + 1 D@17

Usando o Lema 4.1.1 e sendo r = p/p — 2 e 27 = p temos
d 2p/p—2
lu()y < (0 =2 ICHIF +p |1 D@3 + pK [ut)]-
dt

Temos para R fixo que

t+R
/ pKdf =pKR = ay,
t

t+R
/ (p—2) |CO)Z> + p||D®B)|3 d6 < R(p —2) |C(t + R)|[2/"*
t

+ Rp || D(t + R)|; = as(t)

Multiplicando a primeira equagio de (4.20) por u e usando a Desigualdade de
Cauchy obtemos

1d

5 2 1O+ Tl < ICE o eny 1@+ IDE L 0]
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Integrando de t a t + R temos
t+R 1 9 t+R 5
[ 1) do < 51Ol + 1€+ B)llmieny [ Tu(@)] as
t t
t+R
DRy [ @]
t
Pelo Lema 4.3.1, parat — 7 > T}
t+R 1
[ 1) do < Sa(®) + RICE+ R)l ey alt + B)
t
FRID( + By (ot + B2 = as(t)

Usando o Lema Uniforme de Gronwall (Lema 1.1.2) temos

Jute+ R < (47

+ ag(t)) e = [(t),para todo t > T.
Fazendo R = T}, obtido pelo Lema 4.3.1, temos Ty = 277 e assim,
)l < 80),
para todo t — 7 > Ts. [ |
Proposicao 4.3.1 A igualdade em (4.16) define um processo.

Demonstracao: Claramente temos que U(T,T)ug = ug. Mostremos agora que dado

qualquer v € H temos
(4.21) U(t,s)v=U(t,7)U(T,s)v

Defina vy = U(7, s)v. Sabemos que U(t, s)v e U(t, 7)U (T, s)v sao solugoes de (4.1), como a
solucdo de (4.1) é tnica elas devem coincidir. Como v foi tomado arbitrario, temos (4.21).

Mostremos agora que v — U (t, 7)v é continua para todo v € H e todo t > 7. Tome
{vn},eny uma sequéncia de dados iniciais tal que v, — v em H. Fixe qualquer t,7 € R
tal que t > 7. Pelo Teorema de Baras w,(t,7)v, — y(t,7)v em H quando n — oco. Para

concluir basta mostrarmos que y(¢, 7)v é solucao de (4.1).
—p2 1 12
lun(t, 7) =l < 5 llunls, 7) = Zlly
+ / (C(o,T)up(o,x) + D(o,T7) — AT, uy (0o, 7) — T) do

paratodo 7T < s <t <T.
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Tomando o limite, quando n — oo, na desigualdade acima e usando o Teorema
da Convergéncia Dominada, onde para todo n € N a fungao que domina u,(t) é dada pelo
Lema 4.3.1, temos:

1
2
+/ (C(o,7)y(o,x) + D(o,7) — AT, y(0,7) — T) do

Hy<t77—) - EH?{ S ||y($>7—) - f”?f

paratodo 7 < s <t <T.

Portanto, y(t,7)v é uma solugdo fraca de (4.1). Como F(t,u) = C(t,x)u —
D(t,z) € L*(r,T; H), pois [C O oo mny € [[D(E)]| y sdo limitadas em limitados do tempo
por hipotese e ||u(t)||; € limitada por uma aplicacdo limitada em limitados do tempo pelo

Lema 4.3.1, temos pela Proposigao 1.2.2 que y(¢,7)v é uma solucao forte de (4.1). [ |

Observagao 4.3.1 Pelo Lema 4.1.1 o espaco E CC L*(R") entao para cadat € R o
fecho da bola de centro zero e raio B(t) em H,m , forma uma familia de um conjun-
tos compactos que atrai (pullback) no tempo t todos os subconjunto limitados de L*(R™)
por {U(t,s)}tZT, para todo t € R. Portanto, pelo Teorema 1.4.3 o processo associado ao

problema (4.1) tem um pullback attractor.

Observacgao 4.3.2 Se {U(t,7)},.. € um processo associado ao problema (4.1) e A seu

pullback attractor entio \J,, A(7) € limitado para cada t € R.

4.3.2 Trajetérias completas extremas

Portanto, pela Observagao 4.2.2 a equagao (4.1) tem uma solugao global e por-
tanto pela Proposicao 4.3.1 podemos definir o processo continuo. Considerando as Ob-
servagoes 4.3.1 e 4.3.2 e o principio da comparacao, obtido no Teorema 3.5 em [26], pois
temos que o resolvente de A é crescente pela Proposicao 4.2.3, estamos nas condigoes
do Teorema 3.2.2 e assim, garantimos a existéncia de trajetérias completas maximal e

minimal para o pullback attractor associado ao problema (4.1).



CAPITULO 5
ATRATOR PULLBACK E TRAJETORIAS EXTREMAS EM L%(R")

Neste capitulo mostraremos a existéncia de atrator no sentido pullback e de tra-
jetorias completas extremas para problemas nao autonomos em R"™ governados pelo p-
Laplaciano, p > max{2,n/2}. Em contraste com o capitulo anterior ndo usaremos es-
pacos com peso como auxiliar na nossa analise, o que nos exige lancar mao de um outro
mecanismo para obter a existéncia de solucao, a compacidade assintotica das solucoes e,
portanto, a existéncia do atrator. Para existéncia do atrator no sentido pullback e para

existéncia das trajetorias completas extremas vamos supor adicionalmente que a solucao

é tnica.
Consideremos o seguinte problema:
(5.1) Su—div (IVu"2 Vu) + |ulPu+u € B(t,z,u),t > 7
' u(T) = up € L*(R")

onde p > max{2,n/2}, 7 € R e abaixo listamos as condi¢bes que estamos impondo em
B.

A1l B = B; + By, onde —B; é um operador monétono e By é o operador de Nemitskii
associado a alguma aplicagao B:RxR"xR — R cujas propriedades serao descritas

abaixo.

(i) Para cada par (t,z) € R x R", se y, € E(t,x,sn), Sp — S, ey, — Yy entao
y € B(t,x,9);

(ii) Para todo (t,z) € R x R™ temos B(t,z,0) = {0}.

A2 (caso p < n) Para todo (t,z) € R x R" existe uma aplicagao real positiva L :

R x R™ — L*>(R™) crescente em ¢ tal que

B(t,x,s) — B(t,z,r)| < L(t,z)[s —r| (|| + [r["* + 1),V s,r €R,

79
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com 2 < q¢ < p. Além disso, L € LP/P72(R x R") N L™/("p=(=P)(R x R") N
L2P/P=2(R x R™) N LP/P~Y (R x R™) N L*(R x R*) N C(R; L=(R™)).

A.3 Existem funcoes continuas ¢ : R X R” — R,y ed” : RxR" - R_, ¢ €
L*(R; L*°(R™)) tais que para todo (t,z) € R x R"

B(t,xz,s) > c (t,x)s+d (t,z),Vs € R

Vamos supor ainda que ¢~ € LP/P72(R x R") N L?/P2(R x R") N L?*(R x R"),
d= € PP YR xRN LAR x R™), ¢; € L#P/P2(Rx R") e d; € L*(R x R"), onde

¢, e d, denotam as derivadas de ¢~ e d~ com relacao a t.

A.4 Existe uma funcao continua ¢™ : R x R® — R, ¢t € L*([R; L>°(R")), tal que para
qualquer 0 € R podemos escolher dt : R x R"™ — R, tal que

B(t,z,s) < c(t,z)s+d*(t,z),Vs > =0

Além disso c™ € LPP2(R x R") N L*P72(R x R") N L*(R x R"), d* € LP/PH(R x
R™) N L3R x R"), ¢ € L¥/P2(R x R") e dif € L*(R x R").

A5 Se s1,8 € R, s1 < s9, qualquer que seja a selecao b C E, tem-se Z(t,m,sl) <
g(t, x,$2), q.t.p (t,x) € R x R™.

Observacao 5.0.3 As condigoes acima enumeradas sao suficientes para garantir a ex-
isténcia de ao menos uma solu¢do para o Problema (5.1). A partir da Se¢ao 5.3 vamos
supor que esta solucao € unica. Uma forma de se garantir esta unicidade € supondo-se
que By é um operador globalmente Lipschitziano em L*(R™), ou seja, ¢ = 2 em A.2. Esta
condi¢io é bastante compativel com as impostas em [45, 46, 80] nos quais sao consider-
adas apenas a parte mondtona da perturbacio, e em [77], onde B = f(z,u) + g(t,x), ou

seja, nao hd um termo que dependa simultaneamente de t e de u.
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A idéia de decompor o operador B em wma soma de operadores com o oposto
de uma das partes sendo mondtono € também adequada para se relazar a condicao de
crescimento do lado direito em A.2, jd que o expoente q < 2 € determinado basicamente
pela Hipotese H.2 enunciada no inicio do Capitulo 2 (uma verificacdo deste fato estd feita
com detalhes na demonstracio do Lema 5.0.3 a seguir). Assim, a grosso modo, estamos
considerando B como soma de um termo que “decresce” e oulro que descreve sua oscilacao.
Vamos levar em consideracao apenas a parte que oscila e desprezar a parte decrescente.
Assim, temos por certo que a condicao de crescimento imposta a By em A.2 poderia ser
melhorada se explicitdssemos o crescimento de By, jd que pela Hipdtese H.2 o crescimento
de By deve ser dominado por —A, — By. O mesmo artificio, de se decompor o operador
perturbativo em uma soma em que o oposto de uma das partes € mondtono, € usado em
[28] para relazar a condigao de crescimento imposta em B. Para mais detalhes veja [28],
Exemplos 3.1, 3.2 e Observacao 3.5. Qutra simplificacao que faremos nas estimativas
desta se¢do € tratar apenas o caso p < n que, por englobar as situagoes que envolvem as

imersoes de Sobolev mais restritas, merece naturalmente maior cuidado.

Como o foco principal da discussao que fazemos neste capitulo estd em estabelecer
a existéncia de solucao de forma que se possa estender os resultados de comparacao a este
novo contéxto, vamos tratar B como se fosse By, sem considerar sua parte mondtona.
A partir da Secao 5.3, quando houver necessidade vamos considerar o termo perturbativo

globalmente Lipschitziano.

Definigao 5.0.1 A funcao u : [1,T]| xR"™ — R é uma solugao fraca de (5.1) em [1,T)] se,
dado 6 > 7, w € LP(6, T; W'P(R™)) N L?(7, T; L*(R™)) N L>=(7, T; L*(R™)), u(r, z) = ug(x)
e u satisfaz (5.1) no sentido das distribuicoes, isto €, existe b € L?(1,T; L*(R™)) com
b(t,x) € B(t,z,u(t,z)) g.t.p em [1,T] x R™, tal que

f Jan —ult, z)22(t, :L‘)d:L‘dt+f Jan | Vu(t, )|~ *Vu(t, ©)Vou(t, z)dzdt
+ fTT o [u(t, 2) P72 u(t, 2)o(t, x)dwdt + f Jen w(t, 2)v(t, x)dudt

f S b(t, )0 (t, 2)dadt =0

para todo v € CX°((1,T) x R™).
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Observacio 5.0.4 E uma consequéncia da definicio acima que para todo v € L3(r,T; L*(R™))N

LP(7,T; WYP(R™)) e qualquer solugio fraca u, no sentido acima, temos:

/ / (t )olt,x dxd”/ /nIVu (t, )" Vu(t, ) Vo(t, v)dwdt
+Zﬁ/JMWMV%@@NUW%ﬁ+[t/ﬂ@wMmew
— /TT /n b(t,x)v(t,x)dxdt =0

para detalhes veja [59].

O recurso que usaremos para exibir a existéncia de solucao baseia-se na resolucao
de uma restrigdo da equagdo em (5.1) a uma sequéncia de bolas concéntricas com raio
tendendo a infinito, de forma que, em cada bola, o problema possa receber um tratamento
analogo ao feito no Capitulo 3 para dominios limitados. A cada restrigdo obtemos uma
solugdo e assim exibimos uma sequéncia cujo “limite” é solugdo de (5.1). Impomos uma
condicao de fronteira de Dirichlet homogénea nos dominios menores que nos permite apelar
para a teoria de operadores monétonos e desta forma usar os recursos que ela nos oferece.
Em contrapartida, antes de passarmos a um processo de limite, temos que considerar
restrigoes de tais solugoes para podermos fixar uma norma e eliminar a condicao artificial
imposta no bordo.

Seja r; > 1 uma sequéncia crescente de ntimeros reais tal que r; — 0o, quando
j — 00. Seja Q,, = B(0,r;) a bola aberta de centro zero e raio 7; em R"™. Agora considere

o problema restrito a €2, :

urj div (‘Vum ‘p_Q Vurj) + |, [P %u,, +up, € B(t,z,u,,),t > 7,0 € Q)
(5.2) Uy, (7,7) = Uy, (), €,
uy, (1, 2) = 0,2 € 09,

onde ug, () € a restricao a £, de ¢y, (|z[)uo(x), e ¢, : Ry — R € uma fungao de classe

C* tal que

1, 0<&<r—1
(53) ¢T’j (5) = 0< ¢Tj (5) < 17 Ty — 1< 5 <7
O, 52 T’j

e além disso max {‘1/)7/7 (f)’ )

”,(f)’} < C, para todo £ € R e para todo j € N.

Tj
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Observacao 5.0.5 Quando nao houver risco de confusao vamos usar a mesma notacao

para uma funcao definida em R™ e a restricao dela a um determinado conjunto.

Observacgao 5.0.6 Observemos que Uor, € L*(R™) e, além disso, ug,, — ug em L*(R"),

quando r; — oo.

De fato,
2 2
I A e P o
< fQ uo(z)|* dz < [ |uo(z)]” dz < 0o
letor, = o]l 2ggny = S [tt0r, () = wo(@)[* da

= Jan [, (j2l) = 1] Juo (@) * da
jix\Srj—l ‘1/]TJ(|x|) - 1‘2 |u0(x)|2dx

t Siapor, o [, (2]) = 1| uo () da

Para |z| < r; —1 temos que ¥, (|z|) = 1 e para |z| > r; — 1 temos 0 < ¢, (|z]) < 1, entdo

Hum’j UOHL2 R™ < |u0(x)|2 dr — 0,
(R™)
|z[>rj—1

quando r; — 00, pois ug € L*(R™).

Para cada j € N considere o operador que a cada elemento u € Wol’p(er) associa

o elemento de W~ (Q,.), A%iu : Wol’p(er) — R dado por

ATiu(v fQ \Vu(z)|P~2Vu(x)Vo(z)dz + fQ z)|P 2u(x)v(z)dr
(5.4)
+ fﬂr. u(z)v(z)dx
Observagao 5.0.7 A realizagao em L*(S2,,) do operador A" definido em (5.4) é mazimal
mondtona e € subdiferencial da fungdio ¢, : LQ(QTJ.) — RU{+o0} definida por

(5.5) (1) = { 7 [IQTJ. \Vul” dz + f% |uf? dac] +1 f% ul? de, u € WEP(Q,)

+00 caso contrdrio
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~ . . . . ~ T4 .
No que segue usaremos a mesma notagao A’ para indicarmos a realiza¢io Ap, de A"

em L*(Q,), dada por
D(AY) = {u e WeP(Q,,); Au € L*(Q,,)}, e Au= A"u, para u € D(A}).

O préximo resultado garante que, em dominios limitados, as condicoes A.1 e A.2
implicam nas hipdteses H.1 e H.2 enunciadas no Capitulo 2 e assim, bastam para assegurar

a existéncia local de solugdo do problema (5.2).

Lema 5.0.3 Dado Q,,, seja B : L*(Q,.) — L*(2,,) dado por B(t,u)(z) = B(t,z, u(x)),
Vt >0 eqtpemQ,. Entao para cada dado inicial uy € LQ(QT].) existe uma solucao local

no sentido da Definicao 2.1.1 do problema

u(T) = uo,

{ %u—i— ATiu € B(t,u),t > T,

Demonstracao: Basicamente precisamos garantir que os operadores A’7 e B acima
estao nas condigoes do Teorema 2.1.2.
As condigoes A.1 (i)-(iii), claramente implicam que H.1 esta satisfeita. Mostremos

agora que A.2 implica H.2. Seja b € B(t,u) com u € Wol’p(er). Entéo

1ol 2@, ) < / |L(t, @) |u(2) 7% + 2| L(t, @) Plu@) | + |L(, @) [*Ju(z) Pde
T

Vamos estimar o primeiro termo a direita.

/Q | |L(t, z)[*|u(x)|?2de < ||L(T)H%°°(er) (/Q | |U(:r)\29dac>

J

R
o

S

(I

J

|u<x>|<2q4>9’dx>

com 6 = % e = np+(’;7) expoente conjungado de 6. Como % < n”Tpp, pois
20¢-2) _ 2(¢ —2)
np—2(n—p) = n(p—2)+(n—2p)(p—2)
q—2 2
< .
“p—2 2n—2p
1
< )
n—p
temos
_ 2
Jo, [u@)Plu(@)~ e < lu® w || || 4.
j ;) (Qr )
(5.6)

2 1 T 2 1
[ <£ lul?5:) -+ o
(Qr) mé
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onde r = 2% > 1 e £ pode ser tomada tao pequena quanto se queira. Por outro lado

temos —div(|VuP~*Vu) + [u’"u 4+ u = d¢,, (u). Multiplicando por u teremos

| vu@pde+ [ u@pds+ [ u@Pds < 100,02, il

"5
Logo
b1, ) < 1900, @) e, Nl

de onde concluimos que

lelas < C 106w ag,

np
Ln—p (QTJ.

para alguma constante C. Portanto qualquer que seja t € [1,T]

g 2 1
(5.7) ||b||ia(grj) < ||L(T)||ioo(%) <7C |0¢, (U)HLQ(QT],) + e +P¢m(“))

5.0.3 Estimativas em dominios limitados

Como fizemos anteriormente, vamos considerar os seguintes problemas auxiliares

(5.9) Lw,, + ATw,, = CF(t)w,, + D¥(t),t > 7
' wy, (1) = (uo,,)* € L*())
Loy, + Aliv,, = C~(t)v,, + D™ (t),t > 7
(5.9) ’ SN ;
v(7) = (uo,, )~ € L*(2,)

onde ¢, ¢, d" e d, dados por A.3 e A.4, definem os operadores C~,C", D™, D", respec-
tivamente em cada (). Pela Proposi¢ao 1.2.3 os problemas acima sao globalmente bem

postos. Além disso, temos:

Lema 5.0.4 Se w,, € solugio do problema (5.8) entdo, dado uy € L*(R"), existe uma

constante a > 0 tal que ||wr7. (t)Hiz(Q ) < «, para todo t > T e para todo j € N.
: -

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (5.8) por w,, temos

14 erj(t)H;(er) + Jo, Vo, (t0)F + \wm(t,x)\pdﬁf% |w,, (t, )|

< erj |C*(t, x)| ‘wrj(t,m)fdx + erj |D*(t, x| ‘wrj(t,x)‘ dx
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Multiplicando e dividindo por uma constante n > 0 e usando Desigualdade de

/ — ;D _p_
Young onde 7' = F5 r =L e p' = ;o7 temos

14\, (t)Hiz(%) + Jo, Vo B)Pde+ fo t)\pd:cjtfﬂrj |w,, (1)|* da

IN

(t)HgP/p*?(QT HwT’J HLP(QT

_I_

DO, + Z [, (0]

pn” Lr(Qr))

Escolha n > 0 tal que k = (1 — (" /r) — (n?/p)) > 0 entio

L lfwr, Ol + F o, IVon @Fdz+ fo w0 dz] + Juw, ()2,

< Sollct( Moz, At IO,

pn"

Integrando de 7 a t temos
|ws, (t)HiQ(QTj) + 2k [f: fﬂrj \Vw,, () [Pdzdo + [ fﬂrj wy, (0)[” dxda]
el @), do < o o, ) + e S ICHONT e @

t /p—1
b D @R o do

IN

2 / -2

—1
+ e e HD+<a>H§£€p,l(Rn) do

Logo
erj(t)”;(mj) + 2k [f: fQT]_ [V, (o) [Pdxdo + th fQT]. ‘wTj(‘7>‘pdde]
(5.10)
+ [ ||wrj(a)|\jQ(QTj) do < o([Juoll o)) = o
onde o é uma constante que depende do dado inicial [|uol| p2(gny - H

Lema 5.0.5 Se w,,(t) € solugio de (5.8), dados ug € L*(R™) e Ty > 0, existe uma

constante 0 > 0 tal que para todo T € R temos erj (1) < B para todo t > 7+ T}

2
HWOI’p(er)
e para todo j € N.
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Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (5.8) por § wT e usando as De-
sigualdades de Holder e de Young temos

- /
)0 E2NCH O ot

P(Q, ) + %% erj (t)Hi2(QT]) L2p/P=2(

; wa HLP(Q, % HDJF(t)Hi?(Q,«j)

Queremos usar o Lema 1.1.2. Assim, primeiro notemos que

De (5.10) e da Hipdtese A.4 segue que, fixado R > 0:

t+R 9 t+R o t+R |
| Rl e de+ [ 2@l 4o+ [ 5 IO do
/ 2R
< {7 [liere Hi’éé’pi o+ 0

1 2
+§AUHTWﬂHmmﬂd4::a2

Também de (5.10) temos para t > 7

t+R » t+R 9
| @ g, 4+ [ @, o

Q@
< —=:=a3
2k
Portanto, pelo Lema 1.1.2
p o
‘deﬂﬂ‘wm)_<R+@)fﬁ,Wzr

Fazendo R = T} temos

(5.11) |wr, (t)||§vé,pmrj) <B, Vit—7>T)

uniformemente em j. [ |

Lema 5.0.6 Sew,, € solugio de (5.8), dados ug € L*(R™) e T, > 0, existe uma constante
& > 0 tal que, para todo T € R temos H%wm < ¢ para todo t > 7+ T e para

todo j € N.

iz,

Demonstragdo: Derivando a primeira equagio de (5.8) e denotando Lw,,(t) := v e as

derivadas de Ot e DY, em relacao a t, respectivamente por C;” e D, obtemos:

—o(t) — div(|Vw,,[P*Vo(t) — (p — 2)div(|Vw,, (£) PV, (t) Vw,, (t) - Vo(t))

+ (0 = 2w, (O wy, (t)w, (t) - v(t) + Jwy, (O 0(t) + ()
= Cf (t,x)w,, (t) + CH(t,z)v(t) + Df (¢, x)
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Multiplicando a equagao acima por v obtemos
L 0O, < (60w + DF ) a0, ) + 107 0O 20, ) 101200,

< 3G 0w, () + DO 2,

n %fﬂrj ‘C’+(t,x)|2 lv(t)|?dz + ||U(75)|@2(er)

usando a hipotese que C* € L*(R; L>=(R")) temos

d
O, ) < [CFw+ D [, ) + (107 Ol ey +2] oO2gq,

Nosso objetivo é usar o Lema 1.1.2. Assim, seja R > 0 fixo e arbitrario. Da

condicao A.4 temos que existe um numero real a; tal que

t+R )
/t 1CH (@)} oy + 20 < an,

Além disso

“Cj(t)wTj HLP ()

iz,

< 2O e+

Assim, de A.4 e de (5.10) temos que existe um namero real ay tal que
t+R
/t |C (o)wy, (o) + D;r(a)”m(%) do < ay

Por outro lado, multiplicando (5.8) por £w,, e usando as Desigualdades de Holder

e de Young temos

3w, Ol + b o Ol ) + 38 1o Ol 2,
< slet@w, 0+ D 0,
Integrando de t a t + R
1 b e, 4o < 3 o O s, ) + 5 o, Ol g,
+ [TELICt (o) (0)—|—D+(0)Hiz(mj)da
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Como anteriormente, segue de A.4, de (5.10), e dos dois ultimos lemas que, dado 77 > 0

existe ag tal que, se t > 7+ 17,

/t+R
t

Assim, segue do Lema 1.1.2 que para t — 7 > T,

2

d
W (o) do < as

L2(9))

d 2

< <% + a2> e =¢
12, O

Fazendo T7 = R como no lema anterior,
d
—w,, (t

‘dtw ;1)

2
(5.12) <& Vt—1>Ty=2T.

L2(,))

Dos trés tultimos lemas e do Teorema 1.2.3 segue o seguinte resultado:

Lema 5.0.7 Sew,, € solugio de (5.8), dados ug € L*(R™) e Ty > 0, existe uma constante

¢ > 0 tal que, para todo 7 € R temos HwTj(t)HLOO(Q ) < ¢ para todo t > 7+ T5 e para
v

todo j € N.

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente do Teorema 1.2.3. No entanto,
devemos tomar o cuidado de observar que a estimativa obtida neste lema é independente

do dominio €. De fato, temos que, para cada t > 7 + T3, erj ¢ menor

Oll e
do que uma constante que depende de ||w;, (t)HLQ(QTj), | L, (t)HLQ(QTj), ||C+(t)||L2(er),
HD*(t)HLZ(QTJ_), e da medida de A, onde Ay, = {z € Q,;w, (t,r) > ko}, para algum
ko > 0. Para nos assegurarmos que | A, | é independente de j, basta notarmos que, para

cada t > 7,

kg | Ao | + eri\Ako |wy, (t, 2)[*dx < fAkO kgdr + fﬂ,,.].\AkO |wr, (¢, @)|*dx

= fQ |wTj(t7$)|2dx§a27
)

onde « é independente de j, conforme demonstrado no Lema 5.0.4. Assim o resultado
segue do Teorema 1.2.3, das condi¢oes impostas em Ct e DT em A.4, e dos Lemas 5.0.4

e 5.0.6. |

Observacao 5.0.8 Como as condicoes em C~ e D~ impostas em A.3 sao andlogas as
condigoes em A.4, entdo as estimativas obtidas nos quatro ultimos lemas também podem

ser obtidas para as solugoes de (5.9).
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Lema 5.0.8 Se u,, € solucao de (5.2), dados Ty e ug,, € L*(R"), existe n > 0 tal que
||urj (t)HLOO(Q ) < n para todo t > 7+T}y, t pertencente ao intervalo maximal de existéncia
vy

de u,;, qualquer que seja j € N .

Demonstragao: Seja t > 7 + Ty, tal que u,,(t) esteja definida. Da condicdo A.3 e do
Teorema 2.3.4 segue que u,,(t) > v, (), onde v, & solugao de 5.9. Logo, do Lema 5.0.7
e da Observacdo 5.0.8, existe uma constante k_ tal que w, (t) > k_. Da condigao A.4
e do Teorema 2.3.4, é possivel escolher D* tal que u, (t) < w, (t), onde w,, é solugao

de 5.8 . Assim, para tais valores de t, em vista do Lema 5.0.7, existe n > 0 tal que

”uf’j(t)HLoo(er) =7 |

Corolario 5.0.1 Seuw,, € solugio de (5.2), dados Ts e ug,, € L*(R™), existe X > 0 tal que
. (t < X para todo t > 7+ T, t pertencente ao intervalo maximal de existéncia
J L2(Q)
v

de u,;, qualquer que seja j € N .

Demonstragao: De fato, para t — 7 > T5 temos v, (t,7) < u,,(t,7) < w, (t,z), x
q.t.p em Q. Entdo |u,,(t, )| < max {|v,,(t, 2)], |w,, (¢, 2)|} < |on,(t, 2)] + |w,, (¢, 2)]. Isto
implica que [[u, (720, ) < € {[or, a0, s O 7aa, ) } u

A observacao abaixo garante que essencialmente, para efeito de anélise assintotica
no sentido pullback, podemos dar ao problema (5.2) o mesmo tratamento que darfamos

a um problema com perturbacao globamente Lipschitz.

Observacao 5.0.9 Seja n dada pelo Lema 5.0.8, e consideremos o conjunto

[ — {urj € L*(Q)); Hurj(t)”mo(mj) < 77}'

Por A.2 temos que restrito a L o operador B satisfaz uma condicao global de Lipschitz.

Lema 5.0.9 Seja u,, uma solugio de (5.2). Dados T e ug,, € L*(R"), existe v > 0 tal

que Hurj < 7 para todo t > 7 + Tg, t pertencente ao intervalo mazximal de

(t>HW(}"p(er)
existéncia de u,;, qualquer que seja j € N.

Demonstragao: Multiplicando a equagao em (5.2) por %urj e aplicando a Desigualdade
de Young obtemos

1| d 2 d 1 )
5G] ot ©) < 0N,

L2(Q))
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com b(t,z) € B(t,x,u,(t)). Pela Observacao 5.0.9, podemos supor B satisfazendo uma
condigao global de Lipschitz para t € [7 + T, Trnaz), onde [7, Trax) € 0 intervalo maximal

de existéncia de u,;. Mais precisamente, de A.2 temos
[b(t, )| < |L(t,2)|(n + 1)uy, (¢, )]

Entao parat — 17 > Ty

1d 1d
i s Ol + 535 e Oy € 5 [ 12+ 1Pl ()

v

—_

Integrando de s a t com [s,t] C (7 + Tg, Tmax),

(5.13)

Huf‘a HWO“’ ;) < HUTJ HWOU’(Q Hurj(s)“m(mj)

p(n+1 =
2 (B [, | do [ oo, )

Agora notemos que, ao multiplicarmos a equacao em (5.2) por u,;, obtemos, como no

Lema 5.0.4,

(5.14)
t t t
2
([ 190 ladr [ @yt [ @), 00)
7+T6 J 7+T6 J 7+T6 J

sllu(r + TG)”%?(QTJ.)

+ L (1@, 0+ D) de
b—= 2 T+T6 Lp=2(R")

para algum k > 0 e ( suficientemente pequeno.

+

IN

Integrando novamente 5.13 em s de 7 + T a 1" temos

I

ur, (2) WP () [T =(r+T5)] < fT+T6 [ur, (s )Hiv(}vf’(ﬂrj) ds

L O, 5 o DT — 470

onde C(ug, L) é uma constante que depende das normas de L(t,z) em LP/P~2(R x R") e

L2P/P=2(R x R™), e também da norma de ug em L?(R™). n
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Corolario 5.0.2 Se u,; € solugao de (5.2), u,, estd globalmente definida.
Lema 5.0.10 Se u,, ¢ solugdo de (5.2) entao, dados Ty >0 et > 7+ Ty,

up, € L7+ Ty, Ty L2(Q,)) N LP(1 + T, T; Wy P(Q,,)) N C(7 + Ty, T; LA (),
e {u,;} € uma sequéncia limitada neste espago.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao do problema (5.2) por u,, temos

1d 2
yip 0O, + [V @Pde+ [ @Pdot [, o)Pds
g Qr; Qr; O

§/ b(t, z,u,, )u,,dr

Q.

< [ Lol P+ Dds
o

1 Py
< [ St + @i

_ P y — P a
para algum A > 0. Tomando r = § temos r = k) fazendo A tao pequeno tal que

ki :=(1—A"/r) > 0 temos

1d 2 1
i HUTJ HLQ(Q‘_) +/ IV, (z)[Pdx + k‘l/ uy, (x)[Pdz + —/ |Urj(x)|2dl'
2dt Tj QTj QT‘j 2 er

1
< / (0 + 1)L(t, 2)[P/P2da
er T,)\r,

Logo, dado Ty, integrando de 7 + Ty a T temos,

t t
/ / ]Vu,,j(:v)]pda:dt+/ / ]urj(x)|pdwdt]
7+Tp T 7+Tp T
t
+/ / |u,, (z)[dzdt
T+T0 T

t
2 _
< [Jur, (7 + To)Hm(Q,,j) + ko /+T /Q |(n+ D L(t, )PP~ dwdt < 6,
T 0 T

H“Tj(t)HQH(QTj) + 2k

(5.15)

onde §; ¢ uma constante que depende das normas de L(t,z) em LPP72(R x R™), de 7

(obtido no Lema 5.0.8), e também da norma de ug em L*(R™). u

Lema 5.0.11 Seja u,, uma solugio de (5.2). Dados Tr e ug,, € L*(R"), existe k > 0 tal

que H%UW <t)HL2(T7,T;L2(er) < Kk, qualquer que seja j € N.
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Demonstracao: Novamente, como na demonstracao do Lema 5.0.9, multipli-

cando a equacdo em (5.2) por J ur e aplicando a Desigualdade de Young obtemos

2

5@ o G0 < 5 o DL iz, (0.

L2(Qr,))

O resultado segue integrando a desigualdade acima em ¢t de 77 a T e usando as estimativas
obtidas no Corolario 5.0.1 e nos Lemas 5.0.9 e 5.0.10. |
Para finalizar, mostramos algumas inclusoes que usaremos ao longo da proxima

demonstragao.

Lema 5.0.12 Seja Q2 C R™, um dominio limitado e sejam p > 2,p tal que ]%Jr]% = 1.

Entao, dados 7,T € R, 7 < T, as sequintes inclusoes sao verificadas:
1. L*(1,T; L3(Q)) C LP (7, T; W17 (Q)).
2. LF(r, T; WL (Q)) + L2 (1,T; L*(Q)) C LP (7, T; W17 (Q)).
3. Sejam Qq C Qq dominios limitados com fronteira suave. Entdo

LY (7, T: W5 (Qy)) € LF' (, T; W=7 (Qy)).

Demonstragao:
1 - Mostremos primeiramente que LP(, T; Wy ?(Q)) € L? (1, T; L*(Q)) . Seja u €
LP (7, T; W'(Q)) entdo como p > 2 temos:
HUHLQ(T,T;LQ(Q)) < K(T,7) HUHLp(T,T;m(Q))
T
= K(7) [ )]s
<ROT) [ ult) o
<REOT) [ olt) oy + (Va0
—ROT7) [ ey gy

(516) = ,E(QaTv 7-) ||u||LP(T,T;W(}’p(Q))

Portanto, L? (7, T; L*(Q)) C L¥ (1, T; W1 (Q)).

2- Segue diretamente do item anterior.
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8- Suponha u € L¥ (7, T; W=7 (Qy)). Para t qtp em [r, T],
[l -1 ) = sup

/ u(t, z)v(z)dx
eWs P (@ilol 1, <13 160

= sup /Ql u(t, z)v(z)dz

{veWg P llell 10, ST}

(5.17)

Esta ultima igualdade é possivel, pois se v € VV0 fQ x)dxr < 0
entdo, como —v € W,?(€;) temos que leu(x)v(x)dx > 0. Observemos ainda que, se
v E Wol’p(Ql) se ainda denotarmos por v a prolongacao candnica por 0 fora de €2y, entao

v € WyP(Qy) ([12], Proposicao IX.18). Portanto,

S~

[l -1 ) = sup u(t, x)v(x)dx

{veWs P (@ilvl 1 g, <13

< sup
{veW; P (Q2); llvll ;1 Lra, =

S~

u(t, z)v(z)dz

2

= [l -1 (0,

Portanto

B Ml A (3] O

IN

T
O, 1 g,

= Hu|’Lp/(T,T;W717p/(Q2))

5.0.4 Existéncia de solucao

Agora podemos enunciar o teorema que garante a existéncia de solucao para

problemas do tipo (5.1) em R™.

Teorema 5.0.1 Sejam 7,7 € R quaisquer com T > 7 e suponha que A.1-A.4 sdo sat-
isfeitas. Entao (5.1) tem uma solucao fraca, no sentido da defini¢cao 5.0.1, para todo
Uy € LQ(Rn)
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Demonstracao: Seja {r;} uma sequéncia crescente de numeros reais com r; > 1 tal
que 7; — 00, quando j — oo. Seja ,, = B(0,7;) a bola aberta de centro zero e raio
r; em R™. Dado uy € L*(R"™), seja {urj} uma sequéncia de solugoes de (5.2). Ou seja,
up, € C([r,T); L*(2y,)) e existe b7 € L*(r,T;L*(2,)) com b'i(t,z) € B(t,x,u,(t)),
q.t.p. (t,z) € [7,T] x Q,,, tal que

(5.18) + A, = b,

PR

q.t.p (t,7) € (1,7) x Q,,. Estendemos cada u,; definindo-a em R" da seguinte forma:

(5.19) ., (2) :{ U, ()0 (|2]) em  B(0,7;)

0, caso contrario

Temos que, dado § > 7, qualquer que seja T > ¢, u,, ¢ uma sequéncia limitada em
LP(6, T; WP (R™) N L*(5, T; L*(R™)) N C (6, T; L*(R™))

e 47, ¢limitada em L?(6,T; L*(R")). Verificaremos inicialmente que %, ¢ uniformemente

limitado em LP(6, T; W1P(R™)).
[ | s oy = S N Ol ey
= Ly IV Oy + [, (O ey dt
=Sy Jro |V Gty (8 ), ()7 + [ty (£ )0, (2] vt
= i Sazr o1 [V (8 2) 0, (1) + 1y (8, 2) Vo, (2|7 [, (£ 2) 8, (2] [7) dadlt

T e, (V) (2]) + w6 2V () + (&, )i, (2])|7) dadt

Da definigao de ¢, temos

T
||a’r‘jHLp(5’T;Wl,p(Rn)) S / /|< . }Vurj (ta,ﬁlj‘)|p + ‘Urj (t,ﬂ?)’pdl'dt
z|<r;—

/ / Vu,, (t, 2) + Cuy, (t,2)|° + |y, (t, 2)|” dadt
rj—1<|z|<r;

< ”u’”a + HVUT + OUT]

HLpéTW“’(Q HLPcSTLP(Q )

+ H“T] HLP 8T5LP ()



96 CAPITULO 5 — Atrator Pullback e Trajetorias Extremas em L?(R™)

Do Lema (5.0.10) e do fato que

IVur; + G [ ) = 2|V,

LP(8,T5LP () I ) +C7 ”“Tj Hp );

LP(8,T5LP(, LP(8,T3LP ()

(ver p.173, [40]) temos

1, || s oy < Fr (ol 2geny)

Verificaremos agora que @,, ¢ limitado em L?(é, T'; L*(R™)), uniformemente em j.
T
[ lrsraneny = 1 Ol ey

T
= 2
/5 / Jur, (£, )b, (2] dadt
T ) .
:/ / g, (1, 2) 2 6, (|2 )| vt
1) Q,

T
S/é HUrj(t)Hiz(er)dt

- H“erp(a,T;m(nrj)) < EQ(HUOHLQ(R”))

Finalmente,

SUPte(s,1] Harj (t)HLQ(R”) = SUPelsT] /Rn ‘@“j (t7x)‘2 d
— Supte[é’ﬂ /Rn ‘urj(t7x)‘2 |wr1(’$‘)|2dl‘

2
< SUpeis 1y /Q |y, (t, z)|" d
9 ~
- Supte[é,T} HuTj(t>HL2(er) < k3<Hu0||L2(R"))
d
dt
Uy, que {47, } ¢ limitada em L*(6, T; L*(R")).

Para concluir, como £u,, = ¥, - %urj, segue do Lema 5.0.11 e da defini¢ao de

Portanto, existe uma subsequéncia de {ﬁrj} , que denotaremos da mesma forma,
tal que
(5.20) Uy, = uso em L*(6,T; L*(R"™)).

Mostraremos que u, € solucao fraca, no sentido da Definigao 5.0.1, de (5.1).
Para isso, fixemos r, > 0. Seja 7; tal que r, < r; — 1. Defina L,u,; a restrigao de

uy; a Q,, = B(0,7), a bola aberta de centro zero e raio 7, em R™.
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Claramente, Lyu,, € LP(6, T; W'?(Q,, ) N L*(6,T; L*(Q,)) N C(6,T; L*(2,)) € &
uniformemente limitada neste espago. Entao existe uma subsequéncia de {Lk@j}, que

ainda denotaremos da mesma forma, tal que

(5.21) Lily, — upeo em  LP(6, T; W'P(),,)) e

(5.22) Lit,, = upeo em L?(6,T;L*(9,)) quando j — oo.

Mostremos que Lyloo = Ukoo, ONde Liuo, € a restricao de u a §2,, . De fato, seja
ve Cx((r,T) xQ,,). Como o suporte de v esta contido em um compacto de (6,7 x €,

para algum 0 > 7, segue de (5.22) que

T T
/ / Ly, (t, v)v(t, v)dzdt — / / Upoo (t, T)V(t, z)dxdt.
s Ja., s Jo.,
Por outro lado, como v(t,x) =0, z ¢ €, e vale (5.20), temos

T
/ / Ly, (t, v)v(t, v)dzdt =
s Ja,,

/:/n ﬂrj(t,x)v(t,m)dxdtH/(ST/n (£, 2)0(t, 2)ddt

T
= / / Lius(t, z)v(t, z)dzdt
s Ja.,

Da unicidade do limite temos

T T
/ / ukoo(t,a:)v(t,x)dxdt:// Lius(t, z)v(t, z)dzdt.
s Ja,, s Joa,,

Portanto, ue(t, ) = Lius(t,x), q.t.p em [1,T] X §,,.

Mostremos que Lyt € solugao fraca, no sentido da Definigao 5.0.1, de (5.1) em
[7,T] x€,, e entdo, como ry ¢ qualquer, para todo v € C°((7,7) x R™) podemos encontrar

T, tal que v € C°((7,T) x £, ) e concluir que uq, é solugdo fraca de (5.1) em |7, 7] x R™.
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Assim, sejav € C°((7,T)x,,). Como B(0,r) C B(0,r;), entaov € C°((7,T)x
Q,,). Denotemos por b, := Lyb", a restricao de b7 a Q,,. Uma vez que b (t,z) €
B(t,z,u,,(t,2)) q.tp (t,z) € [1,T] x Q,,, entdo b(t,z) € B(t z, Lyl (t,z)) q.t.p
(t,x) € [1,T] x Q,,. Assim, temos

T
/ / — Ly, (t, x)%(t,x) + | VL, (t7x)’p_2 V Ly, (t, z)Vo(t, z)
T QTk
+ | Ly, (¢, x)‘p_2 Lity, (¢, 2)v(t, ©) + LGy, (¢, 2)v(t, z) — b (t, )v(t, z)dzdt
T
_ / / (1, x)%(t, )+ [V, (1, 2) P2 Vs, (8,2) Vot )
T Q,.j

(5.23) + |uy, (t, x)|p_2 uy, (t, 2)v(t, x) + u,, (t, 2)v(t, v) — 0" (t, x)v(t, v)dxdt = 0

O proximo passo ¢ passar o limite na igualdade acima, quando r; — oo.

Para cada j € N considere o operador que a cada elemento u € Wol’p(QTj) associa

o elemento de W17 (Q, ), Aty ; Wol’p(er) — R dado por
Ariy(v) = Jo. [Vu(@)[P7*Vu(z)Vu(z)de + [, |u(z)[P~?u(z)v(z)de

Temos que A\Tjurj é uniformemente limitado em L¥ (5,75 W=7 (€,)) qualquer que seja

0 > T, pois
~ T ~ P
(5.24) HA’"jurj — / HA%T,(S) ds
Ly QLWL () Js T lwee (@)
Agora,
HAWUW (ﬁHW_l,p,(er) = sup{UEW(}’p(er);||v||W&7p(Q7‘j)§1} A"jum (t)(v)‘
p—1
< sup{yewgw(grj);HUHWOL,,(W_)g1} [fgj [V, ()" [Vl
J

+ (O ol da;}
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1/p 1/p
IV, (t)yp> ( /Q |vv|p>

Usando a desigualdade de Holder temos

Arin, (1 H <su ,
H TJ( ) WL () - p{UGWolp(erﬁH”HWS,p(QTj)Sl} Q.

+(1;hmawjup(zélﬂ>up

= SUPGewy P, )illv| wi P, <1 [HWW (t) |Lp<m ”W”Lmr
J

+ |

7

u’rj (t P Qr ) ||U||LP(QT )]

< 98, Ot + [ Ot

Lembremos que se a, b sao niimeros reais positivos e R > 1 temos a*+b% < (a+b)%

entao
-~ Pt
HAT]urj (t)H < (Hvurj(t)”Lp(er) + Hurj(t)HLp(er)>

= Hurj (t) } I;V()ll,P(er)

WLe (@)

De (5.24) e do Lema 5.0.10 temos que {fAl"jurj} é limitada em LP (5,75 W17 ((,.)).
Assim, do exposto acima, da Hipotese A.2 e do Lema 5.0.10, podemos concluir

que

(5.25) up, € LV (8, T; W=H7(Q,.,)) + L* (6, T; L*(2,,))

0
ot
e a sequéncia {%u”} é uniformemente limitada em
U = L7 (5,75 WH () + 12 (6.T5 LA(Q,,)
Jj& que
0
ot "’

= inf {H@”ju” + e, + 07 HL2 6T;L2(er))}

(5.26) < [ A,

P (8, T;W—1.p (Q
Ur;

Lo (6T (@) + ”“7“.7' HL2(5,T;L2(Q,,J.)) il ||L2(6,T;L2(er))

Seja Uy, = LV'(§, T; W= (Q,,)) + L* (6, T; L*(Q,,)). Do Lema (5.0.12) temos que

0

5.27 Lol <,
o0 ER A
Tk

Uy,
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e portanto {%urj} ¢ uniformemente limitada em U,, . Logo, passando a uma subsequéncia

se necessario, %u” converge fracamente para U, em U,, ou seja,

0 _ .
<aurj,so> — (Uoo, ) s Vo € (Up,)"

onde (U,,)" denota o dual topologico de Uy,
Do Lema 5.0.12, U,, C LP (6, T; W=7 (Q,,)). Entao (L (5, T; W=1P(Q,.)))" C

(U,,)" . Logo, em particular,

<%urj> S0> — (U, ) , Vo € (Lp’((;’ T W_Lp,<Q7“k)))* )

ou seja %urj B T em LP (6, T; W17 (9,.,)), quando j — oo. 1 Portanto, (pela Proposicio
II1.12 (iif) [13]),

Notemos agora que Ly 2u,, = 2 L,,,. De fato, seja v € C((,T) x ) qual-

) , . . .
5 Ur; HLP,((ZT;W%’F,(Q%)) ¢ uniformemente limitado em j.

quer. Entao

g 0 T P
\/7- /Qrk Lkaurj (t7$)U(t; I)dtdl‘ = /7_ /ﬂrj aurj (t7 x)v<t,$)dtd$

r 0
— —/ / uy, —o(t, z)dtdz
T Q 7ot
%
r 0
= —/T /”c Lkﬁrj al}(t, I)dtdﬂ?

T 0
— / / — Ly, (t, x)v(t, x)dtdx
T Qp ot ’

Aqui devemos observar que Lp,, = u, ()Y, (|z])]a, = ur,(2)

Q,, entao

9 _ 97~ _ 0 ~ a1 =~ P,
Lygur, = 5 Lgur, = 35Uy, em (1,,, entao H&Lkuw ¢ uniformemente

ot ||LP’ (6, T;W=1P (Q;, )
limitada. Do Teorema 1.3.2 concluimos que {Lkﬂrj} possui uma subsequéncia convergindo

fortemente em L?(0,T; L*(Q,,)). Portanto, passando a uma subsequéncia se necessério,

(5.28) Lil,, — upeo em  L*(6,T; L*(2,)).

Assim, como b,’ ¢ uniformemente limitada em L*(7,T; L*((2,,)) temos que {b,’} possui
uma subsequéncia (denotada da mesma forma) que converge fracamente para um b° em

L*(7,T; L*(Qy,)). De A1 segue que b° € B(t, Ugoo).-
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A partir de agora nosso objetivo passa a ser mostrar que {VL,ﬁT].} é uma sequén-
cia pré-compacta em LP((3,7) x €, ). Vamos usar o Teorema de Frechet- Kolmogorov,
[13]. Assim, para checarmos as hipoteses deste teorema, precisamos garantir que, dado

e > 0, existe 0y > 0, tal que
HThVLkarj — VLkaerLp((&T)XQTk) <eg, se ‘h| < dg, V7,

onde h = (hy, hy) € R X R™ e 7,V Ly, (t, x) = VL, (T + he, 2 + hy).
Sem perda de generalidade podemos supor que existe dy tal que, para todo j,

0o < dist (er_l, EQTj). Para cada 7, sabemos que a equacao

éurj (t, )

(5.29)  —Apu,(t, @) + |y, (¢ 2)|P 2, (6 2) + ury (L x) = B(t, uy, (t2)) — ™

¢ satisfeita = qtp em (), e para todo t > 7. Em particular,
(5.30)

— ATy, (8 )+, (6 ) P2y (E @)+, (E 2) = B(t+he, Thue () — = Thuy, (8, 2)

0
ot
¢ satisfeita z qtp no conjunto 2., estendendo por zero fora de €., e para todo ¢ > 7.

Fazendo (5.30) — (5.29), teremos para toda ¢ em C*((6,T) x R") que,

f6 fQ (|V7’huT )|p_2VThuTj(x)—|Vu,«j(x)|p_2Vu,«j(x)) Vo +

(|Thu7'j (x)|p_27—hu7“j (ZE) - |u7’j (l’) |p_2uTj (I)) 2 +

(5.31) (Thur, () = ury (x)) @ da dt _
faT fQTj (B(t + hy, Thuy, (z)) — B(t, ur, (7)) @ _

(2 T, (@) — 2w, (2)) da dt
A partir de agora, vamos escolher ¢ adequadamente para podermos concluir
o raciocinio. Fixemos j e h e observemos que se |h| for suficientemente pequeno a
funcao myu,, — u,, pertence a WH*((6,7) x R"). Sendo assim, existe uma sequéncia

Om € C(R™1) tal que
Om — ThlUyp, — Up, €M L*((8,T) x Q,,) e

Vom = mVu,, — Vu,,  em L*((6,T) x Q,,)
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onde (6,7) CC (7,7T). Além disso,
lomllzomyxe,,) < Ity = unllL2@omyxan,) < 2llunll26mxan,)

IVemllamyxa,,) < IV, = Vurll2r)xe.,) < 2V [l 260,
Finalmente, voltando a (5.31), temos

1315 (IV7hu, () [P~ 2 Vi, (2) — |Vu,, (@) P72V, (2)) Ve, +
(It ()2t () = Jur, (@) P17 (2)) fr "
(5.32) (Thttr, () =ty (7)) @ d dt =
J3 o, (Bl + b, myu, (2)) = Bt ur, (2))) o -

(gt ThUr, (z) — % Ur]-(l‘))gom dx dt
Tomando o limite em m e usando a Desigualdade de Tartar (Desigualdade 1.1.1)

temos que existe \q que depende apenas de p e n tal que

Ao [[70 Yy, =V, )+ o [|mhr, =, o+ ||, —

||LP( (6,7) % Hi?((&T)Xer)

T
< ( /5 1B+ Do, 7,0, ()2,

T
B bt ) g ) i, = sy,

()

(((ST)X]R")) ||Thu7"]’ - U’TJ'HL2(((S,T)><QTJ') .

HLP 6T)><Q

L2((8,T)xR™)

N 0
— Uy,
ot |
Usando que u,, € W'?((a,b) x R"), onde (§,T) CC (a,b), pela Proposi¢ao IX.3
em [13] temos
170, = [l 225 x ) < ChlR]

com Oy = () <Hvu7-j|’L2((§7T)Xer) + H%uerLQ((&T)XQTjJ ou seja, uniforme em j.
Logo,

|7 Vu,, — Vu,, < Cy|h|'/?

HLP ((0.7)x2;)

|7V, — Vu,, < Cy|nV? =0

||LP((5,T)><Q,nk)
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quando h é pequeno. Entdo, pelo Teorema de Frechet- Kolmogorov [13], {V L, } ¢ uma
sequéncia pré-compacta em LP((6,T) x €,.).

Assim, VL, — Vige em LP([1 + Ty, T] x Q,,) € L'([7 + Ty, T] x Q,,). Além
disso, temos Ly, — koo em L*([1 + Ty, T] x Q,,) C L'([7 + Ty, T] x Q). Logo,

(5.33) Ly, (t,2) — upoo(t, ), q.t.p (t,x) €7+ T, T] xQ,, e
VL, (t, ) — Vurso(t,z), q.t.p (t,2) € [7+To,T] x
Como a funcdo z — |z|’ > z, é continua, entdo

|V Ly, (t, )"V Ly, (8, @) + | Ly, (8, 2)|7 Ly, (t, )

— | Vithoo (t, )77 Voo (£, ) + [thpoo (£, ) [P tpoo (£, )

q.t.p (t,z) € [T+ To, T] x §,,. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

que
r -2 -2
/ / VL, |7 VL, Vo + | Ly, |7 Ly, v
7+To QT}C
T
—>/ / |Vu;wo|p_2 Vukoon+|ukoo|p_2 UkooV
T+To erc

para todo v € C([1 + Ty, T] x Q).
Finalmente voltando a (5.23) e passando o limite quando r; — oo temos Vv €

Cx((t+T16,T) x )

T

2 S, —uneo(t, ) 5 (8, @) 4 [Vtroo (t, 2) "™ Vuroo (£, 2) Volt )+
(5.34) koo (£, ) [P % oo (t, 2)0(t, ) +

Ukoo (t, )V (t, ) — B(t, ugeo(t, x))v(t, )dxdt = 0

A seguir mostraremos que algumas propriedades da solu¢do u., de (5.1) exibida

acima.

Lema 5.0.13 Dados Ty > 7 e ug,, € L*(R"), eziste ¢ > 0 tal que Hukm(t)HLoo(Qrk) < o,
t gtp em (Ts,T), qualquer que seja k € N.
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Demonstragao: Como Lil,, (t) — ure(t) em L*(€,, ), entdo existe uma subsequéncia

de {Lk@.j (t)} , que vamos denotar da mesma forma, tal que
(5.35) Lyt (1)(2) — ugeo(t) (), qtp em (75, T) x §,,.

Do Lema 5.0.8 concluimos que Hurj <, qtp em (Ts,T) e uniforme-

Ol <0,
mente em j. Logo, de (5.35) temos que

(5.36) koo (Dl e,y <7 attp em (T, T).

Observagédo 5.0.10 Dado Ty > 7, |[tieo(t)|| poo(gny < 1 qtp em (Ts,T). De fato, suponha
que ezista E C R™ com m(E) > 0 tal que us(t)(x) > n,o € E. E possivel escol-
her k > 0 tal que E, := ENQ,, tenha m(Ey) > 0. Logo, como E;, C E temos que

oo (D) | ooy >, VE € (T3, T"), mas isto contradiz o lema anterior.

Observacao 5.0.11 2u,, € L*(§,T; L*(R")). De fato, como {%ﬂm} € uniformemente

ot
limitada em L*(6,T; L*(R™)), entdo 24, — Sus em L*(5,T; L*(R")). Assim
0 ~
H—uoo < lim inf || =, )
O pppreey 7 100 2 llereen)

Lema 5.0.14 u,, € C((6,T); L*(R"™)).

Demonstragdo: Ja provamos que uo, € L*(6,T; L*(R")) e Lu,, € L*(5,T; L*(R"))

qualquer que seja ¢ > T.

Seja

(5.37) at) = { Uso(t), t€[0,T]

0, caso contrario

Por regularizagao da fungao @ : [0, 7] — L*(R™) n6és podemos obter uma sequéncia

de fungoes {u,,} C C'([8, T); L*(R™)), tal que

Uy — u  em L*(5,T; L*(R™))

d d 2 .12 n
gplm 7 U em L°(4,T; L*(R"))
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¢ claro que 54 [t ()|l 2@y = (G tm (1), um(t)>L2(Rn) entdo para todo t* temos

: /.
539 ol = @)y +2 [ (Gun@hun()) o
L2(R)

* *\ |2 T 2
Escolha t* tal que Hum(t )HLQ(Rn) = ﬁfg Hum(t)HLQ(]Rn)-

Vamos estimar a integral em (5.38). Pelo Teorema de Riez p.81 [13] temos

d
(5.9 (Gon@m@) | < Gon@)] ol
L2(R™) L2(R™)
Voltando a (5.38)
oDl < g [ Oy +2 [ | @) ol
Um 2(MR") > 4 U, 2(Rn —Um\O U, 2(Rn g
e S5 | ORI A 7 oy @)
Usando a desigualdade de Young temos
T t 2
2 1 2 2
i Oy < 77— [ Wil [ Gom@)] |+ lnlen o
Entao
2
sup Oy <€ (||l
te(8,T) 2(6,T5L2(R™))

Como {ZLu,,} e {un,} sdo sequéncias de Cauchy em L*(6, T; L*(R™)) entdo {u,, }
¢ uma sequéncia de Cauchy em C([4, T]; L*(R™)). Disto segue que u € C([6, T]; L*(R™)).
H

5.1 Existéncia e Semi-continuidade superior do Processo Multivoco

Nesta se¢ao definimos o processo multivoco U associado as solugoes de (5.1) e
provamos que ele é semi-continuo superiormente.

Seja ug € L*(R™) e denote por D(ug) o conjunto de todas as solugoes de (5.1), no
sentido da Definigao 5.0.1, correspondentes ao dado inicial ug. Denotemos por p(L*(R™)) o

conjunto de todos os subconjuntos nao-vazios de L?(R"). Definimos a aplicagao multivoca

Ut,7): L*(R") — p(L*(R")), —oo <7 <t< 400

por

Ut,m)ug = {z € L*(R"); 3 u € D(up);u(r) =uo e u(t)=z}
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Lema 5.1.1 Mostremos que U, como definido acima, é um processo multivoco em L?(R™)

ou seja, satisfaz as sequintes condi¢oes:
1. U(r,71) = Id,

2. Ut,m)vCU(t,s)U(s,7)v,Vt > s > 1,Yv € L*(R").

Demonstracao: Para mostrarmos I basta olharmos para a definicao de U. Dado v €

L*(R™) temos que
Ulr,)v={z € L*(R");3 ueDw);u(t)=v e u(r)==z}={v}.

Para mostrarmos 2 tome z € U(t,7)v entdo existe ¢ € D(v) tal que p(t) = z
e (1) = v. Claramente, ¢(s) € U(s,7)v. Se definirmos ¥(t) = ¢(t),Vt > s temos
que ¥(t) € U(t,s)p(s) ou seja, (t) € U(t,s)U(s,7)v. Portanto, z = ¢(t) = ¢(t) €
U(t,s)U(s,T)v. |

Para provarmos a semi-continuidade superior do processo multivoco U vamos
tomar uma sequéncia convergente de dados iniciais e uma sequéncia de problemas da

forma:

0, m : m
(5.40) iUy, — div <‘Vurj

u (7, x) = ug, (¥), = €€,

p—2
Vu@) + \u?;\p_Qu’]; +u € B(t,z,u), t > 7

~ m—0o0 ~ m—0o0 .
Afirmacgdo 1: Se uJ' "= wug em L*(R") entdo ugy, = Uo; em L*(Q,) uni-
formemente em j.

De fato,

2

dx

2
m m
Uu — Uy, = U, — Uy,
H 07'j 07’] 9 / ‘ OT]' 07‘]
L (Qv"]-) Qr;

2 2
- / i — o2 i, (J2])| de
]
<[ 1 -wlde< [ - wlde
7"7' n

= [lug’ — u0|‘i2(mn) —0

uniformemente em j quando m — oo.
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. . . L. m—oo
Lema 5.1.2 Seja {u’g,i} uma sequéncia de dado iniciais, tal que ug.. —  Upr, em
J J 7

m—00

L*(R™). Entao para todot > T ut(t) =" up(t) em L?*(Q,,), uniformemente em j, onde

(1) € uy,(t) sio solugoes de (5.40) com dados iniciais ug, e uoy,, respectivamente.

Tj

U

Demonstragdo: Se ug; ¢ uma solucdo de (5.40) entdo existe b" € L*(7,T; L*(2,,))
com b;? € B(t, z, u;r]‘) q.t.p t € [1,T]. Das Hipoteses A.1 e A.2, usando as estimativas em
dominios limitados feitas na Sec¢ao 5.0.3, temos que o conjunto B(t, z, ujf;) ¢ uniformemente
integravel em L?(Q,). Logo, pelo Teorema 1.3.1 a sequéncia {u;’;(t)}meN é pré-compacta
C([0,T]; L*(,)). Ou seja, existe uma subsequéncia, que denotaremos da mesma forma,
tal que w"(t) — u,,; (1) em L?*(€,,). Da mesma forma que fizemos na Proposicao 3.2.2 &

possivel mostrar que u,,(t) ¢ uma solugao do problema (5.2). [ |

Proposigao 5.1.1 Seja {ul'} uma sequéncia de dados iniciais em L*(R™) com uf' — wg

em L*(R™). Dado u™(t) € U(t, T)ul* temos u™(t) — u(t) em L*(R™) e u(t) € U(t, T)uo.

Demonstracido: Se u]' — up em L*(R™) temos pela Afirmacao 2 que g, = Uoy, em
L*(Q,) uniformemente em j, entdo pelo Lema 5.1.2 se u;"(-) e u,,(-) sdo solugdes de (5.40)
e (5.2) com dados iniciais ug, e uo,, respectivamente para todo t > 7, w" (t) — u,, (1) em
L?*(Q,,), esta convergéncia ¢ uniforme em j quando m — oo.

Ou seja, dado € > 0, existe M > 0 tal que

<€/3, ¥Ym>M, Vt>r.
12(9,)

(5.41) ‘

(b — uy, (t)‘

Para cada t, 7 fixos seja Ty > 0 tal que t — 7 > Tj. Fixe k > 0 qualquer tal que
Q. C Q. Em Q,,, com as mesmas notagoes do Teorema 5.0.1 temos Lkﬁ;?;f = Lyt,; em
L*(Q,,) Vt > 7, uniformemente em j.

De fato, dado € > 0, tome M > 0, como acima, e teremos

2
~m ~
HLkuTj — Lkurj

L2

~ [ e - La,@F < [ ) - (o) s
" )

.
De (5.41) temos

< €/3, Vm>]\7, vVt > 1.

(5.42) HLkW — L,
3 / L2(Q))

u(t) = (1)

L2(Q,) ‘

uniformemente em j.

Do Lema 5.0.13 temos que dado € > 0 existe J > 0 tal que

(543) ||Lkarj(t) — ukOO(t)HL2(Q ) < 6/3, Vj > J, Vt—71 > T
Tk
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entao para cada m existe J,, tal que

(5.44) HLkuAmTj(t) - u;g)o@)‘ <e/3, V> Jn, V-1 >Th

L2(Q0)

Assim dado € > 0 seja M(e) > 0, como em (5.42). Seja m > M(e) para j >
max {J, J,, } , escolhidos como em (5.43) e (5.44) temos para todo t — 7 > T.

m um m
Jufie(t) = wise (Ol < | 2600 = )],

+ HLkﬂﬁj — Ly, Jt || Ly, (t) — ukoo(t)HLQ(Qrk)
Tk

L2(Q

<€/3+€/3+¢€/3=¢

Portanto, como k > 0 é qualquer v™(t) — u(t) em L*(R"), para todo t — 7 > Tj.

5.2 Existéncia do Atrator Pullback

A partir desta secao vamos considerar que o termo perturbativo B no problema
5.1 satisfaz uma condicao que garanta a unicidade de solugao, conforme a Observacao
5.0.3.

Lema 5.2.1 Para qualquer solugdo fraca u do problema (5.1) temos

< Koo 2 )
U

d
ol < Kol |G
onde K1 e Ky sio constantes que dependem de |[uol| p2gn) ,

X = L*(1,T; L*(R™) N LP(r, T; WY?(R™)) N C([r, T]; L*(R™))

U= L*r,T; L*(R")) + L* (r, T; (W"P(R™))).

Demonstragdo: Como u ¢ uma solugio fraca temos que existe b € L*(7, T; L*(R™)) com

b € B(t,x,u). Pela defini¢do de solugdo fraca temos

1d

2 2
5 g 1@ z2@ny + VO Lo gn) + 1Oz gny + a2y = /R b(t, x)u(t, z)
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q.t.p em t. Pela Hipotese A.2 temos

1d

2 2
5 5 gy 1FCE) gy + Oy + ()

< / L(t, z)u(@)*(Ju(2)|"* + 1)

. |L(t, )l [u(z)]” + B @) @)l

1 2 1 q
:/n5|L(t,x)|n|u(9€)| +/WX|L(t7x)IA|u(x)I

para 7 e A positivos. Aplicando a Desigualdade de Young com r = £ e 0 = w I;)q e oS
seus conjugados ' = £ e ' = —T2—— respectivamente, teremos
p—2 np—(n—p)q

1d
S d ||u(t>||i2(Rn) + [[Vu(t )HLI’ rry T Hu( LP Ry T lut )HiQ(R")
< — / |L(t, x)[P/P~ 2da:+ — | |u(t,x)Pdx
rn’“ T Jrn
% N
g | e+ G [ ),

onde p* = n"—i. Usando teorema I1X.9 p.162, [13] existe uma constante C' que depende
apenas de p e n tal que

1d 9 2
[u()lz2 @y + V)7 @n) +|IU( [Zo@ny 102 @n)

2dt
< )|P/P-2d + 77— lu(t, ) Pdx
/\9
¥ oo / L(t, 2)| da + CT Vu(t, )| dz.

Escolhendo n e A tao pequenos tal que <1 CA ) >0e (1 - —) > 0 temos

1d o\
——mmﬁmﬂ+0— )Nwmmm+( )mommﬂﬂmmmw)

1 ,
L(t, x)[P/P—2d / L(t.2)|"d
r'nr /Rn| ()] ”Hw@’ Rn| (t, @) dw

(5.45)

T

Fazendo M = min{(l — C(;\/e ) , (1 — 777)}7 M, = #, My = ef_iﬁ’ e integrando de 7 a t

temos para todo t > 7
t
2 2
)]y + M (IO + N | +2 [ T03) ey

t t
< HuoHiz(Rn) + 2]\/[1/ . |L(t, )PP~ 2dxds + 2M2/ |L(t,2)|" dx.

R
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Por hipotese L € LP/P=2)(R x R") N L"?/(p=(n=p)a)(R x R™) portanto para todo t > 7

t
2 2
() 72y + M IV @ny + 1O Lo @n | + 2/ ()| 72@n) ds
< Ky (J|uoll72gm)-

Ainda da definicao de solucao fraca temos

d
(5.46) au——Au—u—l—b q.t.p (t,z) e R xR",
onde Au : WHP(R™) — (WHP(R™))* ¢ definido por
Au(v) = |Vu(x)|P*Vu(x)Vo(r)dz + |u(z) [P~ u(z)v(z)de.
Rr Rr

Vamos olhar para a primeira parcela do lado direito de (5.46):

Afirmacao: —Au € LY (7, T; (W'P(R"))*). De fato, temos
H_AUH(WLP(]R"))*) < SUPvew L (R™); 0]l y1,p ) <1 {/Rn |VU($)’p_2|VU($)\WU@?)WE
+ [ @ @)l lo()lds]
Usando a Desigualdade de Holder teremos

| —Aul| (W1.p(Rn)) HVUHLP(R") + HUHLP Rm) — HUHWIP(Rn) :

Entao

=l ooy = | 1= A0 oy 0 < [ Tt

2
&/w VT eyt < K (102

Como u ¢ uma solugdo fraca de (5.1) a segunda parcela de (5.46), (—u + b),

claramente pertence a L*(7,T; L*(R")) e além disso,
= 2
[—u+ bHLQ(T,T;LQ(R")) < K1(||u0||L2(R"))‘

Portanto 4u € L¥ (7, T; (W' (R"))*) + L*(1,T; L*(R")) e entdo

<,
dt

: d
= inf { = Aull L (o @eyyey + 1=+ 0l o 2@y 5 T —Au+ (—u+ b)}
U

< N=Aull g s ooy + =1+ 0l g2y
> 2
< Ki([luollz2gn))
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Observacao 5.2.1 Da Hipdtese A.2 temos que
L € /(P2 (R x R") N 1,70/ (np—(n—p)q) (R x R") N C(R, L®(R"))

entdo para todo t € R temos [*__ [o, e 29| L(s,x)|"dvds < 1 HL(t)Hioo(Rn), onde ¥ =

P _
o3 ou 9= P o onde 2 < q < p.

Lema 5.2.2 Se u é uma solugdo fraca do problema (5.1) entao para todo t > T
2 ! 2
—2(t—s —2(t—7
o) ey + 20 [ € o) By d < €720 ey + <(0)

com (t) = 2M; fioo Jan e 2=9)| L(s, x)|P/ P~ ds+2 M, ffoo Jan e 2t=9)| (s, x) |7/ (np=(n=p)a) 5
M, M, e My constantes dadas no Lema 5.2.1.

Demonstragdo: Como u ¢ uma solugdo fraca de (5.1) existe b € L*(,T; L*(R™)) com

be B(t,z,u) e de (5.45) temos
1 d 2 P p 2
2ds ||u(8)||L2(]R") +M |:||VU“(S)HLP(R”) + HU(S)HLP(R")} + ||U(S)”L2(Rn)
< M, |L(s,x)[P/P~2dz + M, |L(s,2)|" dx
R™ R™

Multiplicando a equacdo acima por €?* e integrando em s de 7 a t temos

2 ! 2
[u() 72y +2M / e 2 )[Ry ds < €72 o2y

t t
+ 2M1/ / efz(tfs)’L(S’ x)\p/(p*”dxds + 2M2/ / 672(#3)%(5’ x)‘np/(npf(nfp)q)dxds’
— 00 n —00 n

Portanto, para todo t > T,

t
2 —2(t—s —2(t—r 2
|IU(t)||L2(Rn)+2M/ 2 () Gy ) ds < €72 o 2y + C(8)-

Lema 5.2.3 Dados u uma solu¢ao qualquer de (5.1) e € > 0, existe T = T'(¢) > 0 ¢
R = R(e) > 0; tal que

/ lu(t,z)| dx < e,Vt — 7 > T,r > R.
2l >3
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Demonstragao: Seja a funcao de classe C!

, 0<s<1
(5.47) p(s) =9 0<p(s) <1, 1<s<2
1, s>2

a qual obviamente satisfaz |¢'(s)| < C, para todo s € R™.
Defina ¢,.(z) = go(‘f—f),x € R". Se u ¢ uma solucdo fraca de (5.1) temos por
definicao

(ug, Pu) — {div (|VulP "> V) + [ul’ " u, ¢Pu) + (u, @Pu) = (b(t, z), PPu)

q.t.p t € R, uma vez que usando o Lema 5.2.1 temos que @Pu € L*(7,T;L*(R™)) N
LP (7, T; WHP(R™)).

Vamos olhar para cada parcela separadamente:
(wep) = [ wle)et(o)uta)da
— [ @) oo
- / () @) u(a) e = () )

(5.48) H U@y /2HL2 (R™)

2dt

Da segunda parcela temos

— (div (|Vu"? V) + [u]" " u, P (2)u) = (Au, oPu)

— [ V@) Vu@) V(e wu(a) + o) ula) (G wula)da
= [ IVu@) Vu@) Vule)g @) + [Vula)P ™ u(@) Vu(a)er o)y (L) e

+ [ (@) ul@)eb (z)u(z)de

R”

Vala)l ¢2a) + (o) Ha)do + [ [Tu@l u()Vula)t (@) (u) LR

R

(5.49)

_ 7 |z|*\ 2px
= IV e+ N + [ V0P a5t (21) 2o
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Observe que como ¢ (‘f—';) = O para |z| < re |z| > v/2r e usando que | (s)| < C,

para todo s € R temos

[ vuwr v e () Za

r2

V()P |Vu(z)] |u(x)] |2

R

>\ | 2p ||
(2 (7"_2 7"2 dx
2pC'/2r

2 / V(@) u(z)| de
r r<|z|<v2r
2pC\/2
T

< Vu(@)"™" fulz)| de
Rn

Usando a desigualdade de Holder com % + % = 1 temos

r2 r2

1/q 1/p

gmﬁ( |Vu<x>|<p“‘J) ( |u<w>|”)
R"L Rn

QpC\/_

V(@) P2 ule)Va(e)e? (2)p (L) w4,

R

(5.50)

IN

Vu ||Lp R™) ||u||LP(R")

Na terceira parcela temos

(5.51) (u, phu) = H“9‘7p/2HL2(Rn)

Finalmente, na ultima parcela usamos a hipotese que garante a unicidade de

solucao ou seja, B é globalmente Lipschitz entao

(b, 7, ), ) = / bt u) g (ule)dr

|L(t, )| |u(t, )P} (z)dz

R

Escolhendo 17 > 0 e aplicando a Desigualdade de Young

ottt = [ |

Fazendo r = g er = 1%2 temos

r

(L) + Llult, o) | @h(a)da

_p_ 77T
(b(t, x, u), lu) = M s Lt 2) 7= er(@)dz + = [[u)@r Lo gan) -

Usando que ¢?(z) = 0 para |z| < 7, ¢P(z) = 1 para |z| > V/2r e ¢?(x) < 1 para
r < |z| < +/2r temos
' 2
Otz ) e20) < T Qoo + M1 [ (L) da

|z|=r
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Como L € LP/P"2(R x R"), dado € > 0, existe R > 0, tal que
/ |L(7f,9:)|]”/p*2 de <€, r>R,qtp. telnT)
|z|>r
Ento
n ~
(5.52) (ot 2, u), ppu) < == [[u@)@rllzogn + M
Usando (5.48), (5.49), (5.51) e (5.52) temos q.t.p em ¢
p/2HL2 (R™) + ||VU( )(JDT’HLP R7) + ||U( )(JDT‘HL:D R™)

|Vuaa»w*u@ﬁVua¢wp¢%%xm9(EL)2x¢r

72 r2

a0

Rn”

n"
||U p/QHL2 )S r || ()#TH P(R™) 16
Escolha n > 0 tal que k := (1 —n"/r) > 0 entao

B dt H p/2||L2(Rn + k|| Vu(t )QOTHLP rr) T [Ju(t )907"||Lp rr) T Hu t)@g/QHiz(Rn) dx

2
<anE- [ [Dutt ol 2t vuteaper w0 (4 ) e
Rn r2 ) r
Usando (5.50) temos
- ZpC\/_
Oy + I ey < 57 + LY Ty 0 -

Usando a Desigualdade de Young temos

th )2y + Oy < ME
2pCV2 [p—1

# 22 L U0 ey + 5 IO

Portanto, q.t.p em ¢ temos
_ 2p-10CV2
Zdt H p/2HL2 Rn) + [|u(t p/2HL2 Rn) <M1€++H u(t) [y @y
2
Faga Y (s) := [o. |u(s, x) )2 (:1:)‘ dr. Entao q.t.p em s teremos

P(o)+ 2v(s) < a7 A0 7OV2

lu(@) 0y

Multiplicando a equacdo acima por e?* teremos

i [Y(S)GQS] < Meer /Y7 Alp — )C\/_ e2s

= () sy
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Integrando de 7 a t temos

4(p —1 2 [t
Y(t) < Y(r)e 2= 4 Me+ A~ 1)CV2 / e 2 |u(8) [ Fy1p gy ds-

r

Usando o Lema 5.2.2 temos para todo t > 7

_o(t—r ~ 2(p=1)CV2 [ gy
Y (8) < ool geny 20 4 M 22N (o g, ).

Assim, dado € > 0 existe T = T(e) > 0 ¢ R = R(¢) > R tal que para todo

t—7>Ter>R
Y (t) :/ lu(t, 2) ()| do < e.
R”
Ou seja, paratodot —7>Ter > R
/ lu(s, z)|” dz < / |u(t,x)gof,’/2(x)‘2dx <e
|z|>V2r R
[ |

O proximo resultado mostra que o grafico da aplicacao univoca v — U(t, T)v,

para todo t > 7 e todo v € L*(R?) é fracamente fechado.

Lema 5.2.4 Seja 3,, — 3 em L*(R") e seja &, € U(t,7)Bm com &, — & em L*(R")
entao & € U(t,7)0.

Demonstracao: Seja j,, uma sequéncia crescente de ntimeros reais tal que j,, — oo e
seja €2, como na demonstragao do Teorema 5.0.1. Para cada m seja u,, uma solugao
da equagao (5.2) em €2, com dado inicial u,, .
De forma inteiramente aniloga a demonstracao do Teorema 5.0.1 mostramos que
para cada k > 0, Lyu,, — Lyt em L*(7,T,L*(€2,,)), onde uy, é solucao fraca de (5.1).
Para concluir basta deduzir que u.(7) = (§ e que uy(t) = . Para isto, vamos

mostrar que Lyu,, (r) = Lyus(r), para todo r € [r,T], em L*(€,,). Primeiramente,

como fizemos na demonstragao do Teorema 5.0.1, podemos notar que {8Lk;”’" } é uma
sequéncia limitada de L¥(r,T; (W'?(Q,,))"), entdo Lyu,, : [1,T] — (W'P(Q,,))* é
uma familia equicontinua de fun¢ées. Para cada r € [r,T] fixo, temos do Lema 5.2.1
que ”Lkurjm (r)HiQ(Qrk) ¢ uniformemente limitada em j,, entdo Lyu,, (r) = Liuso(r) em

L*(Q,,), q.t.p em r, quando j,, — 00, ou seja

/Q (Litr, (r) — Lyuso(r))e(r)dz — 0, para todo ¢ € L*(€,,).

"k
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Em particular,
/ (Liur, (r) — Lruso(r))p(r)dz — 0, para todo p € W'P(€,,),
Qr,
uma vez que W?(Q, ) C L*(Q,,). Portanto, Lyu,, (r) — Liyus(r) em (W'?(Q,,))*. De
fato

| Litur,,, () = Litioo () || wrr (g, )+ =

Supvewl,pm%);”U”WLP(Q%)<1/Q (LkUij (’f’) — Lkuoo(r))v(r)dx — 0
Tk

Aplicando o teorema de Ascoli-Arzela deduzimos que { Lyu,; (t)} é uma sequén-
cia precompacta em C([7, T]; (W'P(Q,,))*).

Portanto, como Lyu,, — Lpus, em LY (7,T; (W'P(Q,,))*), passando a uma sub-
sequéncia temos que Lyu,, (r) — Lypus(r) em C([r,T]; (W'P(Q,,))*). A limitacao de
Lyuy, (r)em L?(€,,) implica por um argumento padrao que Lyu,, (1) = Ljus(r), em
L*(Q,,) para todo r.

Em particular, Lyu,, (7) — Litoo(T), € entdo Liue(7) = L. Como k é arbi-
trario temos us(7) = . Argumento similar prova que uy(t) = &.

[ |

Pelo Lema 5.2.1 temos que o Processo é dissipativo. Assim, para garantirmos a

existéncia do atrator pullback basta mostrarmos o préoximo resultado:
Lema 5.2.5 O Processo {U(t,7)},~. € assintoticamente compacto.

Demonstracao: Seja {¢,,} uma sequéncia qualquer com &,, € U(t, 7,,)ug’, onde uf* €
B C L*(R") limitado. Pela dissipatividade &,, — & em L*(R"™).

Seja 7, < 79 < t um namero arbitrdrio. Temos pela definicao de Processo
que &, € U(t,m)uy = U(t, 70)U (70, T )ug'. Entdo existe 5, € U(1, Tm)ug tal que
&, € U(t,10)B, e ainda pela dissipatividade 3, — &, em L?(R") entdao, pelo Lema 5.2.4,
e U(t,T0)én e ||§||L2(Rn) < lim inf||§m”L2(IR{")

Vamos provar que lim sup [|&n || 2 (@ny < [|€]] 12(gn) € entao teremos que &, — § em
L?*(R™) ou seja, o processo ¢ assintoticamente compacto.

Dada u solugdo fraca de (5.1) existe b € L*(7,T; L*(R")) com b € B(t,x,u) tal
que

1d
5 77 1O 2y + 1V gy + 1) 1y + 16O 720y = /R b(t, x)ult, z)dx
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q.t.p em t. Multiplicando a equacao por e teremos

d S S
(Ml B ) =2 [ et a)utt ) — 26 (s e -

Integrando de 7 a 7y temos para todo t > 7

70
||u(70)||;(w):||u0\|iQ(Rn) e—2<t—r)+2/ / e 2= (t, x)u(t, x)dxds

T0
(5.53) =2 [ e d

Seja {uy,(+)} uma sequéncia de solucoes fracas tal que u,,(79) = &, € U (T) = B
Como u,, ¢ uma solugio fraca existe b, € L?(7,T; L*(R™)) com b, € B(t,z,u,). Como

um, satisfaz (5.53) temos

70
2 2 —2(t—T —2(t—s
H§m||L2(Rn) = ||ﬁm||L2(Rn) e 2 — 2/ e 2 Hum(s)Hgvlm(Rn) ds

70
(5.54) —i—2/ / e 2=, (t, @)U (t, x)dzds

Vamos olhar cada termo separadamente. Como f3,, ¢ limitada em L?*(R™) temos

que
(555) ||6m”iZ(Rn) e—Q(t—’r) < Me—Q(t—T)7 Vn.
Além disso, do Lema 5.2.1 temos
70
lim sup,, ... (—2/ e 20 [ (s )lep R™) )
! 70 2(t—s)
. . - —2(t—s p
= —lim 1nfm_,oo/T e HUM(S)“WLP(R") ds
70
(5.56) <=2 [ (o) [y

Antes de analisarmos o lim sup da ultima parcela observe o seguinte. Dado r > 0
qualquer, temos que u,, — u em L*(7,T; L*(£2,)). De fato, por hipotese temos unicidade
de solucao ou seja, cada u,, é uma solugao obtida conforme o Teorema 5.0.1 entao é
possivel mostrar que u,, — u em L*(7,T; L?(£2,)) pelo Teorema 1.3.2.

Portanto, u,, — u em L*((1,T) x Q,) entdo u,,(t,r) — u(t,z) q.t.p. (t,7) €
(1,T7) % Q.. Como r > 0 é qualquer temos que u,,(t,x) — u(t,z) q.t.p. (t,z) € (1,T) xR".

Vamos analisar a altima parcela.



118 CAPITULO 5 — Atrator Pullback e Trajetorias Extremas em L?(R™)

Afirmagao: b, € L*(1,T; L*(€2,)) e é uniformemente limitado neste espago. De

fato, como B ¢ globalmente Lipschitz por hipotese,

T
2
Iliirasion = [ Ibalia,

T
<@gy [ Ol

Pelo Lema 5.2.1 esta integral é limitada por uma contante que depende da norma em
L*(R™) dado inicial, ou seja, Hu’JLHZLQ(Rn) , mas esta ¢ uniformemente limitada em L?(R").

Logo, b,, — b em L*(7,T;L*(,)) e alem disso, como u,,(t,z) — u(t,z) q.t.p
em (t,x) € (1,7) x Q, temos pela hipotese A.1 que b € B(t,z,u). Como u, — u em
L*((1,T) x Q,) entdo

(72, (1 ), e (, 2 — (e 200b(t, 2), u(t,x))

)>L2(T,T;L2(Qr)) L2(7,T;L? ()

Além disso, usando a Desigualdade de Young temos

70 70
2/ / e 2007 (¢, 2) U (t, T) §/ G_Q(TO_S)/ b (2, ) |*dzds
T lz|>r T lz|>r
70
+/ 6_2(70_5)/ U (t, 7)|*dzds.
T || >r

Como por hipotese B é globalmente Lipschitz temos

70 70
2 [ et ayuntn) < WLy [ [ o) Pdads
T |z|>r T |z|>r

70
+ / e~ 2m0=9) / |t (t, 7)|Pdzds.
T |z|>r

Usando o Lema 5.2.3 temos

T0 T0
2/ / e 20=0p (8, 2 g (t, 1) < HL(TO)HLoo(Rn)E/ e~ =9 s
T || >r ,
0

+e/ e~ 2m0=5) g

< €[ L(70) | poo emy + €
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Portanto

lim sup,,— oo + 2 /TO/ e 2= (b, ) U (L, 2)dxds
= lim sup,, ., + 2/ / 2=)p, (t, &)U (t, ) dxds
+ lim sup,,,_,., + 2/ /| e 2, (¢, ) (t, ) dxds
a|>r
< 2/70/ e 2= (t, x)u(t, x)dxds
+<e ||L(703||LN(R") te

Fazendo r — oo teremos

lim sup;—oo + 2 /TO/ e 2E=9p () up (t, 2)dads
< 2/70/ e 2=p(t, x)u(t, x)dxds
(5.57) + < ellL(70) | ooy + €
Usando (5.55), (5.56) e (5.57) teremos
i sup 1 ey < Me07) =2 [ e u(s) o s
+2/T0/ e 2E9p(t, 2)u(t, x)dxds
+ €[ L(70) || oo gn) + €
Como & € U(t, 19)&,, temos
lim sup [|€n | z2zny < Me 7 + 1€l L2y — [€nllzam €2 + €L (70) | oy + €.
Passando o limite quando 7 — —o0 e ¢ — 0 teremos

lim sup Hgm”LZ(Rn) < ||£HL2(R")

5.3 Trajetorias Completas Extremas

Para provarmos a existéncia de trajetérias completas extremas devemos verificar
as hipoteses do Teorema 3.2.2. Para garantirmos condi¢ao de monotonicidade do processo

vamos provar um resultado de comparagao das solugoes de (5.1).
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Antes de enunciarmos o resultado de comparacao considere, como anteriormente,

Q,, :={z € R";|z| < r;} com r; — o0, e o seguinte problema

dr, — div (\ij i V@) +a, " a, +a, € Bt,a,),t > 7
(5.58) a,, (1, 2) = Ty, (x) € L*(Q,)
Uy, (t,x) = 0,2 € 0, Vt>7

Teorema 5.3.1 Sejam ug, uy € L*(R™) com uy < Uy. Entio existe uma solugdo us(+) de

(5.1) com dado inicial uy e existe uma solucdo U (-) de (5.1) com dado inicial Ty definidas

em [1,T) tais que us(t, ) < Us(t, ), para todo t € [1,T) e q.t.p. © € R™.
Demonstragao:

Pelo Teorema 2.3.4 dada uma solugdo u, (t) de (5.58) com
dado inicial ug,, existe uma solucao @, (t) de (5.58) tal que

u,(t,x) <7,,(t,7), paratodo te€[r,T) eqt.p. x€Q,,.

Considere u,,(t) e %,,(t) como na demonstracao do Teorema 5.0.1. Claramente
uy, (t,r) < ﬁ” (t,x), paratodo tec[r,T) eq.t.p. z €.

Fixe £ > 0 tal que r; < 7; — 1 e sejam Lkﬂ,,j e L;ﬁrj as restrigoes de u,; e U,
respectivamente a €2, C Q,.. Entao

(5.59) Ly, (t,z) < Llﬁrj (t,x), paratodo te€[r,T] eq.t.p. z€Q,

De (5.33) temos que Ly, (t, ) — ureo(t, ) q.t.p. (t,2) € (1,T] X Q,, e analoga-

mente, L;ﬁrj(t,w) — Ugeo(t, ) q.t.p. (t,x) € (1,7] x Q,,. Passando o limite quando
j — oo em (5.59) temos

Ukoo (t, ) < Upoo(t, )
q.t.p. (t,x) € (7,7] x Q,,.
Assim, como k > 0 é qualquer,
Uso(t, ) < TUno(t, )
q.t.p. (t,x) € (1,T] x Q,,. Do Lema 5.0.14 uy,, U € C((7,T); L*(R™)) entdo

Uso (t, ) < TUno(t, )

para todo t € [1,T] e q.t.p. © € R™.
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Finalmente, para verificarmos as hipoteses do Teorema 3.2.2 basta mostrarmos
que Urgt A(T) é limitado para cada ¢t € R, para isso vamos mostrar que o processo
multivoco é fortemente limitado dissipativo e entdao, pelo Teorema 1.4.5, teremos que
U,<; A(7) & limitado para cada t € R. Mas isso segue diretamente do Lema 5.2.2. Por-
tanto, o atrator pullback do problema (5.1) possui solu¢oes extremas de acordo com o

Teorema 3.2.2.
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