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ResumoNeste trabalho, estendemos algumas estimativas L1 provadas por Bourgain-Brezis no 
aso do 
omplexo de de Rham em RN para o 
ontexto lo
al de estimativas L1para 
omplexos elíti
os, a saber, aqueles asso
iados a uma estrutura involutiva elíti
agerada por uma família de 
ampos vetoriais suaves e linearmente independentes. Emparti
ular, obtemos uma versão lo
al da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para umsistema de 
ampos vetoriais elíti
os.Palavras 
have: estimativas L1, 
omplexo de de Rham, 
omplexos elíti
os, desigualdadede Gagliardo-Nirenberg.



Abstra
tIn this work, we extend some global L1 estimates proved by Bourgain-Brezisin the 
ase of the de Rham 
omplex on RN to the setup of lo
al L1 estimates for ellipti

omplexes, namely, those asso
iated to involutive ellipti
 stru
tures spanned by a familyof linearly independent smooth 
omplex ve
tor �elds. In parti
ular, we obtain a lo
alversion of Gagliardo-Nirenberg estimates for ellipti
 systems of ve
tor �elds.Keywords: L1 estimates, de Rham 
omplex, ellipti
 
omplexes, Gagliardo-Nirenbergestimates.
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Capítulo 1
Introdução

Em re
entes trabalhos Jean Bourgain e Haim Brezis têm publi
ado umasérie de resultados envolvendo estimativas para o sistema divergente-rota
ional. Um dosprin
ipais resultados nessa direção é a surpreendente desigualdade em L1
♯ (R

N ;RN).Proposição 1.1 Se u ∈ C∞
0 (RN) então

∣∣∣
∫

RN

~f.u
∣∣∣ ≤ cN‖~f‖1‖∇u‖N (1.1)para toda ~f ∈ L1

♯ (R
N ;RN) = {~f ∈ L1(RN ;RN) | div ~f = 0}.Quando N = 2 a proposição é trivialmente satisfeita pela desigualdade de Nirenberg [N℄

‖ξ‖2 ≤ c‖∇ξ‖1. De fato, 
omo div ~f = 0 então podemos es
rever f = ∇⊥ξ e então
∣∣∣∣
∫

R2

~f.u

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

R2

ξ.∇⊥u

∣∣∣∣ ≤ ‖ξ‖2‖∇u‖2 ≤ ‖~f‖1‖∇u‖2.Note que a desigualdade (1.1) poderia ser obtida trivialmente, sem a 
ondição de diver-gente nulo, se fosse válida a imersão de Sobolev do espaçoW 1,N em L∞, que de fato é falsa[Br, pg 286℄. Aqui denotamos o espaço de Sobolev W 1,N(RN ) 
omo o 
ompletamento de
C∞

0 (RN) na norma ‖∇u‖N . Claramente a estimativa (1.1) impli
a a 
lássi
a desigualdadede Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
‖u‖

L
N

N−1
≤ C

N∑

j=1

‖∂xj
u‖L1, (1.2)1



bem 
omo a desigualdade
‖Z‖

L
N

N−1
≤ C‖rot Z‖L1 (1.3)para Z ∈ L1

♯ (R
N ;RN). Enquanto (1.2) é obtido 
omo 
onsequên
ia de (1.3), não existeuma forma direta de deduzir (1.3) de (1.2). Entretanto, fa
ilmente podemos obter (1.1)de (1.3). Num 
ontexto mais geral, a desigualdade (1.3) foi obtida por Lanzani e Steinem [LS℄ na linguagem de formas.Teorema 1.1 Seja N ≥ 3. Então existe C > 0 tal que para toda u ∈ C∞

0 (ΛkRN ) vale
‖u‖

L
N

N−1
≤ C (‖du‖L1 + ‖d∗u‖L1) (1.4)desde que k 6= 1, N − 1. Quando k = 1 a estimativa (1.4) é valida substituindo ‖d∗u‖L1por ‖d∗u‖H1, no qual H1 é o espaço real de Hardy em RN . O mesmo vale substituindo

‖du‖L1 por ‖du‖H1 quando k = N − 1.Uma versão mais forte que (1.4) foi apresentada por Bourgain e Brezis em [BB2℄ no quala norma L1 é substituída pela norma L1 +W−1, N
N−1 de�nida por

‖f‖
L1+W

−1, N
N−1

= inf
f=g+h

(
‖g‖L1 + ‖h‖

W
−1, N

N−1

)
.Teorema 1.2 Seja N ≥ 4. Então existe C > 0 tal que para toda u ∈ C∞

0 (ΛkRN ) vale
‖u‖

L
N

N−1
≤ C

(
‖du‖

L1+W
−1, N

N−1
+ ‖d∗u‖

L1+W
−1, N

N−1

)desde que 2 ≤ k ≤ N − 2. Em parti
ular vale (1.4).A estimativa (1.4) tem sido estendida em muitas direções 
omo no 
ontexto de 
am-pos vetoriais 
onstantes ([VS2℄,[M1℄,[MM℄), 
ampos vetoriais sobre grupos homogêneos([CVS℄) e 
omplexos CR ([Y℄). Nós estamos interessados na seguinte questão: suponha-mos L1, ..., Ln um sistema de 
ampos vetoriais linearmente independentes 
om 
oe�
ientes
omplexos suaves de�nidos num aberto Ω ⊂ R
N . Nestas 
ondições, para quais sistemas aestimativa

‖u‖
L

N
N−1

≤ C

(
n∑

j=1

‖Lju‖L1

) (1.5)2



é válida lo
almente? Nós obtivemos o seguinte resultado.Teorema A. Seja L1, ..., Ln, n ≥ 2, um sistema elíti
o de 
ampos vetoriais. Então para
ada ponto x0 ∈ Ω existe uma vizinhança aberta U ⊂ Ω de x0 e C > 0 tal que (1.5) valepara toda u ∈ C∞
0 (U). Re
ipro
amente, se (1.5) vale então o sistema é elíti
o em Ω.Quando o sistema L = {L1, ..., Ln} é involutivo, isto é, 
ada 
omutador [Lj , Lk], 1 ≤

j, k ≤ n, é 
ombinação linear de L1, ..., Ln, então o sub�brado de CTΩ gerado por Lé denotado por (Ω,L) e 
hamado uma estrutura involutiva ou formalmente integrável.Exemplos de estruturas involutivas in
luem distribuições integráveis no sentido de Fro-benius, estruturas 
omplexas e estruturas CR. Se, além do mais, o sistema L1, ..., Ln éelíti
o, uma versão apropriada do teorema de Newlander-Nirenberg diz que a estrutura
L é lo
almente integrável ([Tr℄ e [BCH℄). Em parti
ular, existe um 
omplexo natural deoperadores diferen
iais dL (que pre
isamente é o 
omplexo de de Rham quando Lj = ∂xje j = 1, ..., N) e a seguinte questão pode ser 
olo
ada: vale uma estimativa análoga a(1.4) para o 
omplexo dL ? Este é o 
onteúdo do nosso segundo resultado.Teorema B. Seja L1, ..., Ln, n ≥ 2, um sistema elíti
o e involutivo de 
ampos vetoriais.Então para 
ada ponto x0 ∈ Ω existe uma vizinhança aberta U ⊂ Ω de x0 e C > 0 tal que

‖u‖
L

N
N−1

≤ C
(
‖dL, ku‖L1 + ‖d∗L, ku‖L1

)
, u ∈ Ẽk

0 (U) (1.6)para 0 ≤ k ≤ n e k 6= 1, n− 1.Quando k = 1 e k = n− 1 nós obtivemos um substituto similar ao apresen-tado no Teorema 1.1.Teorema C. Nas hipóteses do teorema anterior temos
‖u‖

L
N

N−1
≤ C

(
‖dL, 1u‖L1 + ‖d∗L, 0u‖h1

)
, u ∈ Ẽ1

0(U),

‖u‖
L

N
N−1

≤ C
(
‖dL, nu‖h1 + ‖d∗L, n−1u‖L1

)
, u ∈ Ẽn−1

0 (U),no qual h1 é o espaço lo
alizável de Hardy em RN .O texto está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2, nós apresentamosuma breve introdução sobre os re
entes resultados de Bourgain, Brezis, Van S
haftingen,3



Lanzani e Stein no 
ontexto das estimativas L1 para sistemas do tipo divergente rota
i-onal. Em espe
ial, desta
amos algumas té
ni
as e 
on
eitos bási
os da teoria que serãoutilizados no trans
orrer do texto. O Capítulo 3 tem 
omo objetivo 
entral a demons-tração do Teorema A. Na Seção 3.1 apresentamos a a�rmação prin
ipal do teorema, queé desta
ada pela Proposição 3.1, enquanto que a Seção 3.2 �
a a 
argo da re
ípro
a doresultado, que é enun
iada pelo Teorema 3.3. Ao �nal desta mesma seção, nós apresen-tamos um resultado de resolubilidade lo
al para a equação L1u1 + ... + Lnun = f . NoCapítulo 4 apresentamos a prova dos Teoremas B e C. Ini
ialmente, na Seção 4.1, nósintroduzimos o 
omplexo diferen
ial asso
iado a uma estrutura involutiva, em espe
ial,quando a estrutura é gerada por um sistema involutivo de 
ampos vetoriais 
omplexos. Naseção seguinte, sob a hipótese de eliti
idade do sistema, nós 
onstruímos a demonstraçãodo Teorema B. A demonstração do Teorema C é desta
ada separadamente na Seção 4.3.Já o Capítulo 5 é destinado a uma seleção de 
ontra exemplos. Em destaque, na Seção5.1, demonstramos que a desigualdade (1.6) não é válida quando k = 1 e k = n−1. Final-mente, no Capítulo 6 nós exploramos a validade de uma desigualdade de segunda ordemproposta por Bourgain e Brezis no artigo [BB2℄. Os Teoremas A,B e C são os prin
ipaisresultados do artigo [HP℄ publi
ado em 
olaboração 
om o professor Jorge Hounie.

4



Capítulo 2
Estimativas L1 para sistemas do tipodiv-rot
A primeira versão da Proposição 1.1 foi apresentada por Bourgain, Brezis e Mirones
u noartigo [BB3℄ no 
ontexto de 
urvas reti�
áveis em R3 . Em mais dimensões, o resultadoé enun
iado da seguinte forma.Proposição 2.1 Seja Γ uma 
urva reti�
ável fe
hada em RN 
om vetor unitário tangente
~t e Y ∈ C∞

0 (RN). Então ∣∣∣∣
∫

Γ

Y.~t

∣∣∣∣ ≤ cN |Γ| ‖∇Y ‖N .A demonstração original em R3 é bem engenhosa e remete ao uso da de
omposição deLittlewood-Paley. No entanto, Van S
haftingen apresentou uma demonstração elegante([VS4℄) fazendo uso das desigualdades de Morrey-Sobolev ([Br, Teorema 9.12℄). A equi-valên
ia entre a Proposição 1.1 e a Proposição 2.1 é esboçada no artigo [BB1℄ 
omo
onsequên
ia dos resultados de Smirnov ([S℄). Basi
amente, medidas vetoriais 
om di-vergente nulo são de
ompostas em 
urvas fe
hadas reti�
áveis em RN . Uma versão daProposição 1.1 é obtida para funções 
ujo divergente perten
e a L1(RN).Proposição 2.2 Existe uma 
onstante cN > 0 tal que para 
ada f ∈ L1(RN ;RN) 
om5



div f ∈ L1 vale
∣∣∣
∫

RN

f.u
∣∣∣ ≤ cN (‖f‖1‖∇u‖N + ‖div f‖1‖u‖N) , ∀ u ∈ (L∞ ∩W 1,N)(RN ;RN). (2.1)Neste texto nós denotamos f ∈ L1(RN ;RN), ou simplesmente ~f , um 
ampovetorial f = (f1, ..., fN) no qual fj : RN → R tal que fj ∈ L1(RN) para j = 1, ..., N .Analogamente vale a mesma notação substituindo L1 por C∞

0 , Lp, W 1,N , et
. Se u =

(u1, ..., uN) então de�nimos o produto de 
ampos da forma f · u =
N∑

j=1

fjuj. Quando ué uma função, o produto é de�nido da mesma forma 
om uj =̇ u para j = 1, ..., N . Anorma de um vetor em L1 (analogamente para outros espaços normados) é de�nido por
‖f‖L1 =

N∑

j=1

‖fj‖L1. Muitas vezes denotamos ‖ ‖Lp simplesmente por ‖ ‖p (analogamente
‖ ‖W 1,N por ‖ ‖1,N).Voltando a proposição, 
laramente se div f = 0 então (2.1) torna-se (1.1).Uma versão mais re�nada da estimativa (1.1) pode ser dada quando ‖∇u‖N é substituídapor uma semi-norma fra
ionária de Sobolev ‖u‖s,p, que é de�nida por

‖u‖ps,p =
∫

RN

∫

RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2N dxdypara 1 < p < ∞, 0 < s < 1 e sp = N (veja o Teorema 1.3 em [BB3℄). Entretanto,a estimativa (1.1) falha quando substituímos ‖∇u‖N por ‖u‖BMO, o que é plausível dequestionar uma vez que W 1,N está imerso em BMO.De�nição 2.1 Uma função lo
almente integrável perten
e a BMO(RN ) se

‖u‖BMO =̇ sup
B

{
1

|B|

∫

B

∣∣∣∣f(x)−
1

|B|

∫

B

f

∣∣∣∣ dx
}
<∞para toda bola B em RN .De fato, seja 〈 〉 a semi-norma em C∞

0 (RN) de�nida por
〈u〉 = sup

Γ

{
1

|Γ|

∣∣∣∣
∫

Γ

u.~t

∣∣∣∣
}
,6



no qual o sup é tomado sobre todas as 
urvas fe
hadas reti�
áveis Γ. Van S
haftingen em[VS5℄ mostrou que existe c > 0 tal que
‖u‖BMO ≤ c 〈u〉 ,
uja a re
ípro
a é falsa (veja a observação 5.4 em [FOS℄).Outra observação sobre a Proposição 1.1 é que a hipótese divf = 0 pode sersubstituída por uma 
ondição de maior ordem de derivadas sobre f . Um dos resultadosnessa direção foi obtido por Bourgain e Brezis em [BB1℄.Teorema 2.1 Seja u ∈ (W 1,N ∩ L∞)(RN ;RN). Se f ∈ L1(RN ;RN) 
om

N∑

j=1

∂kj fj = 0então ∣∣∣∣
∫

RN

f.u

∣∣∣∣ ≤ c‖f‖1‖∇u‖N , ∀ u ∈ (W 1,N ∩ L∞)(RN ;RN),no qual c é uma 
onstante que depende somente de N e k.Versões mais gerais desse teorema podem ser en
ontradas no artigo [VS3℄.2.1 Demonstração da estimativa integral generalizadaAntes de ini
iarmos a prova da Proposição 2.2, nós iremos apresentar o seguinte lematé
ni
o.Lema 2.1 Seja Φ ∈ C∞
0 (Rν) uma função 
omplexa. Então para 
ada λ > 0 existe umade
omposição de Φ = Φ1 + Φ2 tal que

‖Φ1‖L∞(Rν) ≤ cλγ ‖∇Φ‖Lp(Rν) (2.2)
‖Φ2‖L∞(Rν) ≤ cλγ−1 ‖Φ‖Lp(Rν) (2.3)

‖∇Φ2‖L∞(Rν) ≤ cλγ−1 ‖∇Φ‖Lp(Rν) (2.4)sempre que p > ν, γ = 1− ν/p e 
 independente de λ e Φ.7



Na literatura existe uma série de provas para o Lema 2.1. Lanzani e Stein apresentaramuma demonstração via espaços de Lorentz ([LS℄). Já Yung apresentou uma prova viade
omposição de Littlewood Paley ([Y1℄), enquanto que uma versão mais re�nada foidada por Chanillo e Van S
haftingen no 
ontexto de grupos homogêneos ([CVS℄). Aquifaremos um esboço da demonstração de Van S
haftingen 
omo visto em [VS1℄.Demonstração do Lema 2.1. Seja η ∈ C∞
0 (Rν) uma função positiva tal que

∫
Rν η(x)dx = 1 e ηλ(x) = λ−νη(λ−1x). Dada Φ ∈ C∞

0 (Rν) 
onsideremos a de
omposição
Φ = (Φ− Φ ∗ ηλ) + Φ ∗ ηλ = Φ1 + Φ2 (respectivamente).Claramente

|∇Φ2(x)| ≤
(
|∇Φ| ∗ ηλ

)
(x) ≤ ‖∇Φ‖p‖ηλ‖qpara 1

p
+

1

q
= 1. Uma vez que ‖ηλ‖q = λ−

ν
p ‖η‖q segue da desigualdade a
ima

‖∇Φ2‖∞ ≤ c(η)λγ−1 ‖∇Φ‖p ,isto é, a estimativa (2.4). Da mesma forma, seguindo os mesmos argumentos, obtemos(2.3). Agora, note que 
omo ηλ 
onverge para a distribuição de Dira
 δ0 quando λ→ 0 e∫

Rν

η(x)dx = 1 então
Φ1(x) = −

∫ λ

0

∂

∂s
(Φ ∗ ηs)(x)ds. (2.5)Pela regra da 
adeia

∂ηs
∂s

(x) = s−1

ν∑

k=1

(∂xk
(xkη))s(x) = −

ν∑

k=1

∂xk
(xkη)s(x).Substituindo a identidade a
ima em (2.5) nós obtemos

|Φ1(x)| ≤
ν∑

k=1

∫ λ

0

(
|∇Φ| ∗ (|xk|η)s

)
(x)ds.Repetindo o mesmo argumento anterior, 
omo feito para ∇Φ2, nós obtemos

‖Φ1‖∞ ≤ c(η, ν)‖∇Φ‖p
∫ λ

0

s
−ν
p ds =︸︷︷︸

p>ν

c(η, ν)λ1−
ν
p ‖∇Φ‖p,o que 
on
lui (2.2). 8



Demonstração da Proposição 2.2. Sem perda de generalidade, nós podemos 
onsi-derar φ ∈ C∞
0 (RN) ao invés de u ∈ (L∞ ∩W 1,N)(RN ;RN). Para �xarmos ideias vamosestimar o lado esquerdo em (2.1) simplesmente por

∫

RN

f1(x)φ(x)dx =

∫

R

J(x1)dx1para J(x1) = ∫
RN−1

f1(x1, x
′)φ(x1, x

′)dx′. Apli
ando o Lema 2.1 a função
φx1(x′) =̇ φ(x1, x

′) em R
N−1 e p = N podemos es
rever J(x1) = 2∑

i=1

Ji(x1) para
Ji(x1) =

∫

RN−1

f1(x1, x
′)φx1

i (x′)dx′,no qual φx1 = φx1
1 + φx1

2 é uma de
omposição do lema satisfazendo (2.2),(2.3) e (2.4).Claramente
|J1(x1)| ≤ ‖fx1

1 ‖L1(RN−1) ‖Φx1
1 ‖L∞(RN−1)

. λ
1
N ‖fx1

1 ‖L1(RN−1) ‖∇Φx1‖LN (RN−1)e
J2(x1) =

∫

RN−1

(∫ x1

−∞

∂f1
∂s

(s, x′)ds

)
Φx1

2 (x′)dx′ =

∫ x1

−∞

∫

RN−1

∂f1
∂s

(s, x′)Φx1
2 (x′)dx′ds.Pela identidade

∂f1
∂x1

= −
N∑

k=2

∂fk
∂xk

+ div fsegue que J2(x1) =
= −

N∑

k=2

∫ x1

−∞

∫

RN−1

∂fk
∂xk

(s, x′)Φx1
2 (x′)dx′ds+

∫ x1

−∞

∫

RN−1

div f(s, x′)Φx1
2 (x′)dx′ds

= −
N∑

k=2

∫ x1

−∞

∫

RN−1

fk(s, x
′)
∂Φx1

2

∂xk
(x′)dx′ds+

∫ x1

−∞

∫

RN−1

div f(s, x′)Φx1
2 (x′)dx′ds.

(2.6)e assim
|J2(x1)| ≤ ‖f‖L1(RN ) ‖∇Φx1

2 ‖L∞(RN−1) + ‖div f‖L1(RN ) ‖Φx1
2 ‖L∞(RN−1)

. λ−
N−1
N

(
‖f‖L1(RN ) ‖∇Φx1‖LN (RN−1) + ‖div f‖L1(RN ) ‖Φx1‖LN (RN−1)

)9



para ‖f‖L1(RN ) =
n∑

j=1

‖fj‖L1(RN ). Es
olhendo
λ(x1) = (‖f‖L1 ‖∇Φx1‖LN + ‖div f‖L1 ‖Φx1‖LN ) / ‖fx1

1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LNpara ‖fx1
1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LN 6= 0 nós obtemos

|J(x1)| . (‖f‖L1 ‖∇Φx1‖LN + ‖div f‖L1 ‖Φx1‖LN )
1
N (‖fx1

1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LN )
N−1
N .Note que se ‖fx1

1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LN = 0 então J(x1) = 0. Pela desigualdade de Holder segue
∫

R

|J(x1)|dx1 .

(∫

R

(‖f‖L1 ‖∇Φx1‖LN + ‖div f‖L1 ‖Φx1‖LN )
N dx1

) 1
N2

×

×
(∫

R

(‖fx1
1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LN )

N
N+1 dx1

)N2
−1

N2

.Agora, novamente pela desigualdade de Holder quando p = (N + 1)/N e p∗ = N + 1 nósobtemos
∫

R

(‖fx1
1 ‖L1 ‖∇Φx1‖LN )

N
N+1 dx1 ≤

(∫

R

‖fx1
1 ‖L1(RN−1) dx1

) N
N+1

×

×
(∫

R

‖∇Φx1‖NLN dx1

) 1
N+1

=
(
‖f1‖L1(RN ) ‖∇Φ‖LN (RN )

) N
N+1

.A estimativa para ∫
RN

f1(x)φ(x)dx segue da desigualdade
∫

R

|J(x1)|dx1 .
(
‖f‖L1 ‖∇Φ‖LN (RN ) + ‖div f‖L1(RN ) ‖Φ‖LN (RN )

) 1
N ×

×
(
‖f1‖L1(RN ) ‖∇Φ‖LN (RN )

)N−1
N

. ‖f‖L1 ‖∇Φ‖LN (RN ) + ‖div f‖L1(RN ) ‖Φ‖LN (RN ) .

(2.7)
Analogamente o mesmo argumento é válido para estimarmos ∫

RN

fj(x)φ(x)dx de�nindo
J(xj) =

∫

RN−1

f
xj

j (x′)φxj(x′)dx′ para x′ = (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xN).Uma observação da demonstração é que o termo ‖∇u‖N na desigualdade (2.1) pode sersubstituído por∑
i 6=j

‖∂xi
uj‖N . 10



2.2 Apli
ações para o sistema div-rotNesta seção ilustraremos uma apli
ação da desigualdade integral (1.1) para a 
lassi�
açãode regularidade de uma solução ~Y da equaçãorot ~Y = ~f em R
3 (2.8)quando ~f ∈ L3

♯ (R
3;R3), que pode ser rees
rita pelo sistema






∂x3Y2 − ∂x2Y3 = f1,

∂x1Y3 − ∂x3Y1 = f2,

∂x2Y1 − ∂x1Y2 = f3.Claramente (2.8) admite muitas soluções e impondo a 
ondição div ~Y = 0, isto é,
3∑

j=1

∂xj
Yj = 0, 
on�guramos o sistema





rot ~Y = ~f,

div ~Y = 0,
(2.9)para div ~f = 0. Uma solução para (2.9) é dada por

~Y = G ∗ rot ~f, (2.10)no qual G é uma solução fundamental do operador de Lapla
e ∆ em R3. A 
onvolução deuma função h (ou distribuição) por um 
ampo vetorial f = (f1, ..., fN) também é denotadapor ∗ e de�ne o 
ampo vetorial h ∗ f = (h ∗ f1, ..., h ∗ fN ). Em espe
ial, nós 
onsideramos
G uma solução invariante por rotações, que expli
itamente é dada por G(x) = c/|x|N−2quando N ≥ 3 e G(x) = (2π)−1 log |x| quando N = 2. Da teoria de Calderon-Zygmund,nós obtemos a desigualdade

‖∇Y ‖p ≤ c‖f‖p (2.11)para 1 < p < ∞. Por simpli
idade denotaremos os 
ampos ~Y simplesmente por Y .Pre
isamente, ∇Y = ∇rot G ∗ f é um operador integral singular 
om nú
leo par que é11



limitado em Lp para 1 < p <∞. Como 
onsequên
ia do Teorema de imersão de Sobolev,
W 1,p ⊂ Lp∗ , a estimativa (2.11) torna-se

‖Y ‖p∗ ≤ c‖f‖p (2.12)para p∗ = 3p/(3− p) e 1 < p < 3. Apesar da desigualdade (2.11) em geral não ser válidaquando p = 1, surpreendentemente a desigualdade (2.12) é valida para p = 1.Teorema 2.2 Seja ~f ∈ L1
♯ (R

3;R3). Então existe C > 0 tal que
‖Y ‖3/2 ≤ C‖f‖1. (2.13)Claramente o Teorema 2.2 impli
a a Proposição 1.1 quando N = 3. Com efeito,

∣∣∣∣
∫

R3

f.u

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

R3

Y.(rot u)∣∣∣∣ ≤ ‖Y ‖3/2‖rot u‖3 ≤ C‖f‖1‖∇u‖3.A re
ípro
a também é verdadeira. Por dualidade é su�
iente demonstrarmos que existe
C > 0, 
onstante universal, tal que ∣∣∣∣∫

R3

Y.h

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖1‖h‖3 para toda h ∈ L3(R3;R3). PeloTeorema de de
omposição de Hodge h = g + gradp para g ∈ L3
♯ (R

3;R3) e ‖g‖3 ≤ C‖h‖3.Além do mais, podemos en
ontrar Z̃ ∈ W 1,3(R3;R3) tal que rot Z̃ = g, div Z̃ = 0 e
‖∇Z̃‖3 ≤ ‖g‖3 donde ∫

R3

Y.h =

∫

R3

Y.(rot Z̃) = −
∫

R3

f.Z̃e pela Proposição 1.1 
on
luímos
∣∣∣∣
∫

R3

Y.h

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖1‖∇Z̃‖3 ≤ C‖f‖1‖∇g‖3 ≤ C‖f‖1‖∇h‖3.O análogo ao Teorema 2.2 quando N=2 é falso. Se nós de�nirmos Y =

(
− x2
|x|2 ,

x1
|x|2

)então 



rot Y = 2πδ0, (distribuição de Dira
 na origem)div Y = 0,porém, Y não perten
e a L2. Com efeito, seja g = (g1, g2) de�nida por g1 = −2π
x2
|x|2 ∗ φεe g2 = 2π

x1
|x|2 ∗ φε para φε uma aproximação da identidade. Claramente rot g = φε,12



div g = 0 e g /∈ L2, uma vez que pelo Teorema de Plan
herel e o Teorema da Convergên
iaDominada ‖g1‖L2 →
∥∥∥∥
x1
|x|2

∥∥∥∥
L2

quando εց 0 (analogamente vale a mesma 
on
lusão para
‖g2‖L2). Equivalentemente a desigualdade (2.13) nós es
revemos

∥∥∥∥∇
(

1

|x| ∗ f
)∥∥∥∥

3/2

≤ c‖f‖1 (2.14)para f ∈ L3
♯ (R

3;R3), o que impli
a
∥∥∥∥
1

|x| ∗ f
∥∥∥∥
3

≤ c‖f‖1. (2.15)Observação 2.1 Analogamente, os respe
tivos substitutos de (2.14) e (2.15) quando N =

2 são
‖∇ (log |x| ∗ f)‖2 ≤ c‖f‖1 e ‖log |x| ∗ f‖∞ ≤ c‖f‖1. (2.16)2.3 Estimativas L1 para o 
omplexo de de RhamNum 
ontexto mais geral, o sistema (2.9) pode ser es
rito na linguagem do
omplexo de Hodge-de Rham em RN . Seja Λk(RN) o 
onjunto das k-formas em RN e

W 1,N(ΛkRN) o 
onjunto das k-formas 
ujos 
oe�
ientes perten
em a W 1,N(RN) (analoga-mente C∞
0 (ΛkRN), Lp(ΛkRN), et
.). Denotamos uma k-forma u por ∑

|J |=k

uJdxJ e dizemosque u é suave de suporte 
ompa
to se 
ada 
omponente uJ goza de tal propriedade.Consideremos o sistema 



du = f,

d∗u = g,
(2.17)no qual d é a derivada exterior e d∗ a derivada 
o-exterior. Uma versão da desigualdade(2.11) na linguagem de Hodge é dada por

‖∇u‖Lp ≤ Cp (‖du‖Lp + ‖d∗u‖Lp) , u ∈ C∞
0 (Λk

R
N) (2.18)para 1 < p <∞. Em geral, a estimativa a
ima não é válida quando p = 1 e p = ∞. Pelasestimativas de Sobolev a desigualdade (2.18) impli
a

‖u‖Lp∗ ≤ Cp (‖du‖Lp + ‖d∗u‖Lp) , (2.19)13



no qual p∗ = pN/(N − p). O 
aso limite quando pց 1 de (2.19) é dado por
‖u‖

L
N

N−1
≤ C (‖du‖L1 + ‖d∗u‖L1) ,que não pode ser obtido por 
ombinação da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg 
om(2.18), uma vez que Cp → ∞ quando pց 1. Entretanto a estimativa a
ima para k 6= 1 e

k 6= N − 1 permane
e válida, 
omo enun
iado pelo Teorema 1.1. No 
ontexto de formas,a Proposição 1.1 pode ser rees
rita na seguinte maneira.Proposição 2.3 Se f e Φ são 1-formas suaves de suporte 
ompa
to em RN e d∗f = 0então
|〈f,Φ〉| ≤ c‖f‖1‖dΦ‖N .Uma 
onsequên
ia do Teorema 1.1 é o seguinte resultado.Teorema 2.3 Seja 1 ≤ k ≤ N − 1. Então para toda φ ∈ W 1,N(ΛkRN) existe ψ ∈

L∞(ΛkRN) tal que 



dφ = dψ,

‖ψ‖∞ ≤ C‖dφ‖N .Teorema 1.1 ⇒ Teorema 2.3. Seja φ ∈ W 1,N(ΛkRN) para 1 ≤ k ≤ N − 1. Queremosexibir ψ ∈ L∞(ΛkRN ) tal que dφ = dψ, isto é,
〈dφ, β〉 = 〈ψ, d∗β〉para toda β ∈ C∞

0 (Λk+1
R

N). Consideremos o operador linear de�nido em
d∗(C∞

0 (Λk+1RN)) dado por
T (d∗β) = 〈dφ, β〉 .Logo, T está bem de�nido e do fato que d∗β = d∗γ para alguma γ 
om dγ = 0 temos

|T (d∗β)| = |T (d∗γ)|

= | 〈dφ, γ〉 |

≤ ‖dφ‖N‖γ‖ N
N−1

≤ C‖dφ‖N‖d∗γ‖1
= C‖dφ‖N‖d∗β‖1,14



no qual a segunda desigualdade é devida ao Teorema 1.1. Observemos que o 
aso 
ríti
oseria se γ fosse uma 1-forma, o que não a
onte
e uma vez que k ≥ 1. Pelo Teorema deHahn-Bana
h, T pode ser estendido a um fun
ional linear em L1(ΛkRN) tal que ‖T‖ ≤

C‖dφ‖N . Pelo Teorema de Representação de Riesz existe ψ ∈ L∞(ΛkRN) tal que T (d∗β) =
〈ψ, d∗β〉 e assim,

〈dψ, β〉 = 〈ψ, d∗β〉 = T (d∗β) = 〈dφ, β〉para toda β ∈ C∞
0 (Λk+1RN), o que impli
a dφ = dψ. Além do mais,

‖ψ‖∞ = ‖T‖ ≤ C‖dφ‖N .

A re
ípro
a também é válida.Teorema 2.3 ⇒ Proposição 2.3. Consideremos a de
omposição de Hodge de Φ dadapor
Φ = dα+ d∗β.Uma vez que 〈f, dα〉 = 〈d∗f, α〉 = 0 temos 〈f,Φ〉 = 〈f, d∗β〉 . Então, pelo Teorema 2.3existe Ψ ∈ L∞ tal que





d(d∗β) = dΨ,

‖ψ‖∞ ≤ C‖d(d∗β)‖N = C‖dΦ)‖N .Como d∗β = Ψ+ dΓ para algum Γ, então do fato que d∗f = 0 temos
〈f, d∗β〉 = 〈f,Ψ〉+ 〈f, dΓ〉 = 〈f,Ψ〉 .Logo,

|〈f,Φ〉| = |〈f,Ψ〉| ≤ ‖f‖1‖Ψ‖∞ ≤ C‖f‖1‖dΦ‖N .

Uma versão mais forte do Teorema 1.1 (e assim mais forte que o Teorema 2.3 e a Proposição2.3), diz que dX = β possui solução X ∈ (W 1,N ∩ L∞)(ΛkRN) para β ∈ LN (Λk+1RN).15



Teorema 2.4 Se N ≥ 2 e 1 ≤ k ≤ N − 1 então
d[W 1,N(Λk

R
N)] = d[W 1,N ∩ L∞(Λk

R
N)].Mais pre
isamente, dado algum X ∈ W 1,N(ΛkRN) existe Y ∈ W 1,N ∩ L∞(ΛkRN) tal que





dX = dY,

‖∇Y ‖N + ‖Y ‖∞ ≤ C‖dX‖N .
(2.20)Observação 2.2 Note que a 
on
lusão falha quando k = 0 pois dada uma função f ∈

W 1,N , em geral não existe g ∈ L∞ tal que ∇(f − g) = 0.Um 
omentário interessante é que a 
onstrução de uma solução Y para o problema a
imanão pode ser linear. Mais pre
isamente:Proposição 2.4 Não existe nenhum operador linear K : W 1,N(Λ1RN ) → L∞(Λ1RN) talque
d(KX) = dX ∀X ∈ W 1,N(Λ1

R
N).Este resultado foi provado ini
ialmente no toro TN por Bourgain e Brezis no artigo [BB4℄(aliás grande parte dos resultados aqui 
itados foram provados para TN e posteriormenteestendidos ao 
aso de RN). Neste artigo eles 
onstroem expli
itamente um 
ontra exemplopara N = 2 que pode ser generalizado em mais dimensões. Como referên
ia a esta passa-gem veja [BB2℄. A mesma argumentação para a demonstração da equivalên
ia Teorema1.1 ⇐⇒ Teorema 2.3 segue para demonstrarmos que Teorema 1.2 ⇐⇒ Teorema 2.4.

16



Capítulo 3
Desigualdade de Gagliardo-Nirenberglo
al para um sistema eliti
o de 
amposvetoriais

Ini
ialmente iremos introduzir algumas de�nições e notações utilizadas nesse
apítulo. Uma referên
ia 
ompleta dessa apresentação ini
ial pode ser en
ontrada noCapítulo I em [BCH℄. Seja Ω um 
onjunto aberto do RN e X(Ω) o 
onjunto de todos
ampos vetoriais 
omplexos sobre Ω. Por 
onveniên
ia iremos trabalhar no 
onjunto R
No que não impede de Ω ser um espaço mais geral, 
omo por exemplo uma variedadediferen
iável de dimensão N. Se (U,x) é uma 
arta lo
al em Ω então representamos L ∈

X(Ω) nas 
oordenadas lo
ais x = (x1, ..., xN) por L =

N∑

j=1

L(xj)
∂

∂xj
. Denotamos por

CTpΩ o 
onjunto de todos vetores tangentes 
omplexos em p ∈ Ω e CTΩ =
⋃

p∈Ω

CTpΩ o�brado tangente 
omplexi�
ado.De�nição 3.1 Dizemos que V é um sub�brado vetorial 
omplexo de CTΩ de posto n se
V =̇

⋃

p∈Ω

Vp ⊂ CTΩsatisfaz a seguintes 
ondições 17



(a) Para 
ada p ∈ Ω, Vp é um subespaço vetorial de CTΩ de dimensão n.(b) Dado p0 ∈ Ω existe um aberto U0 que 
ontem p0 e 
ampos vetoriais L1, ..., Ln ∈

X(U0) tal que o 
onjunto {L1|p , ..., Ln|p
} gera Vp para 
ada p ∈ U0.Dado um sub�brado vetorial 
omplexo V ⊂ CTΩ e um 
onjunto aberto U de Ω, umaseção de V sobre U é um elemento L de X(U) tal que Lp ∈ Vp para todo p ∈ U .De�nição 3.2 Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω é um sub�brado vetorial
omplexo V ⊂ CTΩ que satisfaz a seguinte 
ondição de involutividade (ou Frobenius):

• Se U ⊂ Ω é um aberto e L,M ∈ X(U) são seções de V sobre U então [L,M ] étambém uma seção de V sobre U .Lembramos que [ , ] é o 
ol
hete (ou 
omutador) de Lie de�nido por
[L,M ](f) =̇ L(M(f))−M(L(f)) para todo L,M ∈ X(Ω) e f ∈ C∞(Ω). O posto deuma estrutura formalmente integrável V é de�nido simplesmente pelo posto do sub�-brado V. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω e p ∈ Ω �xado. Logopodemos exibir uma 
arta lo
al (U,x) para p ∈ U e 
ampos vetoriais L1, .., Ln ∈ X(U) talque {L1|q , ..., Ln|q

} é base de Vq para 
ada q ∈ U . Se x = (x1, ..., xN) e
Lj =

N∑

k=1

ajk(x) ∂

∂xk
(3.1)então a matriz (ajk) tem posto n em 
ada ponto. Além do mais, existem funções cvjk ∈

C∞(U) para j, k, v = 1, ..., n tal que
[Lj , Lk] =

n∑

v=1

cvjkLv.Nós denotamos por E1(Ω) o dual de C∞(Ω)-modulo X(Ω) e nos referimos ao seus elemen-tos 
omo formas diferen
iais sobre Ω de grau 1 ou simplesmente por 1-formas. Em outraspalavras, uma 1-forma sobre Ω é um fun
ional C∞(Ω)-linear ω : X(Ω) → C∞(Ω). De�-nindo CT ∗
pΩ =̇ dual de CTpΩ então segue que 
ada ω ∈ E1(Ω) pode ser asso
iado a umelemento ωp ∈ CT ∗

pΩ pela fórmula ωp(v) = ω(L)(p), no qual L ∈ X(Ω) é tal que Lp = v.Pela Proposição I.4.2 em [BCH℄ obtemos a 
ara
terização CT ∗
pΩ = {ωp : ω ∈ E1(Ω)}.18



De�nição 3.3 Dada f ∈ C∞(Ω) nós de�nimos df ∈ E1(Ω) pela fórmula
df(L) = L(f), L ∈ X(Ω).Uma representação usual de df em 
oordenadas lo
al é dada por df =

N∑

j=1

∂f

∂xj
dxj. Nóstambém de�nimos o �brado 
o-tangente 
omplexi�
ado de Ω por

CT ∗Ω =
⋃

p∈Ω

CT ∗
pΩ e 
omo antes, nós introduzimos a noção de um sub�brado vetorial
omplexo de CT ∗Ω de posto m 
omo sendo W =̇

⋃

p∈Ω

Wp satisfazendo as seguintes propri-edades:
• Cada Wp é um subespaço vetorial de CT ∗Ω de dimensão m.
• Dado p0 ∈ Ω existe um aberto U0 
ontendo p0 e 1-formas ω1, ..., ωm ∈ E1(U0) talque {ω1|p , ..., ωm|p

} gera Wp para 
ada p ∈ U0.Aqui nós desta
amos a notação padrão de alguns espaços 
omo
TpΩ =̇ {v ∈ CTpΩ : v é real} e TΩ =̇

⋃

p∈Ω

TpΩ,

T ∗
pΩ =̇

{
ξ ∈ CT ∗

pΩ : ξ é real} e T ∗Ω =̇
⋃

p∈Ω

T ∗
pΩ.Se V =̇

⋃

p∈Ω

Vp é um sub�brado vetorial 
omplexo de CTΩ então para 
ada p ∈ Ω de�nimos
V⊥
p =̇ {λ ∈ CT ∗Ω : λ = 0 sob Vp} e denotamos por V⊥ =̇

⋃

p∈Ω

V⊥
p (que é um sub�brado de

CT ∗
pΩ). Seja V ⊂ CTΩ uma estrutura formalmente integrável sobre Ω.De�nição 3.4 O 
onjunto 
ara
terísti
o de V é um sub
onjunto de T ∗Ω de�nido por

T 0 =̇ V⊥ ∩ T ∗Ω. Também es
revemos T 0
p =̇ V⊥

p ∩ T ∗
pΩ para p ∈ Ω.Nós estamos interessados numa estrutura parti
ular, 
hamada estrutura elíti
a que é
ara
terizada pela propriedade T 0

p = 0 para todo p ∈ Ω.19



Exemplo 3.1 Seja V =̇ span {L1, L2} um subespaço vetorial de dimensão 2 em CTΩpara Ω = R
3, no qual os 
ampos vetoriais nas 
oordenadas (x, t1, t2) são dados por





L1 =
∂

∂t1
+ i

∂

∂x
,

L2 =
∂

∂t2
+ i(t2)

2 ∂

∂x
.Claramente V determina uma estrutura formalmente integrável, em parti
ular [L1, L2] =

0. Além do mais a estrutura é elíti
a, uma vez que T 0
(x,t1,t2)

= 0 para todo (x, t1, t2) ∈ R3.De�nição 3.5 Um sub�brado vetorial 
omplexo V ⊂ CTΩ de posto n é dito de�nir umaestrutura lo
almente integrável se dado um ponto arbitrário p0 ∈ Ω existem um aberto U0de p0 e funções Z1, ..., Zm ∈ C∞
0 (U0), 
om m = N − n, tal quespan{dZ1|p , ..., dZm|p

}
= V⊥

p , ∀ p ∈ U0.Claramente 
ada estrutura lo
almente integrável satisfaz a 
ondição de Frobenius e 
on-sequentemente de�ne uma estrutura formalmente integrável. Quando V é uma estruturalo
almente integrável nós podemos 
onstruir geradores lo
al, sob um apropriado sistemade 
oordenadas lo
al, do sub�brado V⊥.Teorema 3.1 Seja V uma estrutura lo
almente integrável de�nida sob uma variedade Ω.Seja p ∈ Ω e d a dimensão real de T 0
p . Então existe um sistema de 
oordenadas que seanula em p,

{x1, ..., xν , y1, ..., yν , s1, ..., sd, t1, ..., tn′}e funções suaves a valores reais φ1, ..., φd de�nidas em uma vizinhança da origem satisfa-zendo
φk(0) = 0, dφk(0) = 0, k = 1, ..., d,tal que as diferen
iais das funções

Zj(x, y) = zj =̇ xj + iyj j = 1, ..., ν,

Wk(x, y, s, t) = sk + iφk(z, s, t) k = 1, ..., d,20



geram V⊥ em uma vizinhança da origem. Em parti
ular, nós temos que ν + d = m,
ν + n′ = n e também

T 0
p = span {ds1|0 , ..., dsd|0} .O próximo resultado que iremos apresentar é devido a L. Nirenberg.Teorema 3.2 Seja V uma estrutura elíti
a sobre uma variedade suave Ω. Então V élo
almente integrávelA demonstração é 
onsequên
ia do 
lássi
o Teorema de Newlander-Nirenberg [NN℄ e doTeorema de Frobenius, e pode ser en
ontrada em [BCH℄.Seja V uma estrutura elíti
a e p ∈ Ω �xado. Com a notação do Teorema3.1 nós temos d = 0, ν = m e então existe um sistema de 
oordenadas

{x1, ..., xm, y1, ..., ym, t1, ..., tn′}que se anula em p tal que de�nindo zj =̇ xj + iyj , as diferen
iais dzj geram V⊥ numavizinhança de p e os 
ampos vetoriais ∂

∂zk
, ∂

∂tj
geram V perto de p.3.1 Sistema elíti
o de 
ampos vetoriais 
omplexos e oTeorema AConsideremos n 
ampos vetoriais 
omplexos L1, . . . , Ln, n ≥ 1, 
om 
oe�-
ientes suaves de�nidos em uma vizinhança Ω da origem 0 do RN , N ≥ 2, que pode servisto 
omo seções do �brado CTΩ, bem 
omo operadores diferen
iais de primeira ordem.Nós iremos assumir que(a) L1, . . . , Ln são linearmente independentes em Ω.Na maioria da vezes também nós iremos supor que(b) o sistema {L1, . . . , Ln} é elíti
o. 21



Isso signi�
a que para toda 1-forma real ω (isto é, qualquer seção de T ∗Ω) tal que
〈ω, Lj〉 = 0 impli
a ω = 0. Note que o número n de 
ampos vetoriais deve satisfazera estimativa

N

2
≤ n ≤ N.Além do mais, se {L1, . . . , Ln} é sistema involutivo então V =̇ span{L1, . . . , Ln} determinauma estrutura elíti
a de posto n em Ω.Exemplo 3.2 Seja Ω = RN munido do sistema de 
oordenadas 
artesiano

(x1, ...., xr, y1, ..., yr, t1, ..., ts) e os 
ampos vetoriais




Dj =
1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
j = 1, ..., r

Tk =
∂

∂tk
k = 1, .., s

(3.2)Claramente {D1, ..., Dr, T1, ..., Ts} determina um sistema elíti
o. Note que quando s=0obtemos o sistema de Cau
hy-Riemman em Cr ∼= R2r.Nós estamos interessados na seguinte questão: 
ara
terizar os sistemas de
ampos vetoriais 
omplexos tal que vale a estimativa a priori
‖u‖LN/(N−1) ≤ C

n∑

j=1

‖Lju‖L1, u ∈ C∞
0 (U),para alguma vizinhança U da origem e algum C > 0. Devido a natureza lo
al da estima-tiva uma versão similar é obtida substituindo N/(N − 1) por algum p ∈ [1, N/(N − 1)].Quando n = N e Lj = ∂xj

a estimativa é 
onhe
ida 
omo a 
lássi
a desigualdade deSobolev-Gagliardo-Nirenberg, que vale sem a restrição do tamanho do suporte para fun-ções testes. O próximo resultado, que não requer muitos passos, diz respeito sobre asegunda parte do Teorema A.Proposição 3.1 Se (1.5) vale então o sistema {L1, . . . , Ln} é elíti
o.Demonstração da Proposição 3.1. Seja u ∈ C∞
0 (U), uǫ(x) =̇ u(ǫ−1x) para ǫ >

0 su�
ientemente pequeno tal que uǫ ∈ C∞
0 (U) e 
ampos vetoriais Lj 
omo em (3.1).22



Apli
ando uǫ em (1.2) obtemos
‖u‖

L
N

N−1
≤ C

n∑

j=1

∥∥Lǫ
ju
∥∥
L1para Lǫ

j =
N∑

k=1

ajk(ǫx)
∂

∂xk
. Tomando ǫ → 0 
on
luímos

‖u‖
L

N
N−1

≤ C
n∑

j=1

∥∥L0
ju
∥∥
L1 .Se o sistema {L0

1, . . . , L
0
n}, 
om 
oe�
ientes 
onstantes, não é elíti
o nós podemos assu-mir que, após uma mudança linear de variáveis, aj1(0) = 0 para j = 1, . . . , n. Logo aestimativa anterior torna-se

‖u‖
L

N
N−1

≤ C
n∑

j=1

∥∥∥∥∥

N∑

k=2

ajk(0)
∂u

∂xk

∥∥∥∥∥
L1

(3.3)para toda u ∈ C∞
0 (U). Apli
ando φǫ(x) = φ1(x1ǫ

−1)φ2(x
′) para x′ = (x2, . . . , xN) em(3.3) e nomeando φ(x) = φ1(x1)φ2(x

′), nós obtemos
‖φ‖

L
N

N−1
≤ Cε1/N

n∑

j=1

‖L0
jφ‖L1,o que impli
a em uma 
ontradição quando ǫ → 0, uma vez que 
on
luímos que φ éidenti
amente nula. Note que φ1 e φ2 podem ser es
olhidas de maneira arbitrária. Então,

{L0
1, . . . , L

0
n} determina um sistema elíti
o ou equivalentemente o sistema {L1, . . . , Ln} éelíti
o em x = 0. O mesmo argumento pode ser apli
ado para um ponto genéri
o de Ω.

Agora desejamos demonstrar a segunda parte do Teorema A.Teorema 3.3 Sejam L1, . . . , Ln, n ≥ 2, 
ampos vetoriais satisfazendo (a) e (b). Entãoexiste uma vizinhança U da origem e C > 0 tal que
‖u‖LN/(N−1) ≤ C

n∑

j=1

‖Lju‖L1, u ∈ C∞
0 (U). (3.4)23



Note que a hipótese n ≥ 2 no Teorema 3.3 não pode ser melhorada. De fato, (3.4)falha para o 
ampo vetorial elíti
o L = ∂x1 + i∂x2 em R
2, 
omo pode ser visto tomando

uε(x) = ψδ(x)(φε ∗E)(x), no qual ψδ(x) =̇ ψ(xδ−1), δ > 0, ψ ∈ C∞
0 (B0(1)) uma função de
orte na origem es
olhida tal que uε ∈ C∞

0 (U), E(x) = 1

π(x1 + ix2)
a solução fundamentalde L e φε =̇ ε−2φ(xε−1) sendo φ uma aproximação da identidade. A desigualdade (3.4)é violada posto que ‖uε‖L2

‖Luε‖L1

→ ∞ quando ε ց 0. Veja a Seção 5.3 para os 
ál
ulos emdetalhes. Uma vez que os 
ampos vetoriais
Lj =

N∑

k=1

ajk(x)
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n,são linearmente independentes, após uma 
ontração de Ω e uma renomeação dos índi
es,nós podemos assumir que a matriz (ajk) para 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ N é invertível em umavizinhança de Ω. Seja (bjk) a matriz inversa e 
ampos vetoriais de�nidos por

L#
j =

N∑

k=1

bjk(x)Lk, j = 1, . . . , n.Como os 
oe�
ientes bjk são limitados em Ω é su�
iente provar (3.4) para os 
ampos L#
j .Em parti
ular

L#
j =

∂

∂xj
+

m∑

k=1

cjk(x)
∂

∂xn+k

, j = 1, . . . , n,no qual os 
oe�
ientes cjk são suaves e m = N−n. Além do mais, modi�
ando as funções
cjk(x) fora de uma vizinhança de Ω e estendendo-as para todo RN , nós podemos assumirque L#

1 , . . . , L
#
n são globalmente de�nidos em RN e que as funções cjk(x) tem derivadaslimitadas de todas as ordens. Em outras palavras, nós podemos assumir desde o iní
ioque o sistema de 
ampos vetoriais {L1, . . . , Ln} possuem a forma

Lj =
∂

∂xj
+

m∑

k=1

cjk(x)
∂

∂xn+k

, j = 1, . . . , n, (a′)
om 
oe�
ientes suaves globalmente de�nidos em RN , 
ujas derivadas de todas as ordenssão limitadas . 24



Outra observação relevante sobre o enun
iado do Teorema 3.3 é que a hi-pótese (b) pode ser substituída pela eliti
idade uniforme de
∆L

.
= Lt

1L̄1 + · · ·+ Lt
nL̄n,isto é, para alguma 
onstante c > 0 e todo x, ξ ∈ R

N vale
n∑

j=1

∣∣∣∣∣ξj +
m∑

k=1

cjkξn+k

∣∣∣∣∣

2

≥ c|ξ|2. (b′)Aqui L̄j denota o 
ampo vetorial obtido de Lj por 
onjugação de seus 
oe�
ientes e Lt
jo transposto formal de Lj . Claramente se vale (a′) e (b) então 
on
luímos (b′). Essapropriedade será fundamental na demonstração do Teorema 3.3.De agora em diante nós iremos trabalhar 
om a 
on�guração global dos 
am-pos. O próximo lema, que não requer eliti
idade, é um dos ingredientes da demonstraçãodo Teorema 3.3.Lema 3.1 Sejam L1, . . . , Ln, n ≥ 2, 
ampos vetoriais 
omo em (a′). Para 
ada u ∈

C∞
0 (RN) es
reva fj = Lju. Então, existe C > 0 tal que para toda u, φ ∈ C∞

0 (RN) e
1 ≤ j ≤ n vale

∣∣∣∣
∫
fj(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
(‖φ‖L1 + ‖∇φ‖L1) . (3.5)Se, além do mais, os 
ampos vetoriais L1, . . . , Ln possuem 
oe�
ientes 
onstantes então

∣∣∣∣
∫
fj(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1

)
‖∇φ‖LN . (3.5′)Note que tomando o supremo do lado direito de (3.5) 
om φ na bola unitária em W 1,Nnós obtemos a estimativa equivalente

‖fj‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
. (3.6)Aqui

‖u‖ ◦

W−1,N/(N−1)

.
= sup

‖∇φ‖
LN≤1

|〈u, φ〉| ≃ ‖Iu‖LN/(N−1), u ∈ C∞
0 (RN)25



no qual I denota o operador de Riesz
Iu(x) =

∫
u(y)

|x− y|N−1
dy.A prova do Lema 3.1 adapta os argumentos de Van S
haftingen no Lema2.1.Demonstração do Lemma 3.1. Para j = 2, o lado esquerdo de (3.5) pode ser es
rito
omo ∫

R

J(x1) dx1, 
om J(x1) =

∫

RN−1

fx1
2 (x′)φx1(x′) dx′,

x′ = (x2, . . . , xN ), fx1
2 (x′) = f2(x1, x

′) e φx1(x′) = φ(x1, x
′). Utilizando a de
omposiçãodo Lema 2.1 para φx1 ∈ C∞

0 (RN−1) nós es
revemos J(x1) = J1(x1) + J2(x1) para
Jk(x1) =

∫

RN−1

fx1
2 (x′)φx1

k (x′) dx′, k = 1, 2.Então
|J1(x1)| ≤ ‖fx1

2 ‖L1(RN−1)‖φx1
1 ‖L∞ (3.7)e

J2(x1) =

∫ x1

−∞

∫

RN−1

∂f2
∂s

(s, x′)φx1
2 (x′) dx′ds. (3.8)Equivalentemente podemos es
rever L1f2 = L2f1 + [L1, L2]u 
omo

∂f2
∂x1

= −
N∑

k=n+1

c1k
∂f2
∂xk

+ [L1, L2]u+ L2f1. (3.9)Observemos que (a′) nos mostra que não há termos no lado direito de (3.9) que envolvemderivadas de f1, f2 e u 
om respeito a x1. Sendo assim, substituindo (3.9) em (3.8) eintegrando por partes via a integral em RN−1, ou seja, distribuindo as derivadas de f1, f2e u para φx1
2 , nós obtemos

|J2(x1)| ≤ C(‖f‖L1 + ‖u‖L1)(‖∇Φx1
2 ‖L∞ + ‖Φx1

2 ‖L∞) (3.10)
om a notação ‖f‖L1 =
n∑

j=1

‖fj‖L1 . Para estimar ‖∇Φx1
2 ‖L∞ +‖Φx1

2 ‖L∞ nós iremos apli
ar(2.3) e (2.4) 
om p = N , µ = N −1, γ = 1/N , 
om uma es
olha apropriada de λ = λ(x1).26



Se J(x1) 6= 0 note que ‖fx1
2 ‖L1 > 0. Nesse 
aso, nós de�nimos

λ(x1) =
b

a(x1)
, a(x1) = ‖fx1

2 ‖L1 , b = ‖f‖L1 + ‖u‖L1.Segue de (2.2), (2.3), (2.4), (3.7) e (3.10) que
|J(x1)| ≤ C(a(x1)‖φx1

1 ‖L∞ + b ‖∇Φx1
2 ‖L∞ + b ‖Φx1

2 ‖L∞)

≤ C
(
a λ1/N‖φx1‖LN + b λ(1−N)/N (‖φx1‖LN + ‖∇φx1‖LN )

)

≤ C (‖f‖L1 + ‖u‖L1)1/N‖fx1
2 ‖(N−1)/N

L1

(
‖φx1‖LN + ‖∇φx1‖LN

)
.Se J(x1) = 0 a desigualdade é trivialmente verdadeira. Integrando em relação a x1 aúltima estimativa e invo
ando a desigualdade de Hölder 
om expoentes N e N/(N − 1)nós obtemos

∫

R

|J(x1)| ≤ C b1/N‖f2‖1−1/N
L1 ‖φ‖W 1,N ≤ C(2‖f‖L1 + ‖u‖L1)‖φ‖W 1,N .Isso prova (3.5) para j = 2. Um argumento similar pode ser dado para j = 1, ..., n.Quando os 
ampos vetoriais Lj 's possuem 
oe�
ientes 
onstantes nós temos

[Lj , Lk] = 0 e Lt
j = −Lj . Logo o mesmo roteiro pode ser seguido, o que resulta (3.5′).

A próxima seção será destinada a prova do Teorema 3.3.3.2 Demonstração do Teorema 3.3Para estimarmos o lado esquerdo de (3.4) é su�
iente 
ontrolarmos
〈u, φ〉 =

∫
u(x)φ(x) dx,no qual φ ∈ C∞

0 (U) e ‖φ‖LN ≤ 1. Aqui U é a bola B0(ρ) 
entrada na origem e 
omraio pequeno ρ < 1/2, que será es
olhido mais tarde. Nós assumimos os 
ampos vetoriais
L1, . . . , Ln satisfazendo (a′) e (b′), em outras palavras, o operador de segunda ordem

∆L(x,D) = Lt
1L̄1 + · · ·+ Lt

nL̄n,27



pode ser interpretado 
omo um operador pseudo diferen
ial elíti
o 
ujo simbolo está na
lasse de Hörmander S2
1,0(R

N). Aqui usamos a notação padrão para p(x,D) ∈ OPSm
ρ,δum operador pseudo diferen
ial 
ujo símbolo p(x, ξ) perten
e à 
lasse Sm

ρ,δ. Já que nósiremos trabalhar somente 
om símbolos do tipo ρ = 1 e δ = 0, então es
revemos Sm
1,0simplesmente por Sm. Como referên
ia sobre operadores pseudo diferen
iais, nós 
itamos[H2, Chapter 3℄ e [Ta℄. Dizemos que um operador p(x,D) ∈ OPSm

ρ,δ é elíti
o se paraalgum r <∞,
|p(x, ξ)| ≥ C(1 + |ξ|2)m

2 para |ξ| ≥ r.Um resultado 
lássi
o da teoria de operadores pseudo diferen
iais garante que se p(x,D) ∈

OPSm é elíti
o então existe um operador inverso q(x,D) perten
ente a 
lasse OPS−mmódulo OPS−∞, isto é,




p(x,D)q(x,D) = I mod OPS−∞

q(x,D)p(x,D) = I mod OPS−∞.Pela desigualdade (b'), ∆L de�ne um operador pseudo diferen
ial elíti
o 
ujo símboloperten
e a 
lasse S2 e portanto existem operadores q(x,D) ∈ OPS−2 e r(x,D) ∈ OPS−∞tal que
φ = ∆L(x,D)q(x,D)φ+ r(x,D)φpara toda φ ∈ C∞

0 (U). Logo,
〈u, φ〉 = 〈u,∆L(x,D)q(x,D)φ〉+ 〈u, r(x,D)φ〉

=

N∑

j=1

〈Lju, L̄j(x,D)q(x,D)φ〉+ 〈u, r(x,D)φ〉

=

N∑

j=1

〈Lju, L̄j(x,D)χ(x)q(x,D)φ〉+ 〈u, r(x,D)φ〉, (3.11)
28



no qual χ(x) ∈ C∞
0 (U∗) é identi
amente 1 numa vizinhança de U e U∗ = B0(1). De�nindo

ψj = L̄j(x,D)χ(x)q(x,D)φ, fj = Lju e apli
ando (3.5) nós obtemos
|〈fj, ψj〉| ≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
(
‖∇ψj‖LN + ‖ψj‖LN

)

≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
‖∇ψj‖LN

≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
‖φ‖LN . (3.12)A segunda desigualdade de
orre do fato que ψj ∈ C∞

0 (U∗) e a ter
eira segue da pro-priedade que ∇L̄j(x,D)χ(x)q(x,D) é um operador pseudo diferen
ial de ordem zero eportanto limitado em LN(RN). Além do mais, já que r(x, ξ) ∈ S−∞ nós podemos es
rever
r(x,D)φ =

∫
k(x, y)φ(y) dy 
om um nú
leo 
ontínuo k(x, y) que de
res
e rapidamentequando y → ∞ uniformemente para x ∈ U . Então, para x ∈ U ,

|r(x,D)φ| ≤ sup
x∈U

(∫
|k(x, y)|N/(N−1) dy

)(N−1)/N

‖φ‖LN ≤ C‖φ‖LNe disso segue
|〈u, r(x,D)φ〉| ≤ C‖u‖L1‖φ‖LN . (3.13)Logo, (3.11), (3.12) e (3.13) impli
am

|〈u, φ〉| ≤ C

(
n∑

j=1

‖fj‖L1 + ‖u‖L1

)
‖φ‖LN , φ ∈ C∞

0 (U),e assim
‖u‖LN/(N−1) ≤ C

n∑

j=1

‖fj‖L1 + C‖u‖L1, u ∈ C∞
0 (U).Já que ‖u‖L1 ≤ Cρ1/N‖u‖LN/(N−1), o termo C‖u‖L1 pode ser absorvido para ρ su�
iente-mente pequeno o que demonstra (3.4).

Como 
onsequên
ia do Teorema 3.3 nós obtemos o seguinte resultado deresolubilidade lo
al. 29



Corolário 3.1 Sejam L1, . . . , Ln, n ≥ 2, 
ampos vetoriais satisfazendo (a) e (b). En-tão existe uma vizinhança U da origem tal que para 
ada f ∈ LN (U), a equação superdeterminada
L1u1 + · · ·+ Lnun = fpossui solução em U 
om (u1, . . . , un) ∈ L∞(U)N .Observação 3.1 Note que o resultado em geral é falso quando n = 1. O 
ontra exemplopode ser gerado nos mesmos moldes do que apresentado na 5.3.Demonstração do Corolário 3.1. Como Lj = −Lt

j + cj(x), cj ∈ C∞(U), j = 1, . . . , n,nós fa
ilmente 
on
luímos de (3.4), após reduzir U se ne
essário, a estimativa
‖u‖LN/(N−1) ≤ C

n∑

j=1

‖Lt
ju‖L1, u ∈ C∞

0 (U). (3.14)Agora, 
onsideremos o 
onjunto X ⊆ L1(RN ;RN) dado por
X =

{
(Lt

1Φ, ..., L
t
nΦ) | Φ ∈ C∞

0 (U)
}e Ψj = Lt

jΦ. Seja λ : X → C, o fun
ional linear de�nido por λ(Ψ1, ...,Ψn) = (f,Φ) queestá bem de�nido e é 
ontínuo, uma vez que
|λ(Ψ1, ...,Ψn)| ≤ |(f,Φ)| ≤ ‖f‖LN ‖Φ‖

L
N

N−1
. ‖f‖LN

(
n∑

j=1

‖Ψj‖L1

)
.Segue do Teorema de Hahn-Bana
h que o fun
ional λ pode ser estendido de forma linear e
ontínua a todo L1(RN ;RN). Como 
onsequên
ia do Teorema de Representação de Rieszexiste u = (u1, ..., un) para uj ∈ L∞(U) tal que λ(Ψ) = (u,Ψ) para toda Ψ ∈ L1(RN ;RN).Assim,

(f,Φ) = λ(Lt
1Φ, ..., L

t
nΦ) =

n∑

j=1

(uj, L
t
jΦ) = (L1u1 + ...+ Lnun,Φ)para toda Φ ∈ C∞

0 (U) donde
L1u1 + ... + Lnun = f.
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Capítulo 4
Estimativa L1 para o 
omplexo dLDada uma estrutura formalmente integrável L ⊂ CTΩ é possível asso
iarum 
omplexo diferen
ial dL. Em parti
ular nós estamos interessados quando a estrutura
L é elíti
a, mais pre
isamente, quando o sub�brado L é gerado por um sistema elíti
o einvolutivo de 
ampos vetoriais.4.1 O 
omplexo diferen
ial dLSeja L1, . . . , Ln 
ampos vetoriais de�nidos sobre uma vizinhança Ω da ori-gem 0 ∈ RN para N ≥ 2, 
omo em (3.1), satisfazendo a propriedade (a).De�nição 4.1 Dizemos que um sistema {L1, . . . , Ln} é involutivo se os 
ampos vetoriais
Lj para j = 1, . . . , n, satisfazem a 
ondição de Frobenius(
) [Lj , Lk] =

n∑

ℓ=1

djkℓLℓ, 1 ≤ j, k,≤ n para funções 
omplexas djkℓ ∈ C∞(Ω).Exemplo 4.1 O sistema {D1, ...Dr, T1, ..., Ts} em (3.2) é involutivo.Note que se L ⊂ CTΩ é o sub�brado gerado por L1, . . . , Ln então (
) ésatisfeita para qualquer outro 
onjunto de geradores de L. Como observado anteriormente,31



nós podemos assumir que os 
ampos vetoriais Lj são da forma
Lj =

∂

∂xj
+

m∑

k=1

cjk(x)
∂

∂xn+k
, j = 1, . . . , n, (a′)no qual os 
oe�
ientes cjk são suaves e globalmente de�nidos em RN , 
ujas derivadas dequalquer ordem são limitadas. A forma espe
ial de L1, . . . , Ln em (a′) nos mostra que (
)é reduzido para

[Lj , Lk] = 0, 1 ≤ j, k,≤ n. (c′)Como 
onsequên
ia da demonstração da estimativa (3.5), no Lema 3.1, nós obtemos
∣∣∣∣
∫
Lju(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C‖φ‖W 1,N

n∑

j=1

‖Lju‖L1, u, φ ∈ C∞
0 (RN). (4.1)Devido a propriedade (c′) dos 
omutadores, o termo ‖u‖L1 não apare
e na estimativa(4.1). Logo, nós podemos 
on
luir a desigualdade

‖Lju‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C

n∑

j=1

‖Lju‖L1, u ∈ C∞
0 (RN). (4.2)Agora nós faremos uma pequena introdução sobre o 
omplexo dL asso
iado aestrutura L. Consideremos L1, . . . , Ln originalmente 
omo no iní
io da seção e assumimosque o sistema {L1, . . . , Ln} seja elíti
o e involutivo. Seja L o sub�brado involutivo de

CTΩ gerado pelos 
ampos vetoriais L1, . . . , Ln. Denotamos por Ek(Ω) o espaço das k-formas suaves 
om 
oe�
ientes 
omplexos, 0 ≤ k ≤ N , isto é, as seções suaves do �bradovetorial ∧k(CT ∗Ω) e L⊥(Ω) o sub�brado de CT ∗Ω de�nido por toda ω ∈ E1(Ω) tal que
〈ω, L〉 = 0 para toda seção de L. Seja I o ideal gerado por L⊥(Ω) em ⊗N

k=0 ∧k(CT ∗Ω).Aqui, se ω1, . . . , ωm, n + m = N , é o 
onjunto de geradores lo
ais de L⊥(Ω), então
Ik(Ω)

.
= I ∩ ∧k(CT ∗Ω), 1 ≤ k ≤ n, é gerado pelas k formas do tipo

ωj ∧ ω′, j = 1 . . . , m, ω′ ∈ Ek−1(Ω).Es
revemos N
k(Ω) = ∧k(CT ∗Ω)/Ik(Ω), 0 ≤ k ≤ n, e denotamos por Ẽk(Ω) o espaçodas seções suaves do �brado vetorial Nk(Ω). O 
omplexo de Rham ([dR℄) d : Ek(Ω) →32



Ek+1(Ω), dado pela derivada exterior sobre formas 
om 
oe�
ientes 
omplexos, dá origemao seguinte novo 
omplexo dL asso
iado a estrutura L,
dL,k : Ẽ

k(Ω) −→ Ẽk+1(Ω), 0 ≤ k ≤ n,de�nido da seguinte forma: se u ∈ Ek(Ω) então dL,k(u + Ik)
.
= dku + Ik+1. A operaçãoestá bem de�nida uma vez que a involutividade de L impli
a que dkIk ⊂ Ik+1. Emparti
ular, nós obtemos a bási
a propriedade de 
omplexo

dL,k+1dL,k = 0.Por uma elegante 
ombinação feita por Treves do Teorema de Newlander-Nirenberg [NN℄ e do Teorema de Frobenious sobre distribuições integráveis reais [BCH℄(veja o Teorema 3.1 e a dis
ussão subsequente) é possível exibir um sistema de 
oordenadaslo
al
x1, . . . , xr, y1, . . . yr, t1 . . . , ts, r + s = n,de�nida sobre uma vizinhança Ω′ da origem tal que L é gerada em Ω′ pelos n 
amposvetoriais
Dj =

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
, j = 1, . . . , r,

Tk =
∂

∂tk
, k = 1, . . . , s.

(4.3)Nesse 
aso, L⊥ é gerada em Ω′ por dz̄j .
= dxj + idyj, 1 ≤ j ≤ r, e dtk, 1 ≤ k ≤ s. Então

Ẽk(Ω′) pode ser identi�
ado 
omo o subespaço de Ek(Ω′) gerado pelos mon�mios
dtk1 ∧ · · · ∧ dtkℓ ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jµ , kp ∈ {1, . . . , s}, jq ∈ {1, . . . , r},

ℓ+ µ = ke para u ∈ Ẽ1(Ω′) = C∞(Ω′) nós temos
dL,0u =

s∑

k=1

Tku dtk +

r∑

j=1

Dju dz̄j.Note que quando r = 0, o 
omplexo dL é justamente o 
omplexo de de Rham enquantoque quando s = 0 obtemos o 
omplexo de Dolbeault ([H1℄); isso justi�
a a notação33



dL = d + ∂̄ no 
aso geral. Em outras palavras, num apropriado sistema de 
oordenadaslo
al, o 
omplexo elíti
o dL possui 
oe�
ientes 
onstantes e
∆L =

s∑

k=1

T 2
k +

r∑

j=1

D̄jDjé uma pequena variação do operador de Lapla
e em RN ∼= Rs+2r.4.2 Demonstração do Teorema BSem perda de generalidade podemos supor ini
ialmente que os 
ampos
L1, ..., Ln, dados originalmente pelo Teorema B, são da forma T1, ..., Ts, D1, ..., Dr, para
r + s = n e Tk, Dj 
omo em (4.3).Apli
ando (3.5′) para o sistema {T1, . . . , Ts, D1, . . . , Dr}, N = s+ 2r ≥ 2 ees
revendo fk = Tku, gj = Dju nós obtemos

∣∣∣∣
∫
fk(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C

(
s∑

k=1

‖fj‖L1 +

r∑

j=1

‖gj‖L1

)
‖∇φ‖LN , (4.4)

∣∣∣∣
∫
gj(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C

(
s∑

k=1

‖fk‖L1 +
r∑

j=1

‖gj‖L1

)
‖∇φ‖LN (4.5)para toda u, φ ∈ C∞

0 (RN), 1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ j ≤ r.Das estimativas (4.4) e (4.5), nós podemos es
rever
‖dL,0u‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C‖dL,0u‖L1, u ∈ C∞

0 (RN). (4.6)Mais geralmente, para k formas nós temos
‖dL,ku‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C‖dL,ku‖L1, u ∈ Ẽk

0 (R
N), 0 ≤ k ≤ n− 2, (4.7)no qual Ẽk

0 (R
N) denota os elementos de Ẽk(RN) 
om a propriedade do suporte 
ompa
to.Similarmente, se d∗L denota o 
omplexo dual de dL,

d∗L,k : Ẽ
k+1(RN) −→ Ẽk(RN), 0 ≤ k ≤ n− 1,34



determinado por
∫
dL,ku · v̄ dx =

∫
u · d∗L,kv dx, u ∈ Ẽk

0 (R
N), v ∈ Ẽk+1

0 (RN),no qual · indi
a o emparelhamento padrão sobre formas de mesmo grau, nós obtemos
‖d∗L,ku‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C‖d∗L,ku‖L1 , u ∈ Ẽk+1

0 (RN), 2 ≤ k ≤ n− 1. (4.8)As estimativas (4.7) e (4.8) seguem da apli
ação do próximo lema que estende a estimativa(3.5′).Lema 4.1 Sejam L1, . . . , Ln, n ≥ 2, 
ampos vetoriais 
om 
oe�
ientes 
onstantes, linear-mente independentes de�nidos em RN . Consideremos funções testes f1, . . . , fν ∈ C∞
0 (RN)e suponha que para 
ada 1 ≤ k ≤ ν exista 1 ≤ j ≤ n tal que

Ljfk =
∑

j′ 6=j

ν∑

ℓ=1

ckj′ℓLj′fℓ, (4.9)
om ckj′ℓ ∈ C. Então
ν∑

k=1

‖fk‖ ◦

W−1,N/(N−1)
≤ C

ν∑

l=1

‖fl‖L1. (4.10)Demonstração do Lema 4.1. Uma vez que os 
ampos são linearmente independentes,sem perda de generalidade, nós podemos supor que os 
ampos Lj são es
ritos da forma
Lj =

∂

∂xj
+

m∑

k=1

ajk
∂

∂xn+kpara j = 1, ..., n e ajk ∈ C. Para provar a desigualdade desejada é su�
iente demonstrar-mos que ∣∣∣∣
∫

RN

fk(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ c

(
ν∑

k=1

‖fk‖L1

)
‖∇φ‖LN (RN )para todo k ∈ {1, ..., ν} e φ ∈ C∞

0 (RN). Fixado k seja jk ∈ {1, ..., n} tal que (4.9) é satis-feita para algum ckj′ℓ não nulo (
aso 
ontrário, a desigualdade é trivialmente satisfeita).Apli
ando a estimativa (3.5′) nós obtemos
∣∣∣∣
∫

RN

fk(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ .
(

ν∑

k=1

‖fk‖L1

)
‖∇φ‖LN (RN ) ,que impli
a a desigualdade desejada. 35



Observemos que se u ∈ Ẽk
0 (R

N) e dL,ku = f então
dL,k+1f = 0. (4.11)Para estimarmos ‖dL,ku‖ ◦

W−1,N/(N−1)
é su�
iente 
ontrolarmos |〈fJ , φ〉| para 
ada função
oordenada fJ de f tal que |J | = k + 1 e φ ∈ C∞

0 (RN). Note que (4.11) nos dá umarelação do tipo (4.9), desde que 0 ≤ k ≤ n− 2. Logo, pelo Lema 4.1 obtemos
|〈fJ , φ〉| ≤ c‖f‖L1‖∇φ‖LN = ‖dL,ku‖L1‖∇φ‖LNpara 
ada |J | = k + 1, o que impli
a (4.7). Claramente o argumento falha quando

u ∈ Ẽn−1
0 (RN), uma vez que (4.11) não impli
a em uma relação do tipo (4.9) 
om 
o-e�
ientes ckj′ℓ não nulos. Analogamente, o mesmo argumento pode ser utilizado parademonstrarmos (4.8), desde que 2 ≤ k ≤ n− 1.Consideremos o operador

∆k
.
= d∗L,kdL,k + dL,k−1d

∗
L,k−1, 0 ≤ k ≤ n,que, num 
erto sentido, é uma pequena variação do operador de Lapla
e-Beltrami sobre

k-formas de�nida em RN . Quando k = 0 e k = n os operadores dL,n, d∗L,−1 devem serentendidos 
omo nulos. Seja Gk a solução fundamental 
an�ni
a do operador ∆k dadapor
Gk(z, t) =






ω−1
r,s {|z|2 + |t/2|2}−r− s

2
+1

r ≥ 1

−t/(2|t|) r = 0, s = 1

−(log |t|)/2π r = 0, s = 2

ω−1
r,s |t/2|−s+2 r = 0, s ≥ 3,no qual ωr,s = 2s−2(2m+ s− 2)|S2r+s−1| ([BCH℄). Aqui |Sk| é a medida da esfera unitáriaem Rk+1. Agora, se φ ∈ Ẽk

0 (R
N) então podemos es
rever a identidade φ = ∆k(Gkφ) emque Gkφ =̇ Gk ∗φ. Vamos assumir que 2 ≤ k ≤ n− 2. Utilizando o mesmo argumento doTeorema 3.3 
om (3.11) simpli�
ado para

∫
u · φ =

∫
u ·∆kGkφ =

∫
dL,ku · dL,ℓGkφ +

∫
d∗L,k−1u · d∗L,k−1Gkφ36



segue pelas estimativas (4.7), (4.8), (4.10) e pela teoria de Calderón-Zygmund a estimativa
∣∣∣∣
∫
u · φ

∣∣∣∣ ≤ ‖dL,ku‖L1‖∇dL,kGkφ‖LN + ‖d∗L,k−1u‖L1‖∇d∗L,k−1Gkφ‖LN

≤ C
(
‖dL,ku‖L1 + ‖d∗L,k−1u‖L1

)
‖φ‖LN .Isso impli
a por dualidade que

‖u‖LN/(N−1) ≤ C
(
‖dL,ku‖L1 + ‖d∗L,k−1u‖L1

)
, u ∈ Ẽk

0 (R
N). (4.12)Novamente, sabemos que o argumento falha para k = 1, n − 1 uma vez que (4.8) falhapara k = 1 e (4.7) falha para k = n − 1. Todavia, (4.12) vale para k = 0 e para k = npor uma apli
ação de (3.5′). Isso provaTeorema 4.1 Seja u ∈ Ẽk

0 (R
N) e assuma que 0 ≤ k ≤ n tal que k 6= 1, n− 1. Então

‖u‖LN/(N−1) ≤ C
(
‖(d+ ∂̄)u‖L1 + ‖(d+ ∂̄)∗u‖L1

)
, u ∈ Ẽk

0 (R
N). (4.13)4.3 O Teorema CComo 
omentado anteriormente, o argumento para a demonstração do Te-orema 4.1 falha quando k = 1 e k = n − 1. Entretanto, não podemos esperar que aestimativa (4.13) seja válida nesses 
asos. No Capítulo 5 nós apresentaremos um 
ontraexemplo para a desigualdade (1.4) quando k = 1 e k = N − 1, ou seja, quando dL é
omplexo de de Rahm. Logo, a�m de 
ontornar esse problema, nós podemos substituir anorma L1 ao lado esquerdo de (4.13) por uma norma mais fra
a ou impormos 
ondiçõesadi
ionais sobre u. Suponhamos ini
ialmente k = 1, u ∈ Ẽ1

0(R
N) e

(d+ ∂̄)∗u = 0.Então para toda φ ∈ Ẽ1
0(R

N ) temos a identidade
∫
u · φ =

∫
u ·∆1G1φ =

∫
(d+ ∂̄)u · (d+ ∂̄)G1φ.37



Logo, pelo Lema 4.1 nós obtemos
∣∣∣∣
∫
u · φ

∣∣∣∣ ≤ ‖(d+ ∂̄)u‖L1‖∇(d+ ∂̄)G1φ‖LN ≤ C‖(d+ ∂̄)u‖L1‖φ‖LN ,o que impli
a
‖u‖LN/(N−1) ≤ C‖(d+ ∂̄)u‖L1, u ∈ Ẽ1

0(R
N ), (4.14)desde que (d+ ∂̄)∗u = 0. Similarmente

‖u‖LN/(N−1) ≤ C‖(d+ ∂̄)∗u‖L1, u ∈ Ẽn−1
0 (RN), (4.15)desde que (d+ ∂̄)u = 0.Como dito, uma outra possibilidade é questionarmos se é possível substituira norma L1 em (4.13) por uma norma mais fra
a. No 
aso do 
omplexo de de Rahm,Lanzani e Stein demonstraram que quando k = 1, uma estimativa análoga a (1.4) é validaquando ‖d∗u‖L1 é substituído por ‖d∗u‖H1 , no qual H1 é o espaço real de Hardy em RN .Similarmente quando k = N − 1, ‖du‖L1 é substituído por ‖du‖H1 .De�nição 4.2 Dizemos que uma distribuição f ∈ H1(RN) se existe Φ ∈ S (espaço deS
hwartz) satisfazendo ∫ Φ 6= 0 tal que MΦf ∈ L1(RN) e denotamos ‖f‖H1 =̇ ‖MΦf‖L1.Lembramos que MΦf é a função maximal de�nida por

MΦ(x) = sup
t>0

|(f ∗ Φt)(x)|, Φ ∈ S.Um vasto estudo sobre o espaço H1 pode ser en
ontrado no livro [St℄.Já que estamos trabalhando no 
ontexto de estimativas lo
ais, um naturalsubstituto para H1(RN ) é o espaço lo
alizável de Goldberg h1(RN) ou H1lo
(RN) ([G℄) .De�nição 4.3 Dizemos que uma distribuição f ∈ h1(RN) se existe Φ ∈ S satisfazendo
∫
Φ 6= 0 tal que mΦf ∈ L1(RN ) no qual

mΦ(x) = sup
0<t≤1

|(f ∗ Φt)(x)|, Φ ∈ Se denotamos ‖f‖h1 =̇ ‖mΦf‖L1. 38



Claramente valem as imersões H1(RN) ⊂ h1(RN ) ⊂ L1(RN) (além do mais as in
lusõessão estritas). Outra propriedade fundamental é que se f ∈ h1(RN), η ∈ C∞
0 (RN) e

α : RN → RN é um difeomor�smo de uma vizinhança do suporte de η então
η(f ◦ α) ∈ h1(RN).Note que, no nosso 
ontexto lo
al, esperamos que os espaços fun
ionais envolvidos pre-servem a propriedade a
ima (o que não a
onte
e por exemplo 
om o espaço H1). Diantedessa breve introdução, nós enun
iamos o seguinte resultado.Teorema 4.2 Se o diâmetro de Ω é su�
ientemente pequeno, valem a seguinte estimativaslo
ais

‖u‖LN/(N−1) ≤ C
(
‖d∗L,0u‖h1 + ‖dL,1u‖L1

)
, u ∈ Ẽ1

0(Ω), (4.16)
‖u‖LN/(N−1) ≤ C

(
‖d∗L,n−2u‖L1 + ‖dL,nu‖h1

)
, u ∈ Ẽn−1

0 (Ω). (4.17)Demonstração do Teorema 4.2. Aqui nós pro
edemos 
omo na demonstração doTeorema 3.3. Seja ℓ = 1 e a identidade
φ = ∆1q(x,D)φ+ r(x,D)φ, φ ∈ Ẽ1

0(Ω),para q(x, ξ) ∈ S−2 e r(x, ξ) ∈ S−∞. Então
〈u, φ〉 = 〈u,∆1(x,D)q(x,D)φ〉+ 〈u, r(x,D)φ〉

= 〈d∗L,0u, d∗L,0q(x,D)φ〉+ 〈dL,1u, dL,1q(x,D)φ〉+ 〈u, r(x,D)φ〉.O segundo e o ter
eiro termo ao lado direito da última desigualdade podem ser majoradospor (‖dL,1u‖L1 +‖u‖L1

)
‖φ‖LN 
omo na prova das estimativas (3.12) e (3.13). Novamente,lembremos que o mesmo argumento não pode ser apli
ado para o primeiro termo. Aoinvés disso, 
omo q(x,D) = q(D), nós es
revemos

(d∗L,0u, d
∗
L,0q(x,D)φ) = (q(x,D)d∗L,0u, d

∗
L,0φ)

= (j+1(x,D)q(x,D)d∗L,0u, j
−1(x,D)d∗L,0φ)39




om jα(x, ξ) = (1 + |ξ|2)α/2 para α = +1,−1 e assim
∣∣(d∗L,0u, d∗L,0q(x,D)φ)

∣∣

≤ C
∥∥j+1(x,D)q(x,D)d∗L,0u

∥∥
L

N
N−1

∥∥j−1(x,D)d∗L,0φ
∥∥
LN .Já que j−1(x,D)d∗L,0 ∈ OPS0, nós obtemos

∥∥j−1(x,D)d∗Lφ
∥∥
LN ≤ C ‖φ‖LN ,uma vez que os operadores dessa 
lasse são limitados em Lp para 1 < p < ∞. Para ooutro termo, apli
ando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos

∥∥j+1(x,D)q(x,D)d∗L,0u
∥∥
L

N
N−1

≤ C
∥∥∇j+1(x,D)q(x,D)d∗L,0u

∥∥
L1 .Note que 
omo ∇j+1(x,D)q(x,D) ∈ OPS0, em geral não podemos 
on
luir que esteoperador é limitado em L1. Entretanto, a limitação é válida em h1 ([K℄) e assim

∥∥∇j(x,D)q(x,D)d∗L,0u
∥∥
L1 ≤ C

∥∥d∗L,0u
∥∥
h1 .Logo,

∣∣(d∗L,0u, d∗L,0q(x,D)φ)
∣∣ ≤

∥∥d∗L,0u
∥∥
h1 ‖φ‖LN .Das estimativas anteriores nós 
on
luímos que

|〈u, φ〉| ≤ C
(
‖d∗L,0u‖h1 + ‖dL,1u‖L1 + ‖u‖L1

)
‖φ‖LNo que demonstra (4.16) por dualidade, diminuindo Ω 
aso ne
essário. A demonstração de(4.17) é similar.
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Capítulo 5
Contra exemplos para desigualdades dotipo div-rot em L1

Em vista do Teorema 1.1 nós podemos fazer a seguinte pergunta: vale a desigualdade(1.4) quando k=1? Em outras palavras, existe C > 0 
onstante universal tal que
‖u‖

L
N

N−1
≤ C (‖du‖L1 + ‖d∗u‖L1) , u ∈ C∞

0 (Λ1
R

N)? (P1)De fato, 
omo observado na Seção 4.2 se impusermos a 
ondição d∗u = 0 a estimativa éverdadeira. Entretanto, a desigualdade em geral não é válida. Na Seção 5.1 nós iremosapresentar um 
ontra exemplo para a estimativa (P1). Nesta mesma direção nós podemosfazer outro questionamento: vale a desigualdade (2.11) para p = 1? Isto é, se Y satisfazo sistema (2.9) vale
‖∇Y ‖1 ≤ C‖f‖1 ? (P2)Se Y é da forma (2.10) então pela teoria de Calderon-Zygmund a desigualdade em geralnão é válida, uma vez que o operador integral singular de�nido pelo nú
leo ∂2xkxj

G nãoé limitado em L1. Entretanto a desigualdade poderia ser válida no subespaço div f = 0(assim 
omo na Proposição 1.1), mas 
omo será apresentado na Seção 5.2 a estimativa(P2) também é falsa. Uma generalização desse 
ontra exemplo também será apresentadano 
ontexto de formas para o sistema dY = f .A mesma análise pode ser feita quando41



p = ∞ (veja a Seção A.2). Ao �nal do 
apítulo, na Seção 5.3, nós iremos demonstrar 
omdetalhes o 
ontra exemplo para o Teorema 3.3 quando n=1.5.1 Contra exemplo para a estimativa (1.4) quando k =

1 A �m de violar a estimativa (1.4) quando k = 1 é su�
iente demonstrarmosque para 
ada C > 0 existe w ∈ C∞
0 (Λ1RN ) exata tal que

‖w‖
L

N
N−1

‖d∗w‖L1

> C.Proposição 5.1 Existe uma família wǫ ∈ C∞
0 (Λ1RN ), N ≥ 3, satisfazendo dwǫ = 0 talque

‖wǫ‖
L

N
N−1

‖d∗wǫ‖L1

→ ∞ quando ǫց 0. (5.1)Demonstração da Proposição 5.1. Para 
ada ǫ > 0 
onsideremos wǫ a 1 forma suavede suporte 
ompa
to em RN de�nida por
wǫ = duǫ =

N∑

j=1

(∂xj
uǫ)dxj e uǫ =

(
1

|x|N−2
∗ φǫ

)
η(x).Aqui φǫ(x) = ǫ−2φ(ǫ−1x) para φ ∈ C∞

0 (R2) uma função positiva tal que supp(φ) ⊂ B0(2)e ∫
R2

φ(x)dx = 1, η ∈ C∞
0 (R2) tal que η ≡ 1 na B0(1) e supp(η) ⊂ B0(3). Suponhamosque (P1) seja válido para wǫ, isto é, existe C > 0 uma 
onstante universal tal que

‖wǫ‖
L

N
N−1

≤ c ‖d∗wǫ‖L1 , (5.2)já que dwǫ = dduǫ = 0.A�rmação 1. d∗wǫ ∈ L1 independente de ǫ.De fato, d∗wǫ = d∗duǫ = −
N∑

j=1

∂2xj
uǫ = −∆uǫ no qual

∂2xj
uǫ = ∂2xj

η

{
φǫ ∗

1

|x|N−2

}
+ 2∂xj

η

{
φǫ ∗ ∂xj

(
1

|x|N−2

)}

+η

{
φǫ ∗ ∂2xj

(
1

|x|N−2

)}42



o que impli
a
−∆uǫ = ηφǫ +∆η

(
φǫ ∗

1

|x|N−2

)
+ 2(2−N)

N∑

j=1

∂xj
η

(
φǫ ∗

xj
|x|N

)
. (5.3)A �m de demonstrarmos a a�rmação a
ima é su�
iente demonstrarmos que 
ada par
elaao lado direito de (5.3) perten
e a L1 independente de ǫ. Claramente para o primeirotermo temos

‖ηφǫ‖L1(RN ) ≤ ‖η‖L∞ ‖φ‖L1 .Já a segunda par
ela pode ser estimada da forma
∥∥∥∥
(

1

|x|N−2
∗ φǫ

)
∆η

∥∥∥∥
L1(RN )

≤ ‖∆η‖L∞

∫

supp(∆η)

∣∣∣∣
(

1

|x|N−2
∗ φǫ

)
(x)

∣∣∣∣ dx.Como supp(∆η) ⊆ A0(1, 3), sendo A0(1, 3) a 
oroa de 
entro na origem, raio menor 1 eraio maior 3, então para ǫ su�
ientemente pequeno temos
sup

x∈A0(1,3)

y∈B0(2ǫ)

1

|x− y|N−2
≤ sup

z∈A0(1/2,4)

1

|z|N−2
=̇ δ <∞ (5.4)donde ∫

A0(1,3)

∣∣∣∣
(

1

|x|N−2
∗ φǫ

)
(x)

∣∣∣∣ dx ≤ δ ‖φ‖L1 |A0(1, 3)|. (5.5)O mesmo argumento é válido parar estimarmos o ter
eiro termo ∂xj
η

(
φǫ ∗

xj
|x|N

).
Para estimarmos wǫ em norma L N

N−1 basta estimarmos 
ada par
ela ∂xj
uǫ que é es
ritada forma

∂xj
uǫ = ∂xj

η

{
φǫ ∗

1

|x|N−2

}
+ η

{
φǫ ∗

xj
|x|N

}
.A�rmação 2.(i) ∂xj

η

(
φǫ ∗

1

|x|N−2

)
∈ L

N
N−1 independente de ǫ.(ii) ∥∥∥∥η(φǫ ∗

xj
|x|N

)∥∥∥∥
L

N
N−1

ǫց0−→ ∞. 43



(i) Claramente
∥∥∥∥∂xj

η

(
φǫ ∗

1

|x|N−2

)∥∥∥∥
L

N
N−1

≤
∥∥∂xj

η
∥∥
L∞

∥∥∥∥φǫ ∗
1

|x|N−2

∥∥∥∥
L

N
N−1 (A0(1,3))

≤ δ
∥∥∂xj

η
∥∥
L∞

‖φ‖L1 |A0(1, 3)|
N−1
N ,no qual a segunda desigualdade de
orre 
omo em (5.5).(ii) De fato,

∥∥∥∥η
(
φǫ ∗

xj
|x|N

)∥∥∥∥
L

N
N−1 (RN )

≥
∥∥∥∥φǫ ∗

xj
|x|N

∥∥∥∥
L

N
N−1 (B0(1))

=

(∫

B0(1)

|Iǫ|
N

N−1dx

)N−1
Npara

Iǫ(x) =

∫

B0(2ǫ)

φǫ(y)(xj − yj)

|x− y|N dy.Agora, lim
ǫ→0

Iǫ(x) =
xj
|x|N uniformemente para 0 < γ < |x| < 1 e dessa forma
lim
ǫ→0

∫

γ<|x|<1

|Iǫ(x)|
N

N−1dx =

∫

γ<|x|<1

∣∣∣∣
xj
|x|N

∣∣∣∣

N
N−1

dxpara ǫ < γ. Logo,
lim inf

ǫ→0

∫

B0(1)

|Iǫ(x)|
N

N−1dx ≥ lim inf
ǫ→0

∫

γ<|x|<1

|Iǫ(x)|
N

N−1dx

≥
∫

γ<|x|<1

∣∣∣∣
xj
|x|N

∣∣∣∣

N
N−1

dx→ ∞ (Lema de Fatou),quando γ → 0.
Das A�rmações 1 e 2 nós obtemos (5.1), o que 
ontradiz (5.2).

Analogamente, a mesma dis
ussão sobre (P1) pode ser feita quando k =

N − 1. Outra observação relevante é que a mesma té
ni
a pode ser usada para
onstruir um 
ontra exemplo para a estimativa (4.13) quando k = 1 (analogamente quando44



k = n− 1). Com efeito, basta gerarmos uma sequên
ia ωǫ ∈ Ẽ1
0(Ω) exata, dL,1ωǫ = 0, talque

‖wǫ‖
L

N
N−1∥∥d∗L,0wǫ

∥∥
L1

→ ∞ quando ǫց 0,Seguindo o roteiro da demonstração da Proposição 5.1, isto pode ser feitode�nindo ωǫ = dL,0uǫ para uǫ = ηδ (G1 ∗ φǫ) no qual G1 é dada 
omo na Seção 4.2,
ηδ(x) =̇ η(xδ−1) e η uma função de 
orte na origem.5.2 Contra exemplo para a estimativa (2.11) quandop=1O 
ontra exemplo segue de uma pequena adaptação ao que foi apresentadopara o problema (P1). Ini
ialmente, nós enun
iamos o resultado para N = 3.Proposição 5.2 Existe uma família Zǫ, fǫ ∈ C∞

0 (R3;R3) satisfazendo (2.9) para fǫ ∈

L1
♯ (R

3;R3) tal que
‖∇Zǫ‖1
‖fǫ‖1

→ ∞ quando ǫց 0.Demonstração da Proposição 5.2. Para 
ada ǫ > 0 de�nimos
ϕǫ(x1, x2, x3) = ψǫ(x1, x2)h(x3)
om as seguintes es
olhas:(i) ψǫ(x) = (2π)−1(log |x| ∗ φǫ)η(x) para x = (x1, x2) e |x|2 = x21 + x22.(ii) φǫ(x) = ǫ−2φ(ǫ−1x) para φ ∈ C∞

0 (R2), supp(φ) ⊂ B0(2), φ ≥ 0 e ∫
R2

φ(x)dx = 1 .(iii) η ∈ C∞
0 (R2) para η ≡ 1 em B0(1) e supp(η) ⊂ B0(3).(iv) h ∈ W 1,1(R), isto é, h, h′ ∈ L1(R).De fato, ψǫ está bem de�nida uma vez que log |x| ∈ L1

loc(R
2). Logo, log |x| ∗ φǫ ∈ C∞(R2)e portanto ψǫ ∈ C∞

0 (R2). 45



Observação 5.1 Note que log |x| /∈ L1(R2), já que lim
m→∞

∫ m

0

| log r|rdr = ∞.Consideremos uma família de 
ampos suaves Zǫ = (Z1
ǫ , Z

2
ǫ , Z

3
ǫ ) de�nidos em

R3 por
Z1

ǫ = ∂x2ϕǫ,

Z2
ǫ = −∂x1ϕǫ,

Z3
ǫ = 0.Fa
ilmente vemos que para fǫ=̇(f 1

ǫ , f
2
ǫ , f

3
ǫ ) apropriadamente es
olhidos por

f 1
ǫ = ∂x3∂x1ϕǫ,

f 2
ǫ = ∂x3∂x2ϕǫ,

f 3
ǫ = ∆̃ϕǫ (−∆̃ = ∂2x1 + ∂2x2),nós obtemos div fǫ = 0, no qual Zǫ e fǫ satisfazem (2.9).A�rmação 1. fǫ ∈ L1(R3) independente de ǫ.A�m de 
on
luirmos tal a�rmação é ne
essário e su�
iente demonstrarmos:(a) ∂xj

ψǫ ∈ L1(R2) independente de ǫ para j=1,2.(b) ∆̃ψǫ ∈ L1(R2) independente de ǫ.(a) Por de�nição temos
∂xj

ψǫ = (2π)−1

[(
xj
|x|2 ∗ φǫ

)
η + (log |x| ∗ φǫ)∂xj

η

]
. (5.6)Claramente,

∥∥∥∥
(
xj
|x|2 ∗ φǫ

)
η

∥∥∥∥
L1(R2)

≤ ‖η‖L∞

∫

supp(η)

∣∣∣∣
(
xj
|x|2 ∗ φǫ

)
(y)

∣∣∣∣dyAlém do mais, de
ompondo xj
|x|2 = g1 + g2 para

g1 =
xj
|x|2

∣∣∣∣
χ{|x|<1}

∈ L1 e g2 =
xj
|x|2

∣∣∣∣
χ{|x|≥1}

∈ L∞,
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segue pela desigualdade de Young que
∫

supp(η)

∣∣∣∣
(
xj
|x|2 ∗ φǫ

)
(y)

∣∣∣∣ dy ≤ {‖g1‖L1 + ‖g2‖L∞} ‖φ‖L1 .Já para o segundo termo ao lado direito de (5.6), note que 
omo supp(η) ⊂ B0(3) entãosupp(∂xj
η) ⊂ A0(1, 3) e dessa forma

∥∥(log |x| ∗ φǫ)∂xj
η
∥∥
L1 ≤

∥∥∂xj
η
∥∥
L∞

∫

A0(1,3)

|(log |x| ∗ φǫ) (y)| dy.Para ǫ su�
ientemente pequeno obtemos
δǫ =̇ sup

x∈A0(1,3)

y∈B0(2ǫ)

| log |x− y|| ≤ δ =̇ sup
z∈A0(1/2,4)

| log |z|| <∞e assim, ∫

A0(1,3)

|(log |x| ∗ φǫ) (y)| dy ≤ δ ‖φ‖L1 |A0(1, 3)|,o que �naliza a demonstração do item (a).(b) Analogamente segue a demonstração 
omo no item (a), uma vez que
∆̃ψǫ = φǫη + (2π)−1

[
2∑

j=1

2

(
xj
|x|2 ∗ φǫ

)
∂xj

η + (log |x| ∗ φǫ)∆̃η

]no qual
‖φǫη‖L1 ≤ ‖η‖L∞ ‖φ‖L1e ∆̃ψǫ − φǫη é estimada 
omo feito para (5.6).

Agora, nós 
onsideramos uma par
ela espe
ial de ∇Zǫ dada por gǫ =̇ ∂x1Z
1
ǫque é es
rita da forma h(x3)∂x1∂x2ψǫ(x) para

∂x1∂x2ψǫ(x) = (2π)−1

(
x1x2
|x|4 ∗ φǫ

)
η + k(x), (5.7)
om k ∈ L1(R2) independente de ǫ. 47



A�rmação 2. lim inf
ǫ→0

∥∥∥∥
(
x1x2
|x|4 ∗ φǫ

)
η

∥∥∥∥
L1(R2)

= ∞.Como η ≡ 1 na B0(1) então
∥∥∥∥
(
x1x2
|x|4 ∗ φǫ

)
η

∥∥∥∥
L1(R2)

≥
∫

B0(1)

|Iǫ(x)|dxpara Iǫ(x) = ∫
R2

(x1 − y1)(x2 − y2)

|x− y|4 φǫ(y)dy. Note que, se δ > 0 então
lim
ǫ→0

Iǫ(x) =
x1x2
|x|4 uniformemente no 
onjunto δ < |x| < 1,desde que ǫ < δ. Logo

lim
ǫ→0

∫

δ<|x|<1

|Iǫ(x)|dx =

∫

δ<|x|<1

|x1x2|
|x|4 dxe assim

lim inf
ǫ→0

∫

|x|<1

|Iǫ(x)|dx ≥ lim inf
ǫ→0

∫

δ<|x|<1

|Iǫ(x)|dx ≥
∫

δ<|x|<1

|x1x2|
|x|4 dx

δ→0−→ ∞.

Das A�rmações 1 e 2 nós obtemos
lim inf

ǫ→0

‖∇Zǫ‖1
‖fǫ‖1

≥ lim inf
ǫ→0

‖gǫ‖1
‖fǫ‖1

= ∞,o que demonstra a Proposição 5.2.
Quando N = 2 nós podemos interpretar o resultado da Proposição 5.2 daseguinte forma: existe uma familia, ~Yε ∈ C∞

0 (R2;R2) e fε ∈ C∞
0 (R2) satisfazendo

div ~Yε = 0,

rot ~Yε = fε,em R2, isto é,
∂x1Y

1
ε + ∂x2Y

2
ε = 0, (5.8)

∂x1Y
2
ε − ∂x2Y

1
ε = fε, (5.9)48



tal que
‖∇ ~Yε‖1
‖fε‖1

−→ ∞, quando εց 0 ?Seguindo a mesma re
eita da de�nição de ~Yε =̇ ~Zε na demonstração anterior, entãode�nimos Y 1
ε = ∂x2ϕε, Y 2

ε = −∂x1ϕε e 
laramente
div ~Yε = 0,

rot ~Yε = −∆ϕε =̇ fε.Es
olhendo ϕε = ψε 
omo no item (i), segue pela A�rmação 1 da Proposição 5.2, item(b), que fε ∈ L1(R2) independente de ε (analogamente vale a mesma propriedade para
~Yε). Então podemos fazer a seguinte pergunta: ‖∂xj

∂xi
ψε‖1 −→ ∞ quando ε ց 0 paraalgum i, j ∈ {1, 2}? Quando i = 1 e j = 2 a resposta é a�rmativa 
omo 
onsequên
ia daIdentidade (5.7) e da A�rmação 2.Na linguagem de formas, a Proposição 5.2 pode ser es
rita da seguintemaneira.Proposição 5.3 Existem famílias Zǫ ∈ C∞

0 (ΛkRN) e fǫ ∈ C∞
0 (Λk+1RN ), N ≥ 3, 1 ≤

k ≤ N − 1, satisfazendo 



dZǫ = fǫ

d∗Zǫ = 0,
(5.10)tal que

‖∇Zǫ‖1
‖fǫ‖1

→ ∞ quando ǫց 0.Observação 5.2 Claramente quando N = 3 e k = 1 nós obtemos a Proposição 5.2.Demonstração da Proposição 5.3. Ini
ialmente vamos estender a demonstração daProposição 5.2 no 
aso de uma 1-forma para RN . Seja Zǫ =

N∑

i=1

Z i
ǫdxi de�nida por

Z1
ǫ = ∂x2ϕǫ,

Z2
ǫ = −∂x1ϕǫ,

Zj
ǫ = 0 j = 3, 4, ..., N ,49



no qual ϕǫ(x1, ..., xN) = ψǫ(x1, x2)
N∏

j=3

hj(xj), sendo ψǫ 
omo na Proposição 5.2 e hj ∈

C∞
0 (R) para j = 3, 4, ..., N . De�nindo fǫ = ∑

|J |=2

fJ
ǫ dxJ para

f 1k
ǫ = −∂2x2xkϕǫ , k = 3, 4, ..., N

f 2k
ǫ = ∂2x1xkϕǫ , k = 3, 4, ..., N

f 1,2
ǫ = ∆̃ϕǫ , −∆̃ = ∂2x1 + ∂2x2

f ik
ǫ = 0 , nos outros 
asostemos Zǫ e fǫ satisfazendo o sistema (5.10) e dfǫ = 0. Repetindo a mesma demonstraçãoda proposição anterior, nós 
on
luímos que fǫ ∈ L1(RN) independente de ǫ e
lim inf

ǫ→0

‖∇Zǫ‖1
‖fǫ‖1

≥ lim inf
ǫ→0

‖gǫ‖1
‖fǫ‖1

= ∞ (5.11)para gǫ =̇ ∂x1Z
1
ǫ , o que �naliza a prova em RN para k = 1.No 
aso geral, 
onsideremos uma k-forma espe
ial, 1 ≤ k ≤ n− 1, de�nidapor Zǫ =

k+1∑

j=1

ZIj
ǫ dxIj , para I = {1, ..., k + 1} e Ij = I − {j} no qual

ZI1
ǫ = ∂x1ψǫ

N∏

k=3

hk,

ZI2
ǫ = −∂x2ψǫ

N∏

k=3

hk,

Z
Ij
ǫ = (−1)j−1ψǫ(∂xjhj)

N∏

i=1
i 6=j

hj , j = 3, 4, ..., N ,
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sendo ψǫ e hk = hk(xk) 
omo antes. De�nindo f =
∑

|J |=k+1

fJ
ǫ dxJ para

f I
ǫ =

k+1∑

j=1

(−1)j−1∂xj
ZIj

ǫ = ∆̃ψǫ

N∏

k=3

hk + ψǫ

k+1∑

j=3




N∏

k=3
k 6=j

hk


 ∂2xj

hj ,

f
I1∪{i}
ǫ = (−1)k∂xi

ZI1
ǫ = (−1)k∂x1ψǫ∂xi

hi
N∏

k=3
i 6=j

hk, i /∈ I

f
I2∪{i}
ǫ = (−1)k∂xi

ZI2
ǫ = (−1)k+1∂x2ψǫ∂xi

hi
N∏

k=3
i 6=j

hk, i /∈ I

f
Ij∪{i}
ǫ = (−1)k∂xi

ZIj
ǫ = (−1)k+j−1ψǫ∂xi

hi

N∏

i=1
i 6=j

∂xj
hj j = 3, ..., N e i /∈ I

fJ = 0, nos outros 
asosnós obtemos as seguintes propriedades:1. d∗Zǫ = 0Computando a derivada exterior de Zǫ temos
d∗Zǫ = −

q+1∑

j=1

∑

i∈Ij

∂xi
ZIj

ǫ dxi ∨ dxIjpara dxi ∨ dxI = dxI−{i} e i ∈ I. Fixado j0 ∈ I e k ∈ Ij0 temos
k < j0 ⇒ ∂xi

ZIj
ǫ dxi ∨ dxIj = (−1)k−1∂xk

ZIj
ǫ dxIj−{i}

k > j0 ⇒ ∂xi
ZIj

ǫ dxi ∨ dxIj = (−1)k−2∂xk
ZIj

ǫ dxIj−{i}no qual Ij − {i} =
{
1, 2, ..., ǐ, ..., ǰ, ..., n

}. Agora, �xado j=k temos que
k < j0 ⇒ ∂xj0

ZIk
ǫ dxj0 ∨ dxIk = (−1)j0−2∂xj0

ZIk
ǫ dxIk−{j0}

k > j0 ⇒ ∂xj0
ZIk

ǫ dxj0 ∨ dxIk = (−1)j0−1∂xk
ZIk

ǫ dxIk−{j0}Assim, d∗Zǫ = 0 se
(−1)k−1∂xk

Z
Ij0
ǫ + (−1)j0−2∂xj0

ZIk
ǫ = 0 , k < j0

(−1)k−2∂xk
Z

Ij0
ǫ + (−1)j0−1∂xj0

ZIk
ǫ = 0 , k > j0para j0 ∈ I, o que é satisfeito. 51



2. dZǫ = fǫDe fato,
dZǫ =

q+1∑

j=1

∑

i/∈Ij

∂xi
ZIj

ǫ dxi ∧ dxIj

=

q+1∑

j=1

∂xj
ZIj

ǫ dxj ∧ dxIj +
∑

i/∈I

∂xi
ZIj

ǫ dxi ∧ dxIj

=

(
q+1∑

j=1

(−1)j−1∂xj
ZIj

ǫ

)
dxI + (−1)q

∑

i/∈I

(
q+1∑

j=1

∂xi
ZIj

ǫ dxIj∪{i}

)

= fǫ.3. fǫ ∈ L1(Rn) independente de ǫA demonstração é análoga aos 
asos anterioresLogo, 
al
ulando gǫ =̇ ∂x1Z
I2
ǫ em norma L1(Rn), nós temos

∥∥∂2x1x2
ψǫ

∥∥
L1(R2)

n∏

j=3

∥∥hj
∥∥
L1(R)

.Note que ∂2x1x2
ψǫ é estimada em norma L1(R2) pela A�rmação 2 via (5.7). Dessa forma,a 
on
lusão segue análoga a (5.11).

5.3 Contra exemplo do Teorema 3.3 quando n=1Nesta seção nós iremos apresentar um 
ontra exemplo para a desigualdade(3.4) quando n = 1 e L = ∂x1 + i∂x2 é o 
ampo elíti
o de Cau
hy-Riemman em R2.Em parti
ular, queremos en
ontrar uma sequên
ia uε ∈ C∞
0 (U), para Uuma vizinhança da origem, tal que

‖uε‖L2/‖Luε‖L1 → ∞ quando εց 0.52



Seja ψ ∈ C∞
0 (B0(1)) uma função de 
orte satisfazendo ψ ≡ 1 na B0(1/3) e suportadana B0(1/2) tal que para algum δ > 0 a função ψδ(x) =̇ ψ(xδ−1) esteja suportada em U .Consideremos

uε = ψδ(φε ∗ E)no qual E(x) = 1

π(x1 + ix2)
é a solução fundamental de L e φε =̇ ε−2φ(xε−1) é umaaproximação da identidade para φ suportada na B0(2).A�rmação 1. Luε ∈ L1 independente de ε e δ.Computando Luε temos

(Luε)(x) =
1

δ
(Lψ)

(x
δ

)
(φε ∗ E)(x) + ψ

(x
δ

)
φε(x).Claramente ‖ψδφε‖L1 ≤ ‖ψ‖L∞‖φ‖L1 e

δ−1‖(Lψ)δ(φε ∗ E)‖L1 ≤ δ−1‖(Lψ)‖L∞‖φε ∗ E‖L1(A) (5.12)no qual A =̇ supp {(Lψ)δ} = A

(
0,

3

δ
,
2

δ

) é a 
oroa de 
entro 0, raio menor δ
3
e raio maior

δ

2
. Agora,

|(E ∗ φε)(x)| . δ−1‖φ‖L1, ∀ x ∈ A e ε << δ,posto que sup
x∈A

y∈B0(2ǫ)

{|E(x− y)|} . δ−1. Dessa forma
‖φε ∗ E‖L1(A) . |A|δ−1‖φ‖L1 . δ. (5.13)Substituindo a estimativa (5.13) em (5.12) nós obtemos

δ−1‖(Lψ)δ(φε ∗ E)‖L1 . ‖(Lψ)‖L∞‖φ‖L1para ε su�
ientemente pequeno.
Para estimarmos uε em norma L2, note que

‖uε‖L2 ≥ ‖φε ∗ E‖L2(B0(δ/3)) =

(∫

B0(δ/3)

|Iǫ|2dx
) 1
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no qual
Iǫ(x) =

∫

B0(2)

φǫ(y)E(x− y)dy.Nós 
on
luímos a demonstração do 
ontra exemplo uma vez que (repetindo os mesmosargumentos dos 
ontra exemplos anteriores)
lim inf

ǫ→0

∫

B0(δ/3)

|Iǫ(x)|2dx ≥︸︷︷︸
0<cδ<<δ

lim inf
ǫ→0

∫

cδ<|x|<δ/3

|Iǫ(x)|2dx

≥︸︷︷︸Lema de Fatou ∫cδ<|x|<δ/3

1

|x|2dx→ ∞,quando cδ → 0.
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Capítulo 6
O Problema de Bourgain-Brezis

Dada ~f ∈ L1
♯ (R

N ;RN), N ≥ 3, 
onsideremos ~u = G ∗ ~f uma solução dosistema
−∆~u = ~f. (6.1)Lembramos que aqui G(x) = cN |x|2−N é a solução fundamental invariante por rotações dooperador de Lapla
e ∆ em RN , que atuando sobre 
ampos de vetores é de�nido 
ompo-nente a 
omponente, isto é, ∆~u = (∆u1, ...,∆uN). Uma 
onsequên
ia direta da Proposição1.1 é dada pelo seguinte resultado de Bourgain e Brezis em [BB2℄.Teorema 6.1 Seja ~f ∈ L1

♯ (R
N ;RN) e N ≥ 3. Então o sistema (6.1) admite solução

u ∈ L
N

N−2 (RN ;RN) 
om ∇u ∈ L
N

N−1 . Além disso vale
‖∇u‖N/(N−1) ≤ CN ‖f‖1 . (6.2)Consequentemente (6.2), via o Teorema de Imersão de Sobolev, impli
a
‖u‖N/(N−2) ≤ CN ‖f‖1 .O mesmo resultado é válido quando N = 2 e G(x) = (2π)−1 log |x|, donde

‖∇u‖2 ≤ c ‖f‖1 . (6.3)55



Em vista das desigualdades (6.2) e (6.3), Bourgain e Brezis em [BB2℄ ques-tionaram a validade da estimativa de segunda ordem
‖∇2~u‖1 ≤ C‖~f‖1 (P3)para ~u = G ∗ ~f solução de (6.1) e ~f ∈ L1

♯ (R
N ;RN). Em geral, quando ~f ∈ L1(RN ;RN)a estimativa é falsa. Entretanto ela poderia ser válida sob a 
ondição div ~f = 0. Elesa�rmam que a desigualdade é falsa, apresentando um 
ontra exemplo no 
ontexto de
urvas reti�
áveis. Via os resultados de Smirnov em [S℄, a estimativa (P3) é equivalenteà desigualdade

‖(−∆)−1(HΓ~t)‖W 2,1 < C, (6.4)no qual Γ é uma 
urva reti�
ável fe
hada em R
N de 
omprimento |Γ| = 1, HΓ é a medida1-dimensional de Hausdor� sobre Γ e ~t é o vetor unitário tangente a Γ. A desigualdade(6.4) está es
rita na notação original do artigo [BB2℄ no qual (−∆)−1(g) =̇ G ∗ g e

‖g‖W 2,1 =̇ ‖∇2g‖L1. Quando N ≥ 3 a desigualdade (6.4) pode ser fa
ilmente violada,
omo demonstrado por Bourgain e Brezis. Entretanto, o argumento falha quando N = 2.Uma demonstração direta também pode ser dada no 
ontexto original. De fato, o sistema
−∆~u = ~f sob a hipótese ~f ∈ L1

♯ (R
3;R3), isto é,

3∑

j=1

∂xj
fj = 0,pode ser rela
ionado 
om o sistema





dZ = f,

d∗Z = 0,
(6.5)no qual Z é uma 1-forma de�nida por d∗u = Z e u, f são identi�
ados 
omo 2-formaspela asso
iação

~φ = (φ1, φ2, φ3) −→ φ3dx1 ∧ dx2 − φ2dx1 ∧ dx3 + φ1dx2 ∧ dx3. (6.6)Então, a �m de violarmos a desigualdade (P3) é su�
iente violarmos a estimativa
‖∇Z‖1 ≤ c‖f‖1.56



Mas este foi exatamente o 
onteúdo da Proposição 5.2 da Seção 5.2. Analogamenteo mesmo argumento pode ser repetido em R
N , N ≥ 3, no qual a asso
iação (6.6) ésubstituída pela operador ∗ (estrela) de Hodge. A mesma té
ni
a não pode se apli
aquando N = 2 (veja o 
omentário seguinte a demonstração da Proposição 5.2).No 
aso parti
ular bidimensional, Bourgain e Brezis produziram um 
on-tra exemplo, extremamente não trivial, utilizando uma sequên
ia de 
urvas 
om umaestrutura multi es
alar [BB2, pg 310℄. No intuito de 
ompreender o 
ontra exemplo, sur-preendentemente, nós en
ontramos uma falha na demonstração. Consequentemente, o
ontra exemplo apresentado não viola a estimativa (6.4).Ini
ialmente, nós apresentaremos uma diagonal da demonstração de Bour-gain e Brezis. A demonstração 
ompleta 
om um maior número de detalhes pode serapre
iada no artigo original.A 
urva. Seja Λ0 o segmento de reta interligando os pontos (0, 0) e (1, 0) em R2 e Λ aunião de segmentos [(1, 0), (1,−1)]∪[(1,−1), (0,−1)]∪[(0,−1), (0, 0)] formando 
om Λ0 umquadrado de 
omprimento 1. Fixado R um inteiro su�
ientemente grande, 
onsideremos

Λ1 uma perturbação de Λ0 formado por n1 serras 
om in
linação 1/
√
R, 
omo na �gura6.1. Agora, para 
ada segmento em Λ1, denotado simplesmente por I, 
onsideremos

Figura 6.1: pertubação de Λ0 por n1 serrasuma perturbação formada por n2 serras 
om a mesma in
linação 1/
√
R (veja a �gura6.2) resultando numa poligonal Λ2 de 22n1n2 segmentos. Assim para 
ada s naturalnós obtemos uma poligonal Λs 
onstituída por bs = 2sn1...ns segmentos, no qual 
adasegmento em Λs−1 é substituído por ns serras de in
linação 1/

√
R. Denotamos 
adasegmento em Λs por Is,α. Neste pro
esso 
onsideremos a 
urva multi es
alar de�nida por

ΓR = ΛR ∪Λ que será denotada simplesmente por Γ, ou seja, omitiremos o parâmetro R.57



Figura 6.2: pertubação de I por n2 serrasClaramente
|Λ1| = 2n1

√(
1

2n1

)2

+

(
1

2n1

√
R

)2

=

√
1 +

1

R
,

|Λ2| = 2n1


2n2

√( |I|
2n1

)2

+

( |I|
2n1

√
R

)2

 =

= 2n1|I|
√
1 +

1

R
= |Λ1|

√
1 +

1

R
=

(
1 +

1

R

)
,

|ΛR| =

(
1 +

1

R

)R
2

< ee portanto |Γ| <∞ independente de R. Uma hipótese adi
ional é que tomaremos n1 <<

n2 << ... << nR, uma sequên
ia de naturais bem la
unar. Nestas 
ondições, Bourgain eBrezis a�rmam que
∥∥(−∆)−1(HΛR

· ~t)
∥∥
W 2,1(R2)

&
√
R, (6.7)o que é su�
iente para violar a desigualdade (6.4).A demonstração de (6.7). A estratégia é 
onsiderar regiões de integração perto da
urva ΛR. Dessa forma, é de�nida uma família de regiões disjuntas Ωs por

Ωs =

{
x ∈ R

2 | 10−3

2ns+1bs
< dist(x,Λs) <

10−3

ns+1bs

}para s = 1, ..., R e Ω0 =

{
x ∈ R

2 | 10
−3

2n1
< dist(x,Λ0) <

10−3

n1

}
. Num 
erto sentido, asregiões Ω0, ...,ΩR−1 abrigam as 
urvas Λ0, ...,ΛR−1 e 
laramente

∥∥(−∆)−1(HΛR
· ~t)
∥∥
W 2,1(R2)

≥
R∑

s=1

∥∥(−∆)−1(HΛR
· ~t)
∥∥
W 2,1(Ωs)

.58



Agora, �xado s, 
onsidere Ωs,α sub-regiões retangulares em Ωs paralelas a Is,α 
ujas
Figura 6.3: O 
onjunto Ω0dimensões são |Is,α| para o 
omprimento e 1/ns+1bs para a altura. Em seguida 
onsideresub-retângulos menores Ω′

s,α em Ωs,α 
om 
omprimento 1
2
|Is,α| e mesma altura, 
ujo 
entroesteja alinhado ao ponto médio cs,α do segmento em Is,α, 
omo mostrado na �gura 6.4.Claramente,

Figura 6.4: O 
onjunto Ω′
s,α

∥∥(−∆)−1(HΛR
· ~t)
∥∥
W 2,1(Ωs)

≥
bs∑

α=1

∥∥(−∆)−1(HΛR
· ~t)
∥∥
W 2,1(Ω′

s,α)
. (6.8)O próximo passo é estimar (−∆)−1(HΛR

· ~t) no 
onjunto Ω′
s,α para 
ada α �xado. Seja

Bs,α a bola de 
entro cs,α e raio 1
2
|Is,α|. Logo, se x ∈ Ω′

s,α então
|∂2(−∆)−1(HΛR\Bs,α · ~t)(x)| .

∥∥∥∥∂
2

(
log

1

|x|

)∥∥∥∥
L∞{|x|> 1

4
|Is,α|}

. b2so que impli
a
∥∥∂2(−∆)−1(HΛR\Bs,α · ~t)

∥∥
L1(Ω′

s,α)
.

1

ns+1
.59



Logo,
R∑

s=1

bs∑

α=1

∥∥∂2(−∆)−1(HΛR\Bs,α · ~t)
∥∥
L1(Ω′

s,α)
≤ 1desde que

bs
ns+1

<
1

R
. (6.9)Já o termo (−∆)−1(HΛR∩Bs,α ·~t) pode ser aproximado por (−∆)−1(HΛs+1∩Bs,α ·~t) uma vezque

∥∥∂2(−∆)−1
[
(HΛR∩Bs,α · ~t)− (HΛs+1∩Bs,α · ~t)

]∥∥
L1(Ω′

s,α)
≤ ns+1

bsns+2e impondo que
ns+1

ns+2

<
1

R
. (6.10)
on
lui-se

R∑

s=1

bs∑

α=1

∥∥∂2(−∆)−1
[
(HΛR∩Bs,α · ~t)− (HΛs+1∩Bs,α · ~t)

]∥∥
L1(Ω′

s,α)
≤ 1.En�m, sob as es
olhas (6.9) e (6.10), o termo ∥∥(−∆)−1(HΛR

· ~t)
∥∥
W 2,1(Ω′

s,α)
em (6.8) podeser substituído por

∥∥(−∆)−1(HΛs+1∩Bs,α · ~t)
∥∥
W 2,1(Ω′

s,α)
,que após uma homotetia de razão bs é equivalente a

1

bs

∥∥(−∆)−1(HΣ · ~t)
∥∥
W 2,1(Γs)

, (6.11)no qual Σ é uma perturbação de Λ0 por ns+1 serras 
om in
linação 1/
√
R e

Γs = [1/4, 3/4]×
[
10−3/2ns+1, 10

−3/ns+1

] ( veja a �gura 6.5 para um esboço). Conside-remos a 
omponente ty de ~t = (tx, ty) em (6.11) dada por
ty ≈

1√
R
sign(sin 2πns+1x) (6.12)e a 
ontribuição

1

bs
√
R

∥∥∂2xy(−∆)−1[sign(sin 2πns+1x)HΣ]
∥∥
L1(Γs)

. (6.13)
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Figura 6.5: A 
urva ΣO ponto 
ru
ial da demonstração está em a�rmar que
(6.13) ≥ 1

bs
√
R
. (6.14)Assumindo (6.14) segue que

R∑

s=1

bs∑

α=1

1

bs

∥∥∂2xy(−∆)−1(HΣ · ~t)
∥∥
L1(Γs)

≥
R∑

s=1

c√
R

= c
√
R, (6.15)o que impli
a (6.7). Agora, todo o trabalho está em justi�
ar a desigualdade (6.14). Aargumentação é dada da seguinte forma: substituindo HΣ por |Σ|H[0,1] ~e1 obtem-se

∥∥∂2xy(−∆)−1[sign(sin 2πns+1x)HΣ]
∥∥
L1(Γs)

= |Σ|
∥∥∂2xy(−∆)−1[sign(sin 2πns+1x)H[0,1] ~e1]

∥∥
L1(Γs)

(6.16)
+O

{
1

ns+1

√
R

∥∥∥∥∂y
[

xy

(x2 + y2)2

]∥∥∥∥
L1(|y|>10−3/3ns+1)

}
, (6.17)no qual (6.17) . 1√

R
e (6.16) é equivalente a
∥∥∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

(−1)j
y

(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

∥∥∥∥∥∥∥
L1(Γs)

& 1 (6.18)isto é, o lado esquerdo de (6.18) é limitada inferiormente por uma 
onstante que independede s e R. A desigualdade a
ima é nomeada 
omo estimativa (22) na demonstração originalde Bourgain e Brezis. Em vista da argumentação a
ima, temos que (6.18) impli
a (6.14)que 
onsequentemente impli
a (6.7). 61



Uma vez apresentado um breve resumo da 
onstrução do 
ontra exemplodado por Bougain e Brezis, nós faremos as seguintes a�rmações:Proposição 6.1 São elas:(i) A desigualdade (6.18) não é válida. Mais pre
isamente,
∥∥∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

(−1)j
y

(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

∥∥∥∥∥∥∥
L1(Γs)

.
1√
R
.Note que (i) não invalida a estrutura da demonstração, desde que de alguma forma sejajusti�
ado (6.15). Disto segue a segunda parte da proposição(ii) A desigualdade (6.15) não é válida. Mais pre
isamente, existe uma 
onstante uni-versal c > 0 tal que

R∑

s=1

bs∑

α=1

1

bs

∥∥∂2xy(−∆)−1(HΣ · ~t)
∥∥
L1(Γs)

< c.Na próxima seção nós apresentaremos a prova da Proposição 6.1. Basi
amente nós desta-
amos a reutilização da 
ondição adi
ional (6.10), a qual impli
a que, para 
ada α �xado,os 
onjuntos Ω′
s,α possuem uma 
ontribuição essen
ial em 
ada segmento de Λs+1. Desdejá nós adiantamos que não obtivemos um 
ontra exemplo para o problema de Bourgain eBrezis.6.1 Demonstração da Proposição 6.1Ini
ialmente vamos demonstrar a primeira parte da proposição.Demonstração de (i). Pela desigualdade triangular, nós podemos estimar o lado es-querdo de (6.18) simplesmente por

∫

Γs

∣∣∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

(−1)j
y

(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

∣∣∣∣∣∣∣
dxdy ≤

2ns+1∑

j=1

∫

Γs

y
(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

dxdy.62



Aqui de 
erta forma estamos desprezando alguns 
an
elamentos do integrando original.Para 
ada j �xo temos
∫

Γs

y
(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

dxdy =
1

2ns+1

∫

2ns+1Γs

y

(x− j)2 + y2
dxdy

=
1

4ns+1

∫ 3ns+1/2

ns+1/2

ln
[
(x− j)2 + 4(10−6)

]
dx

︸ ︷︷ ︸
aj

− 1

4ns+1

∫ 3ns+1/2

ns+1/2

ln
[
(x− j)2 + 10−6)

]
dx

︸ ︷︷ ︸
bj
om

(4ns+1)aj =

(
3ns+1

2
− j

)
ln

[(
3ns+1

2
− j

)2

+ 4(10−6)

]

+4(10−3) arctan

(
3ns+1

2
− j

2(10−3)

)
−
(ns+1

2
− j
)
ln

[(ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

]

−4(10−3) arctan

( ns+1

2
− j

2(10−3)

)e
(4ns+1)bj =

(
3ns+1

2
− j

)
ln

[(
3ns+1

2
− j

)2

+ 10−6

]

+2(10−3) arctan

(
3ns+1

2
− j

10−3

)
−
(ns+1

2
− j
)
ln

[(ns+1

2
− j
)2

+ 10−6

]

−2(10−3) arctan

( ns+1

2
− j

10−3

)
.Agora, somando em j nós obtemos a expressão

4ns+1

2ns+1∑

j=1

aj − bj =

2ns+1∑

j=1

(
3ns+1

2
− j

)
ln

[
1 +

3(10−6)
(
3ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

]

−
2ns+1∑

j=1

(ns+1

2
− j
)
ln

[
1 +

3(10−6)
(
ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

]

+2(10−3)

2ns+1∑

j=1

[
2 arctan

(
3ns+1

2
− j

2(10−3)

)
− arctan

(
3ns+1

2
− j

10−3

)]

−2(10−3)

2ns+1∑

j=1

[
2 arctan

( ns+1

2
− j

2(10−3)

)
− arctan

( ns+1

2
− j

10−3

)]
.O próximo lema remete a algumas observações úteis para o 
ontrole dos termos a
ima.63



Lema 6.1 Sejam a, b > 0.(i) t ln

(
1 +

b

t2 + a

)
≤ c1

1

t
para t > 0 su�
ientemente grande.(ii) t ln

(
1 +

b

t2 + a

)
≤ c2 para todo t > 0.(iii) ∣∣∣arctan(x)− π

2

∣∣∣ ≤ 1

x
para x > 0.Demonstração do Lema 6.1: A �m de 
on
luirmos o item (i) é su�
iente demonstrar-mos que lim

x→0

ln(1 + x2)

x2
= c <∞, uma vez que o limite original é obtido pela mudança devariáveis x = 1/t. Com efeito o limite segue pelo Teorema de L'Hosppital,

lim
x→0

ln(1 + x2)

x2
= lim

x→0

1

1 + x2
= 1.Analogamente nós obtemos lim

t→0
t ln

(
1 +

b

t2 + a

)
= 0. Consequentemente, de posse dessasduas observações, segue o item (ii) uma vez que a função em questão é 
ontínua e portantolimitada em um intervalo [ǫ,M ] para ǫ pequeno e M su�
ientemente grande. O item (iii)é obtido, posto que para x > 0 vale a estimativa

π

2
− arctan(x) =

∫ ∞

x

1

t2 + 1
dt ≤

∫ ∞

x

1

t2
dt =

1

x
.

Uma vez que impomos a 
ondição adi
ional (6.10) sobre a sequên
ia la
unar
{n1, ..., ns, ..., nR}, isto é, ns+1

ns+2

<
1

R
=̇ m2, então

1

ns+1
< n1 m

2s, s = 1, 2, 3, ... (6.19)o que demonstra ns+1 su�
ientemente grande quando m tende a zero (ou R grande). Para
ada s �xo, de�nimos o 
onjunto de índi
es
J(λ) =

{
j ∈ {1, ..., 2ns+1} /

∣∣∣∣
3ns+1

2
− j

∣∣∣∣ ≤ λ

}
.Segue do item (ii) do Lema 6.1 e do fato que #J(λ) ≈ λ a estimativa

∑

j∈J(λ)

∣∣∣∣∣

(
3ns+1

2
− j

)
ln

(
1 +

3(10−6)
(
3ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

)∣∣∣∣∣ ≤
∑

j∈J(λ)

c2 ≤ cλ.64



Por outro lado, pelo item (i) nós temos
∑

j /∈J(λ)

∣∣∣∣∣

(
3ns+1

2
− j

)
ln

(
1 +

3(10−6)
(3ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

)∣∣∣∣∣≤
∑

j /∈J(λ)

c1∣∣3ns+1

2
− j
∣∣e além disso

∑

j /∈J(λ)

c1∣∣3ns+1

2
− j
∣∣ ≤ 2c1

ns+1

λ
.Es
olhendo λ = 1/m 
on
luímos

1

4ns+1

∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

(ns+1

2
− j
)
ln

(
1 +

3(10−6)
(ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

)∣∣∣∣∣ ≤
c

4

1

ns+1m
+
c1
2
m ≤ c̃m,no qual a ultima desigualdade de
orre de (6.19). O mesmo argumento vale para estimar-mos

1

4ns+1

∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

(ns+1

2
− j
)
ln

(
1 +

3(10−6)
(ns+1

2
− j
)2

+ 4(10−6)

)∣∣∣∣∣ .Para a mesma es
olha de λ temos
1

4ns+1

∑

j∈J(λ)

∣∣∣∣∣arctan
(

3ns+1

2
− j

2(10−3)

)
− π

2

∣∣∣∣∣ ≤
1

4ns+1

∑

j∈J(λ)

π ≤ c4
1

ns+1m
,enquanto que pelo item (iii) do Lema 6.1 segue

1

4ns+1

∑

j /∈J(λ)

∣∣∣∣∣arctan
(

3ns+1

2
− j

2(10−3)

)
− π

2

∣∣∣∣∣ ≤
1

4ns+1

∑

j /∈J(λ)

2(10−3)∣∣3ns+1

2
− j
∣∣ ≤ c5m.Logo,

1

4ns+1

2ns+1∑

j=1

∣∣∣∣∣arctan
(

3ns+1

2
− j

2(10−3)

)
− π

2

∣∣∣∣∣ ≤ c̃ m.Em vista das estimativas a
ima, nós 
on
luímos
1

4ns+1

∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

aj − bj

∣∣∣∣∣ ≤ c̃ me assim ∥∥∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

(−1)j
y

(
x− j

2ns+1

)2
+ y2

∥∥∥∥∥∥∥
L1(Γs)

≤ c̃ m.65



Claramente quando m é su�
ientemente pequeno, isto é, R su�
ientemente grande, 
on-tradizemos a estimativa (6.18).Agora vamos nos dirigir a segunda parte da proposição. Observemos ini
i-almente que na estratégia de Bourgain e Brezis, apenas foi 
omputado a 
ontribuição de
ty em

∥∥∂2xy(−∆)−1(HΣ · ~t)
∥∥
L1 (Γs). (6.20)Note que ty dada em (6.12) é uma aproximação da 
omponente original. Logo, umaparametrização exata de Σ e das 
omponentes tx e ty se faz ne
essária para estimarmos(6.20).Observação 6.1 Analogamente, nós podemos 
omputar os termos

∂2xx(−∆)−1(HΣ · ~t) e ∂2yy(−∆)−1(HΣ · ~t).Com efeito, apli
ando a mudança de 
oordenadas




x = x′ − y′,

y = x′ + y′,nós obtemos 



∂2xx(−∆(x,y))
−1 = (−2)∂2x′y′(−∆(x′,y′))

−1,

∂2yy(−∆(x,y))
−1 = (+2)∂2x′y′(−∆(x′,y′))

−1.Aqui denotamos por ∆(x,y) o operador de Lapla
e referente ao sistema de 
oordenadas
(x, y); analogamente para ∆(x′,y′).Seja hΣ(x, y) = (h1Σ(x, y), h

2
Σ(x, y)) de�nida por

hiΣ(x, y) =

∫ 1

0

Σi(t)
′ (x− Σ1(t))(y − Σ2(t))

[(x− Σ1(t))2 + (y − Σ2(t))]
2dt, i = 1, 2, (6.21)
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no qual Σ(t) = (Σ1(t),Σ2(t)) é uma parametrização de Σ no intervalo [0, 1] (note que
hiΣ(x, y) é invariante por parametrizações de Σ). Cada segmento de Σ pode ser parame-trizado da forma fj(t) = (t, γj(t)) no qual

γj(t) =






m
(
t− j

2ns+1

)
, j par

−m
(
t− j+1

2ns+1

)
, j ímparde�nidos em [

j

2ns+1
,
j + 1

2ns+1

] e j = 0, ..., (2ns+1 − 1).Ini
ialmente vamos nos 
on
entrar no 
aso i = 2 em (6.21). Logo,
h2Σ(x, y) = m

∑

j par ∫ j+1
2ns+1

j
2ns+1

[x− t]
[
y −m

(
t− j

2ns+1

)]

[
[x− t]2 +

[
y −m

(
t− j

2ns+1

)]2]2dt

−m
∑

j ímpar∫ j+1
2ns+1

j
2ns+1

[x− t]
[
y +m

(
t− j+1

2ns+1

)]

[
[x− t]2 +

[
y +m

(
t− j+1

2ns+1

)]2]2dte uma vez que
∫

(x− t)(y −mt)

[(x− t)2 + (y −mt)2]2
dt =

1

2 (m2 + 1)

( −2mt +mx+ y

(x− t)2 + (y −mt)2

) (6.22)segue
h2Σ(x, y) =

∑

j par m

2 (m2 + 1)




−2mt +m
(
x− j

2ns+1

)
+ y

(x− j
2ns+1

− t)2 + (y −mt)2




∣∣∣∣∣∣

t= 1
2ns+1

t=0

−
∑

j impar m

2 (m2 + 1)




+2mt−m

(
x− j+1

2ns+1

)
+ y

(x− j+1
2ns+1

− t)2 + (y +mt)2





∣∣∣∣∣∣

t=0

t=− 1
2ns+1

=
∑

j par m

2 (m2 + 1)



m
(
x− j+1

2ns+1

)
+
(
y − m

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−
m
(
x− j

2ns+1

)
+ y

(x− j
2ns+1

)2 + y2




−
∑

j impar m

2 (m2 + 1)




−m

(
x− j+1

2ns+1

)
+ y

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2
−

−m
(
x− j

2ns+1

)
+
(
y − m

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2


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=
m2

2 (m2 + 1)




∑

j par (
x− j+1

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

(
x− j

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + y2

+
∑

j impar (
x− j+1

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2
−

(
x− j

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2


+

+
m

2 (m2 + 1)



∑

j par (
y − m

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
− y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∑

j impar+ (
y − m

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
− y

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2


.Após os 
an
elamentos sob os termos da forma m2/(m2 + 1) e reagrupando os termos defator m/(m2 + 1), simpli�
amos substan
ialmente a identidade a
ima para

h2Σ(x, y) =
m2

2 (m2 + 1)

[
(x− 1)

(x− 1)2 + y2
− x

x2 + y2

]
+

− m

2 (m2 + 1)

[
y

x2 + y2
− y

(x− 1)2 + y2

]
+

m

(m2 + 1)

[
2ns+1−1∑

j=1

y − m
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

2ns+1−2∑

j=2

y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

]
.Claramente

lim
m→0

h2Σ(x, y) = 0 q.t.p.o que geometri
amente é esperado. O próximo resultado nos diz a respeito 
om qualvelo
idade este limite vai a zero em norma L1(Γs).Proposição 6.2 lim
m→0

1

m2

∥∥h2Σ(x, y)
∥∥
L1(Γs)

<∞.Demonstração da Proposição 6.2. Claramente,
∣∣h2Σ(x, y)

∣∣ ≤ m2

2 (m2 + 1)

∣∣∣∣
(x− 1)

(x− 1)2 + y2
− x

x2 + y2

∣∣∣∣

+
m

(m2 + 1)

∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∣∣∣∣∣

+
m

(m2 + 1)

∣∣∣∣∣

2ns+1∑

j=1

y − m
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2

∣∣∣∣∣.68



Segue dos argumentos do item (i) anterior que
∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∥∥∥∥∥
L1(Γs)

. m (6.23)e portanto
lim
m→0

1

m2

m

(m2 + 1)

∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∥∥∥∥∥
L1(Γs)

<∞.Analogamente a estimativa (6.23) pode ser 
onsiderada para o termo
2ns+1∑

j=1

y − m
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
,uma vez que

∫

Γs

y − m
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
dxdy =

1

2ns+1

∫

2ns+1Γs

y −m

(x− j)2 + (y −m)2
dxdy

=
1

2ns+1

∫ 3ns+1
2

ns+1
2

∫ 2
103

−m

1
103

−m

y

(x− j)2 + y2
dxdy

≤ 1

2ns+1

∫ 3ns+1
2

ns+1
2

∫ 2
103

1
2.103

y

(x− j)2 + y2
dxdy,para m su�
ientemente pequeno. Logo,

2ns+1∑

j=1

∣∣∣∣∣
1

2ns+1

∫ 3ns+1
2

ns+1
2

∫ 2
103

1
2.103

y

(x− j)2 + y2
dxdy

∣∣∣∣∣ . me assim
lim
m→0

1

m2

m

(m2 + 1)

∥∥∥∥∥

2ns+1∑

j=1

y − m
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2

∥∥∥∥∥
L1(Γs)

<∞.A demonstração está 
on
luída posto que
∥∥∥∥

x− 1

(x− 1)2 + y2
− x

x2 + y2

∥∥∥∥
L1(Γs)

<∞independente de s.
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Em outras palavras, a Proposição 6.2 nos mostra que para m su�
ientemente pequeno
∥∥h2Σ(x, y)

∥∥
L1(Γs)

. m2.A mesma té
ni
a pode ser apli
ada para estimar o termo i = 1 em (6.21).Em espe
ial, neste 
aso, faremos uso da relação (6.19). Todo o 
ál
ulo para h1Σ(x, y) éapresentado na Seção A.1 do Apêndi
e. En�m, segue da Proposição 6.2 e da ProposiçãoA.1 que
R∑

s=1

bs∑

α=1

1

bs

∥∥∂2xy(−∆)−1(HΣ · ~t)
∥∥
L1(Γs)

.

R∑

s=1

bs∑

α=1

1

bs
m2 . Rm2 . 1,lembrando que m = 1/

√
R o que 
on
lui a demonstração do item (ii) da Proposição.
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Apêndi
e A
Adi
ionais
A.1 O 
ál
ulo para h1ΣPela de�nição (6.21) expli
itamente es
revemos

h1Σ(x, y) =
∑

j par ∫ j+1
2ns+1

j
2ns+1

[x− t]
[
y −m

(
t− j

2ns+1

)]

[
[x− t]2 +

[
y −m

(
t− j

2ns+1

)]2]2dt

+
∑

j ímpar∫ j+1
2ns+1

j
2ns+1

[x− t]
[
y +m

(
t− j+1

2ns+1

)]

[
[x− t]2 +

[
y +m

(
t− j+1

2ns+1

)]2]2dt.Apli
ando a Fórmula (6.22) temos
h1Σ(x, y) =

∑

j par 1

2 (m2 + 1)




−2mt +m

(
x− j

2ns+1

)
+ y

(x− j
2ns+1

− t)2 + (y −mt)2





∣∣∣∣∣∣

t= 1
2ns+1

t=0

+
∑

j impar 1

2 (m2 + 1)




+2mt−m
(
x− j+1

2ns+1

)
+ y

(x− j+1
2ns+1

− t)2 + (y +mt)2




∣∣∣∣∣∣

t=0

t=− 1
2ns+1

=
∑

j par 1

2 (m2 + 1)




m
(
x− j+1

2ns+1

)
+
(
y − m

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−
m
(
x− j

2ns+1

)
+ y

(x− j
2ns+1

)2 + y2


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+
∑

j impar 1

2 (m2 + 1)




−m

(
x− j+1

2ns+1

)
+ y

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2
−

−m
(
x− j

2ns+1

)
+
(
y − m

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2





=
m

2 (m2 + 1)



∑

j par (
x− j+1

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

(
x− j

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + y2

+
∑

j impar (
x− j

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

(
x− j+1

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2




+
1

2 (m2 + 1)



∑

j par (
y − m

2ns+1

)

(x− j+1
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
− y

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∑

j impar y

(x− j+1
2ns+1

)2 + y2
−

(
y − m

2ns+1

)

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2


Simpli�
ando o 
al
ulo a
ima 
om os 
an
elamentos nos termos de fator 1/(m2 + 1) esomando os termos de fator m/(m2 + 1) segue que

h1Σ(x, y) =
1

2 (m2 + 1)

[
y

(x− 1)2 + y2
− y

x2 + y2

]
+

− m

2 (m2 + 1)

[
x

x2 + y2
− x− 1

(x− 1)2 + y2

]
+

m

(m2 + 1)

[
2ns+1−1∑

j=1

x− j
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

2ns+1−2∑

j=2

x− j
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + y2

]
.Observemos que

lim
m→0

h1Σ(x, y) =
1

2

[
y

(x− 1)2 + y2
− y

x2 + y2

]
= h1[0,1]· ~e1(x, y) q.t.p.,no qual [0, 1] · ~e1 é a poligonal Λ0 de�nida anteriormente.Lema A.1 lim

m→0

1

m2

∥∥h1[0,1]· ~e1
∥∥
L1(Γs)

<∞.Demonstração do Lema A.1. Pela desigualdade triangular
∥∥h1[0,1]· ~e1

∥∥
L1(Γs)

≤
∫

Γs

y

x2 + y2
dxdy +

∫

Γs

y

(x− 1)2 + y2
dxdy.72



Agora,
∫

Γs

y

x2 + y2
dxdy =

1

2ns+1

∫ 3ns+1
2

ns+1
2

∫ 2.10−3

10−3

y

x2 + y2
dydx

=
1

4ns+1

∫ 3ns+1
2

ns+1
2

ln[x2 + 4.10−6]− ln[x2 + 10−6]dx,no qual a primitiva é dada por
3

8
ln

[
1 +

3.10−6

(
3ns+1

2

)2
+ 10−6

]
− 1

8
ln

[
1 +

3.10−6

(
ns+1

2

)2
+ 10−6

]

+
10−3

ns+1

[
arctan

(
3ns+1

4.10−3

)
− arctan

( ns+1

4.10−3

)]

+
10−3

2ns+1

[
arctan

(
3ns+1

2.10−3

)
− arctan

( ns+1

2.10−3

)]
.Utilizando o Lema 6.1 e a desigualdade (6.19), nós 
on
luímos o lema uma vez que

∫

Γs

y

x2 + y2
dxdy .

1

n2
s+1

. m4se ∫

Γs

y

(x− 1)2 + y2
dxdy . m4s.

Agora, vamos estender a mesma propriedade para h1Σ.Proposição A.1 lim
m→0

1

m2

∥∥h1Σ
∥∥
L1(Γs)

<∞Demonstração da Proposição A.1. Sem perda de generalidade podemos es
rever
h1Σ(x, y) ≈

1

2 (m2 + 1)

[
y

(x− 1)2 + y2
− y

x2 + y2

]

+
m

(m2 + 1)

[
2ns+1∑

j=0

x− j
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

x− j
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + y2

]
,
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já que 
ada par
ela adi
ionada ou removida perten
e a O(m2). Pelo Lema anterior, nósnão pre
isamos nos preo
upar 
om a primeira par
ela do lado direito. Agora, �xado j,temos ∫

Γs

∣∣∣∣∣
x− j

2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + (y − m
2ns+1

)2
−

x− j
2ns+1

(x− j
2ns+1

)2 + y2

∣∣∣∣∣ dxdy =

m

2ns+1

∫ 3ns+1
2

−j

ns+1
2

−j

∫ 2.10−3

10−3

|x||2y −m|
[x2 + (y −m)2][x2 + y2]

dxdy ≤

m

2ns+1

∫ 3ns+1
2

−3ns+1
2

∫ 2.10−3

10−3

|x|(2y −m)

[x2 + (y −m)2]2
dxdy =

m

ns+1

∫ 3ns+1
2

0

∫ 2.10−3

10−3

x(2y −m)

[x2 + (y −m)2]2
dxdy,já que podemos assumir m su�
ientemente pequeno tal que 10−3 > m e

−3ns+1

2
≤ ns+1

2
− j, para j = 0, ..., 2ns+1. Ini
ialmente integrando na variável x, o termoa
ima pode ser rees
rito 
omo

m

2ns+1

∫ 2.10−3

10−3

(2y −m)

[x2 + (y −m)2]

∣∣∣∣
x=0

x= 3ns+1
2

dy.Somando em j temos
2ns+1∑

j=0

m

2ns+1

∫ 2.10−3

10−3

(2y −m)

[
1

(y −m)2
− 1

(3ns+1
2

)2 + (y −m)2

]
dy =

m

[∫ 2.10−3

10−3

2y −m

(y −m)2
dy +O([ns+1]

−2)

]e dessa forma
1

m2

(
h1Σ(x, y)−

1

2(m2 + 1)
h1[0,1]· ~e1(x, y)

)
≤

1

(m2 + 1)

[∫ 2.10−3

10−3

2y −m

(y −m)2
dy +O([ns+1]

−2)

]
→ ctequando m tende a zero.
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A.2 O 
ontra exemplo de OrnsteinNesta seção, nós iremos demonstrar que dada f ∈ L∞
♯ (RN ;RN) não pode-mos esperar solução Y ∈ W 1,∞(RN ;RN) para o sistema (2.9) tal que

‖∇Y ‖L∞ ≤ C‖f‖L∞ (A.1)O 
ontra exemplo que iremos apresentar é devido a Bourgain, Brezis eMirones
u ([BB3℄) e utiliza de forma elegante um resultado de Ornstein [O℄. Basi
amenteeste resultado diz que para o 
ubo Q = [−1, 1]2 em R2 não existe um 
onstante universal
K > 0 tal que

∫

R2

∣∣∂2xyf(x, y)
∣∣dxdy ≤ K

(∫

R2

∣∣∂2xxf(x, y)
∣∣ dxdy +

∫

R2

∣∣∂2yyf(x, y)
∣∣ dxdy

) (A.2)para f ∈ C∞
0 (Q). Em parti
ular, para 
ada l > 0 existe gl ∈ C∞

0 (Q) tal que
∫

R2

∣∣∂2xygl(x, y)
∣∣ dxdy ≥ 1

l

(∫

R2

∣∣∂2xxgl(x, y)
∣∣ dxdy +

∫

R2

∣∣∂2yygl(x, y)
∣∣dxdy

)
.Note que num 
erto sentido, a desigualdade (A.2) lembra a desigualdade (P3) quando

N = 2, uma vez que esta última pode ser rees
rita da forma
2∑

j=1

‖∇2uj‖L1 ≤ K (‖∆u1‖L1 + ‖∆u2‖L1)que impli
a a desigualdade
2∑

j=1

‖∂2xyuj‖L1 ≤ K̃
2∑

j=1

(
‖∂2xxuj‖L1 + ‖∂2yyuj‖L1

)
.Voltamos a dis
ussão do problema ini
ial. A demonstração será por absurdoe por simpli
idade 
onsideremos N = 2. Então, suponhamos que para 
ada f ∈ L2

♯ exista
Y solução de (2.9) satisfazendo (A.1). Seja Ψ ∈ C∞

0 (R2) e g = ∂2xyΨ =̇ Ψxy. Logo,
∫

R2

gyY1 + gxY2 = −
∫

R2

f.g =

∫

R2

Ψyy(Y1)x +Ψxx(Y2)y.Então ∣∣∣∣
∫

R2

f.g

∣∣∣∣ ≤ c (‖Ψxx‖1 + ‖Ψyy‖1) ‖f‖∞75



e 
onsequentemente
‖Ψxy‖1 = ‖g‖1 ≤ c (‖Ψxx‖1 + ‖Ψyy‖1) ,que 
ontradiz o resultado de Ornstein.
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