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Resumo

Neste trabalho, estendemos algumas estimativas L' provadas por Bourgain-
Brezis no caso do complexo de de Rham em RY para o contexto local de estimativas L'
para complexos eliticos, a saber, aqueles associados a uma estrutura involutiva elitica
gerada por uma familia de campos vetoriais suaves e linearmente independentes. Em
particular, obtemos uma versao local da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para um

sistema de campos vetoriais eliticos.

Palavras chave: estimativas L!, complexo de de Rham, complexos eliticos, desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg.



Abstract

In this work, we extend some global L' estimates proved by Bourgain-Brezis
in the case of the de Rham complex on RY to the setup of local L! estimates for elliptic
complexes, namely, those associated to involutive elliptic structures spanned by a family
of linearly independent smooth complex vector fields. In particular, we obtain a local

version of Gagliardo-Nirenberg estimates for elliptic systems of vector fields.

Keywords: L! estimates, de Rham complex, elliptic complexes, Gagliardo-Nirenberg

estimates.
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Capitulo 1

Introducao

Em recentes trabalhos Jean Bourgain e Haim Brezis tém publicado uma
série de resultados envolvendo estimativas para o sistema divergente-rotacional. Um dos

principais resultados nessa diregao é a surpreendente desigualdade em Lj(RY;RY).
Proposicao 1.1 Se u € C°(RY) entdo
| [Pl < el Il (11)
RN
para toda f € Li(RY;RY) = {f e LYRY;RN) | div f = 0}.

Quando N = 2 a proposi¢ao é trivialmente satisfeita pela desigualdade de Nirenberg |N]

1€]l2 < €| V€|l De fato, como div f = 0 entdo podemos escrever f = V¢ e entio

/sz.u :‘/Rzg.viu

Note que a desigualdade (1.1) poderia ser obtida trivialmente, sem a condigao de diver-

< [EllalVulls < 1£111 [ Vull2:

gente nulo, se fosse valida a imersao de Sobolev do espaco WY em L>, que de fato é falsa
[Br, pg 286]. Aqui denotamos o espago de Sobolev WHY(RY) como o completamento de
Cs°(RY) na norma ||Vul|y. Claramente a estimativa (1.1) implica a cléssica desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
N
lull o, <310l (1.2
j=1
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bem como a desigualdade

121l x, < Cllrot Z] (13)

T
para Z € Li(RV;RY). Enquanto (1.2) é obtido como consequéncia de (1.3), nao existe
uma forma direta de deduzir (1.3) de (1.2). Entretanto, facilmente podemos obter (1.1)
de (1.3). Num contexto mais geral, a desigualdade (1.3) foi obtida por Lanzani e Stein

em LS| na linguagem de formas.

Teorema 1.1 Seja N > 3. Entdo existe C' > 0 tal que para toda u € C°(AFRY) vale
lull | 2 < Clldullz + [[d u] 1) (1.4)

desde que k # 1, N — 1. Quando k =1 a estimativa (1.4) é valida substituindo ||d*u||p:
por ||d*ul| g1, no qual HY € o espago real de Hardy em RYN. O mesmo vale substituindo

\|du||z: por ||du|| g1 quando k = N — 1.

Uma versao mais forte que (1.4) foi apresentada por Bourgain e Brezis em |BB2| no qual

a norma L' é substituida pela norma L' + W ™"51 definida por

111,y = i (llgllon + 81, ):

Teorema 1.2 Seja N > 4. Entdo existe C > 0 tal que para toda u € C°(AFRY) vale

el ey < C (ldull oo + Nl

_ N
LW Li+W I’Nfl)

desde que 2 < k < N — 2. Em particular vale (1.4).

A estimativa (1.4) tem sido estendida em muitas dire¢des como no contexto de cam-
pos vetoriais constantes ([VS2],[M1|,[MM]), campos vetoriais sobre grupos homogéneos
(|CVS]) e complexos CR ([Y]). Nos estamos interessados na seguinte questao: suponha-
mos L1, ..., L, um sistema de campos vetoriais linearmente independentes com coeficientes
complexos suaves definidos num aberto 2 C RY. Nestas condicoes, para quais sistemas a,

estimativa

lull |, <C <Z ||Lju||L1> (1.5)
j=1
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é valida localmente? Nos obtivemos o seguinte resultado.

Teorema A. Seja Lq,...,L,, n > 2, um sistema elitico de campos vetoriais. Entao para
cada ponto xy € Q existe uma vizinhanga aberta U C Q de xy e C' > 0 tal que (1.5) vale

para toda u € C3°(U). Reciprocamente, se (1.5) vale entdo o sistema é elitico em ).

Quando o sistema £ = {Li,...,L,} é involutivo, isto é, cada comutador [L;, Ly], 1 <
J,k < n, é combinagao linear de Ly, ..., L,, entao o subfibrado de CT) gerado por L
¢ denotado por (€2, L) e chamado uma estrutura involutiva ou formalmente integravel.
Exemplos de estruturas involutivas incluem distribuigoes integraveis no sentido de Fro-
benius, estruturas complexas e estruturas CR. Se, além do mais, o sistema Ly, ..., L, é
elitico, uma versao apropriada do teorema de Newlander-Nirenberg diz que a estrutura
L é localmente integravel ([Tr| e [BCH]). Em particular, existe um complexo natural de
operadores diferenciais d (que precisamente é o complexo de de Rham quando L; = 0,
e j=1,..,N) e a seguinte questdo pode ser colocada: vale uma estimativa analoga a

(1.4) para o complexo d ? Este é o conteido do nosso segundo resultado.

Teorema B. Seja Lq,...,L,, n > 2, um sistema elitico e involutivo de campos vetoriais.

Entao para cada ponto xg € Q) existe uma vizinhanca aberta U C € de xo e C > 0 tal que

x <O (e, wullpr + e gulln) . w € EEU) (1.6)

lull o,
para 0 < k<nek+#1n—1.
Quando kK =1 e k = n —1 no6s obtivemos um substituto similar ao apresen-

tado no Teorema 1.1.
Teorema C. Nas hipoteses do teorema anterior temos

lull, o < C(lde,vullp + Iz gullm) . € EJU),

lull e < O (lde, wull + Iz, oyulln) . w e EgH(U),
no qual h' € o espaco localizdvel de Hardy em RY.

O texto esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, n6s apresentamos

uma breve introducao sobre os recentes resultados de Bourgain, Brezis, Van Schaftingen,



Lanzani e Stein no contexto das estimativas L! para sistemas do tipo divergente rotaci-
onal. Em especial, destacamos algumas técnicas e conceitos basicos da teoria que serao
utilizados no transcorrer do texto. O Capitulo 3 tem como objetivo central a demons-
tracao do Teorema A. Na Secao 3.1 apresentamos a afirmagao principal do teorema, que
é destacada pela Proposicao 3.1, enquanto que a Segao 3.2 fica a cargo da reciproca do
resultado, que é enunciada pelo Teorema 3.3. Ao final desta mesma se¢ao, nos apresen-
tamos um resultado de resolubilidade local para a equacao Liu; + ... + L,u, = f. No
Capitulo 4 apresentamos a prova dos Teoremas B e C. Inicialmente, na Se¢ao 4.1, nos
introduzimos o complexo diferencial associado a uma estrutura involutiva, em especial,
quando a estrutura é gerada por um sistema involutivo de campos vetoriais complexos. Na
secao seguinte, sob a hipotese de eliticidade do sistema, nos construimos a demonstracao
do Teorema B. A demonstracao do Teorema C é destacada separadamente na Secao 4.3.
Ja o Capitulo 5 é destinado a uma selecao de contra exemplos. Em destaque, na Secao
5.1, demonstramos que a desigualdade (1.6) nao é valida quando k = 1 e k = n—1. Final-
mente, no Capitulo 6 nos exploramos a validade de uma desigualdade de segunda ordem
proposta por Bourgain e Brezis no artigo [BB2]. Os Teoremas A,B e C s@o os principais

resultados do artigo [HP| publicado em colaboragao com o professor Jorge Hounie.



Capitulo 2

Estimativas L! para sistemas do tipo

div-rot

A primeira versao da Proposicao 1.1 foi apresentada por Bourgain, Brezis e Mironescu no
artigo [BB3] no contexto de curvas retificaveis em R* . Em mais dimensoes, o resultado

é enunciado da seguinte forma.

Proposicao 2.1 Seja I uma curva retificivel fechada em RY com vetor unitdrio tangente

teY € CRYN). Entio

/ Y.:j < en|T] VY |y
I

A demonstracao original em R?® ¢ bem engenhosa e remete ao uso da decomposicao de
Littlewood-Paley. No entanto, Van Schaftingen apresentou uma demonstracao elegante
(|[VS4]) fazendo uso das desigualdades de Morrey-Sobolev (|Br, Teorema 9.12]). A equi-
valéncia entre a Proposi¢do 1.1 e a Proposi¢ao 2.1 é esbocada no artigo |BB1| como
consequéncia dos resultados de Smirnov (|S|). Basicamente, medidas vetoriais com di-
vergente nulo sao decompostas em curvas fechadas retificaveis em RY. Uma versdao da

Proposicao 1.1 é obtida para funcoes cujo divergente pertence a L'(RY).

Proposigao 2.2 Eziste uma constante cy > 0 tal que para cada f € L*(RN;RN) com



div f € L' vale
[ gl < e 10l -+ il ¥ e (A WHERY RN, @21
RN

Neste texto nos denotamos f € L*(RY;RY), ou simplesmente f, um campo
vetorial f = (fi,..., fv) no qual f; : RY — R tal que f; € L*(RY) para j = 1,..., N.

Analogamente vale a mesma notacdo substituindo L' por Cg°, LP, WLV etc. Se u =
N

(uq,...,uy) entdo definimos o produto de campos da forma f-u = Z fiu;. Quando u
j=1
¢ uma funcao, o produto ¢ definido da mesma forma com u; = u para j = 1,..., N. A

norma de um vetor em L' (analogamente para outros espagos normados) é definido por
N

Ifll = Z | fillz1- Muitas vezes denotamos || ||z» simplesmente por || ||, (analogamente
j=1
| s por || [l1,n)-
Voltando a proposi¢ao, claramente se div f = 0 entdo (2.1) torna-se (1.1).

Uma versao mais refinada da estimativa (1.1) pode ser dada quando || Vu/||y é substituida

por uma semi-norma fracionaria de Sobolev ||ul|s,, que é definida por

[u(z) — u(y)
P o= =7 dxd
||U||s,p /]RN /]RN |$_y|2N zay

paral < p < 00,0 < s <1esp= N (veja o Teorema 1.3 em |BB3|). Entretanto,
a estimativa (1.1) falha quando substituimos ||Vul||y por ||u|samo, 0 que é plausivel de

questionar uma vez que W1 esta imerso em BMO.

Definigao 2.1 Uma funcdo localmente integrdavel pertence a BMO(RY) se

. 1 1
fellavo = sup { i [ |0 o [ 1

para toda bola B em RY.

dx}<oo

De fato, seja () a semi-norma em C§°(RY) definida por

() = sup {%




no qual o sup é tomado sobre todas as curvas fechadas retificaveis I'. Van Schaftingen em

|[VS5| mostrou que existe ¢ > 0 tal que

|ull Brro < c(u),

cuja a reciproca ¢é falsa (veja a observacao 5.4 em [FOS]).
Outra observagao sobre a Proposicao 1.1 é que a hipotese divf = 0 pode ser
substituida por uma condi¢ao de maior ordem de derivadas sobre f. Um dos resultados

nessa diregao foi obtido por Bourgain e Brezis em |[BB1].

Teorema 2.1 Seja u € (WY N L°)(RY;RY). Se f € LYRY;RY) com

N
> %f=0
j=1

entao

<clflllVully,  Vue WHY LX) RYRY),

'/RNf.u

no qual ¢ € uma constante que depende somente de N e k.

Versoes mais gerais desse teorema podem ser encontradas no artigo [VS3|.

2.1 Demonstracao da estimativa integral generalizada

Antes de iniciarmos a prova da Proposicao 2.2, n6s iremos apresentar o seguinte lema

técnico.

Lema 2.1 Seja ® € C3°(R") uma fungao complexa. Entdo para cada A > 0 existe uma

decomposicao de & = O + Oy tal que

19| oo ey < AT IV vy (2.2)
192l oo oy < AN e (2.3)
||V(I)2||L°°(RV) < e ||V(I)||LP(]R") (2.4)

sempre que p > v,y =1—1v/p e c independente de X e ®.
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Na literatura existe uma série de provas para o Lema 2.1. Lanzani e Stein apresentaram
uma demonstragao via espagos de Lorentz (|[LS|). Ja Yung apresentou uma prova via
decomposicao de Littlewood Paley (|Y1]), enquanto que uma versdo mais refinada foi
dada por Chanillo e Van Schaftingen no contexto de grupos homogeéneos (|[CVS]). Aqui
faremos um esbogo da demonstragao de Van Schaftingen como visto em [VS1].
Demonstragao do Lema 2.1. Seja n € C§°(R”) uma funcao positiva tal que

Joo n(z)dz =1 e ny(x) = A"n(A"'z). Dada ® € C§°(R") consideremos a decomposi¢ao
O=(D—Dxn)+Dxn =D+ Dy (respectivamente).

Claramente

Vs ()] < ([V[+m) (@) < [VOl,/Inall,

1 1 v
para — + — = 1. Uma vez que |||, = A" 7||n||, segue da desigualdade acima
p g
VP2l < X[V,

isto é, a estimativa (2.4). Da mesma forma, seguindo os mesmos argumentos, obtemos

(2.3). Agora, note que como 7, converge para a distribui¢ao de Dirac dp quando A — 0 e

/ n(z)dz = 1 entao

Bi0) = [ g@en)@)s (25
Pela regra da cadeia
P () = 573 B arin))s(e) = — 3 oy (aim)s(a).
k=1 k=1

Substituindo a identidade acima em (2.5) nos obtemos

i) <3 [ (91 e,y

Repetindo o mesmo argumento anterior, como feito para V®,, nos obtemos

A
[1][oc < eln, V)IIVCPIIp/O svds = ()0 [[Ve],,

p>v

o que conclui (2.2).



Demonstracao da Proposicao 2.2. Sem perda de generalidade, ndés podemos consi-
derar ¢ € C°(RY) ao invés de u € (L>° N WHY)(RN; RY). Para fixarmos ideias vamos

estimar o lado esquerdo em (2.1) simplesmente por

[ @t = [ Jain

R

para J(x1) = / fi(z1,2")@(z1,2")da’. Aplicando o Lema 2.1 a fungao
RN-1

2
¢" (2') = ¢(x1,2") em RV e p = N podemos escrever J(z;) = Z J;(z1) para

i=1
K = [ Alaer @)

no qual ¢ = ¢7' + ¢3' é uma decomposicao do lema satisfazendo (2.2),(2.3) e (2.4).

Claramente
‘Jl(xl)‘ < ||f1m1HL1(RN71) H(I)gl“HLOO(RN*l)
1 T x
S AW ||f11||L1(]RN*1) Ve 1||LN(]RN*1)

) 0
Jo (1) :/Rm( 8f1 (s, :c)ds) L (2 )dx' _/ /RN 1 a];l 2 )DL (2')da' ds.

Pela identidade

ofr Afk
0—1'1 — Za—%‘i—dl

segue que Jy(xy) =

:_2/ Angii )BT (x )d:cds+/ /RNldlvf(sx)q)xl( Nda'ds
:—Z / /R s ;f:( Nda'ds + /_ i} /R div f(s, )0 (o')dr'ds.

e assim

(2.6)

2] < gy V95 e vy 1 sy 195 v
_N-1 z . z
ST (1l VO™ o sy + 157 £l agamy 197 | v )

9



para ||f||L1(RN) = Z HfjHLl(RN)‘ Escolhendo

J=1

Awy) = ([l IV | e+ [Idiv [ 197 [ pa) /LA o (V7]

para || f{] ;1 [[V®™ ]|~ # 0 nés obtemos
: T + x T NoL
[ (@)l S U IV 4 (1div fll o [ )™ (LA™ ] IV [ v) v

Note que se || fi* || VO™ ||.x = 0 entdo J(z1) = 0. Pela desigualdade de Holder segue

1

N2
/R Tan)lday < ( / (1l 1997 + [ldiv ], ||<1>x1||LN>Nda:1) x

2

_N_ N_NQ_
< ( [ 1 190 ) d:):l) |

Agora, novamente pela desigualdade de Holder quando p = (N +1)/N e p* = N + 1 nos

obtemos
N
1

N . N+l
Lot an < ([ )"
1

N+1
x ( 1w dxl)
R
N

Nt1
= (11l s 9@l ey ) ™

A estimativa para fi(z)p(x)dx segue da desigualdade
RN

2=

/R|J(931)|d551 N (HfHLl ||V(I)||LN(]RN) + || div fHLl(RN) H(I)HLN(RN)) X

N—-1

X (Il ey IV @l ey ) (2.7)

Sl ||V(I)||LN(]RN) + || div .fHLl(]RN) ||<I>||LN(RN) :
Analogamente o mesmo argumento é valido para estimarmos § fi(x)p(x)dx definindo
R
J(z;) = /N 1 [ (@) (2" )da' para @’ = (1, ..., Zj-1, Tjg1, ..oy T )
RN-
u

Uma observagao da demonstragao ¢ que o termo ||Vu||y na desigualdade (2.1) pode ser

substituido por Z 10, 1] -
i#]

10



2.2 Aplicacoes para o sistema div-rot

Nesta se¢ao ilustraremos uma aplicagao da desigualdade integral (1.1) para a classificagio

de regularidade de uma solugao Y da equagao
rot Y = f em R (2.8)
quando f € L}(R* R?), que pode ser reescrita pelo sistema

8903}/2_8962}/}) :fl>
8x1}/3_8x3}/1 :f27
8%21/1 - 8:E11/2 = f3’

Claramente (2.8) admite muitas solug¢oes e impondo a condi¢ao div Y = 0, isto é,

3
g 0, Y; = 0, configuramos o sistema

j=1
rotY = f,
] 29)
divY =0,
para div f: 0. Uma solugao para (2.9) é dada por
Y =G * rot f, (2.10)

no qual G é uma solucao fundamental do operador de Laplace A em R3. A convolucao de
uma fun¢ado h (ou distribuigao) por um campo vetorial f = (fi, ..., fy) também é denotada
por x e define o campo vetorial hx f = (h* fi,...,h* fy). Em especial, no6s consideramos
G uma solugao invariante por rotagoes, que explicitamente ¢ dada por G(z) = ¢/|x|V 2
quando N > 3 e G(x) = (2n) tlog|z| quando N = 2. Da teoria de Calderon-Zygmund,
nos obtemos a desigualdade

IVY[l, < ell £l (2.11)

para 1 < p < oo. Por simplicidade denotaremos os campos Y simplesmente por Y.

Precisamente, VY = Vrot G * f é um operador integral singular com niicleo par que é

11



limitado em LP para 1 < p < oo. Como consequéncia do Teorema de imersao de Sobolev,

WP C LP", a estimativa (2.11) torna-se

e

e <l fllp (2.12)

para p* = 3p/(3—p) e 1 < p < 3. Apesar da desigualdade (2.11) em geral nao ser valida

quando p = 1, surpreendentemente a desigualdade (2.12) é valida para p = 1.

Teorema 2.2 Seja f € L;(R*R?). Entao existe C > 0 tal que
Y372 < CIlfI]1- (2.13)
Claramente o Teorema 2.2 implica a Proposicao 1.1 quando N = 3. Com efeito,

/R3f.u :'/R3Y(rotu)

A reciproca também é verdadeira. Por dualidade é suficiente demonstrarmos que existe

[ v
R3

Teorema de decomposicao de Hodge h = g + gradp para g € L}(R* R?) e ||g|ls < C|hs.

< [Yllspallrot ulls < Cll 1[I Vulls.

C > 0, constante universal, tal que

< C|fll1]|h||3 para toda h € L3(R3;R3). Pelo

Além do mais, podemos encontrar Z € W'*(R% R?) tal que rot Z = g, div Z = 0 e
IVZ]|5 < |lg|l5 donde

/Ram:/RBY.(th):— RSfZ

e pela Proposicao 1.1 concluimos

[ Y8 < LI ZI < Ol < CIVALL

O analogo ao Teorema 2.2 quando N=2 ¢é falso. Se nos definirmos Y = (—ﬁ ﬂ)

|z |zf?
entao
rot Y =2mdy, (distribui¢@o de Dirac na origem)
divY =0,
porém, Y nao pertence a L?. Com efeito, seja g = (g1, g2) definida por g; = —27rﬁ * ¢,
x
x
e go = QWﬁ * @ para ¢. uma aproximacao da identidade. Claramente rot g = ¢.,
x
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divg = 0e g ¢ L? uma vez que pelo Teorema de Plancherel e o Teorema da Convergéncia

x
Dominada ||gi||z2 — H ﬁ quando € N\, 0 (analogamente vale a mesma conclusao para
x|?|| 2

||92||L2)-

Equivalentemente a desigualdade (2.13) nos escrevemos

1
v ()| <l (2.14)
|| 3/2
para f € L}(R* R?), o que implica
1
= f| <clflh (2.15)
2|l

Observacao 2.1 Analogamente, os respectivos substitutos de (2.14) e (2.15) quando N =
IV (og ||+ flly < cllflls e [flogle|* fll < cllf]l1. (2.16)

2.3 Estimativas L' para o complexo de de Rham

Num contexto mais geral, o sistema (2.9) pode ser escrito na linguagem do
complexo de Hodge-de Rham em RY. Seja A*(RY) o conjunto das k-formas em RY e
WHN(AFRY) o conjunto das k-formas cujos coeficientes pertencem a WY (RY) (analoga-

mente C°(AFRY), LP(A*RYN), etc.). Denotamos uma k-forma u por Z uydxy e dizemos
|J|=k
que u ¢é suave de suporte compacto se cada componente u; goza de tal propriedade.

Consideremos o sistema
du = f,
(2.17)
d*u =g,
no qual d é a derivada exterior e d* a derivada co-exterior. Uma versao da desigualdade

(2.11) na linguagem de Hodge é dada por
IVullre < Cp (||dullpe + |d*ul|rs), u € C3°(AMRY) (2.18)

para 1 < p < co. Em geral, a estimativa acima nao é valida quando p = 1 e p = co. Pelas

estimativas de Sobolev a desigualdade (2.18) implica
[ull o < Cp (lldull e + lld"ul[r) , (2.19)
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no qual p* = pN/(N — p). O caso limite quando p N\, 1 de (2.19) é dado por
lull | ey < C(lldullzr + lld"ul| 1),

que nao pode ser obtido por combinacao da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg com
(2.18), uma vez que C, — oo quando p N\, 1. Entretanto a estimativa acima para k # 1 e
k # N — 1 permanece valida, como enunciado pelo Teorema 1.1. No contexto de formas,

a Proposicao 1.1 pode ser reescrita na seguinte maneira.

Proposicao 2.3 Se f e ® sio I-formas suaves de suporte compacto em RY e d*f = 0

entao
[(f, @) < el flllld®]|n-

Uma consequéncia do Teorema 1.1 é o seguinte resultado.

Teorema 2.3 Seja 1 < k < N — 1. Entao para toda ¢ € WHN(A*RYN) existe ¢ €
L>®(AFRN) tal que

do = dy,

[Y]|ee < Clldo]| N
Teorema 1.1 = Teorema 2.3. Seja ¢ € WLV (AFRY) para 1 < k < N — 1. Queremos

exibir ¢ € L®(A*RY) tal que d¢ = dip, isto &,

{d¢, B) = (¢, d"B)
para toda 3 € C5°(AFHRY). Consideremos o operador linear definido em
d*(Cg°(AF1RY)) dado por
T(d*B) = (do,B) -
Logo, T esta bem definido e do fato que d*3 = d*~ para alguma v com dvy = 0 temos
T(d*p)| =T (d)]
= [(de, )|
< o lvlnl_x
< Clldel Il
= C||do||nl|d*B]|1,

14



no qual a segunda desigualdade é devida ao Teorema 1.1. Observemos que o caso critico
seria se v fosse uma 1-forma, o que nao acontece uma vez que k > 1. Pelo Teorema de
Hahn-Banach, T pode ser estendido a um funcional linear em L'(A*RY) tal que ||T| <

C/||dé||n. Pelo Teorema de Representacio de Riesz existe 1 € L= (A*RY) tal que T'(d*3) =
(1, d*) e assim,
{dip, B) = (¢, d"B) = T(d"B) = (d¢, §)

para toda 3 € C°(AFHRY), o que implica dé = dip. Além do mais,

[llee = TNl < Clldo]| -

A reciproca também é valida.
Teorema 2.3 = Proposicao 2.3. Consideremos a decomposicao de Hodge de ¢ dada
por

O = da+d*p.

Uma vez que (f,da) = (d*f,a) = 0 temos (f,®) = (f,d*[). Entao, pelo Teorema 2.3

existe W € L™ tal que

d(d*p) = dV¥,
[¥]le < Clld(d*B)[|w = C[ld®)] n-

Como d*f = ¥ + dI' para algum I', entao do fato que d*f = 0 temos

(f,d"B) = {f,¥) + (f,dl") = {f, V).

Logo,
(@) = [ 0] < N fll¥]lee < ClA L]l dP] n-

Uma versao mais forte do Teorema 1.1 (e assim mais forte que o Teorema 2.3 e a Proposigao

2.3), diz que dX = 3 possui solugao X € (W N L>®)(AFRY) para 8 € LY (AFIRY),
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Teorema 2.4 Se N >2e¢l1 < k<N —1 entao
dWEN(AFRY)] = d[WEY 0 L2 (AFRY)).
Mais precisamente, dado algum X € WIN(AFRY) eziste Y € WY 0 L2°(A*RYN) tal que

dX = dy,
(2.20)
VY |[n + Y ]lo < ClldX||n-

Observacao 2.2 Note que a conclusao falha quando k = 0 pois dada uma funcao f €

WEN " em geral nao existe g € L™ tal que V(f — g) = 0.

Um comentério interessante é que a construcao de uma solucao Y para o problema acima

nao pode ser linear. Mais precisamente:

Proposicao 2.4 Nao existe nenhum operador linear K : WHN (A'RY) — L (A'RY) tal
que

d(KX)=dX VX e W"W(ARY).

Este resultado foi provado inicialmente no toro TV por Bourgain e Brezis no artigo [BB4]
(alids grande parte dos resultados aqui citados foram provados para TV e posteriormente
estendidos ao caso de RY). Neste artigo eles constroem explicitamente um contra exemplo
para N = 2 que pode ser generalizado em mais dimensoes. Como referéncia a esta passa-
gem veja [BB2|. A mesma argumentacdo para a demonstracao da equivaléncia Teorema

1.1 <= Teorema 2.3 segue para demonstrarmos que Teorema 1.2 <= Teorema 2.4.
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Capitulo 3

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
local para um sistema elitico de campos

vetoriails

Inicialmente iremos introduzir algumas definicoes e notagoes utilizadas nesse
capitulo. Uma referéncia completa dessa apresentacao inicial pode ser encontrada no
Capitulo I em |[BCHJ]. Seja € um conjunto aberto do RY e X(2) o conjunto de todos
campos vetoriais complexos sobre €. Por conveniéncia iremos trabalhar no conjunto R¥
o que nao impede de ) ser um espaco mais geral, como por exemplo uma variedade

diferenciavel de dimensao N. Se (U,x) é uma carta local em €) entdao representamos L €

N
0
X(Q) nas coordenadas locais x = (zy,...,zy) por L = E L(xj)ﬁ—. Denotamos por
x.
=1 !
CT,? o conjunto de todos vetores tangentes complexos em p € 2 e CT) = U CT,? o

peEN
fibrado tangente complexificado.

Definicao 3.1 Dizemos que V € um subfibrado vetorial complexo de CTS) de posto n se

v=|]JVccro

peEQ

satisfaz a sequintes condigoes
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(a) Para cada p € Q, V, € um subespago vetorial de CTQ de dimensao n.

(b) Dado py € Q) existe um aberto Uy que contem py e campos vetoriais Lo, ..., L, €

X(Uyp) tal que o conjunto {L1|p e Ln|p} gera V, para cada p € Up.

Dado um subfibrado vetorial complexo V C CT2 e um conjunto aberto U de €, uma

se¢ao de V sobre U é um elemento L de X(U) tal que L, € V, para todo p € U.

Definicao 3.2 Uma estrutura formalmente integravel sobre Q0 é um subfibrado vetorial

complexo V C CTQ que satisfaz a sequinte condicao de involutividade (ou Frobenius):

o Se U C Q € um aberto e L, M € X(U) sao segoes de V sobre U entio [L, M] ¢

também uma se¢ao de V sobre U.

Lembramos que [ , | é o colchete (ou comutador) de Lie definido por
[L, M](f) = L(M(f)) — M(L(f)) para todo L,M € X(Q) e f € C™(Q2). O posto de
uma estrutura formalmente integravel V' é definido simplesmente pelo posto do subfi-
brado V. Seja V uma estrutura formalmente integravel sobre 2 e p € () fixado. Logo
podemos exibir uma carta local (U, x) para p € U e campos vetoriais Ly, .., L, € X(U) tal

que {L1|q e Ln|q} é base de V, para cada ¢ € U. Se x = (21, ...,xn) €

Mz

3.1
X)o (3.1)
entdo a matriz (a;;) tem posto n em cada ponto. Além do mais, existem fungoes cf, €

C>®(U) para j, k,v=1,...,n tal que

[L;, Li] = Zc]kL

Nos denotamos por E'(Q) o dual de C*(2)-modulo X(2) e nos referimos ao seus elemen-
tos como formas diferenciais sobre € de grau 1 ou simplesmente por 1-formas. Em outras
palavras, uma 1-forma sobre © é um funcional C*°(Q2)-linear w : X(2) — C*°(Q2). Defi-
nindo CT;Q = dual de CT,2 entao segue que cada w € E'(Q) pode ser associado a um
elemento w, € CT;) pela formula w,(v) = w(L)(p), no qual L € X() é tal que L, = v.
Pela Proposicao 1.4.2 em |[BCH| obtemos a caracterizacao CT;Q = {w, : w € E*(Q)}.
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Defini¢ao 3.3 Dada f € C*(Q) nds definimos df € EY(Q) pela formula

df (L) = L(f), L€ X(Q).

0
/ dx;. Nos
Lj

N
Uma representacao usual de df em coordenadas local é dada por df = Z £

j=1
também definimos o fibrado co-tangente complexificado de §2 por

CT*Q = U CT;Q e como antes, nos introduzimos a nogao de um subfibrado vetorial
peEN

complexo de CT*C) de posto m como sendo W = U W, satisfazendo as seguintes propri-

peEN
edades:

e Cada W, é um subespaco vetorial de CT™(} de dimensao m.

e Dado py € Q existe um aberto Uy contendo py e 1-formas wy, ...,w,, € E*(Up) tal

que {wl\p - wm\p} gera W, para cada p € Uj.
Aqui nos destacamos a notagao padrao de alguns espagos como

T,0={veCl,Q:v éreal} e TQ= UTpQ,

peN
T:Q= {{€CT;Q: ¢ éreal} e THQ= [T
peEN

Se )V = U V), € um subfibrado vetorial complexo de CTQ) entao para cada p € 2 definimos
peEN

Vo= {A € CT*Q: A = 0sob V,} e denotamos por V" = U Vo~ (que é um subfibrado de
PEQ

CT:Q).

Seja V C CT) uma estrutura formalmente integravel sobre (2.

Definicao 3.4 O conjunto caracteristico de V € um subconjunto de T*Q definido por

T =VENT*Q. Também escrevemos TI? = Vpl NT;82 para p € €.

Nos estamos interessados numa estrutura particular, chamada estrutura elitica que é

caracterizada pela propriedade Tl? = 0 para todo p € Q.
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Exemplo 3.1 Seja V = span{Li, Ly} um subespaco vetorial de dimensao 2 em CTS)

para Q = R3, no qual 0s campos vetoriais nas coordenadas (x,t1,ty) sao dados por

o .0
L1 @ —+ ng, 8
—_— ) 2_
L2 8t2 + Z(tg) 8;[‘

Claramente V determina uma estrutura formalmente integrdvel, em particular [Ly, Lo =

0. Além do mais a estrutura € elitica, uma vez que T(?(: t1.to

)= 0 para todo (z,t1,t:) € R3.

Definicao 3.5 Um subfibrado vetorial complexo V C CT'S2 de posto n € dito definir uma
estrutura localmente integrdavel se dado uwm ponto arbitrdrio py € 2 existemn um aberto Uy

de py e fungoes Zy, ..., Ly € C(Uy), com m = N —n, tal que
span{le\p - dZm\p} = VpL, vV pe U.

Claramente cada estrutura localmente integréavel satisfaz a condi¢ao de Frobenius e con-
sequentemente define uma estrutura formalmente integravel. Quando V' é uma estrutura
localmente integravel noés podemos construir geradores local, sob um apropriado sistema

de coordenadas local, do subfibrado V*.

Teorema 3.1 Seja V uma estrutura localmente integrdvel definida sob uma variedade Q.
Seja p € 0 e d a dimensao real de TI?. Entao existe um sistema de coordenadas que se
anula em p,

{LL’l, ey Lys Yty o5 Yuy S15 -++5 Sd,s tl, ey tn/}
e fungoes suaves a valores reais ¢, ..., ¢q definidas em uma vizinhanca da origem satisfa-

zendo

¢r(0) =0,der(0) =0, k=1,..,d,
tal que as diferenciais das fungoes

Zi(z,y) = zj = x5 + 1y; ji=1,..v,
Wi(x,y,s,t) = sk + idp(z, s,t) k=1,..,.4d,

20



geram V*+ em uma vizinhanca da origem. Em particular, nds temos que v +d = m,
v+n' =n e também

0
T, = span{dsi|, ..., dsalo} -
O proximo resultado que iremos apresentar é devido a L. Nirenberg.

Teorema 3.2 Seja V uma estrutura elitica sobre uma variedade suave Q2. Entao V é

localmente integrdvel

A demonstragio é consequéncia do classico Teorema de Newlander-Nirenberg [NN| e do
Teorema de Frobenius, e pode ser encontrada em |[BCH].
Seja ¥V uma estrutura elitica e p € €2 fixado. Com a notagao do Teorema

3.1 nos temos d = 0, ¥ = m e entao existe um sistema de coordenadas

{1'1, vy Ty Y1, "'7ym>t1a "'7tn’}

. - . . . . J_
que se anula em p tal que definindo z; = x; + iy;, as diferenciais dz; geram V- numa

vizinhanca de p e os campos vetoriais —, — geram ) perto de p.

0z, 0t;

3.1 Sistema elitico de campos vetoriais complexos e o
Teorema A

Consideremos n campos vetoriais complexos L1, ..., L,, n > 1, com coefi-
cientes suaves definidos em uma vizinhanca Q da origem 0 do RV, N > 2, que pode ser
visto como se¢oes do fibrado CTC2, bem como operadores diferenciais de primeira ordem.

Nos iremos assumir que
(a) Ly,..., L, sdo linearmente independentes em 2.
Na maioria da vezes também noés iremos supor que
(b) o sistema {L1,...,L,} é elitico.
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Isso significa que para toda l-forma real w (isto &, qualquer se¢ao de T*Q) tal que
(w,L;) = 0 implica w = 0. Note que o nimero n de campos vetoriais deve satisfazer
a estimativa

ggnSN.

Além do mais, se {L1, ..., L,} é sistema involutivo entao V = span{ Ly, ..., L, } determina

uma estrutura elitica de posto n em (2.

Exemplo 3.2 Seja Q = RY munido do sistema de coordenadas cartesiano

(T1y ooy Ty Y1y ooy Ypy 1, ooy Es) € 08 campos vetoriais
1/ 0 0
AR (3.2)
T, = — kE=1,..
k atk yer S

Claramente {Dy, ..., D,, T, ..., Ts} determina um sistema elitico. Note que quando s=0

obtemos o sistema de Cauchy-Riemman em C" = R?".

Nos estamos interessados na seguinte questao: caracterizar os sistemas de
campos vetoriais complexos tal que vale a estimativa a priori
n
lull v < CY || Lsullus,  u € CE(U),

j=1
para alguma vizinhanga U da origem e algum C' > 0. Devido a natureza local da estima-
tiva uma versao similar é obtida substituindo N/(N — 1) por algum p € [1, N/(N — 1)].
Quando n = N e L; = 0., a estimativa é conhecida como a classica desigualdade de
Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, que vale sem a restricao do tamanho do suporte para fun-
coes testes. O proximo resultado, que nao requer muitos passos, diz respeito sobre a

segunda parte do Teorema A.
Proposicao 3.1 Se (1.5) vale entao o sistema {L1,...,L,} € elitico.

Demonstragdo da Proposi¢ao 3.1. Seja u € C°(U), u.(r) = u(e'z) para € >

0 suficientemente pequeno tal que u. € C§°(U) e campos vetoriais L; como em (3.1).
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Aplicando u, em (1.2) obtemos

N
0
para Lj = E a;(er)=—. Tomando € — 0 concluimos
8LL’k
k=1
0
lull, g, SOE E5ulls-
Se o sistema {L?,..., L%}, com coeficientes constantes, nao é elitico nés podemos assu-
mir que, apés uma mudanca linear de variaveis, a;1(0) = 0 para j = 1,...,n. Logo a

estimativa anterior torna-se

n
oz, €3

para toda v € C5°(U). Aplicando ¢.(x) = ¢y (z1e1)da(2’) para 2/ = (z9,...,7y5) em

N

2

k=

(3.3)

Ll

(3.3) e nomeando ¢(z) = ¢1(x1)pa2(z’), nés obtemos
loll, o, < V™Y LGN,
j=1

0 que implica em uma contradicao quando ¢ — 0, uma vez que concluimos que ¢ é
identicamente nula. Note que ¢ e ¢ podem ser escolhidas de maneira arbitraria. Entao,
{L9,..., L%} determina um sistema elitico ou equivalentemente o sistema {L;,...,L,} é

elitico em z = 0. O mesmo argumento pode ser aplicado para um ponto genérico de €.

u
Agora desejamos demonstrar a segunda parte do Teorema A.
Teorema 3.3 Sejam Ly, ..., L,, n > 2, campos vetoriais satisfazendo (a) e (b). Entdo
existe uma vizinhanga U da origem e C > 0 tal que
[Jll sy < Czn: [Ljullzr,  we Cg(U). (3.4)

J=1
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Note que a hipotese n > 2 no Teorema 3.3 nao pode ser melhorada. De fato, (3.4)
falha para o campo vetorial elitico L = dz; + i0x, em R?, como pode ser visto tomando
ue(z) = Ys(2) (g * E)(x), no qual vs(x) = (zd~ 1), d > 0,9 € C5°(By(1)) uma fungaio de
corte na origem escolhida tal que u. € C§°(U), E(z) = ; a solucao fundamental

m(z1 + 1x2)
de L e ¢p. = e ?¢(ze™!) sendo ¢ uma aproximagao da identidade. A desigualdade (3.4)

[[ue | 2

é violada posto que
|| L | 2

— 0o quando € N\, 0. Veja a Se¢ao 5.3 para os calculos em
detalhes.

Uma vez que os campos vetoriais

sao linearmente independentes, apés uma contracao de {2 e uma renomeacao dos indices,
n6s podemos assumir que a matriz (a;;) para 1 < j <n,1 <k < N é invertivel em uma
vizinhanca de €. Seja (bjx;) a matriz inversa e campos vetoriais definidos por

N

LY = b(x)Ly, j=1,....n

k=1
Como os coeficientes b;;, sdo limitados em 2 é suficiente provar (3.4) para os campos Lf.

Em particular

+ c =1,...,n,
Z ]k axn-ﬁ-k /

no qual os coeficientes c; sao suaves e m = N —n. Além do mais, modificando as funcoes
¢;k(z) fora de uma vizinhanca de Q e estendendo-as para todo RY, nés podemos assumir
que Lf, ..., L¥ sdo globalmente definidos em RY e que as fungoes c;x(z) tem derivadas

limitadas de todas as ordens. Em outras palavras, n6s podemos assumir desde o inicio

que o sistema de campos vetoriais {L1, ..., L,} possuem a forma
0 - 0
Li=—+ cip()=——, j=1,...,n, a/
1= g+ el — (@)

com coeficientes suaves globalmente definidos em RY, cujas derivadas de todas as ordens

sao limitadas .
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Outra observagao relevante sobre o enunciado do Teorema 3.3 é que a hi-

potese (b) pode ser substituida pela eliticidade uniforme de
Ap=L'Ly+---+ L L,
isto ¢, para alguma constante ¢ > 0 e todo x, £ € RY vale

>

J=1

2

5+ cinuri| >l (b')

k=1

Aqui L; denota o campo vetorial obtido de L; por conjugagao de seus coeficientes e Lz-
o transposto formal de L;. Claramente se vale (a’) e (b) entdo concluimos (b"). Essa
propriedade serd fundamental na demonstracao do Teorema 3.3.

De agora em diante nos iremos trabalhar com a configuracao global dos cam-
pos. O proéximo lema, que nao requer eliticidade, é um dos ingredientes da demonstracao

do Teorema 3.3.

Lema 3.1 Sejam Ly,...,L,, n > 2, campos vetoriais como em (a/). Para cada u €
Ce(RY) escreva f; = Lju. Entao, existe C > 0 tal que para toda u,¢ € C(RY) e

1 <5 <n wvale

i

Se, além do mais, 0s campos vetoriais Ly, ..., L, possuem coeficientes constantes entao

' 5@ <c (Z ||f]||L1> e (3.5)

Note que tomando o supremo do lado direito de (3.5) com ¢ na bola unitaria em W1V

<C (Z 1filler + ||u||L1> (el + 1V ollLr) - (3.5)

nos obtemos a estimativa equivalente

150l g,y sy < (ZHfJHLl + HUHL1> : (3.6)

Aqui

sup  |(u, @)| =~ || Tul| pasiv-1), u € Cg°(RY)

lulle ) vvsy =
W—1,N/(N-1) Vel v <1

25



no qual I denota o operador de Riesz

B u(y)

A prova do Lema 3.1 adapta os argumentos de Van Schaftingen no Lema
2.1.
Demonstracao do Lemma 3.1. Para j = 2, o lado esquerdo de (3.5) pode ser escrito
como

/J(ml)dazl, com J(zp) :/ S ()™ (2) da
R RN-1

= (x9,...,xyn), f31(2) = folz1,2) e " (2') = ¢(x1,2"). Utilizando a decomposigao

do Lema 2.1 para ¢ € C°(R¥~1) nos escrevemos J(z1) = Jy(x1) + Jo(x;) para

Jk(xl):/ S (NG () dod, k= 1,2.
RNfl

Entao

(@) < Af3 v ll7 e (3.7)

9,
5(21) / /RN 1 aj;Q )3t (2) da'ds. (3.8)

Equivalentemente podemos escrever Ly fo = Lo fi + [L1, LyJu como
N

of = — Z 1k% + (L1, LoJu+ Lo fy. (3.9)

ozr ozr
1 k=n+1 k

Observemos que (a’) nos mostra que nao ha termos no lado direito de (3.9) que envolvem
derivadas de f1, fo e u com respeito a z;. Sendo assim, substituindo (3.9) em (3.8) e
integrando por partes via a integral em RY~!, ou seja, distribuindo as derivadas de fi, fo

e u para ¢s', nos obtemos
| J2(z1)| < CUIf [ + [Jull ) (VRS [ oo + (| D3 o) (3.10)

com a notagao || f|1 = Z | £l Para estimar ||V ®35|| oo + || D5 || Lo 1n0s iremos aplicar

j=1
(2.3)e(24) comp= N, u=N—1,~v=1/N, com uma escolha apropriada de A = A\(z1).
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Se J(z1) # 0 note que || f3*]|zr > 0. Nesse caso, nés definimos

b
afz)’
Segue de (2.2), (2.3), (2.4), (3.7) e (3.10) que

AMxy) =

a(zr) = fs s b= [[fller + llullz

[ J (@) < Clalz) |97 | + 0 [[VPZ! || + b|D5 | )
< C(a XM l¢™ | + oA ([l | + [[Ve™ 7))

z1||(N=1)/N T T
< C ([ F ot + Nl o) M1 (1o v + 1V 6™ ox) -

Se J(x1) = 0 a desigualdade é trivialmente verdadeira. Integrando em relagdo a x; a
ultima estimativa e invocando a desigualdade de Holder com expoentes N e N/(N — 1)

no6s obtemos

/RU(%)I < OO Al M ollway < CIFll + llullz) @l

Isso prova (3.5) para j = 2. Um argumento similar pode ser dado para j =1,...,n.
Quando os campos vetoriais L;’s possuem coeficientes constantes nos temos

[Lj, Ly) =0 e L = —L;. Logo o mesmo roteiro pode ser seguido, o que resulta (3.5').

A proxima secao sera destinada a prova do Teorema 3.3.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.3

Para estimarmos o lado esquerdo de (3.4) ¢ suficiente controlarmos

<w@=/¢@w@mL

no qual ¢ € CP(U) e ||¢]lpy < 1. Aqui U ¢é a bola By(p) centrada na origem e com
raio pequeno p < 1/2, que serd escolhido mais tarde. Nos assumimos os campos vetoriais

Ly, ..., L, satisfazendo (a’) e (b’), em outras palavras, o operador de segunda ordem
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pode ser interpretado como um operador pseudo diferencial elitico cujo simbolo estd na
classe de Hérmander S7,(RY). Aqui usamos a notagao padrao para p(z, D) € OPSJs
um operador pseudo diferencial cujo simbolo p(z, &) pertence a classe bs- Ja que nos
iremos trabalhar somente com simbolos do tipo p = 1 e § = 0, entdo escrevemos ST},
simplesmente por S™. Como referéncia sobre operadores pseudo diferenciais, nos citamos
[H2, Chapter 3| e [Ta]. Dizemos que um operador p(z, D) € OPSJ ¢ elitico se para
algum r < oo,

p(z,€)] > C(1+ €)% para || > 7.

Um resultado classico da teoria de operadores pseudo diferenciais garante que se p(x, D) €
OPS™ é elitico entao existe um operador inverso ¢(x, D) pertencente a classe OPS™™

modulo OPS™, isto é,

p(z,D)q(z,D) =1 mod OPS~™>
q(z,D)p(x,D) =1 mod OPS~.

Pela desigualdade (b’), Ay define um operador pseudo diferencial elitico cujo simbolo
pertence a classe S? e portanto existem operadores q(x, D) € OPS 2 e r(x,D) € OPS™>
tal que

¢ = A(z, D)q(z, D)o +r(z, D)¢

para toda ¢ € C§°(U). Logo,
(u, 9) = (u, A(x, D)q(x, D)¢) + (u, r(x, D))

<Lju’ I’j(x> D)Q(x> D)¢> + <ua ’I“(ZL’, D)¢>

WE

?.
[y

(Lju, Lj(z, D)x(x)q(x, D)) + (u,r(x, D)), (3.11)

M) =

<.
Il
-
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no qual y(x) € C§°(U*) é identicamente 1 numa vizinhanga de U e U* = By(1). Definindo

Y; = Li(z, D)x(x)q(x, D)¢, fj = Lju e aplicando (3.5) noés obtemos

[ o)l < O Il + Hlullee ) (1985 ly + 195]v)
j=1

<O Miller + iz ) 9735
j=1

<O XMl + lullz ) Nollov. (3.12)
j=1

A segunda desigualdade decorre do fato que ¢; € C§°(U*) e a terceira segue da pro-
priedade que VL;(z, D)x(z)g(x, D) é um operador pseudo diferencial de ordem zero e
portanto limitado em LY (RY). Além do mais, ja que r(z, &) € S~ nés podemos escrever
r(z,D)¢ = [k(z,y)¢(y) dy com um nicleo continuo k(z,y) que decresce rapidamente

quando y — oo uniformemente para x € U. Entao, para x € U,

(N—1)/N
|r(x, D)$| < sup </ (2, y) [V VD dy) Ly < Ol v

zeU
e disso segue

[(u, (2, D)p)| < Cllul| ]| df| L~ (3.13)

Logo, (3.11), (3.12) e (3.13) implicam

[(u, 9)| < C (Z £l + IIUI|L1> 16llry, ¢ € G (U),
j=1

e assim

lull v < CY N fillo + Cllull, € G (U).

j=1
Ja que |jul|zr < Cp"N||ul|v/v-1), 0 termo C||ul|z1 pode ser absorvido para p suficiente-

mente pequeno o que demonstra (3.4).

Como consequéncia do Teorema 3.3 noés obtemos o seguinte resultado de

resolubilidade local.
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Corolario 3.1 Sejam Ly, ..., L,, n > 2, campos vetoriais satisfazendo (a) e (b). En-
tdo existe uma vizinhanc¢a U da origem tal que para cada f € L™ (U), a equagdo super
determinada

L1u1++Lnun:f

possui solugio em U com (uy, ..., u,) € L®(U)N.

Observacao 3.1 Note que o resultado em geral € falso quando n = 1. O contra exemplo

pode ser gerado nos mesmos moldes do que apresentado na 5.3.

Demonstragao do Corolario 3.1. Como L; = —L} +¢;(z), ¢; € C2(U), j =1,...,n,
nos facilmente concluimos de (3.4), apos reduzir U se necessario, a estimativa
lull v < CY |[Lbullzr,  we CFU). (3.14)
j=1

Agora, consideremos o conjunto X C L'(RY;RY) dado por
X ={(L1®,...L®) | ® € C(U)}

e U; = Li®. Seja A : X — C, o funcional linear definido por A(¥y, ..., ¥,,) = (f, ®) que

estd bem definido e é continuo, uma vez que

AT, o, W) < (S ) < v 191 S A <Z II‘I’jHLl> :

Segue do Teorema de Hahn-Banach que o funcional A pode ser estendido de forma linear e
continua a todo L'(RY; RY). Como consequéncia do Teorema de Representacao de Riesz
existe u = (uq, ..., u,) para u; € L=(U) tal que A(V) = (u, ¥) para toda ¥ € L'(RY; RY).
Assim, .

(f,®) = ML{®, ..., LL®) = “(uj, Li®) = (Lyug + .. + Ly, @)

Jj=1

para toda ® € C§°(U) donde

Llul + ...+ Lnun = f
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Capitulo 4

Estimativa L! para o complexo d r

Dada uma estrutura formalmente integravel £ C CT) é possivel associar
um complexo diferencial d,. Em particular nés estamos interessados quando a estrutura
L é elitica, mais precisamente, quando o subfibrado £ é gerado por um sistema elitico e

involutivo de campos vetoriais.

4.1 O complexo diferencial d,

Seja L, ..., L, campos vetoriais definidos sobre uma vizinhanca 2 da ori-

em 0 € RY para N > 2, como em (3.1), satisfazendo a propriedade (a).
g

Definicao 4.1 Dizemos que um sistema {L, ..., L,} € involutivo se os campos vetoriais

L; para j =1,...,n, satisfazem a condicao de Frobenius

c) |L:, L] = direLe, 1 < j, k, < n para fungoes compleras d;r, € C*(£2).
j j j

(=1

Exemplo 4.1 O sistema {D;,...D,,T1,...,Ts} em (3.2) € involutivo.

Note que se £ C CTQ é o subfibrado gerado por Ly,..., L, entdo (c) é

satisfeita para qualquer outro conjunto de geradores de £. Como observado anteriormente,
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nos podemos assumir que os campos vetoriais L; sao da forma

0 “ 0 . /
Lj—a—xj‘i‘zcjk(l’)&xmrka J=1...n, (')

k=1

no qual os coeficientes c;j, sdo suaves e globalmente definidos em RY, cujas derivadas de
qualquer ordem sao limitadas. A forma especial de Ly, ..., L, em (a’) nos mostra que (c)
é reduzido para

L, Ly] =0, 1<jk <n. (c))

Como consequéncia da demonstragao da estimativa (3.5), no Lema 3.1, nés obtemos

‘ / Lu(z)é(x) do

< Clldllwiy Y ILjullz, .6 € CF(RY). (4.1)
j=1

Devido a propriedade (¢’) dos comutadores, o termo ||ul/z1 ndo aparece na estimativa

(4.1). Logo, n6s podemos concluir a desigualdade
ILull oy <O sullir, we CFRY). (4.2)

j=1

Agora nos faremos uma pequena introducgao sobre o complexo d, associado a
estrutura £. Consideremos L, ..., L, originalmente como no inicio da se¢ao e assumimos
que o sistema {Lq,...,L,} seja elitico e involutivo. Seja £ o subfibrado involutivo de
CTQ gerado pelos campos vetoriais Ly, ..., L,. Denotamos por E*(Q) o espaco das k-
formas suaves com coeficientes complexos, 0 < k < N, isto é, as secoes suaves do fibrado
vetorial AF(CT*Q2) e L1(Q2) o subfibrado de CT*Q) definido por toda w € E*(Q) tal que
(w, L) = 0 para toda se¢io de £. Seja Z o ideal gerado por £(Q) em @p_, A\*(CT*Q).
Aqui, se wi,...,wm, n+m = N, é o conjunto de geradores locais de £*(€), entdo

IF(Q) = I N AR(CT*Q), 1 < k < n, é gerado pelas k formas do tipo
wiAw, j=1....m, ' €EQ).

Escrevemos M*(Q) = A¥(CT*Q)/T*(Q), 0 < k < n, e denotamos por E¥(Q) o espaco
das segoes suaves do fibrado vetorial M*(Q2). O complexo de Rham (|dR]) d : E*(Q) —
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E*1(Q), dado pela derivada exterior sobre formas com coeficientes complexos, d4 origem

ao seguinte novo complexo d, associado a estrutura L,
d&k : Ek(Q) — ENIk—H(Q), 0<k< n,

definido da seguinte forma: se u € E*(Q) entdo dg x(u + Z¥) = dyu + ZFF. A operagao
estd bem definida uma vez que a involutividade de £ implica que d,Z¥ C ZF*'. Em

particular, n6s obtemos a bésica propriedade de complexo

dgg+1de i = 0.

Por uma elegante combinagao feita por Treves do Teorema de Newlander-
Nirenberg [NN] e do Teorema de Frobenious sobre distribuicoes integraveis reais [BCH|
(veja o Teorema 3.1 e a discussao subsequente) é possivel exibir um sistema de coordenadas
local

Tlyee oy Tpy Yty oo Ypy b1y ts, T4+ S5=mn,

definida sobre uma vizinhanga ' da origem tal que £ é gerada em 2’ pelos n campos

vetoriais "y p
D] :_<—+Z—)a ]Zla » Ty
A (4.3)
T, =—, k=1
k atk’ ) S

Nesse caso, L1 ¢ gerada em ' por dz; = dz; +idy;, 1 < j <7, edty, 1 <k < s. Entao
E*(Q) pode ser identificado como o subespaco de E*(') gerado pelos monomios
dtkl/\"'/\dtkz/\dgjl /\~-~/\d2jw ]fp c {1,...,8}, Jq € {1,...,7’},

C+p==k
e para u € EY(QY) = C°() nos temos

d£70u = Z Tku dtk + Z Dju dgj.
k=1 Jj=1

Note que quando r = 0, o complexo d, é justamente o complexo de de Rham enquanto

que quando s = 0 obtemos o complexo de Dolbeault (|H1|); isso justifica a notagao

33



d; = d + 0 no caso geral. Em outras palavras, num apropriado sistema de coordenadas

local, o complexo elitico d, possui coeficientes constantes e
S s
k=1 j=1

¢ uma pequena variacao do operador de Laplace em RY = Rs+27,

4.2 Demonstracao do Teorema B

Sem perda de generalidade podemos supor inicialmente que os campos
Ly, ..., L,, dados originalmente pelo Teorema B, sao da forma Ti,...,T, Dy, ..., D, para
r+s=mnely D; comoem (4.3).

Aplicando (3.5") para o sistema {73, ...,Ts,D1,..., D}, N=s+2r >2e

escrevendo fi = Tpu, g; = D;u nos obtemos

<C (Z £l + ) ||9j||L1> Vol L, (4.4)
k=1 Jj=1

<C (Z I fell +> ng||u> IVl (4.5)
k=1 Jj=1

para toda u,¢ € C°(RY), 1 <k <s, 1<j <.

' [ o s

’ [ aswrota) i

Das estimativas (4.4) e (4.5), nés podemos escrever

ooy < Clldeoullr, e C&o(RM). (4.6)

|dcou
Mais geralmente, para k formas nos temos
||d£,ku||v?/ < CHkoUHLl, U € Eg(]RN), 0<k<n-2, (47)

—1,N/(N-1) —

no qual E¥(RY) denota os elementos de E¥(RY) com a propriedade do suporte compacto.

Similarmente, se d denota o complexo dual de d,

dp )t EFPRY) — EFRY), 0<k<n-1,
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determinado por
/dﬁ,ku Tdr = /u -di vdr, u€ EFYRY), v e BFFYRY),
no qual - indica o emparelhamento padrao sobre formas de mesmo grau, nés obtemos

< O|ldppullp, uwe EFTRY), 2<k<n-—1. (4.8)

W 1,N/(N-1) —

As estimativas (4.7) e (4.8) seguem da aplicacao do proximo lema que estende a estimativa

(3.5).

Lema 4.1 Sejam Ly, ..., L,, n > 2, campos vetoriais com coeficientes constantes, linear-
mente independentes definidos em RY. Consideremos fungoes testes fi, ..., f, € C(RY)
e suponha que para cada 1 < k < v exista 1 < j <n tal que

Ljfw = Z Z crjreLy fo, (4.9)

J'#5 =1

com cije € C. Entao
STl s <C S Al (4.10)
k=1 =1

Demonstracao do Lema 4.1. Uma vez que os campos sao linearmente independentes,

sem perda de generalidade, nés podemos supor que os campos L; sao escritos da forma

j 8.%'] * ; ]kaxn+k

para j = 1,...,n e aj; € C. Para provar a desigualdade desejada é suficiente demonstrar-

mos que

fu(@)o(a)da

<c <Z ||fk||L1> ||V¢HLN(RN)
k=1

para todo k € {1,...,v} e ¢ € C*(RY). Fixado k seja j, € {1,...,n} tal que (4.9) & satis-
feita para algum cg;, nao nulo (caso contrario, a desigualdade é trivialmente satisfeita).

Aplicando a estimativa (3.5") nos obtemos

S (Z ||fk||L1> IVOll gy »
k=1

N fr(x)p(x)dx

que implica a desigualdade desejada.
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Observemos que se u € EX(RY) e dypu = f entdo

depprf = 0. (4.11)

Para estimarmos ||d‘cvku||‘2/71,N/(N71) é suficiente controlarmos |(f;, ¢)| para cada funcao
coordenada f; de f tal que |J| = k+1e ¢ € C(RY). Note que (4.11) nos da uma

relagao do tipo (4.9), desde que 0 < k < n — 2. Logo, pelo Lema 4.1 obtemos

[(Fr )] < cllfll[Volln = lldesull Vel v

para cada |J| = k + 1, o que implica (4.7). Claramente o argumento falha quando
u € EPY(RYN), uma vez que (4.11) nio implica em uma relacdo do tipo (4.9) com co-
eficientes cg;¢ nao nulos. Analogamente, o0 mesmo argumento pode ser utilizado para
demonstrarmos (4.8), desde que 2 < k <n — 1.

Consideremos o operador
Ay =dpydey+depady .y, 0<k<n,

que, num certo sentido, ¢ uma pequena variacao do operador de Laplace-Beltrami sobre
k-formas definida em RY. Quando k = 0 e k = n os operadores d,, dy _; devem ser

entendidos como nulos. Seja Gj a solugao fundamental canoénica do operador A; dada

por
( S
wit {2 +t2Py T >
S BT
—(log |t])/2m r=0,s=2
Wy [t/2]75 r=0,s>3,
\ b

no qual w, s = 2°72(2m + s — 2)|S* 57| (IBCH]). Aqui |S*| ¢ a medida da esfera unitéria
em R¥+1. Agora, se ¢ € EF(RN) entdo podemos escrever a identidade ¢ = Ay(Gr¢) em
que Gr¢ = Gy * ¢. Vamos assumir que 2 < k < n — 2. Utilizando o mesmo argumento do

Teorema 3.3 com (3.11) simplificado para
Jui=[uwBGo= [desn Teiid + [ dyyu T Gio
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segue pelas estimativas (4.7), (4.8), (4.10) e pela teoria de Calderon-Zygmund a estimativa
[ 03] < Mesullo | VdeaGuollon + el Vs Grolon
< C(lldzpullr + 1z j—yullze) 19l o
Isso implica por dualidade que
lull pvsov-n < C(lldepullpe + Nz oyullir), € E5RY). (4.12)

Novamente, sabemos que o argumento falha para k¥ = 1,n — 1 uma vez que (4.8) falha
para k = 1 e (4.7) falha para k = n — 1. Todavia, (4.12) vale para k = 0 e para k = n

por uma aplicagao de (3.5"). Isso prova

Teorema 4.1 Seja u € Eg(RN) e assuma que 0 < k <n tal que k # 1,n — 1. Entao

ull oy < C([(d+ )ullpr + [[(d+ 0)*ullrr), uwe EERM). (4.13)

4.3 O Teorema C

Como comentado anteriormente, o argumento para a demonstragao do Te-
orema 4.1 falha quando £k = 1 e kK = n — 1. Entretanto, nao podemos esperar que a
estimativa (4.13) seja valida nesses casos. No Capitulo 5 nos apresentaremos um contra
exemplo para a desigualdade (1.4) quando k£ = 1 e k = N — 1, ou seja, quando d. é
complexo de de Rahm. Logo, afim de contornar esse problema, n6s podemos substituir a
norma L' ao lado esquerdo de (4.13) por uma norma mais fraca ou impormos condigoes

adicionais sobre u. Suponhamos inicialmente k = 1, u € E}(RY) e
(d+0)"u=0.
Entdo para toda ¢ € E}(RY) temos a identidade
Juo=[uwBGo= [@sou @oGe
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Logo, pelo Lema 4.1 nés obtemos
\ / u-a' < (@ + Byl x|V (d + 8)Gaglluw < Ol (d+ Bullus ] v

o que implica

HUHLN/(NA) < CH(d —+ 5)u||L1, u € Eé(RN), (414)

desde que (d + 0)*u = 0. Similarmente
ul| pasv—1y < C||(d + 0)*ul|L1, u € EZ~HRY), (4.15)

desde que (d + 9)u = 0.

Como dito, uma outra possibilidade é questionarmos se ¢ possivel substituir
a norma L' em (4.13) por uma norma mais fraca. No caso do complexo de de Rahm,
Lanzani e Stein demonstraram que quando k = 1, uma estimativa analoga a (1.4) é valida
quando ||d*ul|;, é substituido por ||d*ul| 1, no qual H' é o espago real de Hardy em RY.

Similarmente quando k = N — 1, ||dul| ;. é substituido por ||dul| ;.

Definigao 4.2 Dizemos que uma distribuicio f € H'(RY) se existe ® € S (espaco de
Schwartz) satisfazendo [ ® # 0 tal que My f € L'(RY) e denotamos || f||m = || Mo f]| 11

Lembramos que Mg f é a funcao maximal definida por

My (x) = sup |(f * &,)(z)], ®€S.

>0
Um vasto estudo sobre o espago H' pode ser encontrado no livro [St].

Ja que estamos trabalhando no contexto de estimativas locais, um natural

substituto para H(RY) é o espago localizével de Goldberg h'(RY) ou H}.(RY) (|G]) .

Definicao 4.3 Dizemos que uma distribuicio f € h*(RY) se existe ® € S satisfazendo
J @ #0 tal que mef € L*(RY) no qual

me(x) = sup |(fxP)(z)], PeS

0<t<1

e denotamos || f||pr = ||mae flL1-
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Claramente valem as imersdes H'(RY) c h'(RY) c L'(R") (além do mais as inclusoes
sao estritas). Outra propriedade fundamental ¢ que se f € R'(RY), n € C(RY) e

a: RN — RY é um difeomorfismo de uma vizinhanca do suporte de 7 entdo
n(foa)eh' (RY).

Note que, no nosso contexto local, esperamos que os espacos funcionais envolvidos pre-
iedade aci a t 1 H'). Diant
servem a propriedade acima (o que nao acontece por exemplo com o espago . Diante

dessa breve introduc¢ao, nés enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Se o didmetro de ) € suficientemente pequeno, valem a sequinte estimativas

locais

||’UJ||LN/(N71) < C(Hdzounhl + ||d£71u||L1), u € Eé(ﬂ), (4.16)
||’UJ||LN/(N71) S C’(||d*£,n_2u||L1 + ||d£,nu||h1), u e Eg_l(Q) (4.17)

Demonstracao do Teorema 4.2. Aqui nés procedemos como na demonstracao do

Teorema 3.3. Seja £ =1 e a identidade

¢ =Aig(z,D)p+r(zx, D)o, ¢ € Ej(Q),

para q(z,&) € S™2 e r(z,£) € S~°. Entao

<u> ¢> = <u> A1(13 D)Q(I’ D)¢> + <u> T(‘% D)¢>

= <dz,o% dz,OQ(% D)¢> + <dC,1ua dﬁ,lQ(x> D)¢> + <u’ ’I“(ZL’, D)¢>

O segundo e o terceiro termo ao lado direito da tdltima desigualdade podem ser majorados
por (||dz1ulzr + |lullz1) |¢]| v como na prova das estimativas (3.12) e (3.13). Novamente,
lembremos que o mesmo argumento nao pode ser aplicado para o primeiro termo. Ao

invés disso, como q(x, D) = q(D), nés escrevemos

(dz,ou, d*c,oCI(iEa D)¢) = (q(x, D)dz,o% dz,oﬁb)
= (j+1(ZL', D)q(l’, D)dz,oua j_l(x> D)dz,OQS)
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com j%(x, &) = (1 + |£*)%/? para a = +1, —1 e assim
‘(dzoua dzoq(x, D)Qb)}
< C||j* @, DYa(a, D)gqul| [l D)z ] v

Ja que j7'(z, D)d};, € OPS°, nos obtemos

|77 (@, D)dzo|| v < Clldll s

uma vez que os operadores dessa classe sao limitados em LP para 1 < p < oo. Para o

outro termo, aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos

5+ . Dya(e, D) gul] s, < C[Vi* (x, D)alr, D) gull

N
N-1

Note que como Vj*(z, D)g(x, D) € OPS° em geral nao podemos concluir que este

operador é limitado em L'. Entretanto, a limitagao é valida em h' ([K]) e assim

|Vi(x, D)g(x, D)dg gul|,, < C|

dz,Outh )

Logo,

(5 g1, d a2, D)) < |

d*c,outh ||¢||LN-

Das estimativas anteriores nés concluimos que

[{u, ) < C(lldz gullw + lldeaull + [Jullz) 1]l

o que demonstra (4.16) por dualidade, diminuindo €2 caso necessario. A demonstragao de

(4.17) & similar.
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Capitulo 5

Contra exemplos para desigualdades do

tipo div-rot em L1

Em vista do Teorema 1.1 nés podemos fazer a seguinte pergunta: vale a desigualdade

(1.4) quando k=17 Em outras palavras, existe C' > 0 constante universal tal que

< O (||dul|pr + |d*ullr), we CEARYN)? (P1)

el ey

De fato, como observado na Secao 4.2 se impusermos a condi¢ao d*u = 0 a estimativa é
verdadeira. Entretanto, a desigualdade em geral nao é valida. Na Secao 5.1 nos iremos
apresentar um contra exemplo para a estimativa (P1). Nesta mesma diregdo n6s podemos
fazer outro questionamento: vale a desigualdade (2.11) para p = 17 Isto é, se Y satisfaz
o sistema (2.9) vale

VY[ <Clfln 7 (P2)

Se Y é da forma (2.10) entao pela teoria de Calderon-Zygmund a desigualdade em geral
nao é valida, uma vez que o operador integral singular definido pelo niicleo Oﬁkij nao
¢ limitado em L!'. Entretanto a desigualdade poderia ser valida no subespaco div f = 0
(assim como na Proposi¢ao 1.1), mas como sera apresentado na Se¢ao 5.2 a estimativa
(P2) também é falsa. Uma generalizagao desse contra exemplo também serd apresentada

no contexto de formas para o sistema dY = f.A mesma analise pode ser feita quando
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p = 0o (veja a Segao A.2). Ao final do capitulo, na Segao 5.3, nés iremos demonstrar com

detalhes o contra exemplo para o Teorema 3.3 quando n=1.

5.1 Contra exemplo para a estimativa (1.4) quando k =

1

A fim de violar a estimativa (1.4) quando k = 1 é suficiente demonstrarmos
que para cada C' > 0 existe w € Cg°(A'RY) exata tal que
Jwl|
R
ld w11
Proposicao 5.1 Eriste uma familia w. € CP(A'RY), N > 3, satisfazendo dw. = 0 tal

que
e,

[ d*wel| s

N
N-1

— 00 quando € 0. (5.1)

Demonstracao da Proposig¢ao 5.1. Para cada € > 0 consideremos w, a 1 forma suave
de suporte compacto em RY definida por

N
1
we = du, = Z(amjue)dxj e U, = (W * ¢e) 77(3;’)

=1

Aqui ¢ (z) = e 2¢(e 'z) para ¢ € C;°(R?) uma fungao positiva tal que supp(¢) C By(2)

e / d(x)dr =1, n € C°(R?) tal que n = 1 na By(1) e supp(n) C By(3). Suponhamos
R2

que (P1) seja vélido para we, isto é, existe C' > 0 uma constante universal tal que

[ < clldwel s, (5.2)

N
LN-1
ja que dw, = ddu. = 0.

Afirmacao 1. d*w,. € L' independente de .

N
De fato, d*w, = d*du. = — Z 833,11e = —Au, no qual
j=1

1 1
Hue =\ 0cs pimg 200 (s ) |

1
ot () |
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o que implica

N
j=1

|z]

A fim de demonstrarmos a afirmacao acima é suficiente demonstrarmos que cada parcela
ao lado direito de (5.3) pertence a L' independente de e. Claramente para o primeiro

termo temos

179l 2y < [l oo 19110 -
Ja a segunda parcela pode ser estimada da forma

1 1
H <|$‘N_2 ’ ¢E) a L1(RN) < 1 aale- /Supp(An) <|x‘N_2 " (be) )

Como supp(An) € Ap(1,3), sendo Ay(1,3) a coroa de centro na origem, raio menor 1 e

dzx.

raio maior 3, entao para € suficientemente pequeno temos

1 1
sup ————~— < sup =0 < o0 5.4
z€Ag(1,3) |£E - y|N—2 Z€A0(1/274) |Z|N_2 ( )
yGBQ(QE)
donde
1
[ ommee) @] ao < 610l 1au1.3)L 55)
Ao(1,3) |z

O mesmo argumento é vilido parar estimarmos o terceiro termo chn (qﬁe * W)
z

Para estimarmos w, em norma L¥-T basta estimarmos cada parcela 0, ,u. que é escrita

da forma

_ 1 Z;

Afirmacao 2.

1
(i) Ow;m <¢>E * W) e L7 independente de e.

) o (o i)

0
™M o

LN—T
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(i) Claramente
1
o (00 )

no qual a segunda desigualdade decorre como em (5.5).

1

G * Nz

< |0l o

N

L¥T (40(1.9)
<6 )10l o 16111 1401, 3)

N
N—-1

L

(ii) De fato,

P (o)

N—-1
N

N -~
' N - (/ |I€|Wdat)
LN-T(RN) LN-1(By(1)) Bo(1)

L(z) = /B . Ge(y) (x5 — yj)dy.

|z —y|V

Qe *

Lj
|z

para

Agora, lin% I(z) = uniformemente para 0 < v < || < 1 e dessa forma
€E—

IIIN

lim |IE(:1:)|NN1d93:/
=0 Jy<jzl<1 N<z|<1

N
N—1

dx

Ly
|z

para € < . Logo,

e—0 e—0

Z /
y<|z|<1

liminf/ L(2) [P da zliminf/ L (x)[ 1 da
Bo(1) y<|z|<1

N
N—

. 1
L dr — oo (Lema de Fatou),

|z]

quando v — 0.

Das Afirmagoes 1 e 2 nos obtemos (5.1), o que contradiz (5.2).

Analogamente, a mesma discussdo sobre (P1) pode ser feita quando k =

Outra observacao relevante é que a mesma técnica pode ser usada para

construir um contra exemplo para a estimativa (4.13) quando k = 1 (analogamente quando
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k =mn —1). Com efeito, basta gerarmos uma sequéncia w, € E&(Q) exata, dgjw. = 0, tal
que

— 00 quando € N\ 0,

} dz,OwE} Lt
Seguindo o roteiro da demonstragao da Proposicao 5.1, isto pode ser feito
definindo w, = dgu. para u. = 15 (G * ¢.) no qual Gy é dada como na Segao 4.2,

ns(x) =n(xd~1) e n uma funcao de corte na origem.

5.2 Contra exemplo para a estimativa (2.11) quando
p—1

O contra exemplo segue de uma pequena adaptacao ao que foi apresentado

para o problema (P1). Inicialmente, nos enunciamos o resultado para N = 3.

Proposigao 5.2 FEziste uma familia Z., f. € C°(R?*R3) satisfazendo (2.9) para f. €

L;(R% R?) tal que
IVZllx
[ fellx

Demonstracao da Proposicao 5.2. Para cada € > 0 definimos

— 00 quando € N\ 0.

Pe(w1, T2, T3) = Ye(1, T2) h(3)
com as seguintes escolhas:
(i) ve(x) = (2m) 7 (log |2| * ¢c)n(x) para x = (z1,72) € |z* = 27 + 3.
(ii) ¢e(x) = e 2p(e7'x) para ¢ € CF°(R?), supp(¢) C Bo(2), ¢ > 0 e y ¢(z)de =1
(iti) 1 € Cg°(R?) para 1 = 1 em Bo(1) e supp(n) C By(3).
(iv) h € WH(R), isto é, h, b/ € L'(R).

De fato, 1. estad bem definida uma vez que log |z| € L}, .(R?). Logo, log|z| * ¢. € C(R?)

loc

e portanto ¥, € Cg°(R?).
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Observagao 5.1 Note que log x| ¢ L'(R?), jd que lim / |log r|rdr = oo.

Consideremos uma familia de campos suaves Z. = (Z!, Z%, Z3) definidos em

R? por
Z! = Oxyp.,
Z? = —0n1p.,
Z5 0.

1

€

Facilmente vemos que para f.=(f!, f2, f3) apropriadamente escolhidos por

fl = 0x30, 0.,

€

2 = 0x30x900,,
f53 = AQOE (—A = 021’1 + 021'2),

nos obtemos div f. = 0, no qual Z, e f, satisfazem (2.9).
Afirmacgéo 1. f. € L'(R?) independente de e.

Afim de concluirmos tal afirmacao é necessario e suficiente demonstrarmos:
(a) Oy,1 € L'(R?) independente de € para j—1,2.
(b) At € L'(R?) independente de .

(a) Por definigao temos

_ X
D, = (2m) ! {(ﬁ * qbe) n + (log|z| * ¢6)8mjn} ) (5.6)
Claramente,
x; x;
[(Zo)n| e [ |(Ev0) ]y
|ZL’| L1(R2) supp(n) |$|
Além do mais, decompondo % = g1 + g2 para
x
x; x;
glzﬁ ELleggzﬁ e L™,
X{Jz|<1} X{|z[>1}
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segue pela desigualdade de Young que

/supp(n)

Ja para o segundo termo ao lado direito de (5.6), note que como supp(n) C By(3) entao

(—' . @) <y>\ dy < {llg110s + g2l } 161110

supp(9z;1) C Ao(1,3) e dessa forma

o(1,

|tog || % 602s, 1. < 10u,1]] / 1 lGeslal 60 )]

Para e suficientemente pequeno obtemos

oe= sup |loglz—y|[<d= sup [logl|z|| < oo
2€AQ(1,3) 2€A0(1/2,4)
yEBo(2¢)

e assim,

/ ((log || % &) (1) dy < 611 14o(1, 3],
Ao(1,3)

o que finaliza a demonstragao do item (a).

(b) Analogamente segue a demonstragado como no item (a), uma vez que
A = b + (27) [22 (‘ 2 ) 8.y + (log 2] * 6 An

no qual

[penll e < Nl oo 19]] 1

e Ay — ¢ é estimada como feito para (5.6).

Agora, nos consideramos uma parcela especial de VZ, dada por g, = 0,, Z!

que é escrita da forma h(x3)0,, 0y, (x) para
T
0u0.u0ile) = () (15200, ) 0+ ko), 5.7)

com k € L'(R?) independente de e.
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= 0.
L1(R2)

19
(uw*@)”

Como 7 = 1 na By(1) entao

‘(ﬂ%*ﬂ)n z/‘ L (x)|de
|| L1(R2) Bo(1)

para I.(z) = / (21 _| ?/1)(1'|24— Y2) ¢c(y)dy. Note que, se § > 0 entao
R2 r—y

Afirmacao 2. liminf
e—0

lim I.(z) = 112 niformemente no conjunto 0 < |z| < 1,
e—0 |x‘4

desde que € < §. Logo

| 2125 |

dx

lim |Ic(z)|dz :/
5

4
=0 Js<)z|<1 <|z|<1 |z
e assim

|I1$C2‘ 5—0

liminf/ | (z)|dx > liminf/ |I(z)|dx > / - dx — o0
=0 Jjz|<1 =0 Js<)zl<1 s<|z|<1 |z]

[
Das Afirmacoes 1 e 2 nés obtemos
VZ, o .
lim inf 7H I > liminf _Hg Iy = 00,
0| felly =0 | fell;
o que demonstra a Proposicao 5.2.
]

Quando N = 2 n6s podemos interpretar o resultado da Proposicao 5.2 da

seguinte forma: existe uma familia, Y. € C°(R2;R2) e f. € C2°(R2) satisfazendo

divY. = 0,
rot )78 = f€>
em R2, isto &,
0, Y2 +0,,Y2 = 0, (5.8)
a:c1YE2 - 8I2Yal = [ (5'9)
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tal que

VY.
[VYell: — 00, quando € \,0 7
/=1l
Seguindo a mesma receita da definicao de 17; = Z_; na demonstracao anterior, entao
definimos Y! = 0,,¢., Y2 = —0,, p. e claramente
divY. = 0,
7’0t}7E = —Ap. = f..

Escolhendo . = 1. como no item (i), segue pela Afirmacao 1 da Proposicao 5.2, item
(b), que f. € L'(R?) independente de ¢ (analogamente vale a mesma propriedade para
Y.). Entdo podemos fazer a seguinte perguntas [102,02,%c |1 — oo quando e \, 0 para
algum i, 7 € {1,2}7 Quando ¢ = 1 e j = 2 a resposta é afirmativa como consequéncia da
Identidade (5.7) e da Afirmagao 2.

Na linguagem de formas, a Proposicao 5.2 pode ser escrita da seguinte

maneira.

Proposicao 5.3 Ezistem familias Z. € C°(APRY) e f. € CE(AMIRY), N > 3,1 <

k< N —1, satisfazendo

dz. = f.
i (5.10)
azZ.= 0,
tal que
Ze
Hff ||||1 — 00 quando € N\, 0.
ell1

Observacao 5.2 Claramente quando N =3 e k =1 nds obtemos a Proposi¢ao 5.2.

Demonstracao da Proposicao 5.3. Inicialmente vamos estender a demonstracao da
N

Proposicdo 5.2 no caso de uma 1-forma para RY. Seja Z, = Z Z'dx; definida por
i=1

ZY = 0rype,
Z? = —0xy0.,
Zi =0 j=34,..,N,
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N
no qual @ (z1,...,xn) = wﬁ(xl,xg)th(xj), sendo 1), como na Proposicao 5.2 e h; €

=3
C(R) para j = 3,4,...,N. Deﬁninjdo fe= Z f!dz; para
|7|=2
i = —0%rozrp. L k=3,4,..,N
[ = Priae. k=34, N
2 =Ap. | —A = &z + 9%,
f* =0 ,110S outros casos

temos Z. e f. satisfazendo o sistema (5.10) e df. = 0. Repetindo a mesma demonstragao

da proposicao anterior, nés concluimos que f. € L*(RY) independente de € e

ZE €
liming 1LY Zel lim in plodh _ o (5.11)
=0 | fell, 1 felly

para g. = 0., Z1, o que finaliza a prova em RY para k = 1.

No caso geral, consideremos uma k-forma especial, 1 < k < n — 1, definida
k+1

por Z, = ZZEdeij, para [ ={1,..,k+1} e I, =1 —{j} no qual

j=1
N
zZh = oz [ b,
k=3
N
ZEI2 :_8$2weHhka
k=3

ZE = (—1) 7 (0w, Hh j=34,...N,
Z#J
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sendo 9. e hy = hi(zx) como antes. Definindo f = Z f’dz; para

|J|=k+1
k+1 N k+1 [ N
F= S (1710, 25 = Ap [ [+ S hi, | 2 hy,
J=1 k=3 i=3 \ k=3
#J
fEIlU{Z}: (_1)k8xlzehz (_l)kam,le)EaxihZ Hhk> i ¢ I
i
FE O = (—1)k0,, 2= (1)1 0,000, 1 T i¢
7]
FE— (C1yke, Zh= (—1)F 1,0, by [[o:h Jj=3..Nei¢gI
&
f? =0, nos outros casos
n6s obtemos as seguintes propriedades:
1. d*Z.=0
Computando a derivada exterior de Z, temos
g+1
dZe==>"Y 0, Zbdx; v day,
j=1 i€l

para dx; V dry = drj_gy e i € 1. Fixado jo € I e k € [, temos

k€

k<jo= 0,Zdx;V dry, = (—1)*10, .ledl"fj—{i}
k> jo= 0,2 dx;V dry, = (—1)*20, .ledl"lj—{i}

k€

no qual I; — {i} = {1, 2ty ] ,n} Agora, fixado j—k temos que

Zlrdwj, v dag, = (=170, ZFdur, ()

SCjO €

k< jo= 0O

SCjO

k> jo= 0Oy ZMdaj, v dry, = (=1)°710,, Z ey, )

Assim, d*Z, = 0 se

€

(—1)F720,, 27 + (=170, ZI =0 k> jg

€

(_1)k_1akate0 + (_1)j0_28ijZIk =0 ak < jO

para jo € I, o que é satisfeito.
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2. dZ. = .

De fato,
q+1
dZE = Z Z 0szEIﬂd:)3, N dl’]j
7j=1 iifj
q+1
= 0u, Zhdx; Ny, + >0, Z5 da A day,
j=1 i¢l
g+1 ‘ g+1
j=1 ¢l \j=1
= fe,

3. f. € L'(R") independente de ¢

A demonstragao é andloga aos casos anteriores

Logo, calculando g, = 8,, 22 em norma L'(R"), nos temos

2
“8x1x2¢€

py LTI ey
j=3

Note que 02 , 1. é estimada em norma L'(R?) pela Afirmacao 2 via (5.7). Dessa forma,

a conclusao segue andloga a (5.11).

5.3 Contra exemplo do Teorema 3.3 quando n=1

Nesta secao nos iremos apresentar um contra exemplo para a desigualdade
(3.4) quando n =1 e L = dxy + 0z & 0 campo elitico de Cauchy-Riemman em R?.
Em particular, queremos encontrar uma sequéncia u. € C§°(U), para U

uma vizinhanga da origem, tal que

HU5HL2/||LU€||L1 — o0 quando £ N\ 0.
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Seja ¢ € C3°(By(1)) uma fungao de corte satisfazendo ¢ = 1 na By(1/3) e suportada
na By(1/2) tal que para algum § > 0 a funcao ¥5(x) = (xd~') esteja suportada em U.
Consideremos
u: = ¥5(¢e * E)
1

7(z1 + ix2)
aproximacao da identidade para ¢ suportada na By(2).

no qual E(x) = ¢ a solugdo fundamental de L e ¢. = e 2¢(xe™!) é uma

Afirmacao 1. Lu. € L' independente de ¢ e 4.

Computando Lu. temos
(L)) = 5(10) (5) 6. B)a) + 0 () o.0).

Claramente ||[Vsdc|[rr < |||z ||P]l 11 €

S MI(Lp)s (9 * ENlpr < 07 I(Lh) [l o< [l 6 * B2 (a) (5.12)
. 3 2Y ., : : .
no qual A = supp {(L¢)s} = A (O, 5 5) ¢ a coroa de centro 0, raio menor 3 ¢ raio maior

g. Agora,
(Ex¢)(2)] S0 gl Vaedee<<d,

posto que sup {|E(z —y)|} <! Dessa forma
yezBi?%)

e * Ellrrcay S A6 @l e S 0. (5.13)

Substituindo a estimativa (5.13) em (5.12) nés obtemos

0 I(L)s(¢e * B)llze < (L)l 2o ||

para ¢ suficientemente pequeno.

Para estimarmos u. em norma L?, note que

1
2
WNHZWwEMwmm=<L MWQ

0(/3)
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no qual

I(z) = Pe(y)E(x — y)dy.

Bo(2)

Nos concluimos a demonstracao do contra exemplo uma vez que (repetindo os mesmos

argumentos dos contra exemplos anteriores)

liminf/ \I.(2)|*dz > liminf/ \I.(2)|*dz
=0 JBy(6/3) ~~ 20 Joicla<6/3

1
> —2d:B — 00,
~ cs<|z|<8/3 ||

Lema de Fatou

quando c¢; — 0.
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Capitulo 6

O Problema de Bourgain-Brezis

Dada f € Lé(RN;RN), N > 3, consideremos i = G * fuma solucao do

sistema

—

—Ai = . (6.1)

Lembramos que aqui G(z) = cy|z[>™" ¢ a solu¢ao fundamental invariante por rotacoes do
operador de Laplace A em RY, que atuando sobre campos de vetores é definido compo-
nente a componente, isto &, Ad = (Auy, ..., Auy). Uma consequéncia direta da Proposigao

1.1 é dada pelo seguinte resultado de Bourgain e Brezis em [BB2].

Teorema 6.1 Seja f € Ly(RY;RY) e N > 3. Entdo o sistema (6.1) admite solugio

we L2 (RY;RY) com Vu € L¥7. Além disso vale
||vu||N/(N—1) <Cn Il (6.2)
Consequentemente (6.2), via o Teorema de Imersao de Sobolev, implica

||u||N/(N—2) <Cnlfly-
O mesmo resultado ¢ valido quando N = 2 e G(x) = (2m) ! log |z|, donde

[Vully < el £, (6.3)
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Em vista das desigualdades (6.2) e (6.3), Bourgain e Brezis em [BB2] ques-

tionaram a validade da estimativa de segunda ordem
IV2d: < Ol flh (P3)

para @ = G * f solucdo de (6.1) e f € Li(RY;RY). Em geral, quando f e LYRN;RY)
a estimativa é falsa. Entretanto ela poderia ser valida sob a condicao div f = 0. Eles
afirmam que a desigualdade é falsa, apresentando um contra exemplo no contexto de
curvas retificaveis. Via os resultados de Smirnov em [S|, a estimativa (P3) é equivalente

a desigualdade
[(=A) " (Hpt)||wen < C, (6.4)

no qual I' ¢ uma curva retificavel fechada em RY de comprimento |I'| = 1, Hr é a medida
1-dimensional de Hausdorff sobre I' e ¢ é o vetor unitario tangente a I'. A desigualdade
(6.4) estd escrita na notagao original do artigo [BB2| no qual (=A)7'(g9) = G *g e
lgllwzs = [|[V?g|lzr. Quando N > 3 a desigualdade (6.4) pode ser facilmente violada,

como demonstrado por Bourgain e Brezis. Entretanto, o argumento falha quando N = 2.

Uma demonstracao direta também pode ser dada no contexto original. De fato, o sistema

— A% = f sob a hipotese f € L} (R R?), isto &,

3
Z Oz, f5 =0,
j=1

pode ser relacionado com o sistema,

az = f,
&z =

(6.5)

no qual Z é uma 1-forma definida por d*u = Z e u, f sao identificados como 2-formas
pela associagao

—

¢ = (¢1, ¢2, ¢3) — ¢3dl’1 A dIQ — ngdl'l AN dﬂ?3 + ¢1dl’2 A dﬂ?g. (66)
Entédo, a fim de violarmos a desigualdade (P3) ¢é suficiente violarmos a estimativa
IVZly < el fl]1
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Mas este foi exatamente o conteiido da Proposi¢ao 5.2 da Secao 5.2. Analogamente
o mesmo argumento pode ser repetido em RY N > 3, no qual a associagdo (6.6) é
substituida pela operador * (estrela) de Hodge. A mesma técnica ndo pode se aplica
quando N = 2 (veja o comentario seguinte a demonstragao da Proposi¢ao 5.2).

No caso particular bidimensional, Bourgain e Brezis produziram um con-
tra exemplo, extremamente nao trivial, utilizando uma sequéncia de curvas com uma
estrutura multi escalar [BB2, pg 310]. No intuito de compreender o contra exemplo, sur-
preendentemente, noés encontramos uma falha na demonstracao. Consequentemente, o
contra exemplo apresentado nao viola a estimativa (6.4).

Inicialmente, nés apresentaremos uma diagonal da demonstracao de Bour-
gain e Brezis. A demonstracao completa com um maior ntimero de detalhes pode ser
apreciada no artigo original.

A curva. Seja Ay o segmento de reta interligando os pontos (0,0) e (1,0) em R? e A a
uniao de segmentos [(1,0), (1, —1)]U[(1, —1), (0, —1)]U[(0, —1), (0, 0)] formando com Ay um
quadrado de comprimento 1. Fixado R um inteiro suficientemente grande, consideremos
A; uma perturbacao de Ay formado por n; serras com inclina¢do 1/v/R, como na figura

6.1. Agora, para cada segmento em A;, denotado simplesmente por I, consideremos

VR g 1 1
Tiq

Figura 6.1: pertubacao de Ag por n; serras

uma perturbagio formada por ny serras com a mesma inclinacio 1/vR (veja a figura
6.2) resultando numa poligonal Ay de 22n1ny segmentos. Assim para cada s natural
n6s obtemos uma poligonal A, constituida por by = 2°n;...ng segmentos, no qual cada
segmento em A, ; é substituido por ng serras de inclinacao 1/\/}_% Denotamos cada
segmento em Ay por I, ,. Neste processo consideremos a curva multi escalar definida por

I'r = AR U A que sera denotada simplesmente por I', ou seja, omitiremos o parametro R.
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I
2&'1’!2'

Figura 6.2: pertubacgao de I por ny serras

a () () - o
! ! 2ny 2nvVR R’
\f|)2 ( 1] )2
A =2m | 2n +
Ao =2y \/(Qn %f
— o1 1+— Ay /1 + <1+ )

|AR‘ <1 + ;) <e

e portanto |I'| < co independente de R. Uma hipotese adicional é que tomaremos n; <<

Claramente

ny << ... << ng, uma sequéncia de naturais bem lacunar. Nestas condi¢oes, Bourgain e
Brezis afirmam que
—1
H(_A) (HAR ' ﬂsz,l(Rz) Z \/ﬁa (67)
o que ¢ suficiente para violar a desigualdade (6.4).
A demonstracao de (6.7). A estratégia é considerar regioes de integracao perto da

curva Ag. Dessa forma, é definida uma familia de regioes disjuntas € por

1073 1073
Q, =31 eR?| < dist(z, Ay) < ——
2n5+1bs ns-i—lbs

-3 -3

10
o < dist(z, Ag) <

ny
regioes €, ..., Qzr_1 abrigam as curvas Ay, ..., Ag_; e claramente

para s = 1,...,. R e )y = {:5 c R? | } Num certo sentido, as

27 - Bllyas ey 2 DA Har - Dl
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Agora, fixado s, considere (), sub-regioes retangulares em €2, paralelas a [;, cujas

103
n

Figura 6.3: O conjunto 2

dimensoes sao |I; | para o comprimento e 1/n,41bs para a altura. Em seguida considere
b-reté 1 Q Q i 117 | j

sub-retangulos menores {2, , em {}, , com comprimento 511s,a| € Mmesma a tura, cujo centro

esteja alinhado ao ponto médio ¢, do segmento em I ,, como mostrado na figura 6.4.

Claramente,

Figura 6.4: O conjunto € ,

H(_A)_l(HAR '5)}}W2»1(Qs) = Z H(_A)_l(HAR '{)HWN(Q’S,Q) ’ (6.8)

O proximo passo é estimar (—A)~'(H,,, - ) no conjunto 2, ., para cada « fixado. Seja

B; o a bola de centro ¢, , e raio %|Iw|. Logo, se x € €2 , entdo
1

0? (log —)
||

I i Dl &

SO

(A (Hy s - D) < \
Lo |z[>%|Ts,0l }

o que implica
1

Nst1
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Logo,

R bs
YD P2 Haps,. 5>HL1<Qr <1
s=1 a=1
desde que
bs 1
Ts+1 = E (6'9)

J& o termo (—A)~Y(Hppnp,.., - ) pode ser aproximado por (=A) ™' (Hy_, g, ., - ) uma vez

que

“82(_A)_1 [(HARﬂBs,a f) - (HAsHﬂBs,a a} HLl(leya) < fet

e impondo que

Nst1 l
merl _ L (6.10)
conclui-se
H82 HARﬂBsa f) - (HAsHﬂBs,a fﬂ HLl(le,a) =1

s=1 a=1
Enfim, sob as escolhas (6.9) e (6.10), o termo ||(—A)~'(Hy, - f)HWm(Q,‘ ) em (6.8) pode

ser substituido por
~1
H(_A) (HAs+1ﬂBs,a ’ {) HWZ,I(QQ’Q) 5
que ap6s uma homotetia de razao by é equivalente a

1 -1
b_ H(_A) (HE 'anz,l(FS) ) (6.11)

s

no qual ¥ é uma perturbacao de Ay por n.y; serras com inclinagao 1/v/R e
= [1/4,3/4] x [10_3/2n5+1, 10_3/n5+1} ( veja a figura 6.5 para um esbogo). Conside-

remos a componente t, de £ = (t,,t,) em (6.11) dada por

1
A~ ——=sign(sin 2mng 1) (6.12)

VR

e a contribuicao

1
b/ Haﬁy(— ~!sign(sin 27mny 1) Hy) HLl(F (6.13)
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10-3
gl m————— e ——_— —_———- 1

._
S
&

2n541 !

Figura 6.5: A curva X

O ponto crucial da demonstracao esta em afirmar que

1
(6.13) > VT (6.14)
Assumindo (6.14) segue que
R b R
>3 IO A e Dl 2 3 .15

o que implica (6.7). Agora, todo o trabalho estd em justificar a desigualdade (6.14). A

argumentagao ¢ dada da seguinte forma: substituindo Hy, por |X|H[g )¢ obtem-se

H ~Usign(sin 27,4 17) Hy] HLl

= |3 Haiy(_A)—l[sign(sin 2mng ) Hoyall|,, . (6.16)
1 Ty
0] — o, | 2 , (617)
{”sﬂ@ TLE 07 gy 1073 /3m000)
1
no qual (6.17) $ —= e (6.16) é equivalente a
VE
2ns41 y
Syt 21 619

isto é, o lado esquerdo de (6.18) é limitada inferiormente por uma constante que independe
de s e R. A desigualdade acima é nomeada como estimativa (22) na demonstragao original
de Bourgain e Brezis. Em vista da argumentacdo acima, temos que (6.18) implica (6.14)

que consequentemente implica (6.7).
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Uma vez apresentado um breve resumo da construcao do contra exemplo

dado por Bougain e Brezis, nos faremos as seguintes afirmacoes:
Proposigao 6.1 Sao elas:

(i) A desigualdade (6.18) nao € valida. Mais precisamente,

2ns41 1

3 (1) ! < —.

i=1 <a:—2j ) + 32 VR
net L (ry)

Note que (i) nao invalida a estrutura da demonstracao, desde que de alguma forma seja

justificado (6.15). Disto segue a segunda parte da proposi¢ao

(ii) A desigualdade (6.15) nao € vdlida. Mais precisamente, existe uma constante uni-
versal ¢ > 0 tal que

R bs 1
SO, ) (Hs B <

s=1 a=1 "%

Na proxima se¢ao nos apresentaremos a prova da Proposicao 6.1. Basicamente nos desta-
camos a reutilizagao da condi¢ao adicional (6.10), a qual implica que, para cada « fixado,
os conjuntos (2 , possuem uma contribui¢ao essencial em cada segmento de A,y;. Desde
ja nos adiantamos que nao obtivemos um contra exemplo para o problema de Bourgain e

Brezis.

6.1 Demonstracao da Proposicao 6.1

Inicialmente vamos demonstrar a primeira parte da proposicao.
Demonstracao de (i). Pela desigualdade triangular, nés podemos estimar o lado es-

querdo de (6.18) simplesmente por

2ns41 21541
/ Z (—1) 'y 5 dzxdy < Z / 'y 5 dxdy.
s =1 (LU — 2”ZT) + y2 j=1 YTs <LE‘ — 2ni+1> + y2
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Aqui de certa forma estamos desprezando alguns cancelamentos do integrando original.

Para cada j fixo temos

/ 'y 5 dxdy = 5 / %dxdy
s ( —_ L) _I_ y2 n8+1 2ns+lrs (‘T - ]) _I_ y

X 2ns41

1 3TL5+1/2 1 3ns+1/2
l/ In [(z — 7)* 4+ 4(107%)]dz — l/ In [(z —j)* 4+ 107%)]dx

B ANt s+1/2 P ¥n8+1 s+1/2 Py
4 by
com
3, 31, ’
(4ns+1)aj _ < n2+1 i j) In [( n2+1 . j) + 4(10—6)
-3 MTJH _.] Ns1 1 Nsy1 2\ 2 —6
Ns+1
_3 2 —J
—4(107°) arctan (2(10_3) )
[§]
3, 31, ’
(ngp)by = (22— ) | (22 ) 1070
2 2
-3 MTJH _.] Nsy1 ) 1 Nsy1 2 —6
+2(1077) arctan = —( 5 —j) n {( 5 —j) + 10 }
Ns+1
_ J
—2(107?) arct 2
(1077) arc an( 103 )

Agora, somando em j noés obtemos a expressao

2ns41 2ns41 3n
e St =Y (%H_j)m
j=1

J=1

1+

3(10-9) ]
(2522 = §)° +4(1079)
NS (e g 3(10-)

; (5] (%—j)2+4<10-6>]

2ns41 3nsi1 - j sy - j
-3 2 2
+2(1077) ; [2 arctan (W) — arctan <W>]

nsta UEES R Detl _ g
-3 2 2
—2(1077) ; [2 arctan (2(10_3) ) — arctan ( 103 )} :

O proximo lema remete a algumas observagoes tteis para o controle dos termos acima.

1+
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Lema 6.1 Sejam a,b > 0.

: b 1 :
(i) tln (1 + W) < ey pora t > 0 suficientemente grande.
a

. b
(i2) tln (1+t2+ ) < ¢y para todo t > 0.
a

1
(it) ‘arctan(:c) — g‘ < — para x > 0.
T

Demonstragao do Lema 6.1: A fim de concluirmos o item (i) é suficiente demonstrar-

. In(1+ 2?)
mos que lim —————
x—0 x

variaveis x = 1/t. Com efeito o limite segue pelo Teorema de L’Hosppital,

= ¢ < 00, uma vez que o limite original é obtido pela mudanca de

. In(1+2%) 1
lim ————72 — lim =
z—0 2 z—0 1 + x2

Analogamente n6s obtemos lir%tln (1 + ) = 0. Consequentemente, de posse dessas
%

t24+a
duas observagoes, segue o item (i) uma vez que a fungao em questao é continua e portanto
limitada em um intervalo [e, M| para € pequeno e M suficientemente grande. O item (ii7)

é obtido, posto que para x > 0 vale a estimativa

™ <1 1 1
§—arctan(:v):/m t2+1dt§/x t_zdt:;'

]
Uma vez que impomos a condi¢ao adicional (6.10) sobre a sequéncia lacunar
. , TMs+1 . -
{ny,...,ng, ...,ng}, isto &, ——= < — =m?, entdo
UTES) R
1 2s
<ngm>, s=1,2,3,.. (6.19)
Nst1

o que demonstra n,,; suficientemente grande quando m tende a zero (ou R grande). Para

cada s fixo, definimos o conjunto de indices

) = {j € {1, 2m,1} )

an-‘rl .
—J <Ay
o=

Segue do item (ii) do Lema 6.1 e do fato que #J(\) ~ \ a estimativa

g . 3(1079)
2 ( 2 ‘7)1 <1+(3%—+1—j)2+4<10—6>)

jeJ(N) 2

< co < cA.
J€J(N)
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Por outro lado, pelo item (i) nos temos

3Ngi1 ) 3(107) c
— ] hl 1 + S 31
% ( 2 ( a0 [ 22,

JEI(A) 2 JEI(A

e além disso

C1 Ns41
e - S 201 .

Escolhendo A = 1/m concluimos

2ns _
1 i Bl iV (14 30107 <t 1 LG cm
A 5/ a1 _ )2 o ]| =1 g =
n8+1 j=1 (T j) + 4(10 ) n8+1m

no qual a ultima desigualdade decorre de (6.19). O mesmo argumento vale para estimar-

110S 5
1P 3(10°6
S (B -g)m 1+ 10 .
s |55 N 2 (%5 —J)" +4(107%)

Para a mesma escolha de A\ temos

377/s+1 A
arctan <72 ‘7> _r < —
-3 —
2(10 ) 2 Angiq iyt

1

4ns+1 j

1 1
7T§04 )

Ngy1M

eJ(N)

enquanto que pelo item (i7i) do Lema 6.1 segue

3nsy1 _j T
2
arctan < 2(10°9) ) -3

1

1 2(1073
< ZLS%m'

4ns+1 }3ns+1 _ ‘

4dng
st 53700

JgI(N) 12
Logo, )
1 et _ g T .
T ; arctan (2(2T_3)]> -3 <cm
Em vista das estimativas acima, nés concluimos
1 2ns41
P ; a; —bj| <ém

e assim

g
=

<
IA
(9}
3

. 2
i _ J 2
j=1 (:c mﬂ) +vy LT
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Claramente quando m é suficientemente pequeno, isto é, R suficientemente grande, con-
tradizemos a estimativa (6.18).

Agora vamos nos dirigir a segunda parte da proposicao. Observemos inici-
almente que na estratégia de Bourgain e Brezis, apenas foi computado a contribuicao de
t, em

|02, (=) (Hs - )|, (). (6.20)

Note que t, dada em (6.12) é uma aproximacdo da componente original. Logo, uma
parametrizacao exata de X e das componentes t, e t, se faz necessaria para estimarmos

(6.20).
Observacao 6.1 Analogamente, nds podemos computar os termos
O, (~A) (Hy 1) e ,(—A)\(Hs - ).
Com efeito, aplicando a mudanca de coordenadas
z =2 -y,
y =2+,

nos obtemos
07 (D)™ = (=2)05 (=A@ )
8§y(—A(x7y))_l :(+2)8§,y/(—A(J}/,y/))_l.
Aqui denotamos por Ay o operador de Laplace referente ao sistema de coordenadas

(x,y); analogamente para A(%y,),

Seja hs (2, y) = (h(2, ), B3 (2, y)) definida por

[ E-SO-S0)
e = [ B0 ISt b 2
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no qual () = (31(t),¥2(t)) ¢ uma parametrizacdo de ¥ no intervalo [0, 1] (note que
h%(z,y) é invariante por parametrizagoes de Y). Cada segmento de Y pode ser parame-

trizado da forma f;(t) = (¢,7;(t)) no qual

m (t— nj ) ,] par
v;(t) = ? -
_ _ g+l i1
m (t 2n5+1> ,J Impar
' )+ 1 .
R ej=0,.. (2051 —1).
Ngy1 2Mgq1

Inicialmente vamos nos concentrar no caso i = 2 em (6.21). Logo,

hi(z,y) =m Z 27]L:+11 v 1] [y — " (t B 2"z+1>]
o J par %:—1 _ 4?2 _ _ 2k
n {[x 12 + [y m (t anH)] }

definidos em [

dt

A ot [yem (- £ )]
m 3 7

L . 2
i [emgre em(e= 2]

Sdt

e uma vez que

(xr —t)(y —mt) B 1 —2mt +mx +y
[t wme (g ) 6

segue
j t:ﬁ
h2($ ) = Z m —2mt+m<x—2ns+1>+y
> 9 - -
G g - y-me2 )|
j+1 =0
- Z m —|—2mt—m(9§—2ns+1)+y
je= 2(m?+ 1)\ (o - —21:;11 —1)2 + (y + mt)2

t=—5——
2ng41

g [rlma) e boat) (o)
2(

Rl = P R TR Cr

j par 2ns+1 2ns+1 2ns+1
_ _ g1 _ g . m
Z m " (:l? 2%“) Ty m (x 2”5+1> + (y 2n5+1>
B 2 — ¥l .2 EVERY — _m 2
= 2m? ) | (2 gty (-3 + (Y — )
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_g+1 g
m2 Z (SE 2ns+1 ) (SE 2n5+1 )

2(m? +1) S ES N (YT R prp——F e

J par 2ns41

_ _J+l __J
< 2n3+1 ) <x 277/S+1 )
_l_ E .

_ g+l )2—|—y2 (x_ J >2+(y_2nT+1)2

J 1mpar 2ns41 2ns41

+

+

s [E et

2(m2+1) _ﬂ)2+(y_ m )2 (93— J )2—|—y2

2ns41

j par 2ns41

> G (v =) - y
] m j+1
] lmpar 2ni+1 )2 _'_ (y o 2ns+1 )2 (:C - 2‘7”8T>2 + y2

Apos os cancelamentos sob os termos da forma m?/(m? + 1) e reagrupando os termos de

fator m/(m? + 1), simplificamos substancialmente a identidade acima para

m? (x —1) x

h2(z, = _ +
»(7,) 2(m2+1) [(x—=1)24y> 22492

m y y N
2(m?*+1) [22 +y?  (z—1)2+y?

2TL5+1—1 _ m 2TL5+1—2
m Z C _ Y
(m2 + 1) j=1 (flf - 2ni+1>2 + (y - 2nT+1 )2 j=2 (:1: - 2ni+1 )2 + y2
Claramente

lim h%(z,y) =0 q.t.p.
m—0

0 que geometricamente é esperado. O proximo resultado nos diz a respeito com qual

velocidade este limite vai a zero em norma L'(T).
Proposigao 6.2 hm 3 Hh2 x,y HLl(FS) < 00.

Demonstracao da Proposicao 6.2. Claramente,

m? (x —1) T
h} < _
} E(:c,y)} “2(m2+1) [(z—1)2+y? 22+ y?
277/5 1
m )
4+ .
(m?+1) jz — =)+
2nsy m
n m ! ' Yy — Mor .
(m?+1) | (@ - 5252+ (y — 5




Segue dos argumentos do item (i) anterior que

2ns41
Z jy 2 2 Sm
j=1 (- 2"S+1) Ty LY(T)
e portanto
1 m Flan Y
=y | < oo
a0 m2 (12 __J V2,2
—0m? (m? + 1) s (x 2n5+1) +y .
Analogamente a estimativa (6.23) pode ser considerada para o termo
2n m
j=1 (ZIZ' - 2TLZ+1) + (y - 2”5+1 )2
uma vez que
Y= gnrfirl 1 / y—m
- - ——drdy = . dxdy
/S (x — zriﬁ)z +(y - 2ns+1)2 21511 Jon, i, (x =7+ (y—m)?
3ngy1 2
1 2 103 ™ Y
= ————dxd
2Ns11 J st /1—m (x—J) +y° Y

103

.s+1
103
— 5 dxdy,
2n8+1 Dot1 93 — ] + 72

210

para m suficientemente pequeno. Logo,

SGanl ] gLk Y
> 15 . e adrdy| Sm
= | 2nen e (2 =)y
e assim ,
1 m ol y— 2 o
i =3 Y e < co.
m 2 (m?2 — 1 )2 __m )2
—-0m (m + 1) j=1 (l’ 2ns+1) + (y 2ns+1) LU(r)
A demonstracao esta concluida posto que
r—1 x -
— 00
([L’ _ ]_)2 + y2 1’2 + y2 ()

independente de s.
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Em outras palavras, a Proposicao 6.2 nos mostra que para m suficientemente pequeno

Hh%(‘r’y)HLl(I‘s) < m’.

A mesma técnica pode ser aplicada para estimar o termo ¢ = 1 em (6.21).
Em especial, neste caso, faremos uso da relagio (6.19). Todo o célculo para h(x,y) é
apresentado na Secao A.1 do Apéndice. Enfim, segue da Proposicao 6.2 e da Proposicao

A.1 que

bs1

m? < Rm? <1,
bs

) WA TSNSSIINED S

s=1 a=1

lembrando que m = 1/v/R o que conclui a demonstracao do item (ii) da Proposicao.
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Apéndice A
Adicionais

A.1 O calculo para hi

Pela definigao (6.21) explicitamente escrevemos

3 ) i [z — 1] [y—m(t_mmﬂ
hs: (2, ) ]zp:/+ [[x—t]” [y—m(t_%%l)rr

s /2‘3@ o=t -+ (- 25|

2 +1)]” 2
J impar ¥ Zn [gj — t] -+ [y +m <t - ﬁ?)]

Aplicando a Formula (6.22) temos

dt

, by
—2mt+m(a¢— d )+y et

2ns41

— )2+ (y —mt)?

1
hi =
5»(,9) Z 2(m2+1) \ (z —
J par 2" +1 =0

2ns41

(0= 2L = 02+ (y + mt)?

2n5+1

, t=0
—I-th—m(x— It ) +y

+Z m2+1

j impar
t=—
2ng41

+1 ;
-y 1 m(“ﬁsﬂ)%y—%ﬂ) _m(l‘—mﬂl)w
2(

= m?4+1) | (z— )2 4 (y — 22 (x‘m) + 42

2ns+1 2ns+1

J par
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__ g+l i g _ m
+ Z . " (1' 2n5+1> v — " (a? 2"S+1> + (y 2“s+1>
jimpar2(m2+1) ([L’— %)2+y2 (‘(E—2n]?)2+(y_ ﬁ)2
[ j+1 j
— m Z <LL’ B 2ns+1) . <LL’ - 2ns+1)
2(m?+1) | & (o — LY+ (y— 522 (v— 52+ 07

j j+1
(l’ - 2n1+1> (l’ - 2‘3Ls+1>
> -

(‘T - 2nZ+1)2 + (y o 2nT+1 )2 (:L’ o Qijil )2 + y2

n 1 Z <y B 2nT+1) _ Y

R R e I EE e e

2ns+1 2ns+1 2ns+1

J par

Z Yy _ (y B 2nT+1)

(:):—ﬂ)ﬂ-y? (:):—L)%L(y— m_)2

2ns41 2ns41 2ns41

7 impar
Simplificando o calculo acima com os cancelamentos nos termos de fator 1/(m? + 1) e

somando os termos de fator m/(m? + 1) segue que

1 y y
h = -
n(7,) 2(m?+1) [(93—1)2%—3/2 x2+y2}+

m T z—1 n
2(m?+1) (22 +y? (v —1)2+y?

2ns41—1 T — J 2ns41—2 T — J
e DY " - > =)
(m2 + 1) j=1 (;Ij‘ - 2ni+1 )2 + (y B 2nT+1)2 j=2 (SL’ - 2ni+1)2 + y2
Observemos que
lim hy(x y):1 Y S = hjoape;(t,y)  qtp
mo0 ST (w12 g2 a2 R e B

no qual [0,1] - €1 é a poligonal A definida anteriormente.
N ST
Lema A.1 lim — Hh[O,l]aHLl(rs) < o0.

m—0 m2

Demonstracao do Lema A.1l. Pela desigualdade triangular

Y Y
hi - < ——dxd —————dzdy.
H [0,1]~51HL1(1"S) o /I“S x? —|—y2 X y_|_/é (IL’— 1)2 +y2 xray
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Agora,

2.1073
dedy = dyd
/Fs 2yt 2ns+1 / x2+ 2

3ngq1

1
47’LS+1 "52+1

In[z? +4.107% — In[z?® + 10~ %]dz,

no qual a primitiva é dada por

3.107¢

(#52) + 107

1073 31 Nst1
+ns+1 {arctan (4.10_3 — arctan <4.10_3)
1073 3ngq1 Nst1
+2n5+1 [arctan (2‘10_3) — arctan (2.10_3> .

Utilizando o Lema 6.1 e a desigualdade (6.19), n6s concluimos o lema uma vez que

/ 1 4s
T, 22 + 2 y? ~nZg

—In |1+

8

3.1076
—=In |1+
8 (Z22)? 41070

Yy 4s
| et s

Agora, vamos estender a mesma propriedade para hL.
Proposicao A.1 lim 1 th H < 00
p ¢ . 30 m2 b L1(T)

Demonstracao da Proposicao A.1. Sem perda de generalidade podemos escrever

1

2(m24+1) [(x—=1)24y> 224y
+ m 277’SZ+1 L= 21’L‘Z+1 i L= 2TL‘Z+1
VAT -
(m +1) §=0 (x_gnZJrl) +(y_2ns+1)2 ($_2n+1) +y

73



jé que cada parcela adicionada ou removida pertence a O(m?). Pelo Lema anterior, nos

nao precisamos nos preocupar com a primeira parcela do lado direito. Agora, fixado j,

J

temos .
2n.s+1 2n.s+1
. — . dxdy =
/ e e PR B
Msbl_j o 21073
Oy —
/ IxH y —m| drdy <
2ns+1 ns+1 y m) ][x2 + y2]
et 9103 9
m / 2y —m)
Mgy JZomenr Jig-s 27+ (y — m)?)?
2.10~
x(2
/ y m) Sz drdy,
Ts+1 y m) ]

j& que podemos assumir m suficientemente pequeno tal que 1073 > m e

—3n n
+1 +1 . . .. . ..
< 2= —j paraj=0,...,2n,.. Inicialmente integrando na variavel x, o termo

2 2
acima pode ser reescrito como

m 2.1073 (2y — m) =0 "
2n5+1 10-3 [$2 + (y - m)2] :w ’
Somando em j temos
2ns41 2.1073
1 1
(2y — — dy =
Z 2en / 2y =) [@ —m? o (EER (- m>2} !
2.1073
2y —m -2
——d O(|ng
" [/103 (?/ - m)2 v ([n +1] )]
e dessa forma
1 1 1 1
2 <h2(z,y) - mh’[&l]-ﬁ (fij)) <
1 /2.103 2y —
—_— 7dy + O([nes1]™2) | — cte
AT [ Jos Gy T O]

quando m tende a zero.
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A.2 O contra exemplo de Ornstein

Nesta secao, noés iremos demonstrar que dada f € Lﬁ‘X’(RN; RY) nao pode-

mos esperar solugao Y € WH(RY; RY) para o sistema (2.9) tal que
IVY ||z < Clf]l (A1)

O contra exemplo que iremos apresentar é devido a Bourgain, Brezis e
Mironescu ([BB3]) e utiliza de forma elegante um resultado de Ornstein [O]. Basicamente
este resultado diz que para o cubo @ = [—1,1]*> em R? nao existe um constante universal

K > 0 tal que

/ ‘&iyf(x,y)‘ dedy < K </ |02, f (x,y)| dady +/ ‘nyf(x,y)} dxdy) (A.2)
R2 R2 R2

para f € C§°(Q). Em particular, para cada [ > 0 existe g, € C5°(Q) tal que

1
[ etate sy = 5 ([ |ohatelasay s [ (3000 sy ).

Note que num certo sentido, a desigualdade (A.2) lembra a desigualdade (P3) quando

N = 2, uma vez que esta ultima pode ser reescrita da forma

2
S IVl < K (| Ao+ [|Aus]| 1)

J=1

que implica a desigualdade
2 2
2wl < K (1020l + 105,u5ll ) -
j=1 j=1

Voltamos a discussao do problema inicial. A demonstracao sera por absurdo
e por simplicidade consideremos N = 2. Entao, suponhamos que para cada f € L§ exista

Y solugao de (2.9) satisfazendo (A.1). Seja ¥ € C°(R?) e g = 07,V = W,,. Logo,

R2 R2 R2

Entao

[ 29| < Ol 1) 11
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e consequentemente

[Waylls = llglls < c(1Waalls + [[Tyyll)

que contradiz o resultado de Ornstein.
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