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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, abordamos a existéncia de solugoes estacioné-
rias estaveis para uma classe de equacoes de reacao-difusao com dependéncia espacial em
dominios limitados 2 e 3-dimensionais. Esta abordagem foi feita via existéncia de mini-
mos locais dos funcionais de energia correspondentes. Para tal, foi suficiente encontrar
condicoes no coeficiente de difusao e no termo de reagao que garantam existéncia de mini-
mos isolados do funcional I'-limite da familia de funcionais de energia. Na segunda parte,
aproveitamos as técnicas desenvolvidas na primeira parte para minimizar funcionais em
retangulos e paralelepipedos, com e sem vinculo, resolvendo de forma bem mais geral este
problema, originalmente proposto em 1989 por Robert Kohn e Peter Sternberg.

Palavras-chave: Gama convergéncia, solucao estacionaria e estavel, minimos de

funcionais, desigualdade isoperimétrica, equacao de reacao-difusao.



Abstract

We address the question of existence of stationary stable solutions to a class
of reaction-diffusion equations with spatial dependence in 2 and 3-dimensional bounded
domains. The approach consists of proving the existence of local minimizer of the corres-
ponding energy functional. For existence, it was enough to give sufficient conditions on
the diffusion coefficient and on the reaction term to ensure the existence of isolated mi-
nima of the I'-limit functional of the energy functional family. In the second part we take
the techniques developed in the first part to minimize functional in 2 and 3-dimensional
rectangles, with and without constraint, solving in a more general form this problem,
which was originaly proposed in 1989 by Robert Kohn and Peter Sternberg.

Keywords: Gamma convergence, stationary and stable solution, minimisers of
functional isoperimetric inequality, reaction-diffusion equation.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos focos desta tese é a busca de condicoes suficientes para a existéncia de

solucoes estaciondrias e estaveis nao constantes para o problema

Oue e2diV(a<x>VUe) + f(z,ue), (t,z) ERT xQ

ot
(1.1) ue(0,2) = ¢(z), € Q
Que =0, (t,z) € RT x 99

onde € > 0 é um parametro positivo, 2 C R" (n > 2) um dominio limitado de fronteira
C3, v vetor normal interior em 9Q e a € C'(Q) estritamente positiva. Além disso f €
CHQ x R): & tal que existem 6, g1, go € C*(Q) satisfazendo

(f1) o1(x) < O(x) < go(z), f(x,-) tem exatamente trés raizes com f(z,¢g;(x)) =
f(z,0()) = f(z,g2(x)) =0 e O f(x,91(x)) <0, Do f(x, g2(x)) < 0 para todo = € Q.
(f2) 92(x) f(z,&)dé = 0 (condigao de igualdade de area).

g1(z)

(f3) Existem constantes ¢, ¢z, So € um ntimero p > 2 tal que ¢|s|P < F(z,s) < ca|sf?

para todo s satisfazendo |s| > so, onde F(z,v) = —1 v(m) f(z,s)ds.

(fa) Va()F(-) € CL

A fungao F(x,-) assim definida satisfaz F' > 0 para cada = € Q, e tem como
Gnicas raizes g;(x) e ga(x).

Na busca de solugoes estacionarias estaveis de (1.1), muitos resultados serao ob-
tidos na generalidade descrita acima, mas alguns, devido a dificuldades técnicas, serao
obtidas para os casos n = 2, 3 e g1, go funcoes constantes. Consideramos o funcional de

energia & : L'(Q) — [0, 0o associado a equagao parabolica (1.1) dado por

(1.2) .
o0, NO Caso COHtI'aI'IO,

E(v) = { Jo [ea(@) [Vo|” + LF(z,v)] dz, se v e H'(Q)
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onde F(-,-) é como descrita no Problema (1.1). Sob certas condi¢des, um minimo local de
& & uma solugao estacionaria e estavel de (1.1). Portanto é suficiente encontrar condigoes
suficientes para a existéncia de minimos locais de &.. Ou seja, a questao inicial de encontrar
condigbes que garantam a existéncia de solugoes estacionarias estaveis de (1.1) é, sem
muito esforco, transformado num problema variacional.

No contexto de problemas variacionais de encontrar condicoes suficientes para a
existéncia de minimos locais da familia de funcionais (&)c~o, a nossa abordagem sera via

[-convergéncia, ou seja, calcularemos o I'-limite da familia {& }.~o quando € — 0, o qual

é dado por

(1.3) go(0) = | Ja @) 1DXu=g, se v € BY(Q: {01, 92})
' oo nos demais casos,

onde

92(x)
h(z) = 2/( | Vva(x)F(x,s)ds

e F(-,-) como acima. O funcional em (1.3), pode ser interpretado como funcional de
perimetro com peso h(-).

Exibindo um minimo local isolado ug na norma L'(Q2) para &, o Teorema de De
Giorgi (Teorema 2.1 de [12]) nos garante sob certas condigoes a existéncia de familia de
minimos locais {u} o de & para e suficientemente pequeno. Além disso, ||ue—uo||p1) —
0 quando € — 0. Desta forma, o objetivo passa a ser encontrar condi¢oes suficientes para
obter minimos locais isolados na norma L'({)) para &. Em outras palavras, encontrar
ug € L1(Q) e p > 0 tal que se

(1.4) 0 < lu—uol[rr) < p
entao

Se uy é minimo local isolado nao constante de &, entao ug assume exatamente
os dois valores g; e go. Sejam €21, €25 os conjuntos em {2 onde u, assume respectivamente
g1 € go. Seja S a fronteira de €2y em () ou equivalentemente a fronteira de 25 em €2,
entao no caso da independéncia espacial de a, f,g1 e go, S é uma hipersuperficie cujo
fecho necessariamente intercepta a fronteira de ). Interceptando a fronteira de 2 ou nao,
a hipersuperficie S acima é conhecida como interface do minimo uq.

Uma vez obtido o I'-limite &, & como em (1.3), para encontrar os minimos
locais isolados do mesmo, nos restringiremos as dimensoes n = 2, 3, e ¢1(x) e go(2)

fungoes constantes iguais a « e [ respectivamente. Superficialmente, a abordagem sera
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da seguinte forma: vamos considerar uma hipersuperficie suave sem fronteira S C 2, de
modo que, A : S x Is — R definida por

n—1

Ay, s) == h(y + sv(y) [ [(1 = ski(y)),

i=1

tem minimo isolado em s = 0 para todo y € S, onde v(y) e k;(y) sdo respectivamente o
vetor normal unitério e as curvaturas principais de S em y. I5 := (=4, 9), sendo § > 0 de
modo que para todo z € S5 = {y+ sv(y) : y € S, s € I;} existe um tnico y € S tal que
r =y + sv(y) para algum s € I;.

Sendo S C €2 uma hipersuperficie sem fronteira, S particiona {2 em duas regioes
que denominamos (2, e {15 respectivamente. Entao mostramos que ug = axaq, + Bxa, €
um minimo local isolado de & em L'(), isto ¢, determinamos p > 0 tal que se u € L'(Q)
e satisfaz (1.4) entdo vale (1.5). Notemos que pelas observagdes acima, para a existéncia
do minimo local isolado nao constante de &y, é indispensavel que a(-) ou f(-, s) ndo sejam
constantes em ). Mais especificamente, esta dependéncia aparece na condigao de h*(y, s)
ter minimo local isolado em s = 0 para todo y € S.

Denotando por Ss a d-vizinhanca tubular de S, por razoes técnicas, mostramos a
desigualdade (1.5) em L'(S;), obtendo facilmente a mesma em L'(2). Ressaltamos que
demonstrar a desigualdade (1.5) em L'(Ss) é um dos principais resultados desta tese.

Para n = 2, versoes da desigualdade (1.5) em L'(Ss) sdo encontrados por exemplo
em |12] e de forma mais geral em [5|. A saber, em [12| a Proposicao 2.4, na p. 74, ¢ uma
caso particular para n = 2 desta desigualdade. Ja em [5], uma versdo mais geral, mas
ainda para n = 2, deste resultado é dado pelo Teorema 2.3 na p. 82. As demonstracoes
em [12] e [5], apesar de os resultados serem levemente distintos, sdo bastante analogas.
Em ambos os casos os autores dividem as fung¢oes admissiveis v € BV (Q;{«, 5}) em
quatro classes. Numa destas classes, estes autores supoem, na notacao desta tese, que
para L' q.t.p., s € (g,é) u(+, ) nao é constante em S. Como n = 2, S é uma curva,
H"2 = H° é a medida de contagem. Denotando por 9,4 a fronteira de medida teorética
de A (ver a Definigao 2.10), entdo pela classe de fungoes u consideradas, eles obtém
O{u=a}Nd{u=p}#0,eassim H°(0,{u = a} Nd.{u= B}) > 1, consequentemente

/Sh|Du(-,s)| — (8- a)/ haH®

Ox{u=a}Nd,{u=4}
= (8 —a) inf{h(y + sv(y)YH (0:{u = a} NO{u = B})
(1.6) = (8 —a) inf{h(y + sv(y)}.

Desta maneira, eles obtém um limitante inferior positivo para [, h|Du(-, s)| independente

de u na classe de funcoes consideras.
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A menos de um fator multiplicativo, este limitante inferior que aparece a direita
da ultima desigualdade em (1.6) define o raio p > 0 considerado em (1.4). Em outras
palavras, para a obtencao do raio p > 0 é indispensavel que o limitante inferior citado
seja positivo e nao dependa de wu.

Para n > 2 (no caso desta tese, n = 3) H" 2 ndo ¢ a medida de contagem e
procedendo de maneira similar obtem-se

/h|Du(-,:|:s)| _ (3 a)/ hdH"

s B {u=a}nd. {u=p}

(1.7) > (8 = a) imf{h(y £ sv(y)}H"*(O{u = a} N 0.{u = 5}).

Neste caso n-dimensional, a medida H"?(9,{u = a} N d,{u = B}), nas classes
de fungoes consideradas, pode ser limitada inferiormente apenas por zero ao contrario dos
casos bidimensionais. Consequentemente a obtengao de p > 0 considerado em (1.4) nao é
possivel por este método, exigindo assim, uma demonstracao alternativa, cuja motivacao
advém do caso n = 3 mas também contemplara o caso n = 2.

Na demonstragao alternativa citada acima, desenvolvemos alguns resultados téc-
nicos dos quais podemos destacar uma certa desigualdade isoperimétrica. Esta por sua
vez nos diz superficialmente que, dado 6 > 0 e M C R? um dominio Lipschitz, limitado,
conexo ou M C R um intervalo limitado, entao existe p > 0 tal que dado A C M x (g, J)
com H"(A) < p, existe s € (£, §) de tal modo que

(1.8) WU (M x {s}) N A) < H L0, A\(9,AN (M x [s, J]).

Das propriedades da medida de Hausdorff e da defini¢ao de perimetro de conjuntos

em abertos, sabe-se
H" (0, A\(0, AN O, (M x [s, §]) = Per s, 5(A)-

De posse de (1.8) a demonstragio da existéncia de minimo isolado do funcional
[-limite & baseia-se em particionar S em porgoes Sg, (kK = 1,... k) de tal modo que
cada S} seja difeomorfo a um conjunto M, C R" ! com M), satisfazendo as hipotese
descritas para M em (1.8). Correspondentemente a p > 0 para M de modo que (1.8) seja
valido, obtem-se p, > 0 para M. Como consequéncia natural do sistema de coordenadas
principais, esta particao de S determina uma particao correspondente em Sy associando
a cada S, C S, o conjunto Sis C Sy, onde S5 = {y+sv(y) 1y € Sk, s € (=6,0) e v(y)
¢ o vetor normal unitario de S em y € Si. Assim Sy 5 e My x (—0,0) sdo trivialmente
difeomorfos.

Ainda no intuito de obter a desigualdade (1.5) em L'(S;5) vamos mostrar a mesma
em L'(Sys) para cada k, (k =1,... ko). Em outras palavras, vamos determinar pj > 0

tal que se

(1.9) 0< Hu — UOHLI(Sk,g) < Pk
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entao
(110) Eo(UQ) < EQ(U)

em L'(Sys). Consequentemente, tomando p = min{py} entdo se

(1.11) 0 < [lu—uol[r1s5) < p,
obtemos

(1.12) Eoluo) < Eo(u)

em L'(S;).

O raio py, da vizinhanga em L'(S})s) do minimo isolado uy em (1.9), a menos
de um fator multiplicativo, serd o proprio p, > 0. Entao, a menos de alguns detalhes
técnicos, a desigualdade (1.5) em L'(Sk;) decorre da Desigualdade (1.8) e da condigdo
imposta a funcao peso h*(y,-) tenha minimo isolado em s =0V y € S.

Consequentemente, como ja observado acima, pelo Teorema de De Giorgi, obtém-
se uma sequéncia (u,)so de minimos locais para (€.)eo que converge em L*(£2) para uy.
Como consequéncia desta convergéncia e da defini¢ao de ug = axq, + Bxa,, ue muda de
valores proximos de a para valores préoximos a [ numa vizinhanca de S. Quando isto
acontece, dizemos que S é a interface de u.. De forma resumida, em busca de solu¢oes
estaciondrias estaveis para (1.1), resolveremos problemas variacionais que garantem a
existéncia de minimos locais para os funcionais &.. Neste caso as solugoes u, tem interface
S que por hipotese é sem fronteira.

O outro foco desta tese consiste de dois problemas variacionais de existéncia
de minimos de funcionais em L'(f2). Estes problemas nao tem origem em problemas
parabolicos como no caso descrito acima. O conjunto (2 serd um cilindro da forma €2 :=
M x (=4,6), onde § > 0 fixado e M C R"! é também, como descrito acima. Desta
forma € ndo se enquadra nas hipoteses atribuidas a 2 em (1.1), onde a suavidade de
é indispensavel para concluir que minimos locais dos funcionais de energia sao solugoes
estacionérias estaveis do problema parabolico correspondente.

Destes dois problemas variacionais um tera vinculo enquanto o outro nao. As
expressoes dos funcionais & e consequentemente também do funcional I'-limite & serao
como descritos acima, com a diferenca que no caso de problemas com vinculo, o dominio
dos funcionais sera restrito a

{UELI(Q):/vdE”:m}

Q

comm = ULT(Q)(OMLB). A interface S sera tomada como sendo S := M x {0}, particionando
Qem Qe QF, onde
Q" ={(z,s) € M x (—0,0)}



22 Capitulo 1. Introducao

QF ={(z,s) € M x(0,)}.

Observa-se aqui que 0S5 C 0f), enquanto no problema variacional oritindo do problema
parabolico (1.1), S NI = (). Este problema variacional com vinculo em cilindro res-
ponde de forma bem mais geral algumas problemas de minimizar funcionais em retangulos
propostos por [12].

Na busca de condicoes suficientes para garantir a existéncia de minimos locais
para os funcionais &, com os mesmos argumentos apresentados acima, sera suficiente obter
condicoes suficientes para que o I'-limite & tenha minimos locais isolados. Obteremos
condicoes suficientes para que ug = axo- + Bxo+ seja um minimo isolado do funcional
[-limite &.

Este texto contém seis capitulos, sendo esta introducao, o primeiro. O segundo
capitulo esta reservado para algumas defini¢oes e resultados especificos conhecidos que se-
rao usados no decorrer do texto. No Capitulo 3 apresentaremos o célculo do gama-limite
& da familia {€ }.~o quando ¢ — 0. No Capitulo 4 sera desenvolvida a desigualdade
isoperimétrica descrita acima, que serd utilizada no Capitulo 5 para demonstrar a exis-
téncia de minimos isolados ug de & no caso do problema variacional oriundo do problema
parabolico (1.1). No Capitulo 6 abordaremos as duas classes de problemas variacionais

em cilindros, cujas solugoes tem interface com fronteira, uma com vinculo e outra sem.



Capitulo 2
Pré-requisitos

Conceitos e resultados basicos vistos em Teoria da Medida sao pré-requisitos
para uma melhor compreensao desta tese. A complementagao destes pré-requisitos no
sentido de facilitar a leitura desta tese sera feita neste capitulo. Esta complementacao
ocorrera basicamente em Topicos de Teoria Geométrica de Medida, Gama-convergéncia e
propriedades da funcao distancia com sinal. Neste sentido também aproveitaremos para
fazer rapidas generalizagbes quando necessério. Cada um dos assuntos acima serd uma

secao do corrente capitulo.

2.1 Topicos de teoria geométrica de medida

O conteudo das trés proximas defini¢oes podem ser encontradas em [9].

Definic¢do 2.1 Seja Q C R™ um dominio Lipschitz limitado e u € L}, () definimos
| Dul| (£2) :—/Q|Du\

::sup{/udivgdx:g:(gl,...,gn)EC'Cl(Q:]R") e |g(:17)|§1pamx€ﬂ},
Q

onde divg = ., gfj. Aqui |Dul| (Q) € dito variagao total de u em ).

Definicao 2.2 Se [, |uldx < oo, [,|Du| < o0 e u() C B, dizemos que u € BV (Q; B).
O espago de todas as funcoes em BV € dito o espaco das funcoes de variacao limitada em
Q.

Ainda em [9] encontramos a defini¢ao de perimetro para conjuntos borelianos em

abertos de R™ dado da seguinte forma.

Definicao 2.3 Seja A um conjunto boreliano em um aberto 2 C R™. Definimos perimetro
de A em €2 como sendo
Perg(A) := |Dxal (22).
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Denotamos Pergn(A) como P(A).

Mas para nosso texto, esta definicao nao é suficiente, precisamos tirar a hipotese
de que Q é aberto. Denotando int(2) como sendo o interior topoldgico do conjunto £,

adotamos a seguinte definicao de perimetro.

Definicao 2.4 Seja A um conjunto boreliano em §2 C R™, ) nao necessariamente aberto.

Definimos perimetro de A em € como sendo
Perg(A) := |Dxal (int(Q2)).

A medida de Lebesgue n-dimensional mede subconjuntos borelianos n-dimensionais
de R™, mas, ela em dimensoes menores nao mede diretamente conjuntos de dimensoes me-
nores de natureza muito simples, como por exemplo certas curvas, superficies ou fronteiras
de conjuntos muito simples. Com este intuito definimos a medida de Hausdorff dada pela

defini¢ao a seguir.

Definicao 2.5 Seja

H(A) = inf {Za(n) <dmmT<C))n c Ac |G, diam(C;) < 5}

i=1
n

onde a(n) = %, e I'(n) = / e "z tda.
n 0

Entao definimos a medida de Hausdorff com sendo

H7(A) = lim H(A).

6—0

A defini¢do de medida de Hausdorff e alguns resultados podem ser encontrados em [7].

Vejamos umas propriedades.
Proposicao 2.6 H" ¢ uma medida de Borel e coincide com L™ em conjuntos L™-mensurdveis.

Observamos também que a medida de Hausdorff 0-dimensional é a medida de contagem.

O proximo resultado pode ser encontrado nas primeiras paginas de [9)].

Proposicao 2.7 Seja A C R™ limitado com fronteira C*. Entdo |Dx 4|(Q) = H"1H(0AN
int(2)). No caso que 2 = R™, |Dya|(R") = H"1(DA).

A nomenclatura e a Proposicao 2.7 nos sugere medir via medida de Hausdorff "frontei-
ras"de conjuntos e comparar com a definicdo de perimetro dada pela Defini¢ao (2.4).
Claro que se a fronteira topologica for C?, a Proposicdo 2.7 responde esta questdo. Mas
infelizmente a hipdtese de suavidade da fronteira é indispensavel. Vejamos o seguinte

exemplo:



2.1. Topicos de teoria geométrica de medida 25

Exemplo 2.8 Sejam Q = R?, A = {x € R? : ||z]| < 1} e A’ = A\{(z1,22) € R? :
zo =0e 0 <z <1}. Denotando O(A) como sendo a fronteira topoldgica de A, entio
IA={xeR?:|z]| =1} e A ={z e R*: ||z = 1} U {(z1,22) ER? i 25 =0¢e 0 <
w1 < 1}, assim pela Proposicao 2.6 temos que HY(OA') = HY(OA) + 1. Mas por outro
lado, L*({(z1,79) € R* : 29 =0 e 0 < x; < 1}) = 0, consequentemente pela Defini¢do
2.1 temos, |Dxal| () = |Dxal (), o que mostra que desta forma nao funciona, em
geral, relacionar a medida de Hausdorff da fronteira topoldgica de um conjunto com seu

perimetro.

No intuito de fazer valer esta relacao dada pela igualdade da Proposicao 2.7, evocaremos
uma definicao de fronteira de modo que as fronteiras de A e A’ sejam iguais e, portanto,
ao menos neste caso esta igualdade continua valendo. Mas, antes disso, vamos precisar

de uma defini¢ao auxiliar.

Definigao 2.9 Dizemos que um conjunto Boreliano E € de Caccioppoli se E tem peri-

metro localmente finito.

Definicao 2.10 Sejam E um conjunto de Caccioppoli, dizemos que x € 0, F, a fronteira

de medida teorética de E, se

L'(B(x,r)NE)

lim sup >0
r—0 rm
‘ LB E
lim sup (B(z,r)\E) > 0.
r—0 re

Neste caso pelo Teorema Gauss-Green Generalizado na pagina 209 de [7], temos

|Dxg| = H" ! 0.E e consequentemente para todo aberto 2 C R
@1)  IDxl(@) = KU (0.5 N 9),

e em particular a igualdade, dada pela Proposicao 2.7, continua valendo para este caso
mais geral. Lembrando que a densidade de um ponto x em um conjunto £ C R" é dada

et lim L(B(z,7)NE)
r=>0 L™ B(x,7))

, onde a(n) é como na Definigdo 2.5, podemos dizer que a

e como L"(B(xz,r) = a(n)r"

fronteira de medida teorética de um conjunto F sao os pontos x onde a densidade em F
nao 0 e nem 1. Também pela definicao de OF, a fronteira topologica de E, temos que
0,F C OF. SO para registrar aqui, também existe a fronteira reduzida de um conjunto F
a qual comumente é denotada por 0* F, e, neste caso temos 0*F C 0,F C 0F. Além disso,
o vetor normal existe em cada z € 9*F, e H" ' (0,FE\0*E) = 0. Para mais propriedades

destas fronteiras, veja [7].
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Definicao 2.11 Um subconjunto aberto €2 C R™ € chamado um conjunto de Lipschitz se
para todo P € ON) existem um sistema de coordenadas retangulares (z,s),z € R"! s € R,
uma vizinhan¢a U = U(P) C R" e fungio pp = ¢ : R"1 = R tal que

i)lp(x) — o(y)| < Cplz —y| para todo v,y € R"1,Cp < 00;

WUNQ={(z,s):s>px)}NU.

Os dois proximos resultados sao versoes da formula da co area e o primeiro deles

pode ser encontrado em [7], p. 117.

Proposicao 2.12 Seja f : Q0 — R™ Lipschitz, com 2 C R™ aberto, n > m, entao para
cada L™-integrdavel fungao g : 2 — R, g]f,l(y) € H" " -integravel para L™ q.t.p. y € R™ e

[o@1pwar= [ [ ganay

Proposigao 2.13 Dados Q C R"™ aberto, u € BV (Q)) e f uma fun¢ao continua em 2,

[ [ g

Demonstragao: Pelo Teorema 1.23 de [9], temos

(22) Joa= [~{ [ 1oxot

Mas por (2.1), (2.2) pode ser reescrito como

/\Du]:/ {/ d?—[”_l}dt.
Q —00 QNOx{u>t}

Desta forma se f é uma funcao simples, o resultado é consequéncia imediata desta ultima

entao

igualdade, e no caso geral, é s6 aproximar f superiormente e inferiormente por fungoes

simples e tomar o limite. [ |

Lema 2.14 (Desigualdade isoperimétrica) Eziste uma constante positiva c1(n) que de-
pende somente de n > 1 tal que para todo conjunto limitado de Caccioppoli E C R™ e

limitado, vale que

H(E)" " < ey(n)H"(0.E).

Demonstragao: Sen > 2, pelo Corolario (1.29) de 9] e por (2.1) temos respectivamente
HY(E)" < cy(n) Jan |DxE| = c1(n)H"1(OF), mostrando a desigualdade proposta pelo
Lema quando n > 2.

Sen=1e L(E) > 0 o resultado acima ¢ imediato para ¢;(1) = 3.
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Definicao 2.15 Seja f : 2 C R® — R™. Dizemos L € R™ ¢ o limite aprorimado de f
quando y — x, e escrevemos
ap lim f(y) = L,

Yy—x

se para cada € > 0,

o LB ) n{lf — LI >e}) _

o £'(B(x,r))

Se além disso, L = f(x) entao dizemos que f € aproximadamente continua em z.

Observamos que o limite L acima é tnico, portanto a Definigdo (2.15) estd bem posta.
Além disso se f é L™mensuravel, entao f é aproximadamente continua L£"-qtp. Estas
observagoes, sdo encontrados por exemplo em [7].

Tem muitas definicoes de ordem de magnitude, mas neste texto nos referiremos

aquela dada pela definicao a seguir.

Definigao 2.16 Dado uma funcio f : Q x R — R, dizemos f(x,t) = O(g(t)) unifor-
memente em x qdo t — a se existe k > 0 tal que |f(x,t)| < k|g(t)| numa vizinhanga de

a e todo x € Q. Neste caso, quando nao houver ambiguidade, simplesmente escrevemos

f=0(9).

2.2 Gama-convergéncia e propriedades da funcao dis-

tancia com sinal

Gama-convergéncia ¢ uma técnica muito usada para obter resultados sobre o
Problema (1.1). Vejamos por exemplo em [19], onde o autor calcula o Gama-limite de
uma certa familia de funcionais, que na verdade se trata de um caso particular daquela
a ser abordada neste trabalho. Ja em [2], os autores abordam varias propriedades desta
convergéncia, enquanto em [1], [3], [5]; os autores se limitaram a somente usar o Gama-
limite. Contudo, neste trabalho, como descrito na introducao, o Capitulo 3 sera dedicado
inteiramente para calcular o Gama-limite de uma certa familia {&}.~o. Como acontece em
geral com as definicbes em matematica, existem varias versoes equivalentes da definicao
de Gama-convergéncia, a por nos adotada é aquela encontrada em [19] ou [5] dada por:
Defini¢do 2.17 Seja {E. }e=0 : L'(Q) — [0, 00] uma familia de funcionais reais estendi-

dos. Dizemos {E:}eso I'-converge (gama-converge) a & quando € — 0 se

(i) para cada u € L'(Q) e toda sequéncia {u.} em L'(Q), convergindo em L*(Q) a u

entdo liminf. o & (uc) > Ey(u);
(i1) para cada u € L'(Q), existe uma sequéncia {ve,} em L'(QQ) satisfazendo:

(i4.1) v, 2% w em LY(Q) e
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(i4.2) im0 &, (ve;) = Eo(u).

Neste caso também dizemos que &y € o I'-limite (gama-limite) da familia {E }e=o € escre-

vemos & = '™ lim_,o &,.

Uma definigdo mais geral de Gama-limite pode ser encontrada em p. 33 de |[2].

Em [5] encontramos a seguinte defini¢ao de solugao estacionaria e estéavel.

Definigao 2.18 Seja v solugdo uma da equagao parabélica (1.1) em H'(Q). Dizemos que
0 € uma solugao estaciondria e estdvel de (1.1) se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
para toda ¢ € H'(Q), ||¢ — 0|lm) < d entio a solu¢io v(z,t) de (1.1) com v(x,0) = ¢
existe para todo t > 0 e satisfaz ||[v(-,t) — 0| g1(q) < €. Se além disso, lim;_, v(x,t) = V()

entao dizemos que v € fortemente estdvel.

Toda argumentacao apresentada neste trabalho relaciona a existéncia de minimo
isolado do funcional I'-limite & com os minimos dos funcionais de energia & dos quais
&y € o I'-limite. Esta relacao é dada pelo Teorema 2.19 a seguir, que apresentaremos na
versao para as familias de funcionais deste texto. Originalmente, este é o Teorema de De
Giorgi. O Teorema 2.1 de [12] é uma versdao do mesmo para funcionais, como apresentado

abaixo mas com a hipétese adicional que

toda familia {v,}.~¢ no dominio dos funcionais de energia &

(2.3) tal que £ (v.) < C < oo é compacta em L'().

Mas pela hipotese (f3) de crescimento polinomial da fungao de pogo duplo definida em
(1.1), e do fato que o dominio dos funcionais ¢ L'(Q), entdo pela Proposi¢ao 3 de [19]
podemos omitir a hipotese (2.3) acima. Basicamente a hipotese (2.3) é obtida do fato que
BV () esta compactamente contido em L'(Q). Outras referéncias também usaram esta

hipotese, como por exemplo [5], [15], [12].

Teorema 2.19 Seja 2 C R™ um dominio Lipschitz e limitado. Sejam &, e & como
em 1.2 1.3 respectivamente. Suponha que & € o I'-limite da familia {E }eso como na
Defini¢io 2.17. Suponha também que ug é um minimo L*(Q)-local isolado de &. Entao

existe €g > 0 e uma familia {uc}ece, tal que
ue € um minimo L'(Q)-local de &, e
|l te = uol|l 1) = 0 quando € — 0.

Outra ferramenta importante usada no calculo do Gama-limite é a fungao distan-
cia com sinal. Mas seu uso nao se restringe a esta aplicagao; por exemplo, dependendo

da "geometria"do dominio (ambiente) do problema (1.1), esta fun¢ao também é usada na
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obtengdo do minimo isolado de &, (veja Capitulo 4 desta tese). Outra aplicagdo muito
importante para a mesma ocorre nas expansoes assintoticas de u, desenvolvidas em [16],
onde u, pode ser vista como solu¢ao do Problema (1.1). Mas antes de dar algumas pro-

priedades da mesma, vamos defini-la.

Definicao 2.20 Seja A C R™ limitado com fronteira C?, tomemos funcao distdancia de-
finida por:
dr) dz’s?(x, 0A), sex e A
—dist(x,0A), sex € A°

Ja nas primeiras paginas de [2], vemos que

(dé Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1;

diferenciavel L™ q.t.p;

(2.4) Vd(z)] = 1;

existe 6 > 0, tal que d ¢ C' em (0A)s = {x € R"; |d(z)| < §}.
Aqui (0A)s é definida como sendo a é-vizinhanca tubular de 0A.

A seguir, apresentaremos a definigao generalizada de Jacobiano encontrada em [7]. Para

isto, dada uma matriz M, denotaremos por M* a sua adjunta.

Definigao 2.21 Seja f : R — R™ e [Df] a sua diferencial na forma matricial. Entao

definimos o Jacobiano de f com sendo

Vldet([Df ()] o [Df(x)])], sen <m;
Vldet([Df(z)] o [Df(z)])], sen >m.

J(f)(x) = {

Seja d como na Defini¢ao 2.20, entao como |Vd(z)| = 1, temos que J(d) = 1. Pelo Lema
2 da secao 3.4.1 de [7] e como d ¢é Lipschitz pois |Vd(z)| = 1, temos:

Proposigao 2.22 Seja d como na Definicao 2.20, entdo a aplicagio t — H" (d(z) = t)

é continua em (0A)s.

Nos Apéndices de [9] e ou de [8] temos a seguinte construgdo um tanto canonica
para definir o vetor normal e as curvaturas principais, mas esta nao é a unica forma de

definir estes elementos associados a uma hiperperficie.

Definicao 2.23 Sejam d, (0A)s como na Definicaio 2.20, e S = 0A, dado zo € S;,
entao eziste unico yo € 0A tal que o = yo + sv(yo) onde v(y) € o vetor normal uni-
tdrio interior a d=*(0) em y e s = d(xy). Fazendo as rotagoes necessdrias no sistema
cartesiano, podemos assumir que o dltimo eizo do mesmo estd na dire¢ao de v(yo), e
Yo = 0. Para alguma vizinhanga Vy, de yo, eziste ¢ € C®(T,,d"*(0) N'V,,) tal que
(1, ..y Tno1,0(x1, . Tno1)) €ATHO0) Y 2 = (21, .., Tn-1,Tn) € Vyy, com V(yp) = 0,
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sendo yo = Ta(yo) onde T (y) = Tn(Y1,- - Yn-1,Yn) = (Y1, -+, Yn-1), € MO que segue,

denotaremos y' := m,(y). Denotando [D?¢] v = (Vaiz; (¥')) (n=1)x(n—1), entao os autova-

lores rki(yp) (i =1, ..., n—1) de [D*y] . $G0 chamados de curvaturas principais e os
0

respectivos autovetores de diregoes principais. O conjunto destes autovetores com o vetor

normal formam uma base, a qual é chamada de sistema de coordenadas principal.

Observacao 2.24 Sejam v, yo, Yy, K1, - - -, Kn—1 cOmo acima, entao na base do sistema de

coordenadas principal temos:

—Kky -+ 0 0
(2.5) DOV, ={: =k 0

A partir destas convengoes, definimos a sequinte fungao
o ((T,,0A) N V,,) x Is = R”
(2'6) EO(:E/7 S) = (xla Sp(x,) + sy(xlv (,D(ZB/)),
onde x' é como definido acima, e 15 := (—0,09). Assim, por (2.5) temos:

1—sk;y -+ 0 0

: 1—sk,-1 0 |>
0 - 0 1

e portanto

(27) yO’ H{l S’iz yO’ ( ))>}

Tomando § suficientemente pequeno temos J(Zy) € positivo e portanto =y define um dife-
omorfismo entre ((1,,,5) NVy,) x Is e {(2', (")) + sv(z/, p(z)) : 2" € (T,,,S) NV, €5 €
Is}. Além disso, pela demonstra¢ao do Lema 14.16 de [8] d(x) e y(x) relacionadas por
x = y(x) + d(z)v(y(z)) sio fungoes de classe C de z.

Aplicando a observacao acima para cada ponto de S, o proximo lema é uma consequéncia

natural, o qual também pode ser encontrado em [15].

Lema 2.25 Na notagcao da Observacao 2.23, se S for compacto, entao existe 6 > 0 de
tal modo que a func¢ao

=:5 X Is — Sg
(y,8) =y + sv(y)

€ um difeomorfismo e

(2.8) J(E)(x,s) = H (1 —ski(y))-
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Como vimos, a funcao distancia com sinal tem boas propriedades numa vizinhanca tu-
bular da fronteira de conjuntos cuja fronteira ¢ C?, o que nao vale em geral. Mas o
proximo resultado é o Lema 1 de [19] e nos auxilia quando fronteira do conjunto nao é C2.

Denotamos BAA como sendo a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B, ou seja,

BAA = (B°NA)U(A°N B).

Lema 2.26 Seja Q2 C R™ aberto, limitado e de Lipschitz. Seja A C Q um subconjunto de
perimetro finito em € com 0 < L™(A) < L"(Q). Entao eriste uma sequencia de abertos

Ay, tal que

i)OA), € de classe C?,
i) L (AN Q)AA) = 0 gdo h — oo,
i1i) Perq(Ap) — Perq(A),
iw)H" 1 (0A, NON) =0,
V)L (AR N Q) = L(A) para h suficientemente grande.
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Capitulo 3

(Generalizacao do Teorema de Kohn e

Sternberg

Pelo Teorema 2.19 (De Giorgi), a existéncia de minimos isolados do funcional
[-limite & da familia {& }e~0 nos garante a existéncia de minimos dos funcionais &,
correspondentes. O objetivo deste capitulo é encontrar o I'-limite da familia de funcionais

&, descritos por

(3.1)

00, N0 €caso contrario.

E.(u) = { fQ [ea(x) |Vul” + zF(x,u)] dx, se u € H'(Q)

Aqui Q C R”™ aberto, limitado e Lipschitz. O potencial biestavel F' é definido

como sendo

1

(3.2) Fla,0) = —a/v( Sy,

onde f € C'(Q2 x R) ¢ de tal que existem 6, g1, g» € C'(Q) satisfazendo

(fi) g1(x) < O(x) < go(x), f(x, ) tem exatamente trés raizes com f(x,q(z)) =
f(z,0(x)) = f(z,92(x)) =0 e Daf(x,91(x)) <0, Dof(x,g2(x)) < 0 para todo z € Q.

(f2) 52(7) f(z,£)d¢ = 0 (condigao de igualdade de area).

91(@)

(f3) Existem constantes ¢, ¢z, o € um ntimero p > 2 tal que ¢|s|P < F(z,s) < ca|sf?

para todo s satisfazendo |s| > so, onde F(z,v) = —1 gvl(x) f(zx,s)ds.

(f1) Va()F(-,-) € Ch.
A fungdo F(z,-) assim definida satisfaz F' > 0 para cada o € €2, e tem como tnicas raizes

g1(z) e ga(z). Sejam também e > 0 um parametro positivo pequeno; a € C1(Q) positiva.

Com estas defini¢oes enunciaremos o teorema central deste capitulo.
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Teorema 3.1 Seja & : L'(Q) — RUco, uma familia de funcionais como em 3.1 Entao
para toda v € L*(2), tem-se

" limé&. (v) =

e—0

Jo 7M@) [DXo=g, |, sev € BV(Q;{g1,92});
o0 nos demais casos,

onde

92()
h(zx) ::2/ | va(z)F(x,s)ds.

1(z

Observemos que o funcional I'-limite é o funcional perimetro com peso h.

Para os casos particulares em que
i)a=1,e F(z,u) = W(u) com g; e g, constantes,
ou,
ii)a=1, F(z,u) = (u— g1(x))*(u — go(x))? com g; e g, como nesta tese,

o célculo do I'-limite acima foi feito em [19).

No que se segue, denotaremos

(3.3) E =17 lincl)é'e.

3.1 Resultados usados na demonstracao do Teorema
3.1

Nesta secao veremos alguns resultados técnicos, simples, que serao usados na
demonstracao do Teorema 3.1. Optamos em separar tais resultados técnicos para tornar
mais clara a demonstracao do Teorema 3.1.

Lema 3.2 Dadas v € BV (Q;{g1,92}) e v. € H(Q) com v. — v em L'(Q), entdo existe

uma familia {v}}c tal que:
i) v; € HY(Q) e gi(z) < vi(z) < ga(),
i) vt — v em LY(Q),
i43) iminf_,o & (ve) > liminf o & (v}).

Demonstracao: Definamos

g1(z), se x € {z v (x) < g1(x)},
ve(x) = q ve(), se x € {z: g1(x) < ve(7) < go(x)},
g2(x), se x € {x : v () > ga(x)}.
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Desta forma o item (i) deste lema ¢é satisfeito pela definicdo de v’. Seja Q; = {z € Q :
v(z) = gi(x)}; (i = 1, 2). Em particular, Q = |J7_, ;, sendo esta unido disjunta. Além
disso

(3.4) ve — g; em L'(€;) para i =1,2.

Assim para mostrar (ii), devemos mostrar que v’ — g; em L'(Q;) para i = 1,2. Observe-

mos que se ¢ = 1, temos:

wxm—gmwuxzjm o (@) — g1()|de
o {zeQrve(x)<g1 ()}

+/’ 0F (z) — g1 ()| dx
{zxeQi:ve(z)>g2(x)}

+/’ 07 (z) — g1 () da
{x€1:91(x)<ve(x)<g2(x)}

/ 92(x) = g1 («)|da
{z€Q1ve(z)>g2(x)}

+ [ 07 (x) - g1(o) .
{2eQi:91 (x)<ve(z)<g2(x)}
Mas por (3.4) e da defini¢do de v, segue que a tltima parcela acima vai a zero, restando

mostrar que

/ lg2(z) — g1(x)|dz — 0 quando € — 0.
{z€Q1:ve(2)>g2(x)}

De fato, v. — g1 em L'(Qy) significa dizer que dado & > 0 existe €(d) > 0 tal que
para todo € < ¢(0) se verifica L"({z € Oy : |ve(x) — g1(x)] > 6}) < J. Assim para todo
0 <0 < infreq(ge(z) — g1(x)) existe () > 0 tal que se € < €y(d) entao L"({x € Qy :
V() > ga(x)}) < L"({x € Q1 : |ve(z) — g1(x)] > 0}) < §. Consequentemente

/{ oo oan(a)) 192(2) — g1(@)|dz < ilélggQ(:c) —gi(2)L"({z € Q1 : ve(x) > ga()})
< 0sup(g>(x) = g1(w)).

Como ¢ é arbitrariamente pequeno, temos mostrado que

/ |g2(z) — g1(x)|dx — 0 quando € — 0,

{z€Qq:ve(x)>g2(x)}

e portanto v — g; em L'(€;). Para i = 2 as contas sao anélogas das feitas para i = 1.
Assim temos mostrado o item (ii) da tese deste Lema. Para mostrar (iii) observemos

primeiro que

v = [_(Ue —g2)” + (92— gl)rr + g1,
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onde

f+_ f,sef>0,
] 0,se f<0

f—_ —f,sef<0,
B 0, se f > 0.

E como g1, 92 € CH(Q) C H'(Q) e v. € H(Q) segue que v: € H'(Q). Logo,

E.(v7) = /Q {ea(x)\vaf—l—%F(m,v:)] dz

1
/ [ea(:v) Vi + = F(x, v:)} dx
{zeQve(z)<g1 () YU{zeQv, (2)>g2 ()} €

1
+ / [ea(x) V! | + —F(ZB,U:):| dx
{z€Q:g1(2)<ve(2)<g2(2)} €

= 6/ [a(z) |VU:|2] dx
{zeQve(z)<g1(z) JU{z€Qve () >g2(2) }

1
+ / [ea(az) Vo> + = F(z, Ue):| dx
{z€Q:g1 (z)<ve(z)<g2(x)} €

( pois F(z,gi;(x)) = 0 para i = 1,2) ( e pela definicdo de v}) respectivamente.

e/ la(z) |Vv:|2] dx — 0 quando € — 0,
{zeQive(z)<g1(2) JU{x€Qive () >g2(2) }

pois v} = g; em §2;. Por outro lado,

1
e | calz) Vo + LF(z,00)] dr.
{xe:g1(2)<ve(z)<g2(x)} €

Isto mostra que liminf. ,o&(v.) > liminf. o & (vF), mostrando (iii) deste lema e con-
cluindo assim a demonstracao do mesmo. [ |

Em [13], pg 145, encontramos o seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam Q2 C R™ aberto, f : Q X [a,b] — R com derivadas parciais continuas
oL IL - Q x [a,b] = R. Seja g : Q — [a,b] de classe C*. Entio p(z) = fag(z) flz, t)dt

dx1 """ Dy,
¢ de classe C' e suas derivadas parciais sao expressas pela formula

) 9(@) 9 0
= [ i+ g @ o)

Proposicao 3.4 Dados
v € BV(;{91,92}), {vn}then C HY(Q) com g1(x) < vp(x) < gox) e vy, — v em LY(Q);

B:={o e Cj(Q,R"); |o(x)| <1Vz e},



3.1. Resultados usados na demonstracao do Teorema 3.1 37

a e F sao como no Teorema 3.1.
Entao vale

vp () Uh
lim | sup —/ Va(x)F(x,s)ds divo+ < /
h—oo \ secB Q g1

1(x)

v V.va(x)F(z,s)ds,o >] d:c})

g1(x)

:sup{—/Q [/( Va(z)F(z, s)ds diva+</j((x vz\/st,a>] dx}.

oeB

Demonstracao: Fixado o € B, seja ¢ x,t) fgl Va(x)F(x,s)ds div o
+ < fgl(x) Veva(x)F(z,s)ds,oc > . Da hlpoteses de suav1dade (f1), existe L > 0 tal que
|p(z,to) — P(x,t1)| < L|ta —t1| para todo t1,ts € [g1(x), g2(x)] e todo x € Q. Desta forma

obtem-se
/Qg(ﬂ%vh)div—/q;(x,v)dx

/\¢ z,vp) — ¢(z,v)|de < / Ll|v, — v|dz.
Q

Mas isto mostra que para cada o € B

Vi ()
lim — v a xsdsd1v0+</
Q|Jg

h=ro0 1 () (x)

/[/ \/ﬁdsdlva+</( desa>]dx

em especial esta igualdade se mantém para o supremo em B, concluindo assim esta de-

vp(z)

V.va(x)F(x,s)ds, o >] dx

monstracao. [ |

Proposicao 3.5 Dados v, g1, g2, B, a e F como na Proposicao 3.4. Entao vale

g2(x)
div ( ( | Va(z)F(x,s)ds - 0'((13))

g2()

\/ F(z,s)ds divo+ < / Ve a(x)F(x,s)ds,o >

g1(x) g1(x)

Demonstracao: Das regras bésicas de diferenciacao obtemos:

92()
div < o Va(r)F(z,s)ds - a(a:))

g2()

92()
Va(z)F(x,s)ds divo+ < V, va(x)F(x,s)ds,o >

91(90) 91(1‘)
\/ a:sdsdlva+</ Veva(x)F(z,s)ds, o >
91() (z)
(pelo Lema 3.3 e observando que /a(z)F(z, g;(z)) Vo (z) = 0 (i = 1,2)).
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Lema 3.6 Sejam B,a e F' como na Proposi¢io 3.4. Entao, dado 0 € B e v, € H'(Q),

vale,

/ < Va(z)F(x,v,)Vu,, 0 > dx
Q
R () op (@
(3.5) = —/ [/ va(z)F(x,s)ds divo+ </ Vova(z)F(x,s)ds,o >| .dx
Q [Yai(x)

g1(z)

Demonstragao Seja ¢(x,t) gl(x Va(x)F(x,s)ds. Pelo Lema 3.3 e observando que
Va(@)F(z, g1 () Voy(z )—0 temos

Vo(x,v) /( N a(x)F(z,8)ds + \/a(x)F(x, v, (z)) Vo (),

de onde concluimos esta demonstracao. [ |

Proposigao 3.7 Dados a, F g1, go como no Teorema 3.1 e § € CY(Q) satisfazendo
g1(z) < 0(x) < gao(x) entao o PVI

(3.6) { &=Vl (2)F(z,s)

Z(z,0) = 0(x)

tem uma e unica solucao em €2 X R, satisfazendo:
g1(z) < Z(z,s) < ga(x); para s € R; |V, Z(x,s)] € L>(2 x R).
E além disso, existem constantes positivas ki, ko, a,b tal que:

para s suficientemente grande, go(x) — Z(s,x) < kie”* e portanto, lim Z(x,s) = gs(x);

S§—00

para — s suficientemente grande, Z(s,z) < g1(x)kye” e portanto, lim Z(z,s) = gi(x).

§——00

Demonstragao: A demonstragao segue naturalmente da existéncia e unicidade
de solugoes de EDO como pode ser vista em [18]. [ |

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta se¢ao, inspirados em [19], faremos a demonstra¢ao do Teorema 3.1.
Demonstracao do Teorema 3.1: Pela Definicao 2.17 é suficiente mostrar que
se dada v € L'(Q) entao

(3.1.i) liminf._o E(ve,) > Eo(v) para toda sequéncia {v, } convergindo em L'(Q) a v;
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(3.1.ii) e existe uma sequéncia {v,, } convergindo em L'(2) a v satisfazendo lim;_, &, (v,,) <
(c;o (U) .

Seja v € L'(Q) dada. Mostraremos inicialmente (3.1.1). Tomemos {v.}c~o uma
familia com v, — v em L*(Q). Se liminf_,q & (v.) for infinito, a desigualdade em (3.1: i)
estd trivialmente satisfeita. Assim vamos supor que liminf. o & (ve) é finito, e portanto

podemos achar (vj)pen com vy, = v, , tal que

hll_{go Ee, (vp) = lireri}iglf E(ve) € R.

Como
/QF(m,Uh)dx < /Q [2a(x) [Vou|* + F(z,v3)] do
= enfe, (vn),
segue que

ene, (vp) — 0 qdo h — 0.

Portanto pelo lema de Fatou

/QF(x,v)dx =0 e assim v(x) € {g1(2), g2(x) }q.t.p. © € Q.

Neste caso, pelo Lema 3.2 podemos supor g;(z) < vp(x) < gofz).
Agora usando a desigualdade a® 4 b? > 2ab para quaisquer a,b € R, e B e ¢ como
na Proposicao 3.4, temos:

£, (vn) = /Q {eha(x) Vol? + éF(x,vh)} dx

~ [ ot/ wn2 + 2 (/Fo?| o

> 2/Q Von| Ja(@) F(z,on)dz  ( pois a + b > 2ab)
> Sup{Q/Q\/m< Vop, o > da:}

oeB
vp ()
= sup —2/ / va(z)F(x,s)ds div o
o€B Q | Jai(z)

1(z)

vp(z)
(3.7) + < / Veva(x)F(z,s)ds, o >] dx} ( pelo Lema 3.6).
g

Passando o limite h — oo em (3.7) e usando a proposi¢ao 3.4 temos,
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vp ()
lim &, (vy) > lim | sup —2/ / Vva(x)F(x,s)ds div o
h—o00 h—o00 oceB Q 91(36)
R ()
+ < / Veva(x)F(z,s)ds,o > dx})
g1(x)
v(z)
:sup{ /[/ va(z)F(x,s)ds div o
Q

oceB

+ < / Veva(x)F(x,s)ds, o >] dx} ( pela Proposigao 3.4)
g1(z)
92(x)
= sup —Z/XU - Va(x)F(z,s)ds div o

oc€eB g1(x)

92(x)
+ < /( ) Vova(x)F(z,s)ds, o >] dx} (pois v € BV (Q;{g1,92}))
:sup{—Q/QXUZQQ( d1v< va(x)F(x,s)ds - o > }

oeB

( pela Proposigéo 3.5)

/Q o \/ F(x,8)ds|Dxy=g,|
(3.8) - / B() | DX = En(0)

Com (3.8) completamos a prova da condi¢ao (3.1.i).
Para provar (3.1.ii), é suficiente mostrar que dada v € L'(£2), existe uma sequéncia

.. LY(Q
positiva {€; }ien com €; — 0 e p, —(>) v tal que

(3.9) lim £, (pe,) < Eolv).
1—00
Primeiramente se v ¢ BV (; {g1(x), g2(x)}), entdo pela defini¢do de & (v), E(v) =

oo e portanto (3.9) esta trivialmente satisfeita.

Suponhamos v € BV(Q;{g1(z),g2(x)}). Seja A = {z € Q; v(x) = go(x)}.
Suponhamos que 0A é C?—suave. Seja d a funcao distancia como na Definicao 2.20
relativo ao conjunto A aqui definido.

Seja Z a solucao de (3.6) e definimos,

( 92(), se s > 2,/€;
19:(2) = Z (/v U2 4 o), se vE <5 <26
ge(x,s) = Z(SC,S/E), se ’8‘ < \/E;

2 (2. ~1/y/0) — (o) (”\Zﬁ) Foule), se —2/E<s <V
\ gl(l‘)7 se s < _2\/;
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1
Definimos também p.(z) := g.(x,d(z)). Queremos mostrar que p, P e que (3.9) é

satisfeito. Como v(x) = g1(x)xa\a + 92(z)xa(x), temos

(3.10) / o) — v(@)]dz = / pe — vldz.
0 |dj<2v/e
Para x satisfazendo /e < d(z) < 2y/€ e consequentemente = € A, temos,
1
[ e elde= (g2(2) — 20,1/ () — 2/elda
Ve<d<2y/e \/E Ve<d<2y/e

1

(3.11) =—
\/E Ve<d<2+/e

(g2(x) = Z(z,1/V/e))(d(x) — 2v/el J(d) (x)de,

pois pela Definigao 2.21, J(d)(z) = +/|Vd(x)]? = 1, para x satisfazendo |d(z)] < 2+/e,
e € suficientemente pequeno. Pela Proposi¢ao (2.12), tomando m = 1, f = d, e g(x) =
|(g2(x) = Z(2,1/1/€))(d(x) — 2+/€|, (3.11) é equivalente a

1 [V
8120 [ pvlde = [T ovil [ o) - 2 volanear
Ve<d<2/e \/E Ve d—1(t)

Como A é limitado, o mesmo vale {x € Q : /e < d(x) < 2y/e}. Pela Proposigao 2.22
segue que H" 1 (d1(t)) < k para um certo k < oo e todo /e < t < 2y/e. Pela Proposigio
3.7, obtemos, |g2(z) — Z(x,1/+y/€)| < g2(x). Assim,

1 2Ve
[ leedde < bswata) [ ie-2vea
Ve<d<2+/e \/E z€Q Ve
1 2 — )22V
= —=ksup g»() {—(\[T)}
€ zeQ Ve
k
(3.13) = —sup g2(x)€% = O(e%) qdo € — 0.
2 zEeQ)
Analogamente
(3.14) / lpe — v]dz < O(e7).
—2\/e<d</€

Assim, por (3.10), (3.10) e (3.10) temos que
3.15 (z) —v(x)|dr = () —v(x)|dx + O(e) qdo € — 0
1) [ ne) @tz = [ o) -l + 00 ado

Para {z € Q:0 < d(z) < y/€}, temos:

(3.16) / e rle = / o, @) = 2o d@) )
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Logo, usando a Proposi¢ao 2.12 em (3.16), tomandom = 1, f = d, g(x) = ga2(x)—
Z(xz,d(z)/€) e ainda s = t/e, temos:

1/ye
/ |pe — v|dx = / / \92(2) — Z(z, 5)|dH" e ds
0<d<+/e 0 d=es
1

(3.17) <e sup  H"'(d(z) = t)—=sup(ga(z) — gi(z)) = O(Ve) qdo € — 0.
[0<1<e) Ve e
Analogamente
(3.18) / |pe — v|dz = O(\/€) qdo € — 0.
0<d<y/e

1
Logo, por (3.15), (3.17) e (3.18) temos que p, Py O(y/€) qdo € — 0.

O proximo passo é mostrar que p, satisfaz (3.9).
9 1
p) = [ |eal) 9+ LF (o0 do
1
- / {ea(x) V| + —F(x,pe)] dx
d>2y/2 €
1
(3.19) +/ [ea(x) Vo + = F(x, pe)} dx
|d|<2v/e €
Mas
, 1
/ [ea(x) IVoe|” + —F(x,pe)} dx
|d|>2/e €
1
= [ |t Voo + L o] a
|d|>2+/c €
(3.20) = e/ a(z)|Vgy(x)|* dz = O(e) qdo € — 0.
|d|>2+/€
Logo, por (3.19) e (3.20), temos
1
(3.21) Epe) = / [ea(az) Vo> + —F(x, pg)} dx + O(e) qdo € — 0.
|d|<2y/€ €h

Em {z € Q: /e < d(z) < 2/}, temos:

1 ] d(x)—2ye Vd(z) 1
— — — — I —
Vpe(z) |:V92(CC) V.Z(x, \/E>1 7 + Ve ga(x) (x, \/E> + Vgo(x)
Mas ‘d(@%ﬁ < 1 e portanto [VgQ(x) — V. Z(x, \/LE)} d(@%ﬁ é limitado em € quando

¢ — 0. Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.7 temos que %(f) [gg(:v) — Z(x, \/LE)]
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é limitado em € quando € — 0. Ainda por hipotese Vgo(x) é limitado. Como consequéncia
destas observacoes, temos

(3.22) ea(x) V> dz = O(e g) qdo € — 0.

/\ﬁ<d(z)<2ﬁ
Logo,
(3.23)

1 1
/ [aa(x) Vol + —F(m,m] i [ L P, poyds + O(e}) ado e = 0.
Ve<d(z)<2v/€ € Ve<d(z)<2y/e €
Usando a Proposicao 2.12, fazendo m = 1, f(x) = d(x) e

o) = 2 (2. o) — 2 (w1 L2 )

a primeira parcela de (3.23) fica

1
/ —F(x, pe)dx
Ve<d(z)<2v/e €

(3.24) / v / ( 0a() — Z (2, 1//3)] w + 92@;)) dH .

Usando k; como na Proposicao 3.7, definindo
k= kisup{OhF(z,5) : x € Qe go(w) < 5 < go(a) + kne VY

e ki=kVsup oyon e HH({z 1 d(z) = t}), entdo (3.24) pode ser reescrito como

1
/ —F(z, po)dx
Ve<d(z)<2y/e €

2¢/e
kle a/q 1+ go(x )) dH"dt
NG
2y/€
< / —sup{82 (2,8) € Qe gyx) <5< gox) + kye” VY [k:le’“/*/g} dH"dt
Ve
NG
/ - k‘e_“/‘ﬁ] dH " tdt = \/Ee_("_l)l;;e_(”_l)a/ﬁ
Ve x)=t €
(3.25)

= O(e™) qdo € — 0 para todo m € N.

Assim, por (3.25) e (3.23), segue que

(3.26) |:6G((L‘) V| + %F(:c,pe) dx = O(e

/\/E<d(z)<2\ﬁ
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Analogamente

(3.27) [ea(w) V| + %F(m, pe)l dz = O(e2) qdo € — 0.

/—2\/E<d(z)<—\/5

Portanto, por (3.21), (3.26) e (3.27), segue que
1
(3.28) E(pe) = / {ea(x) V| + —F(w,pe)} dz + O(e) qdo € — 0.
VENG €

Vejamos agora o caso em que |d(x)| < /€, sendo neste caso p.(x) = Z(z,d(x)/€). Deno-
tando 0pZ(x,t) := %Z(m,t), temos por hipotese:

F(Z(x, 1))

e portanto, v/adyZ = VF.
a(x)

(3.29) 0 Z(x,t) =

Assim

/@W [1 F(, pe(x)) + ealx) \vpg(xﬂ i

/. 1F<x,p€<x>>+ea<x> V.Z(r.d)/0) + V()07 (. <>/e>]

ld(z)|<ve |

/ 1F (x, pe(x )+ 1Val(ﬂc) F(z, pe(z)) ] dx
ld(z)|<ve | € €

— / -lF(x,pE(:E)) + ea(z)|Vo Z(z, d(z)/e)|?
d(@)|<ve L€

+v/2a(x)V, Z(z,d(x)/e)Vd(x)\/ F(x, pe(x)) + F (x, pe(x )} dx
(3.30)
2
— / {EF(:v,pg) + ea|V,Z|* + ZﬁVwZVd\/F(:B,pg)} dx
|d|<v/e

Mas €a|V,Z|* + 2aV,ZVd\/F(p.) ¢ limitado em {x € Q : |d(z)] < €} qdo ¢ — 0 e
portanto

(3.31) / [ea|VxZ|2 +2/aV,ZVd\/F(x, pe)} dz = O(/) qdo ¢ — 0.
ld(z)|<ve
Logo, por (3.31) e (3.30), juntamente com (3.28), obtemos

(3.32) £.(p) = /mq %F(x, po)dz + O(Ve) qdo € — 0.
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Por outro lado, pela Proposicao 2.12 e tomando s = E, temos

2
F(z,pe(z))|Vd(z)|dx

2/ / F(x,Z(z,t/e)dH" " dt
€ Jlt|<y/e

(3.33) = / / F(x, Z(x,s)dH" ds.
les|<v/€

Sejam ¢, v, r; como na Defini¢ao 2.23. Deste que € é tal que 21/e < ¢ e tomando t = d(x),
fazendo s = t/e e dado = : d(z) < /e temos © = z(y,s) = y + esv(y) e portanto
y =« — esv(y). Consequentemente, por (2.7) obtemos

n—1

Ty = 111 = €sr0).

i=1
Com estas notagoes, (3.33) se transforma em

n—1

(3.34) 2/|| 1 /( ) F(x(y,s), Z(x(y,s), s) H(l — esk;)dH™ ds.
s <ﬁ d(y)=0

i=1
Pelo Lema 3.3, temos

Z(x(y,s),s)
0 / Va(z(, 9)VFaly, o), Dt

95 Jgs(atyos)

_ / . e (¢a<x<y,s>>¢F<x<y, 9.0) d

(y:9))

A /alely NVl o) 25, 5), >>§S (a(0.5). )
Z(z(y,5)8) 9
B /glmy o O <\/ ) 9.0)
+Va(x(y, )V F(x(y, s), Z(x(y, ), s))VaZ(2(y, 5), s)ev(y)
(3.35) + Valz(y, sV F(x(y,s), Z(x(y, s),5))0:Z(z(y, 5), 5).
Por (3.6), F(z(y,s), Z(x(y,s),s)) = V/a(z(y, s))y/F(a( (2(y, 5),8))0Z(x(y, ), s).

Logo, por (3.35), segue que

5 [76ws)s)
Plel o). 260,990 = 5 [ aloly ) Pl a) D

— ev/alely SNVl ). 20, 5).9)) o Za(y.5). )
Z(x(y,s),s)
(3.36) -/ O (Ve ) VFalys).0) dh

\(a(ys)  OS
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Denominado respectivamente de [y, I5, I3 as parcelas de (3.36), estimamos

n—1
2/ / F(Z(x(y,s),s) H(l — esky)dH" ds
|s|<z /d(y)=0

i=1

n—1
/ I H(l — esky)dH" ds
ﬁ d(y)=0 ;4

J.
n—1
2/ / L 11— esk)dH"ds
|s|<z /d(y)=0 H

i=1
(3.37) / I3 H(l — esk;)dH™ ds.
<z Jdy)=0 iy
Como +/a(z(y, s))\/F(x( (2(y,5),5)) & Z(x(y, s), s) é limitado segue que

(3.38) /|< / I, H (1 — esk;)dH™ ' = O(v/€) qdo € — 0

Por outro lado,

/ / I3 H (1 — esk;)dH" *ds
s|<

o Z(x(.5)5) g .
:/ /d H(l—mi)/g as<\/“ (v ) V/F(ely, 5).0) ) di " ds

ls|<—z Jd(y)=0 ;=4 1(z(y,9))
n-l Z(x(y,s),s)
— / / H(l - esm)/ ev(y)Va <\/a($ NV F (( ) dt dH™ 'ds
ls|<—z Jd(y)=0 ;=4 91(z(y,s))

1 Z(x(y,s),s)
/ eH(l - esm)/ " <\/ W F(x,t) > |x:x(y s)dt dH"ds
d g :

ﬁ (=0 ;54 1(z(y,s))
(3.39)
= O(Ve) qdo € — 0, pois |V, V aF‘Loo(QX(ianeQgl(m)’supxeﬂ g2())) < O0.

Assim, por (3.32), (3.33), (3.34), (3.37), (3.38) e (3.39) obtemos que

(3.40) Epe) =2 /|< / ) I ﬁ(l — est;)dH"'ds + O(v/e) qdo € — 0.
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E finalmente

n—1
/ / L H(l — esky)dH" ds
i< g Jawy=o

Z(2(y,s),s)
H — €SK;)— / Va(z(y, s))vV/F(z( t)dt dH" 'ds

g1(z(y,s))

oL

L [ oo
/ (()) Vala(y. )V (y,s)@dt)] .
o [)s 1 Aj;;uesm)

Jj= ‘=
7

(3.41)

Z((y,5)5)
/ Va(z(y, s))/F(x( dt] dH"'ds
g

1(2(y,9))

Denominando de I e I respectivamente as parcelas de (3.41), temos

(342) |]][| = O(\/E) qu e — 0,
pois
n-l n-l Z(x(y,s),s)
-\ H — €SK;) / Va(z(y,s)\V/F(z(y, s),t)dt
j=1 ; g1(x(y,s))
i#]

é limitado quando ¢ — 0. Por outro lado,

P n_l Z(x(y,5),5)
II:/ —/ H(l—esmi)/ Va(z(y, s)VF((x dH" 'ds
jsl<2 95 Jaw=o |\ 01 (@(0.9))

=1

n—1 Z(z(y,s),s) s:%
N / [[a- 6S”")/ Va(a(y,s))VF((x £)dt | dH"
d(y)=0 i=1 g1(z(y,s)) L
L
o Z(a(y,5) L)
) /( ) [ e ﬁﬁi)/( (v, 22) \/a(l’(y,1/\/E>)\/F($(y,1/\/5),t)dt] dH" !
d(y)=0 | j=1 g1(x y,%

e Z(z(y,—2=)—5=)
_ /d( - [ (1 + \/E/iz)/ f) Ve \/a(x(y,—1/\/E))\/F($(y,—1/\/g),t)dt] den—l
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Logo, por (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) temos

n—1 .T(y
elp) =2 [ - [ / Va(y, Vo Flaly. 1/\@,t>dt] !

1(z(y

n—1 Z(z(y
-2 f [ TI0+ vews) / ! Jatet 1y Flat,—1/ve) 04 ] aH!
d(y)=0 (z(y,— f)
(3.44)
+ O(ve€) qdo € — 0
Mas
(im0 [/ L "1 —er) =1
lime o [T (14 Ver) =1
(3.45) lim, L 2(y, %) _y
lime o Z(2(y, 7). 7z) = ¢2(y) (pela Proposigao 3.7)
| limeo Z(2(y. —72), —z) = 91(y) (pela Proposicio 3.7)

Agora por (3.44) e (3.45), juntamente com Lema 2.1, temos

lim &(p.) _/ [/ Wdt] dH" !

= /d (y)zoh(y)d%ﬂ"‘ = /6 : h(y)dH" ™ = /Q h(y)|Dxal = /Q h(Y) DX v=2}]
(3.46) = & (v).

Por outro lado, se A nao for C?—suave, mas A é de perimetro finito, as hipoteses
do Lema 2.26 estao satisfeitas para A acima e assim existe uma sequéncia de abertos
A; como na tese do Lema 2.26. Pelo item (ii) do mesmo, segue que dado m € N,
existe ji(m) tal que |XA — XA‘L1 < 5= para todo j > ji(m). Agora pelo item (iii) e
como ||h||ze(q) < 00, temos que dado m € N, existe jo(m) tal que |Ey(xa,) — Eo(xa)| <
s para todo j > jo(m). Seja j(m) = max{ji(m),ja(m)}. Pelo item (i), os calculos
aqui apresentados para obter (3.46) valem para cada Aj. Seja p.; — xa, em L'(Q)
aquela sequéncia procurada para cada A;. Assim, dado m € N existe € (m) tal que

|Pejtm) = XAy | < 5,7 Para € < 61( ). Pelo mesmo motivo, dado m € N existe e;(m) tal
que |Ec(pejim)) — 50(XA )| < 5 Dara todo € < ex(m). Seja e(m) = min{e;(m), ez(m)}.

Tome vy, = Pe(m),j(m)- Afirmanos que vy, —(>) X4 € {tn}men satisfaz (3.9). De fato,
|V — XA|L1(Q) = | Pe(m),j(m) — XA‘Ll(Q)
1
< ’ Pe(m),j(m) — XAj(m) L1(Q) + ‘XAJ'(W) — X4 LY(Q) < E7 ¢

|Ectm) (Vi) — Eo(xa)| = |Ectm) ( Pe(m).jimy) — Eo(xa)]
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1
EoXa;my) = Eolxa)| < .

(3.47) < [ Eetm) ( Petm) m) — 50(XAj<m>>‘ T

A cadeia de desigualdades (3.47) demonstra a afirmacdo acima e, portanto, segue a tese
do Teorema 3.1 para o caso em que A é limitado. Isto conclui a demonstracao do Teorema
3.1
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Capitulo 4

Uma desigualdade isoperimétrica

Como descrito no Capitulo 1, a argumentacao de que uma certa ug € BV (Q; {a, f})
é o minimo isolado de & para o caso 3-dimensional nao é possivel via generalizacao das
versoes 2-dimensionais encontrados em [5] e [12]. Esta impossibilidade nos levou a desen-
volver uma demonstragao que faz uso de uma versao (tipo) de desigualdade isoperimétrica
dada pelo Teorema 4.1 a seguir. A demonstracao deste tltimo é o principal objetivo deste
capitulo.

Lembramos que as aplicagoes de existéncia de minimos isolados dos funcionais
I'-limite nesta tese ocorrem na existéncia de solucoes estacionérias estéaveis do problema
parabolico (1.1) e também na existéncia de minimos para os funcionais com vinculo em
cilindros. Estes tltimos respondem de forma bem mais geral algumas problemas de mi-

nimizar funcionais em retangulos propostos por [12].

Teorema 4.1 Sejam r > 0, Q = M x (=6,8) com 6 > 0 dado, M C R? um conjunto
conezo, nao necessariamente aberto, mas Lipschitz, limitado, cuja fronteira é C' a menos
de uma quantidade finita de pontos se n =3 ou M C R um intervalo limitado se n = 2.
Entao existe p' > 0 tal que:

(4.1-i) dado AT C M x (%, ) com H"(A") < p e Perg(A*) < oo, entdo existe l € (2, §)
de tal modo que H™ (M x {I})NAT) < LPeryrws)(AT) e HM (M x {1})NAT) <
110

(4.1-ii) dado A~ C M x (=0, —32) com H"(A™) < p/ e Perq(A™) < oo, entdo existe
' € (=6, =2) de tal modo que H" '((M x {I'}) N A7) < LPeryy_si(A7) e
HH (M x {I'})NnA7) < AHHM).

A constante 7 > 0 bem como a ultima desigualdade de (4.1.i) e (4.1.ii) foram
inseridas por razoes técnicas que surgirao nas aplicagoes deste resultado. Nas aplicagoes,
M seré a hipersuperficie que separa os dois valores de uy € BV (Q; {«, 5}) onde uq sera

o candidato a minimo isolado do funcional Ey. A constante § > 0 serd tomado como
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em (2.4). Dada u € BV (Q; {«a,}), AT e A™ serdo tomados como sendo os conjuntos
onde u = « se ug = 3, e u = [ se ug = « respectivamente. p’ > 0 serd, a menos fator
multiplicativo, o raio da L!-vizinhanca de ug. Também por razoes técnicas nas aplicacoes,
este resultado é apresentado para os conjuntos M x (£, §) e M x (=4, —2).

O Teorema 4.1 serd obtido nas versoes n = 2 e n = 3. Para obtermos este
teorema em versoes n > 3 somente é preciso obter o Lema 4.3 também nas versoes n > 3,
pois nos demais resultados usados para obter o Teorema 4.1, apesar de apresentados nas
versoes n = 2, 3, valem também para n > 4 com as mesmas demonstracoes. Ao final da
demonstragao do Lema 4.3 comentaremos a barreira encontrada para esta generalizacao
na dimensao.

Apesar de que os resultados aqui apresentados serem validos para n = 2, eles
realmente se justificam para n = 3, pois para n = 2 a argumentacao de que tal uy é
minimo isolado do funcional & é feita pelo Teorema 2.3 de |5]. Contudo, adotamos a fazer
valer a mesma demonstracao para as duas dimensoes. Por outro lado, a demonstracao do

Teorema 4.1 na versao 2-dimensional também ficaria bem mais simples.

4.1 Resultados técnicos

Os resultados técnicos desta secao serao usados para demonstrar o Teorema 4.1.
O primeiro resultado, apesar de muito simples, nao foi encontramos referéncia

para O mesmo.

Lema 4.2 Sejam L C R" ! x R* ! um conjunto compacto e N C L finito de pontos;
f(LxL\{(P,P): PeN}— R" continua tal que liminf, ,\_.cpp) f(z,y) = cp > 0
para todo P € N. Entao existe ¢ > 0 tal que f > c.

Demonstracao: Pela defini¢ao de liminf, para cada P € N existe uma vizinhanca Up de
P tal que f(z,y) > % para todo (z,y) € (L x L)NUp. Por outro lado, (L x L)\ Upey Up
é compacto e portanto existe (zo,v0) € (L x L)\ Upg, Up tal que 0 < f(xo,y0) < f(z,y)
para todo (x,y) € (L x L)\ Upcy Up, onde a primeira desigualdade estd na hipotese do
lema. Assim, para concluir a tese deste lema, basta tomar ¢ = min{ f(zo, %), % : P € N}.
[ |

No enunciado do Teorema 4.1 aparecem desigualdades envolvendo a Definicao 2.4
de perimetro de conjuntos em abertos. Por outro lado (2.1) compara este perimetro com
a medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional da fronteira de medida teorética do conjunto
no aberto. O que queremos no proximo lema é comparar inferiormente o perimetro do
conjunto no aberto com seu perimetro em R™. Na pratica, esta comparacao seré feita
em uma dimensao a menos que no enunciado do Teorema 4.1 ou sejaem M C R" ! e a

demonstragao deste tultimo sera obtido via integracao em s nas seccoes paralelas de M
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dadas por M x {s}. Como comentado acima, o proximo lema sera restrito as dimensoes
2e 3.

Lema 4.3 Sejam M como no Teorema 4.1. Entao existe 0 > 0 tal que para todo conjunto
Caccioppoli E C M satisfazendo 0 < H"1(E) < SH"Y(M), verifica-se

Pery (E)

(4.1) 0<0< Per(E)

Na demonstracdo a seguir, abreviaremos componente conexa (ou componentes
conexas) por c.c..
Demonstracao: A fim de dar uma intuicdo geométrica da corrente prova,

ressaltamos que por (2.1), (4.1) significa

H"2(0.E\O. M)
< :
0<0< H2(0, )

Obtendo 6 > 0 satisfazendo (4.1) para qualquer cada de E, (4.1) valera também
para F. Assim é suficiente obter 6§ > 0 que satisfaca (4.1) para o caso em que E é conexo.
Se n = 2, entao H" ?(-) é simplesmente a medida de contagem e como neste caso temos
HY(O.E) = 2 e HO(O.E\O,M) > 1, portanto 6 = o= serve, concluindo desta forma a
demonstracao para n = 2.

No que segue nesta demonstracao, n = 3. Seja Ny, o conjunto dos pontos onde
0,M nao & C*. Tal conjunto pode ser vazio e, neste caso, se ignora o mesmo, mas por

hipotese ele é finito. Seja v : (0. M x O.M)\{(P',P"): P' € Ny} — R" dada por

min{H(C;(P,Q)) : Ci(P,Q) é c.c. de O,M\{P,Q}} se P +#Q,

V(P,Q)Z{ 0. P =0

Observamos que 0, M\{P, Q} tem exatamente duas c.c. quando P # ). Assim 7y esta bem
definida e é continua por defini¢do. E a partir de «y definimos o : (0, M x 0. M)\{(P', P’) :
P" € Ny} — RT dada por

P-Q)|
o(P,Q) =4 P@wra P#0Q,
’ %7 se P = Q?

Como consequéncia da definicao de conjunto de Lipschitz dada na Defini¢ao 2.11

4.2 lim inf o(P,Q) > 0 para todo P’ € Ny,.
(4.2) (P.Q)S(P.PY) (P, Q) p M

Mas 0,M é compacto e além disso, o é continua. Portanto, o esta nas hipoteses do Lema

4.2 e consequentemente existe m, > 0 tal que

(4.3) o>my > 0em (0,.M x O.M)\{(P',P'): P' € Ny}
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Com ¢; := ¢1(2) a constante isoperimétrica dada pelo Lema 2.14 e m, como em (4.3)

0 %< min {m m”ﬁH2<M)l/2 }

definimos

meV/2 H2(M)Y/?2 + 2¢,Per(M)

Assim 1 > 0 > 0 e afirmamos que 0 satisfaz (4.1) para todo ' C M nas hipoteses acima.
De fato, dado E C M nestas hipoteses, entao ocorre um dos trés casos a seguir:

(i): HY(0.E) NI, M) = 0. Neste caso, Pery(F) = Per(E) e consequentemente P;zxg) =
1>0.

(ii): 0 < HYO.E N d.M) < Per(M). Neste caso dizemos que P e @, com P # Q e
P,Q € 0,E N0, M sao pontos extremos de 0,F NI, M se 0.FE NI, M\{P,Q} esta contido
uma das duas c.c. de 9, M\{P, Q}.

(ii-a) Existe um par de pontos P e @), extremos de 0,E N 0. M tal que (0.F) N (0. M) esta
contido na menor c.c. de O, M\{P,Q}. Neste caso, usando o fato que |P — Q| < Pery(E)

e se a, b e ¢ sao nimeros estritamente positivos com a < b, entao - < ﬁ, temos:
Pery (E) Pery(E) S Pery(E)
Per(E) — Pery(E) +HY (0. ENO.M) ~ Pery(E) +~v(P,Q)
pP—
| @ o(P,Q)>m, >0,

“P-Q+(PQ)

Observemos que até agora ndo foi usado o fato que H*(E) < 3H*(M) e isto serd usado
nos argumentos a seguir.

(ii-b) Para todo par de pontos P e @, extremos de 0,ENO, M, (0,E)N (0. M) esté contido
na maior c.c. de 0, M\{P,Q}. Neste caso, cada c.c. de M\E se enquadra no caso ((ii);a)
e portanto %ﬂy\\;) > m,. Agora sim vamos usar a hipotese observada acima, obtendo
H2(M\FE) > H*(M). Assim usando a Desigualdade isoperimétrica dada pelo Lema 2.14

temos:

Pery(E) = Perpy (M\E) > m,Per(M\E) > 771(,13'{2@\4\)@)1/2 > mal%HZ(M)l/Q.
C1 &1

Portanto, neste caso,

Pery,(E) S Pery,(F) - oo \fHQ( )2
Per(E) ~Pery/(E) + Per(M) moc——’HQ( )1/2 4+ Per(M)

20\ )1/2
_ me V2 H (M) -

mev/2 H2(M)Y2 + 2c,Per(M) —

(iii): HY(0.E NO,M) = Per(M). Neste caso, cada c.c. de M\E se enquadra no caso (i)
e como m, < 1 o mesmo argumento feito em ((ii;b) se aplica aqui, concluindo assim a

demonstragao para n = 3. [ |
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Em busca de generalizar o Lema 4.3 para dimensoes n > 3, um caminho natural
seria fazer as mesmas generalizagoes para cada argumento na demonstracao. De fato isto
é possivel, com a ressalva de que cada par de pontos P, () usados acima termos uma
subvariedade (n — 3)-dimensional em 0,M compacta e sem bordo. Por exemplo, para
n = 4 terfamos curvas fechadas. O dominio da fun¢ao equivalente a ¢ na demonstragao
acima, seria o conjunto destas subvariedades (n — 3)-dimensionais em 0,M compactas e
sem bordo. E entdo que surge o problema: como obter um limitante inferior m, > 0 para
o, pois o argumento de compacidade usado na demonstracao acima nao funciona. Mas é
um caminho a ser estudado. Outro argumento seria usar o caso (n — 1)-dimensional para
obter o caso n-dimensional via integracio sobre as seccdes transversais. E verdade que
para cada seccao transversal, o Lema 4.3 se aplica e neste caso a secao transversal seria
M onde o resultado estaria provado para o caso (n — 1)-dimensional. Mas o problema é
que em cada se¢ao transversal M obtemos 6, > 0 sem a garantia que liminfy{0,,} > 0.

Poderia se questionar se o Lema 4.3 nao tem excesso de hipoteses em M, para
responder esta questao, vejamos os exemplos 4.4, 4.5 e 4.6.

A condicao do conjunto M ser de Lipschitz é necesséria, como ilustrado no Exem-
plo 4.4.

Exemplo 4.4 Seja M = {(z,y) € R*: (z+1)*+y* > 1; (x—1)°+y*> > 1 e 2*+(y—1)* <
1}, € facil de ver que M nao é Lipschitz em (0,0). Seja E,, = {(z,y) € R? : (x+1)*+y* >
L (-1 +y*>1e0<y<+}. Entao

Pery(B) = H({(r,y) € R (217 497 > 1 (2 =12 447> 1 ey = })( por (2.1)

(4.4) :2(1— 1—%>,

onde esta ultima igualdade é consequéncia da Proposicao 2.6 e das propriedades elemen-

tares de trigonometria. Pelos mesmos argumentos usados em (4.4) € facil verificar que

2
(4.5) Per(E,) > —.
n
Usando algumas propriedades elementares de limites reais em especial a Regra de L’Hospital,

concluimos que

(4.6) lim (v %) —0

Agora por (4.5)

Pery(E,)  Pery(Ey)

(47) Per(E,) 2
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Desta forma, por (4.7) e (4.6) temos que

Pery(Ey)

=0
n300 Per(E,)

provando que nao existe § > 0 satisfazendo (4.1). Portanto a hipdtese de o conjunto M

ser Lipschitz € de fato necessdria.

A hipotese de que H"(E) < H" (M) poderia ser substituida por H"(E) <
mH" (M) com 0 < m < 1 obtendo possivelmente valores diferentes para ¢, mas nao

poderia ser excluida. Veja o Exemplo 4.5.

Exemplo 4.5 Sejam M = {(z,y) e R? : [z| <y <1} e E, = {(z,y) e R? : |z] <y <

1 com % < |x|} De forma similar ao Exemplo 4.4, pode se ver que

Pery (Ey)

MR
o Per(E,)

provando que nao existe § > 0 satisfazendo (4.1), provando a necessidade da hipdtese

WU (E) < LHL (M),

Também é necessario que o conjunto M seja limitado, como mostra o Exemplo
4.6.

Exemplo 4.6 Sejam M ={(z,y) eR*: 1<z, 0<y< %} eE,={(z,y) eR*:n<
r, 0<y< z%} Notemos que para todo n € N

Pery (Ey)

SMAER) .
Per(E,)

A conexidade do conjunto M é uma hipotese meramente simplificadora, pois poderia se
fazer o mesmo raciocinio em cada componente conexa e tomar o menor dos 6 > 0, desde
é claro, que a quantidade de componentes fosse finita.

O proximo resultado é um exercicio simples de EDO, e sua aplicagao se dara

especificadamente no Lema 4.8.

Lema 4.7 Sejam r > 0, Q = M x (=6,0) como no Teorema 4.1, ¢; == c1(n — 1) a
constante isoperimétrica dada pelo Lema 2.14 e 6 > 0 dado pelo Lema 4.3. Entao existe

¢ € (3,0) e fungdo real continua; n: [%2,&] — [0, 00), satisfazendo

n(t) = L [Fn(s)rds
n(€) =0
n(3) < 7H"H(M)

do

n>0em [%,§).

(4.8)

NS
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Demonstragao: Notemos que 7(t) = <ﬁ>nl (& —t)" ! (n =2, 3) é solugao de
(4.8) onde € € (g, 9) deve ser tomado suficientemente proximo de % para que a condi¢ao
n(2) < AH" (M) seja satisfeita. [
O enunciado do Lema 4.7 foi restringido ao seu uso no Lema 4.8, mas, caso necessario,
as constantes c%» bem como %H"‘l(l\/[) poderiam ser substituidas por quaisquer outras
constantes positivas. O enunciado do Lema 4.7 foi restringido para n = 2, n = 3, mas
vale pelo mesmo argumento para todo n > 2 natural.

O Lema 4.8 juntamente com o Lema 4.3 nos dao respectivamente duas desigual-

dades essenciais para a demonstracao do Teorema 4.1.

Lema 4.8 Sejam r > 0, Q@ = M X (=6,6) como no Teorema 4.1, ¢; :== c1(n — 1) a
constante isoperimétrica dada pelo Lema 2.14 e 6 > 0 dado pelo Lema 4.3. Entao existe
p' > 0 tal que para toda fun¢io L-mensurdvel ¢ : [3,6] — (0,H""1(M)] satisfazendo
fgw(s)d?[l <y, existe | € (£,0)\ I, onde I = {t € [£,0] : (t) > 1H" (M)}, tal que

0 n-2
(4.9) P(l) < — W(s)»1 ds.

1T J o\ I

A funcao ¢ do enunciado Lema 4.8 em sua aplicacao na demonstracao do Teorema

4.1 aparece como (s) = H™ V(AT N (M x {s})). Desta forma 1 ndo é necessariamente
continua. Com esta fungao ¢ em (4.9), a constante ¢; bem como o expoente Z—:f aparecem
para usar a desigualdade isoperimétrica dada pelo Lema 2.14 na demonstracao do Teorema
4.1. Também em (4.9), # aparece para usar o Lema 4.3 na demonstragao do Teorema 4.1
e este também é um dos motivos que o conjunto I, introduzido no enunciado do Lema
4.8, se fez necessario, pois no Lema 4.3, para obter a condigao (4.1) foi usado o fato que
HY(E) < YH™H(M). Adiantando, p' > 0 apresentado no Teorema 4.1 serd tomado
como p a ser obtido no Lema 4.8. Basicamente a demonstracdo do Lema 4.8 se faz
comparando ¥ com 7 dada pelo Lema 4.7, observando que se ¢ = 7, para qualquer
L € (£,9) terfamos igualdade em (4.9). Mas como ¢ nio é necessariamente continua,
alguns cuidados adicionais se fizeram necessarios.

Demonstragao: Sejam 7 e £ como no Lema 4.7 e definimos

3 —
(4.10) p'=min{ [ n(t)dt, (0=

5/2 4

H (M)},

onde n = 2,3. Dada v e I assim como nas hipoteses deste Lema, definimos

O = {te [g,é] \I:3se E,t) \ 1 com L([0,s]\ I) = L([0,t]\ I)}
I=TU0, 9=°L(0,5\I)e(: 2, 0]\ I— [2,9] dada por

¢(t) = L0, 8\ ).
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Notemos que £(O) = 0 e que O foi introduzido para tornar ¢ injetiva. Segue que
¢ é uma funcao mensuravel e bijetora. Assim podemos definir uma funcao L-mensurével
g:[3,9] = (0,31 (M)) dada por

29
g=vo(!
que, com as hipdteses sobre 1), satisfaz
9 €
(4.11) / g(s)ds < / n(t)dt.
5/2 5/2

- —2
Afirmagao: 3, € (£,9) tal que g(ly) < - flo )n=1ds.
Inicialmente provemos que 9 > £; para isto, pela deﬁnigéo de 1} é suficiente provar
que L(I) < 6 —&. Argumentando por contradigao, temos:

p < Ul S)H" (M) (pela definicdo de p')

VAN
e

H”_l(M)ﬁ(I) (hipotese de contradicao)

<

—

Y(s)ds (da defini¢ao de 1)

5
< Y(s)ds (pois I C [g,(ﬂ )
5/2

¢ (da defini¢ao de p')
Segue que ¥ > £ e com isso podemos definir o conjunto
J
AY {s € [5,5) : g & aproximadamente continua em s and g(s) < n(s)} :

Note que g é aproximadamente continua q.t.p. em [3,&] (cf. [7], p.47). Também A #
0, pois do contrario, £ = §/2 e entdo pela definicio de A teremos g > 71 q.t.p. em
[6/2,€) e portanto f;;g > ffﬂg > ff/Q n, contradizendo (4.9). Portanto §/2 < £ e
consequentemente A # ().

Ha dois casos a serem analizados:

i) supA =¢.

Neste caso inf{g(s) : s € [£,£] : g aprox. continua em s} = 0. Por outro lado
como g% > 0 temos f; g%ds > 0 e isto implica na existéncia de Iy € [2,¢] tal que
g é aprox. continua em [y e

9 9
o)< 2 [ geritas < L [ gtas
3

ar ar Ji
i) sup A = € # €.
Neste caso como & < &, segue da definicio de A que fg g(t)% dt > fg n(t)z%f dt.
Também ¥ > £, g > 0 e g aproximadamente continua q.t.p. em [§/2,&) onde §/2 < € < &.
Com estes fatos é possivel tomar [y € (g,E] satisfazendo
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e g é aproximadamente continua em [o;
e g(lo) < nll);

£ n—2 n—2
o fzﬁ n(s)»=1ds < fzg(s)wlds;

Se g é continua podemos definir [, = 5 . Das quatro propriedades acima de [y e com o

Lema 4.7, temos

cr lo
0 5 n—2 9 g n—2
= — s)n=1ds + — s)n=1(s)ds
ar I ( ) cr £ n( ) ( )
0 [ a 0 (¢  a
< — g(s)?%ds + — g(s)rffds
car ¢ C1 £
6 [ n—
= — (S)T—?ds
cr E
0 [ a
<— [ g s)rf?ds,
cr lo
provando nossa afirmacao.
Agora para completar a demonstragao do lema, tomamos | = (~*(lp). [ |

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Finalmente com os Lemas 4.3 e 4.8 e ainda com a desigualdade isoperimétrica

dada pelo Lema 2.14 podemos demonstrar o Teorema 4.1.

Demonstragao do Teorema 4.1: Sejam r > 0, > 0, Q2 = M x (=4, ) como no
Teorema 4.1, p' > 0 como no Lema 4.8 ¢ AT como em (4.1-i). Se K"V (A*N(M x{s})) =
0 para algum s € (%,5), entdo tal s serve para | como em (4.1.i). Caso contrario, seja
¥ [2,6] = (0,H""1(M)] dada por ¢(s) = H""D(ATN(M x{s})). Como Perg(A+) < oo,
pela definicdo de perimetro, A" é L™-mensuravel e consequentemente pelo Teorema de

Fubini-Tonelli ¢ ¢ £ '-mensuravel. Portanto 1) é como no Lema 4.8. Definindo I como
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no enunciado do mesmo temos que existe [ € (g, (5) \I tal que

HOD(AF O (M x {I1) < — [ DAt 0 (M x {s1) " dH(s)
ar Jusn
<? HOD (9, (A" N (M x {s})))dH(s) (pelo Lema 2.14)
T J,e\
1

< ;/ Per(ax st (AT N (M x {s})))dH(s) (pelo Lema 4.3)
Lo\

< / Per(us o (A 1 (M x {s}))dH(s)
[1,]

< —HTD(0(AT 0 (M x [, 8)\O(M x [L,d]))

== 3|

(4.12) = ;PerMX(lﬂ(;)(Aﬂ (por (2.1)).
Como [ € (£,8)\I, (4.12) mostra as duas desigualdades de (4.1.i) do Teorema 4.1. J4
o caso (4.1.ii) é exatamente analogo ao caso (4.1.i), claro, adaptando os Lemas 4.3 e 4.8

para este caso. [ |



Capitulo 5

Existéncia de solucoes estacionarias

estaveils

O objetivo do presente capitulo é encontrar condicoes suficientes a existéncia de
solugdes estaciondarias estéveis do problema parabolico (1.1). Para isto, o foco central
deste capitulo serd a investigacao de condicoes suficientes para a existéncia de minimos

locais isolados para o funcional & como em (1.3). Ou seja,

(5.1)

o0 nos demais casos.

50(1;) — { fg h(:ﬂ) |DXv:/3! , Se v € BV(Q; {@75});

onde

B
h(z) := 2/ Va(x)F(z,s)ds.

Aqui € > 0 é um parametro positivo, @ C R™ (n > 2) um dominio limitado de
fronteira C®, v vetor normal interior em 9 e a € C*(Q) estritamente positiva. Além
disso f € C*(Q x R): & tal que existem § € C1(Q) e a, B3, satisfazendo

(fi) a < 0(z) < B, f(x,-) tem exatamente trés raizes com f(z,a) = f(z,0(x)) =
f(z,8)=0¢e dsf(x,a) <0, Oof (x,3) < 0 para todo = € Q.

(f2) ff f(x,£)dé = 0 (condigao de igualdade de area).

(f3) Existem constantes ci, ca, so € um nimero p > 2 tal que ¢;|s|P? < F(z,s) < ca|s|?

para todo s satisfazendo |s| > so, onde F(z,v) = —3 gvl(x) f(z,s)ds.

(fa) Va()F(--) € CL.

As hipoteses (f1), (f2), (f3) e (f1) s@o inspiradas em trabalhos como [19], [1], [3],
[5], [12] e [16].
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Comecaremos descrevendo as condi¢oes de suficiéncia para a existéncia de minimo
local isolado ug para o funcional &, acima mencionado. Seja S C €2 uma hipersuperficie
suave compacta sem fronteira com curvaturas principais em y € S denotadas por x;(y)
(t=1, ...,n—1), curvatura média por H(y) e o campo de vetores normal interior a S
por v(-).

Com estas notacoes definimos

A:SxR—=R
n—1

(5.2) Ay, s) = h(y + sv(y)) [ (1 = swi(y))

i=1
Suponha que para cada y € S fixado, A tem minimo local isolado em s = 0. Das
hipoteses sobre S, temos que S divide {2 em duas regides, que denominaremos €2, e
(15 respectivamente. Com estas descri¢oes, podemos enunciar o teorema principal deste

capitulo.

Teorema 5.1 Suponha que como na notacao e hipdteses acima, para todo y € S fizado,

Ay, s) tem minimo isolado em s = 0. Entao
vo(r) = axa, (7) + Bxa,(z), € Q
é um minimo L'-isolado e local de &y definido em (5.1).

Denotamos por H(y) a curvatura média de S em y. Uma condigao suficiente para

que o Teorema 5.1 seja valido é dada pelo Lema 5.2 a seguir.

Lema 5.2 Seja, para cada y = (y', ¢(y')) € S,

Ay(s) = h(y + sv(y)).

Entao para que o Teorema 5.1 seja valido € suficiente que

(5.3) 2(0) = (n = 1h(y)H(y)
5.4 N0) > hy) {2~ 1DPH2(0) — 3 | i) 3w

j=1
i

Sen=2,5=~(t), t €0, C|] uma curva parametrizada por comprimento de arco e neste
caso (5.3) e (5.4) podem ser simplificadas em

(5.5) Ay(0) = h(v(t)k(t), Vt €[0,C;
| NI(0) > 2h(y(8)R2(t), Vi € [0,C).
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Demonstragao: Se A tem minimo local isolado em s = 0, entdo A’(0) = 0 e

A”(0) > 0. Seja A\, (s) como neste lema. Assim, obtemos:

n—1
Ay s) = A (s) [T(1 = smi(y));
i=1
_ n—1 n—1
Ny, s) = X\, (s Hl—sm —r;i(y Hl—smj(y)) ;
=1 i=1 j=1
JFi
n—1 n—1 n—1
A"(y'ys) = Ny (s) [ [(1 = smily)) + 27, (s) —ri(y) [ 11 = sm(w)
i=1 i=1 g;zl
n—1 n—1 n—1
+0(9) Y9 —RiW) Y S =) T (1 = sr(w)
= T i

Lembrando que A, (0) = h(y), e 377 xi(y) = (n — 1)H(y), entdo da hipotese A’(0) = 0
resulta
(5.6) X,(0) = (n = Dh(y)H(y).

Agora usando (5.6) e os dois lembretes que antecedem a mesma, e a hipotese de que
A”(0) > 0, obtemos que

657) NI0) > hy) 4 2~ 1PH2(0) — 3 | i) 3 s
- i

Para n = 2, S = 7(t), t € [0, C] uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Neste caso (5.6) e (5.7) podem ser simplificadas em
Ay (0) = h(y(8)x(t), vt € [0,C7T;
Ap(0) > 2h(y(t))k*(t), Yt € [0,C).
[

As condigoes (5.5) sao exatamente a hipotese (H;) de [5]. Desta forma, o resultado

aqui apresentado é uma generalizacao na dimensao n = 2 para n = 2, 3. do Teorema 2.3

de [5].

5.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Como motivado na Introducao desta tese bem como no Capitulo 4, utilizaremos o

Teorema 4.1 para demonstrar o Teorema 5.1. Mas, antes disso, apresentaremos o Lema 5.3
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que serd utilizado para fazer a ligacao entre o Teorema 4.1 e a demonstracao do Teorema
5.1.

Lema 5.3 Seja S como descrita no Teorema 5.1, ou seja, S C  wma hipersuperficie
suave compacta sem fronteira. Entao S € de tal modo que seja possivel tomar uma quan-
tidade finita de conjuntos Sy; (k= 1,..., ko) tal que para cada Sy existem M; C R"! e
Uy : My, — Sy, um difeomorfismo (n — 1)-dimensional tal que:

(5.8-1) My, satisfaz as hipdteses como M no Teorema 4.1;

(5.58-i1) J(1x) € limitado inferiormente e superiormente por dois nimeros estritamente
positivos em My;

(5.5-ii1) e UZOZI Sk =S € uma unido disjunta.

Lembramos que as hipoteses de M no Teorema 4.1 sao que M C R? é um conjunto conexo,
nao necessariamente aberto, mas Lipschitz limitado cuja fronteira ¢ C! a menos de uma
quantidade finita de pontos se n = 3 ou M C R um intervalo limitado se n = 2. O
Lema 5.3 deve ser conhecido por especialistas da area. Como nao encontramos nenhuma
referéncia, optamos por elaborar uma demonstracao.

Demonstracao do Lema 5.3: A demonstracao sera separada em dois casos:
n=2en=23.

Se n = 2 e como S é uma variedade compacta unidimensional conexa e sem
fronteira, pelo Teorema do Apéndice de [14], S é difeomorfo a S'. Neste caso S é uma
curva compacta, e portanto o difeomorfismo entre S e S' tem seu jacobiano limitado
inferiormente e superiormente por um par de nimeros estritamente positivos. Desta
forma é suficiente mostrar o lema para o caso em que S = S'. Porém neste caso, a
tese do lema se traduz em afirmar que S!' pode ser particionado em uma quantidade
finita de Sy (k =1,...,ky) de modo que existam intervalos I C R e difeomorfismos )y,
entre I e Sy com J(¢;) sendo limitado inferiormente e superiormente por dois niimeros
estritamente positivos em ;. Por exemplo tomando S; = {(cos(s), sen(s)) : 0 < s < 7}
e Sy = {(cos(s),sen(s)) : m < s < 2w} com Yi(s) = (cos(s),sen(s)) nos respectivos
intervalos, temos mostrado o lema para o caso em que S = S! e portanto para o caso
geral quando n = 2.

Se n = 3 o Teorema 3.5 p. 204 de [11] nos diz que S nas hipoteses acima é uma
superficie de genus p para algum p > 0 inteiro. Pelo Teorema 1.6 p. 192 juntamente com
a defini¢do de genus dada no segundo paragrafo p. 191, ambos de [11| uma superficie
suave orientada, compacta e sem bordo de genus p > 0 é difeomorfa a uma esfera S?
com p alcas. Assim, S é difeomorfa & uma esfera unitaria bidimensional com p algas para
algum p > 0. Neste caso S é compacta, e portanto o difeomorfismo entre S e S? tem seus

jacobianos limitado inferiormente e superiormente por um par de ntmeros estritamente
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positivos. Desta forma é suficiente mostrar o lema para o caso em que S é uma esfera

2-dimensional com p alcas. Se p = 0, podemos por exemplo tomar

o S ={(r,y,2) € S?: 2> ‘/75}, M; = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}, com ¢ tal que
Ui (@Y, 2) = (2,9);

o So={(x,y,2) €5%: 2 < L2} My = {(a,y) € R?: 2® + y* < 1}, com 1)y tal que
Uy (2,y,2) = (2,9);

o S35 = {(cos(s),sen(s),z) € S? : 0 < s <, —‘/75 <z < ?}, Mz = {(s,z) € R?* :

0<s<m, —? <z < ‘/75}, com 3(s, z) = (cos(s), sen(s), z);
o Sy = {(cos(s),sen(s),z) € S? : m < s < 2m, —‘/75 <z< ‘/75}, My ={(s,2) € R*:
T <s<2m, —‘/75 <z< ‘/75}, com Yy(s, z) = (cos(s), sen(s), z).

Se p > 1 entao podemos separar as alcas da esfera, obtendo p alcas e uma esfera com
2p buracos. Pelo Teorema 1.6 p. 192 de [11], podemos supor que estes buracos nao
interceptam as fronteiras de Sy, (k = 1,...,4) obtidas no caso p = 0 e neste caso toma-se
Si como acima, excluindo-se os buracos que houver. Por fim, cada alca sera difeomorfa
a S' x I para algum intervalo I e neste caso se procede de maneira similar aos conjuntos
S3 e S, acima. [ |

Usando o Lema 5.3, demonstraremos o Teorema 5.1.

Demonstracao do Teorema 5.1: Seja S como no Teorema 5.1. Com abuso de
notagao, consideramos como difeomorfismo a restricao no dominio e imagem de difeomor-
fismos. Neste sentido, apresentaremos dois difeomorfismos, que serao fundamentais na
demonstracao deste teorema. O primeiro é uma restricao daquele que relaciona o sistema

de coordenadas principais e a vizinhanca tubular como no Lema 2.25, ou seja,

E:SX[5—>S(5

(y,8) = (y+sv(y)),

onde I5 = (—0,9), S5 = {x € R" : dist(x,S) < 6}, v(y) é o vetor normal a S em y € S.
Aqui § é tomado suficientemente pequeno para que J(Z) seja limitado inferiormente e
superiormente por dois nameros estritamente positivos. Como S é compacto, por (2.8),
existe 0 > 0 nestas condi¢oes. No restante da demonstracao, § > 0 serd sempre tomado
como aqui definido. Sejam Sk, (k= 1,...,ky) como no Lema 5.3 e Sy := {y + sv(y) :
y € Spes € I;}. Restringindo o dominio e o contradominio do difeomorfismo acima,

obtemos o seguinte difeomorfismo

=) :Sk x Is — Sk’(;

(y,8) = (y + sv(y)).
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Para definir o segundo difeomorfismo citado acima como um dos pilares desta
demonstracao, sejam ¢, e My, (k=1,..., ko) como no Lema 5.3. Comegamos definindo
Y : My x Is = Sy, x I por ¥(a',s) = (Y(2'),s), temos que 1 & um difeomorfismo
e J(¥)(2',s) = J(¥x)(2') para todo (2',5) € My x Is. Agora consideremos o segundo
difeomorfismo dado por Z; = = o . Portanto, pelo Lema 5.3 J(Z)) também é limitado
inferiormente e superiormente por dois nimeros estritamente positivos. Por outro lado

=i pode ser escrita como

{ Syt My, x Is — Sps
(2, 8) = (r(2') + sv(ih(2))).

Consequentemente, temos

J(Zk) é limitado inferiormente e superiormente por dois nimeros positivos;

My, = Z;, (S}, satisfaz as hipoteses de M no Teorema 4.1;

ko
(5.8) U Sk =S é uma unido disjunta.

k=1
Seja d como descrito acima. Podemos supor que S5 C  (pois do contrario, como  é
aberto, basta diminuir §). Assim, para toda v € L'(2) e tomando @ sua restrigao a Sj,
ou seja, u € L'(Ss), temos que ||@]|f1(s,) < ||ullp1 (). Portanto, é suficiente demonstrar o
Teorema 5.1 com 2 = S;.

Desta forma, o que queremos mostrar é que existe p > 0 tal que dada uma funcao
admissivel v € BV(Ss;{a, B} satisfazendo 0 < |[[v —vol|1(s,) < p, temos f55h|DU| >
f55h|Dv0\. Mas por (5.8) é suficiente mostrar que para todo k = (1,...,k) existe
pr > 0 tal que dada uma fun¢do admissivel v € BV(Sys;{a, f}) satisfazendo 0 <
[ = voll 15, 5) < Pr temos fSk,a h|Dv| > fSk,é h|Duwy| e neste caso se toma p = min{py, ..., pr, }-
Assim, no restante da demonstracao demonstraremos a existéncia de p, como aqui des-
crito. Para tanto usaremos a notacao acima desenvolvida. Comecaremos a avaliar o

funcional em vy. Sem perda de generalidade supomos que

0
(5.9) w(a,s) =4 & %S
B, ses>0

Usando a formula da co-area 2.13, e o fato que (Sis) N O {vo > £} = Sk, para € € (o, f),

calculamos fSk , " Dvo| como segue:

/ h|Dv0|:/ / hdH™ ! (x)d¢
Sk,s —00 J Sk 5N« {vo>E}

(5.10) = /j /Sk hdH" (z)de = (B — ) /Sk hdH™ "
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Para simplificar a notacao, denotaremos M := M, bem como § := go Zj e
§ := g o= para toda funcio ¢ com dominio igual a Sk.s- Em busca de definir p;, > 0 como

descrito acima, definimos Jj ,, como segue
Jim = {J(Zg) (2, 5) : (2/,5) € M x I5}.
(5.11)
Respectivamente das hipoteses em a e f do Problema 5.1 e por (5.8) temos que h, J(Zj)

sao limitados inferiormente e superiormente por dois niimeros estritamente positivos. Por-

tanto existe 7’ tal que 0 < 7' < 00 e sup, ¢y, h(y',0)J(Z) (¥, 0)

< r'infy gemxi MY 5)J (k) (Y, s). Tomemos r = 217, Por (5.8) M esta nas hipoteses
do Teorema 4.1 e portanto temos p’ > 0 como no mesmo. Definimos o raio da L'(Sys)
vizinhanga como sendo py, := min{Jy (8 — @)p', 3 Jem(8 — @)H"'(M)}. Tomemos uma
funcao admissivel v € BV (Sys; {a, B} satisfazendo 0 < |jv — UOHLl(Sk,(S) < pg. Devemos
mostrar que fSk,«s h|Dv| > fSM h|Duvy|, ou seja, por (5.10)

Sk

(5.12) /S h|Dv|>(5—a)/ hdH"™ .

Note que fixando s € (-4, d) o trago de 9(+, s) esta bem definido em cada se¢ao transversal
M? := M x {s}. Sejam

o Af :={xeMx(30):0(z)=0a}
o Ay :={xeMx(-6-2) :9(z) =B}

Deste que por (5.9) AF C {v# vy} e A, C {v # v}, pela definigao de py, temos:
TenlB = )02 pi> 0 = wolexs = [ o= vollac”
Sk,s

- / 15— Gl J(En)dL"
MXI(;

> / 5 — 0| (Er)dL”
Mx(g,é)

> D [ o= alac”
Mx(45)

:ﬁMW—aﬂT(%fﬁ)eMx<gﬁ)n@ﬂﬁza})

— Jim(B— @)L (AF) = (B — a)H" (AT) .

Portanto H"(A}) < p. De forma analoga H"(A,) < p'. Consequentemente A e A, sdo

como AT e A” em (4.1.i) e em (4.1.ii), respectivamente.
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Desta forma, pelo Teorema 4.1 e por (2.1) existem [ € (%,5) el € (—(5, ’7‘5) tal

que

—_

H' AT N (M x {1}) < —H"HO(AT N (M x [1,0])\OL(M x [1,0]));

H AL N (M x {1}) < 1 (M);

e~ = =3

—_

H* A, (M x {1}) < =HH0(A, N (M x [=0,I\0(M x [=4,1]));

— =

H A, N (M x {l'})) < Z—L’H”_l(M).
Fixados [ e I’ como acima, entao para simplificar a notacao definimos

M,={x"e M: (2,1)e AF}U{z' e M:(2,I') € A, },
S;; = Ek(Mv>

AL = 8 (AF (O (M x [, 6])\O.(M x [1,3]) e
AT = 0, (Ay N (M x [=8,U)\0(M x [=5,1])
obtendo
e L (g gl 4 gt 4l-0)
ML (M) < o (M HAR) 4 A (A)) e
(5.13) HH(M,) < %H"_l(M)-

Observemos que somente aqui, de forma sutil, foi usado o Teorema 4.1. Denotaremos
int(A) como sendo o interior do conjunto A

A desigualdade (5.12) sera obtida calculando as integrais correspondentes ao fun-
cional & em partes especiais dos conjuntos envolvidos. Denotando &;(y); (i = 1,...,n—1)

as curvaturas principais de S em y € S, temos:

(68— ) / hdH"
int(2((Sk\SP) x[1,1]))nd. {v=a}

= (8- a)/ hJ(Z)dH" ! ( mudanca de coordenadas por Z)
int((Se\SY)x [V, 1)Ndx{o=a}

n—1

== O[)/ h H (1 — ski(y)) dH™ ' ( Lema 2.25)
int((SK\SP)x [/ ]])Ndx {o=a}

i=1

=8 - a)/ Ay, s)dH" ! ( defini¢ao de A)
int((SK\SP)x[I/,]])Ndx {o=cr}

> (B —a) / A(y,0)dH" ! (A tem minimo isolado em s = 0)
Si\SY

(5.14)
= (8 — a)/ h(y)dH"~" ( definigao de A).
S \SP
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Por outro lado

(3-a) [ npare

k

=(8— a)/ h(y',0)J(Z) (%, 0)dH" " (mudanca de coordenadas por =)

< (B —a) sup h(y,0)J(Zx)(y,0)H" 1(M,) (definicio de supremo )

y'eM,
< (8= a) sup h(y',0)J(En)(y, O™ (M,) (M, € M)
y'e
<(B—a)' inf  h(y,s)J(E)(,s)H"H(M,) (por definicio de ')
(y',s)eM xIs
< (B—a) inf h(y',$)J(ER)(y', s)H" (M)

(y's)eMx((=6,1)U(l,6))
(pois M x ((—0,I") U (1,0)) C M x I5)

1 ,
25— inf W) T(=E) (1 (n=1) ( f[19) (n—1) A[—m]
58 —a) et (', 8)J(ER) (Y, s) |H" T (AYY) + RV (AT)

IN

(por 5.13)

1 8
< -(B-— a)/ h(y',8)J(Zk) (Y, s)dH™ " (por defini¢io de infimo )
2 Al g =00]

<(B-a) / Ry ) TEN, s)dH
AL AL

(cuja desigualdade é estrita se H" (ALY U A0 > )
(5.15)

hdH™ ! (por defini¢io de ALY U A,

3-a) [
int (2 (M x ((—8,")U(1,6))))Ndx{v=a}

Afirmacgao 1: Ao menos uma das desigualdades em (5.14) e (5.15) é estrita.

Para demonstrar a Afirmacao 1, é suficiente provar que se a desigualdade da
cadeia (5.14) for uma igualdade entao necessariamente a peniltima desigualdade de (5.15)
é estrita. Mas pela observacao feita na mesma, é suficiente mostrar que se a desigualdade

da cadeia (5.14) for uma igualdade entao necessariamente
(5.16) Hr L (AL A S .

De fato, se a desigualdade em (5.14) for uma igualdade e da hipotese que A(y,-) tem,
para todo y € S, minimo isolado em s = 0, temos que a menos de um conjunto de medida
H*! nula, int((Sp\SY) x [I,1]) N 9.{0 = a} = S;\Sy. Equivalentemente int((M\M,) x
1) No{v =a} = M\M,. Consequentemente a menos de um conjunto de medida #H"

nula, um e somente um dos seguintes casos devem ocorrer:

iz, s) = { B, se (z',s) € (M\M,) x (0,1
3 a, se (2/,s) € (M\M,) x (I',0)
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ou

B, se (a',s) e (M\M,)x (I',0).

Ocorrendo a segunda opgao, temos:

@(xljs):{&7 se (2',8) € (M\M,) x (0,1)

pr > ||v —vollc1(s, 5) = / [v — wo||[dL™ (definigdes de py e || - || z1(s, ;) Tespectivamente )
Sk,s

= / |0 — p|| J(ZEk)dL™ (mudanga de coordenadas por =)
M><15
> / |0 — Go|| J(Ex)dL" (pois (M\M,) x (I',l) € M x Ij)
(M\My)x (V1)
= / |0 — Go||J(Ex)dH" (pois L™ e H"coincidem )
(MA\My)x (V1)
> Jem(B — )H"((M\M,) x (I',1)) (pela definigao de Jy )
J 0 J 0
> _ n _ : __ = !/
> (= (000 x (<55 ) ) twois (<35 ) < (t20)
= Jem(B — @)SH"H(M\M,)
J
> Jem(8 = @) H" (M) (por (5.13))

(5.17)
> pr (pela definicao de py).

Mas (5.17) gera um absurdo e portanto a segunda opgao citada acima nao pode ocorrer,

restando s6 a primeira, da qual com (5.9) concluimos que

(5.18) 10 = ol L an\ay gy = 0.

Queremos mostrar que (5.18) implica em (5.16). De fato se por absurdo (5.16) nao ocorre,
entao de (5.13), H"'(M,) = 0. Esta tltima igualdade com a hipotese sobre a fung¢io
admissivel v € BV (Sys; {a, B}) satisfazendo |v —ug|z1((—s6)xar) > 0, (5.18) e da definicao
de A}, A7 concluimos que

(5.19) 0 < [0 = to| 2 (v (—sanopsy) = (B — @)H" (A7 U AL).

Ainda continuando a supor que a desigualdade (5.16) ndo ocorre, temos:

(5.20) H" 2(0.((AF U A7) N (M x {t})\0.(M x {t})) = 0 H'q.t.p. em (=5,I'| U[L,6).
Agora pelo Lema 4.3 e por (5.20) concluimos que

(5.21) H" 20, ((AF UA))N (M x {t})) =0 H'q.t.p. em (=5,1']U[L,6)

e ainda da desigualdade isoperimétrica dada pelo Lema 2.14 obtemos de (5.21),

H (AT U AN ({t} x M) =0 H'qt.p. em (=6,]U]L,0)
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e consequentemente H™(A} U A;) = 0 contradizendo (5.19) e provando (5.16) de onde
partimos por absurdo supondo que (5.16) nao seria valido. Agora, pela observagao feita no
inicio da demonstragao da Afirmacao 1, temos que ao menos uma desigualdade é estrita
nas cadeias (5.14) e (5.15), provando assim a afirmagao em questao.

Observando que pela definicao de M,

(2", 1) = vo(2', 1) = B e v, l') =vg(2', ') = B q.t.p. M\ M,.
Consequentemente pela definicao de S}

(5.22) o(z', 1) = d(2,1) = B e 0(a',1') = vo(2', 1) = B q.t.p. Si\ SP.

Por (5.22), a menos de excluir em Sy 5 conjuntos de medida ‘H™ nula temos:

0 se { < a,
(5.23) int(Sks) NO{v > &} = ¢ int(Sks) NO{v=0a} sea<&<p,
0 se f <¢&.

E claro que em (5.23) int (S}, 5) N 0.{v = a} poderia ser substituido por int(Sy 5) N d.{v =
(}. Finalmente de (5.15), (5.14) e a Afirmagao 1 (a qual é essencial aqui) obtemos

/h|Dv|:/ B Dy
Sk.,s int(Sys)

= / / hdH" *d¢ ( pela Proposicao 2.13)
—oo Jint(Sy, sNd«{v>£}

8
:/ / hdH" 'd¢ ( por (5.23))
a  Jint(Sg 5)N0«{v=a}
= (8—a) / hdH" ™
int(Sk,s)NOs{v=a}
=(f—a) / hdH" !
int(E((Sk) x [1,1]))Nd.{v=a}
+ (8 — a)/ hdH™ ™" (por definicdo de = e Z)
int (2, (M x ((=6,))U(1,8))))N{v=a}
> (6 — a)/ hdH™ !
int(2((SK\SY)x [/ 1]))Nds {v=a}

+ (B8 — a)/ hdH"™ !
int(2 (M x ((=8,1)U(L,6)))) {v=a}

(pois imt (S((S,\SF) x [, 1)) € mt(Z((S¥) x [, 1))
> (5= [ b

+ (8 — ) /U h(y)dH™ ! (por (5.14), (5.15) e a Afirmagdo 1)

k
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(5.24) = (8- a)/s h(y)dH" .

Por (5.12), (5.24) mostra o Teorema 5.1. |
Obtido um minimo local isolado ug de & como acima, consideremos o problema
1.1 dado por

Que _ 62diV(a(x)VUe) + f(a:,ue), (tv :L') ER* xQ

ot
(5.25) ue(0,2) = ¢(z), x € Q
Que = 0, (t,z) € RT x Q.

Aqui e >0, Q, v, a, a, f e f sdo como em (5.1). Consideremos a familia de funcionais
reais estendidos & : L'(Q) — R U oo, dado por

(5.26) E(v) = { Jo [eal=) IVol® + W (z,v)] dz, se v e HY(Q)

00,0 caso contrario.

Sendo ug um minimo local isolado de & como acima, entao pela definicao de &
em (5.1), ug € BV (Q;{a, 5}). Seja S = 0. {ug = f} NI {up = a}. Em outras palavras,
S & uma hipersuperficie onde uy muda rapidamente de um valor para outro, mantendo-se
"praticamente'constante "longe"de S. Quando isto acontece, dizemos que S é a interface
de ug. Conhecendo um minimo local isolado ug de &, entao pelos Teoremas 3.1 e 2.19,

existe ¢y > 0 e uma familia {v,}., tal que
e v ¢ um minimo L'(Q2)-local de &, e
o |lve — uol/L1() = 0 quando € — 0.

Em outras palavras, teremos uma familia de {v.} que desenvolvem camadas de transi¢ao
interna quando € — 0 com interface S. Como ja é conhecido, & dado em (5.26) é o
funcional de energia do problema parabdlico (1.1) também citado em (5.25).

Neste caso, como v, ¢ um minimo local do funcional de energia &, a segunda
variagao do funcional de energia em v, é nao-negativa. Assim, v, além de ser uma solucao
estacionaria, também é uma solucao estavel do problema parabédlico (1.1). De fato se
A1(ve) € o primeiro autovalor do problema parabolico (1.1) linearizado em torno v, e se
A1(ve) < 0, este resultado é bem conhecido. Se Ai(v.) = 0, o resultado continua valendo
pelo Teorema 6.2.1 de |10|. Resumidamente falando, neste caso 0 é um autovalor simples
(a suavidade de 2 é crucial aqui) segue que existe uma variedade unidimensional critica
local invariante W(v,) tangente a autofun¢do principal do autovalor 0 tal que se v, é
estavel em W (v,) entdo também é estével em H'(£2). Mas a estabilidade de v, em W (v,)
segue da existéncia de um funcional de Lyapunov e do fato de W (v,) ser unidimensional.

Reunindo as observacoes acima, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 5.4 Seja v. minimo local de E., como obtido acima. Entao v, € uma solu¢ao
estaciondria e estdvel do problema parabdlico (1.1).

Com a Proposicao 5.4 garantimos a existéncia de solugoes estacionaria do pro-

blema parabdlico (1.1).
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Capitulo 6

Problemas variacionails com e sem

vinculo em cilindros

Neste capitulo abordaremos duas familias de problemas variacionais de existéncia
de minimos de funcionais em L'(€). O conjunto  é um cilindro da forma Q := M x I,
onde § > 0 fixado e M C R"! como nas hipoteses do Teorema 4.1, ou seja, M C R?
um dominio de Lipschitz, limitado se n = 3 ou M C R um intervalo limitado se n = 2.
Estas duas familias de problemas serao uma sem e outra com vinculo. As expressoes
dos funcionais &, e consequentemente também do funcional I'-limite & serao iguais aos
funcionais correspondentes do Capitulo 5, s6 no caso de problemas com vinculo, o dominio

dos funcionais sera restrito a

{UELl(Q):/vd/f‘:m}

Q

onde m = an(g) (a+ B). A interface S serd tomada como sendo S := M x {0}, particio-

nando Q em Q~ e QF, onde

Q" ={(z,s) € M x (—0,0)}

QO ={(z,s) € M x (0,0)}.

Observa-se aqui que 0S5 C 0f), enquanto no problema variacional oriundo do problema
parabolico (1.1), 95 N 9dQ = (. Este problema variacional com vinculo em cilindro res-
ponde de forma bem mais geral algumas problemas de minimizar funcionais em retangulos

propostos por [12].
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6.1 Problemas variacionals sem vinculo em cilindros

O objetivo desta segao é obter condicoes que garantam a existéncia de minimos

para a familia de funcionais

E.(v) = { I, lea(@) [Vo|* + LF(z,v)] dz, se v e HY(Q)

00, NO caso contrario,

(6.1)

onde ¢, a e F' sao como no funcional 5.26, com a ressalva que g¢; = a, go = [ fixados e ()
um cilindro como descrito acima. Pelos mesmos argumentos usados no capitulo anterior,
ou seja, pelos teoremas 3.1 e 2.19, basta obter condigoes que garantam a existéncia de

minimos isolados do funcional I'-limite & dado por

50(7)) — { fg h(m) |DXv:/3! , Se v € BV(Q; {Oé>ﬁ});

oo nos demais casos,

(6.2)

onde

B
hz) =2 / Ja@) Pz, 5)ds.

Este é o conteiido do Teorema 6.1, a seguir. A demonstragao do mesmo se fara

usando a demonstracao do Teorema 5.1.

Teorema 6.1 Suponha que com a nota¢ao acima, para todo x' € S = M x {0} fizado,

h(z',s) tem minimo local isolado em s = 0. Entao
vo(x) = axq-(z) + fxa+(z), = €L
é um minimo L'-isolado e local de & em L*(Q).

Demonstracao: Notemos que usando a notagao da demonstracao do Teorema 5.1, o
mesmo foi essencialmente demonstrado para Sy := {y+sv(y) : y € Sk e s € Is}. Ou seja,
foi mostrado que existe p, > 0 tal que dada uma fungdo admissivel v € BV (Sys; {a, 5})
satisfazendo 0 < [[v — vl (g, ;) < pr temos fSk,é h|Dv| > fSk’5 h|Duwg|. Voltando ao

Teorema 6.1, a seguinte identificacao:

o M := My;
® P= Pk
e §:=5.

Consequentemente como S = M x {0},

OQ:MXI(;:SXI(;Z:Sk,é;
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e todos os difeomorfismos que aparecem na demonstracao do Teorema 5.1 aqui se

reduzem a funcoes identidades e portanto podem ser desconsiderados;

e as curvaturas principais de S sao nulas e o campo vetorial ¥ normal a S esta na

direcao da tultima coordenada.

Com as identificagoes acima, h deste teorema é exatamente a funcao A do Teorema 5.1.
E como S = M x {0}, h esta exatamente nas hipoteses de A do mesmo. Portanto pela
demonstragao daquele, temos que se v € BV (€2; {a, 8}) satisfazendo 0 < [[v — vo| 1) <
p entdao [, h|Dv| > [, h|Dvol|, concluindo assim esta demonstracao. [ |

Observemos aqui que em aplicagoes, o fato de €2 ter sido tomado como 2 =
M x I é simplesmente para continuarmos com a mesma notagao do texto, nao tendo
nenhuma importancia técnica e pelos mesmos argumentos o mesmo resultado valeria para
Q) = Iy x M. Claro que agora h seria da forma h(-,-) onde a primeira variavel estaria
em I5 e a segunda em M e a hipotese correspondente seria de h(-,z") atingir, para cada
2’ € M um minimo isolado em s = 0 na primeira variavel. Também em aplicacoes,
f(x,u) pode aparecer como f(z,u) := b(x)f(u) com b > 0 uma funcio de classe C'.
Pode ocorrer que uma das duas funcoes a ou b seja constante, entao, a menos de uma
constante, h é exatamente a raiz quadrada da outra, como por exemplo se a é constante
entdo h(r) = K+/b(z) para uma certa constante K.

6.2 Problemas variacionais com vinculo em cilindros

O objetivo desta secao é obter condi¢oes que garantam a existéncia de minimos

para a familia de funcionais dados por (6.1) com dominio

{UELl(Q):/vdE”:m}

Q

£ (Q) ~ .
com m = ( ( + (). Pelos mesmos argumentos usados na segdo acima, basta obter
condicOes que garantam a existéncia de minimos isolados do funcional I'-limite & como

em (6.2) mas com vinculo [, v dL" = m. Este é conteido do Teorema 6.2, a seguir.

Teorema 6.2 Suponha que como na notagao acima, para todo ' € S = M x {0} fizado,

h(z',s) tem minimo local nao necessariamente isolado em s = 0. Entao
(6.3) vo(x) = axa-(z) + Bxa+(z), € Q
é L'-isolado minimo local de & : {v € L'(Q) : [,v dL" =m} — RUoo dado por

Eo(v) = { fQ x) |Dxv=s|, sev e BV(;{a, B});

o0 nos demais casos,

onde h(x —2[6\/ F(z,s)ds e m = = (a + ).
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Notemos que m é tomado de forma que vo(z) = axa- () + Sxa+(z), candidata

a minimo isolado de &, satisfaca a condicao fQ vg dL™ = m. A correlacao entre m e a, 3,
£ ()
2
para s; # 0 e a interface de vy de s = 0 para s = s.

dada por m = (o + B) poderia ser alterada mudando o ponto de minimo de h(z’,-)

Observemos que neste teorema a hipotese que para todo 2’ € S = M x {0}
fixado, h(z’,s) tem minimo local ndo necessariamente isolado em s = 0 é mais fraca que
a hipotese correspondente no Teorema 6.1 onde tal minimo é necessariamente isolado. O

enfraquecimento desta hipotese aceita fungoes h constantes com

B
h(z) = 2/ Va(z)F(x,s)ds.

Ou seja, o Teorema 6.2 inclui os funcionais com a e F' espacialmente independentes, o
que nao era possivel nos funcionais tratados neste texto até aqui. Utilizando e seguindo a
demonstracao do Teorema 5.1 obteriamos um minimo para &, o qual seria nao necessaria-
mente isolado. Lembremos que no Teorema 2.19, o qual esté sendo usado especificamente
para garantir a existéncia de minimos para o Funcional 6.1, a condicao do minimo ser
isolado é essencial. Outra observagao é que na demonstracao do Teorema 5.1 nao usamos
o fato que va dL™ = m, e tendo minimo para & nao é imediato que este fato nos ga-
rante que tal minimo seja isolado. Desta forma faremos a demonstracao deste teorema
nao usando a demonstragao do Teorema 5.1, mas sim adaptando-a. Nesta demonstracao
também serd possivel sentir o grau de simplificacao gerado em relagao a demonstracao do
Teorema 5.1 quando os difeomorfismos envolvidos sao meramente funcoes identidades e
nao aparecem.

Demonstracao: Queremos mostrar que existe p > 0 tal que dada uma funcao
v e {ve L) : [qvdL" = m} satisfazendo 0 < |[v — vyl 11 gy < p, entdo [, h|Dv| >
Jo h|Dvg|. Pela definicao de &, é suficiente mostrar a afirmacao acima, substituindo
LY(Q) por BV(Q;{a,3}. Comecaremos a avaliar o funcional em vy. Usando a formula
da co-area 2.13, e o fato que QN 0. {vyg > £} = M para & € («, 3), calculamos [, h|Duy|

cOmo segue:
/h|DUO|:/ / hdH" ! (x)d¢
QO —o00 J QN {vo>E}

(6.4) _ /a ’ /M haH" (2)dE = (B — a) /M ham .

Das hipoteses em a e F' do Problema 6.1 temos que h é limitada inferiormente
e superiormente por dois nimeros estritamente positivos. Portanto existe r’ tal que
0 < 7' < o0 esupyeyh(y,0) < r'infy genrxi; My, s). Tomemos r = 2r'. Por hipé-
tese do Problema 6.1, M esta nas hipoteses do Teorema 4.1 e portanto temos p’ > 0 como
no mesmo. Definimos o raio da L'(2) vizinhanga como sendo p := (8 — a)p’. Deno-

taremos int(A) como sendo o interior do conjunto A. Tomemos uma fun¢ao admissivel
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v € BV(Q{a, B}) N {[qv dL" = m} satisfazendo 0 < [[v— vyl 1) < p. Devemos
mostrar que [, h|Dv| > [, h|Dvg|, ou seja, por (5.10)

/Qhum > (5—04)/Mhd%"1.

Porém, pelos mesmos argumentos usados em (5.10) e o fato que QN o {v > ¢} = 0, {v =
B}Nint(Q2) para { € (a, 8), temos que [, h|Dv| = (B—a) [ 1, gmimiqy MdH" ™. Portanto,

para mostrar a desigualdade acima, é suficiente mostrar que

(3—a) / W™ > (B — o) / haH,
O {v=B}Nint(Q2) M

Como por hipotese (f —«) > 0, e pelos argumentos acima, para demonstrar este teorema

é suficiente mostrar

(6.5) / hdH" ™! > / hdH" .
O« {v=B}Nint(Q) M

Note que fixando s € (=0, ) o trago de v(-, s) esta bem definido em cada sec¢ao transversal
M?® = M x {s}. Sejam

o Ajdéf{xEMx (2,0) :v(z) =}
o Ay © {re M x (—6,-8):v(z) =5}

Desde que por (6.3) A C {v # v} e pela defini¢ao de p, temos

(B-a)d = p> v —vollere = / v — voldL"
Q

= / |v — vo|)d L™
MxIg

> / v — wo||dL"
x(45)

e ({1t (55) i o)

= (B—a)L" (A) = (B —a)H" (A]).

Portanto H"(A;") < p/. Também por (6.3), A, C {v # vy} e portanto de forma anéloga
H™(A;) < p'. Consequentemente At e A sdo como AT e A~ em (4.1.i) e em (4.1.ii),
respectivamente.

Desta forma, pelo Teorema 4.1 e por (2.1) existem [ € (%,5) el € (—(5, ’7‘5) tal
que

H AT N (M x {1}) < %H"_l(f?*(AI N (M (1 )N\O(M [, 0]));

H (A, N (M x {I'}) < %H“(@*(Av N (M x [=6,'T\O-(M x [=6,1])).
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Fixados [ e I’ como acima, entao para simplificar a notacao definimos
M,={z'eM: (2 )e Al }u{z' e M: («I')e A},
AL 9,(AF V(M x (L)L (M x [1,]) e
AT = 9 (AT N (M x [=6,IT)\0u (M x [—8,17)
obtendo
1 /
(6.6) WM, < o (M AR 4 A
Observemos que somente para obter a desigualdade em (6.6) o Teorema 4.1 foi usado de
forma sutil.
A desigualdade (6.5) sera obtida calculando as integrais correspondentes ao fun-
cional & em partes especiais dos conjuntos envolvidos. Desta forma, temos

/ hdH"
int ((M\ M) x[I",l])Nd«{v=a}

> / h(y',0)dH"* (h tem minimo em s = 0)
M\M,

(6.7) = /M\M h(y)dH"* ( tomando y := (¢/,0)).

Por outro lado

| b
:/ h(y',0))dH™ " ( tomando (3/,0) := y)

v

< sup h(y',0))H" *(M,) (definicio de supremo )
y' €My

< sup h(y',0))H" " (M,) (M, C M)

y'eM
<7 inf  Rh(y,s)H"'(M,) (por defini¢io de r’)
(y/,S)eMng
<7 inf h(y', s)H" 1 (M,)

(ylys)EMX((—(S,l/)U(l’é))
(pois M x ((=8,1) U (1,8)) € M x Iy)
1 ’
_ h / (n—1) A[l,5] (n—1) A[_67l] :|
2 (y',S)EM><1(I(1_57[/)U(l75)) (y 73) H ( o )_|_H ( L )
(por 6.6)

1
< —
-2

1

2 /int((Mx((6,1/)u(l,6))))08*{v:a}
hdH™ 1 .

/ h(y', s)dH™ ' (por definicio de infimo )
A8 4l=80]

hdH"™ " (por definigio de AL U AL-OT)

<
int (M x ((—8,I)U(1,6))))Ndx{v=a}



6.2. Problemas variacionais com vinculo em cilindros 81

Para obter (6.5), a desigualdade (6.7) sera analisada em trés casos como descritos
a seguir:
(6.7.1) A desigualdade (6.7) ¢é estrita,;
(6.7.ii) A desigualdade (6.7) é uma igualdade, neste caso, necessariamente 0.{v = 8} N
(int(M\M,) x (I, 1)) e M\ M, estao em secoes transversais paralelas. Neste caso ha dois
casos a serem analisados:
(6.7.ii-a) H"1(M,) > 0;
(6.7.ii-b) H"~1(M,) = 0 e neste caso como 0, {v = B}N(int(M\M,) x (I',1)) e M\ M, estdo
em sec¢Oes transversais paralelas, ||v —vg||r1) > 0 e [, v dr = m temos necessariamente
H'({v # vo} N (M x ((=6,I')U(I,6)))) > 0. Portanto pela definigao de M, H" (0. {v =
BN (M x ((=d,I')U(1,9)))) > 0. Aqui entrou de forma bem discreta a hipotese que
Jo v de = m. Afirmamos que nos trés casos, obtemos (6.5). De fato, para o caso (6.7.i)

entao por (6.7) e (6.8) temos

/ hdH™ 1
B {v=BYNint(Q)

hdH"™ !

/B*{vzﬁ}ﬂz‘nt(Mx((l’,l)u((—é,l’)u(l,&)))

> hdH" !

/6*{v_,6}ﬁint((M\Mv) x(U' 1))

+ / hdH" ™t
A« {v=B}nint(M x ((—58,1")U(1,5)))

> / hdH" ! + / hdH" !
M\M, M,
(6.9) = / hdH™ ",
M

mostrando (6.5) para o caso em que a desigualdade em (6.7) é uma desigualdade estrita.

No caso (6.7.ii-a), por (6.8) temos

h(y)dH"*

M,

hdH™*

I
N — <

At((Mx<<—6,mu<z,6>>>>m{v=a}

(6.10) hdH™ 1.

A

/mt«Mx((—az')u(z,a))))m{v:a}
e assim por (6.7) e (6.10) obtemos:
hdH"™ !
0 {v=p}Nint()

= hdH"™ !
B, {v=B}Nint(M x ((I', ))U((=8,1")U(L,8)))
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> / hdH™ !
Bx{v=B}Nint((M\M,)x (I',1))

+ / hdH"™*
A {v=BYNint(M x ((—8,1")U(1,5)))

> hdH"™ 1

/{v =A}Nint ((M\M,)x (I,1))
hdH"!

"3 /8*{1) BYint(Mx ((=8,1)U(1,5)))

> / hdH"™ ' + / hdH"*
M\ M, v
(6.11) :/ hdH™ .
M

Mas (6.11) mostra (6.5) para o caso em que a desigualdade em (6.7) é uma igualdade e
H"1(M,) > 0. E para o caso (6.7.ii-b), como H" (9, {vB}N (int(M) x ((—1,1")U(l,1))) >

0, temos:

/ hdH" ! = / hdH™ !
By {v=B}Nint(Q) By {v=B}N(int (M) x ((=6,I")U(1,6)))

+ / hdH"™*
B {v=B}N(int(M)x (I ,1))

> / hdH"™ !
D {v=B}N(int(M) x (I',1))
(6.12) = / hdH" !,
M
mostrando assim (6.5) para o caso em que a desigualdade em (6.7) for uma igualdade e
Hr— 1( ) =0.

Juntas (6.12), (6.11) e (6.9) mostram (6.5) e pela observagao feita quando pro-

pomos (6.5), temos concluido esta demonstracao. [ |
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