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Resumo

Esta tese foi desenvolvida em duas partes. Inicialmente, consideramos um par de
aplicacoes que preserva fibra, fi, fo : M — M, em um fibrado com base S! e fibra
garrafa de Klein. Utilizando-se de um sistema algébrico de equacoes, descobrimos em
que situagoes o conjunto minimal de coincidéncias sobre S* do par (fi, f2) é vazio. Na
segunda parte, motivado por esse problema, consideramos uma aplicagao que preserva
fibra, f : M — M, em um fibrado com base S! e fibra toro. Usando a teoria algébrica
de ponto fixo a 1-pardmetro estudamos o conjunto minimal dos pontos fixos sobre S1
da aplicacao f. Em alguns fibrados foi possivel obter uma classificacao completa desses

conjuntos.

Palavras-chave: coincidéncia, fibrado, aplicacao que preserva fibra, teoria do ponto

fixo a 1-parametro.
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Abstract

This thesis was developed in two parts. Firstly, we consider a pair of fiber-preserving
maps fi, fo : M — M in a fiber bundle with base S! and fiber Klein bottle. Using an
algebraic system of equations we found in what situations the minimal coincidence set
over St of the pair (fi, f2) is empty. In the second part, motivated by this problem, we
consider a fiber-preserving map f : M — M in a fiber bundle with base S and fiber
torus. Using the one-parameter fixed point theory we studied the minimal fixed point

set over ST of the map f. In some fiber bundle we classified completely this sets.

Keywords: coincidence, fiber bundle, fiber-preserving map, one-parameter fixed point

theory.
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Introducao

A teoria de coincidéncia de Nielsen tem sido estendida para espagos fibrados em duas
diregbes. A primeira, é considerar fibrados M; AN By, M, 2 Bye aplicagoes f1, fo :
M, — M; que preservam fibra, isto é, se x, 2" € M; com p;(z) = pi(z') entdo devemos
ter po(fi(z)) = pa(fi(z)), i = 1,2. Note que cada aplicacdo, f; : M; — M, induz uma
tnica aplicacdo, f; : By — B, satisfazendo; py o f; = f; o p1, para cada i = 1, 2.

Com a notagao acima estuda-se o conjunto minimal de coincidéncias dentre todos
os pares de aplicagoes homotdpicos ao par (fi, f2) por homotopias que preservam fibra.
Mais precisamente estuda-se o nimero minimo; MCp, g, [f1, fo] = min{#coin(fy, f,)|
fi ~ fi, fa ~ fo}, onde coin(fy, f,) = {x € My|f,(x) = fo(x)} e o simbolo “~” significa
uma homotopia que preserva fibra em cada nivel.

A outra direcao é considerar na situacao acima, By = By = B e estudar o niimero
minimo MCg[f1, fa], sob a hipétese de que as aplicacoes f; : B — B, induzidas pelas
aplicagoes f; : M, — M, para cada ¢ = 1,2, é a identidade. Neste caso, dizer que cada
uma das aplicagoes, f; : My — M, preserva fibra é equivalente a escrever a seguinte
relacao: po o f; = p1, © = 1,2. Para um estudo da teoria de coincidéncia usando a
primeira diregdo veja, por exemplo, [35]. Agora, usando a segunda dire¢ao veja [25] e
[32]. Neste trabalho consideramos a segunda diregao.

Se tomarmos M; = My = M, fs = Id e consideramos apenas homotopias que
preservam fibra da aplicacao f; : M — M entao recaimos no estudo do niimero minimo
MFg[fi] = min{#Fiz(f)|f ~ fi}. O conjunto dos pontos fixos de uma aplicagao
fibrada tem sido estudado por varios autores. Por exemplo, considerando a primeira

direc@o veja [4], [5] e [7]. Agora, para um estudo considerando a segunda diregao veja



[11], [19], [26], [27] e [28].

Quando o par, fi, fo : My — M,, pode ser deformado, por uma homotopia que
preserva fibra, a um par de aplicagoes ( fll, fgl) livre de coincidéncias entao obtemos;
MCB|f1, f2] = 0. Tomando, M; = M,, fibrado com base S' e fibra garrafa de Klein
entdo esse Ultimo problema foi estudado em [42]. Dada uma aplicacao f: M — M em
um fibrado com base e fibra sendo variedades fechadas entao o problema de descobrir
se o nimero M Fp[f] é zero tem sido considerado por vérios autores dentres eles veja
[11], [19], [26] e [27].

Consideremos um par de aplicagoes (fi, f2) : M — M X M, onde M é um
fibrado sobre o circulo S! e a fibra é uma superficie fechada S. Esses fibrados sao
obtidos do espago S x [0, 1] identificando os pontos (x,0) com (¢(x),1), onde ¢ é um
homeomorfismo da superficie S.

Esta tese esta organizada em 6 capitulos e um apéndice. Inicialmente, consideramos
um fibrado, M = M(¢) = W, com base S! e fibra S = K, garrafa de Klein
e investigamos quando um par de aplicagdes (fi, f2) : M (o) — M (@) xs1 M(¢p), que
preserva fibra sobre S!, pode ser deformado, por uma homotopia que preserva fibra,
a um par de aplicagoes ( fll, fg/) livre de coincidéncias. Em seguida, consideramos um
fibrado, M, com base S' e fibra S = T, Toro e estudamos o conjunto minimal dos
pontos fixos de uma aplicacao que preserva fibra, f : M — M.

No primeiro capitulo, apresentamos uma equivaléncia da nossa primeira questao,
relacionando-a a existéncia de uma seccao. Isso é dado pelo teorema 1.3.1. Mostramos
que encontrar essa sec¢ao ¢ equivalente a encontrar um levantamento em um diagrama
algébrico, proposigao 1.3.4. Também apresentamos o nimero de Nielsen de um par de
aplicagoes na garrafa de Klein.

No segundo capitulo, classificamos todos os K-fibrados sobre S!, proposicao 2.1.2, e
apresentamos as classes de homotopia dos pares (fi, f2), sobre S, com N ( f1) 40 o K) =
0, teorema 2.1.1.

No terceiro capitulo, apresentamos uma condicao necessaria e suficiente para a

existéncia do levantamento do diagrama 1.4. Essa condicao esté relacionada a existéncia



de solucao de um sistema de equagoes, que envolvem as presentacgoes dos grupos dados
no apendice.

No quarto capitulo, obtivemos resultados no seguinte contexto: dado um par de
aplicacoes fi, fo : M(¢) — M (¢) entao, como veremos na proposi¢ao 2.1.4, os homo-

morfismos fi, : w1 (M (p)) — 71 (M(9)), para cada i = 1,2, sdo dados por;

o —
Jig :  Br— afiph

co — a1 3% ¢

onde «a, 5 e ¢y sao geradores do grupo, m(M(¢)), dados pela proposigao 2.1.2. Se
t1,ty sao impares entao apresentamos uma classificacao completa, no teorema 4.1.1, de
quando podemos deformar o par (fi, f2), por uma homotopia que preserva fibra, a um
par livre de coincidéncias. Esses resultados foram publicados em [42].

O problema acima nos levou a seguinte questao: se nao é possivel deformar o par
(f1, f2) a um par livre de coincidéncias, por uma homotopia que preserva fibra, entao
quem ¢ o numero minimo MCs:i[fy, fo]?7 Em [25] e [32] esse numero foi estudado
usando técnicas de bordismo normal. Aqui, o interesse estd em descobrir esse ntimero
diretamente em termos do homomorfismo (fi, f2),,. Em geral o nimero MCs:[f1, fo
¢ infinito, assim o interesse estd em descobrir o nimero de componentes por caminhos
do conjunto minimal de coincidéncias do par (f1, f2).

Estudamos, nos capitulos 5 e 6 desta tese, o conjunto minimal dos pontos fixos de
uma aplicacao que preserva fibra f : M — M, onde M é um fibrado com base S' e
fibra S = T, Toro. Para mais detalhes desses fibrados veja [26].

Estudar o conjunto minimal de pontos fixos de aplicacoes em fibrados com base S*
e fibra Toro, nos levou ao estudo do conjunto minimal de pontos fixos de homotopias
do Toro. Nesse contexto usamos o trago a l-parametro algébrico desenvolvido por
Ross Geoghegan e Andrew Nicas em [16]. O conjunto dos pontos fixos de homotopias
também tem sido estudado por outros autores dentre eles veja [9], [21], [22], [38] e [39].

No quinto capitulo, apresentamos alguns preliminares algébricos necesséarios para o



estudo do traco a 1-parametro. Em particular, apresentamos a homologia de um grupo
G, com coeficiente em um ZG-médulo e a homologia de Hochschild.

No sexto capitulo, usamos a homologia de Hochschild e o trago a 1-parametro para
estudar o conjunto minimal dos pontos fixos de uma aplicacao f : M — M. Em alguns
fibrados classificamos esses conjuntos completamente. Esses resultados se encontram
no teorema 6.6.1

No apéndice, colocamos o calculo do grupo fundamental dos espagos M (¢), M (¢) X g1
M(p) e M(¢) xs1 M(p) — A, onde A é a diagonal em M(¢) X1 M(¢), pullback de
p: M(p) — S' por p: M(¢) — S*. Esses célculos também se encontram em [27].



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar uma descricao detalhada do nosso problema
inicial, e mostrar que resolve-lo é equivalente a encontrar um levantamento em um dia-
grama algébrico, proposicao 1.3.4. Comecaremos, descrevendo um pouco sobre nogoes

da teoria de coincidéncia.

1.1 Teoria de Coincidéncia

Sejam f,g: X — Y aplicagoes entre CW complexos finitos. Denotemos por Coin(f, g)
o conjunto {x € X|f(z) = g(z)}. Suponha que z; e x5 pertengam a Coin(f, g). Dizemos
que 1 e x9 sao Nielsen equivalentes com respeito a f e g se existe um caminho
0:10,1] — X tal que 0(0) = x1, 0(1) = 25 e f oo é homotdpica a g o o relativamente
aos pontos finais.

Temos que a relagao definida acima é uma relagao de equivaléncia. Assim, podemos
particionar o conjunto Coin(f,g) em classes de equivaléncia dessa rela¢do, chamadas
de classes de coincidéncias.

A partir da relacao acima define-se o indice de uma classe de coincidéncia. Nao
entraremos nos detalhes dessa definicao devido sua dificuldade. Uma classe de coin-
cidéncia é dita essencial se seu indice é diferente de zero. O ntimero Nielsen coincidéncia,

N(f,qg), de f e g é definido como sendo o nimero de classes de coincidéncias essenciais.



1.2 Extensao de Grupo 6

Temos que N(f,g) é um invariante homotdpico, finito e é um limitante inferior para o
conjunto Coin(f',g") das aplicacdes f, g homotépicas a f e g respectivamente. Para
uma melhor descrigdo do assunto, por exemplo, veja [20] e [10]. Neste trabalho usamos
alguns resultados da teoria de coincidéncia demonstrados em [10].

Uma das generalizagoes da teoria de coincidéncia, é considerar coincidéncias de
aplicacoes, f,g : M — M, que preservam fibra, isto é, po f = p, pog = p, em um
fibrado F — M % B. Neste caso consideramos homotopias sobre B. Note que quando
B = {pt}, recaimos no caso considerado acima. Esse problema tem sido considerado
por muitos autores. Para a definicao de classes de coincidéncias e numero de Nielsen
sobre B, por exemplo, veja [25].

A seguir, descreveremos um resultado sobre extensao de grupo que usaremos ao

longo deste trabalho.

1.2 Extensao de Grupo
Sejam A e G grupos com presentagoes dadas por; A =< Y|S > e G =< X|R > . Seja
1—wA-SG-56—1

uma extensao fixada de G por A.
Sejam Y = {§ = I(y)|y € Y} ¢ S = {5]s € S} 0 conjunto das palavras em Y obtida
de S trocando y por y quando ele aparecer. Para cada x € X escolhemos T pertencente
a G tal que v(Z) = x. Tomemos X = {#|z € X} onde # foi escolhido anteriormente.
Consideremos também para cada r € R a palavra 7 em X obtida de r trocando z por
Z. Agora v anula cada 7, pois por hipétese temos v(Z) = x. Portanto, para cada r € R
temos que 7 € Ker(v) = Im(l). Como I'm(l) é gerado pelo conjunto Y entdo, cada 7
pode ser escrito como uma palavra, digamos v,., em 3. Coloquemos R= {rvr € R}.
Como Im(l) é um subgrupo normal de G, entdo cada conjugado 57!, onde & € X
1

e § €Y, pertence a Im(l). Portanto, gz~
T ={zgz"'wl|lz € X,y e Y}.

¢ uma palavra w,, em gy. Coloquemos



1.3 O problema geral. 7

Teorema 1.2.1. Com a nota¢do acima temos que o grupo G possui a Sequinte pre-

sentagio: G =< X,Y|R,5,T > .

A demonstracao do teorema acima se encontra no capitulo 13 de [31].

1.3 O problema geral.

Seja (F, M, S' p) um fibrado onde, M, F sdo variedades fechadas, e sejam f,g: M —
M aplicacoes que preservam fibra sobre S!, isto é, po f = p, pog = p. Queremos saber:
quando o par (f,g) pode ser deformado sobre S* a um par de aplicacoes (f,g') livre
de coincidéncia, por uma homotopia que preserva fibra ?

Nesta secao daremos uma formulacao desse problema através de um diagrama
geométrico e depois através de um diagrama algébrico. Trabalharemos com a for-
mulagao algébrica do problema. Comecaremos definindo alguns espagos que foram
utilizados neste trabalho.

Seja M xg1 M — M o pullback de p : M — S por p : M — S'. Esse espaco é
dado por M xg1 M = {(z,y) € M x M|p(x) = p(y)}. De [46], temos que a inclusido
MxgM—NA— Mxg M, onde A é a diagonal em M x g1 M, pode ser trocada por uma
fibragao q : Es1(M) — M X1 M, cuja fibra sobre um ponto by denotaremos por F, tal
que T, (Egi(M)) ~ m,(M xg1 M — A). Aqui temos Egi (M) = {(x,w) € B x Alli(z) =
w(0)}, onde A= M xg1 M, B=M xg1 M — A e q é dada por ¢(z,w) = w(1).

A seguinte proposicao relaciona o nosso problema com um diagrama geométrico.

Proposigao 1.3.1. Com a notagdo acima temos que o par de aplicagoes (f,g) : M —
M xg1 M pode ser deformado a um par de aplicagoes (f’,g') livre de coincidéncia,
por uma homotopia que preserva fibra sobre S' se, e somente se, existir uma aplicagdo

h: M — M xg M — A que torna o diagrama abaizo homotdpico comutativo.



1.3 O problema geral. 8

MXSlM—A (11)

o7
_ ,
_ 3
-

-

M G M xg1 M

Demonstra¢ao. (=) Suponha que exista uma homotopia H = (F,G) : M x I —
M xg1 M tal que; p o Hi(z) = p(xz) Yo € M, Vt € I, com Ho(xz) = (f(x),g(x)) e
Hi(x) = (f'(x),¢ (x)), onde f'(x) # ¢ (x) V& € M. Defina h : M — M xg M por
h(z) = (f (x),9 (x)). Como po f'(z) = p(x), po g (x) = p(z) e f'(z) # ¢ (x), Yo € M,
entao h(zx) pertence a M xg1 M — A.

(<) Suponha que exista h: M — M xg1 M — A, com h(z) = (a(z), f(x)) e uma
homotopia H : M x [ — M xg M que torna o diagrama acima comutativo. Temos;
a(z) # p(x), Yx € M. Supondo Hy = (f,g) e Hy = (i o a,i o 3) entdo obtemos o
resultado, j& que i o ax) #io f(x), Vo € M. O

Podemos trocar o diagrama acima por outro que também é uma equivaléncia do

nosso problema:

Teorema 1.3.1. Um par de aplicacoes (f,g) : M — M xg M, sobre S*, pode ser
deformado a wm par de aplicacies (f,g') livre de coincidéncia, por uma homotopia

que preserva fibra sobre St se, e somente se, existir uma secgdo o no diagrama abaizo;

F (1.2)
! |
Eg(f,9) —— Es1 (M)
l 3

7
o -
- p1
1

(f.9)

MXSlM

onde py : Egi(f,g) — M é a fibracao induzida de ¢ por (f, g).
Demonstracao. Se existir 0 no diagrama acima, entao teremos uma aplicacao 6 :

M — Es:1(M) dada por 8 = ps o 0, e portanto, pela proposicao 2.4 de [11], o par de



1.3 O problema geral. 9

aplicagoes (f, g) pode ser deformado a um par de aplicagoes livre de coincidéncias por
uma homotopia que preserva fibra sobre S?.

Suponha agora que exista, H : M x I — M Xxg M, homotopia com H, = (f,g)
e Hy = (f,g), onde f(z) # g(x)Vx € M e po H = p. Temos que Go(z) =
(Ho(), cryz)) pertence a (M x g M —A)x (M x g M)!, e goGo(z) = cpy)(1) = Ho(x),
onde cgy(z) ¢ 0 caminho constante em M xg1 M — A C M x g M dado por cpy(z)(t) =
Hy(x). Como ¢ é uma fibragao entao existe uma homotopia G : M x I — Egi (M) que
levanta H. Logo, existe ¢ no diagrama acima, ou seja, basta definir o(z) = (x, G1(x)).
Temos que o(z) pertence a Egi(f,g), pois go Gi(z) = Hi(x) = (f, 9)(z). O

Trabalhamos nesse problema com o espaco M sendo um fibrado sobre S! e fibra,
K, garrafa de Klein. Para isso obtivemos modelos dos fibrados com base S* e fibra K

usando homeomorfismos de K.

1.3.1 Fibrados com base S! e fibra garrafa de Klein

Seja ¢ : K — K um homeomorfismo que possui um ponto fixo, digamos xy. Veremos
abaixo, na demonstracao do corolario 1.3.1, que nao ha perda de generalidade em
assumir essa hipotese.

Denotemos por, M(¢), o espago quociente obtido de K x I pela rela¢ao (x,0) ~
(¢(x),1). Denotaremos a classe de um elemento em M (¢) por < x,t > . Temos que,
K — M(9¢) 28 ¢ um fibrado, localmente trivial, onde a aplicacio de projecao,
p, é dada por; p(< z,t >) =< t > . Aqui, estamos considerando S' como o espago
quociente obtido de I, intervalo unitario, pela relagao 0 ~ 1.

De fato, podemos escolher abertos {U,V} que cobrem S'. Se um aberto digamos
V C S' ndo contém < 0 > entdo, a aplicacio ¢ : V x K — p~'(V) definida por;
P(< t >, x) =< x,t > é um homeomorfismo. Agora, dado um aberto U C S' contendo

< 0 >, entdo U pode ser visto como U = Uy U Uy, onde Uy = [0,¢), e Uy = (1 — 4, 1].
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Assim, basta definir ¢ : U x K — p~1(U) por;

<x,t>, se teUU{U;—1
Y(<t>z) = LUt~ 1)
< (), 1>, se t=1
e :p ' (U) = U x K por;
, <t> x), se telU;U{lU;—1
F(< ot >) = ( ) 1U{l; -1}
(<1>,07Y(x)), se t=1

! ~ . ~ ’ .
Temos que 1) e ¢ estao bem definidas sao continuas e uma é inversa da outra. Portanto,

¥ é um homeomorfismo e po (<t >, x) =<t > .

Proposicao 1.3.2. Se ¢1,¢y : K — K sao homeomorfismos, entdo M(¢1) € homeo-
morfo a M(¢s), por um homeomorfismo que preserva fibra sobre S' se, e somente se,

@1 € isotopico a um conjugado de ¢s.

Demonstra¢ao. (<) Suponha que exista uma isotopia H : K x I — K, e um
homeomorfismo h : K — K, tal que Hy(x) = ¢1(z), Hi(x) = hogyoh™'(z) e H; seja um
homemorfismo de K para cada t € I. Temos que o homeomorfismo 0 : K x I — K x I,
definido por 6(z,t) = (h~' o H,(z),t), induz um homeomorfismo 6 : M (¢1) — M (ps)
dado por §(< z,t >) =< 0(z,t) >, pois 0(x,0) = (h~* o Hy(z),0) = (h~ 0 ¢y (), 0).

Observemos que 0(¢1(x),1) = (b Lo Hiop(x),1) = (hoh™togyoh togi(x),1) =
(g o h™' o ¢y(x),1). Portanto, em M (¢q) temos 6(z,0) ~ 6(¢p1(z),1). Note que
pofl(< x,t >) = p(< h™'o Hy(z),t >) =< t >= p(< x,t >). Assim, § é um ho-
meomorfismo que preserva fibra.

(=) Se ¢ : M(¢1) — M(¢2) é um homeomorfismo que preserva fibra sobre S,
entdo ¥ deve ser da forma; (< x,t >) =< iy(x),t >, onde para cada t, 1, é um
homeomorfismo.

Devemos ter (< x,0 >) =< ¢o(2),0 >= ¢(< ¢1(z),1 >) =< 11 0 ¢1(x),1 >,
pois temos (z,0) ~ (¢1(2), 1) em M(gy). Como (¢o(x),0) ~ (¢ 0 vi(x), 1) em M(6),
entdo devemos ter ¥ o ¢1 = ¢y 0 1y, ou seja, Yy = ¢a 0 1Py 0 ¢; ' Agora, definindo
H: K x1I— K por Hy(z) = 3" 01y 0 ¢1(), entdo temos que H é uma isotopia e,
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além disso temos, Hy(z) = 15" 0 ¥y o ¢1(z) = ¢1(x) e Hi(x) = g ' oy 0 ¢1(x) =
g o p2 oty o ¢yt 0 di(w) =1y o ¢y oty(w). N

Da proposi¢ao acima, podemos classificar os fibrados, M (¢), por classes de isoto-
pias de K. Faremos isso no préximo corolario. No capitulo 2, apresentaremos uma

classificagdo mais detalhada dos fibrados M (¢).

Corolario 1.3.1. As classes dos K - fibrados sobre S* sdo classificadas por classes de

conjugacgao de classes de isotopia de K que preservam ponto base.

Demonstragao. Seja ¢ : K — K um homeomorfismo com ¢(z1) = y;. Pelo lema
5.4 do capitulo 5 de [45] temos que existe um homeomorfismo h : K — K isotépico a
identidade, tal que h(y;) = x1.

Seja H : K x I — K isotopia entre h e Id com Hy = h e Hy = Id. Definindo
G: K xI— K por Gi(x) = Hi(¢(x)), entao temos que G é uma isotopia entre ho ¢ e
¢. Observemos que ho ¢(x1) = h(y;) = x1. Portanto, todo homeomorfismo ¢ : K — K
é isotépico a um homeomorfismo que preserva ponto base. Agora, pela proposi¢ao

acima, concluimos a demonstragao do corolério. O]

1.3.2 Relacionando o problema com um diagrama algébrico

Mostraremos nesta subsecao que nosso problema é equivalente a encontrar um levan-
tamento em um diagrama algébrico.

Como a fibra, K, garrafa de Klein, é uma superficie com caracteristica de Euler
igual a zero, entao pelas proposicoes abaixo, nosso problema se reduz a construir uma
secgao sobre o 2— esqueleto de M (¢). Temos que M(¢) é um CW-complexo, pois é
quociente do CW-complexo P = K x [ pelo sub CW-complexo () dado por ) =

{(#,0) ~ (¢(2), )|z € K}

Proposicao 1.3.3. Se M = M (¢) e x(F) < 0, entdo eziste uma sec¢io o no diagrama

1.2, sobre M, se e somente se, ela existir sobre o 2—esqueleto.
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Demonstracdgo. Uma direcao é clara. Suponha que temos uma seccao sobre o
2—esqueleto. De [11] temos; 7;_1(F) =~ m;(F, F' — ) para todo j. Visto que x(#) <0,
entdo temos m;(F, F' — x9) = 0 para j > 3.

Se X, denota o n-ésimo esqueleto de M (¢), entao do capitulo VI de [46], temos que
a obstrugao para estender a secgao o de X,, para X,,; 1 pertence a H" ™ (X, 1, X; 70 (F)),
que se anula para n > 2. Portanto, para n > 2 sempre ¢é possivel estender o, definida
parcialmente sobre X,,, para X, 1.

Observemos que, como M (¢) é conexo por caminhos, entdao definida o sobre X,
pelo teorema 5.2 do capitulo VI de [46], sempre é possivel estender o para X;. Assim,
o existe se, e somente se, é possivel estende-la de X; para X5, ou seja se, e somente se,
ela existe sobre o 2-esqueleto. O]

A seguir enunciaremos o teorema 4.3.1, pagina 265 de [1], que d4 uma equivaléncia
entre encontrar uma seccao sobre o 2-esqueleto e encontrar um levantamento em um
diagrama algébrico.

Teorema 1.3.2. (Critério para 2-estendabilidade) Seja (X, L) um CW-complezo rela-
tivo e p: X = X uma fibracdo com fibra F C X. Consideremos X,L e F conexos por
caminhos. Uma seccio uw : L — L, L = p~Y(L), pode ser estendida a uma sec¢do u
sobre o 2-esqueleto, Xo = LU X?, exatamente quando iy : 7 (F) — m(X) for injetor

e quando existir um homomorfismo 6 que torna o sequinte diagrama comutativo:

Fl(i) Hﬂl()’i’)

m (L) —m(X) —=m(X)

Podemos escolher u' tal que u;ﬁ =40.

Dado ¢ : E — Y uma fibracao com fibra F' conexa por caminhos e f : X — Y uma

aplicacao, entao formamos o pullback geométrico E* = {(z,y) € X x E|f(x) = q(y)}.

E* q2

o,

x_.oy
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Podemos também formar o pullback algébrico m(X) U (E) = {(«a, 5) € m(X) X
m(E)| fu(a) = qu(B8)}. O lema seguinte nos da condigoes para que 71 (E*) seja isomorfo
am(X)Um(E).

Lema 1.3.1. Com a notacdo anterior temos que se 11, dado pela sequéncia de homo-

topia da fibragio, q, ...—m(F) —>m(E) T, m(Y)——... € injetor, entao

m(E*) € isomorfo a m(X) U m (E).

Demonstracao. De fato, temos o seguinte diagrama comutativo:

q1 4

1 (F) T (E) m1(X)
\le (ql#,qz#)lz J/Id
T (F) —2= 1 (X) U (E) —2> 1 (X)

Usando que 4; ¢ injetor, entdao temos que (g4, Goy) : T (E*) — m(X) U (E) é in-
jetor. Rapidamente vemos que (q14, g24) ¢ sobrejetor, e portanto um isomorfismo. Ob-
servemos que as outras aplica¢oes do diagrama acima sao dadas por is(5) = (1,i1(5))
e pi(a, B) = a. ]

A seguinte proposicao da uma equivaléncia entre o nosso problema e encontrar um

levantamento num diagrama algébrico.

Proposicao 1.3.4. Existe uma sec¢io o no diagrama (1.2) sobre o 2—esqueleto de

M (9) se, e somente se, o sequinte diagrama admite um levantamento 1 :

m(F) ~ m( K, K — x0) (1.3)
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Demonstracao. Primeiramente, observemos que existe um homomorfismo v que torna
o diagrama abaixo comutativo se, e somente se, existe um homomorfismo 6 que torna

o mesmo diagrama comutativo.

P24

m(Es:(f,9)) T (Es1(M(0)))
/9//7 ipl# /w///? q#i

w1 (M(¢)) —=m(M(9)) T M(M(9) x5 M(9))

Visto que M (¢)x g1 M (¢) é K(m, 1), entao pelo lema anterior temos que 71 (Es1(f, g))
¢ isomorfo a m(M(¢)) U m(Es1(M(¢))). Portanto, se existir 1, entdo basta definir
O(x) = (z,¢(x)). Supondo que exista uma seccao o no diagrama (1.2), entao existe
# = o4 no diagrama acima, e logo existe .

Agora, suponhamos que temos um homomorfismo, 1, dado no enunciado do teo-
rema. Pela observagao acima, existe um homomorfismo 6 que torna o diagrama comu-
tativo. Pelo teorema 1.3.2 existe uma sec¢ao o no diagrama (1.2). O

Observemos que nosso problema é equivalente ao problema algébrico dado pela
proposicao 1.3.4. Nossa técnica consistira em; calcular os homomorfismos e os grupos

do diagrama abaixo, e a partir dai descobrir em que situacoes existe o homomorfismo

1.

m1(F) ~ mo(K, K — x9)

™1 (Eg1(M(9))) = m(M(¢) xs1 M(¢) — A)

- - a4

T (M(¢) x g1 M(9))

(f,.9)#

(1.4)
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Consideremos M (¢) x g1 M(¢) o pullback de p : M(¢) — St por p: M(¢p) — S* e
pi s M(¢) x5t M(¢p) — M(¢),i = 1,2, as projecoes na primeira e segunda coordenadas,
respectivamente.

Observemos que, se (< z,t; >, < y,ts >) pertence a M(¢) x g1 M(¢), entao devemos
ter p(< x,t; >) = p(< y,ta >), ou seja, < t; >=<1ty >.Set; #0,1,i = 1,2, entdo
temos < t; >= t;, e nesse caso, deveremos ter t; = t5. Se t; = 0 ou 1 entao temos
< t; >={0,1}. Mas em M(¢) xg1 M(¢) temos < z,0 >=< ¢(z),1 > portanto, nesse
caso podemos considerar t; = to. Assim, M(¢) x g1 M(¢) é dado pelos pares da forma,
(< z,t>,<y,t>), onde x,y pertence a K.

A partir de agora, calcularemos os grupos dados no diagrama (1.4). Inicialmente,

demonstraremos um lema que usaremos no decorrer do texto.
Lema 1.3.2. Dados x1, xo pertencentes a K entao temos, m (K, K — z9,21) = 1.

Demonstragdo. Dado p : (D', 0D, sy) — (K, K — 25, 71) um caminho em K, entao
tomemos um caminho v : D' — K — x5 ligando z; a p(1), ponto final da curva p.

B

.x2

Figura 1.1: Garrafa de Klein

O caminho fechado p * y~! pertence a m (K, 7;) = < a, BlaBaB™! =1 >, logo

1 = 4k, onde vx é um caminho da forma a™f3". Observemos que vx nao

pxy
intersecta xy. Portanto, temos p ~ vk * v, e o caminho 7 * v nao intersecta xs, ou
seja, temos m (K, K — x9,x1) = 1. ]

O grupo my( K, K —xg) é dado pela sequéncia longa de homotopia do par (K, K —x).

De fato, como K é K(m, 1), entdo temos a seguinte sequéncia exata curta:

1= mo(K, K — 20) — m (K — 20) 5 mi(K) — 1
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Logo, ma( K, K — ) é isomorfo ao niicleo de jx. Sabemos que 71 (K) =< a,blabab™" =
1>em(K —x) =< a,b> . Portanto, my(K, K — x0) é isomorfo a N(R), onde N(R)

é o menor subgrupo normal de 71 (K — x¢) contendo R = abab~*.
Proposigao 1.3.5. A sequéncia exata curta:
1= m(K) = m(M(g) = m(S') — 1,

cinde, e a acio Z — Aut(m(K)) que vem da secgao so : S* — M(9), so(< t >) =<
To,t >, € dada por c.a = cac™' = ¢y(a), onde ¢ = py < 8o > € o gerador de w(S*).
Portanto, m (M (¢)) = m1(K) X Z produto semi-direto.

Demonstragdo. Sabemos que K — M(¢) 25 S é um fibrado. Como S* é
paracompacto, entao p é uma fibragao. Da fibracao K SN M (9) L5 S e do fato de

St ser K(m,1) obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1 — m(K) 5 m(M(g)) 25 m(SY) — 1

Como m(S') = Z, entao a sequéncia acima cinde. Logo, podemos concluir, usando
o teorema V.9.16 capitulo 5 de [13], que m (M (¢)) = m(K) x Z produto semi-direto.

Agora, consideremos a aplicagao sg : S — M(¢) dada por; so(< t >) =< g, t >,
onde zy é um ponto de K, tal que ¢(zg) = xg. Temos; po so(< t >) = p(< zo,t >) =
<t > . Portanto, sy ¢ uma seccao. Também temos que py(< so >) = ¢ é um gerador
de 71(S1). Em relacao a essa secgao temos a seguinte acao:

m(SY) 2 Aut(m (K))
¢ BO(c)
onde, Oy(c)(p) =< so > p < s9>"1.

Consideremos o caminho, v : I — K x I, dado por v(t) = (xo,t). Temos que o
lago obtido pela justaposicio dos caminhos v * (¢(c), 1) * y~! é homotépico ao lago
(¢(c),0). De fato, a homotopia entre esses caminhos é dada por:

v(3t) = (g, 3t) se 0<t<
H(t,s) =1 (¢(a),s) se 3 <t< 0
Y(3(1 —t)) = (70,3(1 —t)) se 222 <t<1,
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onde s € I. Temos H(t,0) = (¢(a),0) e H(t,1) == (¢(a),1) x vy~ L.

No espago quociente M (¢) obtemos; < v * (a,0)x 71 >=< v x* (¢p(a),1) vy >=
< (¢(a),0) >. Logo, obtemos cac™ = ¢4(a). Observe que na tltima igualdade usamos
¢ no lugar de < sy >, fizemos isso para simplificar a notacao. [l

Observemos que, pela proposi¢ao acima, um conjunto de geradores para 71 (M (9))
é dado por {ig(a),ix(5),(s0)x(c)}, que é representado pelas classes de caminhos
{<a(t),0 >,< B(t),0 >, < x9,t >}. Pelo teorema 1.2.1 e da agao dada na proposigao
acima, temos que 71 (M (¢)) tem a seguinte presentagao: w1 (M(¢)) =< a, 3, claBaf™

Lcac™t = gu(a), cBet = ¢du(B) > .

Proposicao 1.3.6. O grupo fundamental m (M () Xs1 M(p)) € isomorfo ao produto
semidireto m (K) x m(M(9)) e a agao m(M(¢)) — Aut(mi(K)) que vem da sec¢ao
$1: w1 (M(9)) = m(M(6) x5 M(8)), 51 = (5008, Lntiey)4, ¢ dada por; f.0 = B =
pu(B) - a. A dltima acao € a que vem do fibrado p : M(p) — S, ou seja, esta agio é

dada pela composicao :
m(M(¢)) 22 m(S") — Aut(m(K)).

Se denotarmos por ¢ o gerador de w1 (S'), entdo teremos; T'(c) = ¢, de tal modo que,

se px(B) = c* entao obteremos; px(B3) o a = ¢(a)*.

Demonstragao. Considerando a fibragao; py : M(¢) X g1 M (¢) — M(¢), dada por;
po(< z,t > < y,t >) =< y,t >, e usando o fato de M(¢) ser K(m, 1), obtemos a
seguinte sequéncia exata curta:

P24

1= m(K) 2 1 (M(6) gt M(6)) 2% i (M(6)) — 1

onde 414 é a induzida da aplicacdo iy : K — M(¢) xg1 M(¢) dada por i;(x) =
(< 2,0 >,< 20,0 >). A sequéncia acima cinde, pois py 0 51 = Id. Assim concluimos
que 1 (M (¢) X g1 M(¢)) é isomorfo ao produto semidireto 1 (K) X (M(¢)). Portanto,
a acao que vem da seccao s; € dada por:
m(M(¢)) — Aut(mi (K))
B 01(B)
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onde, 01(8)(p) = 51(5)1331(5)_17 conjugacao por si(f). Como p o p; = p o py, entdo

temos que o seguinte diagrama é comutativo:

P2y

11 (K) o (M(8) x50 M(9)) > m (M(6)) — 1

b

1——m (K) — (M () — > m (S") —1

Assim, como Sp4 0 py = p1y © 51, obtemos 01(83) = Oo(p4(5)). O
A proposicao abaixo também ¢é satisfeita para toda superficie fechada S diferente

de S? e RP?.

Proposicao 1.3.7. O grupo fundamental, m (M (¢p) X1 M(¢) — A), € isomorfo ao

produto semidireto m (K x K — A) Xg Z para alguma agdo 6.

Demonstragao. Temos que a projegdo na segunda coordenada, py : M(p) X g
M(¢) — M(¢) é uma fibragao. De fato, a aplicagdo p : M(¢) — S é uma fibracao, e
pe sendo o pullback de fibragdes é uma fibragao. Agora, da proposi¢ao 2.1 de [11] temos
que pg : M(¢) x5t M(¢) —A — M(¢), onde A é a diagonal em M (¢) X g1 M(¢), é uma
fibragao. Como a composta de fibragoes é fibracao, entao popy : M(¢) x 51 M(¢) —A —
S1 ¢ uma fibracao. Usando a sequéncia exata de homotopia da fibracao acima, e o fato
de S* ser K(m,1), obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

popz|

1= (K x K —A) = m(M(8) xg1 M(¢) —A) —5 Z — 1

Como Z ¢ livre, entao a sequéncia acima cinde. Portanto, mi(M(¢) X1 M(¢p) — A)
é isomorfo ao produto semidireto 7 (K x K — A) Xy Z para alguma acao 6. n

Para uma presentagao detalhada dos grupos do diagrama 1.4 veja o apéndice A.

1.4 Os geradores de (K, ) e o nimero de Nielsen

do par f,g: K - K

Consideremos em R? a relacao de equivaléncia que é gerada pelas seguintes relacoes:

(z,y) ~ (z,y+1) e (z,y) ~ (zr+ 1,1 —y). O espago quociente de R? por essa relagao
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é a garrafa de Klein K. Fixado um ponto zy em K, entdo temos que 7 (K, xg) é um
grupo em dois geradores, o e 3, com relacao aSa3~! = 1.

Observemos que cada elemento de 71 (K, z) pode ser representado por uma palavra
da forma o 3° onde, r,s pertencem a Z. Isso segue da igualdade f"a™ = al=D"7pm
onde, m,n € Z. Essa igualdade segue das igualdades; a” = B(a™!)"37! e fma =
at=D"gm vilidas para quaisquer m,n pertencente a Z. Essas igualdades sdo demons-
tradas usando indugao matematica.

Usando o fato acima, temos que dois elementos wy, ws pertencentes a (K, xg),
satisfazem a relacao wlwgwlwgl = 1 se, e somente se, w; = 1 e wy = a?B%, ou
w; = a" e wy = %L Para mostrarmos isso vamos escrever w; = o’ f3° e wy =
a?B. Da relacio wiwowiw,' = 1 obtemos; a”B*aPB a" B3 “a™ = 1, que implica
a"a"VPBspuaT 353 4P = 1. Disso temos o/ t(-DPgstugrgs—tq=r = 1. Daf temos
QD P03 0P — 16 logo o TP~ P32 — 1. Essa relacdo implica
r+(=1)*p+ (=1)*t“r —p =10 e 2s = 0, que é equivalente a r(1 4+ (—1)*) =0 e s = 0.

Observemos que se u = 2¢ entao teremos r = 0. Isso implica w; = 1 e wy = a? 5.
Por outro lado, se tivermos u = 2¢+1 entao teremos w; = o e wy = o 3%1*!. Note que
se wy e wy sao dados pela maneira acima, entao podemos mostrar que eles satisfazem
wlwgwlwgl =1.

Tomemos f : K — K uma aplicacdo continua e, fu : m(K) — m(K), o homo-
morfismo induzido. Da relagio afaf~! = 1 devemos ter fy(afaf™) = 1, e logo,
Ju(@) f4(B) f4(a) f4(8)~r = 1. Chamando w; = fu(a), we = fu(B) e usando a ob-
servacao feita no paragrafo anterior, concluimos que, se f : K — K é uma aplicagao

continua entao, fy : m(K) — m(K), é um homomorfismo da forma:

Tipol;  fpla) =1,  fu(B) =aPp™
Tipo2;  fgla) =a", fp(B) = arp?rH!
Em geral nao distinguiremos entre os dois tipos de homomorfismos.

Dada uma aplicacao continua, f : K — K, com o homomorfismo induzido, f4 :

m(K) — m(K), satisfazendo fy(a) = a" e f4(8) = o®f, entdo representaremos fyu
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pelo simbolo “f(s,r,t)” onde s,r,t sdao as poténcia de a e § dadas anteriormente. Com

essa notagao, temos o seguinte resultado cuja demontragao estd em [10].

Teorema 1.4.1. Se fi, fo : K — K sdo aplicagoes continuas com fi# = fi(si,ri ti),

i =1,2, entao N(f1, f2) = |t1 — to|maz{|ri|, |rs|}.
Também temos a seguinte proposicao cuja demonstragao se encontra em [23].

Proposicao 1.4.1. Se f1, fo : K — K sao aplicagoes continuas tal que N(f1, f2) =0,

entao podemos deformar o par (f1, f2) a um par (g1, ge) livre de coincidéncia.



Capitulo 2

Reducoes na garrafa de Klein

Neste capitulo mostraremos que, a menos de homeomorfismos que preservam fibra,
existem apenas quatro fibrados com base S! e fibra garrafa de Klein, esta afirmacao é
o resultado da proposicao 2.1.2. Classficaremos, pelas classes de homotopia, os pares

de aplicagoes (f1, f2) no fibrado M(¢), isso é o resultado do teorema 2.1.1.

2.1 Classificacao dos K —fibrados sobre S!

Nesta secao, usaremos alguns homeomorfismos da garrafa de Klein para descrever todos
os K—fibrados sobre S', a menos de homeomorfismo que preserva fibra.

Tomemos em R? a relacao de equivaléncia gerada pelas seguintes relagoes: (x,y) ~
(r,y +1) e (x,y) ~ (x 4+ 1,1 — y). Sabemos que o espaco quociente de R? por essa
relagao é a garrafa de Klein K. Denotaremos por (z,%) e [(z,y)] os elementos de R? e
de K, respectivamente.

Seja ¢ : K — K um homeomorfismo tal que ¢([(0,0)]) = [(0,0)] = x2. Como no
capitulo anterior, consideraremos M (¢) o espaco quociente de K x [0, 1], pela relagao
([(z,9)],0) ~ (¢([(z,y)],1). A classe do elemento ([(z,y)], ) no quociente serd denotada
por < [(z,y)],t > .

Como vimos no primeiro capitulo, o espago M(¢) é um fibrado sobre o circulo S*,

onde a fibra é a garrafa de Klein K. A aplicacao de projecdo, p : M(¢p) — S, é dada

21
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por p(< [(z,y)],t >) =<t >, onde < t > € [0,1] /g1 =~ St.

Consideremos agora a questao levantada no capitulo anterior. Dadas, fi, fo :
M(¢) — M(¢), aplicagoes sobre S, isto é po fi = p, po fo = p, queremos saber
quando o par (fi, f2) pode ser deformado a um par de aplicagoes, (g1, g2), livre de
coincidéncias, por uma homotopia que preserva fibra sobre S*?

Primeiramente, analisaremos o que acontece com as restricoes das aplicacoes f1, fo
a fibra K. Para isso, denotemos por f, (si, i, t:) 1 @ — o', — a’ifti. i =1,20

homomorfismo induzido das aplicages f;), no grupo fundamental da fibra K e por

a — af

B — alf,

Pp(€; 1) =

o isomorfismo induzido de um homeomorfismo ¢ : K — K no grupo fundamental
da fibra K. Antes de analisarmos os homomorfismos acima, demonstraremos alguns

resultados que ultilizaremos posteriormente.
Lema 2.1.1. Se m (K, x5) =< a, SlafaB™ = 1 >, entdo temos

i[r(1+(—1)5)}53t té
s o2 , se t € par
(@8 =1 .,

oz PAHEDIrgst  ge t ¢ fmpar

para quaisquer s,r,t € 7.

Demonstracdo. Na tltima secao, do primeiro capitulo, vimos que 8™ = a(=D"™m 3",
para quaisquer m,n € 7Z. Usaremos esse fato para demonstrar o lema.
Temos; (o’ B%)t = a"3°...a" 3%, mas o’ B°a"° = o’ (a!=V")" 3%, Portanto, se t é
—_———

t—vezes

par e s é fmpar teremos; (o 3%)t = 5t = @2l 0+EDIIEst Agora, se t é par e s é par
obteremos; (a”3%)! = a3 = zlr@+(=1)")] gst,

Suponha agora que t é fmpar. Como t — 1 é par, entao podemos usar o caso
j4 feito. Se s é fmpar entdo obteremos; (a"B%)! = a"B%(a"B°)! = "B =
Bt = o5 IrA+EDIHT st Qe g ¢ par entdo teremos; (a"3%)t = a"Bs(a"Be)! =

t—1

Oérﬁsoér(t—l)ﬁs(t—l) — Ozrar(t—l)ﬁsﬁs(t—l) — ar(t—l)—&—rﬂst — CMT[T(1+(_1)S)]+TﬂSt. ]
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Note que se, ¢,(€,n) : m (K, z3) — m (K, x2), é um isomorfismo induzido por um
homeomorfismo, ¢ : K — K, entao temos uma restricao sobre os inteiros € e n dada

no lema abaixo.

Lema 2.1.2. Se ¢,(€,n) : m (K, x9) = m (K, z2) € um isomorfismo entdo devemos ter;

e==x1en==l.

Demonstragdo. Consideremos, (K, 1) =< a, 8|lafaf~' =1 > . Do lema anterior

temos:
(a?B7)" asPIHEDMIET et 6 par
a pr—
a2 PAFEDDIPIE g6 4 6 fmpar

Visto que todo elemento em 7 (K, x5) pode ser escrito na forma o 3%, onde s,t € Z,

entao obtemos a seguinte relagao:

. . aestsPA+(0MIgN ge t é par
Sple (a8 = (0 (25 =
ple 1) )= ) a st PO+ e t 6 fmpar
Portanto, devemos ter n = 1. De fato, se 7 # +1, entao temos nt # +1 V¢ pertencente
a Z. Assim, nio existem s,t € Z tais que ¢,(e,n)(a*S") = B!, ou seja, o elemento S+

nao pertence a imagem de ¢, (€, ), o que é um absurdo, pois ¢,(€,n) ¢ um isomorfismo.

Logo, devemos ter n = +1. Substituindo n = +1 na equagao acima obteremos;

€s 7775’ t &
pr(ean)(oésﬁt) = (af)s(apﬁn)t _ a®p se t é par

assTPRI - ge t é fmpar

Logo, devemos ter e = +1. De fato, se € # +1, entao temos es # +1 Vs pertencente
a Z. Observemos que nao existem s,t € Z tais que ¢,(e,n)(a’8") = o*!, pois se isso

acontecesse teriamos;

a*t = gy(e,n)(e*f) = (a)* (P B") = a®fT,  setépar

a®TPREMt - se t & impar

e assim, terifamos nt = 0 que implica ¢ = 0, ou seja, t par. Mas disso deveriamos ter;

+1

es = +1, que contradiz a hipdtese. Assim, temos que o elemento o™ nao pertence
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a imagem de ¢,(e,n), que é um absurdo, pois ¢,(e,n) é um isomorfismo. Portanto,
devemos ter e = +1. [l

Podemos representar o conjunto das classes de conjugacao de isomorfismos de
m (K, xe) por um conjunto com quatro elementos. Isso é o que diz a préxima pro-

posicao.

Proposicao 2.1.1. O numero de classes conjugadas de isomorfismos de m (K, xs)

¢ quatro, e um conjunto de representantes € dado por; {po(1,1),do(1,—1),¢1(1,1),
(1, —-1)}.

Demonstracao. Pelo lema 2.1.2 devemos ter; € = +1 e n = +1. Assim, os isomor-
fismos de 7 (K, z2) sao da forma; ¢,(£1, £1). Sejam « e (8 os geradores de 7 (K, z3).

Considerando p = 0, 1 entao temos as seguintes conjungacoes:

¢0(17 1) = 6¢0(_17 1)5_17 ¢0<17 _1) = 5¢0(_17 _1)ﬁ_17
¢1(17 1) = aﬁ¢1(_17 1)/8_1a_17 9251(17 _1) = @6¢1(_17 _1)6_105_1'

Agora, ¢o(1,1) e ¢o(1,—1) ndo sdo conjugados. De fato, se existisse a™" em
m (K, x9) tal que, ¢o(1,1) = a™B"po(1,—1)"a™™, m,n € Z, entdo teriamos
oo(1,1)(x) = a™p"po(1,—1)(x) 57"a™™, Va pertencente a 71 (K, x2).

Tomando = = « na relacdo acima obteremos; a = oo "a™™ = a™al=D" "
B = oo~V o™ = a(=1". Logo n deve ser par, digamos n = 2k. Agora, to-
mando z = 3 obteremos; 8 = a™B"B 1o = o™ B la™™ = a™a™ B~ Portanto,
temos 32 = a®™.

Das equacoes acima, devemos ter a™B" = a™mB* = o™ (B*)* = a™(a®)k =
a™a?™k = qm+2m - Agsim, temos m = n = 0, que implica ™" = 1. Portanto
teremos ¢o(1,1)(z) = ¢o(1, —1)(x), Vo pertencente a 7 (K, z2), que é um absurdo.
Logo, ¢o(1,1) e ¢o(1, —1) nao sao conjugados. Analogamente, mostramos que os iso-

morfismos ¢o(1,1), ¢o(1,—1),¢1(1,1) e ¢1(1, —1) nao sao conjugados.

Se p # 0,1 entao, ¢,(+1,+£1), é conjugado de um dos elementos do conjunto
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{po(1,1), do(1,—1),1(1,1),¢1(1,—1)}. As relagoes sao:

(]52(1(1, 1) = Oéq(z}()(l, 1)&_(], ¢2q(17 —1) = oﬂ%(l, —1)Oé_q,
Baq(—1,1) = al¢o(—1, 1)1, Poqg(—1,—1) = al¢p(—1,—1)a" 9,
P2q41(1, 1) = a?B%61(1, 1) %07, P2q41(1, —1) = a?f%¢:1(1, —1)f 7271,

Pagi1(—1,1) = a?B%¢1 (=1, 1), ¢og1(—1,—1) = a?3%¢1(—1,-1)*a74,
para todo ¢ € Z. Note que nos casos, ¢a,+1(£1,+1), devemos considerar g # 0. O
Na préxima proposi¢ao usaremos a mesma notagao, ¢,(e,n), tanto para um home-

omorfismo de K quanto para seu homomorfismo induzido no grupo fundamental de

K.

Proposicao 2.1.2. Se M(¢,(e,n)) € um fibrado sobre S* e fibra K entao temos;

(1) 7 (M(9p(€,m)),0) = {a, B, colaBaB™ = 1,coacy’ = af, coBeyt = aPB"), onde
0 =< [(0,0)],0 >.

(2)  Existem quatro classes de isotopias de homeomorfismos de K, onde um con-
Junto de representantes € dado por; {¢o(1,1),¢1(1,1), do(1,—1),1(1,—1)}.

(3) Para cada homeomorfismo, ¢ : K — K, o fibrado M(¢) é homeomorfo, sobre
St a algum fibrado M(¢p,(1,7)), onde ¢,(1,n) é dado pelo item 2. Além disso, dados
dois homemorfismos diferentes; ¢,(1,1) e ¢,/ (1, n') como no item 2, entio os fibrados;

M(¢,(1,7)), M(qbpr(l,n/)) nao sao homeomorfos.

Demonstracao.

(1) Pela proposigao 1.3.5 obtemos; w1 (M (¢,(e,n)),0) = m(K) x Z, e da agao
Z — Aut(m(K)) obtemos; coacy® = ¢,(e,n)(a) = af, coBcy = ¢,(e,n)(B) = aPB".
Portando, 7 (M (¢,(e,n)),0) é dado como no enunciado.

(2) Visto que K é uma superficie, entao se existir uma homotopia entre dois home-
omorfismos de K, ¢ e 1, entao existe uma isotopia entre ¢ e 1. Como K é K (7, 1) entdo
pelo teorema 4.3 do capitulo V' de [46], a aplicacdo ¢ : [K; K| — Hom/(m (K), m(K)),
onde ¢([f]) = O, é um isomorfismo. Assim, podemos identificar as classes cujos repre-
sentantes pertence ao conjunto, {¢pg(1, 1), (1, —1),p1(1,1),¢1(1, —1)}, com as classes
de isotopia de K.
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(3) Dado ¢ : K — K homeomorfismo, entao pela parte (2) temos que ¢ é isotépico
a algum ¢,(1,n) e portanto, pela proposi¢ao 1.3.2, temos que M (¢) é homeomorfo,
sobre S* a M(¢,(1,7)). Assim, obtemos a primeira parte de (3).

Agora, usando as relagoes dos grupos (M (¢,(1,7)),0) mostramos que eles nao
sao isomorfos para quaisquer dois ¢,(1,7n) diferentes dados pela parte (2). De fato,
tomemos ¢o(1, —1) e ¢1(1,1). Se existisse um isomorfismo f : m (M (¢o(1,—1)),0) —
71 (M(¢1(1,1)),0), entdo denotando por & = f(a), B = f(B), & = f(co), e usando
as relagoes desses grupos dadas anteriormente, obteriamos duas presentacoes para o
grupo (M (¢1(1,1)),0) que sao dadas, respectivamente, por: < «, 3, cplafa 71 =
1, coacyt = a,cofcyt = af >, < a, B, claBaf™ = 1,6a6"" = a,qbc ™! =57 >.

Note que, devido as duas ultimas relagoes dadas nas presentagoes acima, temos um
absurdo. Portanto, os grupos m (M (¢o(1, —1)),0) e (M (¢1(1,1)),0) ndo podem ser
isomorfos. Da mesma forma, fazemos para os outros grupos. Assim, concluimos que os
fibrados M (¢,(1, 7)) ndo podem ser homeomorfos para quaisquer dois homeomorfismos,
¢,(1,1m)'s, diferentes dados pela parte (2). O

Pelo resultado acima e pelo corolario 1.3.1, concluimos que existem, a menos de
homeomorfismo, quatro fibrados com base S* e fibra garrafa de Klein. Esses fibrados
sao da forma; M(¢,(1,m)), p = 0,1 e n = £1. Pelo resto dessa se¢ao estudaremos a
forma de um homomorfismo de 71 (M (¢,(1,7))).

Proposicao 2.1.3. Sejam fi, fo : M(¢) — M(p) aplicagoes tais que (fi, )y =
fz‘\K(Si,ﬁ',ti), i = 1,2. Suponhamos que o par (f1, f2) seja deformado, por uma homo-
topia que preserva fibra, a um par de aplicagoes (g1, go) livre de coincidéncias. Entdo
o numero de Nielsen, N(f1|K, f2|K), de f1 e fy restritas a fibra K € zero e disso temos
que o homomorfismo induzido, fi, (si,ri,ti), € da forma fi, (si,0,t:) ou fi, (si; i, 1),

para cada t =1, 2.

Demonstragao. Se o par (f1, f2) é deformado a um par (gy, go) livre de coincidéncias
sobre S1, entao o par (f1l,s f2)c) € deformado ao par livre de coincidéncias (g1, 92, )-

Se o niimero de Nielsen N(fi|,, fy),) fosse diferente de zero, entdao (g1, g2|,.) por ser
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uma deformagao de ( Jiier f2 ), deveria possuir pelo menos um ponto de coincidéncia,
o que é um absurdo. Portanto, devemos ter N(f1|K,f2|K) = 0. Pelo teorema 1.4.1
temos; 0 = N(f1|K,f2‘K) = [t; — ta|maz{|ry1|, |r2|}. Logo, devemos ter r; = ry = 0 ou
t1 = to. ]

Com a notacao da proposicao acima observemos que se o numero de Nielsen
N(f)» f2),) € diferente de zero, entdo nao é possivel deformar o par (fi, f2) a um
par de aplicagoes (g1, ¢g2) livre de coincidéncias. Portanto, de agora em diante vamos
sempre supor que o ntimero de Nielsen N(f1,., f2|,) € zero.

De agora em diante, denotaremos pelo simbolo “f;(s;, 74, t;, ¢14, ¢2;) 7 0 homomor-

fismo de 71 (M (¢4(1,7))) que envia;

ar—
p— asifti
co — a3 ¢y
para cada i = 1,2. Veremos que devido as relagoes no grupo, m1 (M (¢,(1,7))), 7, si, i,

c1i, C2;, devem satisfazer algumas equagoes. Essas equagoes sao dadas pela proposi¢ao

abaixo.

Proposicao 2.1.4. Sejam f; : M(¢,(1,m)) = M(¢,(1,n)) aplicagoes, sobre S*, onde
q € {0,1} en = £1. Se o nimero de Nielsen N(fi|,, fs,.) € zero, entdo fiy, foy :
T (M(pg(1,m))) = (M (py(1,7))) possui a forma fi(s;, i, ti, cri, C2i), © = 1,2, onde:

Z) (—1)62i7"i = T
.. 1— (=1t EEICSIN co; coi (1=(=1)%
i0) 2e,(FG) = sl ) = (D@ 4 gl - (D) (RG]
’LZZ) tl = t2 ou T; = 0
para cada i = 1,2. Reciprocamente, dados homomorfismos f;(s;, i, t;, C1i, C2i)

71(M<¢q(1>77)) — WI(M(%(LW))); com q € {07 1}7 n= :l:17 € Si7ri7tiacli762i7q sa-
tisfazendo as condigoes i), 1) e iii) acima, entdo existem aplicagoes f; - M(p,(1,m)) —
M(¢,(1,7)), sobre S*, tais que fig = fi(5i,7i, i, 1, 020), 1 = 1,2, Além disso, o niimero
de Nielsen N(fi,, f2,.) € zero.
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Demonstragio. Como f; : M(p,(1,1)) — M(¢,(1,n)) sdo aplicacdes, sobre S*, ou

seja, po f; = p, entao para cada i = 1,2, temos o seguinte diagrama comutativo:

L (K) = m (M(@,(1,m))) 2= mi(81) — 1
(fi|K)#\L fz'#l idl l
L —m (K) = m (M(@,(1,m))) 2= mi(81) — 1

Visto que o nimero de Nielsen N(fi|x, f2|x) é zero, entdo da proposi¢ao anterior
obtemos que (fi|x)x é da forma f;(s;, r;, t;) para alguns s;, r;, t; € Z satisfazendo r; = 0,
1=1,20ut; =1,.

Do diagrama comutativo temos; fi(ix(a)) = iu((filx)x(a)), que implica fi,(a) =
(filx)#(a) = ™. Analogamente, obtemos fi,(8) = (fi|lx)#(8) = a® . Agora, como
T (M (¢g(1,m))) = i (K) xmi(S), entdo devemos ter fiy(co) = a2 cy™ para alguns
C1i, C2i, \i € Z. Da igualdade py o fi(co) = py(co), obtemos céi = ¢y, € assim devemos
ter \; = 1. Portanto, temos que fi# é da forma f;(s;, 7, t;, c14, C2;). Demonstraremos
agora, as equagoes i) e ii).

Vimos que 71 (M (¢,(1,7))) =< a, B, co; aBaf™ = 1,coacyt = a, cofcy 't = B >.
Assim, devemos ter fiy(cocy') = fiy(a) e fiy(coBey') = fiy(a?B"). Pelo Lema 2.1.1

temos;
o a3+t et & par
@By= QT PAHEDIHrgst g0t g fmpar
para quaisquer s,7,t € Z. De fi#(coacal) = fiy(a) obtemos;
Qi = afifBicyalicy T BT C
— Qo e i e g
= qCu (a(—l)%‘ )riﬁcmﬁ—cma—cu
= (oo
e portanto, (—1)®r; = r;. Temos ¢ = 0,1 e n = £1. De fiu(coBey') = fiu(a?p?)
obtemos;
(Oz”)q(oﬁiﬁti)n — OécliﬂchC()a’siﬁti Cal/B_CQiOC_CM
= a%ificoaticy egffticy B a T

— acli/BCQi asi (O/Iﬁﬁ)tiﬁftma*cu .
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Se t; é par, entao da igualdade acima obtemos;
admiqIDsitsi gnti - — 1 Geai oS Gt B—Cai g —Cti
= QC (a(—l)%‘ )si /Bczi/BT]tiﬁ—CQia—cli
— o (a(—l)czz‘ )sia—cuﬁnti
— (O{(—l)%)szﬂﬁti'
Logo, s;[n — (—1)%] 4+ qr; = 0. Se t; é impar, entao obtemos;

Qi = qfli B FTt B2 g C
= Qo (( 1) )sitagen gnti g—cai g e
— acli(a(—l)CZi)sﬁ-q&Cuﬂnti.
Portanto, temos 2cy; = s;[1 — (—1)%] + ¢[r; — (—1)°%]. Desses resultados seguem as
equagoes i) e 7). Demonstraremos agora, a reciproca.

Suponha que para cada i = 1,2, sejam dados homomorfismos f;(s;, r;, t;, c1i, Co;) -
(M (6y(1,m)) —> m(M(@(1,0))), com ¢ € {01}, 1 = %1, ¢ 8574, b cx6, 03,4,
satisfazendo as condigoes @), i) e 4ii). Vimos que esse homomorfismo envia; a — o',
B — afiffti e cg — atiff%cy para cada i = 1, 2.

Observemos que px o fi(S;, 7i, ti, €14, Co;) = p. De fato, py o fi(si, ri, ti, c1i, c2i) () =
pe(a”™) = 0 = pu(a), pois p(< [(z,y)],t >) =< t > . Da mesma maneira, obtemos
pu 0 fi(8i,73,ti, cris c2i)(B) = p(B) e pu o fi(sis iy ti, c1is €2i)(co) = pa(co).

Como todos os espagos sao K (m, 1), entao pelo teorema 4.3 do capitulo V' de [46],
a aplicacio @ : [M(¢y(1,m)); M(g,(1,1))] — Hom(m(M(@,(1,1))), 71 (M(6y(1,7))),
onde ¢([0]) = 6., é um isomorfismo. Portanto, para cada i = 1,2 existe g; : M (¢,(1,7))
— M(¢,(1,m)) e uma homotopia, H; : (M (¢,(1,1)) x I, 2y x I) — (S*, 1), satisfazendo;
Hi(z,0) = pogi(x), Hi(z,1) = p(x) e giy = fi(si,7i, i, cri, c2:).-

Para cada i = 1,2, G; : (w1 X T U M(¢g(1,7m)) x 0,21 x I) — (M(¢p,(1,n)),x2),

definida por; G;(z,0) = g;(z) e G;(x1 X I) = x5 torna o seguinte diagrama comutativo:

(w1 x TUM(¢g(1,)) x 0,21 x I) —2= (M(g(1,7)), 22)

_ >
7 _ _L;— p
— - -

(M{(q(1,m)) x I, 1 x 1) (5%,1)
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onde x; representa o ponto < z;,0 > em M (¢,(1,7)), para cada i = 1,2. Assim, temos
p(< 2,0 >) =< 0 >=< 1 > . J& vimos que p : (M(¢,(1,n)),22) — (S*,1) é uma
fibracdo, dal segue que para cada ¢ = 1,2 existe L; : (M(¢4(1,n)) x I,xy x I) —
(M(pq(1,7m)), x2), levantamento de H;, tal que po L; = H;.

Observemos que as aplicagoes f; = L;(—, 1) : (M(¢q(1,1n)),z1) = (M(pe(1,1)), x2),
preservam fibra e o homomorfismo induzido por elas no grupo fundamental coincide
com f;(s4, 74,15, €14, €25). De fato, po fy = poLi(—,1) = Hy(—,1) =pe fiy = Li(—, 1) =
Gip = [fi(5i, 70, ti, c1i, €23). Como 85,7, 1, C1i, €, q, satisfazem as equagoes i), ii), 4ii) e
fig = fi(8i,7i, i, c14, €24), entao o nimero de Nielsen N(f1|K,f2|K) é zero. Com isso,
terminamos a prova da proposicao. 0

Para facilitar calculos futuros, explicitaremos os homomorfismos induzidos pelo par

de aplicagoes fi, fa : M(p(1,n)) = M(¢p(1,7)), no grupo mi (M(¢,(1,1))).

Teorema 2.1.1. Sejam f1, fo : M(¢,(1,m)) — M(¢,(1,n)) aplicagdes sobre S*, onde
g € {0,1} en = £1. Se o nimero de Nielsen N(f1|K,f2|K) de f1 e fy restritas a cada
fibra € zero, entdo fiy : w1 (M(¢q(1,m))) — m1(M(04(1,m))) € dado pelas tabelas abaivo,
onde na primeira tabela temos o caso t; = ty = t, e na sequnda tabela temos o caso

7"1:7”2:0.



2.1 Classificacao dos K —fibrados sobre S* 31

Caso 1 I1)  fi(si,ri, 2l c14,2ki) o — @™, B — o B2 co — acvifPic

1.2)  £(0,0,2l,c14,2k; +1) :a — 1, B = B2 ¢y — a1i f2Ritle,

1.3)  fi(si,7ri,20+1,0,2k;) : a0 — o™, B — % B2FL ¢y — B2Ric
¢o(1,1) I4)  fi(5:,0,20 +1,5;,2k; + 1)t = 1, B — a%i B2HL ¢y — i g?kitley
Caso II I1.1)  fi(s:,0,2l,¢14,2k;) : a0 — 1, B — a®i % ¢y — ai f2Fic

I1.2) £:(0,0,20, 15,2k +1) s a — 1, 8 — B2, g — a2kt

II3) fl(s“ 2611' + ].7 21 + 17012', 2]61) Lo — O[2cli+1, ﬁ — O[SiBQZJrl,

o1(1,1) co — acli f%kic

Caso III | IT1.1)  fi(ss, 1,20, c14,2k;) : a0 — a™) B — a® B2 cg — a1i f?Ric,

II1.2)  £i(0,0,2l,¢14,2k; + 1)t — 1, B — B? ¢g — a1 g2kitle,

I11.3)  fi(si, 7,20 +1,0,2k;) : 0 — ™, B — a® B2 cq — pZicy
oo(1,-1) II1.4)  fi(8:,0,20 +1,5;,2k; + 1) : a0 = 1, B — % B2HL ¢y — i p?kitle,

Caso IV IV fi(s, 284,21 ¢14,2k) s o = a5t B — ag, B2, cg — ac1if%kicg
IV?) fZ(O,O, 2[, C1i, 2[62 + 1) L — 1, ,8 — 52l7 co — acliﬂzki+100
IV?)) fi(si, 2017; + 1, 20 + 1, Cli, le) o — ()é261i+1, 6 — Oésiﬂ21+1,

¢1(1,-1) co — acli fZkic

Nesta tabela temos r;, s;, cq;, ki, | € Z.

Caso I Il) fl 5170 2llaclla2k ) a— 17 /8 — O[Siﬂmi, Co — OécliﬂQkiCO

1.2)  £(0,0,20;,¢14,2k; +1) : a0 — 1, B — Bl ¢g — a1 g2kitle
) fi(54,0,20; +1,0,2k;) t o — 1, B — i At ¢y — B2Ric
)

Caso II I1.1)  fi(s:,0,2l;,¢14,2k;) : o = 1, B — a®i 3%l ¢y — a1 3%kic

(
(
(
¢o(1,1) 1.4)  fi(54,0,20; +1,8:,2k; + 1) : a0 = 1, B — % g2+l ¢y — o g2kitle
(
I11.2) fi(0,0,2l;,¢14,2k; +1) : a0 = 1, B — %4, cg — i g2Fitle

$1(1,1)
Caso III | IT1.1)  fi(s:,0,2l;,¢14,2k;) : o — 1, B — a%i 3%l ¢y — a1 3%kic
I11.2)  £i(0,0,2l;,¢14,2k; +1) s = 1, B — B2, ¢ — acrip2hitle,
IT1.3)  fi(s:,0,20; +1,0,2k;) : a — 1, B — % g2t ¢y — pZric
do(1,-1) II1.4)  fi(5:,0,20; + 1,5, 2k; + 1)t — 1, B — a® B2itl ¢y — a%i g2kitlc,

Caso IV IV.1)  £i(0,0,20;,c14,2k;) : o — 1, B — % B2 cq — i f%icy
IV.2)  fi(54,0,2l5,c14,2k; + 1)t — 1, B — B2, cg — acripritle,
¢1(1a _1)

Nesta tabela temos s;, c1;, ki, l; € Z.

As tabelas acima sao dadas para cada i = 1,2. Portanto, os pares (fiy, foy) s@o
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combinagoes de cada um dos casos, em cada tabela. Por exemplo, na primeira tabela,
no caso I, temos 16 possibilidades. Como Coin(f1, f2) = Coin(fs, f1), entdao podemos
reduzir os casos a serem analizados.

Demonstragao. A demonstragao dessa proposicao se faz usando as relagoes (1), (i)
e i11) dadas pela proposi¢ao 2.1.4. ]

Para facilitar a leitura desta tese, resolvemos colocar os calculos dos grupos
m(M(p) x5t M(9),(< 2,0 >, < 2,0 >)),0 = 1,2 e m(M(¢) xs1 M(pp) — A,
(< 29,0 >, < 21,0 >)) no apéndice A. Caso o leitor ainda nao tenha visto os célculos

desses grupos sugerimos, antes da leitura do capitulo 3, a leitura do apéndice A.



Capitulo 3

O problema do levantamento

Dadas aplicagoes f1, f2 : M(¢,(1,1)) = M(¢,(1,7)), sobre S*, queremos saber quando
o par (f1, fo) pode ser deformado a um par livre de coincidéncias, por uma homotopia
que preserva fibra sobre S!. Pelo diagrama 1.4 e pelos resultados obtidos no capitulo
anterior, temos que esse problema é equivalente a existéncia de um levantamento para
o diagrama abaixo, ou seja, (f1, f2) pode ser deformado a um par livre de coincidéncias

se, e somente se, existir um levantamento 1) no diagrama abaixo.

j2#082
7T1(M(¢) X g1 M(gb) — A, (< 2,0 >, < 1,0 >))
v o -7
- - q#

7T1(M(§Z5), < 132,0 >) 7T1(M(g25) X g1 M(Qﬁ), << ZEQ,O >, < ZL’Q,O >))

(f1,f2)#

(3.1)

Mostraremos nesse capitulo que esse problema ¢é equivalente a resolver um sistema

algébrico. Apresentaremos também, algumas reducoes que podem facilitar o estudo

33
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desse sistema. Comegaremos descrevendo os homomorfismos do diagrama 3.1.

3.1 Equivaléncia do problema a um sistema algébrico

Temos que o homomorfismo j,,, no diagrama acima ¢ induzido pela aplicagao,
Jo: (K — 172,([}1) — (M((b) X g1 M(¢) — A, << 9,0 >, < 21,0 >)),

que é dada por j3(y) = (< 22,0 >, < y,0 >), e 0 homomorfismo, 0y, é 0 homomorfismo
de conexao da sequéncia exata de homotopia do par (K, K —z5). Essa sequéncia é dada
por; 1 — mo( K, K — x9; 1) N m (K — 295 11) ELN m1(K;2z1) — 1. Também temos que

o homomorfismo,

T (M(¢) xg1 M(¢) — T (< 29,0 >, < 21,0 >))
m(M(p) xs1 M(0), (< 22,0 >, < 1,0 >)),

é dado pela composicao dos seguintes homomorfismos:

7T1(M(¢) X g1 M(gb) — A, (< T9,0 >, < 21,0 >))
T (M(p) xs1 M(¢), (< 22,0 >, < 21,0 >))
7T1(M(¢) X g1 M(¢), (< 2,0 >, < 9,0 >>)
Consideremos a aplicagao v : I — M(¢) xg1 M(¢) dada por v(t) = (< x9,0 >,
< o(t),0 >), onde 0 : I — K é um caminho ligando =5 a x; que estda dentro de

uma pequena vizinhanga contendo z; e x5. Temos que o homomorfismo x no diagrama

anterior, ¢ o homomorfismo que envia;

(
a— o

B — B
K= Co— Co

a— up

L B—)Ul
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Também temos que o homomorfismo, 7, é dado por; v(n) = v~ nv.
Lema 3.1.1. A sequéncia vertical do diagrama 3.1 € exata curta.

Demonstracao. De [11] temos o seguinte isomorfismo: m, (K, K — xg,x;) %
To(M (@) xg1 M(¢), M(p) xgs1 M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >)). Para simplificar
a notagao denotaremos; X = M(¢) xg1 M (@), Y = M(¢) x5t M(¢) — A, & =< 21,0 >

e & =< 19,0 > . Com essa notacao temos o seguinte diagrama comutativo:

1 ——mo(K, K — 29, 21) 2= 11(K — 29, 71) —2— 1y (K, 1) —— 1

L

1 ——m(X,Y, (&,61)) N m(Y, (&,6)) —=m (X, (&, &)) —= 1

Como d, é injetor e h, é um isomorfismo, entdo temos que, Joy 0 Oy = 0y 0 hy, é
injetor. Observemos que gy o (joy ©92) = qu 0 (050 hy) = (qg 0 8,) o h, = 0. Portanto,
Im(jay 0 02) C Ker(gy). Agora, se gu(r) = 0, entdo existe y € m(X,Y), tal que
z = 9,(y). Tomando z = h; ' (y), temos joy 0 Da(2) = 050 hy(z) = (y) = x. Portanto,
Ker(qy) C Im(jay 0 0a). O

Agora, calcularemos 7' o(f1, f2)4. Para isso, devemos determinar o homomorfismo
(f1, fo)#, onde fiy = fi(si,7i,ti,c14,¢2) é dado pelas tabelas do teorema 2.1.1. O
homomorfismo 7~ é dado por v~ 1(n) = vyt

Pela proposigao 2.1.2 e pelos teoremas A.1.1 e A.2.1, temos; m (M (¢), < 22,0 >) =

<Oé,ﬁ,C(]|OéﬁO{ﬁ_1 = 176004661 = aeac()ﬁcal = Oépﬁn%

T (M(P) xg1 M(9), (< 22,0 >, < 21,0 >)) = (aq, B, co1, U1, 1 Ulvlulvfl =1 a8
Bt =1 coancylar =1, cofice By "oyt = 1 aquiey "t = wr, aqvieg = o, frun By =

-1 _ -1 _ -1 _ . pon
U1,510151 = V1, C01U1Cy; = Uy, Co1V1Cy; = U101>7

m(M(d) x5t M(0) — A, (< 29,0 >, < 21,0 >)) = (&, 3, &, a, blafaf~" = abab~' = B,
Gac e = (9 x @) (@A, &fGTIBTaTT = (6 x @) ,(A)F AP, aaa! =
BaB™', aba~' = Ba'ba~'B', faf'=0b"lta'b, BbS' =b"Y(Bbb, cacy ' =
(6 % 0),(@), cobéo™" = (¢ x ¢),(b)) e
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T (M () X g1 M(h), (< 9,0 >, < 9,0 >)) = (ag, B2, Coz, Us, Va|Upptizvy ' = 1, aipBacry
62_1 =1, 0020@0521@2_1 =1, cogﬂgcazlﬁz_"a;p =1, a2u2a2_1 = Us, agvgo@l = vy, @2u252_1 =
U2>52U2/32_1 = Vg, Co2u20521 = U2, 002"020521 = ujvy), onde, p € {0,1} e n = £1.

Temos; (f1, f2)u(< a(t) >) =< (fi, f2) o a(t) >=< fioa(t), fr0at)) >. Mas
observemos que (f1 o af(t), fa o a(t)) ~ar (f1 o alt),< 22,0 >) x (< 2,0 >, fo 0 a(t)).
De fato, como a pertence a 71 (K), m(K x K) = m(K) ® m(K), e fiy(a) = a”
pertence a 7 (K), entdo em 71 (K x K) temos (f1 o af(t), fa o a(t)) ~or (f10a(t), za) *
(w9, fooa(t)). Portanto, em M(¢) temos; (froa(t), faoa(t)) ~ar (froa(t), < x9,0 >)x
(< 22,0 >, faoa(t)). Visto que fiy(a) =a™, para i = 1,2, entdo temos;

(fi,fa)ue(<a>) = <(fi,fo)oa>=<(fioa, froa)>
= <(fioa,<x9,0>)>< (< x2,0>, fo0a) >
= < (0", <19,0>) >< (< 19,0 >, ™) >

= ay'uy’.

Da mesma forma, usando que, f;,(3) = o %, obtemos;

(fi, f)u(<B>) = <(fi,fo)oB>=<(f108, f208) >
= < (fiof,<x9,0>)>< (< x9,0>, fo0[) >
= < (oﬁlﬁtl < 9,0 >) >< (< 9,0 >, a%252) >

t1, s2 t2
2 U™y

Também temos; (f1, f2)x(< co >) =< (f1, fa) 0 co >=< (f1 0 co, f2 0 co) >. Mas como,
fig(co) = a®B%icy, entao obtemos; (f1 o co, f2 0 o) = (15, a2 3%2) x (co, co) ~or
(a1, < 9,0 >)x(< 2,0 >, a®2)x (2, < x9,0 >)x(< 2,0 >, 52)x(cy, ¢p). Portanto,
temos; (fi, f2)(co) = aus B 5 con = a1 B 5 s,

A 1ltima equivaléncia acima vem do seguinte caso particular (aeo, Beg) = (o, B) *
(co, o). De fato, temos co(t) =< xq,t >, at) =< a(t),0 > e [(t) =< p(t),0 >

Observemos que;

<a(2t),0> para 0<t<1
(aco)(t) = :
< x9,2t — 1> para 1
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(Beo)(t) = <B(2t),0>  para 0<t<

<x9,2t—1> para 5 <t<

N |—

(a, B) * (co, co)(t) = (< a(2t),0 >, < ((2t),0 >)  para OStS%

(< x9,2t — 1>, < 9,2t —1>) para %gtgl e

(aco, Beo) () = (< (2t),0 >, < B(2t),0>) para 0<t<3
(< 29,2t — 1> < 9,2t —1>) para 1
Assim, em qualquer caso, se fiy = fi(si, i, i, C14, C2;), entao o homomorfismo (f1, f2)4
envia;
a — ag'uy?
B — a3 Byustuy
Co = a5 By ug vy coa

Agora, para o homomorfismo 7 : w1 (M(¢) xg1 M (), (< 22,0 >, < 21,0 >)) —
T (M(9) x50 M(6), (< 22,0 >, < 3,0 >)) temos:

viag) = vilagw
= (<22,0>,<0 10 >)(a,< 21,0 >)(< 29,0 >, < 7,0 >)
= (o, < 12,0 >)

g 0627

v(f) = v ipw
= (<29,0>,<010>)(B,<21,0 >)(< 22,0 >,<0,0>)
= (6,<x2,0>)
= [,

9(601) = 1/71001V
= (< x9,0>,<071,0>)(co, < 21, >)(< 22,0 >, < 0,0 >)
= (CQ,< Jfg,t >)

= Co2,
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v(u) = viluw

= (<29,0>,<071,0>)(< 29,0 >,01)(< 12,0 >,< 7,0 >)
= (< 22,0 >,07"a0)
= (< 9,0 >, as)

= U2,

v(v)) = vluw
= (<22,0>,<0 10 >)(< 29,0 >,01)(< 22,0 >,< 0,0 >)
= (< 22,0 >,07h0)
= (< 22,0 >,b9)
= vq.
1

Portanto, em todos os casos se, fz# fi(Si, 74, ti, C14, Co;), entdo o homomorfismo v~ o

(f1, f2)g : m(M(d), < 22,0 >) = m(M(p) x50 M (), (< 22,0 >, < 21,0 >)) é dado

por;
Lo (fi, f2)a(@) = 7 (0fus?) = oftu?
o p(9) =97 i) = o ol
,;—10< Flen) = P01 B a5 ) = 0 B uS oy

Agora, para obtermos uma descri¢gao dos homomorfismos do diagrama 3.1 demons-

traremos o teorema abaixo.

Teorema 3.1.1. Sejam, f;(s;,ri,ti, C14,C2i), para i = 1,2, homomorfismos dados em
cada um dos casos das tabelas do teorema 2.1.1. Tomemos «, 3,cy lagos em M(¢)
baseados em < 15,0 > dados, respectivamente, por o =< pa1paz,0 >, =< pyy,0 >,
co(t) =< xg,t >. Tomemos também ay; = p11p12,b1 = pl_21 lacos em K — x5 baseados
em Ty € Ay = Po1Po2, by = p;zl lagcos em K — x; baseados em w2, onde p;; sao dados

como nas figuras abaixo;
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Fig.1. As trancas p,, ¢ P, Fig.2. As trangas p,, € p,,

Figura 3.1: Trancas puras em K — D

Com a notacdo acima temos;
(1) O homomorfismo, (fi, f2)s : m(M(6),< 22,0 >) = m(M(9) x5 M(9),

(< 29,0 >, < 29,0 >)), envia;
a — oyt uy’
B — st fhrusol
2 P Uy Uy

co — a0116621u0127j§22 Coo

(2) O homomorfismo,

m(M(p) Xg1 M(p) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >))

Jos

T (M (@) Xg1 M (), (< 22,0 >, < 29,0 >)),

¢ dado pela composicio dos sequintes homomorfismos:

7T1(M(¢) X g1 M(qb A, <I2,0 >, < x,0 >))

¥

7Tl(M(¢) XslM <3§'2,0> < 1,0 >))

l

T (M (p) x50 M(9), (< 22,0 >, < 12,0 >)),

12

onde o caminho, v: I — M(¢) xg1 M(¢), € dado por; v(t) = (< 12,0 >, < o(t),0 >),
o:1 — K éum caminho ligando x5 a x1 e o homomorfismo k € dado por; k(&) =

i, K,(B) = 01, k() = cor, k(@) = uy e ,%(B) = vy. Aqui, temos v(n) = v~ nv.
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(3) O homomorfismo do levantamento de (fi, fo)x, no diagrama 8.1,
U m(M(9), < 29,0 >) = w1 (M(d) x51 M(p) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >)), existe se, e
somente se, podemos encontrar elementos; Zy, Zs, Z3 pertencentes a mo(K, K — xq,x7),
e elementos A, F,C pertencentes a m (M (¢p) xg1 M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >)), de

tal modo que a imagem de o, B e ¢y pelo homomorfismo, 1, sejam dadas por;

a— Z1A com k(A) =aj'uy® se fiy(a)=a"
V=14 B— ZoF com k(F)=apluvl? se fig(B) = o g

co = Z3C com k(C) = a" B uivi?cor se fiy(co) = aB%ic

onde, i = 1,2. Se existir o homomorfismo do levantamento, 1, entao devemos ter;

PlaBaB™t) = 1, dlcoacy a™) = 1 e dlcoBeg’ Ba) =1, onde p € {0,1},¢ = +1 ¢
n = +£1.

Demonstracao. (1) e (2) ja foram feitos antes de enunciarmos o teorema. Assim,
demonstraremos apenas o item (3).
) = o (f1, f2)p(a) =
aj'ui? se fu(a) = a™. De fato, se ¢(a) = x, entao de gu o ¢Y(a) = (f1, f2)x(a) temos
)-

vok(x) = (f1, f2)#(c). Logo, obtemos k() = v~ o(f1, fo)u(

entdo obteremos k(x) = v o (fy, fa)u(a) = v (ay'ul?) = aftuj?. Por outro lado, se

Primeiramente, observemos que se ¢ (a) = z, entao k(x

Agora, se fiy(a) = a',

k(A) = aj'u}?, entao temos A1 = Z;, onde Z; pertence ao nicleo de k. Logo, temos
que Z pertence a mo( K, K — x5;,x1). Analogamente fazemos para (5 e ¢g.

Suponha que exista o homomorfismo ¢ do enunciado do teorema. Logo, temos
Y(a) =, () =y ed(c) =z Tomando A =z, F =y, C=ze 2y = Zy =73 =
elemento neutro, entao temos que Zi, Zo, Z3, A, F,C satisfazem as condigoes acima.
Agora, supondo que existem 7, Zy, Z3 € mo(K, K — x9,11) e A, F,C € m(M(¢) x5t
M(¢) — A, (< 29,0 >, < 21,0 >)) satisfazendo a condigao da hipétese do teorema,
entao basta extender ¢ por linearidade. Das relagoes de, m1 (M (¢), < x2,0 >), obtemos

as seguintes equagoes:
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V(aBaf™!) =
Y(cpacyta™) =1
Y(cofey Ba7P) =1
O
A seguir, obteremos algumas equacoes que 21, Zs, Z3, A, I, C, devem satisfazer para
que exista um levantamento, 1 : m (M (¢), < 22,0 >) — m(M(p) x5t M(p) — A
(< 29,0 >, < 21,0 >)), em cada um dos casos dado pelo teorema 2.1.1. Do teorema

acima, temos que se, fiy = fi(si, 7, ti, c1i, C2;), entdo o homomorfismo, ¢, deve enviar;

a— Z1A com k(A) = atu?
B — ZoF com k(F) = a’ plruol?

co = Z3C com k(C) = o i uivi?cn

e ainda, v, deve satisfazer as seguintes equacoes: ¥(aBaBf™t) = 1,¢(cpacy'a™t) =1 e
Y(coBey B MaP) = 1, onde p € {0,1} e n = £1. Logo, existe o levantamento, 1 se, e

somente se, o sistema abaixo, na varidvel Z;, possui uma solugao.
ZlAZQleAF_lzgl = 1
Z3CZiAC Z; (A Z ) =1
ZSCZQFCﬂZgl(F*lzgl)n(A*IZ;l)p = 1

14n

Como 1 = #1, entdo temos; (F~1Zy1)™" = . Também temos que
p € {0,1}, assim temos; (A~1Z; 1P = APZP. Portanto, o sistema acima para ¢,(1,7)

e fi(si,ri, t;, c1i, C2i), dado na tabela do teorema 2.1.1, é equivalente ao sistema abaixo:

(

Z1(AZy AN AFAF-Y)(FA- Z,AF~)Z;" = 1
(1) Z3(CZC7)(CACT AT (AZy AT 21! =1

Z3(C Z,C ) (CFC I FMAP)(APF1 Z; ' F~1AP)

(APF"z Z;"F 2" A°)Z, " = 1

\

De agora em diante, nos referiremos ao sistema (1) como o sistema gerado pela
. r1,,T2 _ t1. S22 t2
entrada de dados (A, F,C; s;, 14, t;, (11, ¢2:)), onde k(A) = oj'u?, k(F) = af' fitui*v]

e k(C) = af"'ui? p*vi*cor, com i = 1,2.
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A notagao acima, poderia ser simplificada, ou seja, ao invés de escrevermos, sistema
gerado pela entrada de dados (A, F, C; s;, 14, t;, (¢14, C2i)), poderfamos escrever apenas,
sistema gerado pela entrada de dados (A, F, C; s9, ra, ta, (c12, C22)). Isso segue do fato de
que a ultima notacao, caracteriza completamente o par de homomorfismos ( Jig fz#)
dados no sistema (I). As vezes usaremos essa outra nomenclatura.

De fato, suponha que temos um sistema gerado pela entrada de dados (A/, F'.C'; s,
T2, t2, (C12, €22)), com fi, = fi(sy, 71,11, ¢11, Cyy). Pela nossa notacio temos, foy =
fa(82, 79, ta, 1o, €22). Agora, das equacdes r(A') = k(A), k(F') = k(F), (C") = k(C),
obtemos 3/1 = s, 7“/1 = 71, t,1 = 1y, c/11 = ¢y € 0/21 = ¢91. Assim, temos fl# =
fi(s1,71,t1, €11, co1).

Observemos que no sistema (/) cada equagao é um produto de fatores, onde cada
fator é um conjugado de Z;, exceto um. O fator que nao é um conjugado de Z;
chamaremos de termo constante da equacio. Esses termos sao: AFAF~1, CAC™ 1A e
CFC™'F~1A~?. Como cada varidvel Z; pertence ao subgrupo normal 7o (K, K — 22, x1)
de m (M (¢) x51 M () — A, (< 22,0 >, < x1,0 >)), entdo todos os fatores, incluindo os

termos constante, pertencem a mo(K, K — xg9, 7).

3.2 Reducoes no sistema

Nesta se¢ao conjugaremos o sistema (/) por uma palavra, ¢, em a, l;, ae B, de modo a
reduzir uma entrada de dados quaisquer a uma entrada de dados fixada. Comecaremos
esta segao apresentando uma equivaléncia do sistema (I) em relagdo aos elementos
A, F,C, dada pelo teorema abaixo. Esse teorema sera usado posteriormente no estudo

de solugoes para o sistema (I).

Teorema 3.2.1. FEuxiste solugao para algum sistema gerado pela entrada de dados
(A1, F1, Ch; So,79, 1, (C12,¢22)) Se, e somente se, existir solugdo para todo sistema ge-
rado pela entrada de dados (A, F,C;sq,19,t2, (C12,C22)), onde k(Ay) = k(A), k(F)) =
K(F) e k(Cy) = k(C).
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Demonstragao. (=) Suponhamos que X, X, e X3 seja uma solugao para o sistema
gerado pela entrada de dados (Ay, Fi, Cy; s2, 73, te, (c12, C22)), Ou seja, suponhamos que
temos;

X A X X AV FTEXG =1
X300 X0 A O XA X =1
XsO\ X O X HFTI XA XY = 1

Das condigoes r(A;) = k(A), k(Fy) = k(F) e k(Cy) = k(C) obtemos A;jA™! =
Yi,FiF' =Y, e C;C™! =Y, onde Y7,Y, e Y3 pertencem ao nicleo de k. Podemos
entao, escrever A; = Y1 A, F1 = Yo F e (7 = Y3C. Substituindo isso no sistema acima

obteremos;

X\ VAX Y, FX Y AR, X =1

X3Y3CO X Y ACT Y, P X ALY X =1

X3YsOXo Yo FCTVY, A X (P, A XA Y Xy = 1
Escrevendo Z; = X 1Y, Zy = XoY5 e Z3 = X3Y3, temos que 27, Zy e Z3 é uma solucao
para o sistema gerado pela entrada de dados (A, F, C; sg, 19, ta, (¢12, C22)).

(<) Se existe solucao para todo sistema gerado pela entrada de dados (A, F, C'; 55,74,
to, (c12, c22)), entdao em particular existe solugao para o sistema gerado pela entrada de
dados (A1, F1, Cy; 59,79, ta, (€12, €22)). O

Agora, conjugaremos as equagoes do sistema acima por uma palavra, ¢, em &, B , a
e b. Note que nio acrescentaremos ¢ & palavra ¢ pois, no caso M (¢o(1,1)), conjugar,
as equacoes do sistema, por uma palavra em ¢y nao muda o sistema, ja que ¢y comuta
com todos os outros elementos. Quando ¢ é diferente da identidade, entao nao sabemos
o que acontece. Isso sera feito num outro momento.

Observemos que, como k(&) = ay, k(8) = B, k(@) = u; e k(b) = vy, entdo k(q) é
uma palavra em g, £y, ui, e v1. Temos que x(q) = af*'Brukvt, onde m,n, k,l € Z. Isso
segue do fato de que em 7 (M (¢) X g1 M (), (< 22,0 >, < 21,0 >)), oy comuta com uy
e vy, f; comuta com uy e vy, e das relagoes alﬁlalﬁfl =1le ulvlulvfl = 1 obtemos;

q2raFED st set épar

t
i
r 08\t
« = -
(1 /37) SO0 pg 4 s
aq 15, set e impar
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t _1)s
(urvs)t - Uy r1+(=1) )]Uft, se t é par
11 - t—1 _1)s
Uy rA+=0 )Hrv‘ft, se t é fmpar

para quaisquer s,r,t € Z.

Teorema 3.2.2. Seja ¢ = ¢,(1,m) um dos quatro casos dados nas tabelas do teorema
2.1.1, onde p € {0,1} e n = +1. Seja ¢ uma palavra em &, B, aeb tal que k(q) =
amBrubvl, onde m,n,k,l € Z. Entdao, tomando a conjugacdo por q nas equagoes do
sistema (I) gerado pela entrada de dados (A, F,C;sqe,r9,ta, (C12,¢22)), obteremos um
novo sistema que ¢ gerado pela entrada de dados (A", F',C";k[1 — (—=1)%2] + (—=1)'sy,
(=172, Lo, k{1 — (—1)etG=ml] 4 (<)t (=00 (D)o, (1= )l + ), onde
A =qAqg " F =qFq ' e C' = qCq". Além disso, temos que se (Zy, Za, Z3) for uma
solugdo para o sitema (1), entdo (7, = qZ1q7', Zy = qZoq™", Zy = qZ3q™") serd uma

solugao para o novo sistema.

Demonstragio. Basta calcular x(A'), k(F’) e x(C') e analisar as poténcias de aj,
B1, uy e vy. Para calcular x(A), s(F') e x(C") usaremos as relacoes de 7 (M () X g1

M(¢), (< 22,0 >, < 21,0 >)). Os cdlculos seguem abaixo.

/ _ —
k(A) = k(qAq 1) = aTﬂ?u’fvla?u?vl Uy 51n "
l -
= a{”ﬁ{za ey U1U1U1 Uy Uy
1
af’ 041 hﬁ B" 7mu1ug D “olortur”

_ (=1)"ry (=1)iry
- al ul )

/ _ t to. —l, —kp—-n_ —
K(F") = K(qFq 1) = 51“1”1 "By vy By tag ™

_ m 1 s2 to —1 —k
= e’ ﬁ "B Moy U17)1U1 V17U Uy

_ m. - (=D)"s1 on ot1 p—n - —m, k, (=Dls2 1 to —1 —k
= O 041 Br By By Moy Mufuy RIS

_ —1)"s1 oty —m k, (—Dlsa ty —k

= af 041 Britag Muyuy Uy Uy

_ om, (D)"s1 (= 1) t1, k, (=Dlsa —(=1)2k i,
= a1 aq 1 Uty Uy Uy

_ Oé;n[lf(*l)le(*l)”Sl Bl (DD szt
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K(C) = k(gCq™")

— 11 QC21 612 C22 n —’I’)’L
= 51“1”1041 I& vy Co1Vy u1 51

_ m C11 QC21 c12,,C22 —1 —k _—1 —n _—1 -m —1
= O 61 6 ulvlul V17" Co10 001 Co1Uy Cop 00161 Cp1 Co10¢1  Cpy Co1

= apal V" s ubul otog (uol) urH(0FB) o e

m+(—1)"c11 pn+tea k+( Dileciz l+622 —k(PR=NM\n ,—m

= I (ujvy ) uy (o By ") ey Mem

(—1)! 1—(—1)™
P —nl —

2 ) V] n uj kag )

m~+(—1)"c11 on+co k+(—1) c12  I+coo ( Po—nm  —m

-4 i Yt By oMoy
m+(=1)"e11 gntea k+(—1)l012 I+c (17(71%)1) —(=1)""k —pl (=G0

- al /8 ? Ul 22U1 2 ul /Ul al 2

=(=1)7"m p—mm
aq 51 Co1

= O/ln-i-(—l) Cllagfl)nﬁwm [(#)pf(fl)_ymm]6?4-021/81—77”“]194‘(_1)1012
u§*1)1+c22 [(%ﬁl)l)p*(*l)qﬂk}Ui—‘rcmvl—nlcm
OéTJr(il)ncuagil)nﬂm [(#)pi(fl)_mm] 6§1*77)"+C21 ullﬂ+(*l)lc12
ugfl)uczz [(%ﬁl)l)p*(fl)*"lk}U%l—n)l-ﬁ-czQ601

o am[lf(fl)(l—n)n+c2l]+(,1)n+€21(#)Irk(il)ncll (1—n)n-+ca1
- 1 1

1y
k[1—(—1)A=miteza)y (~1)ite2 (A2 p 1 (“1)lers (1—p)idea

]

Lema 3.2.1. Com a mesma notacao do teorema acima, temos que se t; = 2l; + 1 e

to = 2ly + 1, entao existe um levantamento para os pares de homomorfismos:
(fi(s1,71,20 + 1, c11, 2k1), fols2, 72, 20y + 1, €12, 2k2)),

(fi(s1,71, 2l + 1, c12, 2k1), fa(s2,72, 200 + 1, 12, 2ky + 1)),
(fi(s1,71,20 + 1, 19, 2k + 1), fa(s2, 72,200 + 1, 12, 2k2)),
(fi(s1,71, 2l + 1, c12, 2k + 1), fo(s2, 72,200 + 1, ¢12, 2k + 1)),

se, e somente se, existir um levantamento para os sequintes pares de homomorfismos,

respectivamente :

(f1(2m + (-1)”81, (-1)”7“1, 2[1 + 1, —(

#)p + (=1)"c11, (1 = n)n + 2ky),

)p+ (—D)crz, (1 — )l + 2k)),

(1)
f2(2k + (=1)'sy, (=1)'rg, 215 + 1, —(#
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(fi(2m 4 (=1)"sq1, (—=1)"ry, 20 + 1, _(#

llgiﬁm+(4yq%a—nﬂ+2b+lﬂ

1—(=1)"
2

1— (1)
2

)p + (_1)71,0117 (1 - 77)” + 2k1)7
fo(2k + (=1)'sa, (—1)'rg, 201 + 1,2k + (

(fi2m+ (=1)"s1, (=1)"r1, 20 + 1,2m + ( )p+ (=1)"c11, (1 —n)n+ 2k + 1),

)0+ (—1) c1a, (1 — )l + 2k2)),

(f1(2m + (—1)n81, (-1)"'7"1, 2[1 + 17 2m + (1_(2—_1)n

1 - (—1)
2

f2(2]{7 + (—1)182, (—1)l7’2, 2[2 + 1, —(
)p+ (=111, (1 —n)n+ 2k, + 1),

fo(2k + (=1)'sy, (—1)'rg, 215 + 1,2k + ( )+ (=1)era, (1 — )l + 2ky + 1)).

Demonstragio. Denotemos por (A" F',C', sy, 75, by, C1g, Coy) 0 NOVO sistema dado
pelo teorema 3.2.2. Para demonstrarmos o lema basta calcular sy, 7y, %y, Cio € Coo.
Faremos o calculo apenas para o homomorfismo, f5, ou seja, analisaremos os casos em
que temos to = 2o + 1 € co9 = 2kg ou tyg = 25 + 1 € o9 = 2ky + 1. O caso para o
homomorfismo, f;, é analogo.

No primeiro caso, temos to = 2ly + 1 e c99 = 2ky. Nesse caso, temos 3/2 = k[l —
(—1)f2] 4+ (=1)sy = 2k 4+ (=1)sg, 75 = (=1)lrg, ty = ty, cpe = (1 — 1)l + 2Ky e,
¢y = K[1 — (=1)em ity [(—1)ies (02 4 (—1)legy = [1 — (—1)2kt0oml]g
(1) (2O Dp + (—1)'crs. Como n é fmpar, entdo (1 — )l é par. Assim, temos
[1— (=1)2r e [(= 1) 2k (S 4 (< 1)egs = [(—D)H(EF2) ]+ (—1)ler =
(CUSE)p + (—1)ers = —<%>p+ (—=1)exs.

No segundo caso, temos to = 2ls + 1 € c99 = 2ky + 1. Nesse caso, temos 8/2 =
E[1—(=1)2] 4 (=1)'sy = 2k + (=1)lsy, ry = (=1)rg, ty = to, Cpy = (1 —1)+2ky + 1 ¢,
Gy = [1 = (— 1)t A=mt) ] g [(—1)em (=GB 4 (—1)legy = [1 — (—1)2r b=
—1—[(—1)”2]‘32“(#)]}94- (—1)!c12. Como 7 é fmpar, entdao 2ky + 1+ (1 —n)l é fmpar,
ja que (1 —n) é par. Assim, temos [1 — (—1)2k2+1+0=ml)]f 4 [(—1)H2ke+1 (1L ( DOYp +
(1Yers = 28+ D ot (1 = 2 (DD ot (s =
2%k + (2 + (< 1)lers. O
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Corolario 3.2.1. Quando t1 e ty sao impares entao podemos tomar 5,1,8/2 € {0,1} e
71,75 > 0. Sen = —1 entdo podemos tomar cy; € {—1,1} se cy; for impar e cy; € {0,2}

se cy; for par, onde i € {1,2}.

Demonstracao. Vamos usar apenas o seguinte par de homomorfismos dado pelo

lema anterior:

(fu@m + (—1)s, (—1)r 20, 1, — (D"

1 — (—1)
2

A demonstragao para os outros casos é andloga. Consideraremos primeiro, o homo-

)P+ (=1)"cir, (1 = n)n + 2ky),

f2(2k + (=1)'sy, (—1)'ry, 215 + 1,2k + ( w4 (—=Dlers, (1 — )l + 2ky + 1)),

morfismo, fs.

Podemos escrever ky = 2ky ou 2ky — 1, ky € Z. Se 15 > 0 entdo basta tomar
| = —2ky. Assim, obteremos ry = (—1)'ry = 75 > 0. Temos s, = 2k -+ (—1)'sy = 2k +s5.
Se sy, = 2j, j € Z, entdo basta tomar k = —j, e, logo teremos s, = 0. Agora, se
sy =2j+1, j €7Z, entdo tomando k = —j, teremos s, = 1. Mais ainda, se n = —1

entao obteremos;

1 se kz = 2]52

Copg = 21 4 Cg0 = 2 + 2ky + 1 = -
—1 se ]{?2:21{?2—1

Se 7y < 0 entdo bastar tomar | = —2ks—1 s kg = 2k, €l = —2ko+1 se ky = 2k —1.
Em qualquer situagao obteremos 7“/2 = (—=1)!ry = —ry > 0. Temos entdo, 5/2 = 2k — s9,
se 55 = 2j ou 85 = 2j + 1, j € Z, entdo tomando k = —j obteremos s, = 0 ou 1.

Também obteremos;

-1 se k2:2k?2

Copg = 21+ Cgo = 2 + 2ky + 1 = )
1 se k2:2k2—1

Se tomarmos o homomorfismo, f;, entao a reducao é completamente analoga. Nessa
. ~ / . ,

situagao obteremos ¢,y € {0, 2} visto que cgy é par. [l

Portanto, no caso em que t; e ty sdo impares podemos conjugar o sistema (I) por

uma palavra, ¢, em a, B, ae l;, tal que k(q) = o Brukvt, onde m,n, k, | sdao escolhidos
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da maneira acima, de tal modo a obtermos um sistema gerado pela entrada de dados
(A F',C"; 5,79, ty, (Cla, Cag)), onde 71,75 > 0 e 57,55 € {0,1}. No caso em que n = —1,
entdo podemos tomar c,; € {—1,1} se ¢y for fmpar e c,; € {0,2} se ¢y for par, onde

ie{1,2}.

Observacao 3.2.1. Note que no caso em que n = —1 e p = 1 podemos tomar
0/27; =0, i = 1,2. Por exemplo, fazendo essa redu¢ao no homomorfismo (f1(2m +
(=1)"sy, (=1)"ry, 20 + 1,—(%)}) + (=1)"c11, (1 — n)n + 2ky), entdo obteremos
0/11 =1 sen € par e c’11 = —1 —cy1 sen € impar. Em algumas situagoes usare-

mos essa reducao para estudar nosso sistema de equagoes.

3.3 Propriedades do sistema abelianizado

Nesta segao apresentaremos um isomorfismo entre o abelianizado do grupo, mo(K, K —
Tg, x1) = Ta, € 0 anel de grupo, Z[m (K)]. Observemos que as solugoes do teorema 3.2.2

estao em mo. Assim, comecaremos no préximo capitulo, olhando as equagoes daquele

sistema no abelianizado de my que é: (mg)q = [W:i@].

O objetivo de olhar essas equagoes no abelianizado, (m3)q, € que se elas nao pos-
suem solugao no abelianizado, entao podemos inferir que o sistema original nao possui
solucao. Se o sistema de equacoes possuir solugcao no abelianizado, entao tentaremos
encontrar uma solu¢ao no sistema original a partir da solucao dada no sistema abelia-
nizado.

Para ver se as equagbes no abelianizado, (m3)q, nd0 tem solugao, projetaremos o
sistema original a um sistema de equagoes em Z usando o homomorfismo aumentagao
E : (mo)ap — Z e, a partir dai, decidiremos se o sistema de equagoes correspondente

nao tem solucao.

Como vimos, no capitulo 3, m é o nucleo da aplicagao j, : m (K — xg9,21) =<

'o~'9 =1 >, onde w = aba"'b~'a' e v = ab.

w=tw~ 1o = abab ta" b tatabablalab =

w,v >— 1 (K, 1) =< w,0lw o o

lo—1s 7

Temos a = v w19, b = v 'wv?

e w-

abab—!. Denotaremos por, B = w v 'w~'v, onde w,v sdo dados pela observacao
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A.2.1 do apéndice A.

Teorema 3.3.1. Para o grupo ms temos as sequintes afirmagoes:

(1) O homomorfismo abelianizagcio A : w9 — (72)ap, €, tal que A(pi(w,v) Bpi(w,
0)) = Alpa(w, 0) Bpaw,0) ™), se [ja(pr(w,0))] = [a(palw, 0))] = [p(@, 5)], onde
pi(w,v), i =1,2 é uma palavra em w,v e, p(w,v) € uma palavra em w, .

(2) Eziste um isomorfismo (me)ap = Z[m (K)], onde Z|m1(K)] € o anel de grupo do

grupo fundamental da garrafa de Klein.

Demonstracao.

(1) Se [ja(p1(w,v))] = [jr(pa(w, v))], entdo temos [jx(p1 (w, v)pa(w,v) ") = 1. Por-
tanto, temos py(w,v)pa(w,v)”" = M w,v) € m. Disso, temos p;(w,v)Bp(w,v)”" =
AMw, v)[pe(w,v) Bpa(w,v) AN (w,v)™", e logo obtemos; A(p(w,v)Bp:(w,v)™") =
A( pa(w,v) Bpy(w,v)~1).

(2) O homorfismo 0 : (m)w — Z[mi(K)] definido por 6(A(B)) = 1.1
e 0(A(p(w,v)Bp(w,v)™1)) = 1.[p(w, v)], onde [p(w, V)] = j-(p(w,v)), é um isomorfismo.
De fato, por definicéo, temos que 7, é gerado pelo conjunto {p(w, v)Btp(w,v) |t € Z}.
Por (1), temos que 6 é injetor. Como j, é sobrejetor, entdo temos que 6 é sobrejetor.

Agora, considerando, A : o — (mg)ap = Z(m1(K)), 0 homomorfismo abelianizagao,
entao visto que j.(p(w,v)) pertence a m (K, z1), temos; j,(p(w,v)) = w 0¥ com z,y €
Z. Portanto, pelo isomorfismo acima temos §(A(p(w,v)B'p(w,v)™ 1)) = t.(w*o¥). O

Em algumas situagoes, para estudar o sistema abelianizado, aplicaremos o homo-
morfismo, £ o A, nas equagoes do sistema. Para simplificar a notagao indentificaremos

z com #(z), onde z e 0(z) estdo na situacao do teorema anterior.



Capitulo 4

Estudando um sistema de equacoes

Dadas aplicagoes f1, fo : M(¢,(1,m)) — M(é,(1,7m)), sobre S', entdo temos homo-
morfismos fi, fay @ T (M(0p(1,7))) = m(M(4,(1,7))), que pela nossa notacao, sao
dados por fi(s1,71,t1,c11, €21) € fa(Sa2, e, ta, c12, Caa), respectivamente.

Supondo que o nimero de Nielsen N( fi K Y K) é zero, entao como vimos no
capitulo 3, nosso problema é equivalente a encontrar uma solucao para um sistema
de equacoes. Também vimos, no corolario 3.2.1, que se t; e t, sao impares, entao
podemos supor que sy, s € {0,1} e 71,79 > 0.

O teorema principal deste capitulo, teorema 4.1.1, nos diz quando podemos defor-
mar o par (f1, f2) a um par livre de coincidéncia se t; e ty sdo impares. Note que quando
f1 ou fy é a identidade entao da equagao, N(f1|K, f2|K) = 0, devemos ter t; =ty = 1,
ou seja, os resultados obtidos neste capitulo inclui o problema do ponto fixo estudado
em [27]. Comegaremos o estudo do sistema de equagoes fazendo uma redugao. Do

teorema 2.1.1 e do coroldrio 3.2.1 temos o seguinte resultado:

Corolario 4.0.1. Dado um par de aplicagoes fi, fa : M(é,(1,1m)) = M(¢p,(1,n)), sobre
St entdo temos o par de homomorfismos (fi(s1,71,t1, 11, C21), fa(S2, 79, ta, C1a, C22)).
Suponha t; = 2l + 1 ety = 2l5 + 1. Para estudar o problema de existéncia de solugao
do sistema dado pelo teorema 3.2.2 € suficiente resolver o problema gerado pela en-

trada de dados (A, F,C; s9,19,t9, C1a,C22), onde os homomorfismos fi(s1,71,11,c11,C21)

20
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e fo(sg,79,t2, 10, Co2) sdo dados pelas tabelas abaizo. Nessas tabelas denotaremos por

T.1 o caso em que temos t1 = ty, e por T.2 o caso em que temos r;y = ry = 0.

Caso T'.1, ou seja, t; =ty = 21 + 1.

Caso I I1.3)  fi(si,ri,20+1,0,2k;) oo — @i, B — % B2FL cq — B2ic
I.4)  fi(5:,0,20 + 1,82k +1) : o = 1, B — a® BT ¢y — i 2itle,
¢0<1,1) S; € {0,1},7} >0k, leZ, i€ {1,2}
Caso II | I1.3) fi(si,2c1; + 1,20 + 1, c14, 2k;) - oo = o2t 3 — i g2+
co — acti f2kic
¢1(1,1) s; €{0,1},¢13 > 0,k 1l € Z, 1 € {1,2}
Caso IIT | IT1.3)  fi(si, 15,20 +1,0,2k;) : o = "%, B — o® B2FL ¢y — B
ITT.4)  fi(54,0,204+1,8;,2k; +1) o = 1, B — % B2FL cq — o f%Rit1ey
¢0(1,—1) S; € {0,1},7’1' >0k, leZ, i€ {1,2}
Caso IV | IV.3)  fi(si, 2c1i + 1,21 + 1,14, 2k;) : o — o2t B — % g2+
co — a1 f2kic
gf)l(l,—l) S; E{O,l},kz‘zo,ch‘,ZGZ, 1€ {1,2}

Caso 1.2, isto é, 11 =1y = 0.

Caso I 1.3)  fi(5:,0,20; +1,0,2k;) : a — 1, B — o 2it1 ¢y — ki

14)  fi(s,0,20 +1,5;,2k + 1)t = 1, B — % g2t cq — a%ig2kitle,
gbo(l, 1) S; € {0, 1},lz‘, ki S Z, 1 € {1, 2}
Caso III | IT1.3)  fi(5;,0,20; +1,0,2k;) : o — 1, B — a® B2t ¢y — pZFicy

IT14)  fi(8i,0,20; 4+ 1,8,2k; + 1) — 1, B — %2t ¢y — a%ipZhitle,

¢o(1,—1)

S; € {0, 1},[1',]{51' €7, € {1,2}
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Demonstracao. Para obter as tabelas acima basta usar o teorema 2.1.1 nos casos
em que ty, to sao impares e usar a reducao obtida apds corolario 3.2.1. O

Se fi(si,Ti,ti, C14,¢0:), © = 1,2, sdo os homomorfismos, induzidos pelas aplicagoes
f1, f2, em m (M(¢(1,7))), entdo do teorema 3.2.1 os termos do sistema de equagdes
(I) podem ser dados por A = @"w™, r; € Z, F = a* f1w™ (vw)2 e C = a1 fe2tyer
(vw)©22¢éy.

e wyvuvyt =1

De fato, como k(a) = uy, k(b) = vy, v = ab, w = aba~'b~'a~
em 7 (M(¢) xg1 M(¢), (< 2,0 >, < 1,0 >)), entdo temos k(v) = k(ab) = uivy,
r(w) = k(aba b 'a") = uy (viuy o7 urt) = uy. Portanto, temos k(A') = k(a™a") =
K@) = i u? = k(A). Também temos k(F') = w(@* 6" w® (vw)?) = o' Gl us?

t1 52, t2

(wvyuy)? = o' flus?v!? = k(F). Da mesma forma, obtemos x(C') = w(a™ [

w2 (vw)?2éy) = k(C).

Lema 4.0.1. Se m,n,q € Z, entao da tabela A.5 no apéndice A obtemos a sequinte

tabela:
OénUmOé n _ (wnvwn)m &—nvm&n — (w—nvw—n)m
AW ET = w™ A "Mwma" = w™
A"BMA&T" = w " BMw" &~ "B™a" = w" BMw "
ﬁnvmﬁ—n — ™M B—nvmén — ™M
ﬁnme—n _ v—nw(—l) mayn B—nmen — ,Unw(—l)"m,v—n
Banﬁ—n — ﬁ—anﬁn —
. nw(w(fé)nﬂ) (—1)"m _(1+(fé)n+1)vn _ U"w(w)B(fl)nmw_(%)vﬂl
B"(w_qvw_q)mﬁ_" = B‘”(w_qvw_q)mB" =
— fufn(w(fl)n(flnvw(*l)n(*q))mvn — fUn(w(fl)n(7Q)vw(71)n(7Q))m/Ufn
al(wmvw™)ma? = (Wl T)™ a~Y(wvw™)™a? = (W ow™ )™
@1)

Demonstracao. A tabela acima é obtida usando indugao e a tabela A.5. Calcu-

laremos apenas a conjugagao B”Bmﬁ_”. As outras conjugacoes sao obtidas de modo



93

analogo.

Da tabela A.5 temos SBA ! = v 'wB lwlv. Assim, temos

5235—2 _ Bv_llUB_lw_lUB_l
= fuTl B pwB BB B fw B fup
= v W lw v wBw v fwow

= v 2Bv?,

633573 _ 527231125*1
— o pBE
= v 2 lwB lwtv?
= v 3wB w3,

k k
LEDT) ek - (D

Suponha que temos BFBAF = vkl w( , para algum

inteiro k positivo. Dessa hipdtese temos,

BkHBﬁlkq — 551{334%11
_ futw (7”“”“1)3(—1% (P kg1

= ok put T T BBV B fu (S 1 ok

_1yk+1
Ly~ Ly~ (D)

_ ﬂ _ D=1k
= Ry DTy L BEVED Lyl voP
,1+(,1)k+2 71+(71)k+2
_ Ufkflw(f)wB(fl)k'Hwflw—(f)vk+1
—1424(—1)k+2 —1424(—1)k+2
_ v—k—lw(f)B(—nkHwf(f)vkﬂ
_1)k+2 _1\k+2
_ U_k_lw(%)B(_l)lwlw_(%)vlﬁ_l'
. - s _ 1+(=nntl _ (=it
Portanto, por inducdo obtemos que f"BA™™ = v "w(™ =2z IBED" = (= yn,

para todo inteiro positivo n. O caso em que n é negativo se faz de modo andlogo. Da

4 : 5 5 g, (HEEDMT e (et

tltima igualdade obtemos B"B™B~" = v "w ™ 2 BEU"m == )y, para

quaisquer inteiros n, m. O
Observemos que para ¢,(1,m) e fi(si, 74, i, 15, ¢2;), dados no corolario 4.0.1, existe

o homomorfismo do levantamento do diagrama 3.1 se, e somente se, o sistema abaixo

possui uma solucao:
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ZV(AZy A" Y (AFAF Y (FA ' Z)AF~)Z;! =1
" Z5(CZ,C~)(CAC A~V (AZ; AN 27! = 1

Z3(CZyC~ ) (CFC ' FMAP)(APF1 Z; ' F 1 A~P)

(APF'5 Z;"F5" AP) 2P = 1,

\
— A T1,,T2 _ S1@at1, s2, %2 __ Cl1 QC21,,C12,,C22

onde k(A) = a'ui?, k(F) = of' fi'ui?v? e k(C) = o' B ui? v cor .-

. . . Ty s . . Ty s

Sejam Z; = Hw“lvletlv ViwTY Zy = melvat?v MM Zy =
i i

. . T a4 — ; , e 4.

walvletw Yiw™" e t; = ) 1%, onde t; é o expoente de B no i-ésimo fator de
i

Z;. Note que € o A(Z;) = tj, onde j = 1,2,3. Pelo teorema 3.3.1, os elementos Z;,
j =1,2,3, acima, pertencentes a my( K, K —xs, 1)), sao suficientes para estudarmos as
solugbes do nosso sistema, ou seja, basta considerar no sistema (1) solugdes da forma
dos elementos Z;, j = 1,2, 3.

Analisaremos na préxima proposicao, o que acontece quando aplicamos o homo-
morfismo, £ o A, e uma conjugacio da varidavel, Z = w™v"B*v™"w ™™, pelos elementos
al, a9, B9, B e ¢y, com q € Z. Isso serd feito em cada um dos casos de ¢,(1,7),
1, -1, —1

onde B é dado por B=w"v " w v.

Proposicao 4.0.1. Se Z = w™v"B*v™"w™™ e q € Z entdo temos;

(1) EoA(Z) =F,
EoAlaZa™") =k, EoAla™1Za%) =k,
EoABIZF ) =(-1)k e EoABZB7) = (—-1)k.
(2) Em cada caso de ¢,(1,1), temos € o A(¢yZéy™t) = nk.

Demonstracao.
(1) Como Z = w™v"Bfv~"w ™™, entdo temos £ o A(Z) = k. Usaremos as tabelas

A.5 e 4.1 para demonstrar os outros casos. Da tabela 4.1 temos &?B*&~9 = w=9B*wq.
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Disso obtemos;

a'Za™l = atwm™"BFvThw™mae

= atwma la%v"a 0! BFata% e 1adw ™A

= w™(wlvw!)"w= I Brwi (wivw?) "w ™.
Portanto, temos £ o A(a?Za~7) = k. Usando a tabela 4.1 temos;
ﬂNqZﬁ:q = qumv”BkU*”w*mB*q

_ qumB_quv”B_quBkB_quv_"B_quw_m,é—q

— (D g () BT~ (ST (= (<D ) ).

Logo, obtemos € o A(31Z9) = (—1)%. Agora,

a"i1Za? = a twmv"BFvTmwmal
= a ‘wmala wala Bk ata T ala fw T mad
= w™(w vw ) "w! BFw = (wvw ) Mw ™.
Assim, obtemos & o A(& 7Za%) = k. Também temos;
fr1zp1 = BrawmynBEy ™G
= BwmB4f-" 31579 Bk 3931y 3134y 31
= (/Uqw(_l)qmv_q)vnvqruj( 1+(_21)q+1 )B(_l)qkw_(1+(_21)q+1 )/U_q/U_n</Uqw(_1)q_m/U_Q>.

Portanto, temos £ o .A(B_qZBq) = (—1)%.
(2) Para fazer a demonstragao deste item usaremos a tabela A.6.

Observemos que em todos os casos de, ¢,(1,7), temos ¢oBé ™' = B". Logo, temos

~ ~_ -1 ~ ~ ~_ _ ~ o~
éoBFéy~t = B, Tomando, a = ;”, entao obteremos Guwéy ™' = viwmv ™ e éyuéy L =

(wPv)", onde p € {0,1}. Assim, obtemos

C~0ZC~0_1 = C~0meanU_nw_m€0_1

1 m s —1

Co

e (]

éovnéo_léoBkéo_lCov

= (v*w™v=) (wPv)™ B (wPy) M (viwmy =) L,

= c})wmé{)_ 50_1€0w_
Portanto, temos € o A(¢yZ¢é ') = nk. O
Demonstraremos agora algumas proposigoes que nos ajudarao a fazer alguns calculos

posteriormente.
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Proposigao 4.0.2. Se, B =w 'vlw v, e p(w,v) é uma palavra em w,v, entdo;

i)  Temos, (p(w,v)B~1)7 = [Hp(w,U)jB_lp(w,v)_j]p(w,v)q, para q inteiro posi-
j=1
tivo. Assim, (p(w,v)B™1)p(w,v)™9, pertence a my. Além disso, € o A((p(w,v)B~1)?
p(w,v)~9) = —q, para q inteiro positivo.
q
it)  Temos, (Bp(w,v)™1)? = p(w,v) Hp (w,v)T 7 Bp(w,v) "1, para q in-
7=1
teiro positivo.  Portanto, p(w,v)?(Bp(w,v)™1)7, pertence a m.  Além disso,

E o A(p(w,v)?(Bp(w,v) 1)) = q, para q inteiro positivo.

2k
m) Temos, 5%543_%54_1 _ H(U—2k+jB—1vzk—j) _ U—Qk(,UB—l)Zk _ U—zk(wvak’
j=1
para k inteiro positivo. Logo, sz&B_Zk&_l pertence a . Além disso,
o A(B*ap*a 1) = —2k.
2k
w)  Temos, B—%&szd—l — H(v%—j—‘rlBU—Qk-i-j—l) _ U2k(B,U—1)2k — UQk(wvw)—Zk’
j=1
para k inteiro positivo.  Assim, 5_2’“&32’“&_1 pertence a mo.  Além disso,

(5 2k 5 ﬁ%N Y = 2k, para k inteiro positivo.

Demonstragao. i) Primeiro, observemos que se, ¢, é um inteiro positivo entao temos;

(p(w,v)B~)?
= g(w v) B 'p(w, U)B L op(w,v)B7!

w,) B (0, 0) (0B pw, ) 2plw, 0B ... plao,v) 1

S

)
w,v)" B~ p(w,v)~p(w,v)?
= (p(w,v)B p(w,v)™ ) (p(w,v)2 B~ p(w,v)72) ... (p(w,v)! B~ p(w,v)~)p(w,v)?

= ([Tw(w,vy B plw, 0) (. v,

=1

<.

q
Portanto, obtemos (p(w,v)B™')ip(w,v)™ = H(p(w,v)jB_lp(w,v)_j). Assim,
j=1

€0 A((p(w, v) B~")Tp(w, v)™7) = —q.

i1) Para demonstrarmos o item, i), procedemos de maneira andloga ao item 7).



57

i7i) Faremos a demonstragao usando inducao. Da tabela 4.1 temos;

pPapat = ppapipTtat

Também temos;

64545_407_1 —

Suponhamos, 3%

= pa'Bf~ta!
(Ba~'Bag—)B-
(BwBw™'371)B"
= (v'w BB v wu) B
(
(v™

v iw v lw B lw lvv ) B!

“lv)B

pPRrappa!
P(BPap~*a")af2a!
B?(B&*13&5*1)3*1d5*2d*1
(Ba~'Bap=?)(6°B' %) (P ap2a )

(Fa'Bas- )(523 15 *)(Ba 13065 ')B~

(FrwBu ) (02 B102) (v~ B-Y0) B!

(v 3w WP B BA 33 wed) (v 2B~ Ww?) (v B ) B!

(v 3w v BwB lw wdvBwed) (v 2B ) (v B~ ) B!
(v

S3B ) (v 2B W) (v B )BT

k

Jj=1

algum inteiro k positivo. Usando essa hipotese obteremos;

Bz(k+1)&6—2(k+1)d—1

— B2B2kd5—2k5—2&—1
_ 32(32’“&,@*2’“&*1)&3*2&*1
k
— 52 H(UfQ(k 3)=1 g=1,,2(k= j)+1>( —2(k—j) g—1,,2(k— j))

j=1

&5—2&—1
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k

_ 52 H( —2(k—j)— 1B—1U2(kz—j)+1)( —2(k—j) g— 1UQI<: 7) )ﬁ

7j=1

52546_207_1
J
(v'B~lv)B!

j
(v1B~lv)B7!
k1

Jj=1

Portanto, por indugao, obtemos o resultado.
k

Eo A(B%&Bf%&fl) —Eo A(H(U—Z(k—j)—lB—1U2(k—j)+1)(U—Q(k—j)B—1U2(k—j))) _

j=1
iv) Da tabela 4.1 temos;

k

_ H(U—Q(k—j)—1v—2B—1U2U2(k—j)+1)(U—z(k—j)v—2B—1v2v2(k—j))
=1
k

_ H<U72(k+1fj)flBflv2(k+17j)+1>(1)72(k+17j)Bflv2(k+1fj))
=1

_ H(U—2(k+l—j)—1B—lvz(k—&-l—j)—i-l)(U—z(k+1—j)B—1U2(k+1—j))'

Usando a proposicao 4.0.1 obteremos;

B—Q&BQ&—I — 3_2656&&_16&_1
— 6—28625—1&—15&—1

= (B7BpY)(B'a'B
v2Bu2) (B 'wB w1 )
—1 _16 IB lﬁvwv 1)

VW

( )
= (v Bv7?)(vw

(v Bv™)(

( )

vBv~

Também temos;

Lag)

Ly=lwwBw o1

H.

vwo )

praptat = 2(6 @5 afa!
R R ER C iy
= BW*Bv ) (wBv ) (v Bu ) (vBu)

,02 23ﬁ2 _2)(Uﬁ

2B~ 1) (v?*Bu~2)(vBu)

Gt
= (W*Bv207?)(vv?Bv?v Y (v2Bv~?)(vBv™Y)
(v*Bv=)(v3Bv=3)(v*Bv~2)(vBv ™).

—2k.
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Assim, analogamente ao item anterior, podemos mostrar que; S~2*ap**a~! =
k

H(U2(k_j+1)Bv_2(k_j+1))(v2(k_j+1)_le_2(k_j+1)+1), para k inteiro positivo. Agora
=1
usando a proposicao 4.0.1 obteremos; € o A(B~*af*a~1) = 2k. O

Corolario 4.0.2. Para quaisquer, r e k, inteiros positivos temos;
Z) Bderﬁfﬂcdfr — 072k(wrvwr)2k,

ZZ) B—2kdrﬁ~2kd—r — U2k(wT’U'LUT)_2k.

Demonstracao.

i) Da proposicao anterior, obtemos o resultado para o caso r = 1. Suponha que o
resultado seja valido para r — 1. Desta hipétese obteriamos;

BQk&rB—de—r _ Bde&r—lg—zk&—rﬂd—l

_ (BQk&Bkadfl)d(BderflﬁfﬂcdfrJrl)dfl

— ,U—Qk(w,u,w)2kav 2k (wr—lvwr—1>2kd—1

= v 2k (wow)?* (wow) 2 (wrow” )

— 072k(wrvwr)2k.
Portanto, por inducao obtemos o resultado. Para demonstrar o caso em que r é negativo
basta usar o inverso do caso r positivo e as tabelas acima.

i1) A demonstracao deste item é andloga ao anterior. O]

Proposicao 4.0.3. Dados, k e r, inteiros positivos, entdo obtemos;
k

1) [U2k7 w_l] _ H(Uz(k—j+1)Bv—2(k—j+1)>(Uz(k—jﬂ)—lwB—lw—lv—z(k:—jH)ﬂ)

j=1
k
2) [UZk’w] _ H(U2(k—j)+1w—1UB—1U—lwU—Q(k—j)—l)(UQ(k—j)+1)—le—2(k—j)—1)
j=1
k
3) [ —2k; H —2(k—j+1)+ wa71U2(k7j+l)fl)(,UfZ(kfj)Bflvﬂkfj))
J=1
k
4) v—2k w H —2(k—j)—lB—lv2(k:—j)+1)(U—Q(k—j)wa—IUQ(k—j))
j=1
T k
5) [U2k7w—r] H H =it 1, 2(k—j+1) g, —2(k—j+1), i~ )
=1 j=
(w—i-l—lUQ(k:—j-&—l)— wB™ "LU_ —2(k— ]+1)+1 1)
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T

k

6) H H i—1,,2(k— ])+1w—l,UB—l,U—lwv—Q(k—j)—lwl—i)
=1 j=1

(wz 1 2(k ])+1Bv_2(k 7)— )

k:

7) [U—Zkz,wr] :H H(wz—l —2(k—j)— lB 1 Q(k 7)— wl—i)
= =1

=1 7
(wiflva(kfj)wafl,U2(kfj)wlfi)
r k
8) [v_%, w—r] _ H (w1fiv72(k7j)71wa71U2(k7j)71wifl)
i=1 j=1

<3

Demonstra¢ao. Faremos a demonstragao apenas para o item 1). A demonstracao
dos outros itens sao feitas de maneira analoga.

1) Para k =1 temos;

[ w ] = 2w v iw = v?w vl lwe

= vV(w v lw ) o lwe T w
= v’Bvlwvlw = (V2 Bv2)vwutw
= (V’Bv Hvw(v  wow)w v lww

= (vV*Bv ) (vwB lw tv™1).

Agora, suponha que o resultado seja valido para algum inteiro positivo k. Assim,
obteremos
[W2E+D 1] = w2k o R 2w = 0 (VP o Rw)w 2w
= 2 [f, w o2 ?, w ]

k
_ U2H 2(k—j+1) Bv—z(k ]-i-l))(v2(kz—j+l)—1wB—lw—lv—Q(k—j-i-l)-i-l)

7=1
v 2[1}2 w—l]
k
— H,UQ 2(k— ]—l—l)B —2(k— j+1)) —2
j=1

v2(v? (k—j+1) =1y B—1op—1y—2(k— ]+1)+1) ]< 2By 2)(UwB_1w Ly=1)
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k
— H 2(k+1— ]+1)B —2(k+1—j+1))
Jj=

(UQ k+1—j+1)— wB—lw—lv—z(k+1—j+1)+1)] (U2Bv_2)(vw3_1w_1v_1)
k+1
_ (U (k+1_]+1)BU_2(k+1_j+1)>

J=1
(UQ(kajH)71w371w711}72(k+17j+1)+1).

Portanto, por inducao obtemos o resultado. [l

Proposicao 4.0.4. Se t € impar entio, w v tw ot ertence a my €
) )

EoA(w v tw ot) = 1.

Demonstracao. Vamos fazer a demonstragao apenas para o caso em que t é positivo,
o caso em que t ¢ negativo é analogo. Suponhamos ¢t = 2l + 1, onde [ é positivo.
Primeiro, observemos que, B = w™ v~ lw~lv. Logo, o resultado é valido para t = 1.

Suponhamos que o resultado seja valido para algum t. Disso obteremos;

,w—l,U—t w 1'Ut+2 — w—l,U—tU—Qw—IUQUt

= w v (v 2w Pw)w !
= (w2 wolw) (w v Tlw ).

Sabemos que [v™2 w™!] pertence a m e £ o A([v™2,w™!]) = 0. Assim, da igualdade
acima, obtemos € o A(w ™ v~ 2w1v!?) = 1. Portanto, por inducao, o resultado segue.

[]

Proposigao 4.0.5. Se, r € Z er > 0, entao temos;
7 J 7
T
i) vw v lwTT = Hwﬂflva’lwl’],
i=1
T
i) vlwTTow T = HwJBw_J,

i) v w ow” ||w1 I~ i,

w) vw v tw” ”w JpBy~ .
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Demonstragdo. i) Para r = 1 temos, vw™ v lw™! = v(w v lw v)v™t = vBv~L

Logo, a igualdade é satisfeita. Supondo que a igualdade é valida para algum r >

0, entao obteremOS' vw T = v(w_lv_lw_lv)v‘lw(vw‘rv_lw_r)w_l =
r+1

(vBv™! HvaBv w = Hw] YwBv™'w'™7. A demonstragio dos outros itens ¢
Jj=1 j=1

analoga. ]

Proposicao 4.0.6. Se, B = wlv"w v, e n,q sdo inteiros positivos com n > 0,
entao;

q n—1

i) (whvw™)? = [H(UjB*IU*j)(Hij*iBflwiv*j)]vq,

j=1 =1

q
it) (whvw™)T1 = v_q[H(Hvq+1’jw’"+iBw””'vj’q’1)(vq’jHBv’qH’l)].

Portanto, £ o A([(w"vw™)Yv~9) = —qn e £ o A(vi[(w™vw™)~4]) = gn.

Demonstracdo. Primeiramente, observemos que wvw = vB~!. Também temos
wrw? = woww (v lwvw)w = (VB Hw 'B~'w. Suponha que w"ww" =
H w™ B~ w"). Temos; w™ M ow™! = (wmow”) w v woww™ = (whvw™)
=1

n
(wB~lw" Hw ‘Blw)(w "B ") = (vB‘l)(HwﬂB’lwl).Portanto,

i=1

n—1

por indugdo obtemos w"vw" = (UB_l)(H w™" B~ w") para todo inteiro positivo n.
i=1

i) Observemos que, (w"vw" H w™ B w"))4. Assim,

(whvw™)? = (vBl)(l:[ w ' B w') ... (vBl)(l:[ w™ B w")

~
q—vezes

= [(vB~ v (v(l:[ w B~ whu ™) (UQB_IU_Q)(U2(]j w™ ' B w'v?)

i=1

. (qu_lv_q)(vq(H w™ ' B w" v 9)]u?
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= [(vB~'v~ va ‘Bt 2B vo va’B )
n—1
. (UqB_lv_q)(H viw B~ w1 !

i=1
n—1

(v B~ v )( ijw_iB_lwiv_j)]vq.

=1

I
T EQ

n—1
i1) Note que, (w"vw™)™7 = H w™ ' B w")) H w " Bw" ") (Bv ™))%
=1

Logo,

n—1 n—1
(wow)~t = (JJw™Bw" ) (Bo™") .. (J]w """ Buw")(Bv)
=1 =1

Vv
q—vezes

J/

n—1
= Hw " Bw" o™ (vI By )

=1
n—

(v?™ 1(I_Iw " Bw" o ) (v By ) L

=1
n—1

Hw_"“Bw" Yo ) (vBuY)]
T
= H —H By~ (v1 By ™9)

=1
n—1

(H VI T By (9 Byt

i=1
n—1

(H vw " Bw" ') (vBv )]

i=1

q n—1
= [T e Bu == (@ B,
Jj=

Portanto, dos resultados acima obtemos; £ o A([(w"vw™)?v™?) = g(—1—n+1) = —qn
e &o A [(whvw™) ) =q(n—1+1) = gn. O
Proposicao 4.0.7. Se t € impar, entio af'aB~" = (wvw) "', Dessa igualdade obte-
mos; € o A(aflaf") =t

Demonstracao. Faremos a demonstragdo apenas para o caso ¢ positivo. O caso

em que t é negativo é andlogo. Temos; afaf™ = B = w v lw v = (wow) w.
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Assim, para t = 1 o resultado é valido. Supondo que o resultado seja vélido para t — 2,
obtemos;
aplap™ = appilapTttip?

= (apPa' B2 (as e )5

= B(v 'Bv)f2(wow) T2t 2572

= B(v'Bv)v Y (wow) 2?02

= Bv !'Bv ! (wow) 2t

= (B Y '(uBY) " (wow) 2t

= (wow) H(wow) (wow) 2!

= (wow) "t
Logo, por inducao, o resultado segue. Da proposicao anterior temos £ o A(&Btdﬁ_t) =

E o A(v vt (wow) ~Hot) = t. O

t,,t

Corolério 4.0.3. Para quaisquer inteiros, r, et impar, temos; & S'a" 71 = (w"vw") o',

Portanto, £ o A(&"Bta" 1) = rt.

Demonstracao. Faremos a demonstacao apenas para o caso em que r é positivo.
Para o caso em que r é negativo basta usar o inverso do resultado demonstrado, para
0 caso positivo, e as tabelas acima. Pela proposicao anterior, o resultado ¢é valido para

r = 1. Supondo que o resultado seja valido para r — 1, obteremos;

&Tétdrg—t — &(dr—lgt&r—lg—t)gt&g—t
— d(&r—lgt&r—lg—t)&—l(&Bt&é—t)

= a(w lvw Y ta tavta T (wow) Tt
= (w"vw") Hwow)' (wow) vt
= (w'vw") !

Portanto, por inducao matematica, o resultado segue. Além disso, £ o A(a"Blar 31 =

E o A(v ot (wrvw™) THt) = rt. O
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4.1 Deformando o par (fi, f:) a um par livre de
coincidéncias

Nesta secao demonstraremos o teorema principal deste capitulo, teorema 4.1.1, enun-
ciado abaixo. Esse teorema classifica todos os pares de aplicacoes, dadas pelo corolario

4.0.1, que podem ser deformados, sobre S!, a um par de aplicacao livre de coincidéncias.

Teorema 4.1.1. Seja M(¢) um fibrado com base S* e fibra K. Dadas aplicagoes que
preservam fibra, fi, fo: M(p) — M(¢), de tal modo que o par de homomorfismos in-
duzidos, (fiy, f24), sejam igual a um dos pares de homomorfismos dados pelo coroldrio
4.0.1. Entao podemos deformar o par, (fi, f2), por uma homotopia que preserva fibra,
a um par livre de coincidéncias se, e somente se, o par de homomorfismos induzidos

for igual a um dos pares de homomorfismos dados pelas tabelas abaizo.

Caso T'.1, ou seja, t; =ty = 21 + 1.
Casol (fi(s1,71,20+1,0,2k), fa(s2,72,2l + 1,0, 2k))
¢o(1,1) SiyTik, ki, l € Z,1=1,2.
Caso 11 (f1(s1,2c11 + 1,21+ 1,c11, 2k), fa(s2,2c12 + 1,20 + 1, c12, 2k))
¢1(1,1) si,c1i, k, L €Z,1=1,2.
Caso IIT | (f1(2s1,7,20+1,0,4k1), f2(2s2 +1,7,21 + 1,0,4k2))
(f1(2s1,7, 20 + 1,0, 4k1), f2(2s2 + 1, —r, 20 + 1,0, ko + 2))
(f1(2s1,71,20 + 1,0, 4k1), f2(s2,0,20 + 1, 82, 2ko + 1))
(f1(2s1,—7r1,20 4+ 1,0,4k1 + 2), f2(s2,0,20 + 1, 52,2k + 1))
(f1(2s1,7,21 +1,0,4k1 +2), f2(2s2 + 1,7, 20 + 1,0, 4k2 + 2))
(f1(2s1 + 1,720+ 1,0,2k1), f2(s2,0,20 + 1, 2, 2k + 1))
do(1,—1) si,ryr1 >0,k 1 €Z,1=1,2.

Caso IV (f1(2s1,2¢11 + 1,21 4+ 1,c11,4k1), f2(2s2,2¢c12 + 1,2l + 1, c12,4k2)), se ci1 —ci2 =2r+ 1.
(f1(2s1,2c11 + 1,21+ 1,c11,4k1 + 2), f2(2s2,2c12 + 1,20 + 1, c12,4k2 + 2)), se c11 —c12 = 2r + 1.
(f1(2s1,2c11 + 1,214+ 1,c11,4k1 + 2), f2(2s2,2c12 + 1,20 + 1, c12,4k2)), se c11 — c12 = 2.
(f1(2s1,2c11 + 1,21+ 1, c11,4k1), f2(2s2 + 1,2¢12 + 1,20 + 1, c12,4k2)), se ci11 — c12 = 2r.
(f1(2s1,2c11 + 1,21+ 1, c11,4k1 + 2), f2(2s2 + 1,2¢c12 + 1,20 + 1, c12,4k2 + 2)), se c11 — c12 = 27
(f1(2s1,2c11 + 1,21+ 1, c11,4k1), f2(2s2 + 1,2¢12 + 1,20 + 1, c12,4k2 + 2)), seci1 —ci2 =2r+ 1.
(f1(2s1,2¢c11 + 1,21+ 1, c11,4k1 + 2), f2(252 + 1,2c12 + 1,20 + 1, c12,4k2)), se c11 —ci2 = 2r + 1.
(f1(2s1 +1,2¢c11 + 1,21+ 1, c11,4k1), f2(252 + 1,2¢c12 + 1,20 + 1, c12,4k2)), se c11 —c12 = 2r + 1.
(f1(2s1 +1,2c11 + 1,21 + 1, c11,4k1 + 2), f2(2s2 + 1,2¢c12 + 1,2l + 1, c12, 4ka + 2)),

se c11 —ci12 = 2r + 1.

(fi(2s1 +1,2c11 + 1,21+ 1, c11,4k1), f2(2s2 + 1,2¢c12 + 1,20 + 1, c12,4k2 + 2)), se c11 — c12 = 27
¢1(1,—1) SiyClis ki, .k €Z,i€=1,2.
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Caso T.2, isto é, r; =1y = 0.

Caso 1

¢0(17 1)

(f1(281,0,2l1 +1,0,2k1), f2(2s2,0,2l2 + 1,0, 2k2)) se lo — Iy dividir ko — k.
(f1(251,0,2l1 +1,0,2k1), f2(2s2 + 1,0,2l5 + 1,0, 2k5))
(f1(2s1 +1,0,201 +1,0,2s), f2(2s2 + 1,0,2l3 + 1,0,2s))
(f1(251,0,201 4 1,281, 2k + 1), f2(2s2 + 1,0, 205 4 1,0, 2k,))
(f1(251,0,2l1 + 1,281,2k1 + 1), f2(282,0,2l5 + 1,259, 2k + 1)) se tivermos
lo — 1y =2™1 kg — k1 = 2™k onde k e [ sao impares k divide [ ou [ divide k .
(f1(251,0,2l1 + 1,281,2k1 + 1), f2(2s2 + 1,0,2l3 + 1,251 + 1,2k2 + 1))
(f1(2s1 +1,0,201 + 1,281 + 1,2k1 + 1), fo(282 + 1,0,2l + 1,281 + 1,2ks + 1))
se kg — k1 =1y —[3.
S, 8i,liek; €Z,1=1,2.

Caso II1

¢0(1a _1)

(f1(251,0,2l1 +1,0,2k1), f2(2s2 + 1,0,2l5 + 1,0, 2k5))

(f1(51,0,2l1 + 1,0,2k1), fo(s2,0,2l0 + 1, s9,2ks + 1))

(f1(281,0,2l1 +1,281,2k1 + 1), f2(282 + 1,0,2l5 + 1,280 + 1,2ky + 1))
Siyliski € 2,1 =1,2.

Demonstracao.

Para demonstrar o teorema 4.1.1 usamos as seguintes técnicas: abelianizar o sistema

de equagbes, (I), e ver se nessa situagdo o sistema possui ou nao uma solugdo. Se o

sistema de equagoes abelianizado nao possuir solugao entao acabamos, caso contrario

tentaremos achar uma solugao para o sistema original. Comegaremos com o caso 71.2.

Caso T.2.

No caso I temos as possiveis situagoes para os pares de homomorfismos (f14, fQ#) :

I.1, (fi(s1,0,2ly +1,0,2k1), fo(s2,0,2l5 + 1,0, 2k5))

1.2, (f1(s1,0,2l1 +1,0,2ky), fo(s2,0,2l5 + 1, 59,2k + 1))

1.3, (f1(s1,0,2l1 +1,s1,2k; + 1), fa(s9,0,2l5 4+ 1,0, 2ks))

14, (fi(s1,0,2l0 +1,51,2k1 + 1), fo(s2,0,2ly + 1, 59,2ks + 1)),

onde s; € {0,1} e l;,k; € Z, 1 = 1,2.

Caso 1.1 com s; = s9 = 0.
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Neste caso podemos tomar: A =1, F = w~ 18102 e C = f21p22¢,.
) ) 0

CFC-1F-1 — 6021vc226~0w—1ﬁt1/Ut2c~0_1U—C22ﬁ—021v_t25_t1w
— ch 1}022w—1ﬁ~t1 UtQU_CQQB_CQI /U_tQB_tlw
— 5021 U022w71v7cz26~7c21w
= 2221y L2122y

= gf22C2ngy Tl cai—e22y,

— [0022*021 , wfl] .

Portanto, se cos — co1 = 0, entao o sistema tera solucao trivial. Agora, analisaremos o

CasO C9o — Co1 7é 0.

Afirmacao 4.1.1. Como cos—ca1 € to—1t1 s@o pares, entao podemos escrever cog— oy =
2"k ety—ty = 2™, onde k el sao impares. Sem > n entao o sistema nao tem solugao.
Agora se m < n entdo o sistema terd solucao apenas quando | dividir k. Se tivermos

ty —t1 =0, entao o sistema nao terd solucao.

Demonstracao. Suponhamos primeiramente, coo — co; > 0. Podemos escrever

Co9 — o1 = 2"k, onde k é impar e positivo. Pelos resultados anteriores obtemos
2n—1k 2n—1k
_ n—11._ _ n—11._ 1 — _94 _99_-1 —
A([UC”_CN,’LU_I]) — E ,U2(2 k—j+1) o U2(2 k—j+1) 1w — E ,U2j o ,UZJ lw. TemOS;
j=1 j=1

= . . P . N\ ~ — — 5
CZ,C7! = ﬁchvCQQCO(meZU”ZBt% Mgy~ G T2 B
i

— 30211]022(' |wmiUniBtév*niw*mi)U*CQQB*CQI
%
— | | v6226621wmivniBtév*niw*miB*Cm,U*CzQ
%
— B . 5 s — —m —
— | |UCQQU CQIwmz,UCQI,Un15621Bt2/B €219y "M gy 021 ¢y "M ,C21 9, C22
%
_ ) s is_ s —m. -
— I I,UC22 021wszC21vn15021Bt2ﬁ €21 4y~ Thi g, 7 C21 ¢y " MMi o, €21 —C22
%
— | | Q€227 C21 gy 4C21 ¢y Mgy —C21 Btévav—mv—cmw—mivcﬂ—cm
i
— | | U622—C21wmivmBtév—mw—mivczl—cm

i
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Logo, obteremos; A(CZ,C~1) = Zté@m_cmwmi@”i = Ztéwmi@”i+c22_021. Note que,

FZJ'F7! = w‘lﬁtlvb(H whivi By Vi~ )yt
_ H wflvtzgtlwxivyiB*tévfyiw*mehvftzw
_ H w -1 o2yt it ’inBtl B_téﬁ_tlv_yiv_tl w2 w
= H w ™yt by TRyt Vi Tty Bl Lyt iy Tt Tigti T2y
= H w ™ty T Vi Bl gy Ly Vigy it Tt2qp,
Portanto, A(FZ;'F~1) Ztl “lpt i igYing = Z thp~ @I Gt =t Como
- ,

1
. . Lo —ms . . Ty —ps ~
Zy = melvatQU MM e Zy = Hw”lvlet% Yiw ™" entao obtemos; A(Zy) =

Zt“ml 0" e A(Zs) = Ztl G,

i
Agora, aplicando o homomorﬁsmo abelianizagao, A, na terceira equacao do sistema

obteremos;
E tl xzvyz+§ tl =z — 14+ (=1)¥ —yz+t2 t1 +§ tl —mz—nz+622 c21 +§ t mzvnz+
2” 1k
§ 7Y — ¥ g = 0.
j=1

Suponhamos m > n, e consideremos H o subanel de Z[m (K)] gerado pelo elemento

v%?". Projetanto a equacdo acima no subanel H obteremos;

2n—1k
E t50% 4 E thph T2l 4 E gt 4 E —t50™ + E % = 0.
ilz;=0, ilz;=0, ilm;=0, ilm;=0, =1
Yi=2"ji Yi=2"Ji ni=2"j; n;=2"j; j=2""1k

onde j;, j; € Z. Aplicando o homomorfismo £ : H — Z na equacao acima obteremos;

2 Z tt ) +k = 0. Mas isso é um absurdo, pois k é impar. Portanto, se m > n,
z|xl=0,
yi=2"Jj
entao o sistema nao possui solucao.
Agora, suponha m < n. Temos; coy — 91 = 2"k e to — t; = 2™I. Se k = sl, entao
2n—Mms—1 Ly
Z1:ZQZ]_623: H [w_l,'UQMZ]( 2

j=1
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é uma solucao para o sistema. Para ver que 71, Z5 e Z3 dados satisfazem as equacgoes do
sistema, usaremos as seguintes igualdades: F[v*, w | F~! = [w™1 vz~ 0] [pl2=0 =]
e Flu™ oV F~ = [wt, o2 1] [uf2=1 %Y =1 para quaisquer x,y € Z. Como Z; = 1,
entao as duas primeiras equacoes do sistema sao automaticamente satisfeitas. Como
Zy = 1, entao para ver a veracidade da terceira equacao devemos calcular

Z3y(CFC'F~Y)FZ; ' F~1). Temos;

It [U2”k’ wil]

Z(CFCTFN(FZ E) = ] e

F [p2" k2" wfl](*l)”lpq

-1 2mlj](*1)j+1 2"

= [w™ v ,w’l]

[, 02 2" w w2 [ 2w

gn—mg_1 e
_ [w—l’UszJ](—) [ink,w_l]
j=1
on—mg__ | .
[w? Uznk] 1_[5 [UQ"k—T”lj w—l](—l)JH
) )
j=1
= 373"
= 37,
= 1.

Portanto, Z;, Z5 e Z3 dados acima ¢ uma solugao para o sistema.

Suponhams agora, que [ nao divide k. Mostraremos que nessa condigao o sistema
nao possui solugao. Suponha por contradicao que o sistema tenha solug¢ao. Como
anteriormente, olhando o sistema abelianizado temos a seguinte equacao:

Z téu—)m@yi 4 Z téu—]*fri*1+(*1)yi pyitta—tr Z téwmi@ni+022*02l + Z —téu_}mil_]m—i-

3
on—lg

Z 79w = 0.

Projetando essa equacao no subanel H gerado pelos elementos da forma 9%/ obteremos;

2n—1g
E tl Y+ E tlvyz+2 + E tl i t+2"k + E —t . E @2] —
i|z; =0, i|z;=0, ilm;=0, ilm;=0, Jj=1

Yi=27; y1—2.71 71«172]1 77»172.71
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onde j;, j; € Z, ou seja, temos a seguinte equacao:

on—1g

( > tgv%) (1+3%") — ( > tgv%) 1=+ ) ¥ =0,

i|£l?i:0 i\mi:() jzl

onde j;,7; € Z. Note que aplicando o homomorfismo, £, nessa equacao obteremos;

2 Z tg) +2"7 'k = 0. Seja G o anel quociente de H pelo ideal (1+92"!)H. Projetando
t|z;=0

a equacao anterior em G obteremos;

2"~ 1k
( > tév%‘i)(v”’“ —1)= > ¥ =0.

i|lm;=0
Note que associando o elemento v a variavel z entao o anel H pode ser associado ao

subanel dos polinomios de Laurent gerado apenas pelas poténcias pares. Mostraremos,
n—1g

usando a afirmacao a seguir, que E v% ¢ diferente de zero em G.

j=1
an—lk

Afirmacgao 4.1.2. Se p(z) =1+ 22" e q(x) = Z % polinémios com 1, k impares,
j=1

[ ndo divide k, e m < n, entao p(x) nao divide q(z).

Demonstra¢ao. Se 2™ > 2"k, entdo p(x) nao divide g(x). Agora, suporemos,
2™ < 2"k. Assim, podemos escrever, 2"k = s2™] + r, com 2 < r < 2™[. Note que

podemos escrever, ¢(z), da seguinte forma:

z? + zt + + 22" 4
o T 4 222
q(z) =
N R LN S DR 4 p2ms
\ l,2ml.s+2 + mel+4 + ... +$2ml.s+r‘

Observemos que, adicionando a primeira linha com segunda, entao teremos um
polinémio multiplo de p(z), e dessa forma continuamos o processo. Portanto, temos
as seguintes situagoes: Se s é par entao ¢(z) = t(x)p(z) + r(x). Se s é impar entdo

q(x) = t(x)p(x) + ro(x), onde ry(x) = 2?"bsH2 4 270 o4 g2 o py(2) =
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g = ArE2 g 201t 4 22" Note que (), ro(2) ndo sdo miitiplos de
p(z). B
Visto que [ nao divide k entao podemos escrever 2"k = s2™[ 4 r, com 2 < r < 2™|.

Pelo lema acima temos;
0¥ = 1(0?)(1+0™") + (0,

_ _om _om _om , _ _om _
onde (#?) = T2 L g2 L | g2 g0 5 6 par, 1(0%) = p2LEDR2 4
g2 b= DAt o 527 g6 5 ¢ fmpar e £(92) é um polindmio em 2. Logo, podemos
escrever a nossa equagao no anel G da seguinte forma:

_( 3 t;@%) (1-0*""") +r(@*) =0,

ilm;=0

Onde 7‘(772) — —=2™M].s+2 _|_ 17le+4 + - _|_ rDle.S-‘r’l’ se s é par, e 7,(,172) — 1—]2ml.(5—1)+7‘+2 +

—_om _ —_om 7 s .
g2l trtd ooy 5278 ge s 6 fmpar. Portanto, aplicando o homomorfismo, &, na

r—2

2M—r—2
2 =)

equagao acima obteremos: (5=) 4+ 1 = 0se s é par e ( +1 =0 se s é impar.
Em qualquer situagao temos um absurdo. Assim, se m < n e [ nao divide k, entao o
sistema nao possui solugao. O caso em que coo — 91 < 0 ¢ feito de modo andlogo ao

anterior. Com isso terminamos a afirmagcao inicial e o caso 1.1 com s; = s9 = 0. ]

Caso I.1 com sy =0e sy = 1.

Neste caso, temos A = 1, F = fw(vw)? e C = 3 (vw)?¢é. Como t, é impar
e 99 é par, entdao podemos tomar A = 1, F = B2 e C' = 321v°22¢,. Da tabela 4.1,
temos que 3 comuta com v. Logo, CFC™1F~1 = fearyezqy Byt gy~ ty—c2 feangy—t2 =t
= 1. Portanto, neste caso, Z; = Z, = Z3 = 1, é uma solucao do sistema. Observemos

que o caso, I.1 com s; =0 e s5 = 1, é equivalente ao caso I.1 com s; =1 e sy = 0.

Caso I.1com sy =1esy=1.
Neste caso temos; A = 1, F = af" w(vw)® e C' = 3 (vw)2¢,. Como t, é fmpar

e cyo é par, entao podemos tomar A = 1, F = afv’2 e C = 20°22¢,. Temos;
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CFC*IF*l — /8021,0(222 C”‘O&/Btl,vtg 60*107022/87621,07252 /B*tl d*l
— 36212)6225”)—622/@—621 &t
— 06226621 (wvw)—qz&B—Cm&—l
= 22y (wvw)*cmvcmgcm dé*cm a1t
= qpf227c (wvw)*czzvcm p el (wvw)cm
= qf227c2 (wvw)621—022
co2—C21
— E (UC22_C21+jB_1U621_622_j>.
Jj=1
Portanto, se cgs — co; = 0 entao o sistema terd solucao trivial. Suponhamos agora,

C99 — o1 # 0. Temos;

=~ ~ . . T . e o~ — _ =
CZ,C—1 = BCleCQQCOme’vat% i~ ™iéy " ez gmen
i

— | |5021UC22wmiUniBtév_niw_miv—c22/§_c2l

2
— | | U022*C21wmivc21+mﬂ~cm B%B*CmU*nz‘*c21w*mi1}7622+621
i

— | | U622*021wm¢v021+mv*621Btévcmvfnifcmw*miU*CQQJrCQl
7

_ c22—c21,,,Mi, i Ry, —n;  —m;, —caatcal

= v wm™ B2y M w T My )
7

Portanto, A(CZ,C™') = Z thw™ g2t Também temos;

i

FZ:;lF_l — dBtl ot H ,wmivyiB*tgvfyiwfmetzBfn ot
%
_ H d,UtQ*tlwfﬁivyi‘i’tlgtlB*th*tlU*yi*tlwwiU*tQ‘i’tl&*l
A

= [Jwow)> rw vty e Blw ot AT ™ (wow)
= ﬁ(wvw)t2—t1 WG B w oY a ™ (wow) T2

= ﬁ(wvw>t2_tl W™ (wow) wa BAa w (wow) Yt (wow)
- ﬁ(wvw>t2tl W™ (wow) Y ww ™ Bhww ™ (wow) Vw® (wow) T
- li[(wUU))tQtl w (wow)¥ B (wow) Viw® (wow)

%
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Assim, A(FZ;'F7Y) = Zt@@tz—“ TV = Zt o>~ Aplicando o homo-

morfismo, A, na terceira equa(;ao obteremos;

E tl mzvnz+§ tl ™2 021+m+§ tzwxzvyz § t t2 t1+yz+
022 c21

Z gez—enti — .
Jj=1

Aplicando o homomorfismo, £, na equagao acima obteremos cgs — ¢o; = 0, que é um

absurdo. Portanto, se cos — o1 # 0, entao o sistema nao possui solugao.

Caso I.3 com s; =0 e s9 = 0.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F = w2 e C = f210°22¢). Assim,

CFC-lF-1 = 6021 Uszc’“OBH w—lvtzé“o—lv—szB—Cm U—tsz—h
— /6’021 ,U6226~t1 w*LU*CQQB*CQl wB*tl
= qc22 U*tl 5021 wvtl U70223*C21 Btl wB*tl
— ,U022U—t1 U—C21w—1UC21Utlv—t:mv—hw—l,vtl

— UC22—021—t1w—1U021+t1—C22U—t1w—lvt1

— (,Uczzfcmftlwflvc21+t1*022w)(wflvftlwfl,vtl)

— [’U622_C21_t1,w_1]<w_1v_t1w_1/0tl).

Portanto, £ o A(CFCT'F™1) = £ o A([vz227 1w (w v w o) =0+1=1.
Aplicando o homomorfismo, £ o A, na terceira equacao do sistema obteremos; 0 =
Eo A(Z3(CZ,C Y CFCIFYWFZ ' F N2, = t3 — o + 1 + £3 — 1, que implica

2(t3 —t3) + 1 =0, que é um absurdo. Assim, neste caso o sistema nao possui solugao.

Caso I.3 com s; =0 e sy = 1.

Neste caso temos; A = 1, F = rw(vw)? e C' = 32 (vw)®22¢. Como ty é fmpar
e ¢y 6 par, entdo podemos tomar; A = 1, F = fhyl2 ¢ ¢ = 21226 Da ta-
bela 4.1, temos que B comuta com v. Assim, como ¢, comuta com B e v, temos
CFC-IF~! = feagezg fhyghgy~ty—e2f=eny~t2 3~ = 1. Portanto, neste caso o sis-
tema possui solucao trivial. Observemos que esse caso ¢ equivalente ao caso I.3 com

s1=1esy,=0.
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O caso I.3 com s; = 1 e s = 1 é equivalente ao caso 1.2 com s; = 1 e sy = 1.

Assim, resolveremos apenas o caso 1.2 com s; =1 e sy = 1.

Caso [.2 com s; =1 e sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F' = afff1v'? e C = B°210°2¢,. Temos;

CFC1F-1 — chvcm C})d@tlv” C~0—1U—CQQB—C21U—752 B_tl a1
— Bcﬂvm G C22 57021 &t
= Benge (wvw)_”?dB_C?ld_l
= e fen (wvw)_m&g_m&_l
= v 2 (wow) 22 (g fme G Y
—  pf22g—c21 (,UB—l)—CQQ Ve2! (ch dB—CQl d_l)

= qpca [UC22 (Bv_1)022]r0021 (ch &B—cm &—1)'

Como ¢y é par, entao pela proposigao 4.0.2 obtemos € o A(CFCT'F™1) = ¢y — co1.

Note que, O Z,C™1 = 10226 Zyéy o2 702 = yo2 (326 Zoly t 72 )02 e

FZg—lFfl _ &Btlth Z?)—lvftggftl a1
— dvtg/gtl Zgl/é—lv—tzd—l
= avtal(afh Z7 fa Hawa!

= (wow)2(af" Z; e ) (wow) 2.

Assim, pela proposicio 4.0.1, obtemos; £ 0o A(CZ,C™) =ty e E0 A(FZ;'F~1) = t3.
Agora, aplicando o homomorfismo, £ o A, na terceira equacao do sistema obteremos;
EoA(l) =E0 A(Z3(CZy CTY)(CF CF Y FZ; ' F~1Z, ). Pelos resultados acima
obtemos; t3 + ty + cao — o1 + t3 — to = 0. Disso resulta cos — co1 = —2t3, que implica
2ky +1—2k; = —2t3, ou seja, 2ky +1 = 2(—t3— k1), que é um absurdo. Portanto, neste
caso o sistema nao possui solucao. Como os casos .2 e 1.3 sao equivalentes entao, pelo

resultados acima, esses dois casos estao resolvidos.

Caso .4 com s; =0 e sy =0.

Neste caso podemos tomar; A =1, F' = 02w e C = 321 v°22wéy. Temos;
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CFCIF~1 = pewezyéfhot2we twlv—ezg oy ly=237h
— 1}6225021 th Utzww—lv—cng—cm ’LU_IU_tQB_tl
— 2221y Lyt 5021 Bh Ut2v—0226—621 w—lv—tzg—h
= pl2—c21g, a1 —c22l2 Btl wflvftzgfh
— 06227021wflvczl7022,Utzvftlwvt1ﬁ~t1v*t2B*tl
—  gfe2—c2ngy— g2y 0 Lyttt —t2
— [,UCQQ—0217 w—l] [w_l,UtQ_tl].
Logo, se cap — Ca1 = ty —t1, entdao obteremos CFC~1F~! = 1, e portanto o sistema terd

solucao trivial. Vamos supor agora, coo — C91 # to — 1.

Afirmagao 4.1.3. Como cog — co1 = 2(ka — k1) €ty —t1 = 2(Iy — l1) sao pares, entdo
podemos escrever coy — co1 = 2"k ety — t1 = 2™, onde k el sao impares.

i) Se cog — o1 = 0 ou ty — t1 =0 entdo o sistema nao possui solugdo.

i) Suponha coy — o1 # 0 ety —t1 # 0. Se m # n entdo o sistema nao tem solugao.

iii) Se m = n entdo o sistema terd solugao apenas quando | dividir k ou k dividir

Demonstracdo. Para fazer a demonstracao, estudaremos o sistema abelianizado.
Primeiramente, consideraremos coy — co1 > 0 e to — t; > 0. Veremos abaixo que os

outros casos sao analogos. Temos;

k‘g*k‘l k2*k‘1
A([Uczz CQl,w 1]) _ E : U2(2 k—j+1) _02(2 k—j+1) lw — E : ,U2] _,UZ_] 1w’
j=1 j=1

lz—ll l2—l1
_ _ _ m—17__ 1 _ _ m—17__ _9s_1 _ _94
A([w I,UtQ t1]> _ § ’U2<2 l—j+1) lw . U2(2 I=j+1) _ § U?j lw . ,02]7
j=1 j=1

~ . . T . e\ ~ — _ _ =~
CZ,C™t = 5021v022wco(me’v"’Bt2v iy T G w2 e
i

- 5021 UC22w(H wmivniBtév—niw—mi)w—lv—@zB—Cm

3
~ . . P . 1l —m. H— —
— I |v0225021w1+mzvnthgv Mgy~ 1 M G C21q) = C22

7
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— H C22 T C21 gy Mg e UmBCm B%B—CmU—mv—021w1+miv021v—622
%

— H UC22—021w—1—m¢UC21Um'U—meB—téw—lvcmv—mv—@lw1+miUC21—C22
p

— H UC227021w*1*mz‘UmwB*t§wflvfmemiUCzl*Cm'

i

o e

POI‘taHtO, A(OZ2O—1) = E —tZQUCQQ CQlw 1 mzvnlw — E _téw 1 mz"!‘( 1) 1U7’Lz+022 021'
‘ i

Observemos que;

FZ P = prta(]]wok B~ Sy b )w o250
i
_ H Utthwl—i—aﬁivyiB—tév—yiw—l—mig—tlU—t2
i
= H Ut%*tlwflfivivtlvyigtl B*téB*tlU*yi,uftlwl%*xi,vtlvftg

— H,Utgfhwflf.’zivtlvyl Btgw 1 tlvfyi,vftlwl%»xivtlftg

_ TP i1 _ap o
_ Hth t1w 1 xzvyzw3t3w 11} yzwl—&-xzvtl tQ.

Logo, A(FZ;'F~') = Zté@trtl —lemgvip Zt’ —o D gt =h - Como
o= mezvat% TwTM e Ly = walvy’Bt% ylw i entao obtemos; A(Z2) =
Zt wmlvm e A(Z3) = Z thaw®ipY, Agora, aplicando o homomorfismo, A, na terceira
equacao do sistema obteremos

E tlwxzvyz+§ tl ——r;—14+(— )yiq—)yﬂrtz*tl _|_§ _téU—J*I*mmL(*l)"i17m+0227621+

la—l1

E —thw™p™ + E — 07w+ Y oY — 0¥ = 0.
=1
i) Observemos que se cys — o1 = 0 entdo devemos ter ko = k. Assim, fazendo uma
conta analoga a anterior, a ultima equacao se torna;

s s P 1) —s _ S 1 (1) s
E tgwmzvyz + § tgw z;i—14+(-1) 1Uyl+t2 t1 + § :_t;w 1-m;+(—1) zvnl_i_
p -

i 7
om—1]

Z —t! m“”uer Lo — % =0.
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om

Consideremos, H, o subanel de Z[m(K)]| gerado pelo elemento v°" . Projetanto a

equacao acima no subanel H obteremos;

2m—1]
E thovi + E thpvi 2" E —th o™ - E —tho™ + E —7% =0,
t|z;=0, i|z;=0, ilm;=0, i|m;=0,
y;=2"7; yw2m31 n;=2"7; n;=2"7; ]_2m 1[
onde j;, j; € Z. Assim, obtemos a seguinte equacao:
2m—1]
B Coms o
E:tz2jz+§ tQ(Jz+l+§: 2]z+§: t121)2]z+ § _U?J:O7
i|z;=0 i|z;=0 i|m;=0 i|lm;=0 =1,
jzszll,

onde j;, j; € Z. Aplicando o homomorfismo, £ : H — Z, na equacao acima obteremos;

i i _

2( 3 tg) - 2< 3 tQ) -

i|z;=0, ilm;=0,

yi=2""75; n;=2"y;
Mas isso é um absurdo, pois [ é impar. Portanto, se coo — co; = 0 entao o sistema nao
possui solucao. O caso em que t; —t; = 0 é analogo.

ii) Nesta situagdo temos cog — co1 = 2"k e to — t; = 2™, k e [ impares. Primei-

ramente, suporemos m < n. Aplicando o homomorfismo, A, na terceira equacao do
sistema obteremos;

St + Z oD gt g g e e e
7

7
la—l1

Z — ™" 4 Z v =0 w4 > 0w — 0% = 0.
j=1

Projetando essa equacao no subanel, H, gerado pelo elemento, 92", obteremos;

Z tz —2M 5, + Z t’L ™ (4;+1) + Z tz —2my, + Z tl— m(2nTmE+], )+
i|z;=0 i|z;=0 i|m;=0 i|lm;=0
on— lk om— ll
Yoo+ Y Y=o,
Jj=1, =1,
\ j:2n—1k./ j:2m—1l,

onde j;, j; € Z. Aplicando o homomorfismo, £ : H — Z, na equacao acima obteremos;

2( > tg)—2< > t§>+2”mk—l:0.

yi=2""j; n;=2"7;
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Mas isso é um absurdo, pois [ é impar e 2"~k é par, visto que m < n. Portanto, se

m < n entao o sistema nao possui solugao. O caso em que m > n é analogo.

iii) Agora, consideraremos m = n. Primeiramente, suporemos k& > [ e que [ nao
divide k. Para simplificar a notacao chamaremos a = 2"k e b = 2"[. Projetando a
equagao inicial no subanel, G, de Z[m; (K)] gerado pelos elementos da forma 9%, j € Z

entao obtemos;

(Zt’ 2" Jz) (1+2%) — (Z 2" ﬁ) 1+7%) = — i o,

iz,= ilm;=0 j:%‘f‘l

onde j;, j; € Z. Consideremos o ideal, J, de G gerado pelos elementos (1+°), (1+2).
Quocientando a equagao acima pelo anel, G/J, obteremos uma contradigdo. De fato,
%
como [ nao divide k, entao o elemento Z 9% ¢ nao nulo em G/J. Assim, o lado
j=3+1
esquerdo da equacao sera nulo enquanto o lado direito serd nao nulo. O caso em que

k <l e k nao divide [ é andlogo ao caso anterior.
s—1

Se k = sl entdo Zy) = Zy = 1 e Z3 = H[w’l,v it2=t)] =1 ¢ yuma solucao do

j=1
sistema. A verificacao de que Z, Zy e Z3 é solucao segue das seguintes igualdades:

F['Ux, w—l]F—l — ['UtQ_tl,'LU_l] [w—17 'U$+t2_t1], F[w—l’ ,Ux]F—l — [Ux+t2_t1,w_1][w_1, ,UtQ—tl]7
s—1

para todo € Z. Note que como Z; ' = H[U(S_j)(”_“), w_l](_l)Hl, entao rapidamente

Jj=1
obtemos; FZ;'F~! = [pt2=t w=Y[wt, vezz—en] Z5t

Observemos que, como Z; = Z, = 1, entao as primeira e segunda equagoes sao
satisfeitas automaticamente. Portanto, basta verificar a terceira equagao. Pelo cédlculo

acima temos;

Z3(CFO'FYWFZFY) = Zglve—en w Y w o (FZ FY)
— Z3|:U6227621, wil][wil, Ut2*t1][vt2*t1’ w*l]
[’LU_I, U622—621]Z§1
= s [U022—0217 w—l] [w—l7 Usz—Cm]Zgl

= 1.
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Se tivermos [ = tk entao um célculo semelhante ao anterior nos diz que Z; = Z; = 1
t—1

e s = H[w‘l, vj(t2_t1)](_1)j+l ¢ uma solucao do sistema. U

j=1
Caso 1.4 com sy =0e sy = 1.
Neste caso podemos tomar; A =1, F = Btlth e C' = B21ye2¢). Da tabela 4.1 temos
que A comuta com v. Assim, CFCLF~1 = geaye gy ftiptgy =ty gy~ g1 — 1,
Portanto, Z, = Zy = Z3 = 1, é uma solucao para o sistema. Observemos que esse caso

¢é equivalente ao caso I.4 com s; =1 e s9 = 0.

Caso [.4 com s; =1 e sy = 1.
Neste caso podemos tomar; A = 1, F = a2 e C' = afB°'v°2¢,. Primeiramente,

SUporemos cop — co1 > 0 e to9 —t; > 0. Temos;

CFC-1p-1 — 5450211)02260643“UtQCNO_lv_mB_CQI &—1U—t25~—t1d—1

— afmaalvmavt e o fn (wlvw ) a1 g

= @ a(w o) G (wow) ot (B1aT A

= (@fmaBon ) e (w oYt eyt (ww) oot (wow)®
—ta+t1

= (wow) ey~ (wow)2e 22y~ (Wow)

= qpf22—ca (UCQI —c22 (wvw) —c21+C22 )1}621*022 ptz—t (wvw) —ta+t1

c22—C21
— 22— H (00217022+jB*1v0227021*j)71021*0221}752*151(wvw)*tfrtl
j=1
c22—C21 ta—t1
= [T /B oI syt
j=1 j=1

Se o9 — 91 = t9—t1 entao o sistema tera solucao trivial. Agora, assumiremos cgg — o1 #
to—t1. Consideraremos primeiro, cos—co1 > to—t1. Fazendo o mesmo calculo que fizemos
_ _ ~ A . . 4t o, . —
no caso I.1 com s; = s9 = 1 obteremos; F'Z; Lp=1 = apht2 walvle By ~Yig~ Tyt
i
=~ ~_ _ P . 7 s . _ _ _
phat = l_I(wvw)‘t2 B (wow)¥ B (wow) "Yiw® (wow) "2 Logo, A(FZ; 'F~1)

%

= E thw~ g2t Também temos;
i

~ 3 ~ . . T o —m o~ — _ S— ~_
CZ,C~' = aﬁcﬂvc??cOme’vnth?v Mgy ez g gt

7
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~ _ —m ] > i . — . _ ~—1
— | |aUC22 C21 4, mlvnl+0216021Bt2/B €214y T C21 )i ,C21—C22 5,

= H(wvw)cm_cglw_mi&vnin_téw_lv_”id—lwmi(wvw)621—c22
i

= H(wvw)cﬂ*cmw*mi (wvw)mw&Bitg&ilwil(wvw)fniwmi (wvw)cﬂ’m
i

- H(wvw)cngcm w (wvw)mBité (wvw>*”iwmi ("LUUUJ)Cmic22 .
7

Portanto, A(CZ,C~ Z —thpeR TR Mg = Z —thap~ ™22~ - Aplicando

o homomorfismo, A, na tercelra equagao do sistema obteremos

Z t mZUnz_i_Z t —mi 5e22— cz1+nz+z t zlvy,_i_zt ot~ t1+yz_+_

(I) . 022 c21 ta—t1
E _UJ + E —t2 t1—j+1 _ = 0.
Jj=1

to—t1 to—1t1

Note que Z glehi—itl — Z ?’. Aplicando o homomorfismo € na equacao (I) obte-
j=1 j=1

Iremos; —2t2 = t2 — tl — C99 + Coj.

Denotemos, cos—Co1 = a, to—t1 = b, p(w, v) Zt w™o" e q(w,v) thw“vyl

Note que por hipdtese temos a > b. Assim, podemos reescrever a equacao ([ ) na forma
—p(w,0)(0* + 1) + q(w, ) (" — 1) = " + ... + v

Escrevendo, 9**1 4 ... + 0% = (0% +1) — 1 + 97! + ... + 9**1, e projetando essa equagio

no anel G = ﬁ, onde H = Z[m(K)], obteremos;
q(w,0)(?* — 1) — ot — =" = —1.
Se q(w,v)(v° — 1) — 0%t — ... — 0! for zero em G, entdo j& teremos um absurdo, pois

a=l _  — 9" nao for zero em G,

—1 ¢é nao nulo em G. Mas, se ¢(w,)(?° — 1) — v
entao aplicando o homomorfismo &, na equacao acima obteremos; —a + b+ 1 = —1,
ou seja, a — b = 2, e portanto, teremos —2 = ty — t; — o9 + Co1, que implica £y = 1.

Observemos que, projetando a equacao (/) no subanel gerado pelos elementos da
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forma v%, j € Z obteremos;

p

Z —t;@m + Z _t55022—021+m + Z _tgwxi@yi + Z té@tQ_tl"Fyi_l_
i|lm;=0 i|m;=0 i|z;=0 i|lz;=0
. N R N
n;i=2j n;=2j Yi=2] Yi=2]
C22—C21
E —v? = 0.
Jj=to—t1+1
i n
\ =2
. - ; b
Aplicando o homomorfismo &, nessa equagao obtemos; —2 g ty | — (‘1—2) = (0. Mas
i|m;=0
/
n; =27
. . . . (a_b) ~ .
como vimos acima, —(a —b) = —2, que implica —5~ = —1. Logo, na equacao acima,

temos uma contradicao. Portanto, se coo — co1 > to — t1, entao o sistema nao possui
solucao.
Suponhamos agora, a = c9s — 91 < ty —t; = b. Com essa hipdtese e com a notagao

acima podemos reescrever a equagao (/) da seguinte forma:
—p(w,0) (0" + 1) + q(w,0) (2" — 1) = —0*™ — .. — °.

Escrevendo, 947! + ... + 9% = — (0% + 1)v — v — v**2 — ... — ¥°, ent@o podemos reescrever

a equacao acima como;
—p(0,0) (7% + 1) 4+ (1 4+ 5?7 + ¢(@0,0)(2° — 1) + 72 + ...+ 0° = —0.

Projetando essa equacao no anel, G = (

1++Q)H, onde H = Z[m(K)], obteremos;

q(0,0) (0" — 1) + 02 + ..+ " = —0.

Se q(w,v)(?° — 1) + 9272 + ... + ©° for zero em G entdo ja teremos um absurdo, pois
—v é nao nulo em G. Agora, se q(w,v)(?° — 1) + v**? + ... + ©* nao for zero em G
entao aplicando o homomorfismo £, na equacgao acima obteremos; b —a — 1 = —1, ou
seja, a — b = 0, que é um absurdo pois estamos supondo a # b. Portanto, neste caso
o sistema possui solucao se, e somente se, coo — 91 = to — t1. O estudo das outras

situagoes de cop — o1 € ty — t1 é andlogo aos anteriores.
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III)  ¢o(1,—1).

No caso I11 temos as possiveis situagoes para os pares de homomorfismos ( Jigs fg#) :

ITT.1, (fi(s1,0,2l +1,0,2k,), fa(s2, 0,20 + 1,0, 2k,))

1112, (fi(s1,0,2l +1,0,2k), fa(s2,0,2l5 + 1, 50, 2ks + 1))
1113, (fi(s1,0,2l +1, 51,2k 4+ 1), fo(s2,0, 2l + 1,0, 2k»))
II1.4, (fi(s1,0,2l + 1,51, 2k + 1), fo(s2,0,2ls + 1, 89, 2ks + 1)),

onde s; € {0,1} e l;,k; € Z, 1 = 1,2.

Caso II1.1 com s; =0 e sy =0.

Neste caso podemos tomar A = 1, F' = 12w e O = f21v%22¢,. Temos;

CFC™'F = [ fhowé o2 f- Gyt
— BC21U622B—151U—tzv—lw—lvv—CmB—Cm BtlthU}
— UCQQ*tzflgfhUfcmwfvamBhvl*Certh

— 0622_621_t2_13_t1w_13t11)1+021_622+t2w

= ge2—cai—ta—ly g0t g 1Hca1—coatta,

= qpc2—catth *t2*1w0021*622+t2*t1+1w'

Dessa igualdade obtemos; €0 A(CFC~'F) = —1. Aplicando o homomorfismo £ oA, na
terceira equacdo obteremos; 0 = £ o A(Z3(CZ,C~ Y )YCFCO'F(F'1Z;'F)F~1Z,F) =
t3 —to — 1413 — o = 2(t3 — t3) — 1, que é um absurdo. Portanto, neste caso o sistema

nao possui solugao.

Caso I11.1 com sy =0e sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F' = B2 e C' = [°10°2¢,. Temos;
CFC—'F = 56211}022505151 Utzé‘o—lvfczzﬁfczlﬁtl 2
— 362106226—151 pt2 U—C22B—021Btlfut2'
Visto que B e v comutam, entdo obteremos CFC~'F = 1. Portanto, neste caso o

sistema possui solugao trivial. Observemos que esse caso é equivalente ao caso I11.1

com sy =1e sy =0.
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Caso II1.1 com s; =1e sy =1.
Neste caso temos A = 1, F = afw(vw)®? e C = 5% (vw)®2¢y. Como ty é fmpar e

co9 6 par, entdao podemos tomar; A =1, F' = afv’2 e C = B2y,

CPCF — fooyengyafitacy—ly-en fren g jinyts
— 38211}622 B_lé/é_tl v_t21)_622ﬁ~_6210~15t1 pt2
0226021 B—lﬁ—Cm v 22 )U022 (6021 &B—Cm )U_C22 U_t2 (/B_tl &Bh )Ut2
c22 /6’021 B*lﬁfcm v C22 )Ucm (5621 &3*621 07*1)070*022*& (B*h dBtl )Ut2
c22 3021 B*lgfcm pc22 )0022 (5021 dB*Cm d*l) (wvw)*cnftz
NB—tl &Bh )Ut2
c22 5021 B—13—021U—C22 )1}022 (5021 &B_C21 &—1) (BU—1)622+752
N/@ftl &Btl ),Utg

C22 5621 B_IB_C21 pC22 )0622 (3021 dB—Cm d—l)v—cn—tz
v

[
v
(%
v

22 tt2 (BU—1)622+t2)] (d@—h &Btl )Utz
c22 5021 B*lﬁN*Cm v C22 )Ucm (5621 &3*621 &*1)0*022

pt2 [UC22+t2 (B,Ufl)622+tz)] (d/é*tl d/étl )Utz .

(
(
(
(
= (
(
(
[
(

Das proposigoes anteriores obtemos; Eo A(CFC™1F) = —1+cyy—co1+ta—1;. Aplicando
o homomorfismo & o A, na terceira equagdo do sistema obteremos;

0=E0A(Z3(CZCY)COFCTF) (F1Zy ' F)F1ZF)) = t3 —ty — 1+ cop — Co1 +
to —t1 +t3 — bty = 2(t3 — t2) — 1+ 2(ka — k1) + 2(la — [1), que é um absurdo. Assim,

neste caso o sistema nao possui solucao.

Caso II11.2 com s; =0 ¢ sy, = 0.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F' = 2w e C = 31w cyw. Temos;

CFC™'F = Beape2duufiozww e o2 g fhytzy
— BCQI e22 éow/étl pt2 50*12)*6225*02157& vi2w
— 36211;622@—110—12}5—151 U_tQU_CnB_Cthl"Uth
— 3621,0022—111}—11}1—6225—621w

= qpe22—ca—ly,—lycontl—cany,

— [,0622762171 w*l]‘

)
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Neste caso temos; co; = 2ky e co9 = 2ko + 1. Portanto, se k; = ky entao obteremos

Coo — €91 — 1 = 0, e logo o sistema tera solugao trivial. Agora, se k; # ko entdo
ko—k1

mostraremos que 21 = 1, Zy = Z3 = H (v¥ B~'v™%) é uma solucio para o sistema.
=1

Primeiramente, suporemos ko > k1, 0 outro caso é andlogo. Visto que, Z; = 1, entao as

duas primeiras equacoes do sistema sao satisfeitas. Substituindo Z;, Z, e Z3 na terceira

equagao obteremos;

Z5(CZ,C~ ) (CFCF)(F-\Z; \F)(F~1 ZyF) =

k)g—kl k?Z_kl

H (UQjB—lv—2j)(Bczl,Uczzc~Ow H (UQjB—lv—2j)w—lgo—lv—cmg—cm)[UQ(kg—k1)7w—l] _
j=1 j=1

kz—kl kZ_kl

H <U2jB—1U—2j>( H U2(k2—k1)w—lvl—2jBU2j—1wU—2(k2—k1))[UQ(kg—kl)’w—l] _

=1 =1

kgfkl k’Q*k’l

j=1 j=1

[w‘l UQ(kg—lﬂ)][,UQ(kz—kl)’w_l] =1.

Y

Logo 7y, 75 e Z3 dados acima sao uma solucao para o sistema. Portanto, neste caso
o sistema possui solucao. Observemos que este caso é equivalente ao caso I11.3 com

81:0682:0.

Caso II1.2 com s; =0 e sy = 1.

Neste caso temos A = 1, F = fhw(vw)? e C = B w(vw)?é. Como ty e g
sao impares, entao podemos tomar; A = 1, F' = Blivt2 e O = ey, Analoga-
mente ao caso anterior obteremos; CFC™LF = 222y Biryt2 gy~ ty ez f—ea1 fhigytz —
ety Gty =tz e Gmen Byt Visto que 3 e v comutam, entdo obteremos CFC~1F =
1. Logo, neste caso o sistema tera solugao trivial. Observemos que este caso é equiva-

lente ao caso I11.3 com s; =1 e sy =0.

Caso I[11.3 com sy =0e sy = 1.
Neste caso podemos tomar A = 1, F = f1vf2 ¢ C' = 32v22¢,. Como demonstrado
no caso anterior, temos CFC~'F = 1. Portanto, neste caso o sistema possui solucao

trivial. Observemos que este caso é equivalente ao caso I11.2 com s; =1 e s, = 0.
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Caso II1.2 com s; =1e sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A =1, F' = a2 e C = B2p22¢,.

CFCIF = Fonuenipafintc,  vmem e a it
_ B‘mv‘:” Bildﬁftl UftgvchQchzl dBtl ot2
_ chvcm (Bd_lﬁ_ld_l)&g_tl v—tQ,U—CQQB—Cgl dBtl otz
= Bmvmv_l(wvw)&v_trmﬁ_”lo}_l(&B_“&B“)vtz’
_ chrlﬁ”ch (wvw)7t27022+1&57621 &l (wvw)tl vtz
— pe2—ly—en (w,vw)—tg—czz-l-l,uczl (ch @3_621 d_l) (wvw)tlv‘tlv”
= wpemlmen (yuy) Tzt lyengTen (o) (wow) Ly it

—  gpe2—loen (wvw)tl—t2+021—022+1UtQ—t1

= g1t (Ut2*t1+8227021*1 (wvw)tl*t2+6217022+1)vt2*t1 )

Chamando, g =ty — t] 4 coo — c91 — 1, obteremos;

¢ q
phi—te [H(vq_j+le_q+j_1)]vt2_t1 se ¢>0
j=1
CFC'F=¢1 se q=0
—q
U022—021—1[H(UjBflvfj)]UCmeQerl se q< 0
\ Jj=1

Portanto, se to — t1 4+ 99 — o1 — 1 = 0 entao o sistema tera solugao trivial. Note que
em qualquer situacao acima temos € o A(CFC™'F) =ty —t; + cop — o1 — 1. A seguir

suporemos q > 0. Temos;
CZ,C~1 = Begeng, Hwmiv"iBtév_"iw_mic})_lv_mﬁ_cm
%
— H BczlUczzvflw*mivvfniB*téUnivflwmivvfczzgfcm
%
— H v622*621*1w*mivl+021*niécm B*%B*Cm,umflfcmwmi1}621*622+1

i
_ | |,UC22—021—1w—miUl—niB—tévnz‘—lwmivcm—cmﬂ-l
[
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Logo, A(CZ,C™1) = Z —thpezmen g migleni — Z —thap TRz

F_1Z2F — U_tQB_tl&_l H wmivatéUfniwfmi&Btlth
%
— H U*t2B*t1wmi (wflvwfl)mwBt%wfl(wflvwfl)fniwmiﬁ”tlU

= H VR (wow) M o B0 B F i (wow ) T ™ip T

= H V1R (wow)™ B (wow) w ™t

Assim, A(F7'Z,F) = Z—té@tl’hu_} H(wow)™ Z —thw ~h2t De modo

analogo obtemos; A(F1Z;'F) = th p gttt Aphcando o homomorfismo A,

na terceira equacao do sistema obteremos;

E téu—]wi@yi _|_§ téU_J —ta+y; +§ t i 522 €21 N4 +§ t mz_tl t2+m_|_
7 7
q

E pezTen—l — (),

J=1

[0S

Observemos que; Z; = Zs = 1 e Zy = H(U%’jHBv’%H’l), onde ¢ = cog — Co1 +

Jj=1
ty — t; — 1, é uma solugao para a equacao abelianizada. Para verificar que a solucao

acima é uma solucao para o sistema principal, primeiro, observemos que; CZ,C~! =
q q

2 2

_9 1 _ — q_4 —_
H(UCQQ c21 +] 1B 11)621 022+ ]Jrl), F 122F — H(,Utl t2<wvw>2 J+1B 1
Jj=1 Jj=1
q
P Y S _ _ — —q — 1 .
(wow) 2T y2mt) e CFCTIF = l_I(UC22 217 By 217) - Assim, obteremos;
j=1

(CZ,C~Y)(CFC~'F)(F~1Z,F)

q

2
— H(,UC22 co1—4+j— 1 p—1,e21— 622+%—j+1) H(UCQZ_CZI_jBU021_C22+j)

Jj=1 J=1
q

2
1_[(1)“_'52 (wow)? I B~ (wow) T2 H Ll
j=1
q
— H (U622*C21*]’BUCQ1*622+]') H(Uh*tz (val) %*J#lB*l (val)*%Jrjflvtz*h)

j=4+1 j=1

(SIS
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q
— H (0622*021*ijC21 *022+J') (vt1*t2 (UB*I)%U*%vtzftl )

J=3+1
[
q 2
— H (U622—621—]BU021—022+J) H(Utl_t2+JB_1vt2—t1_])
J=3%+1 Jj=1
= 1

Portanto Z;, 75 e Z3 dados acima sao uma solucao para o sistema. Se ¢ < 0 entao
%
rapidamente vemos que, Z; = Zs =1 e Zy = H(U%_jHB_lv_%H_l), sdo uma solucao
j=1
para o sistema. Logo, neste caso o sistema possui solugao.

Caso II1.4 com s; =0 e sy =0.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F = w102 e C = f21022¢w. Temos;

CFC™'F = Benpeiuw ! fhrol2w1té vz ey fhyt
— 3021 e22 CNOBtl Utzw—léoflv—cmé—cm w_l/étl b2
— 5621 /UCQQB*tl v*bvflwvvfcmgfcm wflgtl vt2
— ,0022—152—16—151 3621 wpl—e22 3—621 w_IBtl pt2
— UCQQ_tz_lé_tlU_czlw_1U021U1_622w_1Bt1 Ut2
= p2te—l=cagtig gt v621+1*0225*t1w*15~t1 b2
= pe22—te—l=cong g e, tg el —ca2 5t 0y~ g t2

= lit2 <U022—1—C21 wUC21+1—CQ2w>Ut2—t1 )

Assim, Eo A(CFC~'F) = —1. Aplicando o homomorfismo £o.A4, na terceira equagao do
sistema obteremos; 0 = & o A(Z3(CZy ) (CFCIF)(F'Z;'F)(F~1Z,F)) =
ts + 1ty — 14+ t3 — 1ty = 2t3 — 1, que é um absurdo. Portanto, neste caso o sistema

nao possui solugao.

Caso II1.4 com s; =0¢ sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A = 1, F = o2 e C' = 3°219°2¢,. Assim, obteremos;
CFCF = 36211}022505151 Ut2c~0—1f070226~*c213t1 2 = 36211}622/@*151 U*tzvfczzgfcm Btlvtz =1.
Logo, neste caso o sistema possui solucao trivial. Observemos que este caso é equiva-

lente ao caso [11.4 com sy =1e s3 =0.
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Caso II1.4 com s; =1e sy =1.

Neste caso podemos tomar; A =1, F' = afv? e C = @B v°2¢. Temos;

CFC™'F = af=vzéafhoté o f-aa1apm "
e B G-ty tay-cm e iyt
(@31 @) Ben G Lye Bl e f-en
( B”laﬁ czl)ﬁcgl(w W 1)@2&—13—1&6—@1@—@2
= (@fnai-enyoen (wow) e (Fon gt B oo
(Gfem G o Yoo (Bt )empens (Fon 61 BTG o uor
(@Fn G- yu-en (B Yy eafuen (v fon G B -enen),
Portanto, £ o A(CFC™'F) = ¢y — 39 + 1. Aplicando o homomorfismo £ o A, na
terceira equagio obteremos; 0 = Eo A(Z3(CZy 'C~Y(CFCIF)(F~ 2 F)(F~1ZyF))
=13 —1lo+ oy — Cog + 1+ 13+ 1ty = 2t3+2(ky — k2) + 1, que é um absurdo. Logo, neste

caso o sistema nao possui solugao. Passaremos agora, a tabela do caso T'.1

Caso T.1.

I)  Caso ¢o(1,1).

Neste caso, temos as possiveis situacoes para o par de homomorfismos (fi4, foy):

1.1,
1.2,

(fi(s1,71,20 4+ 1,0,2ky), fa(s2, 72,20 + 1,0, 2ks))
(fi(s1,7m1,20 4+ 1,0, 2ky), f2(S2,0,2] + 1, 59, 2ke + 1))

1.3, (fi(s1,0,20+1,81,2k1 + 1), fo(se, 12,20 +1,0,2ks))

L4, (fi(s1,0,20 +1,81,2k1 + 1), fo(s2,0,20 + 1, s9,2ks + 1)),

onde s; € {0,1}, r;, >0, k;,l € Z, i € {1,2}. Para facilitar a notacao, escreveremos
t=20+1.

Caso I.1 com s; = s9 = 0.

Neste caso temos A = a"'w™, F = B'(vw) e C = £ (vw)®2¢éy. Como t é fmpar e
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o9 € par, entdo podemos tomar; A = a"w™, F = fvlw e C' = B210°22¢,. Temos;

AFAF~Y = anw™pfvtwa  w?w vt
— whan ﬁtvtarlwm B—tv—t
— wT‘erl/Btdrl(a mta )ﬁ tﬁt rgﬁ vt
_ w”&”Btéfl(w_”vw_”)tB ty—tw T2ty —t
= w” (@ Tlﬁt 7“16 )Bt(w—m,uw—rl)tB—tU—tw—rz
_ (& Bt rlﬂ Dot (w vw™ ) ot T2

Tg( Tl)—tvtv—t(leval)tw—Tz

Il
=g

CACT'A™Y = fenyenganw™é v faw a "
— 22 ﬂcm ST rgg—cglv—cm G2
— c22 ch art B—cm Bcﬂwm B—cmv—cmd—nw—rz
— o2 Bczl o B—Czlv—czlwrz,vcgl—czz & w2
— o2 (ch o B—czl G )071 Ve G 2 Gl R C22 T g2
— 22 (ch art B—cm AT ) (w”vw” )—021 w2 (wm LW )Czl—CQQw—TQ
—  pf22gc21 (,wrl LW )621 (’LU” L™ ) —C21 472 (w” W™ )021 —C224) T2
— 22212 (wrlvwrl )CQl—ngw—Tz
_ (UCQg—cm W2 C 222 )w’l“g [UCQQ—CQI (wrl L' )021 —cQg]w—m
_ [,UC22—621 7 ng]ng [,0022—621 (w”vw” )CQl—CQQ]w—Tg )

Da ultima igualdade obtemos; € o A(CACT'A™Y) = ri(co; — C92). Também temos;

CFC_lF_l — 5021 ve22 c~05~tvtwc~0_1v_022ﬁ~_021w_lv_tﬁ_t
— UCQQUthmBtwvfcmgfcmwflvftgft
— ,U622+t5621+twv—622UC21w—1,U—C21B—021 U—tB—t
— pe2tty—ean—ty,—1gea14t, co1—ca2 ch Tt~ ly—e2n —tB—Cm—t
= 22~ 021w—1vcz1+t 021—0226021+tw U—C?.l—tB—Cm —t
— ,06227021w*10621+tvc2176221)*021*twvczl+tU7621*t3821+t57021*t

— q2—e w—lvczl +tg—e22—ty,
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— ey, —lyean—cay,
_ [,UCQQ—CQl’w—l]'

Aplicando o homomorfismo £ o A, na segunda equacao do sistema obteremos; 0 =
£ o A(Zs(CZ,C™Y)CACT'AW)WAZTT AN Z ) = f3 + 1 + ricar — c22) — 13 — 1
= r1(c21 — ¢22). Logo, devemos ter coy — o1 = 0 ou r; = 0. Se tivermos cgg — ¢ = 0
entao teremos CAC 1A~ =1 = CFC~'F~!, e portanto nessa situacao o sistema ters
solucao trivial.

Agora, analisaremos o sistema quando tivermos r; = 0 e cgo — co1 = 2"k, k impar.
Estudaremos o sistema abelianizado. Note que pelos processos de reducgao feitos no

capitulo anterior, podemos supor o, > 0. Temos;
= ~ ) ) Ty e o~ — -
cCz,C—1 = BCQIU"’”COHw“’v”’Btlv Vi ¥iéy "y ez gmen
i

> ot v s oo B
— | |5621U622wuzvszt1v Vg~ Wig 0226 c21

(2
_ coo—c21, Ui, v Rt v, —u;, co1—Co2
= ||v w " By i "y ,
i
14 ot —u g
AZFTATL = | |w”‘”vle By ™Y~ i~

7
— H wxi+7”2vyiB_té/U_yiw_7"2_xi'
%

Assim, pelos resultados obtidos no comecgo desse capitulo obtemos; A(CZ,C™!) =

Ztiﬁcm—cmu—)uil—)vi — Ztilu—)ui@w-&-czz—(?m, A(AZ:;IA_l) — Z_téwmi"f"’?/ﬁyi e

7 7 N 7

A(C’AC_lA_l) = A([v=>2=e ™)) = Z Z _ @220+ i1tk Apli-
i=1 j=1

cando o homomorfismo A, na segunda equacao do sistema obteremos;

E téu—}xif[_}yi + E _téu—}wrl—rz@yi + E _tliu_juifl_)”i + § tiwuif}vﬁ_cm_czl—i-
9 on—1p

- onn ofs o onp o
E : E : _wzv2 k—2(5+1) + o 11}2 k—2j+1 _ 0.

i=1 j=1

Projetando a equagao acima no subgrupo, H, gerado pelos elementos da forma
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W%, x,j € 7 obteremos a seguinte equacao:

E tgwwi@%i +§ _tgwaci—&—rg@Qyi +§ _tzl ks 21}, + E tz —u; =2(v;+2" lk)+
79 on—1p

ZZ ') =,
=1

Aplicando o homomorfismo &, na equagdao acima obteremos; —(ro(2"'k)) = 0.
Logo, devemos ter r, = 0. Mas a situacao em que temos, r; = ro = 0, ja foi resolvida

no caso; 1.2, I.1 com s; = s5 = 0.

Caso I.1 com sy =0e sy = 1.

Neste caso podemos tomar A = a"w™, F = Bt e O = 2v22¢,. Temos;

AFAF-1 — drlwmgtvtdrlwmvftgft

= w"an Btdrl d—rlvtarlwrgg—tv—t
T2 G Bt&rl (w—nUw—rl)tg—tv—tw—rzvtv—t
(@n Bt@m B*t)Bt(w*”vw*” )ththtwfrz
2 (@ fLan B o (wow™ Yoty w2
(

w™ ,Ule)—t,Utv—t(le v’ )tvtv—tw—rg

|
g

r
W'
J— ™
= w"
T2

—ro

= w-w

= 1,
CFC—IF—I — 56211)622505tvtc~0_11}_822 /B—Cglv—tﬂ—t — /8021,UCQQﬁt,UtU—CQQﬁ—Cgl,U—t/B—t — 1’ e
analogamente ao caso anterior obteremos;

CAC 1AL = [Uczzfczl,ww]ww [UC22*C21 (leval)C21*C22]w*7"2'

Semelhantemente ao caso anterior, devemos ter r; = 0 ou c99 — 91 = 0. Se tivermos
C99 — o1 = 0 entao o sistema tera solugao trivial. Por outro lado, se tivermos r; = 0
e co9 — c91 # 0 entao deveremos ter ro = 0, mas essa situacao ja foi resolvida no caso,

T2, I.1.

Caso I.1 com s; =1e sy = 1.
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Neste caso podemos tomar; A = a"w™, F = afvt e C = 20224,.

AFAF~' = anwraftvtanwr2e~tfta !
— wraan flanamotanwn ftvta !
= e B B B Bt
= w2a(anftan S e w ow™ ) vte w2 ety Tt
= wra(wvlw™) iy (wow™ ) ta w2

= wlaa lw

CFC'F = pewegafivie, o2 f-eptf-1q!

— 6021 22 &Btvtv—cmg—czlv—té—td—

— 5621 22 dU*CmB*Cm At

= c22 (6621 dé—021 d—l)dv—cm a~ !

= v~ (wow) (wow) 22

= 22— (UB*1)621*022

= qc22—ca (BU—1)622—C21‘
Do caso anterior obtemos; CAC™T A~ = [pe227¢21 2] [p®22 21 (w pw™ )22 ]~ "2,
Como no caso anterior, aplicando o homomorfismo A o £, na segunda equacao devere-
mos ter coo — co1 = 0 ou 1 = 0. Se tivermos oo — o7 = 0 entao o sistema tera solucao
trivial. No caso em que tivermos 11 = 0 e ¢9o — c91 # 0 entao obteremos 75 = 0, e essa

situagao ja foi resolvida no caso, 1.2, I.1.

Caso I.2 com sy =0e s9 = 1.

Neste caso podemos tomar; A = a"t, F' = Bt e C = B2p22¢,.

CACT'A™Y = [ewpeqancy oz g
_ 3021 Ve22 §T Ly C22 37021 P!
= 22 (/6021&7'15—021 d—m)dﬁ pC2a T
= pC22g—c21 (wﬁ Uwﬁ)cm (wﬁ Uwﬁ)—czz

= qf22—c21 (wh vt )621*622 .
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Portanto, £ o A(CAC™1A™Y) = ri(cys — ¢21). Aplicando o homomorfismo € o A, na
segunda equacao do sistema obteremos; t3 + t; + r1(cea — ¢o1) — t3 — {1 = 0, ou seja,
r1(c22 — c21) = 0. Visto que oy — c91 é impar entdao devemos ter r; = 0. Portanto,
o estudo de solucao para esse caso se reduz ao estudo do caso, 7.2, I.1 com s; =0 e

s9 = 1, ja resolvido.

Caso [.2 com s; =1e sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A = @™, F = aftvt e C = fe2ve2q,.

Observemos que o elemento, CFC~'F~1 é mesmo que no caso, 7.2, com t; = t, = t,
por aquele caso obtemos; £ o A(CFC™'F™') = cyy — ¢91. Aplicando o homomorfismo,
€ oA, na terceira equacao do sistema obteremos; 23+ oy — o1 = 0, ou seja, 2tz +2ky —
2k +1 = 0, que é um absurdo. Portanto, neste caso o sistema nao possui solucao.

Observemos que esse caso é equivalente ao caso .3 com s;1 =1 e s = 1.

Caso [.2 com sy =1e sy =0.
Neste caso podemos tomar; A = a™, F = aflw vl e C = 2w tv2g,.
Se tivermos r; = 0 entao teremos A = 1, logo, esse caso se reduz ao caso, 1.2, [.2.

Portanto, nesta situacao o sistema possui solu¢ao. Suporemos agora, r; > 0. Temos;

CACT'A™Y = Beagtoe2@yanéy o 2wf 21"

— 6021w—1UC22&7"1@—022wﬁ~—021&—m

—  pCargylycng e 6021 o B—CQ1U—CQQU—021MUCQ1 &

= qpC21 w*1UC21 22 (5021 art 576215(*7"1 )dh U*(022+021)wU621 o

= iy LyCiycazy 2 (le v )621 (le LW )—(022+C21)wd7’1 pe G

= i lyc22 (wmvwm)—cww(wmvwh)021

— 0*621w*1(1}022 (wﬁvwﬁ)*czz)wvczlvfcm((wrlvwhyzlvfcm)vcm‘
Portanto, £ o A(CACT*A™Y) = ri(cea — ¢91). Aplicando o homomorfismo £ o A, na
segunda equagao do sistema obteremos; t3 + to + r1(c2a — c21) — t3 — to = 0, ou seja,
r1(caa — ¢21) = 0. Como ¢91 é par e ¢y é impar, entdao devemos ter r; = 0, mas isso é
um absurdo devido a nossa hipdtese. Portanto, se r; > 0, entao o sistema nao possui

solucao.
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Caso I.3 com s; =0 e sy = 0.
Neste caso podemos tomar; A = w™, F = Btwflvt e(C = Bcﬂvmc}). Temos;
CFC1F-1 — /3021,UCQQC’“O/gtw—lvtc’“oflv—czg/é—621,U—th—t
— 5021UCQQBtwfl,UtvfcmecmUftwﬁft
— U¢22B¢21+tw—lv—0226—621 wB—t
= 22 U—C21—tw—lU021+tv—0226~621+t6—021 wB—t
— 0022*621*tw*1v621+t*6223tw5*t
— (Ucmfcmftw710021+t7022w71)(wvft,wflvt)
— [UC22_621_t,w_1]<w'U_tw_l t).
Assim, £ o A(CFC~'F~1) = 1. Aplicando o homomorfismo £ o A na terceira equagao
do sistema obteremos; 2(t3 —t2)+1 = 0. Logo, neste caso o sistema nao possui solugao.

Observemos que este caso é equivalente ao caso 1.2 com s; =0 e s, = 0.

O estudo de solugao no caso 1.4 é equivalente ao estudo do caso, T'.2, .4, pois neste

caso temos; r; = ro = 0. Portanto, este caso esta resolvido. Passaremos agora ao caso

II.

IT) Caso ¢1(1,1)

Neste caso temos uma tnica situagao para o par de homomorfismos (f1y, foy):
-[Ila (fl(Sh 2611 + ]-7 20 + 17 C11, le)v f2(827 2012 + ]-7 20 + 17 C12, 2k2))7
onde S; € {0, 1}, C1i > O, k’z,l S Z, 1€ {1,2}

Caso II.1 com s =0e sy = 1.
Neste caso podemos tomar; A = @™ w™, F = vt e C' = B21022671 126, Temos;
CAC A = 5021U022&011w01250&T1w?"zC~0—1w—612&—611v—0225~—621w—Tz&—m
_ 5621 0022 311 4C12 G 2 12 Gy €1l 22 5762110*7"2 &~
_ 3621 Ve22 G T2 C22 5—621w—r2 !
—  pe22 3021 A" 3—021U—C22w—7"2 P!
— e 5021 G 5—021U—621wr2 021722 5Ty~ T2

= qpc22 (ch amt B*C21 a~ " ) (dﬁ pra T )wrz (dﬁ 2122371 )w*w
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= qf2qC21 (wh vt )621 (wh vt )7021 w? (U)Tl vt )021 —C22q7 T2

— U622—C21w7"2(w7“1@w7“1>021—C22w—7“2

= C227C21yT2q)C21—C224 ;" T2 (wTQ pc22—c21 (wﬁ vw™ )021—622 w—rz)

— [11022*6217 wTQ] (meCQQme (wh vt >621*C22w*1“2>‘
Logo, E0 A(CACTIA™Y) = ri(ca1 — ¢92). Aplicando o homomorfismo € o A, na segunda
equagao obteremos; t3 + t1 + 11(co; — ¢22) — t3 — t; = 0. Assim, devemos ter r1(cy; —
co2) = 0. Visto que r; = 2¢1; + 1, entao devemos ter co; — coo = 0. Disso obtemos

CAC~'A~1 = 1. Usando ¢y = c99 obtemos;
CFCF-14-1 = BC21U621&C11wC12C~OBtvtC~O—1w—C12&—C11U—621B—C2lv—t6~—tw—7’2&—7’1
_ chvcm &GO qCL2 (5&71>t<wv>tw7612 A Gty et chzlvftﬁftwfrz &

Rapidamente, por inducao, mostramos a seguinte igualdade:
t—1
2

(Ba) = [[T(wow) % B~ (wow)¥]a5".

5=0
Assim, obteremos;
CFC—IF—lA—l — ﬁcglvczlacnwclz (5& 1)t(w’U)tw_Cm6[_0111)_021B_CQI’U_tB_tw_TZ&_Tl
%
= 5021110216501111)‘312[ (wvw)ﬂjB*l(wvw)%]&ﬁt(wv)tw*m&*cu
5=0
*621ﬁ 21y, 3 —ty 2T
t—1

_ chvcmwclg[ (w011+1vw011+1)—2jw—011 B—leu (w611+lvw611+1)2j]

o

]:
dcu—HBt( ) —Clza—cnv—cmﬂ C2lv—tﬁ w—?“za r1
t—1

2
= 21y TC21qC12 21 [l | (U—Czlw611+1vw011+1)—2jvc2lv—021,w—011v021
Jj=0

pC21 B—IUC21 21 11 €21 gy C21 <w011+lvw611+1)2j]UC21 ch d011+1

Bt (wv)tw—clg G Ciig—e21 /g—czl,u—t/é—tw—rg A~
=1
— 012 H 611+1Uwc11+1)—ij—CnB—len(w611+lvw611+1)2j]

2l /3021 dc11+1Bt (wv)tw*CW QG —c2l 8*021 U*tB*tw*W o~
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o~
|
-

= 2 [ <w011+lvw011+1>—2jw—011 B Ly (w011+1vw611+1)2j]

—

=0

,0021/51021 dC11+1,Uft(wfl,u)th12vtBt&fCllBft1}78217t/@7C21w*T‘Q &71“1
t—1

— 2 [ (w611+lvw611+1>—2jw—011 B Lt (wC11+1vw011+1)2j]

fe

o

J

UC215’C21 (&611+1U—t@—c11—1) (dcll+1 (w—lv)td—cu—1)d611+1w012

?)t (Bt&—Cn B—t&—Cu ) (&611 p 21 —td—Cn )&611 3—021 w2
i

-

— ,wcm[ <w011+1vw011+1>*2jw*611B*lwcu (wc11+1vw011+1)2j]

fet

o

J
el 5021 (w011+1vwc11+1>*t<w011 ,UwCqul)thu &011+1

Ut’Uft (wcllvwcll )t(wcll WL )*t*CZI Ac1 57621 w 2T
1

~
|

(w011+1vw011+1)—2jw—011 B—len (w011+1vw611+1)2j]

—

— w012[
j=0
e~ C21 (w611+lvw011+1)—t (an vau-l—l)thlQ,UCQl ch d011+1

(w0117jw011)—021 3—021 (BCm ac1 3—621 A cut )&—011—1w—7"2 .

Chamando
=1
2
A = [H(wc11+1vwc11+1)*2jw*011B*lwcu (w011+1vw011+1)2j]<w011+1vw611+1>*t
§=0

(wcllqul"’l)tw—l,
entao podemos escrever, CFC 1 F~tA~! da seguinte forma:

CFCIF1A"1 = 2 Atwc12+1vczl Bczl aentl (wcuvwcu )*8215*6210*021
(wcnvwen)cm &—611—1w—r2
= 2 Atw012+1 el 5021 aetl (wCu vwCt )—621 v 2121
(wcn Vw1 >021 peet 5*021 d*cuflwfm
= 2 Atw012+1,0021 3621 d011+1v021 67621 d*cuflw*m
= o2 Atw612+1U621 (5621 d611+16—621 &—611—1) (&011+1U621 d—011—1>w—r2
= 2 Atw012+11}6211}_021 (U}CHUUJCH >021 (wcnvwcn)—cm 2c12—1

= wr2Aw 92,
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Agora, mostraremos por inducao em ¢t que A; = 1 para todo ¢t = 2/ + 1. Primeiramente,

0
A = [H(w611+1vwc11+1)—2jw—011B—lwcu(w011+lvwc11+1>2j]
=0
(w011+1vw611+1)—1(wcllvw011+1)w—1
= B—leu (w611+lvw011+1)—1(anvan-l—l)w—l
= q B—lwcuw—Cn—lU—lw—cu—1wc1lvwc11+lw—1
= w B*l(wflvflwflv)wcu
= w1 B Byt

= 1

Dado, t = 2] + 1, entao temos;
t—1
2
A, = [ (wc11+1vw011+1)—23w—011 B Lyt (w811+lvw011+1>2j]<w011+lvw011+1>—t
J=0

(wcllvaU‘Fl)twfl

t—

2
— [H(w611+1vw011+1)—2jw—611B—l,wCu (w011+1vw011+1)2j](w611+1vw011+1)—2l
j=0
Tct! B—len (w611+lvw611+1)21<w011+lvw611+1>—21—1(an,UwCM-i-l)tw—l

t—3
2

— [[H(wc11+1vw611+1)*2jw*611 B*lwcn (w011+1vw011+1)2j] (wc11+1vw011+1)*t+2
=0

(wcllUwcll+1)t_2w_1]w<wcll vw011+1)—t+2 (w611+1vw011+1)t—?(w011+1vw611+1)—2l

w

w*CuB*len(w011+1vwc11+1)*1(wcuvaqul)tw*l

= A, w(wcllvw611+1)_t+2(w011+1vw611+1)2l_1(wcll“vwm“)_?lw_c”B_lwc”
(w011+1vw611+1)—1(wc11vw011+1)tw—1

— At—2 U}(wcuUU}CH+1)_twcllUwcll+lwcllvwcll+1(wcll+lvwcll+1)_1w_cllB_lwcll
(w011+1vw611+1)71(wcllvwcl1+1)tw71

= Ao w(anvw011+1)—tw011vw011+1anUw611+1w—011—1v—1w—011—1w—011
B—len(w011+1vw611+1)—1(wCuUan-H)tw—l

- At—2 w(wcnUwCqul)*thuvalenw*Cn*lU*lw*Cn*l(wcuvaqul)tw*l

= Ao w(wvw ) Tyiyy T hwpwwttw e T ly Tl T T (i gttty T
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= At—2 w(wcuvwqurl)ft(wcuUwcll+1)tw,1
= Ao

Portanto, pelas igualdades acima, obteremos; A; = 1 para todo t = 2] + 1. Note que;

AFAF~! = anwnpivtanwr2e=tf
— wrg &rl Btdrl d—rl ,Utdrl B—tﬁtwm B_tU_t
T2 &Tl Bt&ﬁ (w—T’1 vw‘” )tB—tU—tw—rzvtv—t

— wrg (drl Bt&ﬁ B—t)Bt (w—rl ’UU)_Tl )tB—tU—tw—rg

I
g

ro

l
g

2 (wT1 ,Uwrl )7t,UtU7t(w’r'1 ,UwT'l )t,Ut,Uftwf

Assim, neste caso o sistema possui solugao trivial. Observemos que este caso é equiva-

lente ao caso I1.1 com s; =1 e s9 = 0.

Caso I1.1 com sy =0e sy, =0.
Neste caso podemos tomar; A = @"w™, F = Blvtw e C = B2u22a 24,
Temos;
AFAF~' = anw™pfvtwa  w2w vt 5
— drl wrg Btvt&n wwrgwflvftgft
— drl ,wrg Btvtdrl UJTQ’U_tB_t
= 1,
onde a ultima igualdade vem do caso anterior. Observemos que, como os elementos,
A e C, sao os mesmos do caso anterior entao obteremos; CAC™1A™ = [pe2—e2 2]
(wrzy2en (whyw ") 222 Portanto, £ o A(CACTTA™Y) = ri(co1 — c22). Apli-
cando o homomorfismo £ o A, na segunda equacao do sistema obteremos; t3 + t; +
r1(co1 — co2) — t3 — t; = 0. Logo, devemos ter r1(co; — ¢22) = 0. Visto que 1 = 2¢17 + 1,
entao devemos ter cg; — co2 = 0. Assim, obteremos CAC~'A~! = 1. Usando, ¢y = ¢,

temos;

CFC 141 = Bczlvcm dcuwcmc})gtvtwé«oflw*clg G2l B—cmwflvft/éft

w2am
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— 5021 V21 G112 (Bd*l)t (wv)tww*tﬁlz G Citgy e 5*821 w*IU*tB*t

wET
t—1
2

= 30210621646“10612[H(wvw)_QjB_l(wvw)zj]dﬁt(wv)twl_md_cu
=0

p—Cc21 B—cmw—lv—tﬁ_tw_m&_rl
t—1
2
= Uc21ﬁ~c21w012[ (wCHJrlUwCthl)72jwicllelwcll(wcll+1vw011+1)2j]
j=0
O~éc11+l/3')t<wv)twlfc12 G CligyTC21 B*Cﬂwflvfté—twfm&,m
t—1

2
= 2 [H(w611+1vw011+1)—2jw—611 B—lwcn(wc11+1vwc11+1)2j]
=0
e 5021 &011+16~t (’wv)twlfcu GGty et 57621 w*IU*tB*twﬂ"z Q.

1

Chamando, 4; = [| [(w M ow ) =2y~ Byt (e Hyw™)27] | obteremos;

~
w‘l

<.
I
S

CFCF1A"1 = w2 A v 6021 &0114—167? (wv)twl—Cm GGl —e21 B—Cm w Lyt

B—tw—rgd—rl

— U}CuAt'UCQl 5021 dc11+1U7t(wflv)tvt,uftwclz71Ut5t&7011U*Cgl
B—cmé—tv—twvtv—tw—m &

= w2 A 5021 &C11+1U—t(w—lv)twcw—lvtat&—al B— p—(t+c21)
6*021 w1*7"2d*7"1

= w24 3621 dcll'HU_t(w_l’lj)twcm_lvt(gt&_cll B—td—cll)
St v—(t+021)ﬁ~—021 w2

— wcletUCm 5021 (U}CH—HUU)CH—H)_t<’wcn1jwcu+1)tw612_1&011+1vt
v*t(wcll VW )t(an VwEL )*(t+c21)d011 57621 wl—T2g" "

— wcuAtvcm 3021 (w011+1vw811+1)—t(w011Uwc11+1)tw012—1&811+1
(anvau )—021 Ac1 5—621 A Cql-reg el

— wC12AtUCQ1U*021 (w011+1vw611+1)*t (wcnvaqul)thlzflvcm 6021

d011+1 (wcll Ve )—021 a1 3—621 a—cut wl—Tz d—cu—l
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— w612At(w011+1vw011+1)*t(wcuvwclﬁrl)twcmflvczlgcmdclﬂrl
(wcll vt )—621 B—Czl (5’621 Ac1n B—Czl & ¢t )d—cn—lwl—m
— wC12At<w011+1Uw611+1)—t<w011 Uw011+1)tw012—11)6213021 d611+15—021
p—C2t (wcnvwcu)*cmvcmvfcm (wcuvwcu)Ql&*cuflwlﬂ“z
— w012At(wcll+1vwcll+1)*t(wcllvwcll‘i’l)tw012*1/0021 (Bc2ldcll+1
3—02107—611—1)(w011+1vw011+1)—621w1—r2
— wcuAt<wCu+1Uw611+1)—t(wcuUw011+1)tw012—1U621U—021
(w011+1vw011+1)021 (w011+1vw611+1)*021w1*1“2
— w612[At(w611+1vw611+1)—t(w011Uwcn-i-l)tw—l]w—cm.
Analogamente ao caso anterior obtemos, [A;(w Tlyw 1T~ (e tliy =1 = 1,
para todo t. Assim, teremos CFC~'F~1A~! = 1. Portanto, neste caso o sistema possui

solugao trivial.

Caso II.1 com s; =1e sy = 1.

Neste caso podemos tomar; A = a"w™, F = afvt e C = 2ty22q w2y, Temos;

AFAF~' = anwraftvtanw 2ot fta
_ wrg&r1+16~tvt&r1B—tv—tw—rg vto—ta !
_ wmdnﬂ@tdrl (wfrlvwfn)ththtwfm&fl
_ w”d(d” BtdrlB—t)v—t<wr1,Uwrl)tvtv—tw—rg a1
= wr2a(wvw™) iy (wMvw™ ) w2 a !

= 1.

Como os elementos, A e C, sdo os mesmos do caso anterior, entao obteremos; CAC~1A~!
= [ve2men 2] (wreR e (whyw ") 222, Portanto, £ o A(CACT1TA™Y)

71(Ca1 — C29). Aplicando o homomorfismo £ o A, na segunda equagao obteremos; t3+1t; +
r1(co1 — Co2) —t3 — t; = 0. Logo, devemos ter r(co; — ca2) = 0. Visto que 71 = 2¢17 + 1,
entao devemos ter; cy; — co2 = 0. Disso obtemos; CAC~'A~! = 1. Usando, co; = ¢,

obtemos;
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CFC_1 F—lA—l — BCQIUCQI &cqugéb&gtvtéoflw—clg QG Te2t B—cmv—tg—td—lw—rz

amn

— 3621 e21 &611+1w012 (Bd—l)t(wv)tw—cm G Cligy—C21 B_CZI U—tB—tw—Tz

&—7"1—1
t—1
2

_ UC215021w612&011+1[H(w’vw)iZjBil(wvw)zj]d6t<wv)twicl26[7011

J=0

,U—Czl B—Czlv—té—tw—’r‘z &—Tj—].
t—1

2

= e ey [l | (w611+2vw811+2)—2Jw—611—1B—1w611+1

=0

(wcll+2vwc11+2)2j]dcl1+2vft (wflv)tvtvft,quUtﬁtdfcll,Ufczl 37021

v_tﬁ_tw_” d—rl—l )

t—1
2

Chamando, At _ [H(w011+2vwcll+2)_QJ’LU_CH_lB_lwcu+1(’LUCH+2U’LUCH+2)2]], temos;
J=0

CFC 141 = 00213021w612Atdcu-&-?U—t(w—lU)twcmvtBtd—CuB— U—(H—cm)@—cm

w—rz &—m—l

— UCQ1U*621w612AtUCQ1BC21 (wc11+2vw011+2)*t(w011+1vw011+2)tw012

(w611+2vw011+2)td011+2 (Btd—cu B—td—cu )dcllv—(t+c21)5—021 w2

d—rl—l

= 2 Atvcmv—cm (wc11+2vwc11+2)—t<w011+1vw611+2>tw012

(w811+2vw011+2)tU621 Bczl G112yt (wCu VW )t (wcll VW )*(t+621)

A 6—021 w2 d—ﬁ—l

— wC12At(w011+2vw611+2)—t<w011+1vw611+2)tw612 (w011+2vw011+2)t

el 5021 (wc11+2vw611+2)*tdc11+2 (wcnvwcu )*021 5*621 (3021 Acn

5—021 a—cut )w—Tz d—cu—?

— wC12At(w611+2vw611+2)—t<w011+lvw611+2)tw612 (w611+2fuw011+2)t

Y21y el (wc11+2vw611+2)—tvczl BCM &011+2 (U)CHUUJCH )—021 5—621

pc2t (U}CH’U’U)CH )021 w2 d*Cu*?
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— wclzAt(w011+21}w611+2)*t(w011+1vw011+2)tw61200218021&Cl1+2
(wcu Vel )—021 P C21g21 (wcn Vil )021 pc2 B—Czl Q1122
— w612At<w611+2vw€11+2)—t<w011+1vw011+2>tw012U621 (BCQI&CIH—Q
6*621&*611*2)(w011+20w011+2>*021w*1”2
— w012At(w011+2vw011+2)*t(w011+lvw011+2)tw012UczlU*Cm
(w611+2,0w011+2)021 (w011+2vw611+2)—621w—7’2
= 2 [At (w611+2vwc11+2)—t (wcu-‘rlvwcn-i-?)tw—l]w—clz'
Da mesma forma como fizemos no caso anterior, podemos mostrar que,
[A (w2 t2) =t (e tlyyen T2y~ = 1 para todo t. Assim, obteremos
CFC7'F~1A~1 = 1. Logo, o sistema terd solucao trivial. Passaremos agora, ao caso

T.1, I11.

IIT) Caso ¢p(1,—1).

Neste caso temos as seguintes situacoes para o par de homomorfismos (fi4, fay):

I11.1, (fi(s1,71,t,0,2k), fa(sg,7e,t,0,2ks))

I11.2, (fi(s1,71,t,0,2k), fo(s2,0,t, S0, 2ke + 1))
I11.3, (fi(s1,0,t,81,2k1 + 1), fa(s2,79,t,0,2ks))
I11.4, (fi(s1,0,t, 51,2k + 1), fa(s2,0,t, 52,2k + 1)),
ondet =20+1,s€{0,1}, >0, kel € Z,iec{1,2}.

Caso II1.1 com s; =0 e sy =0.
Neste caso podemos tomar; A = a"'w™, F = Btvtw e(C = 3‘3211)62260. Temos;
CFC™'F = [ fivtwé o2 f-2 flytw

— 5621UCZQB_t'l}_t’lj_lw_l’l}'l}_CmB_cﬂBtvt’w

— UCQQ-t-].BCQl—tw—l/ét—c21,ul—c22+tw
_ Uczzftflvtfcmwvczlftvlfczertw

— pf22—ca—lgea—coatl,

Portanto, Eo A(CFC~'F) = —1. Aplicando o homomorfismo £o0.4, na terceira equagao
obteremos; t3 — to — 1 +t3 — t5 = 0, ou seja, 2(f3 — t5) = 1 que é um absurdo. Assim,

neste caso o sistema nao possui solugao.
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Caso II1.1 com s; =1e sy =1.

Neste caso podemos tomar; A = a"'w™, F = afvt e C = 2102 ¢,. Temos;

CFC™'F = Bepe2gafivtéy vz e g iyt
_ chUC22371&B404U7C226~7C21&Btvt
— gf22—c2 B-lyem ch dé—tv—tv—cmg—cm dﬁtvt
— pf22—c21 B1ca (ch &B—cm &—1) (dv—t—cm&—1> (&B—taﬁ”t)vt
= ez Brlyey e (yoyw)e (wow) "2 (wow) vt
= yezme Bl () ez
= vezmey = (wow) (wow)er e

= gf2—ca—l (wvw)021—022+1 .

Portanto, £o A(CFC™'F) = cgy — co1 — 1. Agora, aplicando o homomorfismo £ o A, na
terceira equacao obteremos; t3—to+cog—co1—1+t3—ts = 0, ou seja, 2(t3—ta+ko—ky) =1

que é um absurdo. Logo, neste caso o sistema nao possui solucao.

Caso II1.1 com s; =0 e sy = 1.

Neste caso podemos tomar A = a"w™, F = Bt e C' = 21v°22¢). Temos;

OFC—].F — BCQl/UCQQ C’“O/étvtc'“oflv—CQQB—czl Bt,ut
— 5621UCQQBftvftU7022/§7021/§tvt

=1

Y

AFAF-1 = &rlwmgtvt&mwmv—tg—t
— w2 Bt&rl G otgn B—t/@twrg B—tv—t
— wrgdrlgtdrl (w*”Uw*“)t,é*tvftw*mvtvft
— w2 (&rlgtdrl B—t)Bt(w—nvw—n)tB—tU—tw—rg
— W (wrlvwrl)—tvtv—t(wrlvwm)tvtv—tw—rg

= 1,



4.1 Deformando o par (f1, fo) a um par livre de coincidéncias 104

CAC-1A™l = Beape@yanuéy o=z f=caqy—r2g—
_ ch 1e22 (B—l&)’l‘l,v—lw—’rg v —C22 B—Cglw—’r‘g &
_ 86211}62256&_” B—lv—lw—mvl—cmg—czlw—rg !
_ 00225021 (5&71”1671&77‘1)drl,UflwazvlchQBfCQld*lefTQ
— 22 /éczl o1 (wm LW ) (w”vw“ )—1w—r2 (w”vw” )1—cz25~—cm
(Bcgl At B—cgl & )w—T2
—  pe22—ca1—1y,—Tag,c1—c21 (wrlvwrl )1—cQ2UcQ1U—cQ1 (w” L™ )Czlw—T’Q
_ (,0022702171w7r21)0217622+1w77“2)wrg (1}622702171(wrlvwrl)cz17622+1)w77'2'

Pelos processos de redugao feitos anteriormente podemos tomar ca1, co2 € {0,2}. Se

1 1

tivermos cg; = c99 entao teremos CAC 1A~ = vy~ lw 20w 2w ™ vw™ w2 =

v w2 2. Nesse caso se tivermos, r; = 7y, entdo o sistema terd solucao tri-

vial. Para analisar os outros casos estudaremos o sistema abelianizado. Primeiramente

SUpPOTemos co; = Cog € 19 — 11 > 0. Temos;
CZ,C~t = 50211)‘32260(1_[ w“iv”iBtiv’”iw’“i)cb’lv’mﬁ’c?l
A
— 6021 22 (H vl Yy~ vi Bt Uvivilwuiv)vicmgiwl
i
— H,UC22—021—1w—uivl—viB—tivvi—lwuivcm—cmﬁ-l
i

— —ws 1—v; —1 . .
_ HU 1'LU ull)l vi Bt g0 1w“’v.
i
Logo, A(CZ,C71) = g —tiw" v~ ", Observemos que,
i

AZg_lA_1 = o?”w“(HwmivyiB_tgv_yiw_mi)w_”&_”

7
= 1_[w””“(w“vw”)yiw*”B*téwr1 (wow™) Vi T2,
i

Portanto, A(AZ;'A™!) = Z — i et DY gy Também temos; A(CACTA™Y)

T2—Tr1
= A(v~tw= 2y =)y = Z w’. Agora, aplicando o homomorfismo A, na se-
j=1
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gunda equacao obteremos;

Ytk oY 4+ Y —thwm e D g N gt 4 " gt
ro—ri
g w’ = 0.

=1

Seja, H, o subgrupo de Z[r,(K)] gerado pelos elementos da forma; w27 j € Z.

Projetando a equagao acima em H obteremos;

Z téu—]m@yi + Z _té,u—)TQ*TI‘FIirin =+ Z _tiu—)uifl—)vi_‘_

(

< xi=(ro—r1)T; xi=(r2—"r1)%; u;=(r2—7r1)u;
Yoo et w T =0,
i|v;=0,

u;=(r2—71)d;

Aplicando o homomorfismo £, na equagao acima obteremos;

SO 6)

i|v;=0,
ui=(ro—r1)l;i—1

que é um absurdo. Assim, nesta situacao o sistema nao possui solucao. O caso em que
ro —rp < 0, é andlogo ao caso anterior. Logo, se tivermos cg; = ¢ € 79 # 71 entao o
sistema nao tera solugao.

Analisaremos agora, a situacao ce = 2 e ¢p; = 0. Nesta situacao temos CAC 1A~ =

vw=Hr2)y =y =(m+r2)  Pelos processos de reducio, estamos supondo 7 4+ 75 > 0. As-
ri+r2

sim temos; A(CAC™1A™Y) = Z w’~'5. Aplicando o homomorfismo A, na segunda
=1
equacao do sistema obteremos;

>t 4+ —tha e CU g L N gt 4y e+
r1+r2
E w1t = 0.

j=1

Seja, H, o subgrupo de Z[r (K] gerado pelos elementos da forma; w4725, j € Z.
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Projetando a equagao acima em H obteremos;

Sttt Y e

(

i|lyi=1, i|lyi=1, i|v;=1,
xy=(r1+r2)T; zi=(r1+r2)T; w;=(r14r2)u;
> —tw i v* " 4 9 = 0,
i|v;=1,

[ wi=(rit+r2)u

Aplicando o homomorfismo &, na equacao acima obteremos;

—2 >, +1=0,

il'l)izl,
U¢=(T1+T2)li71

que é um absurdo. Portanto, nesta situacao o sistema também nao possui solucgao.
Agora, estudaremos a situacao; co; = 2 e co9 = 0. Nesta situacao temos;

CACT'A™Y = (v73w ™vdw ™) wv 3 (wow™ 3w

3

= v o2 w2 u(v w2 ow ) w2 e T3 (W vw™ 3w,

T2
Observemos que A(v~ o2 w™2]v) = Z(quj_2 — oY), A( wow ") =

=1
r2 ’ 3 ri—1 '
Zu—)j e A(wrzv—S((wmvwm)30—3)U3w—r2) _ Z(—’Ll_)m?_}j_s + Z_U_Jm—i_(_l)]i@j_g)-
=1 j=1 i=1

Assim, aplicando o homomorfismo A, na segunda equacao do sistema obteremos;

z : i — T —s z : p— 4 (—1)Yit Ll —ys ol —s s —— D ay:
téwxzvyz _|_ _tzsw7"2+$z+( 1) iy ,Uyz + E _tzlwuzvvz + § _tzlwuzv 2 U1_|_

9 T2 3 ri—1

I . o N
> (@0 =)+ W+ (w4 Y i) = o,
=t J=1 j=1 i=1

Seja, H, o subgrupo de Z[r, (K)] gerado pelos elementos da forma; w1 72)7-15-1 j €

Z. Projetando a equacao acima em H obteremos;

(

ily;=—1, ily;=—1,
) zi=(r1+r2)ji—1 zi=(r1tra2)ji—1
Yoo e+ Y et -t = 0
i|lvi=—1, tlv;=—1,
L ui=(r1+r2)l;—1 ui=(r1+re)li—1
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Aplicando o homomorfismo £, na equagao acima obteremos;

—2 2. h —1=0,

ilv;=—1,
ui:(r1+r2)lifl

que é um absurdo. Assim, nesta situacao o sistema nao possui solucao.

Caso I[11.2 com sy =0e sy =0.

Observemos que pelos processos de reducao feitos anteriormente, podemos tomar
2 = 1 e cy € {0,2}. Logo , nesse caso podemos tomar A = &, F = Btvtw e
C = ferucuw.

Note que se ; = 0 entao teremos A = 1, nessa condigao o problema ja foi resolvido

anteriormente no caso 1.2, I11.2. Assim, suporemos r; > 0. Nessa situacao temos;

AFAF~' = anphtwa w v tft
— an Btvtdrlv—tg—t
_ &rlgt&rl (w—rlvw—rl)tg—tv—t
_ (dn Btdrl/éft)ét(wfmvwfn)ththt
= (w"ow™) v (wrow™ ) oty

=1

)

CACTA™Y = Bewguanw e vt =am
— chvgo&rl é‘o—lvfl/éfczl &
_ 6021U(B—l&)Tlv—IB—cm&—rl
— 5621’1}(3&_15_1>TIU_15_62165_T1
— /52021UB&meflUlefcm&frl
— 3021 U(Bd—rl B—ld—rl ) (&rlv—ld—rl )drl B—cm &
— Bcglvv—l(w’l‘l,l)w’rl)(w’r"l,vwr1)—1&T16—021&—7’1
_ 6021 o 37621 &

= gy (wrl v )621 ,
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CFC'F = B2pdufiotww té vt g Sty
— é(}Ql,U,U—lw—l,v/é—tv—tv—l/é—czlBtvtw
— Bme—lB—me

711}02110

= v 2w
— —c -1
= [v™ w .

Portanto, se tivermos c¢o; = 0 entao o sistema tera solugao trivial. Agora, analisaremos

0 caso c1 = 2. Olharemos para o sistema abelianizado. Temos;
~ . . T . o\ ~ —
AZ A7 = a’"l(melv”lBt% MM a

i
= H w™ (W ow™ ) Mw " BRw™ (w M ow™ ) M ™,
i
_ i —m (=1 —n ,
Logo, A(AZyA™Y) = g thpmit D" g Também temos;
i

= . . T . N
F1Z,F = w‘lv_tﬁ_t(mezvat?v Mgy~ ™) Brutw!
i
_ _ . — . 41 _ 4t . .
= Hw Ly=ttw= ™y W otw B~ 2w Yoty Mot ™ o otw
i

11— . _ 41 _ Cm. .
_ Hw 1 mi i B t2w 1?) lewmrﬂ‘
7

Assim, A(F_IZQF) _ Z _téw—mi—lﬂ-(—l)m o

7

= ~ . . T ;. _am -1~ — —1 H—
CZ,C™! = Bc2lvcow(| Iwm’v”’BtZU iy ™™ Y G e e
i

~ _ s s 7yt o ) 15
— ||ﬁ6211}1} lw 1 m’UU mB tQUn’U lwmz—i-lvv 16 c21

)

— —1—m; —n; - ) 1 — )
— | |U 21, Immig 210, 1=ni g —ca1 D=ty ea1 g ni—ly —ea1, matl, e
i
— —1—m —n; >—tt . .
— | |’U CZIU) 1 mlvl mB tQ,Un, 1wm1+1,0021.
i

Logo, A(CZ,C™1) = Z—t’éu_}’l’miﬁ’l’m, pois estamos no caso cy; = 2. Note que;

2 ri—1

A(CACTA™Y) = A 2((whowm o 2p?) = S (=002 + Y a0 ai2), o
=1
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072wl = (v lwBw™'v)B~!. Portanto, aplicando o homomorfismo A, na terceira

equacao do sistema obteremos;

thwzzvyz + Z tz ——(14mz;)+(=1)¥i oY+ Z tz ——(14+m;) (1+ni)+

Z —thn~ HmZH( Dhgn 4~ tot =1 = O.

i
Aplicando o homomorfismo £, na equacao acima obteremos; —2t, = 0, ou seja,

to = 0. Agora, consideremos H, o subgrupo de Z[mr(K)] gerado pelos elementos da

forma; w*v*, x,y € Z. Projetando a equacao acima em H obteremos;

Z t’wxzvyz+ Z —t v~ TigYt 4 Z —téw_(1+mi)@_(l+ni)+

ilyi=24' ilyi=24" ilni=2j" +1
 © —thw M — 1= 0.
. N
i|ln;=2j
Aplicando o homomorfismo &, nessa equacao obteremos; t, = —1, que é um absurdo,

pois vimos acima que 5 = 0. Portanto, neste caso o sistema nao possui solucao.

Caso I11.2 com sy =0e sy = 1.

Observemos que, pelos processos de reducao feitos anteriormente, podemos tomar;
32 = 1 e coy € {0,2}. Logo , neste caso podemos tomar; A = &, F = Byt
C = B"’?lvc}). Note que se r; = 0 entao teremos A = 1, nessas condicoes o problema ja

foi resolvido anteriormente. Assim, suporemos, de agora em diante, r; > 0. Temos;

AFAF~' = anphutano=tp

= ( t~—7’1)( rlﬁt rlﬂ )
(
1

T1 )t(w’l‘1 ,Uw’l‘l)—t,vt,u—t

CFC™'F = [edflvté v 1ge gyt
— BCleB—tU—tU—IB—Cglétvt
= 1,
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CACTA™Y = fewgané i aan

— chv(B_ld)Tl”U_lB_cm &

— BczlU(B&—lé—l)rlv—lg—cm&—m

B2y (BT R—15—T1\(FT1,—15—T1) 3—C21 ( RC21 {71 3—C21 F—T1
pero(pam e ) (@ e e ) e (B e pT AT

. fAe21gy,—1(,T1 T1 r1 r1\—13—C21,,—C21 (4,71 r1\c21
gty (wmow™ ) (wMow™) STy (w M vw™)

= g (wT1 me)Cm.

Logo, se tivermos cg; = 0 entao o sistema terd solucao trivial. Para estudar a situagao

c91 = 2, olharemos para o sistema abelianizado. Temos;
=~ ~ . . Ty, g\ o~ — 1 3/5—
CZ,0-1 = B2UCO(ku’UvZBt1U Vi u@)co L, 15 2
i
= _ Y s _ 41 . . 15—
= Hﬁzvv Lw=% v B~ hyvip Lytipy 1 72

%
_ L s _ 4 L .
— | | v 2w ulvl vZB tlvvl I"LUUZ'UQ.

Portanto, A(CZ,C™') = Z —th o 2T = Z —tiw "y "%, Analogamente

ao caso anterior temos; A(AZ;'A7Y) = Z—téw“*(’l)yﬁlmﬁyi. Observemos que o
i
termo CAC~'A~! ¢ 0o mesmo que no caso anterior. Assim, temos A(CAC™1A™!) =
2 ri—1

S 3wy
j=1
FA'Z,AF~' = ghta™ (H wh v’ By Vi @0t 3

_ H Btvtwui (w—rl vw™ )viwm Btll W' (w—r1 vw™ " )—viw—uiv—tg—t

= ”w Ui (" pw™ )i BT " T (w ow™ ) it

Logo, temos A(FA'Z,AF1) Z —tlap g Z — D Ao i
Aplicando o homomorfismo A nas prlmelra e segunda equacoes do sistema, respectiva-

mente, obteremos;

thlwull—)vl_kz_tzlwfu +(=1)%(1—ry le_i_z tz W

z:# g g o
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th oY + Z tz —xi(—1)¥itlry pYi + Z tl Ui U1+

”‘17

Z_tllu—} —1— UZ+Z ’UJ 2+Z J+11_}] 2) 0.

Observemos que Z; = le_JB_le_l = v lw"w™, Zy = Z5 = 1 é uma solucao

Jj=1

para sistema abelianizado, mais ainda, como Z; = Z3 = 1 entao a terceira equacao

do sistema é automaticamente satisfeita. Usando as contas acima e os resultados do

T1

comego deste capitulo obtemos; FA™'Z;AF~! = H(wj’”Bw”’j) =Z'e

j=1

Z3(CZ,C~Y)YCACTA Y AZ; P A Y 2,
T1

= H(U_ij_lva_lwl_Jv2)v_2(w”vw”)2w_”v_1w_”v
i=1

= v 2w v TR 2w vw™ e

= 1.

Assim, 71, Zy e Z3 dados acima sao uma solugao para o sistema.

Caso II1.2 com s; =1 e sy =0.

Neste caso podemos tomar; A = a™, F = &Btvtw e C = B”lvc})w. Note que pelos

processos de reducao feitos no capitulo 3 podemos tomar ces = 1 e ¢ € {0,2}. De

modo analogo ao caso s; = s = 0 temos;

AFAF~1

CFC'F

= 1, CACTIA™Y = vpe(wnow™)™ e

= Bevéuafivtvwté v B aftvtw

= [ tw B laf vt B aftvtw

_ 3021w—1vﬁ~d—15—16—tv—t—15—cm&Btvtw

— el 1vc2106cm+1 715 (c21+1) 4y —t— 1/3 Btvtw

_ U—cmw—lvcm—i-l(Bcgl+1d—13—(021+1)d—1)dv—t—1d—l(dﬁ—tdﬁt)vtw
= oy ey yently =t (yw) et (wow) T (wow) oot w

= v 2w Y wow)w

= [ w  w v (wow) 2 w.
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Se tivermos co; = 0 entao o sistema terd solugao trivial. Analisaremos agora, a situagao,
2

91 = 2. Nesta situagio temos; CFC7'F = —1—w e A(CACTIA™Y) = Z(—®_2+j+

Jj=1
ri—1

i , o
E @'V 5724), Olharemos agora, para o sistema abelianizado.

cCz,C~t = Bzvéow(Hw“iv“iBtiv_”iw_“i)w_léo_lv_15_2
i
H B2vv—lw—1—uivv—viB—tivviv—1w1+uivv—16~—2
i
_ HU 2w—1—uiv2v1—viv—23 11} v 1+v1 1+uiv2
i
H U72w717uivlfviBft§Ufl+viw1+ui,02.

Assim, A(CZ,C71) = E g2 gl = gl g
Az AT = & | [wren B e T
H w” (wrlvwh)yiw—n B—tgwrl (w“vw”)_yiw‘xi_
- 1)Witlp, —
Portanto, A(AZ; 1A~ E — gt D gy

~ N ~_ ) . i oy o~ _ —tH—t~—
FAflzlAFfl _ aﬁtvtwa r1 kuzvsztlv Vi G 0 o t@ ta—1
_ H dgtvtwl—i—ui (w—rlvw—rl)fuiwrl Btiw—m (w—nvw—m)—viw—l—ui

K2
U—t@—t&—

~ 1wy i 1— —tt -1 —v;, Adu; ~—1
Haw Ui (" pw™ )it BT ™ T (w M ow™) TV T &
1= . 4t —. .
H w 1—u, (wrl—l-lvwrl—l-l)vzw 7‘1B tlwrl (wr1+lvwr1+1) fuzwl-‘,—uz‘

L0g07 A(FAflzlAFfl) — Z _tziw—l—ui@ww—m — Z —tiﬂ)_l_ui—i_(_l)vﬁlnﬁm-

i

F_leF _ w_l’l}_tB_téé_l H wmivath—mw—mi&Btvtw
H wflvftgftwfmi (wflvwflyaint’éwfl(wflvwfl)fmwmiﬁtvtw

mel (wow)™ B~ (wow) ™



4.1 Deformando o par (f1, fo) a um par livre de coincidéncias 113

Portanto, A(F~1Z,F) Z —tia™i 19", De modo andlogo temos; A(CZyC™') =

_ éw—l—mi@—l—ni’ A(AZQA_l) _ th Fmit(— l)ni+1’r1@ni e A(F‘lZglF) _

E than™ 9% . Aplicando o homomorfismo A, nas primeira, segunda e terceira equagoes

i
do sistema, respectivamente, obteremos;
[ v+l
E :tzwuzvvz +§ tz 1—u;+(=1)vitir Vi +§ t mzvnz_i_
n; +1
th —m+(—1)" g — ().

th rzvyz_i_z tz — i+ )”z+1r1—yl+z tz —1— Ui —1— —viy

7’17

Z — i+ Z g2 4 Z (D7 g2y =,
D e N T e N T e N X

—1—w!=0.
T1
Observemos que Z; = Hw_]B_lw] = w v v w, Zy=1 e Z3 =B

j=1
sao uma solucao para o sistema abelianizado. Temos que 77, Zs e Z3 também formam

uma solucao para o sistema. A seguir verificaremos a segunda equacao. Das equacoes

acima e dos resultados demonstrados no comego deste capitulo obtemos;
Zg(CZlC‘l)CAC‘lA‘l(AZglA‘l)Zl_l

= Bl | 2wy Bo w0 ) oA (w Mt vw™ ) 2w BT M w e e T ow

= Bv_ 2pw My w20 2w M vw M w M vw™ w T B o Tl M ow

1

= Bv ?vw"vB tw v lw M ow

= w v lw oo 2vw v lwvww ol vw
= w v lw v ww M vw
= 1
A verificagdo das outras equagoes se faz modo analogo. Observemos que nesta

situacao estamos supondo r; > 0, pois o caso r; = 0 ja foi resolvido no caso 7T.2.
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Caso II1.2 com s; =1e sy = 1.

Observemos que, pelos processos de reducao feitos anteriormente, podemos tomar;
co2 = 1 e ¢ € {0,2}. Logo, neste caso podemos tomar; A = &, F = dBtvt e C =
2106y, De modo analogo ao caso I11.2 com s; = 0 e s, = 1 obteremos; AFAF~! =1
e CACT'A™! = v (wow™ ). Também, de modo andlogo ao caso I11.1 com s; =
sy = 1 obteremos CFC™'F = v~ (woyw)®!. Portanto, se tivermos cy; = 0 entao o

sistema tera solucao trivial. Agora, estudaremos a situacao co; = 2. Olharemos para o

2 ri—1
sistema abelianizado. Temos; A(CAC 1A = Z(—TFQH + Z —@' VT 52 ¢
j=1 i=1

A(CFCT'F) = —v71 — 1.
CZ,C~' = B*ué 1_[UfuivviBtiU*viw*ui5071?171572

= _ s oy _ 41 . . 15—
= HBQUU Lw=wipy = B~y lytipy 1 72

i
— s . _ 41 L .
— | | v Q,w ulvl vi B tlvvl 1w”’02.

i

Logo, A(CZ,C! E —tip 2l = g —tiw "y~ Analogamente aos
. P ¢t — —

casos anteriores temos; AZ3 A1 Hw wow™ ) Yiw ™" BB (w Mt ow™ ) i

Portanto, A(AZ; A1) = Z —tézﬁxi’L(_l)yiH”@yi.

— At~ ] . 4t e e~ )
F1ZJF = vip~ta 1Hw””’vy’B By Y " apht
. _ 4% _ _ 1N\ —1 —r A
= H B ™ (w oY BB w T (w ow ™) Y Bt
= Hw % (wow) B (wow) ~Yiw ™"
Assim, A(F~1Z;'F) = E tyw ™ igYe,
~ 5 ~_ . . Ty oy~ —tH—t ~—
FA—lzlAF—l _ Oéﬁt’l)tOé 1 Hw“’v“Btlv Vi UGy tﬁ ta—1

_ H détvtwui (wmvwrl)viwm Bt’iw—rl (wrlvwm)—viw—ui,u—tB—t&—l
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g v BN _ N g~ —
= | Iaw i (M ow )i w BT T ™ (w T ow ™) T a !
vy _ _ A ¢t _ _ —vs ]
— | |w uz(wl ”le Tl)Ulw 'rlB tlwrl (wl rlvwl 1’1) mwul‘
_ s —— i s (—1 Vit s .
Portanto, A(FA™'Z,AF~! E —ttp T = E — i D g Apli-

cando o homomorfismo A, nas prlmelra segunda e tercelra equacoes do sistema, res-

pectivamente, obteremos;

Zt ulvvl_{_z tz ——u;+(— )“frlrlfvl_{_z t @M 4

—m - (— nﬂrl 1
g t;wmﬁ( D" irgni — ),

%

th wlvyl_i_z tz — i (—1)vit! rl_yl‘i‘z tz ul—vz_'_z tz uz——l viy

i( —2+4j _{_TIZ J+1’D—2+]) 0.

j=1
Z t:igu—}a:i@yi + Z _téu—]ﬁri@yi + Z —té —mipni Z tl mi,ﬁflfni_i_
1 —1=0

T1
Observemos que Z; = I_le’JB’lw]’1 = v lw"ow™, Zy = B~ e Z3 = 1 sdo uma

j=1
solucao para o sistema abelianizado. Note que Zi, Zs e Z3 dados também sao uma

solucao para o sistema. De fato,

Z1(AZyA™ ) (AFAF ) (FA ' Z,AF 127!

T1
= vilw”vw”w*“Bflw”(l Iw]_l_”Bw“H_J)B
Jj=1

7‘1—1,U—1w—7’1,0w—’r"1 le+1w_lv_1w_1/U

= v o lwvww  w
= v wntww ov lw
= 1
Portanto, a primeira equacao ¢é satisfeita. A verificacao das outras equacoes se faz de
modo analogo.

No caso I11.4 temos r; = ro = 0, portanto esse caso se reduz ao caso 1.2, I11.4, ja

resolvido. Passaremos agora ao caso V.
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IV)  Caso ¢1(1,—1).

Neste caso temos a tinica situagao para o par de homomorfismos (fi, fay):
]V17 (fl(sh 2611 + 17 20 + 17 C11, le)’ f2<527 2012 + ]-7 20 + 17 C12, 2k2))a
onde s; € {0,1}, I, ¢y, ki €Z, 1€ {1,2}, r;=2c1;+1, t=2l4+1¢€ k =ky=0.

Observacao 4.1.1. Em todos os casos abairzo usaremos o sequinte identidade: dado

t =20+ 1 entao;

=
i
I

l
B’t&’l[H(wvw)Q(j’l)B(wvw)’2(771)].
§=0
Essa identidade seque rapidamente usando inducao.

Caso IV.1 com s; =0 e s9 = 0.

Neste caso podemos tomar A = a"w", F = Blvtw e C = a“'w2¢,. Temos;
AFAF~! =1,

CACTTA™! = amweganw™éy tw™eza  w 2a ™"
= AClqc12 (B—1&>T1 v w2 w2 G T2 T
—  GO1er2 (BONé_”B_l@_Tl )&mv—lw—rsz—qz G Cl T2 G
= aMw 2y (wow™)(wvw™) w2 (wow™ ) wT2a T w2
= 2 (wcn VW )—lw—T2 (wT1 +c11 vt +c11 )w—clzw—TQ
= S22 I g 1T CLL gy T C12 T T2
= 2T (Uﬁlwrl =2 "1 T2 )w011*012 .
Assim, £ o A(CAC™'A™') = ry — ry. Portanto, aplicando o homomorfismo € o A, na
segunda equacao obteremos; —2t; + ro — r; = 0. Logo, se ro — r; for impar entao o
sistema nao tera solugao.
CFC'FA™Y = amwezéBivtwe, fw=2a= flytww 26—
— &cuwcu(&B—l)t(U—lw—l)tv—lw—lvw—cu&—cnvtét

dfmwlfrg
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l
_ wclgdcllg—t&—l[H(wvw)2(j—l)B(wvw)—Q(j—Z)](wv)—tw
§=0

(w—lv—lw—lv)w—clz&—cnvtﬁt&—lel—’r’Q
!
= wranpt Hv2 DwBw ™ w20 D] (vw ™) TtwwBw ™
=0
w*612d*(011+1)vt6tdﬂ"1wlfrg

!
= 012a011Hv2 wtw vt B~ w ™ wtwe Tty 20~ )]v
Jj=0

(Uw)—tv—tvtw—lU—tvth—1w—lU—tvtwl-‘rcmU—tﬂ—t&—(aﬁ-l)ﬁtvt

dfmwlfrg

l
— C12 H wcuvw011)2j+lw7011Bflwcn(wcnvwcu)fwfl]
J=0
(wcnvwcu)t(wcuvwcu-i-l)—tw—lw—cnB—lwcuwclz (wcnvwcu)—tdcu

(5 011+1)/3ta (C11+1))d011+1vtd*7‘1wlﬂ"z‘

l
Chamando, X, = H[(wcnvwcu)2j+1w—c11B—1w011(wcnvwcu)—Zj—l](wcuvwcn)t
j=
(wertpwr T "ty =1 entao obteremos;

CFC'FA-!
— wc12th—Cl1B—1wC11w012(wcuvwcu)—tacuvt

1—ro

Cll+lvwcll+1)7t6&011+1vtd77‘1w

(w
— w012th—011 B—lwcuwcu (wcnvwcn)—tvcmécm Acgt
<w611+1vw€11+1)—t&cn—i—lvt&—nwl—rz
— wC12th*011B*1w611w012(wcuvwcn)*t(wcuvwcu)t
(wrlvwrl)—tdrlvtd—rlwl—m
— wC12th—Cl1B—1wC11w612(wCuUan)—t(wCuUwCH)t<wT1UwT1)—t(wT1an)twl—w
— wc12th—Cl1B—lwcuwcmwl—?"z
= w012thfcllB*1w811w*C12_
Da mesma forma como fizemos caso I podemos mostrar que X; = 1 para todo t = 2[+
1. Disso obteremos; CFC'FA™' = (we2z-nB-lye17e2) e portanto
Eo A(CACT'FA™") = —1. Aplicando o homomorfismo € o A, na terceira equagao
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do sistema obteremos; 2(f; —t3) +t; + 1 = 0. Substituindo #; = 25 na equacao acima
obteremos;  2(fy — t3) + 25 + 1 = 0. Portanto, se tivermos 1 —ry = 4y, y € Z
entao o sistema nao terd solucao. Agora, olharemos as equacoes abelianizadas com,

ro —11 =4y + 2, y € Z. Temos;
AZ, A7 = anw (H wmiv”iBtév””w’mi)w’”d’”

)
) o i e
_ erz—&-ml(wnvwm)mw rlBthrl(wrlvwn) Mgy~
[

Portanto, A(AZQAil) _ Z téwr2+mi+(—1)ni+1r1,ﬁm‘

)
~ ~_ s o s i ~ 1t 5
FAflzlAFfl — 6tvtwwfr2a rl(kuzvsztlv Vigy uz)anwrzw 1?} tﬁ t
i

_ H Utﬁtwl_r2+ui (w—rlvw—rl )vinl Btiw_” (w—rlvw—rl )—vi
%

w—1+r2—ui5~tvt

_ H w 14ro—u; (wr1 o™ )"’Zw "B tlwrl (w'rl me) v;
7

wl—rz—&-ui.

Logo, A(FA™'Z,AF~1) = Z _ﬁiwrz—l—uw(—l)”i(1—r1)@vi'

_ ~ ~ . . T4y g\ o~ — _ ~_
cz,c7t = acllwmco(l |w“m”th1v Vi T G w2 g
i
~ _ Ui _ _ ¢t _ 1N —vs  — .~
— ||U)61204611’U lw ulv<v lw 1)’UZB tl(U lw 1) Vi, lwulva c11
i

—C
w 12

— H wel2 (wcnvwcu)—lw—ui (wcnvwcn)(wCu—i—lvall)—viw—Cu B—t’i
%
w1 (w611+1vw011 )’Ui (an vau)—lwuz' (wCu v )w—012
— H wC2 (anUwCu)—lw—uz' (wcnvau)(w611+lvw011)—viw—611 B—tﬁ
%

W (wcu-‘rlvwcn )Ui (wcu Uwcn)—lwui (wcn v )w—clz )

o - - :
No abelianizado temos; (wv)™" = @ 2 v, Disso obtemos; ACZz,C7Y) =
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_1)vi
Z tl meratui+(—1)vitley +1 G (21)11—)*%‘.

_ _ ~ _ i+ . . 4l o ~_
AFTYZIAFATY = anww v tB t(Hw’”vle By Vi) fotww 26
i

—1 ~ _ . . i _ _ . R ~_
= | |w"2 Lary=ttw iy~ wYivlw BB w ™ ol Yivtw i ta

177“2
_ G Tig¥ Bté -1, —vi,, i ~5—"T1,,1-T2
= UJ V7w w v w o w

11—z . _ i s _ )
— | |wr2 1 xl(wrlvwm)ylwl TlBt3w 1+r1(wrlvwr1) ylwl r‘z—l—xl‘

Portanto, A(AF1Z;'FA™Y) = Z thgre~1mm (DM A=) gy De modo andlogo aos ca-

sos anteriores obtemos;  A(AZ;'A7Y) = Z — e (DY gy

) n; —(=D)™i '
A(CZQC_l) _ Z _téwc12+mi+(*l) itlepy 1= = e A(AF_1Z2FA_1) —
Z —thap2 Tt (=" A=r)gni - Agora, aplicando o homomorfismo A, nas primeira,

i
segunda e terceira equacoes do sistema, respectivamente, obteremos;

Z Bt Y thw D T g N g g (D ()
E — L™ = (.

2

Dttt 4y —tharr e g N gty

rL—r2

E tl —crafui(—1)vitle 4220 1) : 7V 4 E _gptre—entl=j _
E tl whipYi E tl Sre—1—z;4(—1)¥%i (1— 7“1),Uyz+
§ tl —ci24+mi+ ( 1nitle 4 =G : 7 4 E tZ —ro—l—m; (—1)"i(1—T1)@ni_|_

%
r1—ro—2
2

Primeiro, suponha ry — ro = 4r 4+ 2 com r; — ro > 0. Observemos que 2r = ™

e
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que os elementos dados abaixo formam uma solucao para o sistema abelianizado.

’“1—’2“2—2 7‘1—22—2
Zy= ] w¥B w¥), Z=B"1 ¢ Zy= ][] (w¥B'w¥)
j:O 7=0

Verifiquemos que Z;, Zy e Z3 dados também sao uma solugao para o sistema.

Verificando a primeira equacao.

ZI(AZy A~ (FATY Z AR Z; 1

2r 2r

_ [H< ~2 B~ )] (w" " B~ w" "2)[H(w”_”“ij”_”_Qj)]B
j=0 Jj=0
2r+1 2r+1
= I Bw N[ (@ Bun )]
7=0 J=0
2r+1 2r+1
_ [H (w_QjB_lng)HH (w—2(2r+1—j)Bw2(2r+l—j))]
§=0 J=0

= 1
Verificando a segunda equacao.

Zg(CZlcfl)(CACilAfl)(AZg_lAil)

r 2r
= [H (w—2jB—1w2j)]wc12—cu [H(U_1w2jUBU_1w_2jU)] (U—lwm —T2 0012 )wcll_cm
Jj=0 =0 ,
[H (wmfrle(r*j)me fr2+2(r7j))} [H(wfz(grfj)ng(Qrfj))] .
Jj=0 =0

Usando r; — ry = 4r + 2 e v tw?vw = B~ lw™!B~! obtemos as seguintes igualdades:

. -1
Z) [H(wfz—m—Q(T—j)Bwr1—r2+2(r—j))] :[ H (w_g(Qr_j)BwQ(Qr_j))]'
7= j=—r—1
2r
i) wcmicu[H(U_1w2ijv_1w_2jU)](U_lw”_”vw”_”)wcll—m
7=0
2r
I
7=0

-1
i) H SR = [ J] (w2t B )],

: j:—r—l
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Das igualdades acima obtemos;

Z5(CZ,C~)(CAC ALY (AZ; AL

-1 2r
= H (w—2(7~+1+j)B—1w2(r+1+j))][H(w—2(r+1+j)B—1w2(r+1+j))]
j=—-r—1 Jj=0
-1 2r
[ H (w—2(2r—j)Bw2(2r—j))] [H(w—2(2r—j)Bw2(2r—j))]
j:—?"—l jZO
2r 2r
— ] H (w—2(r+1+j)B—le(r—l-l-i-j))][ H (w—2(2r—j)Bw2(2r—j))]
j:—’/‘—l j:—’f‘—l

= 1
Verificando a terceira equacao.
Z3(CZyC~ Y (OCFCTIFA™Y)AF 1 Z; ' FA ) AF 1 Z,FA Y 2!

— [H(w—QjB—lej)](wclz—cn Bw611—012)(w012—611 B—1w011—612)

j=0
2r 2r
[H(wrz—r1+2(r—j)B—lwrl—r2—2(r—j))] (" B—le1—’r’2) [H w—2(2r—j)Bw2(27~_j)]
j=0 o
r 2r+1 2r+1
= [H(w*2jB*1w2j>][ H (w72j371w2j)][H (w72(2r+17j)Bw2(2r+1,j))]
J=0 j=r+1 =0
2r+1 2r+1
= [JJ @B w)|[]] (w1 BuCr1-9)]
J=0 §=0
= 1

Portanto, Z;, Zs e Z3 dados acima sao uma solucao para o sistema. Se tivermos ri—ry =

4r + 2 com r; — ry < 0, entdao de modo andlogo ao caso anterior podemos mostrar que

To—T] To—T1—2
2 4
Zy = H (w”Bw™¥), Zy=B"' e Z3= H (w* Bw ™)
j=1 j=1

¢ uma solugao para o sistema. Portanto, neste caso o sistema possui solucao.

Caso IV.1 com s; =0e sy = 1.

Neste caso, pelas redugoes feitas anteriormente, podemos tomar; A = a"w", F =

Bt e C = a1 w2¢y. Observemos que os elementos A e C' s30 0s mesmos que no caso
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anterior. Assim temos; CAC™T A~ = w21 (p~lym 2y 72 )11 412, Rapidamente

obtemos; AFAF~! = 1. Temos;

CFCT'FA™Y = amwezgBivtéy tw2a—n glytw 26"

— dcllwclg (d/éfl)t(vflwfl)tU}fClefcll Btvtwfrzdfrl
t—

1
2

= auyefig! [H(wvw)Q(j_l)B(wvw)_Q(j_Z)] (wo) " fwTzgen gt
=0

vhwTaT
t—1
N
— dcllwcl2ﬁ_t [H U2(]—l)wa—lv—2(]—l)](vw—l)—tw—clzd—C11—l/Bt
J=0
Ut,w—rz&—rl
-1
2
= QM [H 020Dyt~ tw B~ o w20 Dy~ ot (vw) Tto bt wer?
J=0

Uftgft&fcuflﬁtvtwfrg oA

t—1
2

= 2 [H(wcuvwcll)?j-l-lw—cu B Lyt (wcnvwcll)—%—l](wcuvwcn)t
j=

(wcuvwclﬂrl)ftwclz dcuUftﬁftdfcuflﬁtvtwfrg a

[e=]

— wlethcl2+10~éCnU_tﬁ_td_cll_lﬁtvtw_TZ d—’l‘l ’

~
|
-

onde X, — [(wcnvwcu)2j+1w*0113*1w011(wcuvwcu)*%*l](wcuvwcn)t

—1

Jj=0
(werrpw T =ty =1 Analogamente ao caso anterior, podemos mostrar que X; = 1

para todo t = 2] + 1. Assim, obteremos;

CFC1FA! = wclgwclﬁ-l@cnU—t@—td—cu—létvtw—rz a1
= " (wcllvwcu )—t&cn (B—t&—cn—lgt&—cn—l)&cn-‘rlvtw—’r‘g &~
= W (wcnvwcu)—tdcnUt(w011+1vw011+1)—t(wcu-i-lvwcu-i-l)tdcu-f-l
w2 A
= ' (wcn v )—t<w011 Y )t&cn dc11+1w—7“2 A~
T1

= wa""w "o

= 1.
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Aplicando o homomorfismo £ o A, nas segunda e terceira equagoes do sistema,

r2—ri

respectivamente, obteremos as seguintes equacoes: 2(ts — t2) = t; e t; = 25, Essas

equacgoes nos dizem que ro — 11 deve ser da forma; ro — 1 = 4r,r € Z. Analogamente

ao caso anterior obtemos;

Czlc—l — Hwcu(wcuvwcu)flwfui(wcuvwcu)(wqurlvwcu)fviwfcuBft’i

)

e (w011+1vw011)vi(wcuvwcu)—lwui(wcllqul)w—cm’
AZy A7 = Hw”*mi(w”vw”)mw’”Btéw”(w”vw”)’”iw’”’m".
7

Portanto, A(AZ,A™!) = E it GO g o A(CZ 07V =
i
Z —tiw61z+ui+(—1)”1‘“cu+71’(51)% v~ ". Também temos;

%

> ~_ . . T —s\ ~ —t H—
FA_1Z1AF_1 — ﬁtl}tw_m()é T (H wulvletlv Vigy ul)am w2y tﬁ t
i

— H Btvtwf’r'g%*ui (wf’r'l ,Uwfrl )’l}inl Btiwfrl (wa'l ,Uwf’r'l )71)7;

7

w—u,-—&-rzv—tg—t

—us S 4 oy o
— | |wr2 uz<wr1vwr1)vlw rle tlw lwrl (wrlvwrl) vzwuz 1“2'
A

Assim, .A(FA_1Z1AF_1) _ Z _tiwr27u2'+(*1)vi(171"1)171)1'_

7

~ —tA— Cng pth —ng —m\ A iy ~—
AF—1Z2FA—1 = a"lw"v tﬁ t(l |wmlvnlBt2v Mgy ml)ﬁtvtw 2571
i

Logo, A(AFflngAfl) — Z _t’;wTQ—mi‘f'(—l)"i(1—7”1)@711‘.
i
Vimos anteriormente que se o sistema possuir solugao entao devemos ter r; — ry =

4dr,r € Z. Primeiramente suporemos r > (0. Aplicando o homomorfismo A, nas
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primeira, segunda e terceira equagoes do sistema, respectivamente, obteremos;

th R +th —rodmit(—1)" +1r1—n, +Z tz —ro—u;+(—1)% (1—ry) oY
Z iy = 0,

S s ;o (1YLl oy S oo oy
E tgwxlvyz + E _téwm-&-xz—i—( 1)¥i rgYi 4 E _tllwuzvvz+
T1—T2

V.
E tl —ci2tui+(— )U’L+1Cll+%*_vz_‘_ E 2 c11+1—j = 0.

7=1
Dty 4y thw D gy

i i
. n 1- (=)™ ) n
) § _t’L u—)c12+mi+(fl) 1+1cl1+f1—}7m + § _tZQ,u—}ermiJr(fl) 1(177“1)1—)7”_’_
E —tt ™Y = 0.
r

Note que; Z; = Z3(w™>" Zsw?"), Zy =1 e Z3 = H(wlﬁBflefl) = v w ow"
Jj=1
sao uma solucao para o sistema abelianizado. Esses elementos também formam uma

solugao para o sistema original. De fato, verificando a terceira equacao.

—1r7—1 —1 -1
r
— U_I'LUT’U’IUT H(sz—]-i-r-l-l—rlB—lwrl—l—l-j—r—rg)w—3rw—rv—1w—rvw3rw—rv—lw—rv
=1

—3r 3r

= v lwmvw wr Ty T vw w2 w T T o w Ty T

— vflwrvwrwr2+rfr1w3rw7rv71w7rv
_ —1,,r Ty =Ty —1,,,—7

= UV wvV€ww v w v

= 1.

De modo anéalogo verifica-se as outras equacoes. O caso em que r é negativo é analogo.

Caso IV.1 com s; =1¢e sy =1.

Neste caso, pelas reducoes feitas anteriormente, podemos tomar; A = a"w", F =
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aftvt e C = a'w2¢y. Temos;

CFC'FA~' = amwzéafivicy tw=2a—cuaftvtwm2a"

= a2 B la(af ") (v w ) w g  aftw "
t—1
5

= dcllw“?B*ld/@*td*l[ (wvw)2(j_l)B(wvw)_g(j_l)](v_lw_l)t
j=0

w—clg &—011 détvtw—md—m

t—1

= dcllme_ld[i’_t[ v2(j_l)wa_lv_2(j_l)] (vw ™) w2

v ‘

<.
Il
o

&—011 6t,vtw—7‘2 &—7‘1

t—1
=
= aw2Bla| 1)2(3"”vtufle’lw’lu)v’tv’Q(j’l)]vt(vw)’twc12
=0
U*t(B*td*CnBt&*Cu)dcllvtw*m&*ﬁ
t—1
=
= &C“mefl[H(wvw)Qij_lB_lw(wvw)_2j_1](wvw)t(wva)_t
=0
w2au ot (wrtvwt) Tta ytw T 2a
t—1
=
= dcllme’l[H(wvw)2j+1w_1B_1w(wvw)_Qj_l](wvw)t(wva)_t
=0

w2 (an vl ) —t (an Vvt )t&011 w2aTM

t—1
2

= (@2 BT lwa2g ) g [H(wvw)%“w’lB’lw(wvw)’%’l]

7=0
(wow)t (wvw?) twer2aen Ty Tr2am
t—1
2
— (w612—611 B 1y—czten )w012 [ (w011+1vw011+1)2j+1w—611—1 B—1w011+1
=0

(wc11+1vwc11+1)*2j*1] (wc11+1vw011+1)t (wc11+1vwc11+2)*tw012 A1 &011+1

wET

— (w012_cllB_1w011_012)wcl2th_Cl2w7"2&7’lw_TQ&_Tl
— (wcu—cuB—lwcu—cm)wcthw—Cm
)
t—1
T2
onde, X; = [ (wcll+1vwcll+1)23+1w—011—1B—1w011+1(w011+lvwcn+1)—23—1](wcu—f—lvwcn-i-l)t

=0

<.
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(werr Ty T2) =ty =1 Analogamente aos casos anteriores podemos mostrar que X; = 1
para todo t = 20+ 1. Assim, obteremos; CFC1FA~! = 2= B=lyc11=¢12 Pelo caso

anterior temos;
AFAF ! = 1, CAC 1Al = pez—en (Uflwﬁ*?“szﬁ*m)wcnfcm7

Czlcfl — Hwc12(wcuvwcu)—lw—ui(wcuvwcu)(wcu-i-lvwcu)—viw—cuB—t’i
7

wC1 (w011+1vwc11 )Ui (wcnvwcu )*1wui (wcu v )w*Cm ,

, N i i —ro—
AZgA_l _ erzﬁm(wnvwm)mw 1 Bla g, (wnvwn) Mgy~ T2 =M
A

Portanto, A(AZ,A™') = Ztéw”*mi*(’l)n#l”@m e A(Cz,C7YH =

- ) _1yv+1 17(71)’”7; o ,
g — et (D ent =5 5 Também temos;
i

~73 _ ~_ . ) Ty g\ ~ —t At ~—
FA_lZlAF_l — aﬁtvtw T2 q rl(kuzvletlv Vi uz>ar1wrzv tﬁ ta 1
%
_ ~nt ot —rotu; —r1 —r1\v;,, r1 ti —r1 —r1 —7r1\—v;
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Assim, A(AF71Z,FAY) = " im0 ngn:

Aplicando o homomorﬁsnllo £ o A, nas segunda e terceira equacoes do sistema,
respectivamente, obteremos as seguintes equagdes: 2(ts —tz) = 1 + 1 e i = 255,
Essas equagoes nos dizem que 7o —ry deve ser da forma; ro —ry = 4r+2,r € Z. Agora,

aplicando o homomorfismo A, nas primeira, segunda e terceira equagoes do sistema,

respectivamente, obteremos;
th WUV + th —rotm+(—1)"i Tl T+ Z tl ra—ui+(—1)vitle it
Z —thw™ip"™ = 0.

> Tt 4y —thpr et O gy Z — g
r1—r2

V.
E tl —ci24ui+(— )U’L+1Cll+%*_vz_‘_ E —qpcr2— c11+1—j =0.

7=1

e —ays i —ro—xi+(—1)Yit1lp, —
§ téwmzvyz + § téwTQ xl“"( ) 71 yz_|_

3 K3
.
Yty me O et G s SR g gra i (" gy

7
7

Analogamente ao caso s; = s = 0 podemos mostrar que;

/ ro—r1 ro—11—2
s e— 4
Zy = H (w* Bw™%), Zy=B'le Z3= H (wBw™),  ser >0,
j=1 =1
Zy= [] w™®Bw¥), Zy=B7'le Zy= [[ (w¥B'w¥), ser<o,
J=0 3=0

\
formam uma solugao para o sistema. Com isso terminamos a prova do teorema 4.1.1.
O]



Capitulo 5

Preliminares Algébricos

Para estudarmos o problema de minimizacao de pontos fixos em fibrados com base S*
e fibra Toro, necessitaremos de alguns preliminares algébricos que serao feitos neste

capitulo.

5.1 Homologia de Grupos

5.1.1 Produto tensorial e o grupo de co-invariantes

Definicao 5.1.1. Seja M um R-modulo a direita e N um R-mddulo a esquerda. O
produto tensorial de M e N sobre R, denotado por M ®@r N, € definido como sendo o
grupo abeliano obtido como quociente do grupo abeliano livre sobre todos os simbolos,

m®mn, me Mne N, pelo subgrupo gerado pelas relacoes:
(m1+mo)@n— (M1 @n+me@n),my,myg € M\;n €N

m® (ng+n2) —(MRn; +mng),m e M,ny,ny € N

mrn—mern,r€ R,me M,neN

O produto tensorial possui algumas propriedades basicas que serao usadas ao longo

deste texto. Para uma descri¢ao detalhada dessas propriedades veja, por exemplo, [37].
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Quando R é um anel de grupo ZG entao podemos considerar uma agao a esquerda
como uma acgao a direita e vice-versa, basta usar o anti-automorfismo de G definido
por g — g~ !, ou seja, podemos considerar qualquer ZG-médulo & esquerda M como
um ZG-médulo a direita considerando a seguinte acao: mg = g~ 'm, g € G,m € M.
Nesse caso o produto tensorial de M e N, M ®zc N, também denotado por M ®q N,
¢ de dois ZG-mdédulos a esquerda.

Ao longo desse texto chamaremos um ZG-moédulo a esquerda apenas por G-médulo
a esquerda. Observemos que todo Z-modulo pode ser considerado como um G-médulo

com a agao trivial; g.m = m, para quaisquer m € M e g € G.

Definigao 5.1.2. Seja G um grupo e M um G-mdédulo. O grupo de co-invariantes de
M denotado por Mg € por definicao o quociente de M pelo subgrupo aditivo gerado

pelos elementos da forma; gm —m onde g € G e m € M.

Lema 5.1.1. Podemos descrever Mg por;
MG ~ Z ®ZG M (51)
onde 7, ¢ considerado como um ZG-maodulo a direita com G-ag¢ao trivial.

Demonstracao. De fato, em Z ®zg M temos; 1@ gm = 1.g®@m = 1®m. Portanto,
o homomorfismo ¢ : Mg — Z Qzc M dado por ¢(m) =1 ® m, onde m é classe de um
elemento m € M, esta bem definido. Pela propriedade universal do produto tensorial
também podemos definir um homomorfismo ¢ : Z ®zc M — Mg por (a @ m) = am.
Esses homomorfismos sao um inverso do outro. O

A equacao 5.1 juntamente com as propriedades basicas do produto tensorial pro-
duzem as seguintes propriedades:

i) Se F? — F? — F' — 0 é uma sequéncia exata de G-mddulos entao Fp — FZ —
F} — 0 também é uma sequéncia exata.

i1) Se F' é um ZG-médulo livre com base (e;) entao Fg é um Z-mdédulo livre com

base (&;).
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No produto tensorial M ®¢ N temos a seguinte relacao: ¢~ 'm ® n = m ® gn.
Trocando m por gm nessa relagao obteremos; m ® n = gm ® gn. Dessa iltima relacao
obtemos;

M ®@c N = (M ® N)g.

5.1.2 Resolucgoes projetivas e a homologia de um grupo

Definicao 5.1.3. Um R-mddulo a esquerda, M, é projetivo se, dados homomorfismos
v: M — N eec: P— N, onde € € sobrejetivo, existir um homomorfismo : M — P
talque e o B =, ou seja, M € projetivo se nas condigoes dadas existe 3 : M — P que
faz o diagrama abaizo comutar.

M
L8
P—=N

Definicao 5.1.4. Uma resolucao de um R-mddulo M sobre R consiste de um complexo
c: o8B C 0B =0 (5.2)
e uma aplicagao € : Co — M, de tal modo que a sequéncia
oo S0 8 0S5 M0 (5.3)
seja exata.

A equagdo 5.3 nos diz que o complexo 5.2 é aciclico, ou seja, temos H,(C) =
0, n > 0 e Hy(C) = M. Denotaremos uma resolu¢ao de um R-médulo M sobre R
por € : C'— M. A resolucao de M ¢é dita livre se cada C), é livre, e projetiva se cada
C,, é projetivo. Pelo lema 4.2 de [29] temos que para todo R-mddulo M existe uma
resolugao projetiva.

Considerando Z como um G-moédulo com G-agao trivial, entao dado um espago

contratil X temos uma resolucao livre de Z sobre ZG dada pela sequéncia abaixo:

o C(X) D S Cy(X) S Z 0
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onde o homomorfismo ¢ é o homomorfismo aumentacao definido para cada 0-célula,

v e X, pore(v) =1.

Definigao 5.1.5. Sejam G um grupo e € : C' — Z uma resolugdo projetiva de Z sobre
Z.G. O n-ésimo grupo de homologia do grupo G com coeficiente no anel Z é definido

como sendo o n-ésimo grupo de homologia do complexo de cadeia H,(Cg), ou seja,
H,(G,Z) = H,(Cg).

Temos que a definigao de H,(G) independe da escolha da resolugao de Z sobre ZG,
uma demonstragao desse fato se encontra na se¢ao 1 do capitulo I de [3].
Se € : €' — Z é uma resolucao projetiva de Z sobre ZG e M ¢é um G-moddulo entao

definimos o n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M por;
H,(G,M) = H,(C®cM).
Pela proposigao 5.2 de [34] temos Ho(G,Z) =7Z e H(G,Z) = Gg.

Exemplo 5.1.1. Dado um espaco X conexo por caminhos que possui um recobrimento
universal Y, entao sabemos que o grupo G das transformagoes de recobrimento de'Y age
livremente sobre Y. Consideremos C.(X), Ci(Y) complexos de cadeias singulares de
X eY respectivamente. Sabemos que C.(Y) € uma resolugcao projetiva de Z sobre ZG.
Pela proposi¢ao 2.4 de [3] temos Cu(X) ~ C.(Y)q. Desses fatos obtemos; H.(X) ~
H.(Y/G) =~ H.(G).

A seguir definiremos uma resolucao de Z sobre ZG chamada de resolucao “Bar”.
Seja G um grupo. A resolucao “Bar” de Z denotada por B(G), é dada pela seguinte
sequéncia:

B, B, = =B B B, SZ 0, (5.4)

onde By é o G-mddulo livre em um tnico gerador e € : By — Z é o homomorfismo
aumentacao. Paran > 1, B, é o G-mddulo livre em n geradores com base denotada

por todos os simbolos da forma [x;|zs] ... |z,], onde z; € G, z; # 1 e o operador bordo
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d, : B, — B,_1 é dado por;

dp([z1]22]| .. |xn]) = @[22 ... |2y]
+ Z(_l)i[ﬂm Tl )]
+(=1)"[x1|za]| . . - |T01].

Dado um grupo G a resolugao “Bar”, B(G), definida acima é uma resolugao proje-
tiva de Z sobre ZG, veja o teorema 5.1 de [34]. Portanto, podemos usar essa resolugao

para calcular H,(G).

5.2 Homologia de Hochschild

Seja R um anel e M um R — R bimddulo, ou seja, um R-mddulo a esquerda e a direita
satisfazendo; (rym)rey = r1(mrs) para quaisquer m € M e ry,ro € R. O complexo de
cadeia de Hochschild {C.(R, M),d} é dado por C,(R, M) = R®" ®@ M, onde R®™ é o
produto tensorial de n copias de R tomado sobre os inteiros e o operador bordo dado

por;
dp(r1® ... 01, @m) = r®...r, ®mr;
—i—nz_l(—l)irl®...®7’,-7’Z-+1®...®rn®m
i=1
+(=1)" ®...0 1,1 @rym.

A n—ésima homologia deste complexo é a n—ésima homologia de Hochschild de R com
coeficientes no bimdédulo M e é denotada por HH,, (R, M). Concentraremos em H H;.

Temos; da(r1 @ 79 @ M) =19 @ My — T2 @ M+ 11 @ rom e di(r ® m) = mr — rm.

Lema 5.2.1. Se 1 € R ¢ o elemento unidade e m € M entao a I-cadeia 1 @ m é

homdloga a zero.

Demonstragao. Considerando a 2-cadeia 1 ® 1 ®@m temos do(1®1®@m) = 1@ m —
logm+1@m=1m. [l
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Usamos a homologia de Hochschild na seguinte situagao: seja G um grupo e ¢ :
G — G um endomorfismo. Denotemos também por ¢ o homomorfismo induzido em
R = 7ZG. Consideremos M = (ZG)? o bimédulo cujo grupo abeliano bésico ¢ ZG e a
estrutura de bimédulo é dada por; g.m = gm e m.g = mo(g).

Dados dois elementos g1, g2 em G entao dizemos que eles sao semiconjugados se, e
somente se, existir g € G tal que g, = gg2¢(g~'). Essa relagao é de equivaléncia em G
e portanto, podemos particionar G' em classes semiconjugadas. Escrevemos C(g) para
a classe semiconjugada contendo g e G, para o conjunto das classes semiconjugadas.

A particao de G na uniao disjunta de suas classes semiconjugadas induz uma de-
composicdo em soma direta de HH,(ZG,(ZG)?) da seguinte maneira: cada cadeia
em C,(R,M) é dada por uma combinacao formal de cadeias “bésicas” da forma
c=¢1®...0g9,®m. Por outro lado, cada cadeia “bésica” ¢ = g1 ®...® g, ®m pode ser
escrita na forma canonica ¢, ®. . .®gn®gg1 .. .gl_lg7 onde pensamos g = g1 ...g,m € G
como ‘“representando” uma classe semiconjugada.

Dada uma cadeia basica, ¢, cujo representante é g, usando a definicao do operador
bordo podemos verificar rapidamente que todas aquelas cadeias basicas que ocorrem
no bordo de ¢, tem representantes em C(g) quando vistas na forma canonica.

Para cada C € G seja CL(ZG, (ZG)?) o subgrupo de C.(ZG, (ZG)?) gerado por
aquelas cadeias cujos representantes estao em C'.

Observemos que o bimédulo (ZG)? pode ser decomposto como soma direta de gru-

pos abelianos da seguinte maneira: (ZG)? = @ ZC', basta notar que o grupo abeliano
C€G¢
basico do bimédulo (ZG)? é ZG e que G é reuniao disjunta das classes semiconjugadas.

A decomposicao acima determina naturalmente uma decomposicao de complexo

de cadeia; C.(ZG, (ZG)?) = @ C.(ZG,(ZG)?),. Observemos que esse isomorfismo
CEG¢
induz um isomorfismo natural na homologia de Hochschild dado por;

HH.(ZG,(20)) = @) HH.(ZC, (ZG)’)..
CeG,

onde o somando HH,(ZG,(ZG)?), corresponde aos ciclos das classes de homologia
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de Hochschild que sao representados por elementos de C. Chamaremos o somando
HH,(ZG,(ZG)?),, de C—componente.

Visto que ZG é uma algebra, entao podemos relacionar a homologia de Hochschild
de um ZG — ZG bimédulo com a homologia de um grupo, usando o complexo “Bar”
da seguinte maneira: dado um ZG — ZG bimddulo N consideremos o ZG-modulo a
esquerda N cujo grupo abeliano basico é N e acio & esquerda dada por gem = g.m.g~".

Portanto, pela resolucao “Bar” existe um ismorfismo natural;
HH,(ZG,N) = H,(G,N).

Os dethalhes desse isomorfismo se encontram no capitulo /X de [8].

Como nossa relacao de equivaléncia entre dois elementos gi,9, € G é dada por;
g1 = 99290(g)~!, entdo podemos decompor W em elementos de ZC, ou seja, a
aplicacao (3 : W — @Ce% ZC dada por (g) = [g] é um isomorfismo. Note que
estamos considerando ZC' com G-agao trivial. A aplicagao acima leva a érbita de um
elemento m na C-componente que contém o elemento m em @Ce% Z7C.

Usando a decomposicao acima e a propriedade de decomposicao de complexo de
cadeia obtemos;

H,.(G.(ZG)%) = @) H.(G,ZC).

C€G¢

Para cada h € G consideremos o subgrupo de G, Z(h), dado por; Z(h) =
{9 € G|h = ghd(g~1)}. Z(h) é chamado de semicentralizador de h em G.

Lema 5.2.2. FEscolhendo para cada C-componente um representante gc € C entdo

temos um isomorfismo de ZG-mddulo a esquerda;
LC = Z(G/Z(gc)),

onde Z(G/Z(gc)) denota o grupo abeliano livre gerado pelas classes laterais a esquerda

de Z(gc) em G.

Demonstragdo. De fato, para cada g € C existe m € G tal que g = mgcgp(m)~'.

Portanto basta definir o : ZC' — Z(G/Z(gc)) por a(ge) = eZ(gc), classe do elemento
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neutro, e a(g) = mZ(gc). Estendemos « por linearidade para ZC. A multipligao a
esquerda em Z(G/Z(gc)) nos dd um homomorfismo de ZG—mdédulo & esquerda.
O homomorfismo « esta bem definido. Primeiramente, observemos que dados
= gg9cd(g9)™' e v = hgep(h)™! com u = v entdo dessa equagao obtemos gc =

h=tggcp(h=tg)~t. Assim, como a(gc) = eZ( c), obtemos gZ(gc) = hZ(gc). Agora,
k

se tivermos u = E migep(m; ') e v = g nigop(n; ), com u = v, entdo devemos
=1
ter k = | e podemos supor, reordenando 08 mdlces, migod(m; ) = nigop(n; ') para

cada i = 1,...,k. Pelo argumento anterior obtemos m;Z(gc) = n;Z(gc) para cada
i=1,...,k, e portanto a(u) = a(v).

O homomorsfismo « é injetivo. Primeiro, dados u = ggc¢(g)™! e v = hged(h)™!
com a(u) = gZ(gc) = hZ(gc) = a(v), entao temos h™tg € Z(gc), ou seja, temos
go = hilggcgb(fliflg)*l = fflugzﬁ(ffl)*l1 que implica v = hgco(h)™! = v. Analoga-

mente, se u = Zmigcgb(mi_l) ev = Znigcqﬁ(n;l), com «a(u) = a(v), entdo temos
i= 1

Z m;Z(gc) Z n;Z(gc). Dessa igualdade podemos supor m;Z(gc) = n;Z(gc) para
cada 1 =1,. k = [. Assim, como fizemos no caso anterior concluimos que u = wv.

Claramente « é sobrejetivo e portanto um isomorfismo. O]

Proposicao 5.2.1 (Lema de Shapiro). Se H € um subgrupo de G e M um H-mddulo,

entdo existe um isomorfismo natural;
H.(H,M) = H,(G,ZG Qzy M).

Uma demonstracao do lema de Shapiro se encontra na pagina 73, proposicao 6.2,
de [3]. Tomando M = Z e H = Z(gc) na proposi¢do acima obteremos o seguinte

isomorfismo:
H.(G,Z(G/Z(gc))) = H.(Z(g9c))-

Resumimos o que fizemos anteriormente na seguinte proposicao:

Proposicao 5.2.2. FEscolhendo representantes gc para cada classe semiconjugada C' €
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Gy entao existe um isomorfismo HH.(ZG,(ZG)? @ H,( ), onde cada so-
CEG¢
mando H.(Z(gc)) corresponde a HH(ZG, (ZG)?).

Pela proposigao acima temos; HHy(ZG,(ZG)?) = ZGy e HH\(ZG,(ZG)?)
¥ Doee, Hi1(Z(9c)), onde Hi(Z(9c)) = (Z(gc))ay

5.2.1 Tracos na homologia de Hochschild

Nesta subsecao descreveremos um pouco sobre tragos na homologia de Hochschild e
definiremos a homologia de Hochschild relativa.

Se A é uma ZG-matriz quadrada entao interpretaremos o trago de A como um ele-
mento de (ZG)?, isto ¢, como um 0-ciclo na homologia de Hochschild. Desse modo de-
notaremos o trago de A por Tyo(A). Assim, temos Tp(A) = Z Ay € HH(ZG, (ZG)®).

Se A é uma matriz m x n sobre o anel ZG e B ¢ unlﬁa matriz n X m sobre o

bimédulo (ZG)? entao definimos, A® B, como sendo a matriz m X m com entradas no

ZG—médulo ZG @ (ZG)? dada por;

A®B ZAzk®Bk]

m
O traco de A ® B é: ZZA”“ ® By;, que interpretaremos como uma 1-cadeia de
i=1 k=1

Hochschild.

Lema 5.2.3. A I-cadeia, trago(A ® B), é um 1-ciclo se, e somente se, traco(AB) =
traco(Bp(A)), onde ¢(A) = (¢(A))i;. Quando traco(A ® B) for um 1-ciclo, entdio
denotaremos sua classe na homologia de Hochschild por; Ty (A®B) € HH,(ZG, (ZG)?).

Demonstracao. Para cada i,k temos; di (A @ Byi) = Brid(Aix) — AigBri. Assim,
obteremos d;(trago(A ® B)) = d1(z Z Aix ® By;) = Z Z Brip(Aix) — AixBri =

i=1 k=1 i=1 k=1
traco(B¢(A))— traco(AB). O
Se trago(A® B) € C1(ZG, (ZG)?) nao for um 1-ciclo entdao nesse caso fazemos uma

“relativizagao”, ou seja, selecionamos J C Gy de tal modo que sua C'—componente

[traco(A @ B)|c € C1(ZG, (ZG)?)¢ seja um 1-ciclo para todo C ¢ J.
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No préximo capitulo usaremos a homologia de Hochschild para estudar o conjunto
de pontos fixos de uma homotopia F': T'x I — T, usando o trago a 1-parametro. Esse

por sua vez pertence a homologia relativa de Hochschild definida abaixo.

Definicao 5.2.1.

HH.(ZG,(ZG)% J) = @ HH.(ZG,(ZG)?)c

C€G¢—J
onde HH,(ZG,(ZG)%; J) é considerado como um subgrupo de HH,(ZG,(ZG)?). Es-

crevemos Ty (A ® B; J) para o elemento de HH,(ZG,(ZG)%; J) cuja C—componente é
representada por [traco(A ® B)|c € C1(ZG, (ZG)?)c para cada C € Gy — J.



Capitulo 6

O Conjunto minimal de pontos

fixos de aplicacoes em fibrados com

base S! e fibra Toro

6.1 O problema geral

Na primeira parte desta tese trabalhamos com o seguinte problema: dados K — M —
S!. fibrado com base circulo e fibra garrafa de Klein, e aplicacoes que preservam fibra
f,g: M — M, queremos saber quando o par de aplicagoes (f,g) pode ser deformado,
por uma homotopia que preserva fibra, a um par de aplicacoes livre de coincidéncias 7

Representando por MCg:[f, g] o nimero minimo de coincidéncias dentre todos os
pares de aplicagoes homotdpicos ao par (f,g) por homotopias que preservam fibra,
entdo estudar o problema acima é equivalente a descobrir quando MCg:i[f, g] = 0.
Esse problema nos levou a fazer a seguinte pergunta: se MCs1[f, g] # 0 entdo quem é
o conjunto minimal de coincidéncias dentre todos os pares de aplicagoes homotopicos
ao par (f,g) por homotopias que preservam fibra ?

Neste capitulo consideramos uma aplicacao f : M — M em um fibrado com base

circulo e fibra Toro e estudamos o conjunto minimal dos pontos fixos sobre S!. Ao logo
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de todo este capitulo denotaremos esse conjunto por Mg:[f]. Note que Mg [f] denotard
o conjunto minimal enquanto M Fg:1[f] o nimero minimo de pontos fixos. Resultados
sobre esses conjuntos se encontram no teorema principal deste capitulo teorema 6.6.1.

Estudar o conjunto minimal de pontos fixos de aplicagoes em fibrados com base
St e fibra Toro, nos levou ao estudo de pontos fixos de homotopias do Toro. Nesse
contexto usamos o traco a 1-parametro algébrico desenvolvido por Ross Geoghegan e
Andrew Nicas em [16]. O trago a 1-parametro por sua vez é uma 1-cadeia na homologia
Hochschild de um ZG — ZG bimdédulo cujo grupo abeliano bésico é ZG, com G =
7 (T, v). Suporemos ainda que fjr pode ser deformada a uma aplicacao livre de ponto
fixo, ou seja, N(fir) = 0.

Nosso problema, como veremos abaixo, consiste principalmente no estudo do con-
junto de pontos fixos de homotopias F' : T x I — T. O trago a 1-parametro, R(F),
de F' é um 1-ciclo na homologia de Hochschild se, e somente se, o trago algébrico no
caso classico, Ty(F;), da aplicagoes F; : T — T, i = 0, 1, forem iguais. Esse trago como
veremos abaixo é um 0-ciclo na homologia de Hochschild. Portanto, comegaremos
com uma revisao algébrica da teoria classica de ponto fixo, isso também facilitara na

compreensao da teoria do trago a 1-parametro.

6.2 Revisao da teoria classica de ponto fixo

Seja X um CW complexo conexo, finito e f : X — X uma aplicacao celular. Escolhe-
mos um ponto base v € X e um caminho bésico 7 em X de v para f(v). Tomemos

G =m(X,v) e ¢: G — G o homomorfismo dado por;

$([w]) = [0 f(w)or™].

Como X é CW complexo finito entao podemos tomar uma base para as k-cadeias
Cr(X) com coeficientes em Z. Escolhemos também uma orientagdo para cada célula

FE de X.

Seja p : (X,0) — (X,v) o recobrimento universal de X. Para cada célula E € X
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escolhemos uma célula E no recobrimento universal orientada compativelmente com F

e satisfazendo p(F) = E. Tomemos também um levantamento 7 de 7 que comega em
€ Xef:X — X otnico levantamento de f que satisfaz f(7) = 7(1).

Devido a agao do grupo (X, v) em X, através das transformacoes de recobrimento,
podemos considerar C,(X) como um ZG complexo de cadeia & direita da seguinte
forma: se [g] € m (X, v) entdo podemos tomar um levantamento § para g comecando em

. Dessa forma tomamos Eg~! = h[g}(E), onde hyy ¢ a transformacao de recobrimento

que envia ¥ a g(1). Se £ é uma k-célula ent@o o lema abaixo nos diz que o homomorfismo

fu satisfaz; fu(Eg) = fu(E)d(g).

Lema 6.2.1. Seja f : (W,w) — (Y,y) aplica¢ao entre dois CW complexos W e Y.
Tomemos f : (W,w) — (Y,§), levantamento de f no recobrimento universal W para
Yoefs=0¢:mWw) = m,y). O homomorfismo fu : C.(W;R) — C.(Y;R) é

¢-linear, ou seja, satisfaz fu(gé) = é(g) fu(E).

Demonstragio. Tomando f : (W, ) — (Y,§) o levantamento de f no recobrimento

universal teremos seguinte diagrama ¢ comutativo:

| |

(W, w) L~ (v,y)

Denotemos por G(W|W) o grupo das transformacoes de recobrimento de W. Es-
colhido o ponto base w € W e h € G(W|W) entdo pela unicidade do levantamento
existe um tnico h € G(Y|Y) tal que; h(f(w)) = f(h(w)). Defina o homomorfismo
¢ : GIW|W) = G(Y|Y) por ¢(h) = h. Logo, para todo h € G(W|W) temos;
f(h) = p(h)f.

Sabemos que existe um isomorfismo y,, : 71 (W, w) — G(W|W) que associa a cada

lg] € m(W,w) o elemento hy,, onde hyy(w) = g.w, acao do grupo fundamental em
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p~(w). Analogamente para Y. Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo:

G(WIW) —=G(Y]Y)
XMT xyT
m (W, w) —*—m(V,y)
Dos resultados acima podemos concluir que para cada [g] € (W, w) temos p(hyg)) =

hie(g), € POrtanto f(h[g}) = h[¢(g)](f). Logo, para cada k-célula ¢é de 14 temos; f(gé) =

¢(9)f(€), onde ge = hig(€).

Pelo lema acima o homomorfismo f, : Cy(X) — Cy(X) satisfaz fr(Eg) = fr(E)é(g).
Visto que X é um CW complexo finito entao Cj(X) é finitamente gerado. Assim, cada
homomorfismo f, pode ser representado por uma matriz, (( fk)ij), com entradas em
(ZG)? e definida por; fu(E;) =Y Ei(fi)y.

Definimos o operador f, := é}k(—l)k’fk : @RCKL(X) = DpCr(X), que representa
todas as matrizes ((fi);;) numa tnica matriz. Como foi feito no capitulo anterior o
traco de f,, To( f*), pertence a homologia de Hochschild; H Hy(ZG, (ZG)?). Também
podemos considerar Ty(f,) € ZGy. Este elemento também é conhecido como o trago

de Reidemeister, R(f), da aplicacdo f: X — X.

Escrevendo To(f*) = Z i(f,C)C, onde cada i(f,C) € Z, entao os inteiros i( f, C)
CEG¢
sao chamados de indices de pontos fizos de f. O nimero de indices nao nulo é chamado

de nimero de Nielsen , N(f), de f. A soma Z i(f,C) é o nmumero de Lefschetz,
CEG¢.

L(f), de .

A definicao acima é de natureza algébrica e usa o fato de X ser um CW complexo
e a aplicacao f : X — X celular. Existe uma definicao geométrica da teoria de ponto
fixo para uma aplicacao continua f : X — X, onde o espago X deve satisfazer algumas
propriedades, por exemplo veja [6], [44], [45], [24] e [14]. Quando X ¢é um espago
compacto, conexo por caminhos e ENR (retrato de vizinhanga euclidiana), entao as
definigoes algébrica e geométrica sao equivalentes como mostrado em [14].

Os numeros de Lefschetz e de Nielsen sao invariantes homotodpicos e possuem as

propriedades descritas nos teoremas abaixo. A demonstracao desses teoremas se en-
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contram nas referéncias mencionadas anteriormente.

Teorema 6.2.1 (Lefschetz). Dada uma aplicacao f: X — X com L(f) # 0, entdo f

possui pelo menos um ponto fixo.

Teorema 6.2.2 (Nielsen-Wecken). A aplicagio f : X — X tem pelo menos N(f)

pontos fizos.

6.3 Teoria do ponto fixo a 1-parametro

Nesta secao apresentaremos conceitos da teoria do ponto fixo a 1-parametro, introdu-
zida por R.Geoghegan e A. Nicas em [16], bem como a defini¢ao do trago a 1-parametro
para uma homotopia F': X x I — X em um C'W complexo conexo e finito X.

Seja X um CW complexo conexo, finito e seja I o intervalo [0, 1] com sua usual
estrutura de CW complexo, isto é, uma 1-célula e duas 0-células. Seja F' : X x [ — X
uma homotopia celular, ou seja, F' é uma aplicagao celular, onde X x I tem a estrutura
produto de CW complexo e as suas células sao dadas a orientacao produto.

Definimos uma homotopia de cadeia Dy, : Cx(X) — Cri1(X), associada a F, da
seguinte maneira: se E é uma k-célula orientada de X entao Dy(E) é definido como
sendo a (k + 1)-cadeia; (—1)*"'Fy(E x I) € Cyy1(X), onde F), é o homomorfismo
induzido no nivel de cadeia por F', e a célula E x I é dada a orientacao produto.

Tomemos (v,0) € X x I, ponto base, e escolhemos um caminho bésico 7 de v para
F(v,0). Identificaremos 71 (X x I, (v,0)) com (X, v) = G via o isomorfismo induzido
pela projecao p : X x I — X. Também escreveremos ¢ : G — G para a seguinte

composta de homomorfismos:
(X % I, (0,0) % m(X, F(v,0)) T m(X,0),

onde o homomorfismo ¢,-1 é o de mudanca de ponto base.
Seja X o recobrimento universal de X. Para cada célula E € X escolhemos um

levantamento E € X e orientemos E compativelmente com E. Tomemos também um
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levantamento 7 do caminho bésico T que comeca no ponto base o € X. Seja F' o tinico
levantamento de F que aplica (¢,0) a 7(1). A aplicacio F' : X x I — X induz uma
homotopia de cadeia Dy, : Cx(X) — Chp1(X) definida por; Dy(E) = (—1)* 1 F(E % I).

Seja w(t) = F(v,t). Considerando o caminho 7 acima de v para F'(v,0) entao
temos que 7w é um caminho de v para F(v, 1), e este caminho que deve ser usado para
determinar o levantamento F; de Fy. Mesmo que Fy e F; sejam iguais é possivel que
Fy e Fy sejam diferentes. Também temos F(#,0) = 7(1) e F(#,1) = 7o (1).

Usaremos a seguinte convencgao para o operador bordo: seja E;. a face do cubo
I* = [0,1]* obtido mantendo a i-ésima coordenada em e¢ = 41. Defina o ntimero
de incidéncia; [I* : E;o) = (—1)" = —[I* : E;;]. No nivel de cadeia temos; 9% =

k+1

Z[I ¥. B;E;.. Essa convencio é para que apareca, (—1)* na definicio de Dy.

Lema 6.3.1. A homotopia de cadeia, Dy, : Cp(X) = Cryr(X), definida sobre os
geradores satisfaz; (f)k_lék + 5k+1[)k)(E~) = Fok(f?) — Flk(E)

Demonstragio. De fato, dado uma k-célula E entao pelo coroldrio 2.7.9 de [15]
temos; I(E x 1) = (=1)*"Y(E x {0} — E x {1}) 4+ (d(E)) x I. Portanto, temos;
ﬁk,15k<E~l) = (—1)kﬁk,1((§k(é) XI),

o1 Di(E) = (=1)"19u Fu(E x I)
= (—1)k+1f7’k,1<§k+1(E x I)
= (DM E(0k(B) x 1) + (=1)F (1) Fyy(B) — Fu(E)
= —Dp_10k(E) + Fop(E) — Fii(E).
[
Escolhido uma célula orientada E em X, que se projeta na célula E de X, entao
podemos considerar C,(X) como um ZG complexo de cadeia & direita da seguinte
forma: Elw]™' = h[w](E), onde w é um lago no ponto base v, que se levanta a um
caminho @ que comega em v e hy,) é a transformacao de recobrimento que envia v a
w(1).
Temos que o operado bordo satisfaz; O,(Eg) = 0,(E)g, pois qualquer aplicacio

continua induz, no nivel de cadeia, uma aplicacao de cadeia. Por outro lado, a ho-
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motopia de cadeia D : X x [ — X é ¢-linear pelo lema 6.2.1, ou seja, satisfaz;

Dy(Eg) = Dip(E)¢(g). Agora, definimos os seguintes endomorfismos na soma direta

@kék(X)Q

Denotaremos as matrizes dos operadores acima pela mesma letra dos operadores. Reu-
nindo as matrizes desses operadores numa tnica matriz chegaremos na seguinte equacao

matricial:

O sinal de menos que apareceu no lado esquerdo da equagao acima é devido a nossa
convencao de sinais usada na definicio de Dy. Pelo capitulo anterior podemos conside-
rar o elemento; traco(d, ® D,) € HH,(ZG, (ZG)?). Também vimos que traco(d, ® D,)

¢ uma 1-cadeia de Hochschild cujo bordo é:
trago(f)*qb(é*) — 5*D*) = trago(ﬁ()* — Fl*)

Se tra(;o(ﬁb* - Fl*) # 0 entao trac;o(ak & D*) nao poderd ser um ciclo. Entretanto,
se Fy e Fi forem livres de pontos fixos entao, pelo teorema 6.3.4 abaixo, trago((i ® D*)
serd, um 1-ciclo visto que traco(Fp,) = traco(F,) = 0. Usando a notacio algébrica do
capitulo anterior, denotaremos Tl(é* ® E*) = trago(é* ® [)*)

Visto que Fy e F} nem sempre sao livres de pontos fixos, entao consideramos o
trago relativo, ou seja, removemos as influéncias de Fy e Fj. Primeiro, considere-
mos Gy(0F) o subconjunto {C,...,Cy} de G4 consistindo das classes semiconjuga-

das associadas a pontos fixos de Fy ou Fy, e assim tomamos T} (d, ® D.; G4(OF)) €
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HH, (D, ® D,; Gy(dF)). Rapidamente obtemos o seguinte isomorfismo natural:

HH\(ZG, (ZG)?; G4(0F)) = P HH(ZG (2G)).
CEG3—Gy(dF)

@ Hi(Z(gc))-

C€G¢—G¢(8F)

I

Definicao 6.3.1. Com a notacao anterior, temos que o traco a 1-parametro da homo-
topia F': X x I — X € dado por;
R(F)=T(0.® D.;Gy(0F)) € €  HHI(ZG,(ZG)’)..
CEG4—Gy(DF)
Definigao 6.3.2. A C-componente de R(F) denotada pori(F,C) € HH,(ZG, (ZG)?),
=~ Hi(Z(gc)) serd chamada de indice de ponto fizo de F correspondente a classe se-

miconjugada C € Gy. O nimero nao nulo de indices de pontos fizos € por definicao o

numero de Nielsen a 1-parametro, N(F'), da homotopia F.

Consideremos agora, o homomorfismo aumentagao ¢ : ZG — Z, definido por
n

n
E(Z a;jg;) = Zaj, a; € Z e g € G. Esse homomorfismo pode ser visto como
- ,

j
um morfismo ¢ : (ZG)? — Z de ZG — ZG bimédulos onde a Z ¢ dado a estrutura de

bimédulo trivial. Isso decorre do grupo abeliano bésico de (ZG)? ser ZG. Também
podemos considerar € : (ZG)? — Z como um morfismo de ZG médulos a esquerda,
onde a Z é dada a estrutura trivial. Com essa observacio temos o seguinte diagrama

comutativo:

HH,(ZG,(ZG)?) < HH,(ZG,7)

Lk

H,(G,(2G)?) — H.(G,Z),

onde os isomorfismos das setas verticais sao os isomorfismos do complexo “Bar”. Assim,
pelo do diagrama acima, podemos definir um homomorfismo; © : HH,(ZG, (ZG)?) —
H.(G,7Z).

Definigao 6.3.3. A classe a 1-parametro de Lefschetz, L(F), € definida como sendo a
imagem de Ty (0, @ D,; G4(OF)) pelo homomorfismo © em Hy(G). Pelo isomorfismo
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HH.(ZG,(ZG)?) =~ @CG% Hi(Z(gc)) obtemos;
LiF)y= Y jeli(F.C),
CE€G4—Gy(dF)

onde jo : Hi(Z(gc)) — H1(G) € a induzida pela inclusio Z(gc) — G.

Uma apresentacao geométrica das classes de pontos fixos para uma homotopia F
é descrita a seguir. Dois pontos fixos de F, (x,t) e (y,t) estdo na mesma classe de
ponto fixo se, e somente se, existir um caminho v de (z,t) para (y,t) tal que o laco
(pov)(F ov)™t é homotopicamente trivial. Esta relagao é de equivaléncia sobre o
conjunto Fiz(F).

Como no caso cléssico existe uma funcao injetiva ¢ do cojunto das classes de pontos
fixos de F' no conjunto das classes semiconjugadas G,. Esta fungao é definida do
seguinte modo; a classe contendo (z,t) é aplicada na classe semiconjugada contendo
[(pop)(Fou)~tr], onde p é um caminho do ponto base (v, 0) para (z,t) e T é o caminho
bésico de v para F'(v,0).

Temos que a fungao ® é bem definida, F' tem um ntimero finito de classes de pontos
fixos e que pontos fixos que estao na mesma componente por caminhos de Fiiz(F') estao
na mesma classe de ponto fixo.

Agora, apresentaremos alguns teoremas fundamentais na teoria do ponto fixo a

I-parametro, a demonstracao desses teoremas estao em [16].

Teorema 6.3.1 (Invariancia). Sejam F,G : X x [ — X aplicagies celulares de um
CW-complezo conezxo e finito X. Se F' é homotopica a G relativo a X x {0,1} entdo
R(F) = R(G).

Teorema 6.3.2 (Teorema do ponto fixo de Lefschetz a 1-parametro). Dado F : X X
I — X wuma aplicagdo celular de um CW-complexo conexo e finito X com L(F') # 0
entao toda aplicagio homotopica a F relativo a X x {0,1} tem um ponto fizo que nao
estd na mesma classe de ponto fizo de alguma das classes em X x{0,1}. Em particular,
se Fy e Iy sao livres de pontos fixos, entao toda aplicagao homotopica a F' relativo a

X x{0,1} tem um ponto fizo.
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Teorema 6.3.3 (Teorema do ponto fixo de Nielsen-Wecken a 1-parametro). Seja F :
X x I — X uma aplicacao celular de um CW-complexo conexo e finito X. Entao toda
aplicagao homotopica a F relativo a X x {0, 1} tem pelo menos N(F) classes de pontos
fixzos mais aquelas classes que intersectam os conjuntos X x {0,1}. Em particular,
se Fy e Fy sao livres de pontos fizos entao toda aplicagao homotopica a F' relativo a

X x{0,1} possui pelo menos N(F') componentes por caminhos.

Teorema 6.3.4. Seja [ : X — X uma aplicagao celular de um CW complexo. Seja E

uma k-célula de X e seja d(E) = ngg, onde my € Z, a correspondente entrada na
geG

diagonal da ZG—matriz de fy, : C’k(f() — C’k(f() Para cada g tal que my, # 0, a célula
E contém um ponto fixo x4 tal que f(fg) = 49, onde T, € o levantamento de x4, para
E.

O teorema acima possui uma versao para homotopia com uma hipotese sobre o
CW complexo X. Dizemos que o CW complexo X é “well faced” quando dado uma
(n — 1)-célula e”! € X contida em uma n-célula e” € X entao existe uma aplicagio
caracteristica ¢ : B"™ — €™ cuja restri¢ao a (n — 1)-bola padrao é ainda uma aplicagao

caracteristica. A demonstragdo do teorema abaixo estd em [16].

Teorema 6.3.5. Seja X um CW complexo conexo e “well faced”. Dados uma homo-
topia celular F: X x I — X, e B9 C EY células de X com dimensoes indicadas,

tomemos d(EqN‘l, Eq) = ngg, mg € Z, a correspondente entrada na ZG-matriz de
geG
F,:Cy(X xI)— Cy(X). Para cada g € G tal que my # 0, B4t x I contém um ponto

firo (z4,t,) satisfazendo F(Z,,t,) = ©,9, onde (£,,t,) ¢ o levantamento de (z,,t,) para

Fal % 7.

A hipétese “well faced” no teorema acima é puramente técnica, veja, por exemplo,

4

em [46] que todo CW complexo regular é um CW complexo “well faced”.
Agora, definiremos o traco a 1-parametro para homotopias continuas num poliedro
compacto. Sejam X um poliedro compacto e F': X x I — X uma homotopia continua.

Seja K uma triangularizacao de X e seja J a triangularizacao padrao do intervalo I,
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ou seja, a triangularizacao consistindo de uma 1-célula e duas 0-células. Tomemos
uma aproximacao simplicial £ : () — K para F', onde () é uma subdivisao de K x J.
Estamos considerando () uma subdivisao obtida sem adicionar mais vértices. Como
|E| : |K| x I — |K]| é celular, para a estrutura celular determinada por K, entao
podemos calcular R(|E|) e L(|E|). Da proposigao 4.13 de [16] temos que o seguinte

teoremas:

Teorema 6.3.6. Fxiste uma triangularizacao suficientemente fina, K, de X tal que
R(F) e L(F) estao bem definidos por R(|E|) e L(|E|), respectivamente, ou seja, se
K' ¢ qualquer subdivisio de K ¢ E' : Q" — K ¢é uma aprozimacdo simplicial de F
entio R(|E|) = R(|E'|) e L(|E|) = L(|E'|). Além disso, se F' : X x I — X ¢ uma
homotopia continua homotdpica a F relativo a X x {0,1} entdo temos R(F) = R(F")
e L(F) = L(F").

Observacao 6.3.1. Quando X ¢é uma variedade PL, orientada e conexa entdo toda
aplicacao G : X x I — X € homotdpica a uma aplicacio F : X x I — X cujo grdfico
¢ transverso ao grdfico da proje¢ao P: X x I — X, e assim temos Fix(F)N X x {t}
finito para cada t € I. Portanto, como mostrado na secao 6 de [16], Fix(F) consiste
de arcos e circulos orientados. FEm particular se Fy e Fy sao livres de pontos fixos
entao Fix(F') consiste apenas de circulos orientados. Note que, Fix(F'), condiz com o

conjunto de pontos fixos apresentado por H. Schirmer em [38] e [39].

~ O

X

Figura 6.1: Conjunto dos pontos fixos de uma homotopia F'
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6.4 Fibrados com base S! e fibra Toro

Apresentaremos nessa secao uma breve descricao dos fibrados com base St e fibra Toro,
para mais detalhes desses fibrados veja [26].

Consideremos 7', Toro, definido como o seguinte espaco quociente: R x R/Z x Z.
Denotaremos por (z,y) e por [(z,y)] os elementos de R x R e T respectivamente.

Seja A um homeomorfismo de T' induzido por um operador em R x R que preserva
Z x 7. A é identificado com uma matriz com coeficientes inteiros e determinante 1 ou
—1. Se T — M % S' é um fibrado com base S* e fibra Toro entdo o espaco total M é
dado por; M = M A, onde

T x [0,1]
([(z,9)],0) ~ ([A ;)] 1)

A classe de ([(z,y)],t) em MA serd denotada por < [(z,y)],t >. A aplicagao de

MA =

projegao, p : MA — S', é dada por; p(< [(z,y)],t >) =<t > € [0,1]/0 ~ 1 = S
Consideremos em M A os seguintes lagos com ponto base 0 = ([(0,0)],0); a(t) =<
[(£,0)],0 >, b(t) =< [(0,1)],0 > e ¢(t) =< [(0,0)],¢ >. Denotemos por B a matriz do
homomorfismo induzido no grupo fundamental pela restricao da aplicacao f a fibra T,
e suponhamos que f|,, pode ser deformada a uma aplicagao livre de ponto fixo. Nesse

contexto temos o seguinte teorema demonstrado em [26]:

Teorema 6.4.1. (1) m (MA,0) = (a,b,c|[a,b] = 1,cac™ = a® b2, cbc™ = a®3h™)

(2) O homomorfismo induzido em w1 (MA,0), é dado por; fu(a) = a2, fu(b) =

a’b% e fyu(c) = a“b%e.

(3) As matrizes A e B, a menos de conjugagdo, devem ser como nos casos abaizo.
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a; as 1 0
Caso I A= , B=
a2 a4 0 1

asz #0
1 1 b
Caso I1 A= s , B= 3
0 1 0 by
az(bs —1)=0

1 a3 1 b3
Caso 111 A= , B=

0 -1 0 by

-1 : 1 b:
Caso IV = 3 , B= 3

0 -1 0 by

—1 1 b
Caso V A= a3 , B= 3

0 1 0 by

a3(b4 — 1) = 2b3

Como a aplicagdo f preserva fibra entdo devemos ter f(< [(z,y)],t >) =
< [F(x,y,t)],t >. Portanto, temos Fiz(f) = {< [(z,y)],t > |f(< [(z,y)],t >) =
<[(@,y)],t >} ={< (@ 9)].t > | < [F(z,y,1)],t >=<[(z,y)],t >}. Logo, Fiz(f) é
determinado pelo conjunto dos pontos fixos da homotopia F': T'x [ — T com t # 0, 1,
mais os pontos fixos de f em t =0, 1.

Observemos que, se A é uma das matrizes como no teorema 6.4.1, entao parat =0
teremos; < [F(z,,0),0 >= f(< [(z,9)],0 >) = f(< [AQL1 >) =
< [F(A(),1)],1 >=< [AT'F(A(?),1)],0 > . Assim, se para algum ponto [(z,y)] € T

tivermos;
[F(x,y,0)]
[AT'F(A(), )]

entao < [(x,y)],0 > serd um ponto fixo de f parat = 0. Analogamente, se para algum

[(z,y)] =

ponto [(z,y)] € T tivermos;

[F(z,y,1)]
(29)) = ﬂ
[AF(AT(5),0)]
entao < [(z,y)],1 > serd um ponto fixo de f para t = 1. Essas sdo as tinicas possibili-
dades de pontos fixos de f parat =0, 1.

Supondo que, f|., pode ser deformado a uma aplicagao livre de pontos fixos, entao

podemos deformar a aplicacdo, f, sobre S!, a uma aplicacdo f que nio tenha pontos
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fixos em t = 0, 1, isso serd demonstrado na préxima secao. Para calcular o traco a 1-
parametro tomaremos modelos para f de tal modo que essa condicao ja seja satisfeita.
Assim, estudar o conjunto de pontos fixos da aplicacdo f serd equivalente estudar o
conjunto dos pontos fixos da homotopia F' : T'x I — T.

Primeiramente, concentraremos nos casos I/ e IIl do teorema 6.4.1. Dada uma
aplicagdo f : MA — MA entao temos condigcoes algébricas necessaria e suficientes,
dadas pelo homomorfismo induzido, fx : m (M A,0) — m(MA,0), de tal modo termos

Mgi[f] = 0. A demonstragao desses resultados estd em [26].

Teorema 6.4.2. Se f: MA — MA uma aplicacdo que preserva fibra sobre S*, entdo
o conjunto Mgi[f] € vazio, nos casos II e I do teorema 6.4.1 se, e somente se,

Cl(b4 - ]_) - Cgbg = 0.

6.5 Classes semiconjugadas no Toro

Nesta se¢ao descreveremos algumas propriedades dos 1-ciclos de Hochschild e das clas-
ses semiconjugadas de uma homotopia do Toro. Comegaremos com uma abordagem
geral das classes semiconjugadas e depois focaremos no contexto dado pelo teorema
6.4.1.

Escolhendo w = [(0,0)] € T como ponto base entao temos que G = m1(T,[(0,0)]) é

1 =1}, logo, cada elemento de G pode ser escrito da forma

dado por; G = {u, vjuvu= v~
u™v"™, m,n € Z. Sabemos que G age no recombrimento universal da seguinte forma;
u™™.(z,y) = (z + m,y + n), identificaremos o anel de grupo ZG com o polindémio
de Laurent Z[u,v]. Portanto, cada 1-cadeia de Hochschild é gerada por 1-cadeias da
forma; uv! @ u™v", onde m, n, k,l € Z. Aqui tomaremos u = py(a) e v = px(b), onde
a e b sao os lagos em T descritos antes do teorema 6.4.1.

Tomando (w,0) € T" x I como ponto base e 7 um caminho de w para F(w,0),

onde F' : T'x I — F é uma homotopia celular, entao, como fizemos anteriormente,

para construir o bimédulo (ZG)? tomaremos o homomorfismo ¢ : G — G dado pela
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composta dos seguintes homomorfismos:

7T1<T X I? (U,O)) ﬁ) 7T1(T7F(U7 0)) Ci)l 7T1(T7 U)'
Visto que todo elemento em G = (T, w) =~ Z X Z pode ser descrito da forma;
u™",m,n € 7 entdao obtemos; ¢(u) = ubv®? e ¢(v) = u’*v®. Disso obtemos;

p(umo™) = ymbrtnbsgmbatnbs para quaisquer m,n € Z. A matriz

by b3
by by

[9] =

serd chamada matriz do homomorfismo ¢ : G — G. Note que podemos ver o homo-
morfismo ¢ como um homomorfismo de Z x Z.
Como citado anteriormente, toda l-cadeia bésica em C)(ZG,(ZG)?) é da forma
g = uFv'@u™v™. Logo, a classe semiconjugada, C(g), é representada pelo elemento g =
Koy lo m,m

u*v'u™v™. Visto que G ¢ abeliano, entao podemos supor que toda classe semiconjugada

é representada por elementos da forma g = u"v®, r, s € Z.

Proposicao 6.5.1. Dois elementos g = u™ 0™ e g = u™v™ pertencentes a G
representam a mesma classe semiconjugada se, e somente se, existir inteiros m,n € 7

satisfazendo as sequintes equagoes:

m(bl — 1) +nb3 = Mo — My

mbg+n(b4 — 1) =T — N

Demonstragdo. (=) Suponha que exista g = u™v" satisfazendo g, = ggap(g™1).

Dessa equacdao obtemos; u™v™ = yMyuM2y"2ymimnbaymmbz—nby — g matm—mbi—nbs

prztn—mba=nbs que implica my = mo +m — mby — nbs € ny = ny +n — mby — nby.
(<) Se existem m, n € Z satisfazendo a equacao acima, entao o elemento g = u™v"

satisfaz g1 = ggap(g™1). O

Se para cada g = u™v" € G associarmos o vetor O(g) = (m,n) € Z x Z entao
a proposicao acima diz que dois elementos ¢i,g» € G representam a mesma classe

semiconjugada se, e somente se, existir um vetor z € Z x Z satisfazendo a equagao;
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([¢] = 1)z = ©(g29; "), onde I é a matriz identidade. Note que se tivermos det([¢] —I) #
0 entao teremos uma quantidade infinita de classes semiconjugadas no Toro.
De agora em diante, denotaremos por, [¢] — I : Z X Z — Z X Z, o homomorfismo

cuja matriz é dada por [¢] — I.

Corolario 6.5.1. Dado um elemento g = u™v" € G, entao o semicentralizador de g

em G, Z(g), € isomorfo ao nicleo de, [¢p]| — I, ou seja, Z(g) =~ Ker([¢p] — I).

Demonstracao. Pela proposicao 6.5.1 um elemento h = u*v! € G satisfaz a equacao;
g = hgod(h™1) se, e somente se, o vetor z = (k,l) € Z x Z satisfaz a seguinte equacao:

([¢] = I)z = 0. =

Lema 6.5.1. A I-cadeia u*v'@u™v™ é um 1-ciclo se, e somente se, o vetor z = (k, ) €

Z x 7 pertencer a Ker([¢] —1I).

Demonstragio. De fato, se 0 = d;(u*v! @ u™v") = u™v"p(uFv!) — uFvlu™" =

k+m, l+n

kb1+lb3vkb2+lb4 k,l,m,n — m+k‘b1+lb3vkb2+lb4+n —u v entENLO deVemOS ter
)

uv"u — u"v'u™v U
k(by —1)+1bs =0 e kby+1(by — 1) = 0, isso é equivalente a dizer que o vetor z = (k, ()
satisfaz a equagao; ([¢] — 1)z = 0. O

A seguinte observacao serd tutil nos calculos posteriores.
Observacao 6.5.1. Dada a 2-cadeia u*v' @ uFv! @ u™v" entdo temos;

do(usvt @ ukv! @ umon) =
uk,Ul ® umvn¢(usvt) _ ukJrs,Ulth Q um™v" + USUt ® uk+mvl+n

— uk,Ul ® um+sb1+tb3,un+sb2+tb4 _ uk+svl+t ® umo™ + USUt R uk—l—mvl—l—n‘

Proposicao 6.5.2. Dado k € Z, entdo toda 1-cadeia; u* @u™v™, m,n € Z, € homdloga

a 1-cadeia; ku @ um™F1yn,

Demonstracao. A afirmagao é clara para k = 0,1. Suponha que para algum

s > 0 € Z temos; u® @ u™v" ~ su®@ u™ " 1y". Tomando a 2-cadeia u® ® u @ u™v"™
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entao obtemos;

d2(us ® U ® umvn) = u ® 'me+5’l}n _ u5+1 ® umyn + us ® ul—l—mvn
~ u® um—i—svn - us+1 ® umum +s5u® u1+m+8—1vn

— (S + l)u ® um+(s+1)71vn _ us+1 ® U™

Assim temos; (s + 1)u @ ™D =1Iyn ~ 4571 @ y™v™. Logo, por inducdo o resultado

segue. Observemos que para k > 0 temos;

dg(uk ® u—k ® um,Un) — u—k ® um+kvn — 1@ u™"™ + uk ® um—kvn
~ u—k ® um+kvn + uk ® um—kvn

Refazendo essa conta com, m — k, no lugar de, m, obteremos; v ™% @ u™v" ~ —ku ®

m—k—lvn

U , que prova o caso em que k é negativo. ]

t
Lema 6.5.2. Toda I1-cadeia, E aufivlt @ umiv™, é homdloga a uma 1-cadeia;

=1

t
E a;ufivl @ u™v™ | onde todos 0s l;, i =1, ...,T, sGo positivos.
=1

Demonstracao. Para facilitar a notacdo chamaremos w; = a;u* v @ u™v™ e o =

t
E a;uF vl @ u™io™ . Se existe algum /; < 0 entdo tomando a 2-cadeia ; = a;u*ivh ®

3
ukiv=h @ umi—FiygniTli obteremos; da(y;) = w; — g; + hi, onde g; = —a;uFi @ ymiThigni=l

e hy = aubiv™h @ ymithibi=) by ynitkiba+li(ba=1) 1000 w; ~ g; — hy, e as 1-cadeias g;

e h; possuem a forma desejada. O]
t

De agora em diante, dado uma 1-cadeia; E a;ubvl @ w™io™, suporemos l; > 0

i=1

para todo i =1, ..., 1.

t
Proposigao 6.5.3. Se a 1-cadeia de Hochschild; Zaiukivli ® u™v"™ | for um 1-ciclo,

=1
t

entao a 1-cadeia; g quiitthghtHe g ymon também serd um 1-ciclo, para quais-
i=1
quer m,n € 7.
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t t
Demonstracao. Dado a 1-cadeia, E auFiol i @u™iv™ | com dy ( E auFivli@umiv™) =
i i

t

g qumitkibitlibs libatkibatng g mitkiglitni - — 0 entido chamando e¢; =
i
ymitkibitlibs g libathibatni o £ — gmithiglitni - ghteremos a seguinte igualdade de ele-

mentos no anel de grupo ZG:

t t
E a;e; = E a; fi.
i i

Assim, para cada ¢, 1 <1 <texiste j, 1 < j <t tal que a; = a; e ¢; = f;. Essa ultima

igualdade implica na seguinte equacao:

m; + kzbl + l2b3 = kj + m;

lib4 + k’zbg + n;, = lj + 7’Lj
Se tivermos i = j entdo a equagao acima nos diz que o vetor (k;,l;) satisfaz a
equagao; ([¢] —1) (i) = 0, ou seja, pertence ao nicleo de [¢] —I. Se i # j entao, fixado

J, existe ¢, 1 < ¢ <t tal que a; = a4 e e; = f,, que implica na seguinte equacao:

mj -+ k?jbl + ljb3 = k?q —|— mq
ljb4 + k?jbg + nj = lq + nq

Adicionando, respectivamente as primeiras e segundas linhas de (I) e (II), obteremos;

(ki +kj)(by — 1)+ (li +1j)bs = kg — ki +myg —my
(ki +kj)ba+ (L +1;)(ba— 1) =1, — l; + ng — n;
Se i = q entao obteremos; (k; +k;) (b1 — 1)+ (l; +1;)bs =0 e (k; + k;)bo + (I; + 1;) (by —
1) = 0, que é equivalente a dizer que o vetor, (k; + k;,l; + [;), satisfaz a equagao;
([p] —1) <fj:l’:] ) = 0, ou seja, estd no nicleo de [¢] — I. Em seguida tomamos um novo,
1< i < t, e fazemos 0 mesmo processo.
Se tivermos ¢ # ¢ entao existe p, 1 < p <t com a, = a, e ¢; = f,, onde da tltima

relacao obtemos a seguinte igualdade:
Mg + kgbi + l4bs = Ky +my,

(I11)
lqb4 + k’qbg + nq = lp + np
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Assim, adicionando respectivamente as primeiras e segundas linhas de (I), (I1)e (I11),

obteremos;

(ki +kj + k)01 — 1)+ (L + 1 + 1q)bs = kg — ki +myg —m;

Analogamente ao caso anterior, se i = p ent@o concluiremos que vetor (k; +k; + kg, [; +

l;+1q) pertence ao nicleo de [¢] — I. Se i # p entdo continuamos o processo e obtendo
t t

vetores da forma; (Z kj/,le/), onde 1 < j',t' < t, e concluindo que esse tltimo
j/ j/

vetor pertence ao nucleo de [¢] — 1.

Portanto, depois de fazermos o processo acima para todos os indices 1 < i < ¢,
t t

basta adicionar todos os vetores e concluir que o vetor; (Z k:j,le) pertence ao

J J
ntcleo de [¢p] — I. Note que, pelos resultados acima, pertencer ao nicleo de [¢] — I é
t

uma condicao necesséria e suficiente para que a 1-cadeia, g qufr TRl Fle gy myn
i=1
seja um 1-ciclo, para quaisquer m,n € Z. ]

Classes semiconjugadas no caso particular do teorema 6.4.1

Agora, aplicaremos os resultados acima no caso particular, onde a matriz do homo-
morfismo ¢ é obtida pela homotopia, F', induzida por uma aplicacao f: MA — MA,
como no teorema 6.4.1.

Dada f: MA — MA, aplicagdo que preserva fibra, entao temos; f(< [(x,y)],t >)
=< [F(x,y,t)],t >. Fixado t = 0 obtemos; f(< [(z,y)],0 >) =< [F(z,y,0)],0 >.
Assim temos Fy(a) = f‘T#(a) e Fyu(b) = f‘T#(b), onde a e b sdo os lagos dados no

teorema 6.4.1. Logo, pelo teorema 6.4.1, temos ¢(a) = a e ¢(b) = a*b**. Portanto,

1 bs
0 by

ou seja, com a notagao anterior temos; by = 1 e by = 0. O termo, homotopia, F,

induzida por f, significa que f ¢é dada por; f(< [(z,y)],t >) =< [F(z,y,t)],t >.
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Observacao 6.5.2. No caso I do teorema 6.4.1 toda aplicacao f: MA — MA, sobre
St pode ser deformada a wma aplicacdio livre de ponto fizo. Portanto, trabalharemos
apenas com 0s outros casos, ou seja, a partir de agora em diante suporemos que pelo

menos um dos inteiros bz, by — 1 € diferente de zero.

Com as observagoes acima e com os resultados obtidos anteriormente temos; dado
um elemento g = u™v" entdo o semicentralizador de g em G, Z(g), é dado por;
Z(g) = {u*|k € Z} ~ 7. Temos que a 1-cadeia de Hochschild; u*v' @ u™v™ é um 1-ciclo
se, e somente se, [ = 0. Também temos que, dois elementos g; = u™' 0™ e gy = u™20V"™?
representam a mesma classe semiconjugada se, e somente se, existir n € Z satisfazendo
as seguintes equacgoes: nby = mg —my e n(by — 1) = ny — ny.

t

Pela ltima proposicao temos que, se a 1-cadeia, E a;u

=1

Fipli @ u™iy™, for um 1-

t

ciclo, entdo a l-cadeia; E qufr TRt Fle g my - também serd um 1-ciclo, para
=1

quaisquer m,n € Z. Logo, nesta situacao particular, devemos ter l; + ... +1; = 0.

Como estamos supondo I; > 0, para todo 1 < ¢ <t entao devemos ter [; = 0 para todo
t

7. Assim, podemos concluir que todo 1-ciclo; E a;u" vl @ u™iv™ | é homdlogo a um
i=1

t
1-ciclo da forma; E a;u ® umiv"™,

i=1
O resultado do paragrafo anterior nos diz que, {u @ u™v"|m,n € Z}, é um conjunto

gerador para HH,(ZG, (ZG)?) = Dcec, H1(Z(g9c)) = Deec, L. Observemos que
u@u™ " ~ uTl@um ", assim, em algumas situacoes, trabalharemos com o conjunto
gerador da forma; {u™' @ u™v"|m,n € Z}.

As préximas proposigoes serao usadas no calculo do conjunto minimal de pontos

fixos, Ms1[f], de uma aplicagao f: MA — MA.

Proposicao 6.5.4. Sejam F : T x I — T homotopia induzida por f : MA — MA,
f(< [(z,9)],t >) =< F((z,9)],t),t > P : T — T um isomorfismo e
g : MAY — MA', aplicagio que preserva fibra definida por; g(< [(z,y)],t >) =
< [PoFo (P xId)((}),t)],t >, onde P éum isomorfismo de fibrados, P : MA —
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MA!, dado por P(< [(z,y)],t >) =< [P ({)],t > e Al =PoAo P

MA—L 4
Pi lp
MA! 2o pAl

Entao, nas condi¢oes acima, temos Mg [f] = Mg[g].

Demonstragdo. Primeiro, observemos que a homotopia, G = Po Fo (P! x Id), in-
duz uma aplicacao em MA!. De fato, como a homotopia F induz uma aplicacao,
f, em MA entao devemos ter; f(< [(z,y)],0 >) = f(< [A({)],1 >), ou seja,
< A(F([(,9)],0),1 >= < F([(7,4)],0),0 >= < F([A(})],1),1 >. Portanto, em
T devemos ter; [A(F((z,y),0))] = [F(A(7),1)].

Como P é um isomorfismo, entao podemos escrever a igualdade acima na forma
[A(F(P~(z,y),0))] = [F(A(P~!(x,y),1),1]. Aplicando o isomorfismo, P, nessa igual-
dade obtemos; [PAP™(PF(P~*(z,y),0))] = [PFP Y (PA(P~'(z,y),1)), 1], que é equi-
valente a [A'(G((z,9),0))] = [G(A'(}),1),1]. Logo, em MA" obteremos;
< G([(z,9)],0),0 > =< AYG([(z,9)],0)),1 > =< G([A'(})],1),1 >. Essa tltima
igualdade é equivalente a g(< [(z,y)],0 >) = g(< [A'(})], 1 >).

Dada uma homotopia H : MA x [ — M A, sobre S', com H(—,0) = f(—), entao
tomando H : MA' x I — MA" dada por H, = P o H, o (P~ x Id) temos que
H' é uma homotopia, sobre S*, com H (—,0) = g(—). Como o isomorfismo P é
dado por P(< [(z,y)],t >) =< [P ()],t >, entao a homotopia H, ¢ de fato sobre
St Observemos que se a homotopia H é sobre S! entdao H deve ser da forma;
H(< [(z,y)],t >,s) =< [h(z,y,t,5), ho(z,y,t,5)], T >.

Tomando s = 1 na igualdade, H, = Po H,o (P~' x Id), obteremos; P(Fiz(H,)) =
Fiz(H;). De fato, se Hi(< w,t >) =< w,t > entdo obtemos; H,(P(< w,t >
)) = Po Hyo PYP(< w,t >)) = Po Hi(< w,t >) = P(< w,t >), e portanto
P(Fix(Hy)) C Fiz(H,). Agora, se H (< w,t >) =< w,t > entdo rapidamente vemos

que P~'(< w,t >) pertence a Fiz(H,), e isso implica P(Fixz(H,)) D Fiz(H,). Disso
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obtemos #{Fixz(H,)} = #{Fiz(H,)}, pois P é um homeomorfismo.

MAxT A

ledi lP
/

MA x 12 pra

Reciprocamente, dada uma homotopia, H, : MA' x I — MA', sobre S', com
H'(—,0) = g(—), entdo definindo a homotopia H, : MA x I — MA por; H, =
P~l'o H,o (P x Id), entdo H, é sobre S', e ainda (P! x Id)(Fiz(H,)) = Fiz(H,).
Assim, #{Fiz(H,)} = #{Fiz(H,)}.

Das afirmacdes acima obtemos; min{#Fiz(f)|f ~g f} = min{#Fiz(g)|g ~a
g}, mais ainda, Mg [f] ~ Mgi[g], onde g = Po fo P™1. O

Dada uma homotopia F': T'x I — T e um isomorfismo P : T" — T entao o teorema
acima sugere a seguinte pergunta: considerando a homotopia G : T'x I — T dada por,
G = PoFo (P! xId), entao é verdade que R(F) = R(G) ?

A resposta para a pergunta acima é desconhecida. Se considerarmos a mesma
pergunta para uma homotopia F': X x I — X em um CW complexo, conexo e finito

X entao a resposta ¢ negativa, um contra-exemplo foi dado em [18].

Proposicao 6.5.5. Se M A é um fibrado como no teorema 6.4.1 entao toda aplica¢ao
[+ MA — MA, sobre S*, satisfazendo N(f;.) = 0 € homotdpica, sobre S, a uma
aplicagao, g : MA — MA, onde g(< [x,y],0 >): T — T € livre de ponto fixo.

Demonstracdo. Primeiro, observemos que f : MA — MA é dada pela seguinte
expressao: f(< (z,y),t >) =< (fi(z,y,t), fo(z,y,t)),t >, pois f preserva fibra. Vamos
chamar F(z,y,t) = (fi(z,y,1), f2(x,y,t)). Note que da igualdade f(< (z,y),0 >)
— F(< AG). 1 >) temos; (F(z,5,0),0) ~ (F(AE), 1),1).

Como o fibrado M A é localmente trivial entao podemos tomar % > € > 0 tal que

p((e,1—¢€)) ~ (6,1 — €) x T. Tomemos a homotopia H : MA x I — MA definida
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por;
< F(z,y,0),t > se 0<t<se
H(< [z,y],t >,5) = <F(x,y,ﬁ(t—se)),t> se se<t<1-—se
< F(z,y,0),t > se 1l—se<t<1

Visto que N(f|,) = 0 entao existe uma homotopia h : T x I — T tal que
h(z,y,1) = F(z,y,0) e a aplicacao h(z,y,0) é livre de ponto fixo. Assim, podemos
tomar a homotopia G : MA x I — M A definida por;

<h(x,y,@s+1),t> se  0<t<e

G(<[r,yl,t>8)=q <F(r,y, 25 (t—€)t> se e<t<l—e

—(t—1+e€)

< h(zx,y,

s+1),t> se 1—e<t<1

Assim, tomando a homotopia J : MA x I — M A definida por:

H(< [z,y],t >,2s) se 0<s

IA
— N

J(< [z, y],t >,s) =

IN
»
IN

G(< [z, y],t>,2s—1) se 3

entdao a funcao f: MA — M A é homotépica, sobre S!, a funcao g : MA — MA dada

abaixo;
< h(z,y,%),t > se 0<t<e
9(< (z,y),t >) = <F(x,y,ﬁ(t—e)),t> se e<t<l—e
<h(a:,y,%(—t—|—1)),t> se 1—e<t<l1
Além disso, temos que, g(< (z,y) >,0) = h(z,y,0), é livre de ponto fixo. [

6.6 Estudando o conjunto Mg |f]

Nesta secao demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 6.6.1. Dada uma aplicacio f : MA — MA que preserva fibra, entdao o
homomorfismo fu : T (MA) — m(MA) é dado por; fu(a) = a, fu(b) = a®b¥ e
fu(c) = ab?c, onde a,b, c sio os geradores de m (M A,0) descritos na se¢ao anterior.

Se o fibrado M A € igual a um dos fibrados dados abaixo.
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No caso I1
10 1 by — 1 10 1 b
A= e B= by ) ou A= e B = s
01 0 by 01 0 —1
No caso I11
1 2k 1 b3 1 as 1 as
A= e B= ou A= e B=
0 —1 0 by 0 —1 0 —1

s

onde n,k,bs, by, c1,c2,a3 € Z, entdao o conjunto minimal dos pontos fizos Mg [f], é

formado por |c1(by — 1) — cobs| circulos disjuntos.

Demonstragao

No caso I do teorema 6.4.1 temos;

1 a 1 b
A= ’ e B= ’ ,
0 1 0 by
e no caso II1 temos
1 a 1 b
A= ’ e B= ’ ,
0 -1 0 by

onde az(by — 1) = 0 no caso I1, az(by — 1) = —2b3 no caso I11 e ¢1(by — 1) — cabg # 0
em ambos os casos. Primeiramente, em ambos os casos, consideraremos a situacao;
by — 1 # 0 e by = 0. Portanto, nessa situagao devemos ter ag = 0 e ¢;(by — 1) # 0.

Tomemos a homotopia F' : T' x [ — T definida por:

[(z+ 2¢1t — %, byy)] ,0

IN
IN

= N

t
F([(z,y)],t) =

[(z + 2271 by + 265t — ¢2)] 3

IA
IN

t

eaaplicacao f : T'xI — T'xI definida por f([(x,y)],t) = (F([(z,v)],t),t). Observemos
que a aplicagio f satisfaz a seguinte relagao em MA: f([(z,9)],0) ~ f([A (£)],1). Fare-

mos apenas caso I11, o caso I1 é andlogo. De fato, no caso II1 temos; f([(x,y)],0) =

(2~ 5 ba)].0) = ([ + 252 bay +e2)),0), F(A ) 1) = (24252, —bay—e)]. 1),
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Visto que em M A temos a seguinte equivaléncia: (w,0) ~ (Aw, 1) paratodow € T,
entdo temos f([(z,9)],0) ~ f([A(%)],1) em MA. Essa tltima observacao nos diz que
a aplicacao f induz uma aplicacdo natural em MA, que também denotaremos por
f, definida por f(< [(z,y)],t >) =< F([(z,y)],t),t >. Note que o homomorfismo
induzido por f satisfaz; fu(a) = a, fx(b) = a®b% e fyu(c) = a®b%ec.

Nos casos I e I[11, com bs =0eby—1# 0, a fungao f dada acima nao tem pontos
fixos para t = 0,1. Isso segue rapidamente observando que as fungées F([(x,y)],0),
F([(z,9)],1), AF([A7(})],0) e A7 F([A(})], 1) sao livres de pontos fixos. Assim, estu-
dar o conjunto Fliz(f) é equivalente a estudar Fiz(F'). Para esse ultimo calcularemos
o ntimero de Nielsen a 1-parametro, N (F'), usando a teoria do ponto fixo a 1-parametro
dada anteriormente.

Tomemos a decomposicao celular para T' que consiste de duas 0-células; EY =
{[(0,0)]}, ES = {[(%,0)]}, quatro 1-células; E} = {[(z,0)]|0 <z < 1}, E3 = {[(z,0)]|3 <
r < 1}, By = {[(0,9)]0 <y < 1}, Ef = {[(5.v)]|0 < y < 1}, e duas 2-células;
Ef={llz0<e<30<y<1} Ef={[(z.p)ll; <z <1,0<y <1}

Orientemos as células acima como na figura abaixo. Note que, pela proposicao 4.1
de [16] o trago a 1-parametro, R(F), independe das escolhas de orientacoes das células
e de seus levantamentos para o recobrimento universal. Observemos ainda que, para

essa decomposicao celular a aplicacao F' é celular.

EZ E:
E} E}

Ei EI E Ej
Figura 6.2: Decomposicao celular para o Toro, caso by — 1 # 0

Escolhemos no recobrimento universal, R?, a decomposicao celular que consiste de
duas 0-células; E? = (0,0), B = (3,0), quatro 1-células; El = {(z,0)]0 < z < it
Ey = {(z,0)]3 < < 1}, B = {(0,9)]0 <y < 1}, B} = {(5,9)|0 < y < 1}, e duas
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2-células; E? = {(z,9)[0 <2< 3,0<y <1}, E2={(z,y)]s <2 <1,0<y<1}.
Consideremos w = [(0,0)] como ponto base e 7, caminho bdsico, como a classe

do caminho linear ligando w a F'(w,0). Tomando os levantamentos w = (0,0) e 7 o

caminho linear ligando w ao ponto (—%, 0), entdo o tnico levantamento F:R2x] — R2

de F que envia w a 7(1) é dado por;

. (x 4 2¢1t — %,Iuy) ,0<t

F(z,y,t) =

IN
IN

— N

<I+201_2_17b4y+202t—02) 7% t

IA
IA

Vimos anteriormente que C,(R?) pode ser considerado como um ZG complexo de
cadeia & direita. F induz uma homotopia de cadeia Dy : Cp(R?) — Ciyr(R?) dada
por Dy(El) = (—1)"1E,(E: x I), onde a matriz de D tem coeficientes em (ZG)?.
Observemos que C,(R?) é concentrado em dimensoes 0, 1,2. Primeiro, calcularemos a
matriz do operador bordo, 8;, que é dado em termos dos operadores 5j : C;(R?) —
C;-1(R?).

Temos; 01 (E}) = EY — E?, 9y(E}) = FOu™' — EY, 0,(E}) = E% ' — E% e 0y (E}) =
E9v~'— E9. Assim, a matriz [0;] do operador bordo d; : C1(R?) — Cy(R?) é dada por;

Também temos; 0y (E?) = B+ Elv '—E}—E} ¢ 9,(F3) = E}+ Ebv ' — Elu='—E}.
Portanto, a matriz [d,] do operador bordo dy : Co(R?) — Cy(R?) é dada por;

vl —1 0
. 0 v -1
[02] =
1 —u!
—1 1
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Dado um inteiro m entao definimos;

rm ( m
Zul_j ,se m >0 ZUQ_j ,se m >0
j=1 j=1

X(m) = 0 ,se m=0 , Y(m) = 0 ,se m=0 ,
—m —m
—uw! ,se m <0 Z—uj+2 ,se m <0
\ Jj=1 \ J=1
r m
Zvl_j ,se¢ m >0
j=1
W(m) = 0 ,se m=0
—m
Z—vj ,se m <0
\ J=1

Com a definicio acima, calculamos a matriz da homotopia de cadeia Dy, : Cj,(R?) —

Ciy1(R?), para k = 0,1. Temos;

Do(EY) = —E{ X (c1) — BE3Y (1) — Eju' =W (cy),

R

Do(E9) = —ElX(¢1) — EXX(c1) — E3u=W ().

Assim, a matriz [Dy] da homotopia de cadeia, Dy : Co(R?) — C1(R?), é dada por;

—X(Cl) —X(Cl)
Dy) = Y (c1) _X<~Cl>
0 u= W (co)
ul CIW(CQ) 0

Também temos;
Di(EY) = Eu' =W (cp),
Di(Ey) = Etu' =W (ca),
Dy(E}) = E2X (c1)W (by) + E2Y ()W (by) e
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Logo, a matriz [D;] da homotopia de cadeia, D; : C;(R?) — Cy(R?), é dada por;

D] = 0 u' =W (cy) X(cl)l/ff(bél) X (c1)W (by)

UliCIW(CQ> 0 Y(Cl)W(b4) X(Cl)W(lM)
O operador D, é definido por D, = @k(—l)k“[)k, logo sua matriz é dada por;

—[Do] 0
0 [Di]

[D*] =

O trago a um parametro, R(F'), da homotopia F', é definido como sendo o trago da

matriz quadrada;

. . [01] ® —[Dy] 0
[0.] @ [D.] = S
0 [82] ® [Dl]
Visto que as aplicagoes Fjy e F} sao livres de pontos fixos, entao o trago Tl(é* ® D*)

¢ um 1-ciclo na homologia de Hochschild. Temos;

T1([01] ® —[Do]) = =1 ®@ X(c1) +u" ®@ Y(cy),
Ty([02) ® [D1]) = =1 @ X(c1) + 1@ Y (1) + 1@ X(c1)W(bs) — u™ ' @Y (c1)W (by).
Portanto, o tragco a um parametro de I é:
RF)=u"®Y(c1)—2@X(c1) + 1@ Y(c1) +1® X(e1)W(bs) —u ' @Y (c1) W (ba).
Como a 1-cadeia 1 ® m é um bordo para todo m € ZG, entao obtemos;
R(F) ~ —u"' @Y (c))(W(by) —1).

Neste caso, temos que dois elementos da forma; v~ ! @u"™v* e u~!@u"v! representam
a mesma classe semi-conjugada, para quaisquer m,n, s,t € Z se, e somente se, tivermos
m=nes=k(by—1)+t, onde k € Z. Portanto, o niimero de C-componentes, diferentes
e nao nulas, do 1-ciclo R(F') é ¢;(by — 1), ou seja, o nimero de Nielsen a 1-pardmetro
de F é:
N(F) = Jer(bs = 1)].
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Calculando o conjunto de pontos fixos, Fiz(F'), diretamente da fun¢ao F', entao
vemos que ele é composto de exatamente |ci(by — 1)| circulos disjuntos. De fato,

considerando primeiro ¢; e (by — 1) positivos, entdo a equagao;
(2 + 261t — 3, byy)] 0<t<
(@ 9)] = F(l(z,y)),1) = . 1
[(z + 5=, by + 2c9t — ¢3)] ,5 <t <
s6 possui solucao para 0 <t < . Assim, devemos ter (z+42c,t— 3, Lobyy) = (z+m,y+n).

Observemos que as solugoes dessa equacao sao: m =0,1,....,.ci —len=1,...by — 1,

ou seja,
| 1 3 21 19
F F = ) 7t S 0717t:_,_,-.-, :—,—,...,1 .
i (F) {[(x e et e= b 2 ey o L 2]
t—1/4c1 - =(2c,-1)/4c,

Figura 6.3: O conjunto Fiz(F) no caso by —1#0e b3 =0

Portanto, neste caso o nimero de Nielsen a 1-parametro N(F'), é realizado pela
propria homotopia F. Os outros casos de c¢j,by — 1 sao andlogos. Podemos dizer
que, de certo modo, M F[F| = N(F), ou seja, essa igualdade significa que o conjunto
minimal dos pontos fixos da homotopia F' é composto de exatamente N (F') circulos
disjuntos.

Vimos anteriormente que, Fiz(f) ~ Fixz(F'), logo podemos concluir que dada uma
aplicacao f : MA — MA, sobre S', nos casos I e I11, onde o homomorfismo induzido,
f4, ¢ dado por; fu(a) = a, fu(b) = a®b% e fyu(c) = a®b%c, com by — 1 # 0 e by = 0,
entdo o conjunto Mg [f] é composto de exatamente |c;(by — 1)| circulos disjuntos e

orientados. Passaremos agora, aos outros casos.

Agora, no caso I tomemos a homotopia F' : T'x I — T definida por: F([(z,y)],t) =
[(z+bsy+ 1t — %, byy+ cot)] e a aplicacdo f : MA — M A definida por f(< [(z,y)],t >
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) =< F([(x,y)],t),t >, na seguinte situagdo: (by — 1) # 0, bs = n(by — 1), n € Z ¢
c1(by — 1) — cabg # 0.

Visto que nesse caso A = Id, entao rapidamente vemos que f estd bem definida
em MA, ou seja, satisfaz f(< [(z,y)],0 >) = f(< [A(})],1 >). Assim, pela proposicao
6.5.4 podemos conjugar a funcdo f por um isomorfismo de fibrados, P : MA — MA!,
e obter uma funcao g = Po f o P71 no fibrado MA', A' = Po Ao P! = Id, com
Mg:1[f] = Mg1[g]. Conjugaremos a fungao acima pelo isomorfismo de fibrados induzido

pelo isomorfismo do Toro, P : T'— T, dado pela seguinte matriz:

1 —n

0 1

P =

Se conjugarmos a homotopia inicial, F', pelo isomorfismo P, obteremos a seguinte

homotopia:

G([(z,y)].t) = PEEP[(z,y)]),1)
= P(F([(z+ny,y)],1))
= P([(x 4+ ny +bsy + a1t — 3, bay + cot)])
= |
= |

Considerando a aplicacao g : M A — MA! definida por g :== Po f o P! entdo

(2 + (¢1 — nea)t + (—n(bs — 1) + b3)y — 3, bay + cat)]

(z + (c1 — nea)t — 1, bay + o).

o homomorfismo gy : m (MA',0) — 7 (MA!0) satisfaz; gu(a) = a, gu(b) = b e
gu(c) = a®~"2p2¢. De fato, basta ver que g(< [(z,y)],t >) =< [(x + (c1 — nc)t —
%, byy + cot)], t >. Observemos que G é homotopica, relativo a T' x {0, 1}, a aplicagao
G’ definida por:

G () p = 1T ) |

=
IN
IN

L

t
[(z + (c1 — neg) — 5,bay + 20t — c2)] 5 <'t

IA

De fato, usando a seguinte notagao para, G, G([(z,y)],t) = [(a(z,y,t), 5(z,y,1))],
onde a(z,y,t) =z + (c1 —ne2)t — 1 e B(z,y,t) =bsy + cot. Entdao H : T x I xI =T



6.6 Estudando o conjunto Mg:[f] 168

definida por:

[(a(z,y,1), Bz, y,1))] se 0<t<s
H([(z,9)],t,8) = ¢ [(az,y,2t — 5), B(x,y,5))] se s<t< L)
[(a(z,y,1), Bz, y.2t —1))] se L <t<1

é uma homotopia, relativo a T'x {0, 1}, entre G e G'. Portanto, podemos usar o calculo

ja feito anteriormente para obter:
R(G) = R(G ) ~ —U_l X ?(Cl — TLCQ)(W([M) — 1),

N(G) = |(e1 = neg)(by — 1) = |e1(by — 1) — eobs],

e que M F[G] é formado por |c1(by — 1) — ¢2bs] circulos disjuntos. Pela proposicao 6.5.4

temos que Mg [f] =~ Mg1[g] é formado por |c;(by — 1) — cobs| circulos disjuntos.

No caso 1] temos ag(by — 1) = —2bs. Assim, se b # 0 e a3 é par entdao obtemos
by = —%(bs—1). Note que estamos supondo by — 1 # 0, pois by — 1 = 0 implica b3 = 0,
e portanto terfamos ¢;(by — 1) — cobs = 0 e nessa situagao ja sabemos que Mg [f] = 0.
Tomemos a funcao f : MA — M Adadapor; f(< [(z,9)],t >) =< F([(z,v)],t),t >,
onde a homotopia F : T'xI — T é dada por; F([(z,y)],t) = [(z+bsy+cit—3, bay+cat)].

Rapidamente vemos que f estd bem definida em M A, onde

e az é par. Semelhantemente ao caso anterior, conjugaremos a funcao f por um isomor-
fismo de fibrados, P. Tomemos o isomorfismo de fibrados induzido pelo isomorfismo

do Toro, P : T — T, dado pela seguinte matriz:

P= L3
0 1

Fazendo a conjugacao pelo isomorfismo, P, na matriz A e na homotopia F' obteremos;

o 1 as 1 -2\ (10

1_ 1 1
A ' =PoAo P ' =
0 1 0 —1 0 1 0 —1
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G([(z,y)].t) = PEEP[(z,y)]),1))
= P(F([(z - Sy y)1))
[(z — By + by + 1t — 3, bay + cot)])
(c1 + Bea)t + (G (ba — 1) + bs)y — 5, bay + at)]
(c1 4 o)t — 3, bay + cot)].

|
e

= [(z+
= &+
Observemos que a funcao g : MA' — MA! é livre ponto fixo em ¢t = 0,1, pois
G([(z,9)],0), G([(z,y)], 1), A'G([A"(#)],0) e A7 G([A'(2)],1) sdlo livres de pontos

fixos. Para calcular o trago a 1-parametro da homotopia G consideramos a homotopia

G’ homotépica a G, relativo a T' x {0, 1}, dada abaixo;

, [(z +2(c1 + Bt — %, byy)] 0<t

G ([(z,y)],t) =

IN
IN

— N

[(I‘ + (Cl + (%362) — %,b4y + 262t — Cg)] ,% <t

IA

Pelo célculo feito no caso IT e I11 com bz = 0, obtemos que Mgi[g| é formado por
|(c1+ %) (by —1)| = |c1(by — 1) — c2bs| circulos disjuntos. Pela proposigao 6.5.4 temos

Mg [f] = Mg1g]. Portanto, Mg [f] é formado por |c;(by — 1) — cabs| circulos disjuntos.

Observacao 6.6.1. Dos resultados acima podemos caracterizar completamente o con-

Junto, Mg1[f], em um fibrado M A, onde

e ag € par. De fato, dada uma aplicacao f : MA — MA sabemos que fy(a) =
a, fg(b) = a¥b" e fy(c) = a®bc. Portanto, pelo teorema 6.4.1 e pelos cdlculos
acima obtemos; Mgi[f] = 0 se ¢1(by — 1) — cabg = 0, e que Mgi[f] € formado por

|c1(by — 1) — eobs| circulos disjuntos se ¢1(by — 1) — cabg # 0.

Note que quando c¢;(by — 1) — ceb3 = 0 entdo, escolhendo 0 < € < 1 adequada-
mente, obteremos que a funcao f : MA — MA, nos casos Il e I1I, definida por;
f(< [(x,y)],t >) =< F([(x,y)],t),t >, onde F([(x,y)],t) = [(x + b3y + c1t + €,bsy +
cot + €)], é livre de ponto fixo para todo 0 < ¢ < 1.
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Agora, estudaremos os casos I1 e I1] na seguinte situacao: by = —1 e by = 2k +
1,k € Z. Note que o caso em que by = —1 e bs é par ja foi resolvido anteriormente.
Primeiramente, tomaremos b3 = 1. Consideraremos, nessa situacao, a funcao f :
MA — MA definida por; f(< [(z,y)],t >) = < F([(z,y)],t),t >, onde a homotopia
F:.T xI— T édada por:

o
IN
IN

—_ DN

F([(x,y)],t) =
[(x+y+ 2t —y+ 20t —cn+ 1)) 1L

t

IN
IN

Observemos que as fungdes F([(z, 1)), 0), F([(z, )], 1), AF([A~(7)],0) e A~ P((A()],1)
sao livres de pontos fixos. De fato, tomemos a funcao F'([(z,y)],0). Assim, F'([(z,y)],0)

= [(x,y)] é equivalente a resolver o seguinte sistema em 7 X Z:

- _1
y = m 2
— 1
2y = n—g
Desse sistema obtemos; n — % +2m — 1 = 0, que é um absurdo. Os outros casos sao

analogos. Portanto, a funcao f nao possui ponto fixo em t =0, 1.
A seguir calcularemos o traco a 1-parametro da homotopia F', para isso tomaremos
a decomposigao celular para T que consiste de quatro O-células; E? = {[(0,0)]}, ES =

{[(5,0)]} EY = {](0, )]} EY = [(% %)]} doze 1-células; Ef = {[(z,0)]|0 < z <

[

2>

Ey = {[(=,0)]|3 <= < 1}, E5 = {[(0, )]\0<y<2} Ey ={l(y,—y+ 30 <y <3}
By = {0 <y < 3} By ={l(y,—y + DII5 <y <1}, B} = {[(&, ]I0 < = < 3},
By ={l(.3)llz <z <1}, By = {[(O,y)HaéySl}, Ely ={lly,—y+ D)0 <y <1},

1 <y <1}, eEL, ={(y+3-y+1)]0 <y <1} oito 2-células;

= {l(zy)]jo < _2>0<y< —rt5h B ={lz <z < g —a+3 <y <3l
{3 <r<1,0<y<—a+1}, B ={[(z,p)]l} <z <1, —z+1<y <},
= {[(z,»)]|0 < S%,%Syé—erl},Eg:{[( P0<z<l—z+1<y<i1}
EQ—{KM)]% r<Li<y<-—o+3} B2={{(zylj<z<l-z+i<y<1)

Orientemos as 1-células de acordo com a figura abaixo, e as 2-células sao orientadas
no sentido anti-horario do plano cartesiano. Note que para essa decomposicao celular

a aplicacao F' é celular.
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E: E;
Bl ELN_E] EbL
E: E:

E; E; Es

E2 E2

Bl ENCEl N
E; E;
E E EJ E

Figura 6.4: Decomposicao celular para o Toro, caso by = —1

Tomemos no recobrimento unversal R? a decomposicao celular que consiste de qua-
tro O-células; £Y = {(0,0)}, B = {(3,0)}, B§ = {(0, 1)}, Bf = {(3,5)}, doze 1-
células; B} = {(2,0)[0 < & < 3}, B} = {(2,0)]3 < = <1}, E} = {(0,9)|0 <y < 3},
Ej={(y,~y+)0<y <5} Bl ={G 0 <y <3} By ={(y,~y+1)3 Sy <1},
Bf = {(x 0 < v < 3} By = {(z,9)l5 <= <1}, By = {(0y)lz <y < 1}
Ely={y.—y+ D0 <y < 3h EL ={Gyl; Sy <1} By = {y+ 35—y +
D0 < y < 1} e oito 2-células; E? = {(z,9)[0 < z < 3,0 < y < —x + 1},
B={y<s<h o+l <y<i} B = (@l
Ef ={(z,<e<l—z+1<y<i} E2={(z,y0<z<}i<y<-z+1}
EB={zyl0<a<}-o+1<y<1} B2={(zyli <z <1}
El={(z,y))i<z<l,-a+2<y<1}

Tomemos w = [(0,0)] como ponto base e 7, caminho bésico, o caminho linear
ligando w a F(w,0). Escolhendo (0,0) € R? levantamento do ponto base w € T e 7,
caminho linear ligando o ponto (0,0) ao ponto (0, 5), como o levantamento do caminho

bdsico T, entdo o tnico levantamento F : R2 x I — R2de F : T x I — T que envia

(0,0) a 7(1) é dado por;

o
IA

t

IA
= N

- THy+20t+ 5, —y+ ;
Pl ={ TR R
(e+y+25 —y+ 20t —ct3) 3<t<
Considerando C,(R?) como um ZG complexo de cadeia a direita, onde G =
(T, [(0,0)]) = {u, vjuvu—"v~" = 1}, entfio as matrizes dos operadores; Dy, : Cj,(R?) —

Cir1(R?), dado por Dy(E?) = (—=1)*1F,(E? x I), e o operador bordo J; : Cj(R?) —
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C;-1(R?) sdo calculadas abaixo.

Temos; &1 (E}) = EY — EY, 0y(E}) = E0u™' — EY, 0,(F}) = EY — E?, 9,(E}) =
EY — EY, 0\(E3) = EY — ES, Ou(E§) = Efu™ — EY, 0i(E}) = Ef — EY, O\(E§) =
Efu™ — EY, 0\(E) = EYo™" — EY, O\(E}y) = EY — EYo™", Oi(E}) = Efu™' — EY),

d1(Ely) = EQu~" — E9v~!. Portanto, a matriz do operador d; é dada por;

Também temos; 0y(E?) = E! —El —E}, 0,(E2) = E}—El+E}, 0,(E2) = E}—E} —
B}, 0(E}) = Eju™" — By + By, 02(B3) = By — Bl — By, 02(5¢) = Bly+ Bl — Blv™,
0 (F2) = Ef —El, — El,, 0y(E?) = Eyu™' — E}v~' 4 EL,. Assim, a matriz do operador

Dy ¢é dada por;

1 0 0 0 0 —vt 0 0
0 0 1 0 0 0 0 —vt
-1 0 0 wt 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 0
[52] _ 0o 0 -1 1 0 0 0 0
0 -1 0 0 1 0 0 0
o 0 0 -1 0 0 1 0
0o 0 O 0 -1 0 0 wu!
0o 0 O 0 -1 1 0 0
0O 0 O 0 0 1 -1 0
0O 0 O 0 0 0 -1 1

Do(EY) = —Eru=0™ W (¢ey) — E:u= X (¢;) — E1X (1) — ELu™ W (cyp),
Do(EY) = —Eiu="0™ W (ey) — Eu™'X () — Eiu™' X (1) — Egu= "W (),

[?O(Eg) = —Ellu_l)Z'(cl) — Eéu‘lj{(cl) — E§u_cl_1W(02) — Eéu_cl_ll/f/(cz),
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bo(EN’ff) = —E’lluﬁ)z'(cl) — E%uflff(cl) — Eéufcrlﬁ/(@) — Elllu*q*lW(cz).

Portanto,
0 0 —u' X (¢1) —u"2X(¢;)
0 0 —u1X(e1) —u X (e1)
0 —0 W)  —um T W (eg) 0
0 0 0 0
—u~ v W (ep) 0 0 u W (ep)
[DO] _ O~ 0~ 0 0
—u" X (1) —u"1 X (e1) 0 0
—X(cy) —u X (e1) 0 0
0 w T (e)  —um T W () 0
0 0 0 0
—um W (¢g) 0 u W (cp)
0 0 0 0
Temos;

Dy(EY) = E2u™ ™ W (ey) 4+ E2u™ 0™ W (ey) + E2u™"W (¢y) + E2u™W (cp),
Dy(E}) = F2u= "YW W (ey) + E2u™ " W (ep) + E2u= "W (ey) + E2u= "W (cy),
Di(EY) = EuX(c)+ EuoX(¢) + E2u X (c1) + u v ' W(ep))

+ EXX(c)) +uW(ep)) + E2u=W(cy) + E3u=W(cy),
Dy(E}) = F2u= X (1) + E2u™ X (1) + E2u™ X (¢1) + F2u= X (1),
Di(EY) = EX(u2X(c)4+u 0 W (ey)) + E2(u ' X (1) + u= W (ey))
+ EuX (o) 4 Bt X () + B2u= " W (ey) + E2u= "W (cy),
Dy(EY) = E2u™2X(¢1) + F2u™2X (¢1) + E2u™' X (1) 4+ E2u™' X (ey),
Dy(EY) = EXu oW 'W(e)+ E2u=""w ' W(c) + E2u= "0 W (cp)

+ Eluo W (eyp),
Dy(EY) = E2u= "YW (ey) 4+ E2u™ "YW (ey) 4+ E2u™ "YW (ey) 4+ E2u™ "W (cy),
Dy(E)) = Efu*01*1W(02) + E%u*‘”*lW(CQ) + Eg(u*%f((cl) + u*c“lW(Cg))

+ E2(uwX(c1) +u W () + E2uwX () + ERuvX (¢1),
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Di(EL) = B2u™vX (1) + E2u™*vX (c1) + E2u "X (1) + E2u v X (cy),

Di(EL) = E3u""W(e) + E3u""W(ey) + E2u20X () + E2u=vX (cy)

+ E2(u 20X (c)) +u= " W (e)) + E2(uwX (c1) + u "W (cy)),
Dy(EL) = E2u20X (¢1) + E2u=?0X (¢1) + E2u"0X (1) + E2u™ 20X (¢y).

Logo, com as informacoes acima podemos construir a matriz [[Dl]gxlg do operador
Dy, onde o elemento (D;);; é o coeficiente da célula E? do elemento Dl(E}), 1<i<8,
1<y <12

O traco a um parametro, R(F'), de F' é definido como sendo o traco do operador

9, ® D, € HH,(ZG, (Z@G)?), cujas matrizes sdo dadas por;

[5*] _ [81] 0 e [D*] _ _[DO] 0

Isso é equivalente a calcular o traco da matriz quadrada;

- . [01] ® —[Do] 0
[0.] ® [D.] = R
0 [02] ® [Dy]
Portanto, obtemos;
R(F) = —1@u " 'W(e) —1QuW(e) —10u"X(c1) +u' @ X(cy)

+ QU W (e) +1® (u X (cr) +u W (ey)) — 1 @ u' X (¢r)
— 1@ W X(e) +u " TW(e) +u ' @u X (¢) + 1@ u 20X (c))
— 1@ (20X () + u W ().

Visto que para todo m € ZG a 1-cadeia 1 ® m é homodloga a zero, entao obtemos;
RF)~u' @ X(e)) +ut @u™W(e) +u' @ u X (cy).

Neste caso, dois elementos, u™! ® u™v™ e u~! ® u™v"2, representam a mesma
classe semi-conjugada se, e somente se, existir n € Z satisfazendo as seguintes equacgoes:
n=msy—mq e —2n = ny —ny;. Observemos que

sign(c sign(c

c1 2)c2 1)c1
g; + Z hj + Z Ik
k=1

=1

sign(ct)

R(F) ~ Z

1
1

.
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onde
v t@u™ se ¢ >0
gi 1 . )
—u®u se ¢ <0

ult@u v se ¢y >0
hj - )

—ult@ul se ¢y <0

vt @u se ¢ >0
fi= —ut'@uF v se ¢ <0 7
e sign(z) =1sex >0, sign(x) = —1se z < 0.

Estudaremos agora, as classes semi-conjugadas de R(F). Rapidamente vemos que
g; € equivalente a g, se, e somente se, 1 = i'. De fato, devido a relacdo das classes semi-
conjugadas dada acima, devemos ter 2(—i—(—4')) = 0 e portanto i = i . Analogamente
mostramos esse fato para os elementos h; e fj.

Note que em qualquer situacao temos que g; nao é equivalente a f;, para cada
1 <4,k < ¢, pois caso contrario, das relagoes das classes semi-conjugadas, deveria
existir n € 7Z satisfazendo —2n = 1, que é um absurdo.

Analisaremos agora, os elementos g; e h;. Primeiro, vamos supor ¢; e ¢y positivos.
Nessa situagao temos que, fixado ¢ e j entao g; nao é equivalente a h;, pois caso
contrario deveria existir n € Z satisfazendo as seguintes equagoes: —i +c¢; +1 =ne
—(1 — j) = —2n. Disso terfamos 2¢; +2 — 21 = 1 — j, ou seja, j = —1 4+ 2(i — ¢4).
Visto que i — ¢; < 0 para todo i, entao deveriamos ter j < 0 que é um absurdo, pois
j > 1. Analogamente mostramos que os elementos g;, h; e f; nao equivalentes para
quaisquer 1 < i,k < ¢; e 1 < j < ¢o. Portanto, cada um dos elementos acima produz
uma C-componente distinta e nao nula de R(F) € HH,(ZG, (ZG)?), ou seja, o nlimero
de C-componentes distintas e nao nulas de R(F') é: |2¢1 + ca.

Agora, vamos supor ¢; positivo e ¢; negativo. Nesta situagao temos que g; é equi-
valente a h; se, e somente se, existir n € Z satisfazendo; i — (¢c; +1) =n e j = —2n,
disso obtemos; j = 2(¢; + 1 —1i), 1 < i < ¢;. Analogamente temos que f; é equiva-
lente a h; se e somente se existir n € Z satisfazendo k —¢; =ne j—1= —2n, que

implica j = 2(¢c; — k) + 1, 1 < k < ¢;. Portanto, nesse caso temos que o nimero de



6.6 Estudando o conjunto Mg:[f] 176

C-componentes distintas e nao nulas é: |2¢; — (—c2)| = |2¢1 + ¢2]. Os outros casos sao
andlogos. Assim, em qualquer caso, obtemos que o nimero de Nielsen a 1-parametro

da homotopia F : T'x I — T é dado por;
N(F) =12c1 + co| = |c1(bs — 1) — cabs].

Calculando o conjunto dos pontos fixos de F, Fiz(F'), diretamente da fungao F,
entdo vemos que ele é composto de exatamente |c1(by — 1) — cobs| ciculos disjuntos,
ou seja, nesse caso temos M F[F| é composto de exatamente N(F') circulos disjuntos.
Pela observagao feita anteriormente temos que Mg [f] é composto por |¢;(by—1) — cabs|
circulos disjuntos e orientados.

Para fazer o caso em que by = —1 e bg = 2k + 1,k € Z qualquer, tomaremos a
fungado f : MA — MA definida por f(< [(z,y)],t >) = < F([(z,9)],t),t >, onde a
homotopia F': T'x I — T é dada por; F([(z,y)],t) = [(z+bsy+cit+=EEL, —y+eot+1)].
Conjugaremos a funcao f : M A — M A pelo isomorfismo de fibrados, P : M A — MA*,
Al = Po Ao P!, induzido pelo isomorfismo do Toro P : T — T dado pela matriz:

P =
0 1

Neste caso a fungao, g = Pofo P! g: MA' — M A! é dada por; g(< [(z,y)],t >)
=< G([(z,y)],t),t >, onde a homotopia G = PoFo(P~1x1I) é dada por; G([(z,y)],t) =
[(x+y+ (a1 + ket + 3, —y + eat + 1)].

Analogamente ao caso anterior, podemos verificar que a funcao g é livre de ponto
fixo em ¢ = 0,1. Também temos que M F[G] é composto de exatamente: N(G) =
12(c1+keo) +eo| = [2¢1+ (2k+1)ca| = |2¢1 4 cabs| = |e1(by— 1) — cobs| circulos disjuntos.
Assim, Mg1[g] é formado por |c;(by — 1) — cabs] circulos disjuntos. Pela proposi¢ao 6.5.4
obtemos Mg1[f] = Ms1]g]. Portanto, Mg:[f] é formado por |c;(by — 1) — cobs| circulos
disjuntos e orientados. O]

Os resultados obtidos aqui devem ser comparados com os resultados obtidos por U.

Koschorke em [32].
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6.6.1 Consideracoes gerais

O teorema 6.6.1 nos diz que se f : MA — MA é uma aplicagdo que preserva fibra
onde M A sao fibrados descritos pelo teorema, com o homomorfismo induzido dado por;
fu(a) = a, fx(b) = a®b% e fu(c) = a®b%c, entdo o conjunto minimal dos pontos fixos
Mg [f] é composto de exatamente |c;(by — 1) — cobs| circulos disjuntos.

Note que a expressao algébrica |c;(by — 1) — c2bs| é a mesma que aparece no teorema
principal de [26]. O resultado de [26] diz apenas que se |¢;(by — 1) — cob3| = 0 entao
Mgi[f] = 0. Assim, o resultado demonstrado aqui, teorema 6.6.1, nos diz que a
expressao algébrica |cq(by — 1) — cobs| possui mais informagdes sobre o conjunto minimal
dos pontos fixos Mg1|[f], do que o apresentado em [26].

A técnica usada para demonstrar o teorema principal de [26] foi a mesma técnica
usada para demonstrar o teorema 4.1.1. Ainda nao sabemos se as expressoes algébricas
do teorema 4.1.1 possui mais informacgoes sobre o conjunto minimal de coincidéncias.
Isso podera ser tratado em pesquisas futuras.

Como consequéncia da demonstracao do teorema 6.6.1 temos o seguinte resul-
tado: dado g € G, entao de [16] temos a seguinte sequéncia de isomorfismos na-
turais: HH,(ZG, (ZG)¢)C(Q) — H(G,Z(C(g))) — H\(G,Z(G/Z(g))) — H1(Z(g)),
onde para cada 8 € Z(g), o l-ciclo f ® 7'y € HH,(ZG, (ZG)¢)C(Q) é enviado na
classe {8} € H1(Z(g)).

Se F': T x I — T é uma homotopia induzida por uma aplicacao que preserva fibra
f:MA — MA, onde MA é um fibrado como no teorema 6.6.1,mentéo vimos que o
trago a l-parametro de F' é escrito da seguinte forma: R(F) = Zaiu_l ® uuv™,
com a;, m;,n; € 7. =

Pelos célculados da demonstracao do teorema 6.6.1 obtivemos; R(F') = Z +u ' ®
i=1

uu™ o™, m;,n; € Z. Se denotarmos por o = {u~"'} € Hy(Z(g)) entdo concluimos que;
L(F) = +£N(F)a. Nao sabemos se essa relagao entre o numero de Lefshetz e o niimero
de Nielsen a 1-parametro vale para todas homotopias do Toro. Sabemos que dada uma

fungao continua f : T — T entdo temos a seguinte igualdade: |L(f)| = N(f). Uma
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demonstragao desse fato se encontra em [2].
Outros resultados relacionado ao conjunto Mg:i[f], usando a técnica acima, serdo

obtidos em um outro momento.



Apeéendice A
Calculo de alguns grupos

Neste apéndice apresentaremos calculos de alguns grupos que foram usados no estudo

do diagrama 1.4 do capitulo 1.

A.1 Calculo de 7 (M(¢p) xg1 M (), (< 29,0 >, < 24,0 >

Sejam ¢ : K — K um homeomorfismo e x5 = [(0,0)] pertencente a K. Denotemos por
1 = [(¢1,¢2)] um ponto de K para ¢; e g2 pequenos.

Sabemos que ¢(z2) = x2. Podemos escolher ¢ também satisfazendo ¢(z1) = 1. De
fato, como ¢ é um homeomorfismo e ¢(xy) = x5, entao existe V, vizinhanga do ponto
Tg, € um disco pequeno D C V tal que ¢(D) C V. Portanto, em V podemos definir o
grau de ¢, veja [43]. Visto que ¢ é homeomorfismo, entdo temos que o grau de ¢ é 1
ou —1. Assim, podemos supor, em V', que ¢ é a identidade ou a reflexdao em torno de
um eixo que passa no centro de D. Desse modo, existe um ponto x; diferente de x5 tal
que ¢(z1) = 2.

Vimos, no primeiro capitulo, que a aplicagao, p1 : M(¢) xs1 M(¢) — M(¢p), dada
por; pi(< z,t >, < y,t >) =< x,t > é uma fibracdo com fibra K = p;'(< 2,0 >).

Como M (¢) é K(m, 1), entao a seguinte sequéncia é exata:

179
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1o m(K,z) B m(M(6) xgt M(6),(< 2,0 > < 21,0 >)) “¥ 7(M(0),
< x9,0>) — 1,
onde, l4 ¢ o homomorfismo induzido pela aplicacao, [ : K — M(¢) xg1 M(¢), dada
por; I(z) = (< 22,0 >, < x,0 >) e (p1)# é o homomorfismo induzido pela aplicacao p.
Essa sequéncia vem da sequéncia exata de homotopia da fibracao p;. A sequéncia cinde,
pois a fibragao p; admite uma seccio que é aplicagao s¢ : M(¢) — M(p) x 51 M(¢),
dada por; si(< x,t >) = (< x,t >, < x;,t >), 1 =1,2.

Agora, definiremos um conjunto explicito de geradores para m (K, z;). Para isso,
comegaremos escolhendo um conjunto de elementos de 7 (K —x). Esse conjunto também
sera usado na proxima segao.

Sejam pi1, p12 € pa1, P22 0s elementos de 71 (K — 9, x1) e m (K — 21, x2), definidos

como em [40]. Os p;; est@o representados na figura abaixo.

ALY (I

Fig.1. As trangas p,, ¢ o, Fig.2. As trangas p,, ¢ D,

Se retirarmos de K um disco, D, de raio pequeno, em torno de xo, entdo K —{D}
pode ser pensado como um disco colado com duas faixas “torcidas”, exatamente como
esta na figura.

P P

P3

P 0, P o 0,
4
() =

X4

X4

P2 P

Figura A.1: Garrafa de Klein menos um disco
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Da mesma maneira, fazemos retirando um disco de raio pequeno em torno de x1,
porém, nesse caso, consideraremos os elementos ps, ps, representados na figura acima.
Denoteramos pela mesma letra, p;;, os elementos de (K, x;) que sdo imagem pela
inclusao K —z; — K dos p;; definidos acima. Observemos que aqui estamos tomando
para m (K, z;), i = 1,2, a seguinte presentagao: 71 (K, ;) =< pi1, pi|pfipsH =1 > .

Agora, consideremos as presentacoes; m (K, 7;) =< a;, b;|azbiab; ' =1 >, onde a; =
pirpia, bi = prt e T(M(9), < 12,0 >) =< a, B, colafaB™ = 1,cpacyt = af, cofBeyt =
aPB" > onden=+1lepe {0,1}.

Observemos que para cada presentacao de (K, x;), escolhida acima, temos um
conjunto de lagos {a, 3, ¢o} que sao geradores de 7 (M (¢), < x2,0 >). Quando i = 1,
a e f comecam no ponto x1, j4 quando ¢ = 2 eles comegam no ponto x,. Aqui, para
efeito de notagao, nao faremos distingao entre os dois casos.

Denotemos por ayq, 31, co1, U1, v1 respectivamente, as classes de homotopia dos lagos
dados pelos pares de lagos («(t), < 1,0 >),(6(t),< 1,0 >),(co(t), < 1,6 >),
(< 22,0 >, ay(t)), (< x2,0 >,b1(t)). Observemos que como ¢(z1) = 1, entdo < x1,t >
¢ um laco em M (¢). Da mesma forma, denotaremos por aw, 52, co2, Ug, vy as classes de
homotopia dos lagos dados, respectivamente, por; (a(t), < z2,0 >), (8(t), < x2,0 >),

(co(t), co(t)), (< 22,0 >, as(t)), (< 22,0 >,by()). Com essa nota¢do temos;

Teorema A.1.1. Seja ¢,(1, 1) um dos quatro casos dado pelo teorema 2.1.1 e oy, Bi, cois
ui, v; 0s elementos em m (M(¢p) xg1 M(¢), (< 29,0 >, < 2,0 >)) definidos acima.
Entao, temos w1 (M (¢)x g1 M (), (< 19,0 >, < 24,0 >)) =< ay, B, Coi, Ui, Vi wiviuv; T =
1,aiﬁiaiﬁf =1 cola,cm ; 1= cmﬁlcol B; "o 1,04,%04[1 = ui,aiviai_l = v;,

-1 _ -1 _ -1 _ -1 _ n s
BB = i, 51”01‘51- = Ui, C(Jiuicol' = Uy, COiviCOi = Uz‘ v; >, para cada i =1,2.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema consiste em aplicar o teorema 1.2.1,
pois ja conhecemos as presentacoes de w1 (M (), < x2,0 >) e de m (K, ;).

Pelas observagoes feitas antes do enunciado do teorema temos; ay : I — K, dado
por; as = po1pae, by 1 I — K, dado por; by = ,02_21, a,B,co : I — M(¢) dados por;
a(t) =< az(t),0 >, 5(t) =< ba(t),0 > e co(t) =< xo,t > .
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Tomemos, si : M(¢) — M(¢) xg1 M(¢), a seccio da fibracio, K — M(¢) X
M(¢) 25 M (), dada por; st (< x,t >) = (< x,t >, < x;,t >). Com essa sec¢io temos
que, i, Bs, coi, ug, v; - I — M(¢) xg1 M(¢), sao dados por; a;(t) = si(a(t)) = (at), <
2,0 >), Bi(t) = s1(B(t)) = (B(t), < 7,0 >) e

(co(t), < z1,t>) sei=l
{ (co(t),co(t))  sei=2
onde, p; é a fibracdo dada anteriormente.

Também temos u;(t) = l(a;(t)) = (< 22,0 >, < a;(t),0 >) e v;(t) = U(bi(t)) =
(< 29,0 >, < b;i(t),0 >), onde l(x) = (< 29,0 >, < x,0 >).

Como {a;(t),b;(t)}, ¢ um conjunto gerador de m (K, z;), {«a(t), B(t), co(t)}, um con-
junto gerador de m (M (@), < 2,0 >) e pi(ai(t)) = a(t), p(Bi(t)) = B(t), pr(coi(t)) =
coi(t), entao pelo teorema 1.2.1, m (M (@) Xg1 M(), (< 29,0 >, < 24,0 >)) é gerado
pelo conjunto {I(a;(t)),1(b;(t)), s} (a(t)), st (B(t)), st (co(t))} com algumas relagoes, essas

sao dadas pelos céalculos abaixo. Considerando as classes dos caminhos acima temos;

wvv; = < u(t) ><u(t) ><u(t) >< o] (t) >
= lp(<ai(t) >)lp(< bi(t) >)lp(< ai(t) >)lp(< 07 (t) >)
= L@l (bi)ly(ai)ly (b;)
= ly(abia;b;t)
= lyx(1)
= 1,
it = < ai(t) >< Bit) >< ault) >< () >

)

V(< a(t) >)(sh)x(< Bt) >)(s1)#(< alt) >)(s1)4(< 57(1) >)
s1)# () (51)#(8) (s1) (@) (s1)4(87)

D

D#(
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-1 _ —e _
Co; O Cp,; O =

s1)#(co) (51) () (s1) (g ) (1) 4 (a™)

Coz'ﬁic&lﬁi_ T 7 =

A aplicagdo, h : M(¢) xg1 M(p) — M(¢p x ¢), dada por; h(< z,t >, < y,t >) =
< x,y,t > é um homeomorfismo, onde M(¢ X ¢) é o espago quociente obtido de
K x K x I pela relagao; (z,y,0) ~ (6 x 6)(x,9),1) = (6(2), 6(y), 1).

De fato, h estd bem definida. Se (< wy,t; >, < 21,11 >) = (< wa, ty >, < 29,19 >),
entao devemos ter; < wy,t; >=< wq,ty > e < 21,t; >=< zo,t3 > . Se t; # 0, entdo
pela definicao das relagoes de equivaléncia devemos ter; t; = tg, w1 = wy € 21 = 29,
Agora, se t; = 0, entao devemos ter t5 = 0,1. Se ty = 0, entao acabamos. Se ty = 1,
entao devemos ter wy = ¢(wy) e 2o = ¢(21). Como (wy, 21,0) ~ (P(w1), ¢(z1),1), entdo
temos < wy, 21,1 >=< wy, 29,t3 >, e logo h esta bem definida.

Da mesma forma, a aplicacdo, g : M(¢ x ¢) — M(¢) xg1 M(¢), definida por;
g(< z,y,t >) = (< z,t > < y,t >) estd bem definida. Usando a topologia quociente
de M(¢) e M(¢ x ¢) podemos mostrar que h e g sdo continuas. Como ho g = Id,
goh = 1Id, entao h é um homeomorfismo.

Assim, para cada i = 1,2, os lagos «y, f3;, coi, u;, v; podem ser vistos em M (¢ X ¢)
como «;(t) =< as(t), x;,0 >, Bi(t) =< ba(t), x;,0 >,

< X9, 71,t > sei=1

COi<t) =
< To,To,t > sei=2

ui(t) =< x2,0a;(t),0 > e v;(t) =< x9,b;(t),0 > . Esses lacos também podem ser vistos
como classes de caminhos no pullback, (K x I) x (K x I), de gor : K xI — S por gor,

onde 7 : K x I — M(¢) dada por; 7(z,t) =< x,t > é a projecao natural e ¢ é dada
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por; ¢(< z,t >) =<t > . De fato, a;(t) pode ser visto como (7w x 7)((az(t),0), (z;,0)),
analogamente, para os outros lacos.

Consideremos em (K x I) x (K x I) os caminhos ; : I — (K x I) x (K X
I) dados por; 6;(t) = ((ax(t),0), (z;,0)) e 68 : I — (K x I) x (K x I) dado por
0i(t) = ((x2,0), (a;(t),0)). Temos; < §; >=< (az(t),0), (x;,0) >=< as(t), z;, 0 >= «,
da mesma forma, obtemos < 0} >=< (x9,0), (a;(t),0) >=< x9,0a;(t),0 >= w;. Daf
concluimos que oju;a; ' =< 5,056, > .

Sabemos que se X e Y sdo espagos topologicos entao w1 (X XY, (zg, yo)) = m1 (X, 29) X
m1 (Y, y0). Disso segue que lagos em X X {yo} e em {zo} X Y representam elemen-
tos comutativos em 71 (X X Y, (zg,yo)). Dessa observacao temos que os pares de lagos
((aa(t),0), (x;,0)), ((22,0),(a;(t),0)) sdo comutativos sob uma homotopia em
(KxI)x (K xI), ouseja, 6016, ' 6 homotépico a 0. Portanto, au;a; ' =< §;010; 1 >=
<0 >= .

Analogamente, considerando o caminho, 6% : I — (K x I) x (K x I), dado por;
05(t) = ((2,0), (b:(t),0)) temos; < 05 >=< ((x2,0), (bi(t),0)) >=< z2,b;(t),0 >=

=< 6,050, >. Como 6,056, é homotépico a 5, entdo obtemos

v;. Logo, oo
< 5915 >=< 0} >. Portanto, o;v;a < 5915 >=< 0 >= ;.

Semelhantemente, tomando o caminho, §; I — (K xI)x (K x I), dado por;
5:(t) = ((ba(1),0), (;,0)) teremos < 6, >=< ((by(t),0), (x,0)) >=< by(t),2;,0 >= S
Portanto, Biu;8; ! =< 6,0(5;)~" >. Como 6,0%(5;)~" é homotépico a i entdo obtemos
< 6,01(8;,)7" >=< 0% >. Assim, BiuBt = < 6,01(5;) 7" >= < 0} >= ;.

Similarmente, temos B;v;3; ' =< §;05(0;)~" >. Como 6;05(5;)~! é homotdpico a 6}
entdo; < 0,05(0;)"" >=< 0 >. Portanto, B;v;8; ! =< 6,05(5,)7" >=< 0 >=v;.

Agora, consideremos o caminho, \; : I — (K x I) x (K x I), dado por;

((xo,t), (x1,t)) sei=1
((wq,t), (xa,1t)) se i=2

Ai(t) =
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et [ — (K x1I)x (K x1I)dado por; ¢i(t) = ((z2,1), (#(as(t)),1)). Note que

< ((mg, 1), (x1,t)) >= <@g, x1,t >= cp1(t) sei=1

T, t)) >= < To,Ta,t >= cpat) sei=2,

A
—
—

8

V)
~
SN—
oun

ou seja, < \;(t) >= coi(t).
Como (z9,a;(t),0) ~ (z2,¢(a;(t)),1), em M(¢ X ¢), entdao temos u; =< 1} >.
Logo, coiuicy; =< AiA;' >. Da mesma forma, como fizemos no final da prova

1

da proposigao 1.3.5, podemos mostrar que \;((¢ X ¢)(z2,a;), 1)\, é homotépico a

((¢ x @)(x2,a;),0). Portanto, A\jpi\; ! serd homotopico a I(¢(a;(t))). Disso obteremos;
< MU >= < I(0(a(t) >

No pullback, M () x g1 M (¢), temos l(¢(a;(t))) = (< 22,0 >, < ¢(a;(t)),0 >). Como
M (¢ x ¢) é homeomorfo a M (¢) X g1 M(¢), entdo podemos olhar a classe de [(¢(a;(t)))
em M(¢ x ¢). Temos; < [(P(a;(t))) >=< x2,d(a;(t)),0 > =< x9, (a;(t))5,0 > = uf.
Portanto, obteremos cou;cy; =< 1(p(a;(t))) >= us.

Semelhantemente, tomando o caminho, ¥4 : I — (K x I) x (K x I), dado por;
Vi(t) = ((w2,1), (4(bi(t)), 1)) teremos covicy; =< Nty A+ >. Como A\piA; ' é ho-
motépico a [(¢(bi(t))) entdo temos < NiA' >=< U(¢(bi(t))) >= ulv]. Logo,
covicy; =< 1(p(bs(t))) >= ulv].

Desse modo, obtemos todas as relagoes dadas no teorema 1.2.1. Portanto, pelo
teorema 1.2.1, w1 (M(¢) X1 M(¢), (< 22,0 >, < x;,0 >)) possui a presentagao dada
no enunciado do teorema. [

Agora, passaremos ao calculo de w1 (M (@) Xg1 M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >)),

usaremos na préxima se¢ao as mesmas notacoes desta secao.

A.2 Célculo de m(M(¢p) xg M(¢) — A, (< x9,0 >,
< x1,0 >>)

Tomaremos nesta secao; o = [(0,0)], 1 = [(0,¢)], ¢ pequeno, e K = R?/ ~ onde,

(r,y) ~ (z,y+ 1) e (z,y) ~ (x + 1,1 —y). Também, tomaremos, ¢ : K — K, um
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homeomorfismo satisfazendo ¢(z;) = z; para i = 1,2. Vimos na se¢ao anterior, que
podemos fazer essa escolha.

Para calcular, m(M(¢) x5t M(p) — A, (< 29,0 >, < 21,0 >)), consideraremos
a seguinte fibracao: (K — x9,m1) 3 (M(p) x5t M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >
) Y (M(6), < 22,0 >) onde, jy : K — 25 — M() xg M(&) — A & dada por:
Ja(y) = (< 22,0 >, < 3,0 >) e py) : M(¢) xq1 M(¢) — A — M(¢) é dada por;
py(<z,t > <y, t>)=<uz,t> comz#y.

Da sequéncia acima, obtemos a sequéncia exata de homotopia da fibragao p1j- Como

M(¢) é K(m,1), entao obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

(171\)#
—

1o m(K — 9, 21) 2 1 (M(6) xg1 M(&) — A, (< 2,0 >, < 21,0 >))
— m(M(9), < 29,0 >) — 1

Consideraremos as seguintes presentacdes: 7 (K — x9,71) =< @,b >, onde < @,b >
é o grupo livre gerado pelo conjunto, {@,b}, @ = p11p12, b = pry € T (M (), < 22,0 >)
=< a, B, colaBaf™t =1, coacyt = af, cofeyt = aPp" >, n = £1, p € {0,1}.

Os elementos, p;;, sao definidos como na segao anterior. Também, suporemos que a
inclusao dos elementos, po;, em K, nao intersecta o ponto 1, e que a inclusao dos ele-
mentos, py;, em K, nao intersecta o ponto xs, para ¢ = 1,2. Para isso, basta considerar

os geradores de, m (K — x), como na figura abaixo.

Py P4

P3

P4 0, P o 0,
n
(=) "

X4

X4

P2 P,

Os caminhos; a, 8, ¢y : I — M(¢), sdo dados, respectivamente por o« =< pa1pa9,0 >
, B =< pyy,0 > e cy =< xy3,t >. Note que estamos usando a mesma notagao tanto
para os elementos, p;;, em K — x;, quanto para sua inclusao em K.

Consideremos os elementos &, 8, ¢, a,b : I — M(¢) xs1 M(¢) — A dados por;

& = (a,< 21,0 >),8 = (B,< 21,0 >),é = (co,< 21,t >),a = (< 22,0 >,a) e
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b= (< 22,0 >,b). Visto que os elementos, pij, nao intersectam x;, entao os elementos;
&, B3, ¢y, a e b pertencem a M(p) xg1 M(¢p) — A. Observemos ainda que, (p1)y(a) =
«, (p1|)#(5’) = f, (p1|)#(60) = Co,jz#(@ =ae j2#(5) =b.

Pelo teorema 1.2.1 existe uma presentagao para o grupo m(M(¢) xgs1 M(¢p) — A,
(< 29,0 >, < 21,0 >)) que é dada por; m (M () xg1 M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >
)) =< @& B, 6, a,b|aBaf™" = wy(a,b), éacra = wa(a,b), cBé AP =
ws(a,b), aaa~! = wy(a,b), aba~' =ws(a,b), Baf'=we(a,b), PbG =w(a,b),
Goacy = ws(a@,b), cobéy ! = wy(a,b) >, onde wj(&,i)),j =1,...,9 sao palavras em

a e b. Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema A.2.1. Sejam, ¢,(1,n), um homeomorfismo, dado por um dos quatro casos
do teorema 2.1.1, e &, B3, ¢y, a,b os elementos de T (M(@) x5t M(¢) — A, (< 22,0 >,
< 21,0 >)) definidos acima. Com essa notagdo temos;

T (M () x g1 M(¢) — A, (< 22,0 >, < 21,0 >)) =< &, 3, Go, @, b|aBaf " = wy(a,b),

Gty tamc = wy(a,b), b fa? = ws(a,b), aaa ' = wy(a,b), abat =
ws(@,b), Baft = we(a,b), pbATY = wr(a,b), cacy "t = ws(a,b), Gbé Tt =
wy(a, 5) >, onde, w;j(a, I;),j = 1,...,9, sdo palavras em @ e b dadas pelas tabelas
abaixo;

Caso I Collo ' = @ GoBé =8

do(1,1) Goacy ' =a Gobéo ' = b

Caso I Godly ™t = & éoBé~' = Blap

¢1(1,1) Gacy t=a chbc”'ojl = b&‘i (A1)
Caso II1 cacy ' =B a éoféy = pt

do(1,—1) Goacy ' = aB™t Gobéo™t = Bb1B™!

Caso IV Gty = B la coféy "t = ap!

d1(1,—1) Goacy ' = aB™! éobéy ' = Bb~ta!
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Demonstragio. Afim de simplificar, denotaremos; & = paips € B = pyy. Como
antes, temos @ = p1p12 € b = piy . Note que (@Baf™", 1) = (pa1pazpas p21p22p22, T1) =
(p2,p2,, 1) é homotépico a (xa, p?,p2y) = (w9, abab™t), segue dai a seguinte relacio:
apaf = (afafl, < 21,0 >) = (< @aBaf 1,0 >, < 21,0 >) = (< 25,0 >, <
abab—',0 >) = abab~'. Para ver que (a@faf ', x;) é homotépico a (s, p3,p3,), basta
observar que as trangas da figura abaixo sao homotdpicas.

-
AN

tranca o, tranga o,
Figura A.2: As trancas o; e 09 em K

Visto que, as projecoes das trancas acima também sao homotopicas, entao obtemos
o resultado. Note que as projegoes de o1 e de gy sao, respectivamente, By = pi; p3, €

' = p2,p3,, representados na figura abaixo.

L)) (A

Figura A.3: Projecoes das trancas o1 e 09 em K —

21
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Se denotarmos; B = abab!, entdo pelo resultado acima, obteremos B = afaS".
Agora, para calcular aaa ', abat, BaBt e BbBA! consideraremos a seguinte pre-
sentacao: (K, *) =< p1, pa|p?p3 =1 > . Como Z é livre, entao a seguinte sequéncia

exata curta cinde:

i (pop1|)

1— Wl(KXK—AK, (JTQ,LUl)) j) 7T1(M((Z5) X g1 M(¢)—A, (< 9,0 >, < 21,0 >)) —

—m(Sh<0>)~Z—1

onde iy ¢ a induzida da aplicacao, i : K x K — Ag — M(¢) xs1 M(¢) — A, dada por;
i(z,y) = (< x,0>,<y,0>).

Laba~t, BaB~t e BbB™' como elementos do niicleo de

Para de calcular aaa™
(p o p1|)#, usando a sequéncia acima, precisaremos de uma presentacao para

m (K X K — Ak, (z2,21)) e é 0 que faremos agora.

A.2.1 Uma presentagao para m (K x K — Ag, (zq, 1))

Da fibracdo, py : K x K — Ag — K, dada por; py(r,y) = z e, usando o fato de K ser

K (7, 1), obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1— 7T1(K — l’g,l‘l) (22—)># 7T1(K x K — AK, (I27$1)) (pl—‘g# Wl(K, 132) —1

onde, i34 ¢ o homomorfismo induzido pela aplicagao iy : K — x5 —+ K x K — Ak, dada
por; is(x) = (29, ).

Denotaremos por; ju : m(K — x9,21) — m(K,21) e por kg @ m(K — x1,22) —
71 (K, x2) os homomorfismos induzidos pelas inclusées j : K—zy - Kek: K—z1 — K,
respectivamente.

Temos; @ = p11p12,b = piy, @ = parpaz € B = pyy, onde pyy, p12 sdo geradores de
m (K — x9,21) € par, poe geradores de m (K — 1, 22). Sejam ju(p11) = p1, ju(p12) =
p2, ku(pa1) = p3 e ku(pa2) = ps. Os piy @ = 1,2,3,4, sdo os mesmos definidos na
secdo anterior. Vimos que os conjuntos {a,b} e, {@, 3} também sdo geradores de

m (K — x9,21) e m (K — x1,x9), respectivamente. Dessas observagoes temos;
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(p1)#(p21,21) = p3 e (p1))#(p22, 1) = pa. Também temos; (ia)4(p11) = (z2,p11) €
(12)#(p12) = (22, p12), como classes de caminhos.

Agora, podemos usar o teorema 1.2.1 para dar uma presentacao para mi(K x K —
Ay, (z2, x1)), considerando {pi1, p12} € {p21, pea} como geradores de m (K — o, 21) €
m (K — 1, x9), respectivamente. Para fazer isto, consideraremos as trancas Bis e Ba;
definidas em [40] e ja apresentadas na figura A.3.

Temos que, m (K x K — Ag, (z2,21)) = P2(K) grupo das trancas puras, é um
subgrupo de By(K), o grupo das trangas em K baseado em duas cordas, veja [12].
Usaremos a presentacao para Po(K) dada em [40]. Usando [40] e a convencao de que
o produto cd, de dois elementos em 71, € a classe de um representante de ¢, seguida da
classe de um represante de d, entao o grupo; m (K x K — Ak, (zg,21)) é gerado pelos
elementos, p11, P12, P21, P22, com as seguintes relacgoes:

(1) Biz = pi1pt

2) By = p310%

3) parpuipy = puiBry
4) pap12pa = Biapi) Biapiiprapry Biy puiBry
5) 021312021 = 312011 BI_Q PllB1—2
6) p22pr1pz = pu
7) p2prapy = pr2Biy

)
9) pai pripar = Py B p1
10) py' prapar = p11Birapyy BiapraBig p11 By pif
11
12

(

(

(

(

(

(

(8) p22Brapyy = Buapiy Bry p12Biy
(

(10)
(11) pai' Bizpar = pu By pri!

(12) 02_21P11022 = Pu

(13) paz prapoe = paBis o1y

(14) pys Brapas = pr2Biy pra -

Do teorema 1.2.1, essas s@o todas as relagoes de m1 (K x K — Ak, (x9,1)). O
Agora, se aplicarmos o teorema 1.2.1, para calcular m (K x K — A, (23, x1)) usando

os geradores {a,b} e {a, B}, para 7 (K — x9,71) e m (K — 11, x5), respectivamente, no
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lugar dos geradores, {p11, p12}, {p21, P22}, obteremos outras relagoes para w1 (K x K —
Ak, (x9, 1)) que sao calculadas usando as relagoes acima. Para fazer isso, tomaremos;
@, as imagens pela inclusdo, k : K —x; — K, de pyipas € pyy, respectivamente,
e @,b as imagens pela inclusdo j : K — x5 — K de pypia € pjy, respectivamente.

Consideremos ainda as aplicagoes i1 (z) = (x,x1) e is(x) = (22, ).

K" KxK- Ak

| \T

K —x K — 9

Da fibragao (K — xq, 1) SN (K x K — A, (xg,27)) 2 (K, x35), obtemos a seguinte

sequéncia exata curta:

(i2)

1— 7T1(K — {L‘Q,Il) — P11

Wl(KXK—AK,({L‘Q,Il)) — 7T1<K,ZL‘2)—)1.

Usando o teorema 1.2.1 obteremos; & = (is)x(p11p12),0 = (is)x(pis), &
(i) s (papaz) € B = (i1)#(p3y) geradores de (K x K — Ay, (2, 21)). Na nossa notacio

~

esses elementos sao dados por; a = (ia)4(a), b = (in)4(D), & = (i1)w(a) e B = (i1)x(f).
Lembremos que, i : (K X K — Ak, (z2,21)) = (M(¢) x5t M(¢), < 19,0 >, < 21,0 >),
a aplicagao de inclusao é dada por; i(z,y) = (< 2,0 >, < y,0 >). Aplicando o homo-

HlOI'ﬁSHlO, i#, nos geradores acima obteremos;
Z#(Oé) = i#(p21p22axl) - << /)2102270 >, < Ilvo >) = (Oé, < xlvo >> - 657

i#(ﬂA):i#(pQ_Ql’xl) (< p2270> <l’1,0>> (ﬁ,<l’1,0>)=ﬁ~,
i4(a) = iy (22, prip1z) = (< 2,0 >, < prip1a, 0 >) = (< 22,0 >,a) = a,
i (D) = iy (29, p1y) = (< 22,0 >, < piz, 0>) = (< 2,0 >,b) = b,

onde, &, 3, a e b sdo geradores de m (K X K — Ak, (x9,x1)). Portanto, se calcularmos as

conjugagoes; aac ', faf~t abat, fbB~! e aplicarmos 0 homomorfismo, iy, obteremos

as conjugacoes aada t, aba~!, Baft e fbB~L. Calcularemos a seguir, as conjugacoes

A~ A

aaa~t, Bap, aba! e b1
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Temos; ddd_l = (il)#(pglpgg)(ig)#(pllplg)(il)#(pgzlpgll). ASSil’Il, éédd_l deve ser
calculado em, 71 (K X K —Ag, (z2,x1)), através do produto de caminhos p21p22p11p12,02_21

poi. Usando as relagdes (3),(4),(5),(6) e (7) obteremos;

PoPRPUPI2P Pri = P21P22P11 P22 P22P12P3s Pat
= papupi2Bn o
= pa1p11Par P21P12Pr P2 By oy
= puBiy Biapiy Biapriprapiy B p11 Biy Buapyi Biapn Bry'
= BupupiBiy
= BaB™.
Portanto, aplicando o homomorfismo, ¢4, em ambos os lados da igualdade acima obte-
remos; aad~! = BaB~'. De maneira andloga a anterior, aba—', S~ e AbS~! devem
ser calculados em 7 (K x K — Ag), respectivamente, através dos produtos de cami-
nhos; P21922015 Pz Pai P2z P11P12P22 © Pay Pra Paz- Usando as relagdes (1),(4),(5) e (7)

obteremos;

2102201 Pos Pai = P21 Br2pis P
= o Biapy p2pis par
= Buapyy By puBiy parpig par
= Biopi) By pu1Biy Biapi) Biapiipis p11 B pun Bry'
= Buopps pii By pui By
= Buop pii P12 Pz P11 Bz
= B(a*ba)B .
Da igualdade acima obtemos; aba~' = B(a~'ba~')B~!. Usando as relacdes (1),(6) e
(13) obteremos;
p2_21P11P12P22 = P11P2_21:012P22
= puplBn
= pilpn
= 1P PP

= b ta'b.
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Portanto, temos 3a3~" = b~'a~'b. Usando a relacio (13) teremos;

Py Pra P2 = pr2Biapis piy
_ (B,
Da igualdade acima obtemos; 855! = Z;*l(Bl;)ZNJ.

Note que, obtivemos todas as relagoes da tabela A.2 do enunciado do teorema.
Agora, calcularemos as relagoes dadas na tabela A.1. Para isso, consideremos a seguinte
fibracio: (K x K —Ag, (22, 21)) = (M(¢)x g1 M(¢)—A, (< 29,0 >, < 21,0 >)) 5! S,
onde, i(z,y) = (< x,0 >, < y,0 >). Dessa fibragao obtemos a seguinte sequéncia exata

curta:

i pop1| 4

1= m (K x K —Ag, (22,21)) 5 m (M(@) xg1 M(¢) — A, (< 29,0 >, < 21,0 >)) —

- m(Sh<0>)~Z 1

A sequéncia acima cinde visto que Z é livre. Assim, m (M (@) x5t M(¢) — A,
(< 29,0 >, < 21,0 >)) é isomorfo ao produto semi-direto m (K X K — Ak, (x2, 1)) X Z.

Consideremos o homeomorfismo, h : M(¢) x g1 M(¢) — M (¢ x ¢), sobre S*, dado
por; h(< z,t >, < y,t >) =< x,y,t > . Tomando a restrigao de h a M (¢) x g1 M () —A
obteremos o seguinte homeomorfismo: h : M(¢) xg1 M(¢) — A = M(¢p x ¢) — h(A).
Note que esse homeomorfismo preserva fibra.

Pelo homeomorfismo acima, os lacos &, 3, ¢o, @, b podem ser vistos em M (¢ x @) —
h(A), como & =< &, 1,0 > 8 =< B,21,0 >, ¢ =< xo,x1,t >,0 =< T9,a,0 > e
b =< T2,b,0 > . Esses lacos, podem ser vistos como representantes de classes de lacos
em (K x K — Ag) de maneira natural, por exemplo, & seria visto como um par de
lagos em K x K — Ay, onde & € o laco na primeira componente e x; é o lago constante
na segunda componente.

Da mesma maneira, como foi feito acima, podemos olhar para os representantes
dos lagos &, B , Co, d,l; e interpreta-los da seguinte forma: os lacos a, b sdo elementos na

primeira copia de K em, K x K, e os lagos &, 8 sao elementos na segunda cépia de K

em K x K.
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Seja ¢ x ¢ um homeomorfismo de K x K. Seja M ((¢ x ¢)|) o espaco quociente obtido
de K x K — A x I pela relagao (x,y,0) ~ ((¢ x ¢)(z,y)),1). Entao, M((¢ x ¢))) é
homeomorfo a M (¢ x ¢)—h(A). De fato, a aplicagao g : M(¢x¢)—h(A) = M((¢x¢)))
definida por; g(< z,y,t >) =< x,y,t >, com x # y é um homeomorfismo. No espago
M((¢ x ¢)|), com a seccao so : S — M((¢ x ¢))), dada por; so(t) =< x9,z1,t >,

podemos mostrar;
Goacy ™ = (6 x 9),(@),  &BGT" = (¢ x ), (B),

Gacy ™ = (¢ x ¢),(@),  @bé " = (¢ x @)1, (b).
Observemos que a conjugacao acima resulta da a¢ao conjugacao de Z — Aut(K x K —
A), que vem da secgao s, da mesma forma como fizemos na proposigao 1.3.5. Pela

nossa notacao temos;

Coacy A = (¢ X §)|,(a)a™" = wa(a,b),

CNOBCNO_lB_nd_p = (¢ X qb)\#(g)g_nd_p = w3(dv b)

Nosso préximo objetivo é apresentar uma descricao para o homomorfismo; (¢ x @), 4
m (K x K — Ay, (z2,71)) = m(K x K — Ak, (x9,21)). Para isso, faremos algumas
consideracoes.

I) Consideremos o seguinte par de diagramas comutativos;

@
T (K — 29, 21) m‘$>7T1(K — Xg, 1)

j#l ij#
b4

7T1(K,331) 7T1(K,iU1)

()%

7T1([(—5(327171) 7T1(K—132,371)

(Zé)#i l(iz)#
(¢x0)|,
(K X K — Ak, (z9, 1)) —= 1 (K X K — Ak, (22, 71))
(Pl)#l l(m)#

¢
Wl(K,ﬂf2) a 7T1(K,932)
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onde j4 ¢ o homomorfismo induzido pela inclusdo, j : K —xy — K, (i3)4 é o homomor-
fismo induzido pela aplicagao, i : K — 29 — K X K — Ak, dada por; is(x) = (x9, ),
e, (p1|)#, ¢ 0 homomorfismo induzido pela aplicagao, p;| : K X K — Ax — K, dada
por; py|(z,y) = .

IT) Se a,b,é e f3 sdao geradores de m (K X K — Ag, (22, 21)) entdo temos; ix(a) =
Gyig(b) = b,iyg (&) = &,ig(B) = B, iap(a) = @,ia (D) = b,ing(@) = &, i1 4(B) = B.

IIT) Consideremos as seguintes identidades:

coa(co tacy)a eyt = (Gacy Ya(ca e,

oa (o~ héy)a ™t = (Gacy Hb(éa e,
Gb(G ack) B 6 = (@fd Na(@f™ &™),
0BG bé0) B et = (Gofcy b(éB ).
IV) Denotemos por 71 (K, *) =< a,blabab™ = 1 > e m (K —x, %) =< @,b > . Se wyg,
wy € (K — x,%) sdo tais que wawywawy * = abab~! ou wawywawy ' = ba"tb~ta "t
entao existe um homeomorfismo ¢ : K — K tal que (¢))4 : m (K —x, %) — m (K —x, *)
envia @ — w; e b — wy. A seguir, daremos um esboco da demonstracdo do item IV,
N0 caso em que wawWywzw; - = abab '
Sejam A = S, X = D? Y = SV StV {cUA}, onde ¢ é um circulo de raio pequeno

contido em K, e A uma aresta ligando o ponto base ao circulo c.

2 c

b

K: Garrafa de Klein

Olharemos para, X U;Y, onde f : S' — Y é dada por [f] = abab~'AcA~t. Definimos

h:Y C XU;Y — K — {disco} por h(a) = uma curva que representa wg, h(b) = uma
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curva que representa wy, h(A) = X e h(c) = c¢. Queremos saber se h se estende para
XUpY.

Temos; hy o fyu : m(SY) — m (K — {disco}). Como AcA~! é homotdpico a abab™?,
entdo se d é um gerador de, 7;(S'), obteremos hy o fy(d) = 1. Portanto, h o f se
estende para X = D? e, logo, existe H : X U; Y — K — {disco} que estende h. Note
que H é uma equivaléncia de homotopia. Logo, H é homotdpica a um homeomorfismo
¢ K—{disco} — K—{disco}. Assim, existe ¢ : K — K que estende ¢. Por construcao,
() 4(a) = wa e (¢)x(b) = wy. O caso em que temos wawywawy * = ba tb~la~! é
analogo ao anterior. O]

Agora, usaremos as consideracoes acima, em cada caso da tabela do teorema 2.1.1,

para obtermos a tabela A.1 do teorema A.2.1.

Caso I) ¢o(1,1).

Consideremos, ¢ : K — K, a identidade. Temos (¢|)4 : @ — @,b — b. De, I),
obtemos; ¢y = ¢o(1,1), (¢ X @)1, : & = @,b — b. Portanto, éyacy~ = (¢ x )| ,(a) =
i e cbcy = (¢ x ) ,(b) = b. De Gacy™" = a e &Gbéy " = b obtemos & 'ady = a

1

e ¢ 'béy = b. Logo, ¢ comuta com a,b,a~! e b~!. Sabemos que B = ababL. Disso,

temos que ¢y também comuta com B.

Usando a primeira identidade de, I11), wy(a, B) = 60y ta~!, atabela A.2 e os fatos

acima temos; co& (G taco)a 6t = (Gacy Ha(éa ¢ ) que implica GoBaB~ 6t =

ws(a, b)aad 'ws(a, l;)_l. Disso, concluimos que ws(a,b) deve satisfazer; BaB~' =
ws(@,0)B aB~ ws(a,b)
1

Da mesma forma, usando a segunda identidade de III), 50(1(50_1550)&*150_ =
1

(Gocucy™ ) b(Goa ¢y "), obteremos; éBa~'(ba~2)aB ¢, " = wy(a, b)aba 'py(a,b) .
Portanto, ws(, b) deve satisfazer; Ba~'(ba~2)aB~" = wy(a, b)Ba ' (ba2)aB 'w(a, l~))_1.
Assim, ws(@,b) =1 é a solucdo.

Agora, usaremos a terceira e quarta identidades de III), 503(50_%50)5_150_1 =
(coféo™) a(éB e e GoB(G 'bé)B 6" = (cBé " b(@B ¢ "), a tabela A.2

e w3(a@,b) = Bc 'S~ para encontrar um sistema de equacoes envolvendo a pa-
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lavra ws(a,b). De fato, de &fB(¢ ‘ac)B ¢! = (éféo Va(éfé& ") obtemos;
GbaB et = ws(a,b) Pa B ws(a, )", que implica éob~'a"béy ™" = ws(a, b)b'a b

ws(a, b)~'. Portanto, ws(a,b) deve satisfazer; b='a~'b = ws(a, b)b~'a bws(a, B)_l.

De ¢oB(G ™ bé) B ™" = (GoBco )b(GoB 6" obtemos; éBb6" ¢ = ws(a, b)Gb
B ws(a,b)~", que implica éb 1 (Bb)béy ™! = ws(a, b)b~ (Bb)bws(a,b)!. Dessa forma,
ws(@,b) deve satisfazer; b= (Bb)b = ws(a, b)b~'(Bb)bws(a, 5)71. Assim, ws(a,b) = 1 é
a solugao.

Dos resultados acima obtemos; ¢yacy 'a™! = wy(a, b) = 1e cBc B = ws(

1. Como Gyacy 'a™" = (¢ X ¢),(A)a " = wy(@, b) = 1e&fc "B~ = (6 x ¢)|,,

= wg(&,ﬁ}) = 1, entao (¢ X ¢)|#(d) =ae (¢ X ¢)\#(ﬁ) = B

(

b) =
)

Caso II) ¢1(1,1).
Da consideragao, IV'), podemos tomar ¢ : K — K tal que (¢))x : @ — a,b — ba".
Portanto, de ) obtemos; ¢y = ¢1(1,1), (¢ X )|, : @ — a,b— ba~'. Assim, Gyacy ' =
(6 % ¢)1,(a) = e cobéy ™" = (¢ x ), (b) = ba~".
1

De éybéy™ = ba~!, obtemos b = & théyéy tatéy = ¢y 'béga !, pois éy Tt acy = a.
ovCo ) 0 0C0 0 0 0 ) 0 0

Logo, temos ¢, *béy = ba. Observemos que

50350_1 = 50&8&5_150_1

= acolo béob !
= abéob ¢!

= abab™t

= B.

Da identidade, éya(é tac)at ¢t = (cacy V)a(caté "), obtemos; cyaaa
Gt = wy(@, b)aaa 'ws(a, b)~1. Dai temos; ¢gBaB ¢! = wy(a, b)BaB 'wy(a, b))~
Note que éyBaB~ ¢! = éBé ‘'éacy ' ¢B ¢ ' = BaB~'. Portanto, wy(a,b) deve
satisfazer; BaB~" = wy(a, b)BaB ™ 'wy(a,b) ™"

Da identidade, ¢ (c~'bép)a " = (Goady " )b(Gaté 1Y), temos; Gyabaa ! ¢! =
wy(a, b)aba'wy(a,b)~!. Logo, éBa 0B ¢t = wo(a, b)Ba 'ba~ B 'w,(a, b)~l.

Observemos que éoBa~'bB~ ¢! = é&Béy ‘épa ¢y tépbéytéoB ¢ = Ba~'ba B~
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Portanto, ws(d, b) deve satisfazer; Ba~'ba~ "B~ = wy(a, b)Ba 'ba~' B wsy(a, b)~". As-
sim, ws(a, b) = 1 é a solucdo.

Nesse caso temos; ws(a, b) = ¢3¢ 'f~'a ', Da identidade, é3(¢tacy)3 ¢! =
(cofco™Ma(éB ¢ "), obtemos; GBaf ‘¢~ = ws(a, b)aBaf 'a ‘ws(a,b)"'. Por-
tanto, Gob'a'béy”' = ws(@,b)abtatba'ws(a,b)~'. Das relacdes acima temos;
Gob ™t athéy ™t = bl ea ey oyt = abtatba ! e

ab~lalba! = ablalaatalabat
= Bab'aB'Ba'B~'Ba 'ba'B~!
= B(ab'a'ba")B.
Assim, ws(a,b) deve satisfazer; ab—'a—'ba~' = ws(a,b)B(ab~'a ‘ba~") B ws(a,b)"".
Agora, da identidade, &[B(c~"bé)3 ¢ = (¢~ )b(éB ¢~ Y), obtemos a igual-
dade; éBbaf'é " = ws(a, b)aBbfa 'ws(a, b)~". Temos;
@bbaf~'q™" = apbiBas e
= Gb Y(Bb)bbtabéy !
= b 16 G Béy ey éoa ¢ by
= ab~'Bba~'a 'ba!
= ab~'(Bba~2)ba ",
aBbB~'a"! = ab 'Bbba!
= ab-'a'aBa 'abataba!
= Bab'aB'Ba'BaB 'Ba ‘ba'B~'Ba 'ba 'B!
= Bab~'Bba'a 'ba B!
= Bab Y (Bba2)ba ‘B,
onde B = abab~'. Assim, w;(a, b) também deve satisfazer; ab~'(Bba2)ba " = ws(a, b)
Bab~' (Bba~2)ba'B~'ws(a,b)'. Logo, ws(d,b) = B~ é a solucdo.

Portanto, dos resultados acima, temos éyiéy " 'a~! = wq(a,b) = le Gfé ' a! =
wy(@,b) = B!, Como Gyacy 'a ™" = (¢ x ¢)) (@)@ = wa(d,b) = Le Gfd "B la " =
(6 % 0, (B)F 161 = wy(@,B) = B, entdo temos (¢ x 6),,(@) = @ e (¢ x O, ,(3) =
B~'af, onde B = abab™.
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Caso III) ¢o(1,—1).

Da observacao, IV'), podemos tomar ¢ : K — K tal que (¢))4 : a — aba~'bla! =

ab=t b — ababla'v~! a=! = Eb~'E7!, onde E = abab—!. De I), obtemos ¢4 =
o(1,=1), (6 x ), : & — aba~'b'a! = aE~'b — abab'a"'b~! a~! = Eb1E,
onde £ = abab~".

Portanto, éyicy " = (¢ x ¢)|,,(a) = aba'b~'a~" = aB~" e Gbcy ' = (¢ x ¢); ()
= abab~'a'b*a~! = Bb'B~!, onde B = abab~'. Dessas igualdades temos; coiacy " =
aB~! e éybéy~' = BbB™!. Agora, visto que

oBé™' = Gabab eyt
= Goacy by Goacy T b et
= aB 'Bb'B'aB'BbB!
= ab'BtabB!
= ab'ba'b'a‘abB!

- B!
entdo temos a = ¢ ‘acyéy 1B~ = ¢ tacyB. Portanto, ¢ tacy = aB~'. Também
temos; b = ¢ ' Béyco b éyéo "B~ ¢ = B71é b1y B. Assim, ¢ bt ¢y = BbB.
Essa tltima igualdade implica ¢ 'bé = Bb~'B~!.

Da identidade, éya(éy~tacy)a—té ! = (Gacy Ha(ca '), obtemos a relacio;

~—1

Léo™ = wy(a, b)aaa"wy(a,b) = wy(a, b)BaB ™ 'wsy(a, 5)_1. Note que,

o B~la

1+ -1 1

GaaBta "l = Gaaba b lataléy”
= Gaaatabalaalatablataata e !

= ¢BaB 'Ba'ba'B'Ba'B'Bab~'aB'Ba B '¢,!
= GBba b 1Bt

= GaB ¢!
= &6 tacyéy Tt

= a
Assim, wy(a, 5) deve satisfazer; a = wg(&j))BdBflwg(d,l;)il. Agora, da identidade,

Gt thég)a eyt = (Goacy )b(Goaté ), obtemos a equacdo; oa@Bb I BTta ¢!
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= wy(@, b)aba " wsy(a, b)

CN()&BbilB 1067100

-1

1

= wy(a, b)Ba~'ba~ ' B~ wy(a, 5)_1. Como

“1p-15-15- 141

coaabab—ta a ta ¢

Gaaa'aba taaatabta taa a tab T a !
aata e

¢BaB 'Ba~'ba 'B~'BaB~'Bab 'aB~'Ba 'B~!
Bab'aB'Ba ‘B ¢!
coBbab'ab ' B¢}

¢oBéy éobéy "L épacy T b ¢ égacy T b ép !
B ¢!
B~'Bb-'B'aB~'BbB~'aB~'BbB~'B
“1B~'abB~'ab

~1pg—1pg 1

a'ba!,

b
b

~—1

entdao wsy(d, b) deve satisfazer; a='ba~' = wy(a, b)Ba~'ba~'B~'wy(a,b) . Disso, con-

cluimos que ws(d, b) = B~

é a solucdo. Também, da identidade, é3(¢ ~tacy)B ¢! =

(Gofco Va(coB 1Y), obtemos a equacio; ¢yfaB ¢~ = ws(a, b) S~ afws(a, 5)71.

GBaB e

GoBaba b a1 e,

o G B 5 B e
GobLa=tbb=  Bbbb—tabb~ b~ B~tbbtabc, !
Coacy !

aB™!.

Dessa igualdade obtemos; faB~'f~' = ¢ taB~'¢y = & ‘tacyéy !B~ '¢ = aB™!

B = a. Portanto, B‘ldﬁ’ = aB™!. Dessas equagoes, temos que ws(a, B) deve satisfazer;

aB~' = wy(a, b)aB 'ws(a,b)

" Agora, considerando a identidade, ¢/3 (o™t l~)c~0) Bl

= (B Hb(B 6 ™"), obtemos GBBb B3¢t = wg(d,i))ﬁflgﬁwg(d,l})il. Ob-
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servemos que,
GBBV B g q = Bababta b tat e !

= GPaplpbp Bas T pb B Bat B B
Bd—16—16~0—1

= Gbtatbb~Bbbbta bbbt B~tbbtabb bt B~'b
b~tabéy ™!

= Gb B¢

= &b ta B et

= BLB'B

= Bb.

Disso concluimos que; BBb"'B~13~! = ¢~ 'Bbé, = ¢ 'Béyéy 'béy = B"'Bb !B~ =
a1 b'a ' Logo, f~ta*b'a"'3 = Bb~'B!. Dessa igualdade resulta 3135 1p*
BB1a'3 = Bb-'B~!, que implica Ba~ 't b1Bat = Bb-'B~!. Assim, 31613 =
aB 'Bb~'B~'aB~' = b=*B~'. Portanto, 3103 = Bb.

Da equacdes acima, ws(a,b), deve satisfazer Bb = ws(a, b)Bbws(a, 13)_1. Dessa
forma, wg(&,?)) = 1 é a solucdo. Portanto, desses resultados, temos; Gyacy ‘a~! =

(¢ x ¢)|#(d)d_1 = wy(a,b) = B~'. Assim, (¢ x ),(a) = B~'a. Também temos;
0By~ B = (¢ x 9)1,(5)8 = ws(@.b) = 1. Logo, (¢ x )1,(5) = 57"

Caso IV) ¢1(1,—1).

Da observagio, IV), podemos tomar ¢ : K — K tal que (¢)x : @ — aBE~1,b —
Eb~'a~! onde E = abab~!. De, I), obtemos ¢4 = ¢1(1, —1), (¢ x gzﬁ)‘# G4 — abl b —
Eb~'a~!, onde E = abab™'. Assim, temos ¢yacy " = (¢ x 9),(a) = aB~! e ébéy~! =
(¢ x ¢)1,(b) = Bb~'a~, onde B = abab~".

Neste caso temos; éobcy ! = Bb~'a 1. Daf segue que b = ¢~ Béyéo b~ oo a1 cp.
Dessas igualdades obtemos;

GoBé ™t = cGabab eyt

= Gyacy tepbéytepacy b eyt

— aB 'Bbla'aB labB!
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= ab'B'abB~!

= ab~'ba~'b'a'abB!

= B7L
Portanto, ¢ !B '¢ = B, e disso obtemos ¢ 'Bé = B~'. Como &Gacy,™t = abB,
entao a = 50,1a€0€0,13_1€0 = C~071(~LC~0B. Assim, C~0715LC~0 = ELB_I. Note que, i) =
00*135050*113*15050 g=1¢y = B¢y~ l;*lc})Béfl. Daf obtemos; ¢! 5*150 = BE&B*,

que implica ¢ 'béy = Ba—'b1BL.

Usando a identidade, cya(cy tacy)a'éo ™t = (Gacy Halca ¢ "), obteremos;
e Ty~ ~ — o TN~ ~ 71 .
coaa B~1a1éy ™ = wy(a, b)aaatwy(a,b) . Visto que,

GaaBta"léy"t = Gaaba b la e et

-1z 1r~—1~—1+—1

= ¢paah” labalaata—tab-lataa'a Co

= &BaB 'Ba'ba'B~'Ba'B~'Bab-'aB~'Ba'B~'¢)!
= GaB ¢!
= aB™'B
= a,
entdao wsy(a, b) deve satisfazer; @ = wy(a, b)BaB ™ 'ws(a, b) . Agora, usando a identi-
0 thég)a et = (Goacy T )b(Ga ), obteremos; GoaBa b B a1 ¢, !
= wy(@, b)aba " ws(a, b)_ . Também temos;

GaBa b !B a7t = Gaabablata v tata et

= Gaaatabalaaatabtataatataata!
ab-lataata e

= ¢&BaB'Ba'ba-'B'BaB 'Bab~'aB 'Ba B!
Ba'B-'Bab'aB~'Ba ‘B¢t

= GBa 'Bb 1B ¢!

= é&Bé tépa ey eoBéy  eob eyt éps B!

= B 'Ba'B-'abB~'B

= a 'ba !
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Assim, w,(a, b), deve satisfazer; a~'ba "' = ws(a, B)B&_lz)&_lB_lwg(&,B)_l. Portanto,
ws(a,b) = B~ é a solucio.
Usando a identidade, ¢3(¢ ‘ac)B 'é~" = (GBéy Valéf ¢ "), obteremos;

cBaB B¢t = ws(a, b)af'afa ws(a@,b) . Temos;

GBaB B¢ = GPabatbtatp et
= &Pfap Tt pbppa BB B B B G !
= Gbtatbb~ ' Bbbb~tabb— b B~1bbtabé,
= Gacy !

= aB™.

Logo, BaB 13! = ¢ 'aB ¢y = ¢ ‘acyéy ' B ¢ = aB~'B = a. Portanto, a8 =
aB~1. Também temos;

aaB™'a™! = aaba ‘v la"ta?

1 1 1

= aaa tabataatatabtataata

— BaB 'Ba‘ba'B'Ba'B'Bab'aB'Ba B!
- aB™ L.

Assim, ws(a, b), deve satisfazer; aB~ = ws(a, b)aB~ws(a, B)_l. Agora, usando a iden-
tidade, & B(c 'bé) B ¢t = (GoBéo M)b(éB "¢ "), obteremos; éB3Ba b !B G

0
G " = ws(a, b)af 'bfatwsl(a, l~))_1. Das relagoes acima obtemos a seguinte igualdade:

GBBa b 1BT157¢ " = GBababtata b ta B ¢!
= apaptGhp-Bai B B B g
BB pa p e
= Gbta b b Bbbba bbb B~ b Labbab
b1 B 1hb L abe,
= Gatble !
= Gatéy b et
= Ba'abB!
— BbBL.
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Dai concluimos que,
BBa W 'B-'3t = & 'BbB7'4
= 50713505071550507137150
— B 'Ba'%b'B'B

= a bt

Portanto, Ba'p B! = 5’*1&*15*15 = 5*1&*135*15*15 = Bdilﬁlll}lﬁ. Logo,
B~ 13 = b 'B~!, que implica 373 = Bb. Note que, af'bBa~! = aBba~! =
aabac~! = aaa‘aba‘'aaa~' = BaB 'Ba'ba' B 'BaB~! = BbB~!. Assim,
ws(@,b), deve satisfazer; BbB™' = wg(d,i))Bl;Bflwg,(&,l;)fl. Portanto, ws(a,b) = 1
é a solucao.
Como Gacy ra~t = (¢ x ) u(@)at = ws(a, b) = B!, entéio segue que (¢ X )4 (a)

= B~'a. Agora, como ¢3¢ ' fa! = (¢ x gb)‘#(ﬁ)@&_l = ws(a, b) = 1, entdo obtemos
(6 x ¢),(8) = ap™.

Assim, concluimos a demonstracao do teorema A.2.1. n

Observagao A.2.1. Toda palavra p(a, l~7) pode ser escrita como uma palavra em w =

1

aba~'b~ta"! e v = ab. De fato, de ,w = va ‘v~!, tiramos a = v-wtv. Agora, de,

b=a'v, obtemos; b = v wv?.

No resto desta segao, calcularemos os conjugados dos geradores w e v em relagao a

a, B e ¢y. Essas conjugagoes se encontram nas tabelas abaixo.

aBaf~' = B = abab™!

aaa~' = BaB™! a'aqd = aB 'aBa

aba~' = B(a'ba " )B~' | a 'ba = aB'a~'b~'(bB)baBa "

aBa~' = Ba Y (B)aB™' | & 'Ba = aBa™! (A.3)
Bap~t=b"ta"th B~taf = ab(a~)bta !

Bb3~1 = b= (Bb)b B'b5 = Bb

BB =b"Y(B~b B'BB = BB~ )b'B!
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Calculo da tabela A.S.

Para calcular a tabela A.3 usaremos os resultados ja obtidos na tabela A.2. Temos;

aBa™t = aababta !
= aad'abataaatabta!
= BaB 'Ba'ba~'B~'BaB 'Bab 'aB!
= Bbab'aB!
= Ba'BaB™.

1 1

Da igualdade acima obtemos; aBa~! = Ba~'aaa !, que implica aBa~'a~! = Ba~!.
Assim, aac'aBa 'a™! = aaa"'Ba' = BaB 'Ba~!' = B. Dai temos aaBa~' a~! =
B. Portanto, aBa~!' = a ' Ba.

Usando, aBa 'a~! = Ba~!, obtemos; Ba™! = a 'Ba'a = a 'Baa'ata =
aBa~'a~! a~'a, que implica @ 'a~'a = aB~'a 'Ba~'. Assim, a 'ad = aB'aBa "l

Agora, da igualdade, aba—' = Ba~'ba"'B~!, obtemos; b = & 'Ba ‘ba'B'a =
a-'Ba a'a'aa'baa'a'aa'B~'a = aBa'aB~'a~'Ba 'a~'baaB'a'Ba'a
B~'a~' = Ba'a~'baaB~'a"'a"'. Logo, & 'ba = aB 'baaBa~' = aB~' a~'b~'a(bB)

baBa . Temos:

BBBA~Y = Babab~'p!
= Bap by fap g
= b la b 'Bbbbtatbb b 1B 1h
= b B b

Da igualdade acima obtemos; 3BS~! = b~'B~1b = b~'ba~'ba~'b = a—Bas".
Daf temos; 3B = &' 3a, que implica aBa~' = 3. Portanto, ~af = aB™".

Observemos que, BabB~t = BaB~ b3~ = b'a'bb~ Bbb = ab. Disso, obtemos
f1abB = ab. Agora, fLab3 = ab, que implica 5~'aB5 b5 = ab. Logo, aB~'A~1b3 =
ab. Portanto, 37103 = Bb. Por fim temos:

FB = Fababd
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aB~'BbaB 'b-1B~!
BbB~p 1B

Dessa forma finalizamos os calculos da tabela A.3. Passamos a tabela A 4.

Caso I | Gacy™ = a G lad = a Bt =5 ¢ YBé =P

do(1,1) | Gacy™' =a G lacy = a Gobéy~ ' =b éo 'béy = b
@Bé ' =B ¢ 'Bé =B

Caso II | éoacy™ =a G tacy = & coBé ™t = pa! ¢ 'Bé = Ba

p1(1,1) | Gacy ' =a G tac =a Gobéy™" = ba~! éo'béy = ba
cBéy ' =B éo 'Béy=B

Caso III| éyacy™' = B~'a ¢ tacy = B la GoBéy =41
G~ 1Béy = B!

do(1,—1) | Gacy~! = aB™! ¢ tacy = aB™! Gobéy~t = Bb~1B!
B¢t = B! ¢ 'Béy = B! ¢ 'héy = Bb~ 1B

Caso IV | éyacy~' = B ta ¢ ‘acy = B ta coBéyt =ap!
G By =a"1p7!

$1(1,-1) | doacy~t =aB! ¢ tacy =aB™! éobéy~t = Bb~ta !
B¢t = B! ¢ 'Bé = B! ¢ 'béy = Ba b 1B

(A.A4)

Note que a tabela A.4 ja foi obtida na demonstracao do teorema A.2.1. A seguir

temos a tabela A.5.

ava~! = wow atva = w tvw!

awa ! =w a twa = w

aBa™' = a(wvlww)a™! | a7'Ba = a N w v lw ) a
=w ' Bw = wBw™!

vt =w B lwp =wv

Bwp™t = v tw B wh = vw vt

BBB! = v lwB tw v B BB = vwB tw vt
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Cilculo da tabela A.5.

Temos; B = abab~! = v w oo Lweto tlw lor 2w o = w v lw M.

A tabela A.5 é dada pelos célculos dos conjugados abaixo. Primeiramente, faremos
a conjugacao em rela(;éo a Q.

ava~! = aaba~! = aaa'abat = BaB~'Ba~'ba B! = Bba'B~! = abab~'b
a"'B~'=abB~' = aba~'b'a'abaB~' = aB'abaB~ = wow.

awa !t =aaB 'a™! = aaa"'aB'a™! = BaB~'Ba !B 'aB~!=aB™! = w.

aBa! = aw v lwlva~!. Também, temos aBa~' = Ba~'BaB~! = w™'Bw.
laaa~'ba = aB~'aBa'aB~'a~'b~'bBbaBa ' = abaBa !

= Ba~'aB~labaBa! = Balaba ‘b~la‘abaBa~! = Ba ‘abBa ! = wlvw !

a'oa = a~laba = a-

alwa =ataB la =ateaaa !B 'a =aB 'aBa taB ta ! =aB ! =

a~'Ba = a'w v lwtwa, por outro lado, temos & 'Ba = a fw v lwva =
alwtaa v laalw taa  va = w v lww v ™! = ww v o = w
Bw™.

Agora, faremos a conjugacio em relacio a 3.

Buf~t = Babf~' = faf ' BB = b ta'bb ' Bbb = ab = v.

BwBt = BaB~ft = paf~'AB At = blatbb'Bb = b la'bBatab =

B~Yup = B~ tabB = B aBB B = aB~*Bb = ab = v.
B~lwp = ptaB~'B = Bapp T B7If = aBT'BbBb ' B! = abBa~'bta~t = v

B~ 'BB = BbB ' 'B~! = gbaB'a"‘b~'a! = abaB ‘B 'Ba 'b'a ! = vwB™!
w L.

Assim, encerramos os calculos da tabela A.5. Passaremos agora aos céalculos da
tabela A.6. Isso se dd conjugando v, w em relagao a ¢y, em cada um dos quatro casos

da tabela A.2.
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Caso I Govéy t=w Gowéy P =w éwBé ' =B

1L,1) | & tud = o wé = " 'Bé = B
¢o(1,1) Co vy =0 Co wéy = w o Co =
Caso Il | éuéy™ = wo Gowéy t =w ¢Bé ' =B
(bl(l, 1) C~0_1’UC~0 = U)_I’U C~0_1U}C~0 =w C~0_1B ~0 =B

(A.6)

Caso II1| éyuéy™' = vt Gowéy b = v w éoBé ' = B!
Po(1,—1) | ¢ tvég = vt éo twéy = v w G *Béy = B!
Caso IV | éyvéy™t = v tw™! Gowéy ™t = v lw ¢Bé ' = B!
$1(1,—1) | ¢ tvcy = v w o twéy = v w o ¢ 'Béy = B!

Calculo da tabela A.6.
Caso I) ¢o(1,1).

Covéy L = Gabéy ! = épaco tépbéy Tt = ab = v.

Gowéyt = aB ¢! = Gacy @B = aB™ = w.

C~071U ~0 = Ngi ab ~0 = C~0716~LC~00~071[)C~0 =ab=v.

¢ twéy = & taB e = & tacyéy BT = aBT! = w.

¢ 'Bé = B.

Caso II) ¢1(1,1).

covéy L = Gabéy ! = éyaco téobéy = aba' = aB~'Bba ' = aB~'ab = wo.
Gowéy = éaB et

coBé ' = B.

= Gyacy 6B ¢yt =aB ! = w.

C~071U ~0 = ~0716~Lb0~0 = C~071€LC~OC~071bC~0 = Bd_ldB_lngEL = Bd_ldb = U)_ll).

Co Wy = ¢y aB ¢y = oilglé()é‘OilBilCNO =aB ! =w.

Caso III) ¢o(1,—1).

Govéo L = Guabéy ! = éyacy tébéy ! =aB'Bb !Bt =b"la! = .

Gowéy = GaB ¢y = dacy B ¢ =aB 'B=a = v lw .

coBé ' = B.
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éo wéy = éyrabéy = éytacyéythéy = aB'Bb !Bt =b"la = v

c}flw ~0

Il
SN

“1aB ¢ = ¢ tacé, B¢y = aB !B = v 'w .
50_1350 = B!

B~
Caso IV) ¢1(1,—1).

-1

C~0UC~0_ = ~06LECO = Cpacy Cogég 1= CLB_le_ &_1 = dg_lgl_l

v 1/LUil.
cowéy L = GaB ¢t = éyacy téoB ¢ =aB 'B =a = v lw .
coBéy ' = B!

éo twéy = ¢ taB ey = ¢y tacyéy ' B¢y = aB~'B

C~0_1BC~0 = B~ L

-1,,—1

Assim, terminamos os calculos das tabelas acima.

=a=v w .
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